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SOBRE FILTROS ESTABLES DE GABRIEL VII

{Algunas relaciones entre teorias de torsisn
en A-mod y tecrias de torsifin en Mod-A)

José Rios Montes

En [3,b] y f4]), se definen los conceptos de semisimplici-
dad y regularidad, relativos a un filtro de Gabriel en un anillo A,
en esta nota se define una funcidn entre el conjunto de teorfas de tor-
5i6n hereditarias en A-mod y el conjunto de teorias de tersidn heredi-
tarias en mod-A, entre otros resultados, se prueba que en el casc esta
ble, lcs conceptos antes mencionados se preservan bajo esta corresponden-
cia.

En la Gltima seccidn, se da una caracterizacion de los filtros
de Gabriel en A que satisfacen la propiedad de gue todo mddulc simple
de torsidén es F-ipyectivo y se estudian algunas propiedades que compar-

ten estos filtros y aquellos que hacen de A un anille F-regular.
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La notacidn y terminologfa utilizada, sera la de [3,a]

I.- RESULTADOS PREL{MINARES

Sea A wun anillo con 1, denotamos por T, al conjunto de

teorfas de torsién hereditarias en A-mod vy por Td’ al conjunto de
teorias de torsién hereditarias en Mod-A .

Sea (T,L} wna teoria de torsiGn hereditaria en A-mod con

filtro asoctade F, sea BF = {1a/1 € F} ¥ de,ld} la teorfa
de torsidn en Mod-A, generada por los modulos derechos

'{A/J/JEB[F}.

PROPOSICION 1.1. ffd,Ld) es una teoria de torsién hereditaria.

DEMOSTRACION: Las clases Td ¥ &d’ se describen como sigue;

P
I

d = {N /Hom,(A/3 N) =0 ¥ JE Bﬂ_.}

= {HA/HcmA(H,N) =0 ¥YHNE 1Ld}

Para probar la afirmacidn, basta hacer ver que Ld es cerrada
bajo capsulas inyectivas.

Sean NEL,, JEB vy f E HomA(A/J, E(N)), i f#0
existe x € E(N), x+# 0 tal que f {1) = x, entonces xJ = @ como

N es submddulo esencial de E(N}, podemos elegir y €N de tal
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manera que y ¥ 0 y xa =y paraalgin a€ A como J es ideal bila-
teral, yJ = xaJ C xJ = 0, entonces, podemas definir g : A/J + N  por

9(5) = ya vy este morfismo no es cero, de aqui que para todo J € BF’
HomA(A/J,E(N)) = 0 esto nos dice que ('Ed,ﬁ.d) es una teoria de torsidn
hereditaria.

Cefinimos ahora, & : T+ Td como sigue :

PLmLY = @) .

OBSERVACIONES 1.2,
a} Si A es conmutativo, W = IT
b) Si T y T' son clases de torsidn hereditarias en A-mod
1
tates que T CT' entonces Td C‘ﬂ'd

¢} S$i T = {0} entonces ¥, = {pl

d} Si T= A-mod, T

d Mod-A

e} Es facil ver que si F es un filtro de Gabriel en A,

0]
—
.
.

entonces el conjunto 'iFo = {IA/ | L d con Ji 5 Bi:} es una

k

pretopologia en Ay -

COROLARIO 1.3.  Sea Fy e} filtro de Gabrie) asociado a ('ﬂ’d,ll_d)

entonces:

Fd = “A/ para tedo J tal que 1C J ¥ A, existe

a € A-J tal que {J :a}EFO}-
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DEMOSTRACION : [5 ].

OBSERVACION 1.4, Si los elementos de E’h_. son finitamente generados como

ideales derechos, entonces iFd = IFO .

PROPOSICION §.5. Si {¥,L) es una teoria de torsién T.L.T. entonces

fﬁd.id) es T.L.T.

DEMOSTRACION: Sea J el ideal bilatera)l idempotente, generadeor de F,

entonces; FG =-{1A/ JC 1} es un filtro de Gabriet y de aqui que

Fo = Fd .

PROPOSICION 1.6. Si {(FT,L) se escinde centralmente, entonces

(‘ﬂ'd,ﬂ.d] se escinde centralmente.

DEMOSTRACION .- Sean e,f, idempotentes centrales tales que

‘A=he O AF, donde tA=A y F = {n| J Af €1} de la proposicidn

anterior, tenemos gue Fd = {IA/fA C 1} vy entonces tdA = eh, por

consiguiente ('D'd,ll.d) se escinde centralmente.

11.-  ANILLOS NETERIANOS

DEFIKICION 2.1. Un filtro de Gabriel F en A es acotade, si F

tiene una base consistente de ideales hilaterales.

a4



OBSERVACION 2.Z. Por 1.4, si AA es neterianc, entonces, para

cada teoria de torsiém hereditaria, (FL} €T, tenemos que Fd es

un filtro de Gabriel acotado.

Denotemos per E(A) al cenjunto de clases de isomorfisme de
mhdulos derechos inyectivos inescindibles, y por Shec (A) al conjunto
de ideales primos de A,

Sea A neteéiano derecho y ¢ : E£E{(A} » Spec(A}, la funcidn

que asigna a cada inyectivo inescindible, su Gnico ideal primo asociade,

es conocido que esta funcidn es supravectiva, vya que, si P € Spec{A),
n

entonces E{(A/P) = & E. donde cada Ei es inyectivo inescindible
i=]

¥ Ei = Ej para todo i,j, sin embargo ¢ no es siempre inyectiva.

DEFINICION 2.3, Un anille neterianc derecho A, es completamente aco-
tade derecho si ¢ es biyvectiva. En esta seccidn, se de una demostra-
cidn distinta a Jas conocidas, de una caracterizacidn de los anillos

completamente acotados.

PROPOSICIGN 2.4, Sea A neteriano derecho y EO’El , modules de-

rechos inyectivos inescindibles no isomorfos, entonces, la teorfa de
torsidn cogenerada por Eo, es distinta a la teoria de torsidn cogene-

rada por El

DEMOSTRACION .- supongamos que F.o esta cogenerado por El’ probare-

ms gue E0 no cogenera a E]
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Sea | un maximo en la familia de anuladores de elementos no

nulos de EO’ este maximo existe porgue An es neteriano, ademas

] A, sea x € Eo;{D}, elemento asociado a |, como E. cogenera a

1

E existe un morfismo distinto de cero, f : A/l = E notemos que

0, ],

f no es monomorfismo, ya que entonces tendrfamos que El Z E(A/D)

pero E(A/1} = Ey ¥ de aquil E, = Ey o cual contradice ia hipdtesis,
sea J/[ = Kerf, por lo anterior, 1 $J8% A, entonces
A/l = Imf C E,» la maximalidad de | nos dice que HnmA(A/J,EG} =qQ,

de aqui que E. no estd cogenerado por E

1 0

TECREMA 2.5. Sea A neteriano derecho, son equivalentes:

a) A es completamente acotadoe derecho.

b} Toda filtro de Gabriel en A, es acctado.

A

DEMOSTRACION :
a) = b} [51

b) = a) Sean EO’EI’ A-mddulos derechos inyectivos ines-

cindibles, probaremos que no tienen el mismo ideal primo asociado.

Sea tD el radical asociado a 1a teoria de torsiédn cogenera-

da por E0 Y Fo el filtro de Gabriel correspondiente. Por la propo-
sicion anterior, podemos suponer que tOEl #0, sea P el primo aso-

ciado a E

;> como El es inescindible, existe x € ¢_E x# 0 tal

o’
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que P = An{xA), por otro lade, an(x) € F como F,. es acotado,

0’ 0

existe J € FO' ideal bilateral tal que J € an{x} entonces xAJ =0

y de aqui que J C P de lo cual tenemos que P E FO .
Si P f;ese el primo asociado a EO’ tendriamos un elementd

y € EO’ y # 0 tal que P = An{yA) y entonces P C anly) 1o cual nos

dice gue an{y) €F v por Jo tanto 0 # y€ t E =0 que es absurdo,

0 00
entonces E0 y E] tienen distinto primo asociado es decir, A es

completamento acotado.

COROLARIO 2.6. $i A es neteriano derecho y  es suprayectiva en-

tonces A es completamente acotado derecho.

DEMOSTRACION
La hipftesis junto con la cobservacidn 2.2, nos dicen que

todo filtro de Gabriel en AA es acotado.

COROLARID 2.7, $i A es neteriano derecho e izquierde entonces:
¥ es biyectiva si y sélo si A es completamente acotado derecho ¢ iz-

quierdo.

DEMOSTRACION : Basta considerar el siguiente hecho:

Si A es neterianoy F es un filtro de Gabriel en A, aco

tado, entonces:

n-'='{|/|:>1=] ... P, donde P, EF N Spec A} .
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[H1.- CONCEPTOS RELATIVOS

En [3,bf y [4), se definieron los conceptos de semisim~
plicidad y regularidad, relativos a un filtro de Gabriel en A, en esta
seccidn, probamos que en el caso estable, estos conceptos permanecen in-

variantes bajo .

DEFINICION 3.1. Sea ¥ un filtro estable de Gabriel en A, A

es F-semisimple, si todo ideal en K es sumando directo de A .

Una caracterizacion de anillos F-semisimples es la siguiente:

A=tA o fA con tA y £A generados por idempotentes centrales,
F={1/2AC 1} y tA semisimple,
TEQREMA 3.2. 8 F es un filtro estable de Gabriel en Ay A

es F-semisimple, entonces Fd es un filtro estable y A es Fd-semi -

simple.
DEMOSTRACION :

De la propesicidén 1.6, tenemos que tA = tdA ¥

Fy ='{[A/£A C 1}, tA semisimpie implica que todo ideal en Fy es sumando

directo de A, por otro lado, pﬁAfﬁA} es proyectivo y de aqui que

Fd ‘es un filtro éstable en AA .

DEF fHICtON 3.3, Sea ¥ wun filtro de Gabrie! en ,A, & es F-regular

si para todo ideal dereche J y todo | en F, J1 =J40 1,
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OBSERVACION 3.4, 51 A es F-regulary J e | son ideales bilate-
rales de F entonces I|J = 10J vy de aqui que

F_oo={1I

0 C A/l D J para algin J € E%_.} .

A
LEMA 3.5, Sea F un filtro de Gabriel estable en P si A es
F-regular entonces, para todo IA € FO, el A-médule derecho A/l

es plano.

DEMOSTRACION
Sea ]EFQ, como A es F-regular, por teorema 2.2 de
[4, el A-médulo Af1 es F-plano, por consiguiente el A-mddulo

izquierdo Homz(All.Q/Z) es F-inyectivo (teorema 1.4 de [&] ), de 1a

observacién 3.4, tenemos que existe J €F, J bilateral tal que

JC I, es claroque J anula a Hon&(A/I,M) entonces

H%(A/[.QIZ) es F-inyectivo y de torsién respecto a F, la estabilidad

de ¥ nos da por resultado que Horr}z{A/l,Q/Z) es inyectivo y entonces

(MI)A es plano.

LEMA 3.6. Si M€ Mod-A es F_.-invectivo entonces M es

0

¥ -~inyectivo.

d

DEMOSTRACION :

Seg M € Mod-A tal que M es Fo—inyectivo, sea

[ € Fo Y £f: 1M wun mrfism, consideremos ia familia
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C={f ¢ 1'>M/1C1'CA y f' extiendea fl} con la siguiente rela-

cién de orden g <g't si g:J+M, gt iJ M con JC U ¥

9'j, =9, es fécil ver que (C,c) satisface las hipdtesis del lema de
o, sea fO : lol+ M un maximo en C, si io g‘A, por el Lerolario
1.3, existe a€ A - [0 tal que {10 : 8) € FO’ definamos

¢ (10 i a} *M de la siguiente manera ¢{b} = fo(ab), como M es
FO inyectivo, existe ¢ : A+ M tal que ¢ extiende & ¢, sea
y = ¢ {1}, definamos ahora

fooi [, +aAl + M por f[(x + ab) = f, {x}) + yb ,

0 ¢

si x + ab = x'+ ab’ entonces x - x' = a{b' - b} y de aqul que
| - . - ] = 4 ! = R = . t
bt - b€ (15 :al, folx) - f(x) = flalb-b'}) y{b-b'} = yb - yb

es decir, f] estd bien definida, es c¢laro también que fI extiende a

- _

, pOF consiguiente i, = A y #H es Py inyectivo.

TECREMA 3.7. Sea F un filtro estable de Gabriel en A, si A

es F-regular entonces A es Fd-regular.

DEMOSTRACION:
Por el tecrema 2.2 de [4], basta probar que todo médulo izquier-
do es Fd-plano.

Por el lema 3.5, {A/l}A es plano para tedo | € FO y de agui que la
sucesidn exacta corta de A-mddulos derechos

C+1+A-+Af1+0 es pura, es decir:
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g+ 1M +ABMN>A/I @M >0 es exacta para todo | €F ¥
A A A 0

M € A-mod, esto nos dice que si M € A-mod, el A-mddulo derecho

Honi(M,Q/Z} es Fo-inyectivo, aplicando aquf el lems 3.6 tenemos que

Honh(H,Q/Z) es Fd-inyectivo’ finalmente el teorema 1.4 de [4] da por

resultado que AM €s Fd-plano y esto prueba que A es F -regular.

d

V. CLASES DE TORSION DONDE TODOD MOBULO SIMPLE ES F-INYECTIVO.
En [4], se probd el siguiente teorema;

TEQREMA.- Sea A un anillo conmutativoy F wun filtro estabie de Gabriel

en A, son equivalentes las siguientes afirmaciones:
2} A es F-regular.
b} Todo ideal en ¥ es5 idempotente.
¢) Tode A-mddulo simple es F-inyectivo.

d} Todo mbdulo simple y de torsifn es inyectivo.

En esta seccidn, se da una caracterizacién en el caso general
de los filtros que satisfacen la propiedad de que todo médulo simple y
de torsidn es F-inyectivo, finalmente se estudian algunas propiedades que

comparten estos filtros, con aquellos que hacen de A wun anilio F-regular.

Denotamos f{como en [11} por Ly a la clase de mddulos M

tales que cM = {0}, donde cH =0 k .
k€ F (M}
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TEQREMA .1, Sea F un filtro estable en AA’ son equivalentes las
siguientes afirmaciones:

a} Todo médule simple v de torsién es inyectivo.

b) Todo mddulo simple y de torsidn es F-inyectivo.

¢} Todo médulo de torsidn es semiprimitivo.

d} Todo médulo ciclico de torsidn es semiprimitivo,

e) Si TEF, | es interseccidn de ideales maximos.

f} Si ME A-mod y N€ F(M), M es interseccidn de submddulos

maximos de M.

g) <M es interseccién de submdduios maximos de M, para todo

ME A-mod.

h) Todo elemente de M es semiprimitivo.

i) 51 M€ A-mod, cada submddulo cerrado de M, es intersec-
cion de submddulos maximos de M.
iy W tiene un cogenerador que es suma directz de mddulos
simples.
DEMOSTRACION
a} ® b) Inmediato.

b} ®* ¢} Sea MET vy x€#, x¥0, porel lema de Zorn,
elegimos N C K submbdulo miximo tal que x F N, sea

= - = . -
Ry =0 {k ¢ n/ Ng k} entonces x Ny ¥ Ny/N es simple ademis
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NOIN C M/N vy de aqui que NGIN es de torsic‘:n; por b},

M/N = NOIN @ N]/N como x € NO’ x &N, yde agui que N = Nl enton-

ces N es un submdulo miximo de M, por consiguiente

N {k/ k es submidulo miximo de M} = {0} es decir M es semiprimitivo.
c) =d) Es claro.

d) = ¢} Teniendo en cuenta que | €F si y sdlo si A/l €T .

e} = b) Sea S un A-mbdulo simple, S €T, 1 &F vy
fi 1 =>5% unmorfismo, F#0, si J=kerf entonces JEF vya
que t/J=SET e | €F, aplicande e), existe un ideal maximo
S C i =
IO F tal que J IO’ 1 € I0 y de aqui que A I + IO por otro
lado, J = 1nN IO’ definimos ahora, f : A+ S como sigue,
- 1 1
f(x+x0)= f(x), donde x € 1, x, € Io’ 57 x+x0=x' * X
' ¥
entonces X - X = Xg " Xg € I0 NI por lo cual fi{x-x') = Q

entonces f est3 bien definida y de aqui que 5 es F-invec-
tivo.

b} = a) inmediato de la estabilidad de F .
c) =f) Igual que d) = e)

f) =g} cHi= N k , como cada F-submidulo de M es
k€ F{H)

interseccién de submédulos m3ximos, tenemos a su vez que cM es intersec-

cion de submddulos maximos de M.

g) = h) 5i MEH entonces cM = {0}, la hipdtesis da como



consecuencia que M es semiprimitivo.

h) = i) Sea M€ A-mod y N un submbdulo cerrado de M enton-
ces H/NE W por lo tanto M es semiprimitivo vy de aqui que N es

interseccién de submddulos miximos de M.
i) = ¢) Se sigue del hecho gue T C H

a) = j} Sea C el conjunto de clases de isomorfismo de mddulos

simples de torsién, sea C= & §

o ! probaremes gque £ es un cogenerador
S e
GC

de WM , por la proposicidn 1.1. de [ 1], basta ver que todo mddulo de

torsién estd cogenerado per C .
Sea MET, x€ M-{0}, existe una sucesidn exacta

< x> L) S —> 0 con S5 mddulo simple y S €T, por ia hipétesis,

existe f : M+> S5 tal que f extiende a f, come S C L entonces M
cstd cogencrado por L, por otre lade L€ MWy de aguf gquz £ es un

cogenerador para M .

jY = a) Sea C un cogenerador de M con C= @& §

donde 5cL es un A-mddulo simple para todo g &€ X .

Sea SE€T, 5 simple, come F es estable, E(5) €ET vy por
lo tanto E{S) € W, yaque C es cogenerador de W |, dado x € §,
x40 existe f : E(3) +C  morfismo tal que f{x) # 0, esto junto

con el hecho que S es simple vy esencial en E(S) implican que f es

monomorfismo, entonces E(S) es semisimple e inescindible, de aqui que

§ = E(5), lo cual prueba que $ es inyectivo.
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Si no suponemos la estabilidad de F, tenemos entonces:

TEOREMA b.2. Sea F un filtro de Gabriel en A, son equivalentes las

siguientes afirmaciones;
a) Todo mddulo simple y de torsién, es inyectivo.
b) Todo midulo de torsidn es semiprimitivo.
c} Si V1E€F, I es interseccidn de ideales mdximos.

d) 5i M€ A-mod y NEF{M} entonces N es interseccidn

de submddulos maximos de M .

CORCLARIOD 4.3 Si F satisface las condiciones del teorema antericr

entonces tode ideal en F  es idempotente.

DEMOSTRACION :

Sea | EF tal que I2 a'l, como I2 EF, existe un ideal
- 2 - =
max i mo IO tal que I~ C 10, I € Io , de aqui que A= 1 + [0 .
sgan x € |, x5 € I0 tales que Il =x+ Xo entonces
x = [xz + xxa) (=3 I0 entonces | € I0 lo cual es absurde, por lo tanto

)= 12

OBSERVACION 4. 4.  Notemos que si A es F-regulare | €EF entonces
V= |2, esto es inmediato de la igualdad IAl = [AN |

El siguiente teorema es entonces valido para filtros que hacen de

A un anillo F-regular como para los descritos en el teorema 4.2,
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TEOREMA 4.5, Sea F wun filtro de Gabriel en A, son equivalentes las

siguientes afirmaciones;

a) Todo ideal en F es .idempotente.
b) Si J € F es bilateral, entonces (A/J)A es F-plano.
c) Si JEF es bilateral, entonces JI =J N | para todo

| EF .

DEMOSTRACION :

a)=c) Sea VEF, JNIEF, por lo tanto (J N I)z =Jn|

JICJ N, por otro lado es claro que (J N I)2 C J1, por consiguiente
JE=J N
c)=a) Sea ! €F, entonces 1AEF, por la hipbtesis,
. 2
JAlL = TA N |, de aqui que |7 = 1|
b} * ¢} Es consecuencia del teorema 1.13 de [4]
CORDLARIQ 4.6, 5f en 4.5 pedimos que F sea estable entonces c) se

puede modificar por

¢') Si JEF es ideal bilateral entonces [(A/J), es plano.

DEMOSTRACION :
Utilizando el mismo argumento que en la demostracidén del lema

3.5.
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