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ESTUDI D'UN PUNT D'ATUR SOBRE NxN

M. Farré

Definirem

	

un

	

punt,d'atur

	

que

	

pren valors

	

sobre

	

NxN

	

i

	

general itza

el temps d'arribada a un cert nivell del passeig aleatori ordinari .

L'objectiu d'aquest treball és demostrar que aquest punt d'atur és

finit amb probabilitat 1 .

0 . NOTACIO, D,EFINICIONS I PROPIETATS PREVIES

Sigui {N= 0,1,2, . . .,} el conjunt dels nombres naturals .

En NxN tindrem 1'ordre natural, <, definit coordenada a coordenada .

Sigui (n,F . ,P) un espai de probabilitat . Considerem una família

creixent de sub-Q-álgebres de F, (Ft , tEP1.N) . Direm que una variable

aleatória T, definida en (s~,F,P)

	

i a valors en (NxN) u{m}, és un punt

d'atur

	

relativament

	

a

	

la

	

família

	

(Ft ,

	

tE NxN)

	

si

	

i

	

només

	

si

	

per a tot

t E NxN el

	

conjunt

	

{T<t}

	

és de

	

Ft .

Si T és un punt d'atur es defineix :

que és una sub-o-álgebra de F .

FT = 1Ae F : A n {T< t}EFt , dte NxN)

Es fácil veure que T és un punt d'atur relativament a (Ft ) si i

només si

	

{T=t}

	

és de Ft ,

	

per a tot

	

t (=- NxN .

Si

	

T1 < T2 són dos punts d'atur,

	

aleshores FT c- FT
2

.
1

Donat

	

(Xt ,

	

t E NxN)

	

un procés adaptat a la familia (Ft ) i T un punt

d'atur a valors en NxN,

	

la funció

	

XT ,

	

definida per

	

(XT )(w)

	

=

	

(XT(w) (w»,

és una variable aleatória FT-mesurable .



l . CONSTRUCCIO DEL PUNT D'ATUR T

Considerem una família de v .a . independents i idénticament distri-

buTdes {X
¡y

(i,j) ENxN} [Nota : Quan no quedin cl ares les coordenades

del punt indicador escriurem Xi,j j. Els imposarem que siguin de

quadrat integrable i posarem Q 2 =Var(Xij ) i u=E(X ij ) .

Designarem per

la família de sumes parcials .

(ro ,t0) = (0,0),

	

i -per n > 0

on B és un boreliá de IR tal que

{ S i j } = {

	

Y-

	

Xkh }
k<i
h<j

(F ij ,

	

(i,j)E NxN)

	

será

	

la família creixent

	

de

	

sub-Q-álgebres

associada

	

a

	

la

	

família

	

de

	

variables

	

Xij

	

de manera

	

natural .

	

Es

	

a

	

di r,

Fij és la Q-álgebra generada per les variables {Xkh , k< i,h< j} .

En aquestes condicions, i recursivament, construim la següent

successió de v .a . que prenen valors en NxN :

(rn+l' tn+l )	=

	

(rn +

	

I{Xr

	

tE
B}Itn +

	

1{Xr
t

nn

	

nn

P({X ij EB})=p

	

> 0

	

i

	

P({X ij EBc })=q>0,

per a tot parell (i,j) .

Es fácil

	

comprovar,

	

per inducció,

	

que, per a tot n > 0,

	

(rn,tn ) és

un punt d'atur sobre NxN . Notem que, en suposar (rn ,tn ) punt d'atur,

ja té sentit considerar la v .a . Xr t que intervé en la definició de
n n

(rn+l'tn+1)'

La

	

successió

	

{(rn ,t n ),

	

n>O}

	

és

	

una

	

trajectória

	

aleatória

	

que

surt

	

de

	

1 'origen

	

de

	

coordenades

	

i,

	

per

	

a

	

tot

	

n > 0,

	

(rn ,tn )

	

és un -punt

de la recta x+y=n . En cada pas es decideix el camí segons una variable



aleatória de Bernouilli de parámetre p .

1 .1 . Proposició

Les

	

variables

	

aleatóries

	

(Xr t

	

)

	

són

	

independents

	

i

	

idénticament
nn

distribuides

	

amb

	

la mateixa ]le¡

	

que les

	

(X ij) .

Demostració : Per a tot boreliá C, i per a tot

	

n > 0

	

tindrem

n
P[Xr

	

t

	

EC/F r t ) _ Z (P[rn=i, Xi,n-iEB, Xi+l n-lEC/F r t ) +
n+l n+l

	

n n

	

i=o

	

n n

+

	

P[rn=i'

	

X i

	

n-iEBc '	X i,n-i+lEC/Frntn ))

	

=

	

P{Xo0
E C} ;,

ja que, per cada i, les a-álgebres Fr t i Fi,n-i tenen la mateixa
n n

traba sobre el conjunt {rn =i} . "

rema degut a Krengel i Sucheston ([1), p .211, teorema 3 .1) formulat

utilitzant el concepte de táctica . Més precisament, la familia de parts

de F, {H st' s,teNxN, s< t} definida per Hs.'s+(1,0)={XSEB}, Hs.s+(0,1)

={XSEBc } ' Hst -QS altrament, és una táctica en el sentit de Krengel i

Sucheston .

Aquest resultat es pot obtenir també com a conseqüéncia d'un teo-

Sigui aER, a?0 . Definim :

1 .2 . Proposició .

v = inf{n > 0 : 1 Sr t 1 > a , (v=m si el conjunt és buit) .
nn

Diem T = (rv,t v ) si v:pm, i T=- si v=m.

T és un punt d'atur a valors en (NxN) U{-} .

Demostració : Per tot (m,n)ENxN anomenarem r una aplicació injectiva

i creixent de {0,1 � �m+n} dins (NxN)n[(0,0),(m,n)) . El nombre d'apli-

cacions injectives distintes és (m+n)!/m!n! .

Podem escriure :



m+n-1
{T=(m,n)}= U({1Smn Pa} n {(ri , t,) = r(i) , i=O, . . .,m+n}íl (1 {¡Sr(i)¡<a} 1 )

r

	

i=o

que ens dóna el conjunt T=(m,n) com a unions i interseccions finites

d'elements de F . "mn
T és el primer punt en qué el valor absolut de les sumes parcials

S ij arriba a un cert nivell a, en considerar aquestes sumes en els

punts de la sucessió creixent {(rn ,tn), n >O} .

2 . TEOREMA : T ES QUASI SEGURAMENT FINIT

El següent resultat ens demostra que el punt d'atur T és finit

amb probabilitat 1, tal com podíem esperar degut a l'analogia que guar-

da amb el passeig aleatori ordinari .

2 .1 . Teorema

suficient veure que

Escrivim :

Donat que

Lim P({v >n}) = 0
nim

Demostració : Distingirem dos casos A) N=O ; B) tul >O .

A) N=0 .

Fixem

	

6>l, 6E R, i considerem les corbes del pla :

x

	

=

	

y 6

	

i

	

Y

	

=

	

X¿ .

Cada punt aleatori (r n ,tn ), per n prou gran, pot trobar-se entre

les dues corbes o entre una d'elles i l'eix . Fent disjunció de casos

i majorant s'obté :

P{v>n} < P{r n >t 6 }+P{tn>r 5}+P({t 1/6<rrv~t 6 }n{v>n}) .

	

(1)

Degut a la simetria entre els dos primers sumands de (1) será

P({t1/6<r <t6}n{v>n}) - 0,

	

i

	

que

	

P {r

	

>t
6

}

	

' 0 .
n - n- n

	

n n

P{rn>tñ}

	

= P{n>t n+tn} = P{l>(t n/+ (tn /n) 6 n 6-1 } .

	

(2)



n

tn

	

i=o (IIXr .t .
EQc~)

.

11

teni nt

	

en

	

compte

	

la

	

propos¡ ció

	

1 .1

	

i

	

per la Llei

	

Forta del s Grans Nom-

bres es té que (t n/n) - q (q .s .), aplicant-ho a (2) s'obté

Ens queda per comprovar que P(An )i 0, on

An = {v>n} n {t1/5 < rn <tñ} .

Direm

	

Kn	=

	

{k=(O,k l , k2 " ." kn )

	

:

	

k i+l -k i

	

=

	

0

	

ó

	

1},

	

al eshores

P(An ) = 1

	

P[An n{~Sr t I< a}n{ro=0, rl=kl_ . .,rn=kn}] _
ME Kn

	

n n

on

	

G k	=

	

{ro=O, . . .,rn

	

=

	

k n } .

i diem :

=

	

kXK

	

P[ An n { 1 Skn,n-k1

	

<

	

a}

	

n

	

Gk] ,

n

Si considerem la següent descomposició de si : per c,>0

_

{1 11 Xkili-k1I
<

n
+a} u {i1IXki,i-k¡ > n +a }

	

(3)

n

Skn,n-kn
=

Skn,n-kn
-

	

Xki,i-k
1

	

1=0

	

i i

aixó ens permet escriure

P (A

	

)

	

<_ P[A n � n { I S1 < a+nz
l

	

'1+a } n { I Z X

	

I < n Z+a } ]+

n

	

kE K

	

n

	

k

	

k n ,n-kn -

	

1=o

	

ki>i-ki -
n

+
k1 K

	

P[AnnGkn{ISkn,n-k1 <

	

a}n{I~

	

Xk l ,i-kl l
n

	

¡=on n
Pel segon sumatori, que notarem :2, fem 1'afitació :

n

	

n
z

~2
<

	

P[Gk n{1 1
Xk .,i-k¡.

> n +a
}] <

kE Kn	i=o

	

1

	

1



_< 0/(n1+2°)

	

n
)- 2

	

I 5:

	

Xk .

	

i-k12
dP

	

=

	

(1/(n1+2a))(n+l)Q2,

	

(5)
kE Kn JGk

	

i=o

	

i~'

deguda al fet que les v .a . (Xij ) són i .i .d ., centrades, amb variáncia

Q 2 ,

	

i

	

que el s Gk són dos a dos disjunts i

	

recobreixen 51 .

L'afitació (5) demostra que el sumatori, nq

	

y
2 ,

	

convergeix

	

cap

	

a

zero quan n tendeix a infinit .

El primer sumatori, nZ 1 , el majorem de la següent manera :

1

	

k EK

	

kn'n-kn

	

k

	

n - n- n
n

Si indiquem per sk el nombre de variables aleatóries que sumem

dins Skn,n-kn, és fácil comprovar que fixat n, i quan ens mantenim

dins la regió {t 116 <r <tñ} , aquest nombre está comprés (uneformement

respecte k) entre els següents límits :

_ . (1/ó1+1

	

n

	

._ .9
(n/L)' ' '

	

<
sk

< (n/1) - ;

	

(%)

de manera que per a tot E> 0 es pot trobar un nó N tal que, si n > no

es compleixi :

(a+n l+° )/~< E,

	

sempre que 1/(2'6) > a > 0 .

Per tant, per a tot n >no , i per « i 6 que satisfacen 1'anterior

relació, es compleix :

y-

	

P{(ISk

	

n-k 1 / -k ) < E}-P(Gk ),

	

(8)
kE Kn	n'

	

n

ja que les variables que sumen dins Skn,n-kn son independents de les

variables aleatóries que determinen el conjunt G k .

Fixat E'> 0, el Teorema Central del Límit ens diu que existeix un



n 1	tal

	

que per tot n> n 1	i

	

per tot conjunt

	

U n 9N2

	

de Card .=n,

P{(1/"n)'I 1 x
ij

1<E}<m(e)

	

+
(i,j)EUn

on ro representa la funció de distribució d'una ]le¡ N(O,a 2 ) .

Degut a 1'afitació uniforme res-jecte k donada per (7)

	

tindrem :
(1/S+1) -1

per a tot n > mo = Max{no , 2([n 1

	

)+l)} es compleix :

En consegUéncia,

m(-E) + E', per a tot n>mo .

Com E i E' són arbitraria, queda demostrada la convergéncia

cap a zero de Y-~, i per tant de P(An ) .

B) Iul>0.

L'esquema general de la demostració és análeg al del cas }&=0 .

No obstant cal precisar certs detalls que hem de tractar de manera

diferent .

La partició donada per (3) no és ara adequada, ja que a (5) obtin-

dríem, per INI> 0 :

(l/(n1+2n))((n+})a2 + n(n+l)u2)

que no convergeix cap a 0 . Considerem la següent partició :

n

	

=

	

{ 11z

	

Xk1 l i-k l1

	

<

	

n l+)112 } u

	

{ I

	

1Y

	

X k1 l i-k11
>

	

nl+a/2} ,

	

a > 0 .

També obtindrem la separació de P(An ) en dos sumatoris :

P(An ) = 11 +
y

2,



i la convergéncia cap a-zero del segon, Y2, es demostra utilitzant

els mateixos arguments que en l'apartat A) . No és així pel primer suma-

tori :

on d <l ha de ser tal que

~1
<

	

Y-

	

P[{ IS'k

	

n-k I < á+n
l+x/2 }n Gk n{tr<<rn <tn}],

kek n n' n

que estudiarem considerant el conjunt

{¡Skn,n_kn /(sn ) d <(a+nl+x/2)/(ak)d1,

d > ((2+x) a / 2(1+s)),

	

a > 1, x> 0 .

Amb la condició anterior, i per l'afitació uniforme (7) :

lim [ (a+n l+x/2j/(j)d1 = 0 .
n

Aleshores,

	

per a tot

	

e > 0,

	

i per

	

n

	

més gran o igual que un

cert na obtenim :

< 1 ( P{ I Sk >n-k I /(9k)d < e} -P(Gk )) _
kE Kn	n

	

n

_

	

f P{Isk

	

n_k I /sk
<E(sk)d-l}

	

P(Gk)l <_

<

	

1

	

K[P{I Skn,n-knl /s
n
k

n

< e(2/n)(1-d)(d+l)/sl .P(Gk)] ;

	

(9)

aquí hem aplicat altre cop 1'afitació uniforme (7) i els argumenta

d'independéncia de les Si j respecte els Gk que ja utilitzárem pel cas

u nul .la .



Per la Llei Feble deis Grans Nombres sabem que : vc'> 0, t+-y> 0,

amo	tal

	

que

	

vm> mo	i

	

per a tot conjunt Umc NO de cardinal m

Si prenem

	

n> 2([mol/6 +1 ) -1 )+1) = ni,

	

es satisfá que

	

el > m
k- o'

per tant

(9), (10) i (11) s'obté :

P{Iul - E' <_(1/m) - 1Y-

	

X . I< INI+E'}>_ 1-y .
o'j)EUm 1j

D'altra banda, per a tot

	

E'> 0,

	

e' <lul, a partir d'un cevt n2 ,

vn > n2 :

Per

	

tant,

	

per

	

a

	

tot

	

n> max{n o ,n l ,n2 ),

	

aplicant

	

simultániament

I aixó acaba la demostració. "

E: (2/n)
(1-d)(6+l)/6

	

<
INI- E ' .

	

(11)

n
~l

< y Y-

	

P(Gk ) = y,

	

y > 0 arbitrar¡ .
kEK

n



Rebut el 13 d'octubne dek 1984
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