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ESTUDI D'UN PUNT D'ATUR SOBRE HNxN

M. Farré

Definirem un punt d’atur cue pren valors sobre NxN i generalitza
el temps d'arribada a un cert nivell del passeig aleatori ordinari.
L'objectiu d'aquest treball &s demostrar gue aguest punt d'atur é&s

finit amb probabilitat 1.

0. NOTACIO, DEFINICIONS I PROPIETATS PREVIES

Sigui {¥= 0,1,2,...,} el conjunt dels nombres naturals.

En NxN tindrem 1'ordre natural, =, definit coordenada a coordenada.

Sigui (R,F;P) un espai de probabilitat., Considerem ura familia
creixent de sub-s-ilgebres de F, {Ft, tel<N}. Direm que una variable
aleatdria T, definida en {(&,F,P) i a valors en (NxN)}ufl=}, és un punt
d'atur relativament a la familia (Ft, te NxN} si i només si per a tot
te NxN el conjunt 1{Tst} és de Ft‘

$i T &s un punt d'atur es defineix:

Fr = (AEF: An{T< tiEF,, vte NN}

que &s una sub-o-algebra de F.

Es facil veure gue T &s un punt d’atur relativament a (Ft] si i
només si {T=t} 8s de Ft’ per a tot te NxN.

59T

< T, sdn dos punts d'atur, aleshores FT S FT .

-2
1
Donat {Xt, t€NxN) un procés adaptat a la familia (Ftl i T un punt
d'atur a valors en NxN, la funcid X1 definida per (KT](w) = (XT{w}{"D’

8s una variable aleatgoria FT-mesurab1e.
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1. CONSTRUCCIQ DEL PUNT D'ATUR T

Considerem una familia de v.a. independents i idénticament distri-

buides {XiJ

del punt indicador escriurem X, ji'

., {1,3) €ENxM} [Nota: Quan no quedin clares les coordenades

Els dimposarem que siguin de

quadrat integrable i posarem 02=Var(xij) i u=E{Xij}.

Designarem per

(S.:1={ 2,
13 k<i
h=j
ta familia de sumes parcials.

th}

{Fij’ (i,jYE NxN) sera la familia creixent de sub-c-3lgebres

associada a la familia de variables Xij

de manera natural. Es a dir,

F., &8s 1a o-algebra generada per les variables {th, k<i,hs j}.

ij

En aquestes condicions, i recursivament, construim la segiient

successio de v.a. que prenen valors en NxN:

{rgst,t = (0,0}, i per n>0
(

+ 1

b= lrg vl en} bt Iy

T'n+l’tn+1 (%

nn

on B és un borelia de R tal que

r t r

c.),
t €B7)
nn

. ; =nCyy._
P({XiJEB}]~p>O i P{{XijCB})—q>0,

per a tot parell (i,j).
Es facil comprovar, per induccid,
un punt d'atur sobre HNxN. HNotem que,

ja té sentit considerar la v.a. Xr t
nn
PR

La successid {{rn,tn}, n>01 &s

surt de 1'origen de coordenades i, per

que, per a tot n>0, (rn,tn] és
en suposar (r ,t ) punt d'atur,

que intervé en la definicid de

una trajectdria aleatdéria que

a tot n>0, (rn,tn] &s un punt

de la recta xty=n. En cada pas es decideix el cami segons una variable
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aleatdria de Bernouilli de parametre p.

1.1. Proposicid
} sdn independents i1 idénticament

).

Les variables aleatdries EX!_ £
nan

distribuides amb la mateixa llei que les {Xij

Demostracid: Per a tot borelia C, 1 per a tot n>0 tindrem

n

PIX €C/F )= D UP[r =i, X, _€B, X, . €C/F Y+

rn”tm] rntn i n i,n-1 i+1,n-1 rntn

+ =1 ¢ = }-

PIro=is Xy (€87 X; (i 46C/F 1) = PIX €Ty

nn
ja que, per cada i, les c-algebres Fr £ i Fi a-i tanen la mateixa
nn ’

traga scbre el conjunt {rn=il.l

Aquest resultat es pot obtenir també com a consegliencia d'un teo-
rema degut a Krengel % Sucheston {[1], p.21}, teorema 3.1) formulat
utilitzant el concepte de tadctica. Més precisament, la familia de parts
de F, {Hst’ s,tehixN, s<t} definida per Hs,s+(‘[,0):{xs€m’ HS,S+(0,1)=

=IxseBC}, Hs =5 altrament, és una tactica en el sentit de Krengel i

£
Sucheston.

Sigut e€R, a*0. Definim:

v infin>0: S | >a, {v==si el conjunt &s buit).

r it
nn

Diem T = (r,t ) si vém i T== gi v=m=,
t.2. Proposicié.
T &s un punt d'atur a valors en {NxN} U {=}.
Demostracid: Per tot {m,n)cNxMN anomenarem T una aplicacid injectiva
i creixent de {0,1,...,mtn} dins {NxN}n{{6,0),{m,n}]. E1 nombre d'apli-

cacions injectives distintes é&s {m+n)!/m!n!,

Podem escriure:
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mtn-1
= P= Ailr,,t. =l i=0,... sy 12al
{T={m,n} y(flsmn|>a} {(r1,t1} (i}, =0, ,m*nVTiEL{ISr(1)l_a 1)
que ens déna el conjunt T={m,n} com a unions i interseccions finites
d'elements de F__ . B
i1

T és el primer punt en qué el valor absolut de Tes sumes parcials
Sij arriba a un cert nivell a, en considerar aquestes sumes en ets
punts de la sucessid creixent {{rn,tn), n>0}.

Z. TEOREMA: T ES QUASI SEGURAMENT FINIT

El segilent resultat ens demostra que el punt d'atur T és finit
amb probabilitat 1, tal com podiem esperar degut’a 1tanalogia que guar-
da amb el passeig ajeatori ordinari.
2.1. Teorema

Lim P{{v >n}} = 0

n+ e
Demostracid: Bistingirem dos casos A} »=0; B} ln] > 0.
A} v=0.
Fixem &>1, S€R, i considerem les corbes del pla:
x =y iy = xS
Cada punt aleatori {r .t ), per n prou gran, pot trobar-se entre
les dues corbes o entre una d'elles i 1'eix. Fent disjuncid de casos

i majorant s'obté:

1/6

[ &
Plv>n} < Pir >t p+P{t >r 3+P {tn

grnitg}ﬁ{v> nil. {1}

Degut a la simetria entre els dos primers sumands de (1) sera

suficient veure que

1/6 & . . &,
P({tn irnitn}r\{u>n}} 0, i que P{rn>tn} 0.
Escrivim:
5. _ &, s 8-
Plr >t} = P{n>tn+tn} P{ixtn/d+(tn/n> n 1. {2)
fonat que
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n

t o= 3 (I
n ixr_

(ol 4
1=0 ¢, €87

07
tenint en compte la proposicid 1.1 i per la Llei Forta dels Grans Nom-
bres es té que (tn/n) ~ g {q.s.), aplicant-ho a {2} s'obté
; 81 .
P\rn:‘tn} 0.

Ens gqueda per comprovar que P{An) -~ Q, on

A, = toem) N ()< rocthh.
Direm Kn = {k=(0,k],k2,...,kn) : ki+1-k1' = 0 & 11, aleshores

PA) > P[Anﬁ{|5rntnii‘a}n{ro=0, Tk er sk 1] =

ke Kn

= 2 P[AN{S, .| < anG],
kEKn n kn,n kn k

on Gk = {r0=0,...,rn = kn}.

51 considerem la segiient descomposicid de q: per a>0

n fl -
ito 34y
RN A IR LS WVE S WP S I L (3)
o Ktk = Ki0ky
i diem:
. >
S =S, - X . .
TKan-ko kP 5 Tkyeitky 2

aixh ens permet escriure

L 1 .
PAY S D PA NG NS, | < a0 Y X L )< nfe
" k€K, nok Knsh Ky 1;0 Ki»1 ki
I TN
+ 2. PlANG N{S, 1< a}ﬁilix 1> T (8)
ke Kn n k kn’n kn i=0 ki"I ki .

, n
Pel segon sumatori, que notarem 22, fem 1'afitacif:

n n

- +
2, < 2 PG NS %, 1> Ty o«
=S SR E L R -
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i}
</’ 12 % g 12 dP = 070 B tane?, (5
1

dequda al fet que les v.a. (Xij) sdn i.i.d., centrades, amb variancia
02, i que els Gk son dos a dos disjunts i recobreixen &1,

L'afitacio (5) demostra gque el sumator'i,z:, convergeix cap a
zero guan n tendeix a infinit.

E1 primer sumatori, Z?, el majorem de la segiient manera:

n 1 é"‘ﬁ ]/5 §

2 <2 PLUS, ook l2amntTi0 G n e T <t b (6}
k EKn n n

S5i indiquem per B'L el nombre de variables aleatdries que sumem

dins Sl'( n-k és facil comprovar que fixat n, i gquan ens mantenim
n’

1/8

dins la regid {tn

8 . . .
<r <t )}, aquest nombre estd comprés {uniformement

respecte k) entre els seqgients 1imits:

o {1/8141 N2 .
{n/2} <8 < nf2i%s {7)
de manera cue per a tot ¢> 0 es pot trobar un noE N tal que, si n>n,

es compleixi:
[a+né+°}/v/f$< e, sempre gue 1/{28)> a> Q.

Per tant, per a tot nino, i per ¢« i 8 que satisfacin 1'anterior
relacid, es compleix:
23 skZ PLS, - 1/ VB Y<elep(s,), (8)
n* n

EKn

Ja que les variables que sumen dins S!; K son independents de les
n .

U
variables aleatdories gue determinen el conjunt Gk'

Fixat e'> 0, el Teorema Central del Limit ens diu que existeix un
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Z

ny tal que per tot ng_nI 1 per tot conjunt UnEIi de Card.=n,

pi1/vn) - Z Xi-l<€15¢{€) - 8{-e} & e
{(i,j)y_
n
on ¢ representa la funcid de distribucid d'una 1lej N{O,cz).

Degut a 1'afitacid uniforme resnecte k donada ber {n tindrem:

-1
n(} /84 1)

per a tot n>m = Haxin, 2([ J+1)} es compleix:

pus, 1/ VB ey <ole) - o-e) + o
n* n -

In conseqiéncic,

n
ZIf;@(E} - #-e} + €', per a tot nzmo.

Com e 1 e' sBn arbitraris, queda demostrada la convergéncia

cap a zero de EE?, i per tant de P{An).

B} lul>0.

L'esquema general de la demostracié é&s andleg al del cas p=0.
No obstant cal precisar certs detalls gue hem de tractar de manera
diferent.

La particié donada per {3) no &s ara adequada, ja que a (5} obtin-

driem, per |u|>0Q:
(/2% ({n+1el + n{n+ind)

que no convergeix cap a 0. Considerem la segiient particid:

n

g8 =€l > X, .,0=
T

T+a/2

A n
al* fz}u{I Z Xy sy d> @ 1, ax0.
1=0 i’ 1

També obtindrem la separacid ¢e P(A ) en dos sumatoris:

. wn n
PAD = 2y o+ 2’
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1 la convergéncia cap a zero del segon, E:g, es demostra utilitzant

els mateixos arguments gue en 1'apartat A}. No &s aixi pel primer suma-

tori:

n ' T+3/2 N 8
Z]j > PLELS, NG NEL <r <t g,

o | 2 atn
ek 07Ky
que estudiarem considerant el conjunt
ST LR P VIFLISY
k_.n-k k k
it n
on d<1 ha de ser tal que
d> ({242} 8/ 201+8}), 6 >1, x> 0.
Amb la condicid anterior, 1 per 1'afitacid uniforme (7):
Vim ((arn V87060 - 0.
n
Aleshores, per a tot ¢>0, 1 per n més gran 0 igual gue un

cert n, obtenim:

Fas

ST S pgs (/M%< ey PL6,)] =
122 oy P k

DNTIES 78" <e (8™l L opge,)) <
kek kn‘n_kn k k ¥ —

B8, oo, (9)

| A

1 (}-d)
> IPUS, . 1/8) < e(2/n)
kek,, kpon=ky K i

aqui hem aplicet aitre cop 1’afitacié uniforme (7} i els arguments
d'independéncia de les S;j respecte eis Gk que ja utilitzarem pel cas

¥ nul.ia.
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Per la Llei Febie dels Grans Nombres sabem que: we' >0, vy> 0,

am, tal que vm>m, i per a tot conjunt U cCNxN de cardinal m

Plul e <{1/m) - 12 X, A< [ul+eh> -y,
i,ju_ 19
m
(is 4137 X
Si prenem n_:12{[m0 ]+1) = ns es satisfa que S“kimo’
per tant
P”Skn’""‘r! /8 <hl-< y<y. {10}

D'altra banda, per a tot >0, <y, a partir d'un cen Nos

Vnz I12: )
eqa/mI-aIEIe ()
Per tant, per a tot ngmax{no,n],nz}, aplicant simultéaniament

{9}, (10) 1 (11) s'obté:
n
Z] < ‘rz P(Gk) =¥, ¥>0 arbitrari.
ke
n

I aixé acaba la demostracid.m
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