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UN CRITERIQ LOCAL DE REPRESENTABILIDAD

Pere PASCUAL i GAINZA

En esta nota se prueba un criterio local de representabili-
dad para funtores definidos en la categorfa de los espacios al-
gebraicos. Dicho criterio permite extender a los espacios alge-
braicos algunas construcciones bien conocidas en la categoria
de esquemas, CORO son mrassn(E} y IP(E}. El inter&s de este
resultado reside por una parte en que hace innecesaria la utili-
zacibn del criterio de representabilidad de M,Artin para tales
funtores elementales, {ef. [1]}, ¥ por otra, en gque generaliza
notablemente el criterio de efectividad de las construcciones
locales de Knutson, {cf.[4]), ya que, por ejemplo, &ste no da
la representabilidad de los funtores mencionados anteriormente.

Fn §2 usaremos la construccifn IP{E) para revisar la de-
finicidn de morfismo proyectivo entre espacios algebraicos pro-
puesta por Knutson. La definicifin aqui adoptada permite demos -
trar la existencia de explosiones de haces de ideales coheren-
tes en este contexto, hecho gue, aungue ha sido utilizado por
diversos autores {cf. por ejemplo [9]), es de diffcil formaliza-
cibn con las definiciones de [4], y que ser§ utilizado en [7]
en la demostracifn de los criterios de amplitud en este contex-
to.

Los resultados que aguf se exponen forman parte de la te-

sis gdel auntor, {cf. [6}), redactada bajo la direccifn ae V.Na-
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varro Aznar, 2l gue quiero agradecer las numerosas conversacio-
nes mantenidas sobre el tema. Asimismo agradezco a F.Guillén y
F.Puerta las distintas discusiones mantenidas.

EépanQ.IX denotari la categorfa de los espacios algebrai-
cos sobre un espacio base X. Nos remitiremos a [4] para las
definiciones y propiedades elementales de los espacios algebrai-

COS.

1., RESULTADC PRINCIPAL Y EJEMPLOS

El resultado principal de esta nota es

(1.1} Teorema: Sea X un espacioc algebraico y
F : {Eap.aﬁgjxf — Conj.

un funtor contravariante que es un haz para la topolegla &tale
global de Eép.aﬂg.1y. Si para todo esguema U scobre X el funtor

FU = PxXU es representable, entonces F es representable.

Demostracidn: Consideremos un recubrimiento &tale repre-

sentable de X, R=—3 0 -— X , donde R y U son esquemas y se

X

son representables, sean Y. e YU los espacios algebraicos gue

les representan. Por las propiedades elementales de los funto-

verifica R = Ux_ U, {¢f. [4]). Dado que por hipStesis. Fp ¥y FU

res representables, (cf, EGA ¢ §1}, el diagrama

es cartesiano. Asf, o, define una relacisn de equivalencia

&tale en Y, ; sea X, el espacio algebraico cociente, {cf.[4]
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(I1.3.14)), vy comprobemes que X, no depende (salvo isomorfis-
moc canbnico) de U , y que representa a F.

Para comprobar la independencia de XU respecto de el re-
cubrimiento &tale representable escogido, sea T—V —X ,-
otro de tales recubrimientes., Substituyendo V por VXXU s5i

uera necesario, podemos suponer que existe un morfismo &tale
y exhaustivo f:V-—¥¢U, (cf. [4},(11.1.?)). Sea Xv el espacio
algebraico obtenido de forma anflega a XU al usar la relacidn
T—=— V. Como f es un epimorfismo efectivo universal en la ca-
tegoria de los espacios algebraicos sobre X, (cf, SGA 3, exp.
IV p.213), de SGA 3 {IV.3.5.3) se deduce la existencia de un
isomorfisme candnico

XvAaXU.

S5ea pues X el X=gspacio algebfaigo ast definido. X re~
presenta a F: en efecto, sea 2 un espacio algebraic6 sobre X
definidoc por una relacifin de equivalencia &tale representable
5=—=79W— Z. Como HomX(-,§) y F son haces para la topologia

gtale global de la categorla de los X-espacios algebraicos, se
tienen sucesiones exactas
Homx{z,;(} _ HomX(w,ﬁ) == Hom, (§,X)
F{Z} ——— F(W) —= FI(S8}).
Ahora bien, el diagrama
X, ——

1

by it

es cartesiano, y por consiguiente si T es un W-espacio alge=-
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braico se tienen las igualdades
Hom, {T,¥) = Hom (T,X. ) = F(T) = F(T) ,

de donde se deduce que en las sucesiones anteriores los dos

conjuntos finales coinciden. Asi, finalmente, se verifica

Homx(z,i) = F{2) ,

i.e. ¥ representa a F. , /77

{(1.2) Cbservaciones: i} Este resultado es la versifn para los

espacios algebraicos de EGA 0 {4,5.,4). Un resultado anilogo
para espacios analfticos fu& probado por A.Grothendieck en el
seminario Cartan 1960/61. -

ii} En los ejemplos que siguen FU es representablé, de
hecho, por un U-esquema. Es en este sentido que el teorema an-
terior generaliza el.criterio de efectividad de las construc-
ciones locales de Knutson (cf. [4] (I.1.12}).

iii) Este resultado peodria interpretarse como condiciones

suficientes para que un X-esquema relative en el sentido de

Hakim, (cf. [2]), sea efectivo.

f1.3) Como aplicacifn del resultadc anterior vamos a demostrar
la existencia de los fibrados de banderas. Recordemos la defi-
nici%n de bandera {(cf. EGA I§9): Sea X un espacio algebraice

y E un Ox—mddulo cuasi-ccherente, y sea m = (mi], l<i<p,

una sucesidn creciente de enteros no negativos. Se llama ban-

dera de tipo m de E a toda sucesifn de cocientes de [
EpreeedEy

Ei localmente libres, 1<i<p, y de rangeos respectivos Ryreses
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m y tales gue si Fi = Nuc{f — Ei), se tengan inclusiones

p!’
P& W 12igp
'Si notamos Band (E) el conjunto de banderas de E de tipo m ,

se define el funtor
. o :
BandElE]. {Eép.a£g.|xl - Cong,

gue asigna a cada X-espacio algebraico Y el conjunto de ban-

deras de tipe m de E, {(pull-back de [ sobre Y), v a cada

Y

merfismo g:¥'— ¥ , la aplicacif6n

Bandm(EY) _ Bandm{Ey,}

definida mediante g¢*, pues al ser el funtor imagen inversa
exacto por la derecha ‘transforma mSdulos localmente libres de

range n en mBdulos localmente libres del mismo rango.

(1.4) Corclarico: Con las notaciones anteriores, el funtor
Bandm[E] es representable por un X~espacio algebraiceo propio
IBandm(E) .

Demostracifn: Es inmediato comprobar que Bandmffl de-
fine un haz para la topeclogla &tale global de Eép.;kg.lx s POr
lo que en virtud de (i1,1) seri suficiente ver gue Bandm[E]U =
= Bandm[EU] es representable para todo esguema U sobre_x.

Cogo EU es cuasi-coherente, proviene de un haz cuasi-
~coherente para la topologfa de Zariski de U, (cf. [5](IT.1.6)),
haz que notaremos G;. De EGA I (9.9.3} resulta que Bandm{GU}
es representable, y por tanto la demostracifn se acaba obser-

vando que

Bandm(EU) = Bandm(GU) '

ya que el morfismo 0] —

U,x u,x es fielmente plano (cf.
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[8] , VIIT th. 3).
El hecho de gque ZBandm(E] sea un espacio algebraico propio

sobre X se deduce de la estabilidad de los merfismos propios,

(cf. [4],(I1.7.2)). /77
Como es habitual, si m = (m) escribiremos Grassm{E} =
= IBandm(E}, y para m=1, pondremos IP{f) = Grassl(E).

Una vez conocida la representabilidad de los funtores en
grassmannianas, se pueden establecer facilmente la existencia
de los morfismos de Pllicker y de Seqre, verificandose las pro-

piedades usuales; concretamente se cbtiene:

(1.5} Propesicidn: i) Para todo haz cuasi~coherente & sobre

X, el morfismo de Pliicker
. m
GraSSm(E} — 3 IP{AE) .

es una inmersidn cerrada.
ii} si E ¥y F son haces cuasi-coherentes sobre X, el

morfisme de Segre
P{E)x, P(F) —— TP(EC, F)
X : Ox

es una inmersi&n cerrada. 7/

Para mi&s detalles y cuestiones relacionadas, ver fGI.

2. APLICACION A LOS MORFISMOS PROYECTIVOS

(2.1) Definicidn: Diremos que un morfismo de tipe finito
f:X ~+ Y entre espacios algebraicos es cuasi-proyectivo [resp.
proyectivo} si existe un Oy—médulo cuasi-coherente y de tipo

finito E tal que f se factoriza en la forma
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X

fl P (E)

k/,f/’

Y

donde i es una inmersidn (resp. una inmersifn cerrada}.

Asf, por ejemplo, si E es un OY—médulo de tipo finitec
y cuasi-coherente, la existencia del morfismo de Plicker y {1.5}
aseguran que los morfismos estructurales Grassm(E) — ¥ son
provectivos para cualquier m. An&logamente, los morfismos

IBandm{E}-—+ Y son tambi&n proyectivos.

{2.2) Observaciones: i) 8i Y es un esquema y f:X — ¥ es

un morfismo cuasi-proyvectiveo entonces X es tambi&én un esque-
ma, recurerdndose asf la definicidn de morfismo cuasi-proyecti-
vo de EGA II,

ii} En 1la definici®n de morfismo proyectivo de EGA II se
usa ademis de la construccidn P{-}, la construccifn Proj. Esta
se puede recuperar en la categoria de los espacios algebraicos
de la forma siguiente: sea A una Ox—&lgebra graduada cuasi-
-coherente tal que AI sea de tipo finito y engendre A, Si
U =3 X es un recubrimiento &tale representable y S(A} denota

el dlgebra sim8trica de A, se tiene un morfismo exhaustivo
S(AU} e AU r

gue corresponde a la identidad sobre Al' Asf, por EGA II

{3.6.4), existe una inmersifn cerrada
Proj(AU) _— Proj{S(AU)} = PA)) ,
{cf. EGA II {(4.1.1)}). Como los esguemas P(AU} forman una
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¢lase cofinal de recubrimientos &tales representables de TP(A},
se obtiene de esta Jorma una construcci&n local que, dado que
los mor<ismos anteriores son inmersiones cerradas, es efectiva,
{cf. [4]} (I.1.12) y {I.3.4)), i.e. existe un espacio algebraico

sobre X, Proj{A), y una inmersin cerrada
Proj(A} —s P{A} .

Ademis, al igual que en la categorfa de esguemas, se verifica

Proj(s{A}) = P{A}, {cf. EGA IT §4),.

(2.3) La existencia del morfismo de Segre, (1.5}, permite de-
mostrar las “sorite” de los morfismos proyvectivos de forma and-

Iloga a EGA II (5.5.5}). Se verifica también:

(2.4) Proposicifin: Sea f£:X — ¥ un morfismo cuasi-proyectivo
entre espacios algebraicos y supongames gque Y es noetheriano.
Entonces £ es proyectivo si, y s8lc si, es proéio.

Demostracifn: 8i f es proyectivo serf propio por ser
composicidn de una inmersifn cerrada y un morfismo propio,
P{E) — Y, seglin {1.4).

El reciproco se deduce del lema siguiente (ver EGA II
{5.4.4)):

Lema: Si X es un Y-espacio algebraico propic v E es un
OY—mGdulo cuasi-ccherente y de tipe finito, todo morfismo

g:; X — P(E} es propio {y, en particular, cerrado). e

(2.5} Aunque la definici®n (2.1} es m&s general gue la dada
por Knutson, gquifn impone una factorizacifn de £ a traves de
P§ para algin N conveniente, {cf. [4]JII§7), siguen siendo

vilidos en este contexto el teorema de finitud de Serre y el
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lema de Chow, (cf. [4], [9]). Una de las ventajas de la defini-

cidn {2.1) es que permite demostrar la sigquiente

{2.6) Proposicién: Sea X un espacio algebraico noetheriano e

I un haz de ideales coherente. Existe un morfismo proyectivo

™t X —sX
ﬁal gue
i) 7 es birracionél,
ii} n'll.ox s inversible,
iii) m es universal respecto i),ii),
morfisme que llamaremos la explosifn de X respecto 1I.
Demostracifn: Como en el caso de esquemas, (cf. [3] (II.
7.13), basta tomar X = Proj(dgoId) + 10 gue tiene sentido se-

gfin la observacifn (2.2}i), y como 7, el morfismeo estructural,

verificandose las propiedades i)-iii) por descensc &tale. ///

De la demostracidn anterior y de la construcci®in de Proj,
(2.2.i1}), se deduce que las explosiones de haces de ideales
cuasi—-coherentes son locales para la topologfa &tale de los

egpacios algebraicos.
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