FORMAS CUADRATICAS SOBRE CUERPOS TOTALMENTE P—ADICOS

P.Bavyer

Introduceidn

Dado un cuervo de nimeros X y un conjunte finito P de
vrimos de X , se clasifican las formas cuadréticas sasobre el
cuerve itotalmente P-&dico KP . Bl anillo de Wittt W(KP) re—
sulta ser ne finito. Su grupo aditiveo es estudiado por medio

del invariante de Clifford.

1. Cuernos totazlmente P-4dicos

En todo el trabajo K indicaréd un cuerpo de ndmeros. Las
clases de 1los valores zbsclutes de K las denominesremos pri-
mos de K. El comvletadc de K por la topologia definida por
un orimc P de K se representarid por ip . Los primos co-
rresvondientes a valores absolutosno uliramétricos serdn lle-
medos primos del infinito, representédndose con la notacidn LI

-

Diremos que 79, es un primo resl o complejo, segin que Kp

o0

sea isomorfe a R 6 a C , respectivamente.

Todas las extensiones slgebraicas de X se supondrén in-



cluides an une misma c¢lausura E .

Definleldén 1.1. Sea P #£ 4 un conjunto finito de primos de

E . Por cuerpo totalmente P-&dice sobre K (relative a P}

entenderemos la reunién-filtrante de todas las extenslones
finitas de K , en las que todos los primog de P descompo-
nen completamente. Se indicaré por KP R

En el caso de gue P consite de un tnico elemento, » ,

egcribiremos Kp en lugsr de KP .

Se verifica gue:

1) K, = N x .
pEP 7 -
es un primo compiejo, entonces Kn =q .

=

ii) Sip

]

ii1} Un elemento X ¢ Q es de Kp si y sélo si su po=-
linomio minimal sobre K descompone en iﬁ en pro-—

ducto de factores lineales.

Observacién 1.2. 51 K= Q@ y p_ es la clase del walor ab-

soluto ordinaric, €l cuerpo Qp g¢ obtiene asdjuntando a
o0

el conjunto de los elementos totalmente reales en el sentido
clésico. Ello justifica la denominacién dada & los cuerpos

K, (%) .

{ #) Pars una mayor informacién sobre tales extensiones, véase

73y 113 -




2. Formas cuadréticas sobre K‘P

o

Una forma cuadrética diagonal Z 2, Xi ge repre-

sentard nor (al,....an> . La forme (a:..\.‘n,a> ge abreviard
por n <a> .

31 P es un conjunto de primos de K como en 1l.i.,
escribiremos P = PfUPoo para poner de menifiesto su parte
finitae y su varte no finita., A su vez escriblremos P, =

= Pru Pc , 9lendo Px'_ el subeconjunio de P formado por los

primos del infirito resles y Pc ¢l de los primos complejos.

Lema 2.1. 3i P = P, , la forme 5<1) es isétropa en K.

Demostracidn. Sea P = {pez . PO l:_{ pPEP tal que p N Z=(p)1

Puesto gue 0., € K, bastard probar aue 5¢1) es isdtropa

P'
en QP' . Sean {pl,...,pm] los primos de P’ congruentes
com 1 {modd4) y {pm-l-l"”’pn} los congruentes con 3 (mod4).

3in restriccién vodemos suvoner gque ambes subconjuntos son

m n
no vacics y qgue o =2¢€P" . %a a= @ p, , b= 0 P,
) ) i i
5 5 5 i=1 1=mél
¥ ‘tomemos c==-a8 4 b 4 7(ab) . Aumentando si es pre-

ciso el mimero de enteros vprimos congruentes con 3 (mod 4),
podemos suooner aue es ¢> 0 . Teniendo en cuentea las reglas

de descomnozicidn en un cuerpo cuadrético, se sigue que



-C ¢ Qi, . En virtud del Teorema de Lagrange, existiran cua-

de forma que ¢ = ai 4 ag + a§ + ai . Por

,al,az, 34) seréd una representacidén de

tro enteros ai,

((~c)?

tanto

cero de la forma considersadsa.

Proposieidn 2.2. Bajc lag condiciones del Lems, tods forma

——

cusdrética de KP de rango mayor o igual gue cinco, o5 1sé-

tropa.

Demcstracidén, Sea q una forma cusdrética definida en KP'
Teniendo en cuenta 2.1. puede obténerse un cuerpo de ndme-

ros L totalmente imaginario, tal que ECL C KP ¥ aq
es3té definide en L . Basta entonces aplicar el principio de
Hasse al cuerpo L .

Proposicién 2.3. i P=P el cuervo KP s pitagdrico
22 " £8 plLiugurico

(es decir, se verifica que Ki K% } .

Demostracién. Sean x,y'sE? Y sea zc:E uan ¢lementoe tal

que 22 = x2 + y2 . Sea t un elemento primitive de la ex-
tensién K/ Q ¥ sean tl,...,tr los cenjugados reales de
1 :
t . Cada orimo real Poo i eatd asociade a un monomorfismo
*

fi : £ -3 R , definido por fi(t) = ti . Para toda exten-

sidn de fi a un nonomerfismo ¥i 1 Q —> € 3o verificari



Aue ?i(x} , ?i(y)e R y por tanto, gue ?i(z)e.B . Ello prue-

ba que ZQKP .

Dada una forme cuadritice g se designerdn por dim(q) ,
, .
a(q) , s{q) y 6{q) seu dimensién, la clase de¢ su determiasate,

su invariante de Hamsse y su signaturs total, respectivamente.

Teorems Z.4. 3Sea KP un cuerpo totalmente P-4dico. Para gue

dos formzs cuadrfticas 1 q, definidas en gean equi-
205 1 £ 9, S2i2r0as B gean equl

velentes, es necessrlo y suficiente gue :

1) aim{qy) = dimla,} s{la,) = ela,) , s P =Py

?) dim(ql) = dim{q2} . d(ql) = d(qz) ' S(QI) = S(qz) s
si P = Pf .
3) ain(qy) = dim(q,) , alay) = dlgy) s{qy) = sla,) »

s(a)) = 6lay) + 81 P A 4 3 Puf £

Demostracidn. 1) Si P = Pcm‘y Pr =g , es trivial {(en este
caso 6 = 0} . Si Pr £ £ , el cuerpo KP es entonces for-
nmalmente resl, vor lo gue el resultado se sigue de 2.3 ¥ del
Principio local-global de Pfister (([5], Cap.VILI).

2) A partir de 2.2 es un resultado clésico.

3) 81 P = g , se reduce £l caso 2) . Supongémos pues

T

P £ ¢ . En virtud del Teorema 3 de [3] , de manera equiva-



lente, baste probar que las formas (l,a,b,ab) (a,be].{P) re—
prezsentan todos los elementos de ILP totelmente positivos.

Sea xeKP' un tal elemento. La forma g = <l,s.,b,:—1h,-—x> se-
ré totslmentve indefinida. Sea L = K(a,b,x) . La forma q re-
presentard cero en itodos los completadoa f. de L . Serd por

P
tanto iadtropz en L .

3. El anillo ds Witt de KP

Se indicard per F un cuerpo (no necesariamente de ndme-
ros) de caracteristica dlstlnta de dos. Sean W(E) , B(F)} ¥
BW({F) ol .enillo de Witt, el grupo de Brauer y el grupo de
Brauer ~ Wall, respactivamente, de dicho cuervo.

Recordemos que el invarisnte de Clifford 1I': W(F) ~—3 BH(F)

ea el homo morfisms de grupos definide por T (q) = [C(q)] .
siendc [C(q)] la clase en B#{g) del Algebra de Clifford de
@ . Los elementos de DBW{(q) estdn en corréspondancia biyee—
tiva con laa ternas (D, €,a ) € B{F) xf‘zxi;/ﬁ‘g . Por trans-
porte de estructura se obilene entonces la sigulente ley de

comnosicién de terngs ([5), Cap.V) :

(D,1,a)E,1,Dd) = (D-E-(E-lgﬂ),o, _ab)



(D,o0,2)})(8,0, 1)

(D-5- (22,0, 00 ) ,

(D,o0,a){E, 1, b}

(05 (2L2), 1, ab)

en donde por (E-E,B) se indica la F- 4lgebra de cuaterniones
de generzdores 1,J ¥ relaciones 12 =a, 32 =b e 1ij=—}ji.

Si gq es una F- forma de dimensién n , por la repre-
gentacién snterior se obtlene que T{q)= (c(q),dmo(q),d+(q))'
giendo ¢{gq) el invarlente de Witt de g , dimo(q) 1a B
dim(q) (mod 2) ¥ d&(q) = {=1) a(q) , el determinante
con signo de gq . }

Sea Q(F) el éubgrupo de B(P) generado por les clages
de las &lgebras de custerniones y Bz(F) ¢l subgrupo de B(F)
formado por los elementos de orden < 2 . Entonces Q(P} C BQ(F)
e ImT CQ(F) XF, X b/ .

Proposicidn 3.1. Si ¥ e5 up cuerno en el cual las clases

e . ————— — —

de las Aigedbras de cuaterniones constituyen un subgrupo del

grupo de Brauer B(PF) -, se verifica que

ImF = QF) XF, X 2/,

Demostracién. Veamos que los eldmentos ((2‘%‘,2) s, %) ¥

((E'l’;g),o , %) (=,b,tecP) pertenecen a In T , Puesto que



c {a,b,-eb) = 8 (a,n,-ab’) (-‘%;l) = (51;-1?-)& Q(F) y si dimq=1,
se verifica que c((t)@q) = ¢{q) , se tendri

T (<t)e Ca,b,-ab)) = ((R2),1, %) . Tomemos

qa= {-t)1L {a,b,~ab) . Entonces

c(q) = ¢ {-t) - ¢ {a,b,-ab)- (:%%i) = (Eéh) . Por tanto

P (-tyAdab,mab)) = ((B2Y),0, %) .

viene dado por

)
s(e(l,-1)y ) = L'l 5 ‘1) .

ala,),a(a,)
P ) 1
la férmla_anterior se obtiene fécilmente por induccildén sobre n.

Demogtracién. Ya que s(qlL q2) = s(ql)°a(q2)°(

Proposicidm 3.3, i e, dim, 4 c¢lasificanm completemente las

formas cundrfticas definidas sobre un cuerpc F , el invarian-

te de Clifford I : W(F) ——> B#(F) es inyectivo (%) .

(#) Sea IF el idesl fundemental de W(F) . Le inyectividad

de T , en el caso de que I°F = o , &8 ha probado en [2],

Teor. 3. lo. Ep usada a su vez para demostrar que I3F =0 ,
si y sélo el s3,dim y @ elasifican { [2], Teor.3.11).

En relacidén con la inyectividad de T véase taﬁi}iéh'[t&] o



Demostracidn., Seam q un elemento del ker T' . .Entonces e{q)=1,

dimo(q)z °c , d‘(q}=l . Para el cdlcuwic de 3(g) debem distin-

gulirse los sigu;entes cas03 :

Ca.sol l. aim q =2 (mod 8) . Puesto que ¢(g) = s8(g) ¥ dd‘(q)=
=-d(q} , 9e tendrf que 39{q)=1 y d{q) = -1 . )

Caso 2, dim q = 4 {(mod 8), Se tendrd que ﬁ"(q) = d{q} = ¢1,

vor 1o gue c{q) = s(q)(il’,-—l) ¥ en conseecusncia,

s(a) = ()

Caso 3., dim q =6 (mod 8} , Ahora d*(q} = =3{q) = -1 ¥

ela) = s(a) () L ast a(q) - (Fh) .
Cego 4. Qim q= o {mod 8) . De d“(q} = d(q) = #1 , se obtlene
que ¢f{q) = S(q)(;l-F'i) = ;(q) .
51 dim q = 2n , de 3.2 ¥y =2 partir de los resultados anterio-
res, se obtiene que s{q) = s{(n{3,-1)) , dimq = dim(ndl,-1))

y d{q) = 4(n{1,-1)) . Por tante q = ndll,-1) = o eW(PF) .

En el cesc particulsr gue nos osupa, @ partir de 2.4, 3.1

¥ 3.3 se obtiene el sigulente

Teorema 3.4. Sesa KP un cuerpe totalmente P~Adico. 5i P= Pf,

se verifica que
PRy B xE < B/

9



on un isomorfismo de grupos aditives, siendc la estructura del

Sagundo mignbro le induoida por BU(KG) .

Veremos a continuacidén que ios grupos KP/Kg ¥ BQ(KP)
son ambos no finitos. En este Gltimo noa limitaremos al caso

no diddico,

Proposividén 3.5. Si P # Pc » 61 Indice [K.P: i%] s infinito,

Demostracién., Caso 1. # = Pfc P . La inflnitud de [K_P. !’Lﬂ
3¢ obtiene directamente a2l tener en ouenta que KP = K? ea _un
cuarpo pltagdérico gue posee infinitas ordensclones. )

Caso 2. Pf # 4 . En este casc construiremos una sucesidn

B »Boseee de slsmentos de :%, ne congruentes '.r;od .Ef.i « En ge-
neral, sea ¢  une raiz primitiva n- ésime de la unidad de Q.
De las regles de descomposicidn en un cuerpo ciclotdmico se de-
duce la existencia de un entero s21 , tal que 523 [3 K? ¥y
€ g3l é KP . Designemos por 9(2) el subconjunic de Pf for-

2
made por los orimos diddieos. 51 P(2) £ 4 ses

8 = mex {ep(K/Q)I‘p c P(e)} .
Sea m = moml un entero elegido de la forma siguiente:

m =1 si Pf =P(2) .

10



m = [p, gi Pf—P(z);‘ﬁ,siendo (pi)= AN

pi‘:a o , los primos obtenidos al recorrer ¥ i
el conjunto Pf - P(.?) .
1 si P(2) =4 .

Zgedl |
2 si P(2) £ .

18

my
m]_ =
En virtud del Teorema de Dirichlet, se podré tomar una suce-
s81én de enteros primos poéitiyos CIELPYRERE de modo que, pe-
ra cade 1>1 , se verifigue que ¢, = 1 (mod m) . Sea q = qy
un términe arbitrario de la sucesién anterior. Consideremos

8
la ecuacién 2 - q . Puesto que si P € Pf - P(2) r o8

s
vp(l-q) yo = v, (2% yeoi vPe P(2) » 6B vp(l-q);v {ﬂl)ﬂ
= e (X/Q)(2984+1) » 2se+1 > 2se (K/ Q) = vp(zzs) , por apli-
caclén del Lemz de Hensel ([6], Cap.I1) , pe obtiene que

8
q e?fzp para cada P € P, , (51 ;f;fPrCP,entonces =1

f
¥ obviamente q € ﬁzp , Para todo p € P ) . Ya que por hipé-

tesis las raices 2°- ésimas de 1la unidad estén en KP , 88

3 a
tendré que q € N ]'(i = i% {ct. [1] ,Cap.IV) . Sean
pEP 5
28 1++¢s+, elementos de tales gue a2 = q s 11 .
A% { i

Probaremcs que, salvo & 1o sumo en un nimereo Tinito de casos,

log elementos asi obtenidos no son congruentes mod I'{_i « Sean
g+l

= qiqj ¥ fij(x) = x2 - b Si f,. reduce en el

bij 13 ° ij

11



currpe K se sligue que, necesarlemente b, , £ ﬁz , 0 bien

1]
, & iA . Puesto gque sélo un admero finlto de cuerpos

1]
de la forma Q(biﬁ/z) . 0 blen Q((—4_1bij)l/4) pueden estar

-1y

contenidos en K , prescindiendo en la sucesidn QysQp9ee- de

un nimerc finito de términos, podemos suponer que todos los

2

polinomics f son K- irreducibles. _Si a X para

A =
L 8 isﬂl
clerto =x € KP ., @e tendria que (aiaj)2 = x2 ¥ fij

tendrfia un cero en KP . Ya que la extensidn KP/’K ea de

Galois, ®llo estaria en contradiccidén con ls eleccidn de 3 .

Definicidén 3.6. Sean p€P

r CP ¥ Up gl conjunte de loa
elementos X & KP tales gque vﬁ(x) = o, para toda veloracidn

, ascciada

o de 'KP gus sxtisnda lz valoracién do X, vp

a P .Elgrupo U= () U serd 1llamado de las unidades

3.7. Obsérvese que le demostracidén de 3.5 1mplica gue si

Pf ## , el {ndice [U t TN Kg] ea no finlto .

El sigulente resultado, nocesario para la demostracidn de

3.9 , se obtiene sin dificultad.

Lemz 3.8. See K un cuerpo de mimeros , P un primo de K

12



¥ W una clsusura algebraica de Kp - Un elemente x ¢ X

L
€8s X € sz 91 y 8blo sl para todo K- monomorfismo

£f:Q—> @ , se verifica que f(x} ¢ izp .

Proposicién 3.9, Ses P un conjunto finito de primes de K,

no diddicos . S5i P # Pc , €l subgrupo del grupo de Brauer

formado por las &lgebras de cuaterniones, BQ('I%) y 83 no finito.
Demostracién. Case 1. P, = £ . Sea g K, — BQ(K'P) el

homomorfiame definido por g(x) = (:}if-) . Veremos que su

niacleo es f(é , con 1o cual el resultado de la Preoposicién ee

obtendrd de 3.5 . La inclusién ﬁ C Ker g¢ es trivial. Sea
pues x € ker g ; sean p_ un elemento de Pr ¢cP yf: X¥E—8HR
el monomorfismo asoecisdo. Para toda extensidn de f a un mo-

nomorfisme ¥ : E -— C se tendrd qus 1 = (_-'-_l_,z) R =

_ (—1:?:"!1(!) KP
- R

. En consecuencia, f(x) seri un nimero real posi-

tivo ¥y x € K:i . Puesto que P era arbitrario, X € K.i .
Lr=]

=)

Caso 2. Pf # 8 . E1 Teorema de eproximacidn para valores abso=
lutos permite disponer de un elemento T eEK, negativo paras

tedas las ordenaciones de K asociadas a los primos de Pr'

¥y tal gue vp(ﬂ):l,paratodo DEPf.Sea U el grupo

de las unidades de I&, y h: 0 —> BQ(K'P) el homomorfismo

13



definido por hix) = (ﬂi’f) . Veremos gque ker h = UN Ki . por

lo que bastard tener en cuenta 3.7 . Sea x € ker h . Pera to-

do p € P y para tode K- monomorfismo f: KT-' —p Rp oe
tendrd que 1 = (ﬂn_‘):‘_f_’.(g)_) . Dedoc y g P

f,sea ueKF

una unidad p- Adica K\E&l que u éf(gp . Puesto qus P ,}’2 v
el conjunto {1 ,u, £{n), utln) } seré un sistema completo

de representsntes de %/fﬁ . Teniendo en cuenta gue vp(f(x)):o,
necesariamente seréd f{x) = 1 (mod ﬁgp} o bien f{x)= u {(med kpz e
=)

Ya que el &lgebra de cuaterniones (f no descompone en

per[=

Kp , ésta Wltima posibilidad no puede darse. Puesto que f

vy P son arbltrarios, de 3.8 se deduce gque =X € Kf, -
f
AnfAlogamente al caso anterior se obtiene que - x € K.f, ¥ por
5 . T
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