CUASIANALITICIDAD EN CLASES DE FUNCIONES DIFERENCIABLES
DE CUADRADO SUMABLE

por

J. Bruna

% designari espacioc normal de sucesiones. En analogla con

{n)

El m):{fecm(m); £ es acotada y (uf(n}u J_E X}

definimos la clase

DR ={fec®(R);: £ Me L(R) y (ﬂf[nL)nck b

La clase Dx ({R) se llamard cuasianalftica si feDP {(R) vy f(n) {c)=0
n=0,1,2,... implican f = (0. Nos proponemcs encontrar caracteri-
zaciones de la cuasianaliticidad de la clase D) (m).

La no cuasianaliticidad de la clase D' {R) equivale a la
existencia de feD' (R) con £{(£} =0 si t=<0 y E#0. Un teorema
de Paley-Wiener establece que la transformacién de Fourier-La

2 2
place es una iscometrfa entre L (0,w) y al espcacio H (n*] de

. . +
las funcicnes holomorfas en el stémiplano m de los z€ ¢ con
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Re z> 0 que wverifican

1
sup

e 5
<R 2n _I. |Pix+iy)| dy=c <=
-

2
con norma |)E'[|2 = c,

Aqui vamocs a ver cbmo es F si tomamos f en Dk(]R). Empeze-

)
mos por tomar f € ¢c* (R), nula para t<0, y tal que gMe 12

Ponemoa

tz

F, {z) =r° g (™) (t) e "° at. F, enz(ﬁ*), n=0,1,...

0

o - . .
veamos que F {z) =z F{z}). Por induccidn, basta verlo para
n

n=1. Una integracidén por partes da

F“(z}=f{t)e_tz ]m +J'm flt)e‘tz dt.
o ]

Como f estd acotada, se deduce F, {z) = zF(z). Reciprocamente,

2
supongamos que z® F{z} e H (™), n=0,1,... EL teorema de Pa
ley-Wiener dice gue z"F{z) es la transformada de Fourier-

2
Laplace de una £ ¢ L (0, con | £, i, = 1 anHa . Vamos
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a ver que f, estd definida por tedo, que £ e C® (RR) ue
q 4] 0 Ydq

(n)
f0 = £
tx .
e . ™ R 1ty
folt) = — j_m Fix+iy) e 7 ay
Para lo primero basta ver pues gue Fx(y} =F(x+iy)‘ estd en

L' para x> 0. Pero :

. 1
Fx{y) =F{x+ iy} el " Fix+iy) (x+ iy)

es el producto de y-+ Y ¥Y-F(x+iy)(x+iy). La primera tiene

X+ iy

cuadrado ;2-—_-];—};;- ., integrable, y la segunda estd en L? por hipStesis.
Por tanto,
1 tz
fa(t) = e IY Fizle " dz

estd definida para todec t. Puesto que z'F verifica las mismas condi

ciones, también
_ 1 . .-
fn [t)‘i?r-{‘]* F{z}z"e dz

25td definida para todo t. Comparando, se deduce que fE c” {R)
(n)

y que f, =f‘ .
Se ha demostrado pues la siguiente variante del teorema de Pa-
ley-Wiener:
" sea feC® (R), nula para t< 0, y tal que f(n)eLz , n=0,1,...
Se define
o -tz
F(z) =J' fit)e dt,para Re z> [
Q
2 Lo o [n) - :
Entonces z*F(z) €H (") n=0,1,... vy \z"Fi ,= Uf '|l2 . Reciproca

‘mente, si F es holomorfa en n+ vy z“F(zJeHz(ﬂ“'), n=0,1,... exis-

{n)ELE, n=0,,,.. ¥ F es

te fec® (R}, nula para t<0, y tal gque f
la transformada de Fourier-Laplace de f "

i %
Especializando a funciones de D (R ), se tiene
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Teorema 1., La clase D {R) no es cuasianalitica si y s6lo si existe
una funcién F holomorfa en n* tal que zFeR (n*) n=0,1,... Y
(W2FH ) e .

Nos proponemos encontrar ahora otro tipo de condicidn para
la no cuasianaliticidad de 1la clase DX {R ), Buscaremos la imagen
p* R} de D& {R)por la transformacifnde Fourier-Plancherel. La ca-
racterizacién de D {R) se basa en el siquiente lema, de sencilla

demostracidn.
Lema., Sea feL?(R), fau transformada de Fourier-Planchevel.

Las condiciones siguientes son eguivalentes:

™er2(m) v

(a) f eatd definida por todo, feC™(R) y £
(b) Vh , tTE€L2{R)
Ve -
En tal caso £0) = (it)°F
Se obtiene la caracterizacién

P{R)={fel?(R) / t"feLf(R), n=0,1,... y ( tof ). € }.
2o }

y para plantear la no cuasianaliticidad en estos términos necesi-
tamose saber cHmo es £ gi f¢ D)L {R) es nula par t=0.
Para ello usamos la siguiente proposicifn que ya estd enuncia

da en T[13}:

Propogicién 1l.- sea $€L2(R), %20 c.p.t. Una condiciln nece-

saria y suficiente para gque exista f €1L? (0,2} tal que

i log % (£}

1+t ar<®

- +
{fl= & es que J *
P -]

Para la demostracifn basta enunciar la proposicién en té&rminos
de la transformada de Laplace F de f. Se sabe que f coincide con
la funcién F¥, definida casi por todo a partir de F por .

F (y) = 1113 Flx+ iy) (Fatou) - Resulta le siguiente: “para
X -

2 - < . .
el , $=0 c.p.t., una condieci6n necesaria y suficiente 'para que
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+a (log F el

dt{m H
- 1+t2

exista FE€H?(m") tal que }F = ¢ es que I
Enunciado asf, no es mds que una conocida propiedad del espacic
)

¥ (r%) (ver [2]).

Supongamos ahora gue te ™ (R, f(n)

¢ L3(R) n=0,1,... v
£{t) =0 para t< 0. Entonces % = \Eiverifica t»d €LZ(R} ¥y

J‘“” llog ¥ {t)

oo dt <= ., Réciprocamente, si ¢ verifica estas condi
+ .

-

ciones, la proposicifén 1 da una f£¢ 12 (0,%) tal que IE[= ¢ ¥ paes
to que t’ESL?(R). se puede tomar, por el lema, f de clase c®

con  todas las _ derivadas en LE. Por tanto, se tiene

Proposicién 2.- Sea ¥ EL2(R), tZ0 c.p.t. Para que exista

c® (R}, nula par t£ 0, con todas las derivadas en L2 Yy tal gue
- 2
|£i=¢ es condicién necesaria y suficiente que t"%te¢L (R).

- o
De agqui.se puede deducir la caracterizacifn de la no cuasiana

liticidad @e D' {R)} que se buscaba:

Teorema 2.- La clase D" (R} no es cuasianalitica si y sBlo si

existe $20 c.p.t. tal gque J."'m tlog & (EH
—w I+¢

n=0.1, -.. y ( &738,) €x .

[

N
dt < o, t"3 ¢L” {R)

Este GGltimo teorema servird para dar una caracterizacién de

: fas s X s : .
la cuasianaliticidad de la clase D {R} =sin salimedel espacio

A .

Teorema 3.- La clase D' {R) no es cuasianalitica si y s6lo si

existe v=(v)eltal que, si T,{r) = sup

leg T, (1}
I. —-—-——!——-— dr < o« .
1 r?

’ 1’20, eg
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R X
Para la demostracién del teorema, supongamos gue D (R) no es
cuasianalftica y sea § como en el teorema 2. Tomemos v, = AR 3|

Yy pasemcs a comprobar la divergencia de la integral:

b S 1 t,2n 2
1og-$:——-—-2—- 1ogf‘im( Y e (1)i2 ar <

1A

1 LI | t 2n 2 r 1 2
-3 les [ () elaess 5 ot0g [T (e aes

A

r T
—I +1 log 1% (ed ae Ej' 1ilog gl at.

Esto es vdlido para cada n, por tanto

) = LI |
log Tv(r) dr +
L -~—-3———-—r2 drsL — j‘ flog § (£}l dr < e,

Para el recfproco supongamos gue v €\ hace la integral conver
gente. Entonces, la funcifn ¥ definida por

1
14+t 22700

8 () =

estd en lae condiciones del teocrema 2. /

Resumiendo:
Tecrema: Las condiciones siguientes son equivalentes

bt
{a) la clase D {R) no es cuasianalitica.
(b) 3 F holomorfa en " tal que z" FEH (11 Yy {1z Fl;) €k,
{c) existe §=0 c. p t. tal que t° §(t)eL (R},

- oD
( wegd, ) e YI ilog (B gec -
l+t
{d) existe ve€)l tal que r Mdrﬁ‘”. donde
] r

T,{r} = sup

las clases cldsicas corresponden a A-=Mh fol.
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Entonces {d) eguivale a
o

o
r log T{v
{e) 8i T{r) =sup . _—-_gz_.{._).dr{oo_
Mn 1 r
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