ANULACIE)N DE L& COHOMOLOGIA CON VALORES EN UN FIBRADO VECTORIAL

()
HOLOMORFO.

Jean Girbau

introduccién.— El tecrema de anulacién de Le Potier [S5]se apoya
en dos resultados., De una parte en el isomorfismc de Le Potier
{Lema 8 de [S]) y de otra en el teorema de anulacitn de Akizuki-
Nakano para fibrados de linea [1]. Yo generalicé el teorema de
anulacién de Kodaira a fibrados de linea semi-negativos ([3]
teorema B' ¥y [2]}. Perc esta generalizacién no era suficiente
para dar un resultade andlogo relativo a fibrados vectoriales
de rango cualgquiera a través del isomorfismo de Le Potier. En
sste trabajo se obtiene el teorema 1, relativo a fibrados de
linea seminegativos, que generaliza el resultado de Akizuki-Na
kano y gue, a través del isomorfismo de Le Potier, da lugar al

teorema 2 concerniente a fibrados vectoriales de rengo cualqguiera,
gue generaliza el teorema de Le Potier.

1.- Un teorema de anulacién para fibrados de linea.- Sea M

una variedad kdhleriana compacta de dimensién n. Sea E LM un
fibrado de linea sobre M, holomorfo, dotado de una métrica her-
mitica h. Sea O la forma de curvatura de la Gnica conexién de
tipo {1,0} en E compatible con h. Sea y =J—1 . Sea s{y} la for
ma hermitica definida por :sf{y) {X.Y) =y {X.,JY). Sea (u,z'....2%)
una carta local tal gque E| Ues trivial. See s una seccibnde EjU que

no se anula en ningGn punto. Una (p,g)-forma con coeficientes en E se ex
presarad en U:

: 1 . Y
{1.1) o= —— P - N dzhg\...;\ dz)\p ,\dzt" ... dz%® s
pPigl 4ttt pittea

El producto escalar lccal se expresard por :

h IR NP
(1,2} {o.y) = 7 ) - - 131 p 1 q
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donde h indica, por abusgsc de lenguaie, la funcidn h{s,s}. EL
producto escalar global se define por : {(g.y> = IM (CTAR L
siendo n el elemento de volumen. Sobre las {p.gq)-formas con
coeficientes en E tenemos la diferencial dE==dé + dé , la

codiferencialaz==bé - 5% y las dos laplacianas A

E

EE
ferencia entre estas dos laplacianas viene dada por:

- T ] ¥ d ' N # - n n " 11} . 3 —
2(dE bp+dy E} by 24" &" & by dE) Se sabe que la di

{1,3) Ap T ag = 2{pel{yi-e{ylpn)

donde ely) significa el producto exterior por y.
Haciendo un cflculo andlogo al de la demostracidén del tec

rema de descomposicidn de Hodge-Lepage, Se obtiene la siguien

te expresién local:

(1,4} {he (vi-e(yinle v T T = tr slyle, . 37 =
R LA PR
( % v, .., .Y
- slyl & ? e P
(p-1) 1 )\' 11;2.__1 }.vp.,,,vp t1_.,LQ
?
1 al )E &:éaz...aq aEZ’...Eﬁ
e RPN

De {1,4) se cbtiene:

(1,5) ((ae (yi-ely) M) o.0r = tr siy) (p.p) -

Bly)oy o PGz b ik

BT G264 - e

h

plig-1}!

Qg - -Opglp-o-
sly) = @ 6. o TUrE2TIM
68 Tar--q, M- iq

Proposicidn 1.- Sea g una métrica kihleriana sobre M,

h una métrica hermitica en E. Supongamos 8$(y) <0 ¥ rango de
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s{y) constante {=k} en todos los puntos de M. Sea m el menor
valor absclutc de los valores propios no nulos de s{y} en to
dos los puntos de M. Sea § un nGmerc real positivo menor gue
m/(2n-1} . Sea 'é':bg—s(y} . 8i ¢ es una (p,q)-forma con coefi-

cientes en E con p+ g< kX, se tiene:

(lhely)r-elyIpn)prp)l =0

en todo punto; donde el producto escalar { , ] y el opera-
dor p estédn referidos a la métrica kdhleriana F. Si en un pun
to {({pe (y)-elyIatgpip) =0, =0 en dicho punto.
Demostracifn.- Sea X un punto de M. Tomemos un sis_’_cema
de coordenadas en un entornc de x, tal que la matriz de. g en

Xy sea la identidad y la de s{y} sea

con Yi>0 si lgcick ¥y yi=0 si iw k. Tendremos:

n
A
1’1"", " i=1 Yi+6
M, ..t
q
h Yi, h Yo, P 1
+ 7o + el i .
{p~1} 1g! Yl1*6 piig-1}! Yt1+6 521 v, + 4
3
q 1 | ]\2 P N,
; 3
W= Y, & b 'Icp11.__k',_ T = ¢+ b
u LI R Y )1‘:"'{}‘9 j=l \!
n
LI L
k Y‘u z Yi P 1 q ; 1
2 i 6 | PSR
Yo +6 1=l =17 Y, u=1 {Ys
g =1 u 1 [
2
e, .
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Yy 1 ¥
s5i C gse tiene 1- & — = 1- L
Y. # Yy +b 7 ¢ 5% oy Y, +b

. Pija~
dos los findices T FEZTIL TR estudiemos el signe
¥ 9

del coeficiente:

P 9 n
_z Ty ‘Z Yeu ’ Y
A = + -
j=1 ij + B u=1 yt“+6 i=1 Y +&

Supongamos que entre los i{ndices Ageee ) hay 5 entre los k

primeros y entre

g hay s' entre los X primeros., Se ten
drd:

A=s4s8'-k~- Tqg, - %

lisk M '-‘sk ! i

s4 s' -k es negativo ya que p+g<k. S5e tiene pues:

Xk

z z L . S—ji“ S"i‘

Gy ™ oy Gy, = ¢ I

i=1 Mek U oqek ¢ i1 2n 2

¥y puesto que s4 5’ - X eé enterc, se tiene A< 0. Ello prueba

la primera parte de la proposicién. Supongamos ahora
{{pre (vIAp.p) = 0 en x,. Hemos obtenido en (1,6} una ex-

presién de ia forma sigquiente:

{1.6") {{he (yi-elyInNto.p) = T

11 <..C}~
P

4 4“'{:“

2
VI AR A wh,,,%—u..:qﬂ

En dicha expresién todos los coeficientes numdricos

8}1...; + 5 son negativos. Elle implica ¢ =0 en x,.
v

Teprema.l.- Sea M una variedad kdhleriana compacta.

Sea
E T

M un fibrado de linea holomorfo. Supongamos que existe
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¥
20

g <, {E) tal que s{y) £0 con rango de s{y} constante

{=k) en todos los puntos de M. Se tiene Hp'q(E) = 0 si
prg < k.

Demostracién.— Tomemos § como en la proposicién pre-
cedente. Si mglﬁp'q(s} se tiene :2 {{pe (y)-e{ylA) o) =
(af': w.oy z0.La proposicidén precedente implica entonces
((he {y)-e{y) o) =0 ¥ =0 en todo punto.

Conjetura 1.- El teorema I sigue verificéndose si se
sustituye la hipbtesis rg s(y) constante (=k} por : en un
punto X, de M rg siyi=k. ;
La conjetura es clierta en el casoc p=0 {Ver [3)teore-

ma B' y [2]}.

2. Isomorfismo de Le Potier [S].- Sea E ¥ un fibrado

vectorial holomerfo sebre una variedad compleja M, Sea ol
el fibrado dual y P{E*} E.M la proyectivizacién de E. Con-
sideremos:

p¥ (E)—— = E

L e L

p(E¥ — 7 . M

donde p™E) indica el fibrado imagen inversa de E por p. Sea

XegM, v €Ey = n-l(x}, Z, € E:' y sea 2; la proyectivizacidn

X
de z,. Z € P(E*)x . p¥{E) estard formado por todos los pa-
res (Ex, .. Sea F el sub-fibrado de p*[E}formado por los
pares (Z,, ux} tales gue 2z, (u, )= 0. Sea Q(E) el fibrado
cociente p*(s)/F. Le Peotier ha probado el siguiente isomor-
fismo:

2,52 v¥ Y. D).

3. Estudioc de c, (Q(E)) [4].~ Con las mismas nctaciones
gue en el apartado precedente, supongamoes E DM dotado de

i+
una métrica hermitica h. Sea h la métrica hermitica induci-
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da por h en e¥® .81 (z, ulte p*[E). designaremos por
X x
[ %+
{zx, u,) su clase en Q{E) =p (E)/F.
Definimos una métrica hermitica H en Q{E) de la siguien
te manera:

P zx<vx>zx<ux)

ap U ~
(3., L) H((zx. vx). (2. ux}) =

ﬁ(zx. zx)

La definicién no depende ni del representante z, de ;;
elegido ni de 1os representantes (2 , v ) y (2, u ) de
x X x' Tx
{(Z_, v}y (%‘“’G") elegidos
x' x x" x )
vamos a hallar la expresidn local de H en una carta lo-
cal en que el fibrado trivialice. Sea U un abierto de ¥ tal
que E|U es trivial. Consideremos una trivializacidn de E|U
A
dada por un sistema de r secciones (s,} de E|U. Sea (s} la

bagse dual, gue constituird una trivializacién de B%lU :

E¥| U e uxc”

z —_— (X,Z

« 1...zr)

A A . .
donde zx==i;gas {x}. Consideremos la trivializacifn de

P(E") | U:

PE}|U ——mms Ux2__ {C)

-1
B, — G

Sea V el abierto de P(E*}]U dado por zr# 0. Pongamos en Vi

Zp

z
r

de P(E*). Q(E)|V admite la siguiente trivializacidn:

€, (z) = » B=1l...r, t {z) =1. t(z) indicard un elemento
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Q{E)'IV — ¥ x C

/‘:‘:\_’/ —T TN
{z . v )—— {x. (vylzd e {2z 1.tz (v o))

La métrica H se expresard en esta trivielizacién

P I N :'\I'-
(3,2) Hif{x, (t....6t__ D). x(t, ...t Y )/ =
i r-1 1 r-1 i{t,t)
- A
hAB{x)tAEB

Los indices A vy B varian de 1 a r conviniendo que t,. = 1. En

. .. AR - B oy
notacidén matricial h (x)tatB = th" {x}t, donde
£l
t =
tr—l
1

La métrica H vendrd determinada en V por la matriz de un so-

[od

le elemento —————— |, Designemos esta funcidn por

H{x,z}.

Calculemos en V d'd"log H{x,t).

_tE (a'H*) €4 CER*ae

Centy

(3,3) d'log Hix,t) = -d*log(“En* (x)e) =

£ - t— 3 -
GEA(d W )ty €(d"a'h")t, dEshidt

T
tht

(3,4) d"d'log H{x,t} =-

- — t— t— t_
Ta b adt (At e CE(@ M 0 A (T (@ 1) e TR QL)
b
- i - 2
“Entt (e

1 n . .
Sea {x ... x ) un sistema de coordenadas complejas en U.
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1 n
Tomemos en V las coordenadas (x ... x , tl... tr l}. Conven
dremos en que los indices griegos g,B..... varian de 1 a n,

los indices latinos a,b... varfan de ! a r-1 y los iIndices

A,B,... varfian de 1 a r, Abreviaremos ba en vez de o

axx
b D
- en lugar de R en lugar de —
ba ga &ﬁ %ua g ?E? Y %ua

en lugar de "3%3" De (3,4) deducimos :

o - t— »
Egtatie CEEEFIO (T

) bﬁ log H = -

a YER* () (Fen¥ey?
(3.5 > 5—log H pHab (h*nbtal{h*aBEB}
’ — = = +
nea ngd Con¥ e FEnre) @
#B2b
e & (9 PP (ST M) )
>, vy 108 B = - = +

4. Estudio de €3 {Q(E)) cuando Ex 0 .- Sequimos con las

mismas notaciones que en los apartados 2 y 3. Supongamos
E 5 M dotado de una métrica hermitica h. A dicha métrica le

asociamos el tensor de Nakano N definido por:

¥(s.X,s5',¥) = hip{X,¥s.s")

donde X,Y son campos sobre M y s,s° secciones de E. Qindica
la curvatura de la finica conexidn de tipo {1,0) en E determi
nada por h. Se verifica fdcilmente la siguiente propiedad:
N(s,X,s',Y}=§T;TT§TE:;a. De aqui se desprende gue MN{s,X,s,X)
es siempre real.

Definicibn.- Se dice Ex> 0 si existe una métrica hermiti-
ca h en E cuyo tensor de Nakano W verifica Ni(s,X,s8,X}> 0 para
todo par (s5.X). Diremos entonces también que N> 0. Fijada s
de T{E)., designemos por NS la forma hermitica definida por:
NS(X‘Y) = N{s,X,s5.Y).
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Proposicién 2.- Supongamos Ez 0. Existe ZL € o {Q(E)} tal que
m™

s{y}=0. Sea h la métrica hermitica en E cuyo tensor de Nakanoc Nz0.

Si se supone que rg Ng es constante (=k)¥ s en todo punto de M, en
tonces puede tomarse (y/2n) ¢ c, (Q{E)} tal gue s{y} 20 y rg sly) =
=k+r-1.

Demostraciédn.- Evaluemos o, oy log B en un punto cualguiera

Zx de P{E™). Para ello utilizaremos las f£6rmulas (3,5}. Dado Xq
0
de U, elijamos ia trivializZacién {sA} A=1l..,.r de E*\U de modo

que (h*AB('xo]]= identidad y que (d'h*AB(xo)) sea la matriz nula.

Pongamos y = /-1 d:d" log H. % € ¢ (Q(E)). y,o =-J-1g p; log H.
s{y),;7 =-J-1 y,7= -3, »7 log H. Utilizando las férmulas (3,5} se

tendrd en el punto (x5, t}:

YT(og 05 b (XTIt

5(\»‘)3'5 = =
£E, T,
(4,1) s{vla,mep = O
& £t
S{Y}ma.__mb= ab_u _ a b
¥y tt — 2
c (T teo b )

(S(Y}ma T=b ) es siempre definida positiva por tratarse de la mé-
s’

trica de Fubini en Pr_l{C).

Designemos por §§ la curvatura de h*y por gla de h. Se tiene:

LW
0 =-0 .
* a4 -1 ¥* -1 *, .4 -1 ¥* *
0= {d"da'n"jh P {d'h jh . Bn x, se tendrd: g =d"d'h,
S S _ 2 ¢ 3 d 3 -
N = -"g*a'n" . (mt),ZB Nt( sxd ' LB ) = H{t, ax@ b S ]
) 28 ¢, >
= h{ ('_"' L } t!t) =t t T (-—_'_! =
0 5 b? cB QA : S;?)

"tth*a 8 Oy R
= CBQC(C—);.E?)——tth e

3 ¢ A
aré: (N ),z= -{a"a'r’ )(-‘?-—.%) € e = og o5 N dx,) £t



Vemos pues gque (s(y}a-é) es =0 y que su rango es el de N,, es de-

cir, X, En X, se tiene:

(s{y)y3) 0
(4,2) sly) =

0 {S(Y)ma'm 3

Por tanto sy}= 0 y el rango de s(y) es XKyr-1l.

Proposicién 3.~ Sea E T M un fibrado vectorial holomorfo so-

bre una variedad compleja compacta M. Consideremos el fibrado

P

i
P(E') “»M. Si M es variedad kihleriana, P{E )} también.

Demostracidn.- Sea -éY- € ¢4 (Q(B)). Podemos expresar sly)
R — 1

en cada punto X, mediante {4,2), donde {S(Y)ma.m} represen—
ta la métrica de Fubini sobre la fibra. Sea g una métrica kdh-
leriana sobre M v k un nimero positivo, s{y) +kp*{g) se expre-

sar& en x, por:
(siylyz + kgg! ! 0

0 (sty) o g )
Por ser M compacta, podemos elegir k suficientemente grande pa-
ra gue S{Y}+kp* {g) sea definida positiva en todo punto. La forma
de Kihler de s(y}+ kp (g} serd y+ B (F), donde F es la forma de
Kihler de g, Por tanto serd cerrada. pasf{ pues siy) +kp*(g) es una
métrica k#hleriana en P(Z¥}.
Teorema 2.- Sea M una variedad kdhleriana compécta, EN M
un fibrado vectorial holomorfo de rango r. Se supche E< (. Sea
h la métrica hermitica en E cuyo tensor de Nekano N es =< 0. Se
supone que ¥V t, rg N, =k en todo punto. Se verifica Hp’q(g) =0

51 pag < k-r4+ 1.
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Demostracidn.~ Por la férmula de dualidad se tiene: Hp'q[M,E)
n-p,nh-gq

= wH (M,E*}. donde n es la dimensién compleja de M. Por el
. . . n—-g,n- -~ -, 0
isomorfismoe de Le Potier, H p.n q(M.E*} = g en q(P(E}.Q(E*}} .

De nuevo por la f6rmula de dualidad, AP Y ey o (E)) 2
Hr+p~1,r+q-l

1

(P(EY,0(E)®). por tanto BP'9im, B)=
r+p-1,r+g-1

ut

B (P(E) Lo ENM) . Por la proposicién anterior P{E} es

una variedad kdhleriana compacta. Si Eg 0, E'z 0, por la proposicién 2,

* ¥

c, (Q(E¥)) =0 y por tanto ¢, (Q{E")") = 0. Ademds puesto que rg Nt=k.

. _ ) *
la preoposicién 2 nos asegura la existencia de i S Cy @ ENT) tal

2n
que s(y) <0 y rg s(y) constante (=k+r-1}. Puesto que Q(E*)” es
un fibradc de linea, podremos aplicarle el tecrema 1. Se tendri

IRl Eed=l ppy 0 (B¥) =0 si pagek-r4 1 lo gue concluye la de-

mostracién.

5i la conjetura 1 fuera cierta, de la demostracién gue hemos he-
cho del teorema 2, se desprenderia la validez del siguiente resulta-
do

Teorema 2' .- Sea M una variedad kdhleriana compacta, E M
un fibrado vectorial holomorfo de rango r. Se supone Ex 0. Sea h
la métrica hermitica en E cuyo tensor de Nakano N es = 0. Se supo-
ne que en un punto X; ¢ M existe un t de la fibra Ex tal gque

0
rg N_=k. Se verifica B”"YE) =0 si psg k-rel.

Le Potier [5] obtiene, como consecuencia de su tecrema de anula-
cién, un resultado concerniente a la dimensi6n de un proyectivo com-—
plejo en el que se puede sumergir anailfticamente una variedad comple
ja, comapacta, paralelizable, de dimensién dada. Por un procedimien-
to similar, del teorema 2', puede cobtenerse:

Si M es una variedad compleija, paralelizable, de dimensibn com-—
Pleja n, M no puede sumergirse analiticamente en un productc de pro

yectivos Pp(C) qu(C) 81 p+ Q< 2n.
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