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OPERADORES CERRADOS A-FREDHOLM

Terasa Alvarez

1. INTRODUCCION

Sean C la c¢lase de todos los operadores lineales cerrados entre
espacios de Banach arbitrérios. C{X.Y) el espacio de tedos los operado~
res lineales cerrados entre los espacios de Banach X e Y. La clase de to-
dos los cperadores lineales continuos entre espacios de Banach arbitra— -
rios serd denotada por L y L(X,Y) es el espacio de todos los cperadores
lineales continuos de X en Y. Para T&C{X,Y)}, D{T), N{T) v R{T) denotaran
el dominie, el niclec y la imagen de T respectivamente, D{T) con la nor-
ma || II'I‘ definida por (§) ||x||T::|]x|| + |ITx||., x€D(T) es un espacio
de Banach denotado por DT ¥ TD:: TED(T)GLL(DT,YJ.

Sea B la clase de todos los espacios de Banach. Para X,YEB
escribimos X ELY si existe un subespacio cerrado M de Y tal que X = ¥Y/M.
Un ideal de espacios es una subclase ACB verificande las siguientes con-
diciones:

{i}) Los espacios de dimensién finita pertenecen a A.

{(ii) 51 X,YEA entonces-X x YEA

{iii) A es estable por isomorfismos topolégicos.

(iv) Si M es un subespacic complementadc de X€ A entonces MEA.

Para informacién y notaciones acerca de ideales de espacios e

ideales de operadores remitimos a [6].

Un ideal de espacios A se dice tres espacics si satisface la

propiedad:

Av) 31 M es un subespacic cerrado de XEB tal que M, X/MEA entonc.es
XEA,

Los ideales de espacios que verifican el reciproco de {v} son
ideales inyectivos y suprayectivos. Es simple probar que un
ideal de espacios A inyectivo, suprayectivo y tres espacios es-
ta caracterizado por la siguiente propiedad:

. . v . ;
fvi) 51X —>» ¥ -£L> Z es una sucesidn exacta de espacics de Banach
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y operadores lineales continuos tales que R(VU) es cerrado y

X,ZE€ A, entonces YEA.

Diremos gue un ideal de espacios A es exacto si satisface la

! propiedad {vi) y biyective si es inyective y suprayesctivo.

Escribimos
NS ¢+ = {T€C : T normalmente scluble}
Se ; = {TE€L : R(T) separablie}
i = {T€L : R(T) finito}

En este trabajo se estudian los operadores lineales cerrados
cuya imagen es un conjunto cerrado y con ndcleo o coniliclec en un ideal
de espacios arbitrario A. El ideal de operadores Fi de la teoria de

Fredholm clasica serd reemplamdo por el ideal de operadores Op(A},

2. CPERADORES A-FREDHOLM

Consideraremos las sipuientes clases de operadores:

$F,, + = {TENS : N(T}E A}
SF, : = {TENS : CON{T)E A}
F, = SF,N SF,_

S‘iM = (TEC : N{T)E A}
ﬁn_ = (TEC : CON(T)E A}
f o=

SFAP SF‘ﬁ_

Observemos en primer lugar que los resultados sobre perturba-
cibn obtenidos en [1; prop. {2.3), th. {2.4), th. (2.5), prop. {2.8)]
para el caso de operadores lineales continuos son igualmente validos pa-
. ra cperadores lineales cerrados {con dominio denso en aquellas situacio-
nes en que se considere el operador conjugade). La demostracién se basa
en aplicar los correspondientes resultados de [ 1]a los operadores res-

triccién a sus dominios dotados de la norma dada por {$).

Asimismo, con identico razonamiento al seguido en [l; prop.
(2.1]] se prueba el mismo resultado para el casoe de operaderes lineales

cerrados cen dominic denso.

Para el ideal S de todos los espacios de Banach separables se

obtiene el siguiente teorema

(2.1) Teorema., Sean T €C(X,Y), K€Se(X,Y}. Entonces

(i) si TESFS+ {X,Y) es T + KES_FS+ (X,Y}). En particular
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TG.FS(X,Y) implica T + Ke?s(x,v}.

Demostracién. Es suficiente probarlo para operadores lineales acotados,

Asi, supongamocs TESFS+(X.Y)n L{X,Y}, KESe(X,Y),

:=T| K :=K|

[
n Ly Como M/N{TM + NIJ s,

M::N(T}+N[T+K].TM M

R(TM]CR{KH) + R(TM + KM) es R(TM) separable. Ademis N(TM)E.S. TM es
normalmente soluble puesto que N{T) + M es cerrado, por tanto,
N(TM) . M/N[TM)E.S, luego MES de donde se sigue N{ T + K}ES5. 8i

TESFS_(X,Y)("\L(X,Y] , K€SelX,Y} , N:= R{K) + R{T + K) e;tonces
(Y/R(T))/(N./R(T}.__) - ¥/N, (Y/RT + K] /o wEE e 2 Y
luego Y/R{T + KIES ’

Al estudiar el comportamiento del operador composicidn de dos
operadores cerrados A-Fredholm se encuentran dificultades para Que sea
un operador cerrado; en el proximo teorema damos condiciones suficientes

para asegurarlo .

(2.2) Teorema. Sean S€ NS{X,Y), TENS(Y,Z2) tales que R(TS) es cerrado.

Entonces TSENS{X,Z) si y sbélo si N{TS) es cerrado.

Demostracién. Evidentemente, N(TS) es cerrado si TS€C(X,Z). Supongamos
ahora que N(TS) es cerrado, y sea (xn)t: D{TS} tal que X —> X,

Tx —>2€Z. Como R(TS) es cerrade, existe x'€ D(T$) tal que TSx —» TSx'€Z.
Consideremos el operador 'I‘S: yE.D(TS) : = D(TINR(S)—» TS.V = TyEZ

que es cerrado por ser T cerrado, ¥y su rango R(TS) = R{TS) es cerrado.

" Sea el operador Ty definido por :
A - -~ o~
T : Sx€.D(TS); = {Sx « N (TS) : xED(Ts]}CR(S)/N(TS) —-bTS Sx : = TSwEZ

Sabemos que T. es cerrado, inyectivo y con rango cerrado, lue-

S

=1 R A P T ™
ge T es acotado, de donde se sigue que TS x = Tg an-—-b TSx':TSSX' v

5
~ S~

¥ asi 8x -—>5x' si y sblo si

inf {”an - Sx' + Su||: Su€nN (TS)} — 0; por tantc existe una suce-

18 . [l : . i '
516n (Suni.C N(TS) tal que Sx Sx' + Sl.ln—bo si y 86lo si S(xn-t-un)—;Sx .
donde x',x , u €D(TS), nEN, TSu —> O.

El operador 5: x€D{8):={x+N(S): x ED(SIICX/N(S)— 5 x:=Sx€ER(S)

es cerrade, inyective y con rango cerrado, luego 8"1 acotado. Asf,
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- A
S_{m) —> 5 %', y por tanto ‘}'('F?}'n — %, luego existe una su-
cesibn [Vn-)C N{3) tal que Xt U v —= x', de donde se sigue -

U+ vneD(TS) —> x' — x€N(TS); ademés x'€ D(TS). Por tanto x€D{TS)} y

TSx = TSx', asi TS € C(X,Z).

{2.3)_ Teorema. Sea A un ideal tres espacios y biyectivo, SENS{X,Y),
TENS(Y,2) , R(S)CD(T) , R{TS) ¥y N(TS) cerrados. Entonces:

(i) - Si S€ESF, , TESF entonces TSESF
22 O iy, EZRZIOEES COE A

{ii) Supongamas A completamente simétrico, D{8) = X,

B{TI = v, (T8)' = $'T', R{T')CD(S'). 8i SESF, ,

ZESF. entonces TSE.gR_ con dominio denso. En parti-

cular, SG,_EA,_TEEA implica TSEEA con deminio denso.

Demostracidn. Por el teorema (2.2) TS€NS, (i) Consideramos los siguien-

tes operadores: i: Sx&ER(SIAD(TICY —> Sx ER({SIN D{T]CDT . Ao la

. :l.nc]..um.on de N(SD) en N('I‘D J.SD), Bo la restriccién de 1SD a N(TD 1SD).
Es simplé probar gque i€L{WNS , AOE LONS , BOE.Lf\NS . ¥

Ao Bo '

Q —> N(SD} > N(TDiSD} 5 N(TD) es una sucesién exacta. Comoc A es
tres espacios y biyectivo es exacto, por tanto N(TDiSD)EA luego N{TS}E A,

ii) {TS)'€ NS puesto que TSENS, asi éplicando (i} a los ope-
radores §' , T' se sigue ._que(TS)-eSFM luego TSE.SF!‘__‘

3. OPERADORES MODULO INVERTIBLE Op (A)

Sean X, YEB , TEC(X,Y) . Un operador UEL{X,Y) se dice regu-
larizador-a izquierda (derecha) de T si Ix - UT€op(a)(X) {(R{(L)CDI(T),

I‘} - TU€Op{A)(Y)). Escribimos

n

IAi(x'Y): {TEC(X,Y}: T posee regularizador a izquierdal
IAd(x'Y): = {TEC(X,Y): T poeee regularizador a derecha}

IA(an): ='IAi(x;'ﬂ')n IAd(x'Y)-

Con identico raZonamiento al seguido en [1; th. (3.1)] se prue-

ba el mismo resultade para el caso de operadores lineales cerrados,
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Observaciones.

(1) Sea A completamente simétrico. Referente a las propiedades

de dualidad de las clases IAi s 1 I, observamos que si para TEC(X,Y),

’
S€C(Y;X) densamente definides esAg'S' = {ST)' , esta igualdad asegura
que: "5i § es regularizador a izquierda {(derecha) de T entonces 5' es
regularizador a derecha (izquierda) de T'".Puesto que (ST)' = T'5' si ¥y
s6lo 8i S es acotado en Y[ 2; th 4], y por tantc si 5 es regularizador

a izquierda de T entonces 'S' es regularizador a derecha de T' ya que, es

obvio que si ST es acotado entonces R(S')CD{T' ).

(2) Relativo a las propiedades deja -composicidn,se tienen los si-

guientes resultados:

{i) SEC{X,¥Y) , TEeCciY,2) , TSEIAi{X,Z) (resp.
TSEIAd(X.Z} ) entonces, en general, S¢IA1(X,Y}
(resp. T¢IAG{Y'Z) ).

(ii) SEIM(X,Y} s TG.IAi(Y,Z) {resp. SEIM(X.Y),
TG.IAd(Y,Z] } entonces, en general, TS¢IM(X’Z)

{resp. Ts¢1Ad(x,z} ).

{iii) sSe&c(X,Y) , TEL{Y,Z) , 'rserm(x,z) implica
sexni(x,n‘.

{iv) SEL(X,¥)., TEC(Y.Z) ., TSEI,,(X,2) implica
TeIAd(K.Z].

(v} SEI, (X YINL{X,Y) , T€I, (Y,2) implica
TSEI,, (X,2)

{vi) S€I, (X,Y) , TE€I, (Y,Z)AL(y,Z) implica
TSEI, ,(X,2)
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