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CONEXION POR CAMINOS Y DIMENSION

Joan Tarrés i Freixenet

INTRODBCCIOE

En [3] y [4] se definen, reSpECfivamente. las dimensicnes t(X) ¥y
K<X). La primera viene determinada por las componentes conexas del
espacic X, mientras que la segunda estd dada en funclén de sus
cuasicomponentes. Asimismo, en [5] se establece la funcién de dimensién
KXy, definida por las componentes X-comexas del espacio dado (ver
(512 ' '

El propésito de este trabajo es definir una nueva dimensicn que
tenga en cuenta la conexién por caminos del espacio, con propiedades
semejantes a las de las dimensiones ya citadas. Designaremos esta nueva
dimension como piX}. )

El estudic de este nuevo invariante topolégico se hace en el §1:
Adepis de la definicién, se dan algunas de sus propiedades esenciales,
como el teorema de la invariancia por hopeomerfiemos, el teorema del
subespacio y el del producto cartesiano. Los espacios cuya p-dimensién
es igual a cero quedan caracterizados por Ser no vacios y tener las
componentes conexas por caminos formsdas por conjuntos de un solo
punto. 5e obtiene también vuna caracterizaciéﬁ de la p—dimensién en
funcién de las componentes copexas por camlnos para espacios tales que
todo elemr:nto del mismo posee UD entorno conexo por caminos,

En el &2 queda definida la d.i_mlension XX}, completamente
anAloga & la funclon M(X) de (5), con la diferencia de que los H—‘
separadores utilizados en este caso deben ser conjuntos cerrados.

El &3 estd dedicado al estudio de las relaciones existentes

entre las distintas dimensiones ya enunciadas, asi como con las



dimensiones inductivas c¢léisicas ind{X) e Ind(X>, y la dimensién por
recubrimientos dim¢X). La coincidencia de todas ellas se da en espacios
metrizables, localmente compactos y localmente conexos por caminos.
Esta propiedad permite enuncier el teorema fundamentel de la dimensién
para p{X) y HK'{X), segin el cual, la dimensién del espacic euclideog R"
es igusl a n, para todo nimero entero nil. En este 83 obtenemos también

una versiéon del tecrems de la suma para las dimensiones p{X) y H*' (X,

§1. LA DINEESION p{(I)

Dados un espacio topolégico X y dos elementos distintops x e y
del mismo, diremes que un subconjunto cerrado L de X e€s5 un c-separador
de X entre x e y si X\l no es conexo por caminos y los puntos x e y

pertenecen a componentes conexas por caminos de X\ distintas,

1.1 DEFITICIOE. S&i X es un espacio topolegico, delinimos la p-dimensién
de X como un nimpero entero wp(X)?-1 tal que:

a) p(X)=-1 51 y sclo si X=8.

b) Si (Xt=1, wpiX)=0.

¢} Fara espacios X tales que 1Xi42 y numeros enteros ns@, es
HX2in si ¥ sélo si para todo par de elementos distintos x e y de X
existe vn c-separador L de X entre ellos tal gque pili¢n-1.

d) Si udX)¢n y no es cierto que up(X){n-1, diremas que ui{¥)=n.

e) Si para todo ni-~1 es wiX)>n, se dice que piX)==.

1.2 PROPOSICIOH. Dado un espacio topolégico X, u(Xi=0 si y solo si X es
un conjunto Do vacic y sus componentes copexas por campinos contienen un
vnico elemento.

Demnstracién. - Supongamps que piX)=0. En virtud de 1.1, X22 ¥y
ademis, sl X contiene dos elementos distintos x e y, éstos pertenecen a
componentes conexas por caminos de X distintas, pues el conjunto vacio
es un c-separador de X entre ellos. Por lo tanto, cualquier componente

conexa por caminos de X estd formada por un sole elemento.



- Reciprocamente, si{ ¥ es un conjunto no vacic y sus componentes
conexas por caminos som las puntos, el conjunto @ es un c-separador de

X entre todo par de elementos distintos del mismp. Es decir, piX)=0.#

1.3 TEGRENA, (Invar.iancia por homecmorfismosy. Si los espacios X e ¥
sor homecomorfos, p(XJ=p(¥). .

Demostracicon.- Probaremos el teorema por induccién respecto a
#(Xr: Bi p(X>=0, las componentes conexas por capines de X son los
conjuntos unitarios; si Y es homeomorfo a X, sus componentes conexas
por caminos serén también los conjuntos de um soclo punto, y asi pi{Y)}=0.

Considerenos probado el teorema para espacios cuya p-dimensisén
es menor que n {(nil). Sean X un espacio tal que pd=n y f: ¥ — Y
un homeomorfismn. Si x' e y' son elementos distiotos de Y,. de manera
que x'=f{x} , y'=f{y}, como p(X)=n, existe un c-separador L de X entre
x e y tal que p(L)<n-1. El subconjunto L'=f(L) es uvn c¢-separador de Y
entre x' e y' tal que p(lL')é¢n-1, par la hipétesls de Induccién; luego,
piYitn. )

Puesto que pi{X)=n, existen pares de elementos distintos en X y
un c-separador del espaclo entre ellos cuya p-dimensién es igual a n-1l.
La imsagen por f de este c-separador de X es tamblén un c-separador de ¥
entre las imbgenes de los elementos considerados y cuya p-dimension es

igval a n-1. Epn consecuencia, p(Yi=n. #

1.4 TEOREMA. (Teorems del subespacio}. Para todo suvbespacio A de un es-
pacio topolégico X es plAdsudX). .

Depostracion. - Aplicaremos induccién completa respecioc a piX):
51 p{Xy=0, las componentes conexas por caminos de % son los puntos; si
A estad contenido en X es A=@, o bien sus coumponentes conexas por
caminos son conjuntos unitarios. Luego, piad=0.

i suponemos clerto el teorema para espaclos con p-dimension me-
nor que n (B%1), sea ¥ un espacio tal que p(X)=n. Fara x#y en A, existe
un c-separador L de X entre ellos con p(l)é¢n-1. El conjunto Ln4 es uvn
c-separador de A entre x e y, y como LniAglL, por la hipbtesis de

induccién es p(lnd)sp(L)én-1. En consecuencla, p{Alén.#



Comn "vemos, la p-dimension wviene dada en relacison con la
conexién por caminos del espacio considerade. Esta relacion queda
puesta- -de manifiesto en la proposiclén siguiente, que expresa la p-
dinmensién del espncio total en funcién de 1la de sus componentes conexas

por caminos:

1.5 FPROPOSICION. &i X es ur espacio topolégico- po vacio tal que todo
elemento del pisme tiene un entorno conexo por caminos y (C.l.i.r es la
familia de las compopentes conexas por caminos de X, se tiene:

X =sup{u (G diiel}

Demostracién.- Por el teorema 1.4, para todo 1€l es piCorspd¥y,
por lo que sup{p(C.M1e){p ).

Probemos ahora la desigualdad p(X)¢sup{p(Ci)liel}: Llamaremos
k=sup{(C.})1el}; dadas x,yeX distintos, sl pertenecen a componentes
conexas pdr caninos diferentes, el conjunto vacic es un ¢-separador del
espacio entre dichos puntos; si % e y son elementos de la misme cowmpo-
nente conexa por caminos €y de X, como pi(Cilé¢k, existe un c-separador
L, de C, entre ellos tal que p(lLid{k-1. teniendo en cuenta que Ci es un
conjunto cerrade en X, L, es un c-separador de X entre x e y, por la
gue niX¥¢k. #

1.6 PROPOSICION. Si (X.)i,: es uvne familie de espacios topolégicos, es
pfgxi)=0 si y 5610 si para cada icl es piX.)=0.

Esta Gltima proposicién es consecuencia de que las componentes

conexas por caminos de Ti. son los conjuntos de un solo punta sl 'y solo
1ad

5i lo son las componenies conexas por caminos de X:, para cada i¢I.

1.7 TEOREHA.!(Teorema del produéta cartesianod. Sf X e Y son espacios
topoléglcos no vacios, w(XxY Epl{Xi+u¥).

Demostracién - Llamemos m=p (X3+p(Y); probaremos el tecrema por
induécic}n rl_e._%pe;_tn.a m: 81 m=0, es p(){);,u('f)=0 y ahora, el teorema es
consecuénc{a de 1.6. _ ‘ o

Si el t!enrema es clerto para valnres_m(k (kily, .E.ean X e Y espa-
cios tales que pUD+u(Y)=k. Si (x,¥) ¥ (x',y') sop elementos Elstintos

de XxY, supongamos que es x#x' (anAlogamente para yzy'). Exlste enton-



ces un c-separador. L de X entre x y x' con pdl){pi{Xi-1. El conjunto LxY
es un c-separader de XxY entre {x,y) y (¥',¥") de manera que:

ALY Y e OO +plYd—1=k-1
Por la bdipétesis de induccién, tenemos, -piLlxY){p{ld+p{¥){k-1, por 1o
que pi¥xYrfk. &

1.8 COROLARID. Fara tode familis finita de espacios {X:1i=1,2,...,n} es
B XXox, . XX Sy 2t (Xad4. . 4}

1.9 PROPOSICIOR. Si f: X———— Y es upa aplicacién Inyectiva y continua
entre dos espacios topologicos y u{¥)=0, erntonces p(Xi=0.
Demostracién. - 51 u{¥)=0, las componentes copexas por caminos de
Y son los conjuntos de un solo punto. Como f es una aplicacion inyecti-
va, las componentes conexas por caninps de X serén también conjuntos de

un solo elemento. Es decir, piX)=0.#

1.10 PROPOSICICN. Si f: X ——— Y es vna aplicacién biyective y
conptinua enire dos espaclo topolégicos, u{Xifu(¥).

Depostracién. - Aplicaremos ipduccion respecto a p(¥): 5i p(Y>=0,
en virtud de 1.9, u(X)=0 y la proposlcién es clerta er este caso.

Supongamos clerto el enunciado para espacios con p-dimension me-
mor gque n (n¥l) y sea Y tal que p{¥)=n. Si x#x' en X, también es {{xi=
fix') ez ¥, por lo que existiréd un c-separader L' de Y entre f{x) y
fix') con p{L"J)¢p-1. Ahora, L=f-7(L'} es ur c-separador de X entre x y
X', y por la hipétesis de induccioén se verifica que p{li{p(L'lin-Ii. Por
lo tanto, p{Xi¢n #

1.11 COROLARIC. Si X es vo conjunto no vacio ¥ T y 7' son topologias de
X tales que T<T*, se cumple que ptX,T'}plX, TJ.

La desigualdad del corolario 1.11 puede ser estricta, comp puede

comprobarse en el ejemplo siguiente:

1.12 EJENPLO. Er el conjuntc B de los némeros reales consideraremos la
toplogia usual T. y la topologia T cuys base es la familia:
B={fa,b} ! &, beR ; a<bh 1}



Evidentemente, Tuc T y ademds, p(R,T¥=0 y p(R T.)=] {(ver 3.10).

82. LA DIUEESIOF I (I}

En [5) se defipen los espacios H-conexes como &quellos en los
que pars todo per de elementos del mismo existe vn continuo K del
espacio que contiene dichos puntos. Asimismo, se definen las componen-
tes M-conexas de un espacio como sus conjuntes H-conexos maximales.

Si X es um espaclio topolégico v x e y dos elementos distintos de
dicho espacio, diremeos gue un subgconjunto L de X es un H-separador de X
entre x e y i L es cerrade en X, X\L no es H-conexo y los elementos x
e y pertenecen a componentes M-conexas de X\L distintas.

De manera andloga a (5] definimos la dimensién H' (X)) como:

2.1 DEFIBICIOR. Si X es un espscio topolégico, M* (X} es un nimero
emtero mayor o Igual que -1 que wverifica:

a) H*(X)=-1 si y sélo si X=0.

by &1 1Xi=1, M (X)=0.

¢} Faras espacics X talec gue 1X¥/?Z2 y pimeros enteros n20, X' (X3!
§p sl y sélo si para tode par de elementos distintos x,ycX existe un M-
separador L de X entre ellos tal que H*(L)¢{n-1.

Igual que en 1.1 se defipe H*(X)=n y X" {X}-®.

Igual que para la dimension p(¥), se obtienen con facilidad los

ressltados siguientes:

L1} ]
[3¥]

PROPOSICIOE. S5i X es un espacio topolégico, X' (X)=0 si y sdélo si

las componentes K-conexas de X son los puntos,

2.3 TBOREHA. (Invariancia por bhomeomorfismos). Si los espacios X e ¥

son hopeomorfos, HY(X)=FK"(Y).

2.4 TBOREHA. {(Teorema del subespacio). Pare ftodo svbespacic A de un es-
paclo topologico X es H* (AJ¢R¥ (XD,



2.5 PROPOSICIGN. Si X es um espacic no vacio tal que todo elepento del
misma tiene un entorno M-conexo y {C.}..: son las componentes N-conexas
de X, se tiene:

KX )= sup{ N (C.) ! el }

Puesto que todo K-separader de X es un c-separador de este espa-

cio, podemos asegurar:
2.6 PROPOSICIOE. Fara todo espacio X se verifica que p(X)<N* (X).
La desigualdad de 2.6 puede ser estricta:

2.7 EJEXPLO. Si X es un conjuntoc infinito pumerable con la topologia T
de los complementarios de los conjuntes fimitos, (X,T» es un espacio
conexo y compacto, por lo que K'{X)>0, mientras que las componentes co-

nexas por caminos de (X, T} son los puntos, ¥y asi, u{X)=0.

§3. LAS DIMENSIONES p<X) Y ¥=(X) Y OTRAS FUECIDNES DE DINEESION

En {3] y (4! se defimen, respectivamente, las dimensiones t<(X)} ¥y
K¢X). Le primera de ellas viene definida en funcién de separadores de
conjuntos, mientras que la segundd lo estéd enm funcién de separadores
entre pares de puntos distintos. De acuerdo con [4], para todo espacic
X es (XKD,

8i X es un espacio Ts, todo separador de X contiene un separador
cerradc, y teniende en cuenta que si L es un separador del espacio X

también es un M-separador del micsmo, podemos afirmar:

3.1 PEOPOSICION. Si X es un espacio Tar
DS EKX) ind (X2

3.2 COROLARID. Fara todo espacio Ta:
MM Ot (X)SK(X)€4nd (X) € Ind (X}

En virtud de {11, 1.4.5, tenemos:



3.3 PROPOSICION. 8i X es un espacio localmente compacto, son equivalen~
tes: '

Ind(X)=0 H KiX)=0 ; t{Xi=0 ; K Xi=0

3.4 COROLARID. Si X es localmente compacto y T- y todo elemento de X
tiene un entornp conexo por camines, son equivalentes:

fad()=0 ;K0 tX=0 ;  HKI=0 |  pXi=0

3.5 LEIA. Si X es un espacio localmente copexo por camipos, todo c-se-
parador de X es up separador de dicho espscio.

Demostracién.- 81 L es un c-separador de ¥, como ¥\L es un con-
Junto ablerto, también es localmente conexo por caminos. Luego, las
componentes conexas de X\L coinciden con sus componentes conexas por

caminos. &si, L es un separador del espacio X.#
Como consecuencia del lema 3.5, podemos enunciar la siguiente:

3.6 PROPOUSICION. Para todo espacio taopolégico X, localmente conexo por
caminos, K(XiSudX),

3.7 COROLARID. Si X.es un espacio Ts localmente copexo por caminos:
M= (XD =t (XI=KX).

Teniendo en cuenta 2.6 y 2.7 de [3] y 3.6 y 3.7 de’ este tratajg,

se obtiene:

3.8 PROPOSICIOB. S5i X es un espacio compacto, Tx y localmente conexo
por caminos:

dip(X)=p{X)=H"(X)=t (X)=KX}<ipd(X)¢Ind(X)
3.9 TBOREHA. (Teorema de coincidenclal). 5i X es unm espacio metrizable,
localmente compacto y localmente conexo por caminos:

dim(X}=p(X)=H*(X)=t (X)=K (X)=1pd(X)=Ind (X}

Puesto gque el espacio euclideo B" verifica todas las hipétesis

de 3.9, podemns asegurar:

12



3.10 TEOREMA. (Tecrems fundamental de la dimensioéond. Farsa todo nomero
entero nil es:

p(R-}=N*(R")=n
Acimismo, por la proposiciéen 2.9 de 131

3.11 PROPCSICION. 5i X es un espacio localmente petrizable, localmente
compacto, T- y localpente conexo por caminos:

plX)=K (X}=t (X)=K(X)=1pd (X}

Le proposicién 3.11 nos permite enunciar una versién del teorems

de le& suma:

3.12 TEOREMA. <Teorema de la suma). Sea X un espacio localmente

cappacto y T- tal que:

X = L_J Fi
=
donde F, es cerrado en X pars i=1,2,..., locaimente copexo por camipnos
y locelmente metrizable, cor p(F,)¢p {(resp. X*(F.2fp), En estas condi-
ciones, p{X){n (resp. X*{(X){m),
Demostracién.- For 3.11, ipdi(F.3ép <{(i=1,2,...) y abora ({ver

F13y, ind(X)tn. Luego, por 3.1, p{{M*{X)in.#
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