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SOBRE EL TEOREMA D'IRREDUCTIBILITAT DE HILBERT

Núria Vila

Aquesta nota té per objectiu presentar una demostració simplificada del teorema
d'irreductibilitat de Hilbert

Són moltes les versions i demostracions d'aquest célebre teorema: des de 1'original de

Hílbert i la de Dórge (cf. [4], [1]) emprant el llenguatge i tbcniques de fbpoca ; les de Lang, Fried i
Serre (cf. [5], [2], [8]), utilizant tbcniques de geometria algebraica ; fins a les de Roquette i
Weissauer (cf. [7], [9]) fent servir tbcniques d'análisi no estándard.

La demostració que presento és elemental i inspirada, básicament, en les versions
donades a [4], [1], [5] i [8] .

Teorema d'irreductibilitat (Hilbert) . Sigui f(T,X) e Z[T,X] un polinomi irreductible a

Q[T,X] . Existeixen infinits valors de T, t E Z, tals que el polinomi substituit f(t,X) s Z[X] és_
irreductible a Q[X] .

Demostració . Sense restricció, podem suposar que f(T,X) és mónic en la variable X. En

efecte, si f(T,X) = a0(T) Xn + al(T) Xn - l + ... + a u(T), el canvi de variables X = Ylap(T) dóna

f(T,X) = g(T,Y)/ap(T)n' 1 , on g(T,Y) eZ[T,Y] és mónic en Y i irreductible a Q[T,Y] . És ciar

aleshores que, per a tot t s Z tal que a o (t) x 0 , si g(t,Y) és irreductible a Q[Y],

	

aleshores

f(t,X) és irreductible a Q[X] .

	

,

Sigui

	

f(T,X) = Xu + al (T) X° -1 + . . . + a u (T) s Z[T,X]

	

irreductible a

	

Q[T,X] .

Siguin

	

01 , . . .,00 les arrels de f(T,X) en una clausura algebraica Q(T) de Q(T) . Si t e Z,



siguin

	

0 1,t , .. ., 0o t les arrels del polinomi

	

f(t,X)

	

en una clausura algebraica Q de Q .

És clar que ele

	

0i,t ,

	

1<_i <_n , són entere sobre Z .

st(p(T)) = p(t) . Aquest homomorfisme s'estén a un homomorfisme d'anells

determinat a menys de permutacions ; sigui st(Oi) = 0 i t , 15i <_n .

on els

	

b i 's , 0 5 i 5 r-1 , són funcione

	

simétriques

	

elémentals en

	

0i1 , . . ., a ir . Donat que

f(T,X) és irreductible, per a cada factorització de f(T,X) a Q(T) [X} hi ha almenys un

coeficient

	

b EQ(T)

	

tal que

	

beQ(T) .

	

Sigui

	

B

	

el

	

conjunt

	

format per un coeficient

b sQ(T) \ Q(T) per a cada factorització de f(T,X) a Q(T) [X] .

Sigui t E Z ; si

	

f(t~~ redueix

	

a

	

Q[X} ,

	

aleshores existeix

	

un b E B

	

tal que

s t (b) E Q .

	

De la integritat sobre Z de

	

0i,t = st(0i) es té que st(b) E Z . Així doncs, si per

a tot b E B, st(b) EZ , el polimoni f(t,X) és irreductible a Q[X] .

Sigui

	

b E B ;

	

designem

	

per

	

Sb

	

=

	

{ t E Z :

	

p

	

<

	

t ,

	

s t(b) E Z}

	

i

	

per

s(N) = max

	

#

	

(Sb n [I,N]) .

	

Només cal

	

provar

	

que

	

existeix

	

S , 0 :5 S < 1, tal que
he B

s(N) = O(N 8) .

	

En

	

efecte, sigui

	

1 = {t E Z :

	

p < t,

	

f(t,X) és irreductible

	

a Q[X}} ,

ja hem vist que 1 D { t E Z : p < t } \ (v Sb) i aleshores tindrem que

on

	

c > 0 és una constant- Per tant i(N) no estará acotat, com es .vol demostrar.

Considerem

	

C((1/T))conv	elcos

	

de

	

les séries de Laurent en

	

1/T amb pan

principal finita convergente en un entom del infinit. Pel teorema de Puiseux

(cf. [3], Th . 8 .14)

	

es

	

té que

	

C((T-1))conv =

	

lim

	

C((T-1/n ))conv .

	

Donat

	

que

Sigui t EZ, considerem 1'homomorfisme d'anells especialitzar a t, s t : Q[T] --) Q,

st : Q [T, 0 1 , . ., 0n ] --) Q [0 1 t

	

,

	

., en"] ,

D'altra banda, si h(T,X) E Q(T) [X] és un factor de f(T,X)

	

a Q(T) [X] , clarament
r

h(T,X) = r] (X -
0ij)

= Xr + br-1 Xr-1 + .. . + b0 ,
j=I

be B

i(N) = # (1 n [I,N]) >_ N (1 -

	

c Nb-1 )



b E Q(T) c C((T-1))conv ,,

	

sigui

	

b = b(T) _

	

cv Tv/11 .

	

Podem suposar que els c v E R,
v=k

per a tot v ; en efecte si cv0
és el primer

	

coeficient

	

tal

	

que cv0
E C \ R ,

	

aleshores,

per a tot t E R suficientment gran b(t)

	

és

	

complex, car el terme cv0tV
n és dominant.

També podem suposar que b(T) no és un polinomi en T, ja que hem escollit b e QM .

Aleshores ens podem reduir a demostrar el següent:

Lema .

	

Sigui

	

op (T) _

	

av Tv/° , av E R ,

	

una

	

série

	

de

	

Laurent convergent

	

per a
v=k

t .k p > 0 .

	

Suposem

	

que

	

ip (T) o R [T1 .

	

Sigui

	

S9	= {t E Z : t 2 p i q(t)c- Z}

	

i

sop (N) = # (S(p n [1,N]). Existeix un

	

S , 0 < S < 1 tal . que s,, (N) = O (NS) .

Demostració (Serre [81) : Existeix un enter m 2 1 tal que

1

	

cv Tv/n
v=-lr

Provarem que m punts de S rp no poden estar massa aprop . La idea és la següent: per exemple,

si m = 2, siguin tl ,t2 E S(p

	

suficientment grans, donat que la corba cp (T) té una tangent

amb pendent tendint a zero per t gran, la distáncia de

	

tl a t2 és gran, car 1 cp (ti) - 9 (t2)1 2 1 .

En general, siguin

	

p < tl < . . . < tm tals que W (ti) = yi E Z,

	

1 <_ i :5 m. Sigui P(T) el

polinomi d'interpolació de Lagrange de grau m-1 tal que P(ti) = yi, 1 <_ i :5 m És a dir

m
P(T) _

	

Y-

	

(yi

	

Il

	

(T - tj) 1

	

n

	

(ti - tj)
i=1

	

15j5m

	

15j<_m
¡;ti

	

ixj

És clar que cp- P s'anul-la

	

a tl , . .., tm .

	

Pel teorema de

	

Rolle, existeix i; E (ti, tm) tal

I1>0' c-1+ m 0 .

m
que W(m-l) (

	

) = P(m-1)(S) . Ara

	

bé, P(m-1 )(T) = (m-1) I

	

yi 1

	

11

	

(ti -ti), per

	

tant
i=1 15j<_m

¡;ti



IP(m-1)(T)j > r--(`a-1)/2, on r = tm - t 1 . D'altra banda, si t1 és prou gran tenim:

I t,(m-1) ( k ) I <_ C1
t1-1L1n

És a dir, cl tl-1Vn rm(m- 1)12 > 1 . Per tant, existeixen dues constants, a > 0, c > 0 , tals que

r > c ta l . Dit duna altra manera, en 1'interval [t, t + c t ot ] hi ha com a máxim m-1 enters

de Sp , si t és suficientment gran.

Sigui N un valor suficientment gran . Donat un

	

S , 0 < S < 1, considerem la partició

de 1'interval [1,N] donada per [1,N S] u [NS, N] . Clarament podem suposar c Not > 1 . Sigui

0 :5 k < a

	

tal que Nk > c-1 .

	

Dividint

	

1'interval

	

[NS, N]

	

en

	

[Nk+l- a S ] + 1

	

parts iguals,

cadascuna d'aquestes parts té longitud més perita que c NO, S . Per tant, en cadascun d'aquests

subintervals hi ha O(1) elements de SP . Aleshores, s p (N) = O ([NS ] + [Nk+ 1- a S ] + 1), i

si prenem S = (k+l)/(a +1), obtenim que

	

sp (N) = O (NS ) .

La conseqüéncia més important del teorema d'irreductibilitat de Hilbert ve donada pel
següent corol .lari (per a la demostració vegeu [6]) .

Aplicacions

Corol .lari . Existeixen infinits valors de T, t e Z tals que el grup de Galois-de f(T,X) sobre

Q(T) és isomorf al grup de Galois de f(t,X) sobre Q .

1 .

	

Hilbert (cf. [4]), com aplicació d'aquest resultat, prova que el grup altemat, An ,

es realitza com a grup de Galois sobre Q . Per aixó, construeix, per a tot n,

polinornis sobre Q(T) amb grup de Galois An.

Va¡ a dir que un error en un signe en el treball original (J . Crelle 110),

apareix corregir a les obres completes . Amb les notacions de [6] els polinomis
conectes són:



2 .

	

Serre (cf. [81) demostra que els grups GL(2,n), per a tot n, es realitzen com a

grup de Galois sobre Q . Sobre Q(T), considera la corba el-líptica definida per

Referéncies

F=

f + (-1)n/2 T 2 , si n parell

f + ((-1)(n-l)/2 T2 - f(a» X,

	

si n imparell .

Y2 + XY = X3 -

	

36

	

X -

	

1
T-1728

	

T-1728 '

d'invariant

	

modular

	

j =T.

	

Sigui

	

En = { (xl, y l ,) , . . ., (xn2, yn2) } el

	

conjunt

dels seus punts de n torsió i Nn = Q(T) {xi, Yi} 1<_ ¡5n2 , el cos obtingut

al

	

adjuntar-los.

	

En

	

aquest cas G(Nn I Q(T)) = GL(2,n) .

	

Com a

	

conseqüéncia

GL(2,n), per a tot n, és grup de Galois sobre Q .
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