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SOBRE EL TECREMA D'IRREDUCTIBILITAT BE HILBERT

Niiria Vila

Aquesta nota té per objectin presentar una demostracid simplificada del teorema
d'ireductibilitat de Hilbert,

S6n molies les versions i demostracions d'aquest célebre teorema: des de l'original de
Hilbert i 1a de Dorpe (cf. [4], [1]) emprant el llenguatge i t2cniques de 'época; les de Lang, Fried i
Serre (cf. {5], [2], [8]), utilizant técniques de geometria algebraica; fins a les de Rogqueute i
Weissaver (cf. [7], [9]) fent servir Bcniques d'andlisi no estindard.

La demostracié que presento és elemental i inspirada, bisicament, en les versions
donades a {41, [1], [5]1 [8).

Teorema d'irreductibilitat (Hilben). Sigui f{T,X) € Z[T,X] ua polinomi imeductible a
QI[T,X]. Existeixen infinits valors de T, teZ, tals que el polinomi substituit (LX) € Z[X] &5
irreductible a Q[X].

Demestracié. Sense restriccid, podem suposar que f(T,X) és ménic en la variable X. En
efecte, si f(T,X) = ag(T) X® + ay(T) Xl o a,(T), elcanvide variables X = Y/ag(T) déna

HT,X) = g(T.YWag{TY} , on g(T,¥) € Z[T,Y14és mdnicen Y iirreductible a Q[T,Y]. Es clar
aleshores que, peratot te€Z tal que agt) =0, si g(LY) ésirreductible a Q[Y], aleshores
f(t, X} ésirreductible a Q[X]. .

Sigui HT.X) =X%+a; (X"t 4+ . +a(T) eZ[TX] irreductible a Q[T,X].

Sipuin 91 ,..,,en les arrels de f{T.X) en una clausura algebraica Q(T) de Q(T). Si teZ,



siguin .911 snr By les arrels del polinomi  f{t,X) en vna clausura algebraica Q de Q.
Es clar que els 8; ;. 1<isn, sén enters sobre Z.

Sigui teZ, considerem I'homomorfisme d'anclls especialitzar at, 5,: Q[T] — Q,

5{p(T)) = p(n). Aquest homomorfisme s'estén a un homomorfisme danells
QT 0 ... 8]~ Q[el,I yeens Bn.Ll ,

determinat a menys de permutacions; sigui 5(8;}= 6, ,, 1Zi=n.

B

Draltra banda, si h(T,X) € Q(T) [X] &s un factor de f(T,X) a Q(T} [X], clarament
r
BT, X} =I1 (X - 0, = X b Xl vt by,
j=1

on els by's, 0£i<r-1,56n funcions simétrigues elementals en GiT,.... eir.Donat que
f(T,X) és irreductible, per a cada factoritzaci6 de f(T.X) a —(ﬁ [X] hi ha almenys un
coeficient be(:}_(?] tal que beQ(T). Sigui B el conjunt format per un coeficient
b eQ(D\ Q(T) per a cada factorivacid de KT.X) a Q(T) (X -

Sigui 1€Z; si (LX) redueix a QIX), aleshores existeix un b-z-:B tal que

5;{0) €Q . De laintegritat sobre Z de 8; = 5(0,) estéque 5{b) €Z . Aixi doncs, si per
awt beB, sb)eZ, el polimoni f{t,X) és imeductible a QX].
Signi beB; designem per S, = {te€Z: p<t, sfbjeZ} i per

s(N) = max # (S, (1,N]}). Només cal provar que existeix &, 0£8 <1, tal que
be B
sNY=OM & . En efecte, sign T = {teZ: p<t, f(tX) é ireducible a Q[X]},
ja hem vistque I {teZ: p <t}\(u Sp) iaeshores tindrem que '
ke B
5-1

iNy= #{ m [LN]) = N(I- ¢N" )
on ¢ >0 &sunaconstant Pertant i{N) no estar2 acolat, com es .vol demostar.
Considerem  C{{l/T)}eqny €l cos de les séres de Laurent en /T amb part
principal  finita convergents en un  entorn del infinit. Pel tecrema de Puiseux

(cf. [3], Th. 8.14) es & que C((T‘l))mn"r = h_mb C((T'”“))mn‘,. Donat  que
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b€ Q(T) € CUT V)egny, sigui B=b(T)= 2 ¢, TV, Podem suposar que els ¢, €R,
' v=k

per a lot v ; en efecte si CVO és el primer coeficient tal que c\,oe C\ R, aleshores,
per a tot te R suficientment gran b{t) &5 complex, car &l terme c\,ot‘t(“ és dominant.

També podem suposar que b(T) no és un polinomien T,ja que hem escollic b e Q[T].

Aleshares ens podem reduir a demostrar el segiient:

Lema. Sigui @(T)=2 a,T¥0, a, € R, una série de Laurent comvergent per a
v=k

t2 p=0. Suposem que @{T)eR[T]. Sigui Sq, =fteZ:t2pipeZ} i

5o (N) = #(Sp ~ [LND. Existeixun &, 0< & <1tal que s, (N) = O (NO).
? ? _ Que Sg

Demostracié {Serre [8]): Existeix un enter m 2 1 tal que

@M= X ¢, T , u>0, c,20

V==L

Provarem que m punis de Sq, no poden estar massa aprop. La idea és 1a segiient: per exemple,

si m=2, siguin ;1) € Sq, suficientment grans, donat que 1a corba ¢ (T) t€ una tangent
amb pendent tendint a zero per t gran, 1a distincia de fyaty ésgran, car | Q) -9 (L)l= 1.
En general, siguin p<r <..< tm tals que@(t)=yie Z, 12igm Sigui P(T) el

polinomi d'interpolacié de Lagrange de grau m-1 talque P() =y, 1<i<m Esadir

m
=2 o I a-ps IT -4
i=l 1<j€m 1gj€m

i} i=j
Es clar que - P sanulla a 1),..t, . Pel teorema de Rolle, existeix Ee (. g} tal

m
que @ U)o PlED(E), Anm bé, P(m-l)(T)=(m-1)!Z i/ I1 -6 per am
i=1  1£jsm
i j
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[PE-1)Ty » ™™ 1M2 on ¢ ty - 1y - D'altra banda, si ¢ és prou gran tenim:

lpl™ ey | < ¢y tTH/m

£ adir, £y W0 plme1V2 5 1 Per tant, existeizen dues constants, >0, ¢ > ¢, tals que
r>¢ l.a1 .Dit d'una altra manera, en Tinterval [t, ¢+ ¢t %] hi hacom a mixim m-1 enters
de S5, sités suficienunent gran.

@

Sigui N un valor suficientment gran. Donatun &, 0 < 3 < 1, considerem a2 particid
de Finterval [1,N] donada per [1,N¥ 81w (N8 N). Clarament podem suposar ¢ N® > 1. Sigui
O<k<cn tl queNKsel Dividint T'interval INO NY en [NE+1-@ 8741 pans iguals,
cadascuna d'aquestes parts t€ longitud més petita que ¢ N@ 8, per tant, en cadascun d'aquesis

subintervals hi ha O(1) elements de S . Aleshores, 5 (N) = O (N3] + [Nk+1- a8 4 q),

si prenem & = (k+1¥(ct +1), obtenim que s‘p(N) -omd).

La consequncia més important del tecrema d'irreductibilitat de Hilbert ve donada pel

segiient corcllari (per a la demosiracié vegen [6]).

Corollari. Existeixen infinits valors de T, t € Z 1als qus el grup de Galois de f(T,X) sobre

Q(T) és isomorf al grup de Galois de f(t,X} sobre Q.

Aplicacions

1. Hilbert {cf. [4]), com aplicacid d'squest resultat, prova que el prup zhemat, A,
es realitza com a grup de Galois sobre Q. Per aixd, construeix, per a tot n,
polinomis sobre Q(T) amb grup de Galois A,

Val a dir que un error en un signe en el treball original (J. Crelle 110),
apareix corregit a les chres complees. Amb les notacicns de [6] els polinomis

correctes sén;
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400212 sion parell

£+ -1 I TZ - fla)) X, sin imparell.

Serre {cf. [8]} demostra que els grups GL(2,n}, per 2 tot n, es realitzen com a

grup de Galois sobre (. Sobre Q(T), considera la corba ebliptica definida per

Y2exy-x3. 2% x. 1
T-1728 T-1728

dinvariant modular j=T, Sigui Ej={{xj, yp). (X52.%,2) } el conjunt
deis seus punts de n torsié i Np = Q(T) {xj ¥ilicij<n®, €l cos obtingut
at adjuntar-ios. En aguest cas G{N,/Q{T)) =GL(2,n). Com a conseqi¥ncia

GL(2,n}, per 2 1ot 7, és grep de Galois sobre Q.
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