GRUPQS LIBRES PROFINITOS Y GRAFOS TOPOLOGICOS

Luis Ribes
Introduccién

Estas notas, constituyen una versién detallada de
una serie de conferencias dadas en la Universidad AutS-

noma de Barcelona, en marzo de 1977.

La motivaci6bn principal de nuestro trabajo es, tra
tar de encontrar un método general, gue permita describir
la estructura de ciertos subgrupos cerrados de grupos pro
finitos libres. En el caso de grupos discretos, Serre ¥
Bass [ 8], han inventado una teoria que permlte describir
los grupos discretos gue operan sobre érbolés (discretos).
En particular, demuestran que un grupo discreto G es li-
bre, si y s6lo si G opera libremente scbre un &rbol. Co-
mo consecuencia, obtienen, de manera inmediata, la estruc
tura de los subgrupos de grupos (discretos) libres : son
libres (Tecrema de Schreier). La situacién en el caso pro
finito es, por fuerza, mis complicada. El ideai hubiera
sido, poder afirmar gue los subgrupos cerrades de grupos
profinitos libres de una cierta clase, son libres de esa
clase (por ejemplo, para la clase de los prorresoclubles) .
Pero ésto es, evidentemente, falso, a no ser gue estemos
tratande de grupos pro-p) : basta fijarse en los p-sub-
grupos de Sylow del grupo dado. Surge, por tanto, el Pro
blema de determinar, qué subgrupos cerrados de un grupo
libre profinito de una cierta clase, son también libres de esa
clase. Pues bien, en las secciones 6-9, de estas notas,

exponge una teoria de grupos profinitos que operan de ma-



nera continua sobre cierto tipe de grafos topolégicos,
que permite dar una respuesta a esta pregunta , en un
buen niamero de casos., Esta teoria es el resultado de una

cclaboracién con Dion Gildemhuys [ 3].

En las secciones 1-5, he introducido, por una par
te, las definicicnes y resultados, sobre grupos profini
tos, gQue son necesarios posterlormente; y por otra, re
sultados que sirven de motivacién para el estudio de es

tas cuestiones.

Por ltimeo, quieroc hacer patente agqui mi agradeci
miento a la joven y entusiasta Seccifn de Mateméticas de
La Universidad Autdénoma de Barcelecna por!su acogida, vy,
en especial, a los Profesores Manuel Castellet y Pilar

B&dyer, por su exquisita amabilidad.



l. Limites proyectivos

Sea (I.®} un conjunte parcialmente ordenado diri-
gido ( es decir, impondremos que i, jel = 31 k€ I con
kzi,j ). Sean G,, 1e I, grupos topolégicos indiciados
por I, y supongamos que siempre que iz j, existe un ho-

momor £ismo continuo ¢y ¥ & = G,. de manera que

by &y, .- cuando ixjxk. Decimos que los grupos G,

junto con los homomorfismos t,, . forman un sistema pro-
vectivo., Un grupo topoldgico G, junto con homcmorfismos

continucs ¢ : G -~ G, es un limite proyectivoc de los

grupos G , ie I, si

1) ¢4 6, = $, » cuando izj ;

2) Si H es otro grupo topolégico, 4, = H - G

t
{iz I} son homomorfismos continuos con by, W, =
cuando iz ), entonces existe un Gnico homomorfis

mo continue ¢ + H 5 6 con y 4, = §, (igI).

Le sigue inmediatamente de esta definiciédn, gue si
el limite proyectivo existe, ha de ser Gnico en un senti
do obvio. Véamos.que siempre existe. Sea G el subgrupo
del producto cartesiano f G que consiste en ague

i1l
llos elementos (qil tales que b, (g1)= g, . siempre gue

i> j. Definamos ¢, + G - G, como la restriccién a G

de la proyeccién canénica G =G .



Dotamos a I G, de la topologia producte, v a G
ieT

de la topologia inducida. Entonces cada $, es un homo-

morfismo continuo, y es fécil comprobar que G, junto

con los homomorfismos § , es el limite proyectivo de

los G, . Utilizaremos la notacién G = lim G, . donde
-

los homomorfismos gue intervienen estadn sobrentendidos.
Es importante notar gque G es un subgrupe cerradc de

nG, -
iel

2. Grupes profinitos

Sez € una clase de grupos finitos gue supondre-

mos satisface las siquientes condiciones:

{i) 51 A& ¢ C. ¥ B es un subgrupo de A, entonces

B g C

{ii) si B es un subgrupe normal de A, v A ¢ €, en

tonces A/B ¢ C

Diremos gue un grupo topoldgico G es un grupe pro-gC

si es limite proyectivo de grupos en C, donde cada grupo

B ¢ € se supone con la topologia discreta.

2.1. Ejemplos

1) Si la clase £ consiste en todos los grupos fini

tos, un grupe pro-C, se dencmina profinito.



2} 8i C es la clase de los p-grupos finitos, donde
p es un cierte nlmerc prime, un grupe pro-C, se denomina

ro—

3} 81 C es la clase de tedos los grupos finitos re

solubles, un grupo pro-C, se denomina pro-resoluble.

4) Ses G un grupo cualguiera, y sea C una clase de
grupos finitos, gue satisfaga las condiciones (i) y ({(ii).

Entonces, la complecidén pro-C de G es el grupo pro-C,

lim G/,

—

donde N varia sobre los subgrupos normales de G tales

gue G/N e C.

2.2. Teorema

Un grupo pro-C es compacto, Hausdorff y totalmente
discontinwo. {Totalmente discontinuo significa gue la com

ponente conexa de cada punto consiste solamente en ese

punto} .
Demostracién:
Digamos gque G = lim G, . donde G, ¢ € . Como hemos
-~

viste, G es un subgrupo cerrado de 1§ G, ; pero este
igl

grupo es compacto, Havsdorff y totalmente discontinuo,

puesto gue cada Gl lo es. De donde se sigue gue G tam-

bién lo es.



2.3. be puede refinar més el teorema 2.2 : si U es un sub
grupo normal abierto de G, entonces G/U ¢ . Basta notar
que el cenjunto ker §,, (i¢ I), s una base fundamental de
entornos abiertos de 1. Digamos que U 2 ker$, . Entonces
G/U es un cociente de G/ker #, dque es un elemento de C, vy

por tanto G/U g C.
2.4. Teorema

Reciprocamente, si G es un grupo topoldgico compacto,
Hausdorff y totalmente discontinuo, de manera que G/U ¢ C,
para todo subgrupo normal y ablerto U de G, entonces G es
pro-C.

Demostracidn: '

Los subgrupos abiertos normales de tal grupo forman una
base fundamental de entornos de G {cf. [6], p. 56}, Sea UL
el conjunto de todos esos subgrupns. Consideraremos a Y como
un conjunto parcialmente ordenade dirigido mediante la re-

lacidn

Con cada elemento U ¢ asociamos el grupo G/U ¢ C. Si

U c V consideremos la proyeccidn canbnica
B : G/U = GV

Podemos, pues, formar el limite proyectivo de leos gru-

por G/U, (U eM}.

Veamos gue

G = 1lim G/U
[



Consideremos el homomorfismo continuo

vt :+ 6 = lim G/U

inducido per los homomor fismes naturales

b, : G - G/U.

Yu

Estd claro gque ker y = N U = 1.

Puesto que cada ¢, es sobre, veamcs gue | también lo es.

Puesto que G es compacto, (G} también loc es. Basta, pues,

demostrar que §{G) es densc en 12? G/,

Un abierto basice de lim G/U tiene la forma
«

W= (iif G/ YNt 0 G/UYxa, Uy x@ Uy . . .xa, U]
U# U, ...
r
donde a, ¢ G. Sea V = N U, .
i=1

Supongamos gue W ¥ ¢, y sea (&, U) ¢ W. Entonces
e, t@, V) =a; U, {i=1,...,1).

(Bemos identificado a, con 8, }. Entonces
1

H

pla, ) e W.



3. Grupos de Galois

3.1, Sea Kk una extensién de cuerpos algebraica, normal
y separable { es decir una extensién galoisiana), y sea

G = GiK|k} su grupo de Galois, es decir el grupo de los auto
morfismos de K que dejan fijos los elementos de k. Si la
extensién K|k es finita, sabemos que existe una corresponden
cia biunivoca entre los cuerpos intermedios de la extensidn
vy los subgrupos de. G. Esta correspondencia estd dada por el
siguiente par de funciones inversas : § y ¢ definidas asi:

a un subgrupo H de G le asociamos el cuerpo intermedio,
L =y(B) ={xeK|]oix} =x,YoeH}:

v & un subgrupo intermedio L le hacemos corresponder el sub
grupo de G

+

H=2¢(L) ={oe¢ G| oci{l)=1.VieL }.
(véase, e.g., {9], p. 80).

Si ahora suponemos que la extensidn K|k es infinita, es
f&cil encontrar ejemplos que muestran gue tal correspoﬁaencia
no existe, en esta forma tan general. De hecho puede muy bien
ocurrir gue la funcidn y gue acabamos de definir, asigne el
mismo cuerpo 2 dos subgrupos distintos de G. Puede verse un

ejemplo de esta situacién en [7]. ». 3).

Si bien la funcibén ¢ no es inyectiva, la funcibén ¢ si que

lo es, como se deduce del siguiente resultado gue es inmediato:



¢ {Ly = L, para todo cuerpo intermedio L. Podemos,
por tanto, decir gue existe una correspondencia piunivo-
ca entre el conjunto de los cuerpos intermedios L de la
extensién K|k, y los subgrupos de G de la forma & (L) .
Esta afirmacién, obvia, no tendrfa mucho interés a no ser
que pudieramos caracterizar los subgrupos ¢ (L} de G de
alguna manera mds natural. Pues bien, demostraremos m&s
adelahte, gue los subgrupos g{L) son precisamente los
subgrupos cerrados de G, cuando a G se le considera como
un grupo topolbgico con la topologfa que definiremos a

continuacién.

3.2. Consideremos la celeccién {X | i 1} de todos los
subcueryss de K gue son extensiones galcisianas finitas de

k. Tenemos entonces gue

Yy es inmediato que

{1} cada uno de los grupos de Galois G{K!Ki) 28 nor-
mal en G, ¥y

{ii) N GIK[K } = L.
ielI

Por tanto (cf. [1], p. 222). los subgrupos G(K|K,}.
determinan un sistema fundamental de entornos, gue hacen
de G un grupo topoldgico. Esta topologia gue acabamos de

definir, se denomina la topclogfa de Krull del grupo de

Galois G.



3.3. Teorema

El grupo de Galois G,con la topologia de Krull, es cowmpac
to, Hausdorff y totalmente discontinuc, es decir, profinito.
Demostracibn:

Estd claro que G(K{KL) a6

G/ GIK|K } ¥ G (K |k)

donde este isomorfismo estd dado por restriccibn: g = olg -
1

Pongamos G(K |k} = G, .

Consideremos el homomorfismo

Gd_-) 1i;_m G, —2 0 G
i i

inducido por las proyecciones canfnicas f G - G, .

Bastard demostrar {cf. Teorems 2.2} que el homomorfismc
§ esun homeomorfismo.
Puesto que cada gy, es continuo, | también lo es.

Es inmediato que ker § = GIX|X, } = {1},
i

Yy por tanto  es 1-1. Por otra parte § es sobre, pues sea
jcl} € lim G, . Definamos ¢ : K 5 K, de la siguiente forma

o{x) =0, {x), si xeK .Estéclaroque 0 €G, y big) = (o, ).

Por dltimo, ¢ es abierto, pues

SEK|E ) = ( 1im ) n [n' xj]
¥

donde ¥y = (8., si K o K, y

Xy, =G . si K g K.

16



Este subconjunto es abierto en lim Gy » ¥y por consiguien
-

te 4 es ablerto.

3.4. Lema

En un grupo profinito G, los subgrupos cerrados son pre
cisamente las intersecciones de subgrupos abiertos,
Demostracidn:

Puesto que G es un compacto, los subgrupos abiertos de
G son cerrados, y por consiguiente las intersecciones de subp
grupos abiertos son subgrupos cerrados. Reciprocamente, su-
pongamcs gue H sea un subgrupo cerrado de G. Sea el conjun-—

tc de les subgrupos abiertos nermales U de G. Veamos gque
H = [} HU.
e

Sea g e G\ H. Bastard demostrar que

g ¢ HU

para alglin U ¢ Y. Esto se sigue del hecho que H es compacto.

3.5. Corolario

81 K|k es una extensién galoisiana de cuerpos, entonces
un subgrupo H de G(K|k) es cerrado en la topologia de Krull, si

y s6lo si es de la forma

Q GEK ),

11



donde K, ]k son subextensiones finitas de K|k,

Demostracidn:

Basta notar gue toda subextensién finita K, 1k de K| k,
estd contenida en una subextensién finita galoisiana, y por
tanto los subgrupos aﬁiertos de G(K|K) coinciden con los sub

grupos de la forma G(K|X,), donde K, |k es una subextensifn

finita de Kjk.
Pcdemos ahora demostrar el teorema fundamental de la teo

riz de Galois para extensiones infinitas.
3.6. Teorema
Sea K]k una extensifén galoisiana de cuerpos, y sea
G = G{K|k] suU grupc de Galois. Existe entonces ina corres-

pondencia biunivoca entre las subextensicnes Lik de K|k

¥ los subgrupos cerrados de G, dada por
§ll) ={geG | g(l) =1, ¥1¢gL} =G(KL).

Ademds, si L|k es una extensién normal, (L) es un sub

grupo normal de G, vy
G(L|k) = @ / G{K|L).

Demostracidn:

Dado un subgrupc cerrade H de G, definamos el subcuerpo

s ({H) de K, de la siguiente manera,

G(H) = (leK|g(l)=1, ¥YgeH],

12



Nbtese, primeramente que
(L} = G(K|L) = [} GIKIK ),

donde K, |k es finita, vy K € L. Por tanto {ef. Cor. 3.5),
¢ {L} es cerrado en G{K|k} {(de hecho la topclogia inducida por

G en (L) es precisaménte la topologia de Krull de G{K|L) ).

Es facil ver gque 34{L) = L. Reciprocamente, comprobemos
gue pyf{H) = H, para todo subgrupo cerrado H de G. §i H = GXK|L),

dende L|k es una extensidn finita, entonces estd claro gue
suf{H) = gpp{l) = 3({L) = G(K|L} = H.

En general, sabemos gue todo subgrupo cerrado H tiene la

forma {(Lema 3.5}
H=n GIK[K, ) .

donde K,ik son ciertas subextensicones finitas de K|k. Ahcora

bien,

&y (H) = qan,u(ri] GIK|K }) = & [U ¥ G(K[K’)] =

= @ ¢y G{K|K ) = A G(X|K, ) = H.

Supongamos gue le sea una subextensién nofmal de K]k,
ysean o ¢ G{(K|L}, 1 ¢ G(K|k}). Es evidente que

-1
T o 7 ¢ G(K|L}, y por tanto G(K|L) a4 G(K|k). Entonces de

finamos un homomorfismo

i3



G(K]k} / G{KIL) — GEL!k)
por restriccién, es decir

g ¢ GIKIk) +— o UIL .

Se comprueba con facilidad gque este homowmorfismo es un

isomorfismo.
Finalmente, si G(K|L) g G{K|k) entonces para cada

T g G(Klk}, tenemos

G(X|L} = T_l G{K|L)r = G(KH_l L}.

Y por lo que acabamos de demostrar.

De donde se deduce que L|k es normal.

Podemos shora establecer el reciproco del Teorema 3.3.

3.7 Teorema

Dado un grupo profinite G, existe una extensién galoi-
siana K|k de cuerpos, tal que G(K|k), con la topologia de

Krull, es topolbgicamente isomorfo a G.
Demostracién:

Sea L un cuerpo cualguiera. Denotemcs mediante T 1la

unién disjunta

T =y G/U,

14



donde U recorre los subgrupos normales abiertos de G. Consi

deremos los elementos de T como indeterminadas, y pongamos

donde L{T) denota el cuerpo de funciones racionales en las
indeterminadas 1 ¢ T. con coeficientes en L. El grupo G
opera de manera obvia sobre T, y por consiguiente sobre K
como grupo de automorfismos. Sea k el subcuerpo de los

elementos de K gue permanecen fijos bajo esta accién.

Veamos Primeramente gue K1k es uns extensién galoisiad

na.
5i £ ¢ K, pengamos

G = {0 e G| gf = f}.

Sean 1, ¢ G/ U, 1i=1,2,..., r, las indeterminadas

gque aparecen en f. Claramente

H

Iy
=

r
=2
Gf 2 N G
l=

[

-
Il

=

Puesto gue

"SR
o

es un subgrupoc abiertc de G, tenemos que Gf también es

abierto, y portanto de indice finite (las clases de G m6-

dulo Gf forman un recubrimiento de abiertos de G, y pues

te gue G es compacto, este recubrimiento ha de ser finito).

15



De agui deducimos gue la 6rbita de £, bajo la accién de G,

es finita. Digamos que

son los distintos elementos de esa &rbita. Consideremos el

polinomio
PX) = (X - £5) (X - £,) ... (X-£).

Bzjo la accién de G, este polinomio se transforma en si
mismo. Por tante sus coeficientes pertenecen a k. De aguf
deducimos que K|k es una extensién algebraica. Puesto gue
las raices de P(X) son distintas, Klk es separéble. Los

conjugados de f estin entre los elementos P SRS PR

por tanto pertenecen a K, i. e., Klk es una extensién nor
mal. Es decir K|k es galoisiana.
Por construcciodn G951u15ubgrupodeG(K1k]- Esta inclu-

sién es una funcidén continua. Pues, supongamos gue

K, = klgysgpenreog, !

es una subextensién finita galoisiara de K|k. Entonces

3
G{Ktﬁk} NG 2 N 6 .
i=1 %
s -
Pero como acabamos de ver )} G es abierto en G, y por
i=1 @

lo tanto

G(K |X) N 6

16



también lo es. Puesto que G tiene la topologis inducida por
G{K|k}, y puesto gue G es compacto, tenemos gue G es cerrado
en G{Klk). Por otra parte k es el cuerpo de elementos fijos
tanto de G, como de G(K|k). Tenemos pues, por el Teorema 3.6,

que G = GIK|k}.

3.8. Eiemplos

1) Sea FE

i el cuerpo con 1 elementos, donde 1 es un ni-

mero primo, y sea ﬁ' su clausura algebraica. Para cada ni-

mero natural n, existe una Gnica extensidén T {n} de ﬂq de

grado n. Claramente,

G(E (n)|E)x 2z / » 2,

(el generador 1l:n 2 se hace corresponder con el I - auto-

morfismo de E (n) dado por glx) = xn').

Tenemos, pues, que
G(E|E) = lim 2Z/n2 = 2.
1 1 b

2} 8i 1 y p son nimeros primos vy ﬁ? la vnién de todas

las extensiones de T, de grado p", entonces

G(Ee | E) ~ lim 2/p'z = 2
i P 4

N&étese gue Zp es el grupo aditivo del cuerpo de los nfimeros

p-ddicos.

17



4. Grupos libres

4.1. Denotemos mediante B {respectivamente BP } la ca-
tegoria de los espacics de Boole {es decir, espacios topold
gicos compactds, Hausdorff y totalmente discontinuos), v
funciones continuas (resp. la categoria de espacios topolé
gicos de Boole punteados y funciones continuas gque preser-—
van los puntos distinguideos). Sea ¢ uvna clase de grupos
finitos que satisfaga las condiciones (i) y (ii) de § 2.
Dado un espacio X e B , un grupo pro-C F y una funcidn

continua

:X—> F,

7

diremos que (F,n), o simplemente F, con funcidén n sobrenten

dida, es un grupo libre pro-C sobre X, si para cualguier

funcidn continua

donde G es un grupo pro-C, existe un homomorfismo continuo
dnico

YV :F — G,

con In = ¥ | Es evidente que si tal grupc libre existe, ha de
ser Gnico en el siguiente sentido: si (F', ') es otro, existe
un finice isomorfismo continuo $:F o F' con gn=n'. Utiliza-

remos las notaciones (FC(X},Tﬁ o FC(X) o F{X) para referirnos

al grupe libre pro-C sobre X. NS6tese que FC es un funtor de

la categoria de grupos pro-C. De hecho, FC es el funtor

adijunto por la izquierda del fun-

18



tor subyacente gue asigna a cada grupo pro-C sy subyacen

te espacic topolbgico.

$i consideramos a los grupos pro-C, como espacios
punteados, donde un puntc distinguido es el elemento iden

tidad, entonces definimos el funtor FC {también denota

do F) de BP a la categoria de grupos pro-C, como el
adjunto por la izquierda del funtor subyacente. Decimos
que F(X,s) (también denotado F(X)) es el grupo libre

pro-C sobre el espacio punteado (X,#) con punto dis-

tinguido % . Tenemos pues la siguiente propiedad univer

sal esgquematizada en el siguiente diagrama:

s |
L 1

=1
C)(-———..__;é'
wi

..
"

ks

—

(X, %) S

donde nfx) =1, ¢z} = 1, @n = .

4,2 Proposicién

Las funciones canénicas
n:X —a F(X), 0 n : X — F(X)

son monomor £ismos.

Demostracibn:

Sean x¥ y dos puntos de X. Sea G un grupo en C



con |G| > 1. Entonces existe una funcién continua

v o X - G

con g (x) ¥ y{y) (esto se sique del hecho que la topologia
de todo espacio de Boolé X admite una base de conjuntos
ablertos y cerrados). Sea T o F(X) 5 G {o E: F(X) + G}
el correspondiente homomorfismo. Entonces de En= ¢ se si-

gue que y{x) # .{y), es decir que W oes 1-1.

4.3. Teorema

"F(X) existe (respectivamente, ¥(X) existe).

Demostracidn:
Sea D el grupo libre abstracto sobre el conjunto X{res-
pect. X\ (%}, donde % es el punto distinguido de X). Sea

ﬁf el conjunto de los subgrupos normales N de D tales qusa
(i} /N ¢ C, ¥

(ii} N4 X es abierto en X (en el caso punteado, .

se identifica con 1 ¢ D}.

Pongamos
F{X) = 1lim D/N
—
Be N
(respect. F(X) = 1lim D/N)
-
N
Sea

7mn : X — F(X)

20



(respect.  + X —a F(X)),

la funcidén continua natural. Se comprueba, entonces, con
facilidad que (F(X}, n) (respect. (F{X),n)}, es un grupo

libre pro-C sobre X (raspect. sobre el espacio punteadc X}.

5. Estructura de los grupos libres

5.1. Sea X un éspacio de Bdole. Consideremos el conjunto
R de todas las relaciones de equivalencia en ¥, de manera
que X/R, con la topologfa cociente, sea un espacio finito
discreto; esto equivale a decir, gque cada clase de equiva-
lencia xR (determinada por el punto X g X} es un conjunto
abierto y cerrado. El conjunto'g no es vacio, puesto que
los subconjuntos de X abiertos y cerrados forman una base
para la topologia de X.

Las funciones continuas candnicas

¢p + X —— X/R

inducen una funcidn continuoa

¢ + X o lim X/R
-
R
(NGtese que R estd ordenado asfi: R « R' si y s6lo si
XBx' = xR'x").
Puesto que cada §, ©5 una funcidn sobre, se tiene que § (X}

es denso en lim X/R(ver el razonamiento en el teorema 2.4)
4~

Y Pueste que §(X) es cerrado, § es sobre. Por otra parte,
¢ s 1-1, pues dados X £ y en X, sea U un entornc abierto

¥ cerrade de x que excluya a y. Consideremos la relacifn

21



R, que tiene como clases de eguivalencia U y X-U

Claramente

& (x) # 3 (v},
Ry Ry

de donde (%) # s5{y).
Hemos demostrado por tanto el siguiente resultado
5.2. Lema

Todo espacio de Boole es limite proyectivo de espacios
finitos. '

El siguiente teorema expresa los grupos libres sobre
cualquier espacio, en términos de grupos libres sobre es-
pacios finitos.

Cada una las funcicnes i g’ induce un homomorfismo con-

tinuo que dencotamos tambié&n por oo

350 F(X) — F(X/R)

5i R=R', existe un epimorfismo inducido,

bgr: TX/R) — o F(X/R')

Obtenemos, por tanto, un homomorfismo continuo,
g :F{X) » Lim F{X/R).

3 es claramente sobre., Para ver gque § es 1-1 bastars definir un
homomerfismo continuec

¢ ¢ lim F(X/R) - FI(X)

tal que y& sea la identidad de F(X). Dado un subgrupo abiertoU

de F(X), definamos una relacidn R; en X de la forma sigulente:
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* R ¥ o X L y € U.

Estd claro gue RU ¢ R, vy la inclusién,

X/RU o, F{X)/U,

induce funciones continuas compatibles
lim F{X/R) —)E(X/RU] — 3 F(xX) /U,
—

y por tante un homomorfismo

ot lim F{X/R) ————>l£m F(X)/U = F(X).

Ahora bhien, del diagrama

lim F(X/R) —————2 FX)
&

fu

F(X/RU) e F{X) /U .
se deduce f&cilmente gque para cada U, fU¢¢ = fU , ¥ por
tanto gy = lF(X)' Hemos, pues, demostrado el siguiente
resultado.

5.3. Teorema

Todeo grupo libre pro-C es el limite proyectivo de gru

pos libres pro-C sobre espacios finitos.
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Esencialmente la misma demostracidédn nos prueba

5.4. Teorema

51 X = lim X, ., entonces F(X) = lim F(Xt).
—

6. Grafozs de Boole

6.1. Un grafo de Boole I' consiste en un par de funcio

nes continuas,
AL ————2 vl

[ N

entre los espacios de Boole A(T') vy V(). El espacio ('} es

el espacic de las aristas (orientadas) de I'. Si aga(l),

dnfa) es el origen de a vy d,{a) es el punto final de a

6.2. Ejemplos

1) Todo grafo finito {orientado) es un grafo de Boole.

E.g., la siguiente figura representa un grafo de Boole finito:

\
/
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2) Sea G un grupo profinito, y X un subconjunto cerrado de

G. Definamos un grafo de Boole I' = I {G,X) asociado a o Y

X de la forma siguiente: V(I') = G (come espacio topolégico);
A{l') = G x X {con la topologia producto}: si {g.x) ¢ G x X,
pongamos d,{g,x} = g, y d {(g.x) = g x. Es evidente que las

funciones asi definidas,

B
G x X L G

44

son continuas. E.g., si G es el grupo simétrico

m
I

3 {a=(l!2)!8=(123}le=(l)' 82:'{132)

1l

af {23y, aqp2 = (13},
¥ X = [a.,f}, entonces T (G.X) es el grafo

p2.8)

{E fCI_}

{am.a)

ta2 .27
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6.3. SiT y I'" son dos grafos de Boole, un morfismo,

$§ : " — I,

es un par de funciones continuas

§ 1z V('I") — V{T‘}

éaz a{r) — a(p')

que satisfacen las condiciones de compatibilidad

do (8, 1a)) = 8, (do (@)},

a4, sy (a)) = ¢, {a, (@)}, V achAR.

Con la definicién natural de composicién de morfismos, los

grafos y sus morfismos forman una categoria.

Sea {I,<) un conjunto parcialmente ordenado, y sea

{T, .8, }: (i,jeI) un sistema proyectivo de grafos de Boole

(véase el § 1 para la definicién andloga de sistema proyec

tivo de grupos topolSgicos). Se tiene entonces un concepto

natural de limite proyectivo I = lim T , que es evidente-
-

mente un grafo de Boole.

6.4 Proposicibn

Si ' es un grafo de Boole, entonces [ es el limite pro
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yaectivo de grafos finitos.

Demostracidn:

Pongamos A = &(r} y V = V(I). Sea R el conjunto de re
laciones de eguivalencia en V, tales gue cada clase de egui
valencia xR, {x ¢ V}, es un conjunto abierto y cerrado de
V. Sea R' el conjunto de las relacicnes de eguivalencia
{abiertas y cerradas) de A tales gque dado R' o R', exista
R ¢ R, de manera que si E es una clase de eguivalencia de
R*' entonces dp(E) y 4, (E) estén contenidos en alguna cla-
se de equivalencia de R {no necesariamente la misma). Si

R' y R estdn relacionados de esta manera, las funciones

determinan un grafo finito,

dg
r'(R,R') : B/R 3 V/R'.

d;

Siempre que RC R, ¥ R'c R/ {R,R, ¢R, R',R} ¢ R'}, exis

te un merfismo natural de grafos
r(R,R'} _— TR R},

Los grafos finitos P(R,R'}), junto con estos morfismos for-

man un sistema proyectivo, y se comprueba con facilidad gue

r = lim T(R,R'}.
=
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6.5 De ahora en adelante C denotard una clase de grupos

finitos gue satisface Jas siguientes condiciocnes

1} Todo subgrupc de un grupo en C, estd en C;
2} Todo cociente de un grupo en C, estd en C;

3} Si B es un subgrupo normal de un grupe finito G,

y B, G/H ¢ €, entonces G ¢ (.

5.6 Sea ZC el grupe libre pro-C en un generador.

Chsérvese gue

Z/p % ¢C

Noétese gue ZC es, también, un anillo topoldgico.
Si G es un grupeo preofinito, denctaremos mediante {Zg{G)

la Zc~élgebra,

Qle) = 1im 2z, [6/U],

donde U recorre los subgrupos abiertos normales de G (cf.[2]
y [4]). 8i X es un espacic de Boole, CL(X) denotard el
grupc libre abeliano pro-C sobre X {o de manera m&s precisa,
si Ab(C} es la clase de los grupos de C gue son abelianos,
(L ia) es el grupo libre pro- Ab{C) scbre X}. N&tese gue
{f (6), consideradoc como grupo abeliano pro-C, coincide con
(LiG) (donde G se considera, simplemente, como un espacioc tp

poclbgice).
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6.7 Sea I' un grafo de Boole. Definiremos el primer grupo

de homologia B, {y)= H, (D, 2 o }, de I', como el nicleo del

homomor fismo,

g
QA @i i y QLT )Y,

determinado por dfa) = d1(a) - dO(a), Y agdlr).
Diremos que P es C-aciclice si H {P) = O.

8i X es un conjunto, denotemos mediante L{X} el grupo

abeliano (discreto) libre sobre X.

6.8 Lema

Sea ' un grafo discreto, entonces ; posee circuitos si

¥ s6lo si el homomorfismo,

a : LAY - nvip)),

definido por d(a) = 4, {a) - da{a), {aca{r)), tiene un ntcleo

no triwial.
Demostraciodn:
Si r tiene un circuito , evidentemente ker J + 0. Re-

ciprocamente, supongamos gue b (n1 A, 4+ Ny B,F...4n ar) =

= 4, (a,l) - ny dn(a1}+ n, 4, {az)—n2 do(az)......—nrdo(ar) = 0.

{estamos suponiendc n, $ 0, ¥ i, ¥y ningfin a  es un laze). En
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tonces, eXiste a‘(i=2,...n}, digamos a,, tal gue uno de sus
vértices coincide con d, {a;}, digamos dyla,} = d,(a; ). Si
d1(ap) = d,(a,), hemos terminado: si no , existe a!(j=3,...,r)

uno de cuyos vértices coincide con d1(ap}, digamos
d,{ag) = & (a,). Es evidente que este proceso tiene gue termi
par con un a,., l<r uno de cuyos vértices coincida con

d,{a,). Tenemos entonces que a,,8,,... 3, forman un circui-

to.

6.9 Proposicién

1} E1 limite provective de grafos de Boole C-aciclicos

es C-aciclico.

2} Un grafo finito es C-acfclico si y séle si no tiene

circuitos.

Denostracibn:
1} Sea P=1lim ﬂ . Por el Teorema 3.4,

d
AGr)) ————Avir, )

es 21 limite proyectivo de

g
QA ) —— AV 1.

Por otra parte lim preserva monomorfismos.
-

2)Como hemos visto en el lema 6.8, un grafo finito p no

tiene circuitos si y s6lo si el homomorfismo

d : LB —— L{Vir}),
es 1-i. Puesto que L(A{p} y L{V{r)) son subgrupos de (L(a(r))

y (L(v{p}) respectivamente, y d es la restriccidn de d,

tenemos que si ' es C-aciclico, entonces [ no tiene circuitos.
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Reciprocamente, supongamos gue [ no tiene circuitos. Enton-
ces & es i1-1. Por otra parte d es el resultado de aplicar
el funtor C-complecién a d . Nuestro resultado se sigue pues

del siguiente lema.

6.10 Lema

Bl funtor C-complecién {ver 2.1}, preserva monomorfis-
mos de grupos abelianos finitamente generados, B € 8.
Demostracion:

Basta demostrar que si U es un subgrupo de A& tal gue

B/U ¢ €, existe un subgrupo V de B tal gue B/VEC y VNRS UL

Nétese primeramente gue el funtor C-complecién, de la
categoria de grupcs abeliancos, a la categoria de grupos abe
lianos pro-C, es aditivo, es decir preserva sumas directas

finitas.

Sean Ac,B grupos abeliancs finitamente generados. Por
la observacién anterior., podemos suponer gue & y B son am
bos finitos o ambos libres finitamente generados. En este
tltimo casoc, elijamos una base de B de forma que

A=n 2, a.o&n Z 5 B=58..0°2

donde Z, =2, n ¢ Z. Basta pues demostrar el resultado

para e} caso A n2, B= 2, que no ofrece problemas:

sea U =g n 2 un subgrupo de n 2, tal que nZ/ Uy C; di

donde los primos que dividen a n, 4i-

gamos gue n = n, n 1

1 P

viden el orden de algin grupo de C, vy los primos que dividen
@ n, no dividen el orden de ningdn grupo en C; sea
{n2: U} = m; ponpgamos V = n.m 2 ; entonces Z /V o C vy

31



Vrnz =Y. Silos grupos A y B son finitos, podemos des
componerlos en sumas directas de sus p-componentes. Por tan
to podemos suponer gue ambos grupos B y B son p-grupos fi-
nitos. 5i p divide el orden de algin grupce en C, entonces
A, B¢ C, ¥ pPor tanto coinciden con su complecibn., Si p

ne divide al orden de ningiin grupo en £, entonces las com-

pleciones de & v B son triviales,.

6.11 MN6tese que, por la proposicién 6.9, el conceptc de
L-aciclicidad es independiente de C, en el caso de gue el
grafo considerado p sea bien un grafo finite o bien el limi
te proyectivo de grafos C-aciclicos finitos. Veremos mas
adelante (Teorema 7.6) gue en genersl, el concepto de acicli

cidag depende de C.
6.12 Dado un espacio de Boole X, el homomorfismo

£ H a(x) — ZC ’

determinado por e({X) = 1 ¥ x ¢ X, se denomina homomorfismo

de aumentacidn. Su nlclec, ker € , se denota mediante Ix.

Describlremos primeramente generadores topolSgicos pa-

ra el grupo Ix' Necesitemos antes algunas observaciones,

6. 13 Lema

En la categorfia de grupos abelianos finitamente gene-
rados, el funtor C-complecién es exacto.
Demostracidn:

Sea !
0 - a =% , B Y. ¢ —_ 0,
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una sucesidn exacta de grupos abeliancs finitamente genera-
dos. Consideremos la correspondiente sucesién de grupos abe

lianos pro-C:

donde - genota la complecidn pro-C. Ya hemos visto, en el
lema 6.10, gque & es5 un monomorfismo. Basta pues ver que §
es el conficleo de {. Supongamos gue 8 P, K sea el cont-
clec de §, en la categoria de grupos abelianos pro-C. Pues

te que {iis = 0, existe un homomorfismo continuo g: K — C

tal gque pj=p -

0 A — - 8 C 5
0 -—— & 2,8 Y,

Por otra parte, puesto gque go = 0, existe §: C — K con
8¢ = pR. Sea T: ¢ ., K el homomorfismo continuo induci
do por 5. BEs f&cil comprobar que n ¥ 5 son isomorfismos in

versos.

6. 14 Proposiciébn

Si X es un espacio de Boole, entonces Ix es el subgru-

po cerrado de Cl(x) generado por los elementos
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{x -y i X, ¥ e X}.
De hecho, Ix es el grupo pro-(C-abelianc} libre sobre

X = Xalx ¢ X}, donde ¥». es un elemento fijo de X.
{ 0 . 3

Demecstracidn:

Sea R una relacién de equivalencia en X abierta y ce-
rrada (es decir, las clases de equivalencia de R son abier
tas y cerradas en X}. Tenemcs entonces un diagrama conmuta

tivo con filas exactas,

0——-9IX _.___.G_,(X) —_ 7 — s O

L L, F

0 -——>IX/R——_; OUX/RYy ZE — 0.

Por el pecrema 5.4, lim (L(X/R) = (1{X). Por otra parte el
-

Euntor lim es exacto {cf. (7], p. 35). Tenemos pues que
-

Ix = 1lim I - Por tanto basta demostrar nuestro resultado
&=

X/R
cuando X es un espacic finito. Ahora bien, por el
Lema 6.13, I es la C-complecidn de ker €, ., donde
X
€, s LX) 4 2 , es el homomorfismo de grupos zbelianos dis
cretos dade por g4 (x) = 1, ¥ x ¢ X, y dondé L(X) es el grupo

libre abeliano discreto sobre X. Pero es bien sabido (e inme
diato), gque ker £, es el subgrupo de L{X) generado por

{x - y|%, ¥y ¢ X}. Como Ix es la clausura de ker €, en (X},

tenemos la primera parte de nuestro resultado.

Para demostrar la segunda parte, supongamos primero gue
X es finito y sea x4 ¢ X un elemento fijo. Estd claro que

ker €, es un grupo abeliano libre (discreto) sobre
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{Xx - X, | xgX} . Ahora Dbien, por el Lema 6.13, la C-comple

cién de ker';1 coincide .con el subgrupc cergadorer,LL(XL .-

generado por {X -.X, | XegX}. . Pero ila g;cqmp}egiénjde,kgngq

es el grupc pro-{g-abeliano) libre sobré™¢x'-x, | %x-¢-X} . ®
El resultado en el csso genral, es decir cuando X es5 un es

pacio de Boole cualguiera, se obtiene del gaso finito to

mandoc el limite proyectivo.

£.15 _Diremos que un graﬁb de Boole f-, eg Q;Conexo si ia

sucesidn

- . . P . v o

a
(L BT —o (Virh) _‘_,-zé 70 -

es exacta, es decir

a ({Bd{n}

= Lo

6.16 Lema

Un grafc finito 7 es C-conexo si y s6lo .si es conexo en
el sentido ordinario, es decir, si dos cualesguiera de sus

vértices se pueden unir por medio de un camime en.p. .. . -

Demostracibdn:

Supongamos que p €5 conexo en el sentido ordinario, y
sean v, ,v, ¢ vir) .

Sean a, ,8,,..-13, las aristas consecutivas de un cami’

no de v, a v,. Entonces v,-v,= {—118&1 dl{a,) + {-13f=2 d(ae}}

2 37
N e L d(a }., donde e, = 0, 1 segn sez necesario. Es
to demuestra gue d{{L{X)) = IV(P)' Reciprocamente, suponga-
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mos que ' es C-conexo. Entonces d{(L{A(y)) - Dado

= I
vip)

un vértice fije v, y un vértice cualguiera v, necesitamos

demostrar gue existe una sucesién finita de aristas

. ;,..., a8, de manera que

t
- IR
V-ov, = g (=1)*t afa ),
i=]
donde & = 0,1. Si tal sucesiébn de aristas no existiera para
cierto v, , entonces IV( ) estaria contenido en el subgru
iy

po  cerrado de Cl(v(r)) generado por {v - v, | v ¢ vIir), viv, 1.

Pero este subgrupc no contimne a v, — V4. Puesto gue el sub

grupo cerradeo de (1{V{r)), gensrado por

{v - Vi l vV g V(T‘)}:

es libre pro-{C-abeliano) sobre esa base {ver la Proposiciéfn

6.14).

6. 17 Proposicidn

Para un grafo de Boole |, el concepto de C~conexién es
independiente de la clase .

Demostracidn:

Por el Lema 6.16, el resultado es cierto para grafos fi-
nitos. Los epimorfismos de grafos de Boole preservan la C-co~-
nexién. Todo grafo 7 es el limite proyectivo de grafos finitos
(ver Prop. 6.4}, que desde luego son imdgenes epimbrficas de
r. Por otra parte, el limite proyectivo de grafos C-conexcs

es C-conexo.

Teniendo en cuenta esta proposicién, de ahora en adelan

te utilizaremos el términc de grafo de Bodle conexo, en vez
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de C-conexo.

6,18 Propesicién

Sea G un grupo profinito, y X un subconjunto cerrado
de G. Entonces el grafo de Boole P = p{G,X} es conexo si
v s6lo si X genera a G topolégicamente.
Demostracién:

Si G es un grupo finito, la proposiciédn es inmediata.
Si U es un grupo abierto normal de G, denotemos mediante
XU la imagen candnica de X en G/U. El conjunto X genhera
2 G topolégicamente si y s6lo si para cada U, el conjunto

XU genera a G/U. Por Gltimo,
r{G.x} = l‘:_.m r{c/u, xU).

El resultado se sigue, por tanto, de

1) el limite proyectivo de grafos de Boole conexos es
cOnexo, y
23} la imagen de un grafo de Boole conexo es conexa.

6.19 Se dice gue un grafo de Boole | es un C-&rbol si es a
vez conexo y C-aciclico. Es decir si la siguiente sucesién

de grupos pro-(C-abelianos) es exacta

d .
0 — QB — atvey £, 2. 0.

7. Caracterizacién de los grupos libres pro-t.

Sea H un grupo libre discreto y X un subconjunto de H,
Entonces Bass y Serre [8], demuestran gue H es libre sobre
X si y s6lo si el grafo pP{H,X) es un &rbol (discreto). La
situacién en el casc profinito no es, desgraciadamente, tan

simple. Sin embargo, si nos restringimos a ciertas clases
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£, veremcs gue obtenemos un resultado anilogo.

Hecesitamos primeramente una serie de conceptos. Si G
@s un grupo pro-C, el grupe pro-(C-abeliano) {L{(G) es, de

necho, una zc-&lgebra donde su estructura multiplicativa

estd determinada por las de Zo Y G. Cuande nos refiramos
a este &lgebra, utilizaremos la notacién A2 (G). De manera

especifica
Al ey = l{:jlm zg[G/u].

donde ZCIG/U] denota la zc—élgebra del grupo G/U. BL 4l-

gebra a6y posee una topologia natural, y con respecto
a ella es una Z(;ﬂlgEbra pseudocompacta (cf. [29, para

una definicién precisa). Sea PM 1la categoria de los &F{G)-
m&dulos topolégicos A, tales que A sea, al mismo tiempo, un
grupc abeliano pro-C (éstd es precisamente la categorfa de

los  (if{G)-m6dulos pseudocompactos [2], ¥y [4), p. 61).

7.1 Lema

Sea G un grupc pro-{. Entonces

Der (G, M} =~ Hom {I_, M}

a8(G) G

para todo M ¢ pPM . donde Der{G,M} es el grupo abeliano de las

derivaciones continuas
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1l

(es decir, @&{u,v) = u d{v) , d{u), para todo u, v g G}.

Demostracidn:

Veremos que existen homomorfismos inversos

-
ber (G.M) ; 2 HomaﬂG) (IG. M) .

Por el lema 6£.14, IG es el grupo abeliano pro-C libre sobre

{3-1)] 9eG}. 81 &¢ Der (G,M), pongamos $(d) = £,

donde f(g - 1} = d(g). Se comprueba facilmente gue

OLQ(G)(IG'M}' Si f ¢ HOmM(G)

¥{f} = d, donde d{g) = f{g - 1). Entonces @ ¢ Der (G,M}, ¥

§ Y ¥ son homomorfismos inversos.

f ¢ Hom (IG. M), pongamos

7.2. 81 B es un Af(G)-mbdulc pseudocompacto, e ¥ un espacio
de Boole, decimos gue 2 es libre sobre Y {con res
pecto a una funcidn candnica P Y —— A) si para cada
Cw{G)—médulo pseudocompacte B y cada funcién continua $:Y 5 B,
existe un Gnico homomorfismo de médulos §: B —, B, con
¥p =% -

Si & y B son dos grupos abelianos pro—C, se define su

producto tensorial completo A ® 7 B = A é B, como el gru
c

po abelianc pro-C que satisface la propiedad universal si-
guiente: existe una funcidn bilineal B x B - & é B,

(a,b) 5 2 @ b, vy si M es un grupo abeliano pro-¢, y

f :A3x B 5 M es una funcién bilineal, existe un Gnico homo
morfismo continuo £ : 3@ B —, M, tal que f {a @ b) = f(a,b).

Es inmediato comprobar gue A é B existe y de hecho

Ag B = lim (3/U g B/V),
—
u,v
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donde U, V varian sobre el conjunto de subgrupos de A y B

respectivamente.

Nétese gue si X e Y son espacios de Boole, entonces

Axxy)=0% & aAly).

7.3 Lema

Sea X un espacio de Boole (respect. un espacic de Boole
punteadeo) y F(X) el grupo libre pro-C sobre X (respect. gixi

el grupo libre pro-C sobre el espacio punteade X). Entonces,

{1} IF(X) es el (U (G)-mbdulo pseuvdocompacte libre schre el

espacic punteado { x - 1} X ¢ X });
(ii} I_
F

(X3 es el grupo abelianoc pro-C libre sobre el espacio

F{X)} x X con respecto a la funcibén canénica g: F{Xix X = IF(X),

-

dada por nqlf, x) = £x ~ £.
Demostracién:
Expondremos la demostracifn solamente para el caso en
que X es no punteado. El otro casc es similar.
Sea M un {(F (X)) -mbdulo pseudocompacto, y sea
e X 4 M una funcién continua. Puesto gue M es un grupo

pro-gC, P induce un homomorfisme continuo,

F H E‘(X) —_— M,
gue a su vez induce un homomorfismo continuo,

po: F{X} —» M x  F(X},
5
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dado por p (£) = (p (£), £).
{M xSF(X) es el producto semidirecto, donde F(X) opera sobre

M a través de (Q(F(X)).) Bhora bien, la composicién,

= m
d : F(X) 2, M )(SE‘(}(JI__._‘__a M,

donde 1 es la proyeccidn candnica, es una derivacibén conti-
nua como se comprueba fécilmente. Por el Lema 7.1, d deter-

mina un (f(F (X)) -homomorfismo continuo

M:
IF(X) —

con

d (x -1) =dx = pix).
Es decir, tenemos un diagrama conmutativo

d
I P
F (X)

donde (x) = x - 1. N6tese que s&lo hay un Oﬂ(F(X)—homomoE

fismo continuc d , que hace gue este diagrama conmute, pues-

to gue I como (f(G)-médulo, estd topoldgicamente genera

F(X)'

do por {x - 1 | x ¢ X }. Por tanto I es OQ{G)-1libre sobre

F(X)
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{ ®* - 1| x ¢ X}. Esto demuestra la parte (i).
La sequnda parte se deduce ahora facilmente:
Y A ;
QEFEX x X2 AFEX) @ QX 2 Te(x)*
donde ¢ es el isomorfismo continuo de grupos pro-C, deter
minado por gi{f, x) = £ ® x, {(fF¢F(X), %x ¢ X); ¥ donde 3 es
el isomorfismo de (L(F(X))}-médulos determinado por
plf® x) = fx - £, (f ¢ F(X), x ¢ X). {(Para ver que g es un
isomorfismo, hasta observar gue si G es un grupo pro-C, vy

X un espacioc de Boole, entonces

Ay & LX)

es el (L(G)-médulc pseudocompacto libre sobre el espacio

{1@x] xe Xt.).

La demostracién del lema gue sigue, necesitarfa algunos
resultados de Algebra Homol6gica, cuyo tratamiento alargaria
excesivamente estas notas. El lector interesado puede encon
trar en sus términos esenciales la demostracién en [2],

p. 459.

7.4 Lema
Sea
1—-R—Flyag_1
una sucesibn exacta de grupos pro-C, donde F = F(X) es el gru

po libre pro-C sobre el espacioc de Boole X. Se tiene entonces

una sucesitn exacta de (L({G)-m6dulos pseudocompactos,
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0 RS w2 (G) =, 2 0
—_— ab———) —-baf_ e} C—_)

donde M es un (Cf{G)-m6dulo libre pseudocompacto sobre el

i le { : ; a = -1; a
espacic de Boole fe, | xe X} onde 5{ex} y 1; donde

R,y es el abelianizado de R, con la (A {G)-estructura natu-

ral,

7.5 Proposicién

Supcongamos que los grupos en C son resolubles, Sea G

un grupo pro~C, Yy sSupongamos que IG es un AU{G)-médulo

pseudocempacto libre sobre { x-1 | x ¢ X}, donde X es un
cierto subconjunto cerrado de G. Entonces G es el grupo
libre pro-C sobre X.

Demostracién:

Sea F = F(X) el grupo libre pro-C sobre X, vy definamos

mediante nix} = x, (x ¢ X). Pongamos R = ker n- Por el

lema 7.4, tenemos una sucesién exacta

0 —, ;'zab_s__,m_f’_,aﬂs)_‘_. Z o~ O.

Puesto que I, = (M}, vy hemos supuesto que IG es libre sobre
Ix =1 | ®¢X} . tenemos que » es un iscmorfismo, y por tanto
Rab = 0; es decir R coincide con R' (la clausura de su grupo

derivado). BEsto implica que para todo subgrupc normal abier

to U de R, el grupo finito R/U coincide con su derivado. Pe
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ro &sto no es posible mds gue si R/U 1 para todc U, pues

to gue R/U es resoluble. Por tanto R 1, ¥ por consiguien

te F{X}) = G.

7.6 Tecrema

El grafo de Boole P{F(X),X), donde F{X) es el grupo
libre pro-C sobre un espacio de Boole X, es un C-drbol. Re
ciprocamente, supongamos gue G es un grupo pro-—C, X un sub-
conjunto cerrado de G, y gque T(G,X} es un C-drbol; si C
consiste en grupos finitos resolubles, entonces G es el
grupc libre pro-C sobre X.

Demostracién:

Por la Proposicién 6.18, T = p(F(X},X) es conexo, pues

to gue X genera a F(X) topolSgicamente. Por el Lema 7.3, el

homomerfismo

8 : AAr)) =QFX) x X) — A{VIT)) = A(F(X))

es inyectivo.
Reciprocamente, sea G un grupe pro-C, ¥ un subconjunto
cerrado de G y supongamos gque ' = [(G,X} sea un C-drbol. En

tonces la sucesidn

0 — (J{c x X) —gﬂ(ZﬂG) £,z c - 0

es eXacta.

Por la Prop. 6.18, X genera a G topoldgicamente. Puesto
gque

Oie x ¥ 2. I,
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es un isomorfismo de GAL(G)-médulos v (G x X) = GAG) @ 4A(X)

eg el QF(G)-mddulo pseudocompactoe libre scbre (|®x | xe X}, te
nemos que IG es el ((G) -m6dulo pseudocompacto libre sobre {x-1]xeX}
Puesto que los grupos en ¢ son resolubles, nuestro resulta-

do se sigue de la Proposicidédn 7.5.

7.; El teorema anterior caracteriza los grupos libres pro-C
sobre un espacio de Boocle X (cuando € consiste en grupos reso
lubles). Para obtener un resultado similar para grupos libres
%{X)-sobre espacios punteadcos, necesitamos, primeramente, in-
troducir un nuevo concepto. Diremos que un grafo de Bocle 1

es un pseudo-C-4rbel si

(i} T es conexo,

(ii) existe una inyeccién

w o Vit — a iy

que es el nivelador de las funciones

dO
a(r) — 3 vip

d

en la categoria de espacios de Boole, y

{iii)  induce un isomorfismo natural.aivtr]) © H, (T').

Tenemos, pues, gue T es un pseudo-C-drbol si la sucesidn

0 2 AN E L AAE)) — AW —n 2, — 0
es exacta, donde [ estd inducide por .
NStese que si r es finito, entonces 1 es un pseudo-C-drbol

si vy s6lo si, una vez excluidos los lazos Ll(v) (v ¢ V(I}).
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obtenemcs un &rbol en el sentide ordinaric. Por ejemplo el

siguiente grafo finito es un pseudo-C~drbol (Para todo £):

@

7.8 Lema

Sea G un grupo pro-C y X un subconjunto cerrado de G que
contiene la identidad. Si M denota el submédulo cerrado del
QL (G} -m&dulo pseudocompacto (L (G % ¥X), engendrado por
(9,1} ¢ GxX | g g G}, entonces A{G x X} /M es el QG -m&
dulo pseudocompacto sobre el espacic de Boole punteado (X,1),
con funcién canénica nt X — Qe x X) /M dada por nix) =
= {1.x) 4+ M.
Demostracién:

Sea T el (I(G)-m&édulo pseudocompacto sobre el espacio
punteado X, con funciédn canénica 5: X — T. Definamos

(U {G) ~homomorfismos continuos,

T ——=0iG x X)/M,
¥
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de la manera siguiente:
é;(x) = {i1.x} . M
¥ fgx) 4 M) = g 7 (x).

Tenemes entonces que §¥ y ¥§ son identidades, vy por tan

to § un {G)-isomorfismo.

7.9 Teorema

El grafo IMF(X),X) de un grupo libre pro-C F(X) sobre un
espacio punteado X, es un pseuvdo-C-drbol., Reciprocamente, {su-
pongamos gue los grupos en C son resclubles) si G es un gru
po pro-C, x un subconjunto cerradode G que contiene el elemen
to identidad de G, y si I'(G,X} es un pseudo-C-drbol, entonces

G es el grupo libre pro-C sobre el espacic punteado (X,1).

Demostracidn:

Es inmediato gue la funcidn,

bt FX) — FIX) x X,

dada por ( {(f) = (£,1) es el nivelador de
dq ~
FX) x X ———= FIx).
a
1

Tenemos, pues, gue demostrar gue la sucesién,

0 — AFNE aF xS aFe) Sz o
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es exacta, donde g estd inducida por . Puesto que (3 es un
monomerfismo, también los es g (esto se sigue de una combi
nacién del Lema 6.10, el Tecorema 5.4 y el hecho que 1&m pre

serva monomorfismos). Puesto que X genera a F{X) topol6gica-

mente, tenemos que im 4@ = ker g. Por el Lema 7.3, I?(X} es
el {(0{c)-médule libre pseudocompacto sobre el espacio pun-
teoado X, con funcién canbnica ni X — I%(X)' dada por

ni{x) = x - 1. Deducimes por tanto del Lema 7.8 que im = ker

Reciprocamente, supongamos gue G €S un grupoc pro-C y X
un subconijunto cerrado de G que contiene al elemento L. Su-

pongamcs gue C consiste en grupos resclubles, y gue la suce

5i6n

0 — @ F o ae x 2, ate 5, Z, — 0

es exacta, donde g(g) = (g,1). Entences d induce un isomor-
fismo {que estd claro es isomorfismo de (L {G) -m6dulos pseu-

docompactos)

A6 x X)/ g{@A(e) = I ..

Por consiguiente IG es un (f{G) -médulo pseudocompacto libre
sobre el espacio punteado X con funcién candnica,

M: X — IG, dada por nix} = x - 1. Utilizando un argumento

similar al de la Prop. 7.5, deducimos gue G es libre sobre

el espacio puntado X.

8. Grupcs operando sobre grafos

B.1 Sea G un grupo pro-C ¥y sea I’ un grafo de Boole. Dire-
mos que G opera sobre ', si opera de manera continua sobre

vir) y A{p}., de forma que
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g {xa) =xdla), V¥V x ¢ v(Il, a ¢ a(r), i =0,1.

Dada esta situvacibn, definimos el grafo de las &rbitas G\T

de la manera siguiente: los vértices de G\I' son las 6rbitas
de V{r) bajo la accién de G {es decir el espacic cociente
v{r}/R', donde R’ es la relacifn de equivalencia en Vi(r) de
finida xR'Y &« 3 g e¢ 6 con x = gy; ndtese gue R' es cerra
da y gue V{j} /R’ .es un espacio de Boole); las aristas de
&\ son las 6rbitas de A({[P) bajo la accién de G {es decir el
espacio cociente A(r) /R, donde R es la relacién de equivalen
cia en A(r}) definida por xRy & 3 g e¢ G <on = = gyy: ¥
las funciones continuas

ao

NS0 0 S —— 0 4
g4

estdn inducidas por 4y ¥ & .

8.2 Ejemplo.

Sea G un grupo pro-€ vy X un subconjunte cerradeo de G.
Entonces G opera de manera natural sobre T(G,X) {en los vér
tices, utilizande la multiplicacién de G, v en las aristas
fg,x)., operando scbre la primera componente). N&étese que
&\T(G,X) tiene un sclo vértice, y el espacio de sus aristas

es homeomorfo a X.

8.3 5i G opera sobre I', diremos gue opera libremente si

g X =X & g=1 {(xea(r) yvir}). En el ejemplo anterior,

es facil ver gue G opera libremente sobre 1{G,X).

El resultadc final al que queremos llegar en esta seccidn,
caracteriza (bajo ciertas condiciones) a los grupos que operan

libremente sobre C-drboles. Necesitamos primeramente unocs re-—
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sultados auxiliares.

8.4 Lema

Sea T un C-drbol o un pseudo-C-4rbel, y sean Ty y T, sub
grafos conexos de [, gue no tengan ni aristas ni vértices en
comliin, Existe entonces como méximo una arista a ¢ A{]) con

dola) & VITy) y &, (a) ¢ V(T ).

Demostracién:
Supongames gue existan dos aristas distintas a y a' en

A(ry, con 4, {(a) =t ¢ V(T ), y 4 (a’) =¢' ¢ V(T ), i=0,1.

Consideremos el sukgrafo p de ', definido por

Afa) =a({Ty) y (T} v {a} u {a'},

Vig) = V{(Ty) y VIT,).

Puesto que T, y T, son conexos, existen u, gCL(A(Ti)) con

d(u‘)

]
o+
f
rt

{1=0,1).

Pongamos y = u, 4+ a, 2z = u, ; a'. Entonces, d{y-z}) = 0. Si

I' es un ¢-érbol, esto implica que y = z. Si I es un pseudo—C-
drbol, entonces y = z (med g Q(VI(r})), donde
q: A{VI(r)) — Q{Alr}) es el homomorfismos ascciado con el

pseudo-C-drbol . Puesto gque

Q@A) ng(QVIM) € BT, y ATy,

tenemos, en ambos casos, gue

Osy-z=za-~-a" (mod QBT u A(T))).
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Pero esto es imposible, pues consideremecs el grafo finito
A gque tiene un solo vértice t, y tres aristas a,3a' vy i;

definamos un morfisme de grafos

LI R )
por 7 {Vi{Te) u V{Ty)) = {t},
rla) =3, nla’) =3, vy
mi{a{Ty) p A{Ty)) = {1}.
Entonces ¥ - T' es un 2 - miltiplo de 1 en Q(a{x)}). lo

gue no es posible.
8.5 Lema

Sea T un C-drbol (respect. un pseudo-C-drbol). Sea T un

sub-C-&rbol (respect. sub-pseudo-C-drbol). Si a e.A(p) ¥

dpla), 4, (a) ¢ V(T), entonces a ¢ A (T).

Demostracisn:
Pongamos d, {(a} = t, {i = 0,1). Existe entonces ue (L(A(T})
con du = t1—t0. Por tanto a - u g ker d. De donde, si I es

un C-&rbol, tenemos
a=ug¢ QBT nalp) =2 (T},
Si p es un pseudo-C-drbcl, tenemos

a=u{modg A(VIr)).
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Consideremos el subgrafo p de T, definido por a{a} = A(T)y{a}.

vipt = V(T). Tenemos

R@)) ng AV c o@(T):
¥y por tanto

a=u=0 (mod A(A(T)):

es decir

a ¢ (ABIT)) n AT =2(M).
8.6 Dado un grafo de Boole I, decimos gue un sub-C-&rbol o
un sub-pseudo-C-Arbol T de T es maximal si V(T)!= vir}.

5i un grupo pro-C G opera sobre un grafo de Boole 7,

existe una evidente proveccién canénica de grafos de Boole
¢ D — G\IT.

Diremos que un subgrafo L de G\I' se puede glevar a [ si
existe un subgrafo L' de I tal gque ¢, restringido a L' es

un isomorfismo de grafos

L'—» L

@Ll
8.7 Teorema

Supongamos gue un grupe pro-C G opera libremente sobre
un C-4rbol (respct. un pseudo-C-&rbol} T', y que G\I contiene
un sub-C-drbol maximal (respct. un sub-pseude-C-drbol maxi-

mal} T', que se puede elevar a I'. Supongamos, ademés, que
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r’ = riG.,s).

Esta isomorfismc es obvio en los vértices. En el espacio de

las aristas es la funcién
a : B{7'}) —» G xS

dada por
) =1
{1 (al) = (g; g gl} ’

donde a' denota una arista de gV{T) a glV{T}. Es fécil
comprobar gue ﬁ es una funcidn continua y sobre, Por otra

parte, pi{x a') = (xg, g_lgl). ¥ X g G. Por tanto, para

ver que g es 1-1, es suficiente demostrar que si a, v a,

son dos aristas en r' gque van de T a gT, entonces

Q(a1) = Q(az) = (lrg) = a-‘ = a
8i g # 1, esto se sigue del Lema 8.4, y 51 g = 1, del Lema
8.5.

Para completar la demostracién de este resultado, basta,
pues, probar que ' es un pseudo-C-4rbol {(ver Teorema 7.9).
NStese primeramente gue el nficleoc de la proyeccién natural

Qi)Y — Qvie'y)
es el subgrupo cerrado de { (vV(p)) generado por

{glx-y) | x. ¥y ¢ VIT}), g e G }.

Este nlcleo coincide, por tanto, con la imagen d{ QA{GAI{T}),
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puesto gue cada gh (T} es conexo.

QL)) —2s QUYL
T m

) 5
6 QUV(F)) —o QG — QYY) — 2, — O

Sea

g = vir'y — Alr")

la funcidn g(gv(T)) = g A{T). Es evidente que 5 es el ni-
velador de
d 1

Q
afp?) —T———=3 V(r').
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Sea ? el nomomorfismo inducido por 5 {ver el diagrama},
y denotemos mediante n las proyeccicnes naturales. Nos fal
ta demostrar gue im g = ker d'. Desde luego d'? = . Supon
gamos que 4'{z) =0, y sea @& ¢ @) tal que giw) = z.
Entonces ndfw)= 0, vy por tanto d{w} = d{w’}, dende

o' ¢ (L(GA(T)). Claramente n(w) ¢ im 3 . B»hora bien, siT
es un C-4rbol, entonces w=g', Y POT consiguiente z ¢ im Y
Si,por el contrario, T es un pseudo~C-4rbol, entonces v -w'

estd en lz imagen del homomorfismo

g Awim) — awr)

asociado al pseudo-C-irbol T. Por otra parte, estd claro que
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niim ) < im g .

Por consiguiente, mw - '’ € im 5, ¥y por tanto,

zZ=nw € im .

8.8 Corolario

§i todos los grupos en ¢ son reso-
lubles, y G es un grupo pro-C, entonces G eS8 un grupe
libre pro-C sobre un espacio de Boole punteado, si y sélo si
G opera libremente sobre un pseudo-C-&rbol [ de tal manera que
G\ T conﬁenga un sub-pseudo-C-&rbol maximal gue pueda ser
elevado a I'.

Demostracién:

Una de las implicaciones es simplemente el Teorema 8.7.
Reciprocamente, supongamos gue G = F(X) es el grupo libre
pro-C scbre el espacio punteado X. Claramente F(X) opera
libremente sobre el grafo I' = I'(F(X),X), que como hemos vis
to {Teorema 7.%9) es un psevdo-C-&rbol. El grafo G\I' sélo
tiene un vértice, y por tanto G\I' contiene un pseudo-C-ir

bol maximal gue evidentemente puede ser elevado a T.

S, Aplicaciones

Supondremes en esta seccidn que los grupos en £ son reso-

lubles.

3.1 Queremos utilizar los resultados obtenidos en las seccio
nes antericres, para describir la estructura de clertos sub-
grupos cerrades de grupos libres preo-C. En cada uno de los
casos gue vamos a estudiar, tenemos la siguiente situwacién
general. Sea F({X) (respct. F(X}) un grupo libre pro-C sobre

un espacic de Boole punteado (respect. no punteado) X, H un

subgrupo cerrado de ?(x) {respect., F(X}). Consideremos el gra-
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todos los grupos en € son resolubles. Entonces, G e€s un gru
pc libre pro-C sobre un cierto espacic de Boole gue describi
remos explicitamente en la demostracién,
Demostracién:

Sea T el "elevado® de T' a [. Definamos un grafo de

Boole "' con vertices
vi{r*y = vipy / RV .

donde Rv es la relacién de eguivalencia cerrada V{(P) cuyas
clases de eguivalencia son gv(T) (una para cada g ¢ G):

Ccon aristas

Ba(r+) = i"h(I‘}‘/’RA .
donde RA es la relacién de eguivalencia cerrada de A({rp)
cuyas clases de eguivalencia son por una parte, g A{T)

{una para cada g ¢ G}, y por otra {a} (una para cada

a g A{r) \Ug A(T)); vy con funciones

geG
4o

a(py ____— "7 w(rn)
d'

inducidas por d, Y d1.

Consideremos el subconjunto cerrado de G

$ ={g ¢ G| 3acgh(lr) con dg{a)eTy 8,{a) ¢gT}.

vamos a2 demostrar, primeramente, gue
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fo i =T (F{X),X). (respect. r=T (F(X),X)). F(X), y por tan-
to H, opera libremente sobre ', de manera natural: por ejem-
plo, en el caso punteado, si f e F(X) y ve V(I = BP(X),
entonces fv es simplemente multiplicacién en F(X): si f ¢ F(X)
y (£, %) ¢ B(T} = F{X) x X, entonces £{f',x) = (f£*, x).

El grafo de las &rbitas H\I, tiene como vértices las
clases {digamos & la derecha) de H en F{X}; y COmo aristas
los pares (HEf, x), (f € E{X)).

Para poder aplicar el Teorema B.7 {que es lo gue vamos
buscando)}, tenemos gue poder verificar sus hipbtesis, es de-
cir, gue por una.parte H\ T* contiene un sub-pseudo-C-drbol
maximal (respect. un sub-C-4rbol maximal), y por otra, dgue
éste se puede elevar a ['. En todos los casos gue vamos a es

tudiar, utilizaremos siempre esta notacién.

9.2 Bijemplo

Sea H un subgrupo abiertoc de F(X). Consideremos el gru-
po libre discreto D = D{X\ {}} sobre el conjunto X\ {4},
donde # es el punto distinguido del especio punteado X. En-

tonces (cf. Teorema 4.3}, D es un subgrupo denso de §(X).

]

D

cC_____ y F(x
g ¢ H .

Escojamos un sistema de representantes de Schreier de
DnHenDd (cf. [5], p. 93}, es decir, un sistema completo

de representantes,

T = { 9=, 94y, G2+ -+v, G},



donde cada g, es de la forma

de manera gque todo segmento inicial xf‘ xgz _..xfs, (s < ¢},
de g,, también es un elemento g, de T. Est& claro que T es
también un sistema completo de representantes de H en FIX).

Es evidente gue l,9,,...09, son los vartices de un subirbel
finito de I, que es isomorfo a su imagen en H\ I, y ésta es

un subdfrbol maximal de H\ ['. Por tanto, segln el Teorema 8.7,
H es un grupc libre pro-C sobre un espacio punteado S. En este

caso § tiene la forma {cf. demostracidn del Teorema 8.7) :

r
-1
s= Uy (HEn g Xg
i,3=0

De agui deducimos también el siguiente resultado: si el punto
distinguidc ! de X estd aislado en X, es decir si F(X) es en
realidad F(X\{1}) {un grupc libre pro-C sobre un espacic de
Boole no punteado), entonces el punto distinguido de § que
es también 1, est& igualmente aislado; es decir H es libre

pro-C sobre un espacio de Boole no punteado.

9.3 Ejemplo

Sea X = (%X, , X3, ...% } ¥

H=[ F(X), F(X) ],

la clausura del subgrupo derivado de F{X). Consideremos el pro-C-
&rbol T = {F(X}, X}. Consideremos el subgrafo T de T, cuyos vér-

tices son
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(L4 Qa o I .
V(T) = { X." x.‘e T x:‘. | Q; € Z }

=

v cuyas aristas son de la forma

L B o1
(G 2.0 %7, %),
donde j = i, i4 1, ..., n. Entonces, T es un C-4rbol: es clara

mente C-aciclico, pueste que [ lo es; por otra parte T es co-

nexo, pues, ndtese primeramente que I estd topoldgicamen

VIT)}
te generado por los elementos de la forme

m, T, mn B xm1 me xm“
4 2 " n

{m, ¢ Z ) vy es fadcil comprobar gue estos elementos son de la
forma d{a), donde a ¢ ({(A{T)) (de hecho, a es una Z —combina

cién lineal finita de aristas de la forma

r, r r
(X,1xé2 el XH, XD

conr, g Z, J =1, i41l,...,n); por tanto d{O.(A(T))=IV{T}.

Ahora bien, T es isomerfeo con su imagen candnica en
Hy T, ¥y esta imagen es un sub-C-drbol maximal de H)\ r. Podemcs
pues, aplicar el Tecrema B.7, para afirmar que H es un grupo
libre pro-C scobre un espacic punteado S. NOtese gue los ele-
mentos de S son todos los de la forma

+ 1 a, —1

o n
“ee k™)

a4 o 1 Q4
i " 1
R TR S S & LN
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8.4 Antes de exponer nuestro Gltimo ejemplo, gueremos hacer
una observacifn sobre presentaciones de grupos profinitos, Da
do un grupo pro-C G, un espacio de Boole X, y un conjunto

R de elementcs de F(X), decimos que

(X R}

€5 una presentacidn pro-C del grupo pro- € G, 51 G es to-

polégicamente isomorfo al grupo cociente
FIX) / [R] ,

donde FiX) es el grupo libre pro-C sobre X, vy [R] es el sub
grupoc normal cerrado de F(X} engendrado por R. Es decir gque

existe una sucesidn exacta de grupos profinitos
I - [R}] — FIX}) — G 1.

9.5 Lema

Sea X un conjunte finito, y sea G = (X} R) una presen
taci6n discreta de un grupo discreto. Entonces (XiR) es tam
bién una presentacién pro-C del grupc & (la complecién pro-C
de G; ver 2.1}.

Demcstracidn:
Sea D = D{X} el grupo libre discreto sobre X. Tenemos

entonces una sucesidén exacta de grupos discretos
I XK 4DxX) Y L6 4,1,

donde K es el subgrupc normal de D(¥X} generado por R.
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Consideremos el conjuntc de sucesiches exactss de grupos fi-

nitos
o
I — ®/N DN ", G 4 1,

donde N varia scbre los subgrupos normales de D con D/ ¢ C.

Tomando limites proyectives, obtenemos

- ¢ .

l—-—o‘R——»D —_ G 5 1,

donde D = F(X) (el grupo libre pro-C sobre X), vy K es el sub-
grupo cerrade de F{X} generado por R.

9.6 Supongamos gue € contiene a todos los 2-grupos. El gru-

po diédrico infinito dicreto De tiene la presentacién
Dm =( X, ¥ I_ xar {XY)2> '

Y es bien sabido que es isomorfo al grupo multiplicative de

las matrices

]
w
il
=
=
o

o]
[

donde -1 0 1 1

Por el Lema 9.5, la complecién pro-C Dew de Dw tiene co-

mo presentacién pro-¢

¢ Xy | %2, {xy)2 3,
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Por otra parte estd claroc que

H
(=
[n]

I

vy tode elemento de 503 tiene la forma Gnica

X'y (t=0,1; o € ZC Y.

5,7 Ejemplo

Supongamos que C contiene todos los 2-grupos. Sea
F = F(x,y}) el grupo libre pro-C sobre el espacio con dos
elementos {x,y}. Sea H el subgrupo normal cerrado de F en-
gendrado por x2, (xy)2 . Consideremos el subgrafo T de

P =r {(Fix,y), {x.y}) con vértices

(x*y®] i=0,1; ae Z, ¢}

y con aristas de la forma

4 vy o (x, x).

(x' vy
Se comprueba con facilidad gue T es un C-&rbol, y gue T es
isomorfo a su imagen candnica en H\ T {ver 9.6). Esta ima-
gen es un sub-C-&rbol maximal de H\ I'. Tenemos, pues, por
el Teorema 8.7, gue H es un grupo libre pro-C sobre el espa

cio punteado §, cuyos elementos son de la forma

xy% xy 2 o yixy @ x' lae 2 ).
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