REPRESENTACIONES FINITAS DE ANILLOS DE GRUPO DE GRUPGS

ABELIANOS.
2BELIAROS P. Menal

Introduccidn

El estudio del radical de Jacobson de un anillo de
grupc ha ocupado la atencién de Mughos algebristas duran-
e los Gltimos veinte afics. El radical de Jacobson de un ani
1lo da idea de "la cantidad” de representacicnes irreduci-
bles que posee el anillo. Passman [3]} estudi6 cudndoun ani-
lie de grupo © [G]. donde G es un grupo finitamente genera
do, tiene muchas representaciones irreducibles finitas. De-
mostrd que el radical finito de Jacobson de @ [G] es cero si

¥y sélo 51 G es un grupoc residualmente finito.

El propSsito de este articulo es dar algunos resulta-—
dos elementales sobre las representaciones finitas de un ani
llo K' G] . Una ampliacién de este trabajo es una parte del

capitulo I de [2].

1. Redical finito.

Sean K un cuerpc y G un grupo. K[G] denota el anille
del grupo G sobre el cuerpo K. Todos los cuerpos gue consi-~

deramos son de caracteristica cero.

Una representacidn

P: K En_{V)
(6] — en,
se dice que es finita si V tiene dimensién finita como K-es
Pacio vectorial.

Denctaremos por R(KiGI ) la interseccién de los niicleos

tedas las representaciones finitas de K[G] .
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El radical finito gi—R(K[G]) es, siguiendo la notacidn de

{3]. la interseccién de los nficleos de todas las representa-
ciones irreducibles y finitas de K[G .

Con la notacién anterior tenemos due
- #* . * -
R{K[G]} c £ —RIK[G}} J(K[6]) ¢ £ - R G})

donde J(K[G]) es el radical de Jacobson de K{G]. En el caso
de que todas las representaciones irreducibles son finitas

tenemos que
JK[G]) = £ ~RX[G]).

Si G es un grupo, R{G) denotard la interseccibn de tQ

dos los subgrupos normales de indice finito en G. 5i G es

x

1]
un grupo abeliano es f&cil demostrar que rR{G = N G don-
nz

n n . ;
de & =¢ x , Xxe6 ). Un grupo G se dice gue es residuvalmen-—

te finito si R{G) = ¢Ll). GT denotard el conjunto de los

elementos de G de orden finito.

Bl ideal aumentador, wf{K[G]), de K|G] es el nlcleo de la pro

yeccién K[ G]"~ K en la que T oa, - X > L & En gene-—
xXeG xXe G

ral si H4G 1a proyeccidn natural G -~ G/H extiénde a un

epimorfismo K[G]” » X[ G/8] cuyo nGcleo es el ideal aumen

tador de X[H] en K[g] y se denota por wl{K[H]} X [e]-

1.1 Lema(wallace [5]}. Sean G un grupo residualmente finito y
W' la coleccidn de sus subgrupos normales de {ndice finito.

Entonces ( @ (K[N]) K[G] = {0}.
Ned

como consecuencia de este lema obtenemos:

66



1.2 Lema., Dado K|G . se cumple que:
- 3+ , . . -
R(K; GJ) o £ 'R(K:G_H = ‘J.:(KLR(G}_[} KEGJ..

Demostracidn. Supongamos primero gue G es residuvalmente fi-
nite. Para cada subgrupo normal de indice finito N sea

K{G] - K[G/N] la proyeccién natural. Del Tecrema de Maschke
resulta gque fﬁ-R(K{G/N]) = {0} y por tanto

£ R{K[G])E_rj w{K[8]} K[G}. Del Lema 1.1 se sigue gue

£ R{X[e]) = (D).

Sea ahora G un grupo arbitrario. El grupo G/R{G) es resi
duvalmente finito, luego f*—R(K[G/R{G)] } = (0). De ahi gue
fﬁ"R{K[G]) c w (K{rR{G) ) K[&]. - El resultado se sigue,
yva que trivialmente R{K[G]'E f{-R(K[G]).

Un grupo G se llama K-lineal si G = CGL{n,K) para cierto
enterc n.

Consideremos las siguientes clases de grupos

GK : 12 clase de los grupos K-lineales

RF : la clase de los grupos residualmente Finitos.

Entonces tenemos:

1.3 Lema. Supongamos que (¢ es una clase de grupos cerrada por
cocientes y tal que & n GK < RF . Entonces para cada Ge (5
se tiene que R(X[G]}==f&-R{K[G]} = w(kiR(G}]) K[G].
Demostracibn: Teniendo en cuenta el Lema 1.2 basta probar

que w(X{R(G)]) K[G] <« R{K{G]). Sea geR{G) y P : K[G] » M{n,K)
una representacién finita de K[Gj. El grupo p{G) e & N Gx Yy en
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consecuencia es residualmente finito, asi p{g) = 1. Puesto
que el conjunto {1-g| g¢ R(G)} genera el ideal w(K[R(G) JIK[G)
se tiene que w(K[R{G)]} K{G] c RI(K[G]).

Ejemplos de grupos gue satisfacen las hipStesis del Lema

1.3 son:

(1} los grupos finitamente generados {Malcev Th.4.2[4]).

{2) los grupos de torsidn {(si K = Q) (Th. 9.33,[4]).

Un grupoc G se dice gue es un F.C. grupo si cada elemento

tiene s6lo un nimerc finito de conjugades.

1.4 Proposicidn. Sea K un cuerpo tal que los grupos multiplica
tivos de las extensiones finitas de K son residualmente fi-
nitos. Sea G un F.C. grupc. Entonces £+ R(K[G]} = w(K[R(G)}}IK[G&].
Demostracién. Sea Q:KEG} -+ A una representacién irreducible

y finita de K[G]. p{G) es un F.C. grupo K-lineal, por tanto

es una extensién finita de su centro Z({p{G)) (Cor. 5.6,[4]}.
Sea 2 la K-subélgebra de & generada por Z{P (G}}. Vamos a pro-
bar gque Z es semisimple. En efecto, por ser % central en

P {K[{G]) podemos escribir gque J(Z) P(K[G]) = P{K[G]) J{(2) y pues
to que J(2Z) es nilpotente resulta que JE%)Q(K[G]) es un ideal
nilpotente de p(K[G]}. Luego J(E]p(K[G]} = (0}, ya que

n(K{G]) es simple, Entonces Z es isomorfo con un producto de
cuerpos Ly x...x L, , eade L, es una extensidn finita de K. Por
tanto Z{o{G)} & Lf X,...X Lf v de las hipStesis se deduce gue
Z{p{G)} es residualmente finito. Como [L(G): Z(P(G})] <o re-
sulta que p{G) es residualmente finitoc. Entonces

w{K[R{G}]) K[G] € Ker p y como P era una representacién fi-

nita arbitraria se tiene gue

w(X[R(G) ]} K [6] ¢ RIXK[G]).
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Hay ejenmplos de cuerpos cuyos grupos multiplicativos son re
sidualmente finitos y sin embargo los grupos multiplicativos
de alguonas de sus extensiones finitas no son residualmente

finitos. Basta considerar el cuerpo

=
il

Qlcos 1 /2%, para todc entero n = 1)

vy la extensién L = K{i).
5i K es un cuerpo de nimeros el grupo.multiplicativo

K" es suma directa de grupos ciclicos {Th. 127.2, [l]) ¥y en

particular residualmente finito.

1.5 Corolario. Sea G un F.C., grupo. Entonces

£-R(Q[E]) = w(QfR(G)]) Q [G]

El corolario 1.5 es cierto para otras clases de grupos, por
ejemplo para grupos localmente resolubles.

En general, para grupos arbitrarios, el Corolario 1.5
no es clierto. Por ejemple si n>1 y ¢ = GL{n,Q), la identi-
dad GL{n,0) -» GL{n,0) induce una representacidén irreducible
Q[G] -~ M{n,Q). Si el corolario 1.5 fuese cierto para G ten-

driamos que R{G) = (1) lo cwal es absurdo.

2. RIQ[G]). bupondremcs que G es un grupo abelianc y demostra

remos el siguiente

2.1 Teorema. R{Q[G]} = w(Q[R{G)+] ) ¢ [€].

Demostracién. Procederemos en varias etapas.
{1) 6 = 0% (el grupc aditivo de Q). En este caso hemos

de probar que RIQ[&]) = (0).
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Consideremos las aplicaciones {p,} definidas por

neg M

fy: @ —> GL{n,Q)

e

b)) () () e

es fdcil comprobar que cada P, es un homomorfismo de grupos.

Si x £ 0 el polinomio minimo de la matriz on(x) es (X-—l)n,

Sea o € [) Ker pi {(donde Di: 0 fQ)] - Min,Q) es ia extensiérn
nzl

de P a e, o=

g X
n ,§ 9; - ¥

; € 0 [0). Puesto que Q es lo
i=1

calmente ciclico sea x ¢ © tal que (%) = (X ,..., X ). S5i

x=0 se tiene gue g = { E qi}- 0. Ya que 1§ (] Ker qf es
i=1 Nl

claroe que E gq; =0 ¥ g = 0. Supongamos pues que xFO y escri

i=1
bamos g = § q; - Xi x para enteros ki convenientes. Conside
i=i
. n Ay v s
remos la fraccién racional gi{X) =% q; X . Multiplicando

1=1

a

. h i ' o h
g(X) por su conveniente X se obtiene un polinomio p{X}=X g(X}.

Sea mg el grado de p(X). Sea m>my, y2& que ge (1 ker pz . tene-
=l

X
mos que £ g, 2 {xJ '=0, o sea pi{p {x)) = 0. Ya que el polino
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mio minimo de p_ (x) es (X - l)m Yy m>mg, se sigue gue p (X)=0.

Luego q; = 0, lgi =m, y q =0.

4; - X;. Sea Jc I

(2) =50 .8eaqge® (T Q), a=
. 1 1

i b

nive

un conjunto finito tal que q ¢ Q [ Q]- Sean:x 0 =+ ¥ ¢ la
J I J
proyeccidn natural. Tenemos gqgue 4;1(xl }, l=si<n, tiene una
expresidn del tipo mix,} = (X,,...,X, } donde m = |JF]. Sean
e, = mix )—n(xj} l<i f jsn. Ya que e | § 0 existe un hiper

planc de Qm que no contiene ningdn e . . En otras palabras

3
existen Aqy,....,%, € Q tales que X, = I§ Ay Xy ¢ l=ign, son
=1

todos distintes. Definimos o : T Q@ = © por wiy,,...,v, )=I§)\, Yy, -

J i=1
Supongamos ahora que a e R{Q [}: Q]}. Entonces si w* Yy n* son
las respectivas extensiones I de w ¥y m al anillo de grupo,
se tiene que (w@ n') (o) e R{Q[Q7} ¥, de (1}, tememos que

TS it ¥
w'm)la) =0, o sea 0= (* 5 )(a)= @ K 4.-.rq X, -
Por construccidn los elementos Ry sean ,Tcn son distintos, enton-

ces g4 = ... =g, =0 y o =0,

t#) Observemos que si R(X[H]) =0 y [G : H] = n< oo, enton-
ces R(K[G]} = 0. En efecto K[ 61 es un X{H]-médulo libre (por

la 1zguierda) de dimensidn n. Entonces K{G] c__)M(n,K[H]) .

(3) G es libre de torsién. Entonces ¢ ¢, ¢ Q  para
I

un conjunto de {ndices I conveniente. Come R{QfG)) = R(Q[?O])
el resultado se sigue de {2).

{4) G' es residualmente finito. Sea a= L g, % e R{Q[E]).
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Ya que G* o5 residualmente finito existe su subgrupo N de c*
tal gue [G+: N} <o vy X, x;' -W para i¥ j.

Supongamos primexo gque ¢ es un sumande directo de 4G,
es decir G = 6T T. Entonces G/N = T x G*/N. Por tanto G/
es una extensidn finita del grupo T que es libre de torsién.
De {#) y (3} se deduce gue R{Q[G/N])) = (0}. En la proyeccién
natural Q[G]} » QfG/N] se tiene gque g - & = ¥ q, - %X v les
elenentos ?1 son distintos. Como g ¢ R{O[G/M]} = (0} tenemos
q, = 0 v a= 0. Supongamos ahora gue G+ no es necesariamente
un sumandc directo de G. Tenemos que el subgrupo de torsién
de CT = G/N es finito. Sea nz 1 un entero tal que Gn es li-
bre de torsién. Entonces G c,E“ % E/En . El resultado se éi—

gue de la primera parte.

(5} G es un grupo abeliano arbitrario. Se deduce de (4) que
R(QMG/R(G)T]) = (0). De ahi que R(Q[E)) = » QRG] o[6]:
La otra inciusién se sigue del hecho gue los grupos O-lineales

de torsidn son finitos {TH. 9.33, [4ﬁ.
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