
REPRESENTACIONES FINITAS DE ANILLOS DE GRUPO DE GRUPOS
ABELIANOS .

Introducción

El estudio del radical de Jacobson de un anillo de
grupo ha ocupado la atención de muchos algebristas duran-
-=e los últimos veinte años . El radical de Jacobson de un an_i
llo da idea de "la cantidad" de representaciones irreduci-
bles que posee el anillo . Passman [3] estudió cuándo un ani-
llo de grupo Q [G], donde G es un grupo finitamente genera
do, tiene muchas representaciones irreducibles finitas . De-
mostró que el radical finito de Jacobson de Q [G] es cero si
y sólo si G es un grupo residualmente finito .

El propósito de este articulo es dar algunos resulta-
dos elementales sobre las representaciones finitas de un an_i
llo K!G] . Una ampliación de este trabajo es una parte del
capítulo I de [2] .

1 . Radica l finito .

Sean K un cuerpo y G un grupo . K[ G]

	

denota el anillo
del grupo G sobre el cuerpo K. Todos los cuerpos que consi-
deramos son de característica cero .

Una representación

P .

	

Mena1

P : K[G]

	

,

	

EnK(V)

se dice que es finita si V tiene dimensión finita como K-es
Pacio vectorial .

Denotaremos por R(K GL) la intersección de los núcleos de
todas las representaciones finitas de KFG] .



El radical finito

	

f - R(K[G~) es, siguiendo la

	

notación de

[3], la intersección de los núcleos de todas las representa-

ciones irreducibles y finitas de KrGi .

Con la notación anterior tenemos que

R(K[G]) c f"-R(K[G ;)

donde J(K[G]) es el radical de Jacobson de K[G] . En el caso

de que todas las representaciones irreducibles son finitas

tenemos que

J(K[G]) = f*-R(K[G]) .

J (K1.G ])

	

c

	

f*-R (K[ G] )

Si G es un grupo, R(G) denotará la intersección de tó

dos los subgrupos normales de indice finito en G . Si G es
n

un grupo abeliano es fácil demostrar que R(G)
=n
~1 G , don-

de Gn = ( xn , xe G ) . Un grupo G se dice que es residualmen-

te finito si R(G) = (1) . G+ denotará el conjunto de los

elementos de G de orden finito .

El idea l aumentador , w(K[G]), de K1G] es el núcleo de la pro

yección K[ G] - K en la que

	

E

	

ax

	

.

	

x _>

	

>:

	

ax.

	

En gene-
xeG

	

xeG

ral si

	

HGG

	

la proyección natural

	

G

	

-+ G/H extiénde a un

epimorfismo

	

K[G] - -, K[ G/H ]

	

cuyo núcleo es el ideal aumen

tador de K[H] en K[G] y se denota por w(K[H]) K [G] .

1 .1 Lema (wallace [5]) . Sean G un grupo residualmente,finito y

V1,^ la colección de sus subgrupos normales de índice finito .

Entonces n w (K[N]) K[G] = (0) .
N e ,V

Como consecuencia de este lema obtenemos :
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1 .2 Lema . Dado K(G se cumple que :

f:.- R(K[G])

	

_

	

(0) .

Entonces tenemos :

R (K` G]) c f -R(K!G]) c u;(K[R(G)]) K :'G] .

Demostración . Supongamos primero que G es residualmente fi-
nito . Para cada subgrupo normal de indice finito N sea

K[G] -a K[G/N] la proyección natural . Del Teorema de Maschke

resulta que f'= R(K[G/N]) = (0) y por tanto

f*- R(K[G])c n w(K[N]) K[G] . Del Lema 1.1 se sigue que

Sea ahora G un grupo arbitrario . El grupo G/R(G) es res¡
dualmente finito, luego f"'- R(K[G/R(G)~ ) _ (0) . De ahí que

f"- R K[G]) 1~ w (K[R(G)])K[G] .

	

El resultado se sigue,

ya que trivialmente R(K[ G] c f"~- R(K[G]) .

Un grupo G se llama K-lineal si G c GL(n,K) para cierto

entero n .

Consideremos las siguientes clases de grupos

GK : la clase de los grupos K-lineales

RF : la clase de los grupos residualmente finitos .

1 .3 Lema . Supongamos que ¿Í__ es una clase de grupos cerrada por
cocientes y tal que

	

i~> D GK c RF . Entonces para cada Ge

se tiene que R(K[G]) =f"-R(K[G]) = ,(K!R(G)I) K[G] .

Demostración : Teniendo en cuenta el Lema 1 .2 basta probar

que w (K[R(G) ])

	

K[G] c R(K[G]) .

	

Sea g e R(G)

	

y p

	

: K[G] -> M(n,K)

una representación finita de K[ G) .

	

El grupo p (G) e íO> f1 GK	y en
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consecuencia es residualmente finito, así P(g) = 1 . Puesto
que el conjunto {l-gl g e R(G)} genera el ideal w(K[R(G)])K[G]

se tiene que w(K[R(G)]) K[G]

	

R(K[G]) .

Ejemplos de grupos que satisfacen las hipótesis del Lema
1 .3 son :

(1) los grupos finitamente generados (Malcev Th .4 .2[4]) .

(2) los grupos de torsión (si K = Q) (Th . 9.33,[4]) .

Un grupo G se dice que es un F.C . grupo si cada elemento
tiene sólo un número finito de conjugados .

1 .4 Proposición . Sea K un cuerpo tal que los grupos multiplica
tivos de las extensiones finitas de K son residualmente fi-
nitos . Sea G un F.C . grupo . Entonces f*- R(K[G]) = w(K[R(G)])K[G] .
Demostración . Sea P :K[G] -,A una representación irreducible

y finita de K[G] . p(G) es un F .C . grupo K-lineal, por tanto

es una extensión finita de su centro Z(p(G)) (Cor . 5 .6,[4]) .

Sea Z la K-subálgebra de A generada por Z(P(G)) . vamos a pro-

bar que Z es semisimple . En efecto, por ser Z central en

P (K[ G])

	

podemos escribir que J(Z)

	

p (K[ G])

	

= P (K[G])

	

J*(2)

	

y pues

to que J(Z) es nílpotente resulta que J(Z)p(K[G]) es un ideal

nilpotente de p(K[G]) . Luego J(Z)p(K[G]) = (0), ya que

P(K[G]) es simple . Entonces Z es isomorfo con un producto de

cuerpos L, x . . .x L. , cada L f es una extensión finita de K . Por

tanto Z(p(G)) C-> L* x . . .x Lñ y de leas hipótesis se deduce que

Z(p (G)) es residualmente finito . Como [P (G) : Z(P (G) )] <oo

	

re-

sulta que P(G) es residualmente finito . Entonces

w(K[R(G)]) K[G] c Ker P. y como P

	

era una representación fi-

nita arbitraria se tiene que

w(K[R(G)]) K [G] c R(K[GJ) .
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Hay ejemplos de cuerpos cuyos grupos multiplicativos son re
sidualMente finitos y sin embargo los grupos multiplicativos
de algunas de sus extensiones finitas no son residualmente

finitos . Basta considerar el cuerpo

K = Q (cos rr/2" , para todo entero n > ].)

y la extensión L = K(i) .

Si K es un cuerpo de números el grupo.multiplicativo

K' es suma directa de grupos cíclicos (Th . 127 .2, [l]) y en

particular residualmente finito .

1 .5 Corolario . Sea G un F .C . grupo . Entonces

f-R(Q[G]) = w(Q[R(G)]) Q [G]

El corolario 1 .5 es cierto para otras clases de grupos, por
ejemplo para grupos localmente resolubles .

En general, para grupos arbitrarios, el Corolario 1 .5

no es cierto . Por ejemplo si n > 1 y G = GL(n,Q), la identi-

dad GL(n,Q) , GL(n,Q) induce una representación irreducible

QFG] -. M(n,Q) . Si el corolario 1 .5 fuese cierto para G ten-
driamos que R(G) = (1) lo cual es absurdo .

2 . R(Q[G]) . Supondremos que G es un grupo abeliano
remos el siguiente

2 .1 Teorema . R(Q[G]) = w(Q[R(G)'] ) Q [G] .

Demostración . Procederemos en varias etapas .

(1) G = Q4' (el grupo aditivo de Q) . En este caso hemos

de probar que R(Q[G]) = (o) .
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Consideremos las aplicaciones {pn}npIN definidas por

Q

	

---~, GL (n,Q )

x
~~-1

1
1

	

(n
x
21 . . .

	

n
x
-i

	

---

es fácil comprobar que cada P n es un homomorfismo de grupos .

Si x ~ 0 el polinomio mínimo de la matriz Pn(x) es (X
_1)n.

Sea a e n Ker p'n (donde Pñ : Q [Q], , M(n,Q) es la extensión.
n>_ 1

de Pn
a

n
-7 qi . xi e Q [Q] . Puesto que Q es lo

i=1

calmente cíclico sea x e Q tal que <x> = < xj , . . ., x� > . Si

x = 0 se tiene que a. _

	

( n

	

q. ) .

	

0 . Ya que 1 4

	

n

	

Ker

	

''

	

es
i=1 1

	

n?1

claro que

	

É qi = 0

	

y a = 0 . Supongamos pues que x t 0 y escri
i=1

bamos a = E q i . a .i x para enteros ki convenientes . Consid_e
i=1

n xi
remos la fracción racional q(X) = E qi X . Multiplicando

i=1

q(X) por su conveniente Xh se obtiene un polinomio p(X)=X
h

-q(X) .

Sea mp el grado de p(X) .

	

Sea m> mp,

	

ya que a.s

	

n ker
r),,.t1

mos que E qt Pm (x) 1 = 0, o sea

ac-
P n , tene-

p(p (x)) = 0 . Ya que el polino



mio mínimo de,). (x)

	

es

	

(X - 1)
m

	

y m> mo ,

	

se sigue que p (X)=0 .

Luego qi = 0, 1<i <m, y a = 0 .

n
(2)

	

G

	

=

	

F

	

Q

	

.

	

Sea

	

a eQ

	

[E Q],

	

a =

	

}'

	

qi .

	

xi .

	

Sea

	

JA I
I

	

I

	

i=1

un conjunto finito tal que a e Q [E Q] . Sea rr : E Q -~ Z: Q la
J

	

I J

proyección natural . Tenemos que n(x l ), 1 :~i< n, tiene una

expresión del tipo rT (x l ) = (XIII . . -x, . )

	

donde

	

m = I JI .

	

Sean

el J = rr (x 1 ) -n (x, )

	

1< i ~ j :5n . Ya que eI J t 0 existe un hiper
plano de Qm que no contiene ningún efe . En otras palabras

mexisten A l , . . . X o	eQ tales que x r

	

= E ~i

	

Xi i

	

,

	

1 < i< n,

	

son
j=1

todos distintos . Definimos w

	

:
J

Q

	

y Q por w (y, .

	

. ., y. )m X 1 yt .
i=1

Supongamos ahora que o. e R(Q [E Q]) . Entonces si w'' y TT* son

las respectivas extensiones I de w y n al anillo de grupo,

se tiene que

	

(w* TT* ) (a) e R(Q[Q ])

	

y,

	

de

	

(1),

	

tenemos que
(w"'nao)

(a)

	

= 0,

	

o

	

sea

	

0

	

=

	

(w44 7T(a) = q, - X,

	

+. . .+ qn

	

Rn .

Por construcción los elementos x,, . . .,x, son distintos, enton-

ces q1 = . . . = qo = 0 y a = 0 .

(a;)

	

Observemos que si R(K[H])

	

= 0 y [G : H]

	

= n< oo,

	

enton-

ces R(K[G]) = 0 . En efecto K[G1' es un K[H]-módulo libre (por
la izquierda) de dimensión n . Entonces K(G] cyM(n,K[H]) .

(3) G es libre de torsión . Entonces G c:.-> E Q

	

para
I

un conjunto de indices I conveniente .

	

Como R(Q[G]) < R(Q[1 Q])

el resultado se sigue de (2) .

(4) G} es residualmente finito . Sea a = E ql - xr e R(Q[G]) .
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Ya que G+ es residualmente finito existe su subgrupo N de G+
tal que [G+ : N] < oc)

	

y xl	x - ' J_ N para i r

	

j .
Supongamos primero que G+ es un sumando directo de G,

es decir G = G+ X T . Entonces G/N = T X G+/N. Por tanto GIN
es una extensión finita del grupo T que es libre de torsión .

De (,t-) y (3) se deduce que R(Q~G/N]) = (0) . En la proyección
natural Q[G] --> Q[G/N] se tiene que a -.

	

ql - x t

	

y los
elementos jz~ son distintos . Como

	

e R(Q[G/N]) _ (0) tenemos
q1 = 0 y a

	

0. Supongamos ahora que G+ no es necesariamente
un sumando directo de G. Tenemos que el subgrupo de torsión

de -C = GIN

	

es finito . Sea n > l un entero tal que hn es li-

bre de torsión . Entonces G c->G
n
X G/G

n
. El resultado se si-

gue de la primera parte .

(5) G es un grupo abeliano arbitrario . Se deduce de (4) que
R(QFG/R(G) Y ]) = (0) . De ahi que R(Q[G]) 5 w (Q[R(G)+]') Q[G]_.
La otra inclusión se sigue del hecho que los grupos Q-lineales
de torsión son finitos (TH . 9 .33, [4 .])-
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