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Pour les espaces nilpotents on peut exprimer certaines

conditions de finitude d'une maniére efficace, en utilisant

des critéres purement homologiques . Nous traiter ici quel-

ques aspects particuliers de cette théorie ; les références

générales sont [3] et [4] .

Soit X un CW-complexe pointé et connexe . On dit que X

est dominé par un complexe fin¡, s'il existe un complexe fi

ni Y et des applications f : X ~ Y, g : Y a X tel que

gf - 1X . Si X dénote le revétement universelle,de X, alors

le complexe de chalnes singuliéres S. Fk est un complexe de

2Z U-modules libres (n = n 1 X) . Dans le cas oú X est dominé

par un complexe fini, s x a le méme type d'homotopie qu'un

complexe C* tel que les Ci sont projectifs de type fin¡ sur

2zrr, et Ci = 0 pour i suffisamment large ; nous disons que

C est du type FP .

(G . Mislin)

Le groupe des classes projectives .

Soit A un annea.u a.vec 1 . Pour un A-module M (á ga.uche,

unitaire) nous notons [M] pour sa classe d'isomorphisme .

Le groupe des classes projectives est défini par

KOA=Gr([P],P projectif de type fin¡ sur

pour toute paire de générateursj

A j[Pl+[Q]=[P®Q]

(a`) Cet article résume le contenu d'une conférence que 1'auteur

a prononcé á l'U .A .B . le 19/20 . 5 .77 .
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Ko est un foncteur (sur la catégorie des anneaux avec 1) . Un
morphisme cp : A -+ r

	

induit

	

KOA

	

-> KOP par [PI -, [rCA P] .

On définit le groupe des classes projectives réduit par
KnA = KOA/([A]) .

Exemple : Soit rr = Za/p 2Z, p un premier, et x E
teur fixe . Soit D = 2Z[exp(2T-;i/p)] et ~c :
x - exp(2ni/p) . D'aprés un théoréme de Rim 1'application

P < 23, h23 = 3, h37 = 37, etc .

L'obstruction de Wall .

Ko	ZZn -~

	

Ko D

avec Cg ; du type FP. L'élément w(X) E Ko2Zn,X
tion de finitude pour X (cf .[5]) .

7 9

2zn

rr

D

un généra-

est un isomorphisme . D'autre part, comme D est un anneau de
Dedekind, on sait

	

(cf .[2])

	

que KoD _

	

C(D),

	

le groupe des
sses d'idéaux de D .

	

En particulier on a

	

IC(D)I= h
P
= 1 pour

Pour un complexe Cxde type FP sur A on définit
w (C-,

	

= E(-1)
i
[Ci ] E KoA . I1 est facile de voir que w(C,E) ne

du type d'homotopie de Ces . En particulier, si X est
un complexe fin¡, on peut définir w(X), 1'obstruc'

dépend que

dominé par

tion de wall, par w(X) _ ~(-1) l rci ] E KO2ZnIX, oíl Cj,

est 1'obstruc-

Rappelons qu'un n-module M est dit nilpotent s'il
in entier k tel que Ik M = 0, I 1'idéal d'augmentation
2z rr .Un espace X est appellé nilpotent, si les TT, X-modules
sont nilpotents pour tout i . Nous allons établir
rémes suivants .

les théo

Théoréme 1 . Soit X un espace
par un complexe fin¡, si H;.X est un groupe abelien type
f¡ni .

induit par

H . X1

cla

existe

de

nilpotent . X est alors dominé



Théoréme 2 . Si X est un espace nilpotent dominé par un com

plexe fin¡ et si TTTX est un groupe infini, w(X) = 0 .

Nous disons que X est H-fini , si H*X est un groupe abe

lien de type fin¡ . Pour établir les théorémes 1 et 2 nous

allons utiliser les propositions suivantes .

Proposition 1 . Si X est H-fini et nilpotent, alors, pour

tout revétement X de X, X est H-fini et nilpotent .

Démonstration . Premier cas : X -+ X est un revétement regu-

lier avec groupe 2Z . Dans ce cas, la suite exacte

1-x
0 -> A -4 A -> --> 0

avec A = ZZ [x,x-1]= 2Z [ 2Z ] donne une injection

27,

	

OgAHn X ->

	

HnX

	

et on conclut que pour n large HnX = IHnX,

avec I 1' ideal d'augmentation . Comme X et nilpotent, HnX

est un A-module nilpotent et

	

Hn
X = IHn

X

	

implique H
n
X = 0 .

I1 est clair que les groupes H iX sont de type fin¡ puisque

TT¡X=TT ¡X pour i>_2 ; alors, X est H-fini . Deuxiéme cas :

r
X -> X est un revétement regulier avec groupe n =

p un premier . Si k est un corps de caracteristique pá p, on

a ZZ QP
A
Hn(X ;k) = Hn(X ;k) avec A = a [TT] . Comme Hn(X ;k) est

un A-module semisimple et nilpotent, on a

0 H (X ;k) = H (X;k), d'oú H (X ;k) = 0 pour n large .
A n

	

n

	

n

D'autre part,

	

si k = ZZ/p,

	

1' idéal d'augmentation Ic k1TT .1

est nilpotent et on voit facilement que dim Hi (X ; 2Z/p)

< p dim Hi (X; 2Z/p) . On conclut que X est H-fini . Il est

alors bien connu que si G c TTIX est un sous groupe arbi-

traire, il existe une série normale

GO

	

=

	

TT 1 X =) GT

	

=) . . . :D Gn = G
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avec Gi/Gi + 1 - 2Z ou 2Z/p,

	

p premier . Si Xi dénote le revCte-

ment de X avec rr,Xi = G
i
,, on obtient une factorisation

(3`) : X -o X -, K(H,1) .

-4 XD X

oíl Xi .-* Xi-l est un revétement du type considéré aupara.vant .

Alors, par induction, tout revétement X de X est H-fini .

Proposition 2 .

	

Si X es H-fini et nilpotent avec TT I X fin¡, alors
X est dominé par un complexe fin¡ .

On trouve une démonstration dans ('3, Lemma 1 .5] . Il est
ma.intenant facile de prouver les théorémes 1 et 2 .

Démonstration du théoréme 1 .

	

Soit G C n, X le sous groupe de
torsion et H = nI X/G . On sait que dans ce cas 1'espace d'Eile_n
berg-MacLane K(H,1) peut étre réalisé par une variété differe_n
tiable compacte . Le revétement X

	

-~

	

X

	

avec

	

n1 X = G

	

donne
une fibration

Comme n I X est fin¡, il résulte des propositions 1 et 2 que }
est dominé par un complexe fin¡ . D'autre part, K(H,1) est un
complexe fini .,Un théoréme de Lal [11 nous ga.rantit alors que
1'espace total X de la fibration (%_) est dominé par un comple-
xe fin¡ .

Démonstration du théoréme 2 . Considérons la fibration (41 ) de
la démonstration du théoréme 1 . Comme nI X est fin¡, H yÉ 1 et
la caractéristique d'Euler-Poinca.ré X(K(H,1)) est égal a 0

(puisque K(H,1) puet étre fibré en cercles) . Une formule de
Lal r1] nous permet de calculer w(X) par



01 j est 1'application induite par X -.> X . Il resulte que

w(X) = 0 .
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