{(G. Mislin)

Pour les espaces.nilggtents on peut exprimer certaines
conditions de finitude d'une maniére efficace, en utilisant
des critdres purement homologiques. Nous traiter ici guel-
ques aspects particuliers de cette théorie; les références

générales sont [3] et [4].

Soit X un CW-complexe pointé et connexe. On dit gue X
est dominé par un complexe fini, s'il existe un complexe fi
ni Y et des applications £: X - Y, g: ¥ - X tel que

gf = LX. $i X dénote le revétement universelle de X, alors

le complexe de chaines singuliéres S&i est un complexe de

Z p-moduies libres (n = g1X). Dans 1e cas oll X est dominé
par un complexe fini, Smﬁ 2 le méme type J homotopie gu'un
complexe C, tel que les Ci sont projectifs de type fini sur

Zn., et Ci = 0 pour i suffisamment large; nous disons que

C est du type FP.

Le groupe des classes proijectives.

Soit A un anneau avec 1. Pour un p-module M {4 gauche,
unitaire) nous notons [M] pour sa classe 4'isomorphisme.

Le groupe des classes projectives est défini par

Kﬂﬁ=Gr<{P],P projectif de type fini sur A |[P]+[RI=[P® O]

pour toute paire de générateurs)

(*)} Cet article résume le contenu d'une conférence due l'auteur

a prononcé 3 1'U.A.B. le 19/20. 5.77.
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Kg est un foncteur (sur la catégorie des anneaumx avec 1). Un
morphisme @: A -» ¢ induit o ¢ KoA = KyI' par (P]- [P@m P]-
On définit le groupe des classes projectives réduit par

Kot = Koa/¢{ald.

Exemple: Soit ¢ = Z/p Z, p un premier, et x € 7 un généra-
teur fixe. Soit D = Zﬂ[exp(2ni/p)] et ¢ Zn o D induit par
X + exp{2yi/p). D'aprés un théorame de Rim 1'application
pr;‘: '}?0 Za o KOD

est un isomorphisme. D'autre Part, comme D est un anneau de
Dedekind, on sait (cf.[2]) que RQD?: C(D}, le groupe des cla

sses d'idéaux de D. En particulier on a jc{p) |= hp= 1 pour

P < 23, h23 = 3, h3? = 37, etec.

L 'obhstruction de wWall.

Pour un complexe C%de type FP sur 5 on définit
WG} = z(—l)i[Ci] € Kga. Il est facile de voir que w({Cy) ne
dépend que du type d'homotopie de C,. BEn particulier, si X est
dominé par un complexe fini, on peut définir w(X), 1l'obstruc

tion de Wall, par w(X) = z(~l)lfci]€KoZn1X. od ¢, ~8,X,

avec (¢ du type FP. L'élément w(X) € KgZm X est 1l'obstruc-
tion de finitude pour X (ef£.[57).

Rappelons qu'un g-module M est dit nilpotent s'il existe
in entier k tel gue Ik M =20, I 1l'idéal Q'augmentation de
Z 17 .Unespace X est appells nilpotent,si les 1, X-modules Hii
sont nilpotents pour tout i. Nous allons &tablir les théc

rémes suivants.

Théortme 1. Soit X un espace nilpotent. X est alers doming
Par un complexe fini, si HyX est un groupe abelien type
fini.
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Théorame 2. Si X est un espace nilpotent domin& par un com

plexe fini et si mX est un groupe infini, w(X) = 0.

Nous disons gque X est H-fini, si Hg{_)( est un groupe abe
lien de type fini. Pour &tablir les théorémes 1l et 2 nous

allons utiliser les propositiens suivantes.

Proposition 1. Si X est H-fini et nilpotent, alors, pour

tout revétement X de X, X est H-fini et nilpotent.

Démonstration. Premier cas: X » X est un revétement regu-

lier avec groupe % . Dans ce cag, la suite exacte

1-x
0 -+ A > A o Z -0
-1, . - - .
avec A= Z[x,x ] = Z2 [EZJ; donne une injection

Z wH X - HX et on conclut que pour n large H X = IH f,
An n n Tt

avec I 1' ideal d'augmentation. Comme X et nilpotent, Hni

est un A-module nilpotent et Hn}{ = IHnX impligque an = Q.

Il est clair gque les groupes Hii sont de type fini puisgque

nix;ﬁix pour i=2; alors, X est H-fini. Deuxiéme cas:

—

¥ 5 X est un revétement regulier avec groupe w = Z /p,

p un premier. Si k estuncorps de caracteristigue # p, on
X = H = Z - Comm —J:

a Z Qoﬁ Hn(X k) Hn(X k) avec f [m]-co eHn(X k) est

un p-module semisimple et nilpotent, on a

H g{J- = X- , ' ':""E:k = .
Z ®A n( : k) Hn(x,k} d'ol Hn( 3 0 pour n large

D'autre part, si k = Z/p, 1'id8al d’'augmentation I k{n]
est nilpotent et on veit facilement que dim Hi(i; Z/p) <
= p dim Hi(X: Z/p) . On conclut que X est H-fini. Il est

alors bien connu que si G c my X est un sous groupe arbi-

traire, il existe une série normale

Gp = MmX26 2...D3 Gn=G
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aveg Gi/qu.l = Z ou Z/p, p premier. Si Xi dénote le rev8te-

ment de X avec n,xi = Gi' on cbtient une factorisation
X =X 5 X = e -» X = X
n n-l % ©
oit Xi - Xi 1 est un revétement du type considérs auparavant.

Alors, par induction, tout revétement X de X est H-fini.

Proposition 2. 51 X es H-fini et nilpotent avec my X fini, alors

X est domin& par un complexe fini.
On trouve une démonstration dans [ 3. Lemma 1.5}. Il est

maintenant facile de prouver les théor2mes 1 et 2.

Démonstration du th&éordme 1. Soit G c mX le sous groupe de

torsion et H = 4,X/G. On sait que dans ce cas 1'espace d'Eilen
berg-MacLane K{H,1) peut &tre réalisé par une variété differen
tiable compacte. Le rev&tement X - X avec n1§.= G donne
une fibration

(*) + X - X - K(u,1}.

Comme ﬁ1§ est fini, il résulte des propositions 1 et 2 gue b
est dominé par un complexe fini. D'autre part, K{H,1) est un
complexe fini..Un th&oréme de Lal {11 nrous garantit alors que
l'espace total X de la fibration {*) est dominé par un comple-

xe fini,

Démonstration du théordme 2. Considérons la fibration (¥) de

la démonstration du théorame 1. Comme my X est fini, H # 1 et

la caractéristique d'Buler-Poincaré w(K{H,1}} est &gal a 0

(puisque K{H,l) puet &tre fibré en cercles). Une formule de

Lal (l] nous permet de calculer w(X) par
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wiX) = (j*w(ﬁn- v (K{H,1)}

oy § est l'application induite par ¥ 5 X. Il resulte que
.

wiX}) = 0.
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