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INTRODUCCION

Esta memoria recoge alguno de los resultados in&ditos
que han aparecido al iniciar un tratamientc “algebraico" de
la topologia. Dado que el conjunto de cerrados de un egpacio
topolégico tiene estructura de reticulo distributivo con
elemento madximo y minimo, el estudic sistemdtico de dicha
estructura en paralelo a la de anillo, aparecid como el
camino iddnec para introducir en topologia un lenguaije was
algebraico.

La nocién de espectro presentaba el mdximo interés en
cuanto permitfa recuperar ciertos espacics topolégicos par
tiendo de reticulos — al igual gue las variedades algebrai
cas afines son lom espectros de k — 4dlgebras finito-genera
dad y sin radical — . El Capitule I se inicia con la defi-
nicién de eapectro prime de un reticulc — aqui ¥y en ade-
lante "reticulo" abrevia a "reticulo distributivo confeLg.
mento mdximo y minimo" — gue es en cierta manera dual de
la conocida en anillos. Todo el capitulo gira en'ﬁorno a
esta nocién: en los dos primeros pardgrafos se caracterizan
respectivamente los espaciocs espectrales — espectros de
retfculocs — y las aplicaciones espectrales — aplicaciones
continuas inducidas por morfismos de retficulos-.El p&rag;g
fo 3 se ocupa de las representaciones de un reticho en sus
distintos espectros y en particular da la caracﬁerizacién
de los espacios espectrales noetheriancs vy de 105 espacibs
que son espectros minimales de reticulos. El capitulo aca- -
ba trasladande la nocifn de dimensién de Xrull de anillcs
a reticulos. : - ' ’

El Capitulo II de aplicaci6n a la topologia general,

muestra el interés del estudic sistemdtico realizado en I,



en relacién al problema de compactizaciones y cuasi-compac
tizaciones de un espacic. En particular, para un espacio
completamente regular se caracterizan aguellos reticulos de
cerrados, cuyo espectro maximal es una compactizacién del
espacic. Eata caracterizacién es por tanto un método cons
tructive de compactizacicnes.

Este trabajo se mueve también,en el horizonte de una
teoria general de la dimensién cohomolégica de un espacio
6 mAs concretamente en el del problema de hallar §afﬁ la
mismz una cota en términos “algebraicos”. El problema si
gue abierto.

Con todo en el Capftule III se da, para un cierto domi
nio de espacios, un método de cdlculo de la cohomolegia de
un espacio con valores en un haz. El método congiste en
la construccién de una resolucidn "flasgue" para un haz apbre:

1/ espacios finitos T,-separados — y mds generalmente
espacios en que cada punto tiene un entorno minime — median
te hates de gérmenes de cocadenas de un cierto complejo se-
mi-gimplicial.

2/ espacios espectrales noetheriancos mediante un proce
s0 de paso al limite & partir del caso 1.

Las resoluciones construidas estédn en la linea de la
cohomologfa combinatoria de Lubkin (9).

Como corolario, se obtiene el conccido teorema de la ace
tacién de la dimensi6n. cohomel6gica de un espacio noetheriano
por su dimensién de Rrull.

El hechoc — demostrado en el apéndice — de que la cohg

mologfa de un compacto con valores en un haz coincida — en
al sentide gue alll se determina — con la cohomologia del

espectro primo de un reticulo cualquiera;que sea base de cerra
dos; parece abrir nuevas perspectivas para el problema de la
dimensidn. '

El Ccapitulc O recoge en lenguaje algebraico las nocicnes



bdsicas y bien conccidas de reticulos. Es por tanto un capl
tulo de referencias.

Es una obkligacién y & la vez una gran satisfacién termi
nar estas lineas, expresando mi agradecimiento al profesor
Dr. Rafael Mallol sin cuyo estimulo este trabkajo no hubiera
visto la luz; y lo hago extensivo a todos mis profesores de
licenciatura gue me diercn la formacidn matemdtica bisica e

indispensable para poder inlcilarme en la investigacién.



CcAPITULO 0: RETICULOS DISTRIBUTIVOS: PASQ AL COCIENTE Y LO-

CALIZARCION.

En este capitulo se dan las definiciones y resultados
previos gue delimitan el campo, objeto de estudio de esta me-
moria. .

El capitulo gira en torno a tres puntoes:

1/ 1a nocién de ideal y la nocién dual de filtro de un
reticule distributivo. :

Los enunciados fundamentales son:

a) cada ideal es interseccifn detodos los ideales primos
gque lo contienen.

b) existe una correspondencia biyectiva entre los idea-
les primos y los filtros primos de un retficule.

c¢) para reticulos de dual complementado, caracterizacién
de los ideales primos minimales como agquellos que sélo contie
nen divisores de cero.

2/el paso &l cociente en reticules distributivos. ﬁ diferen
cia de 1o gue ocurre en anillos, el niclec de un morfismo ep
tre reticulos no determina la imagen; perc el reticulo cogien-
te n/p es un objeto universal para los morfismos de A& ae nficleo
p- )

3/ la localizacifén de un reticule & por un giatema mul-
tiplicative S es imagen epimérfica de A. S5i § es el filtro ge

1 . . - E-3 — E'3 :
nerade por § se verifica: AS AF y {Bs} =~ A /E lo gue de

muestra que el procesc de localizar es exactamente dual - -del
procesc de pasc al cociente.

El ejemplo 0.1 tiene el interés de traducir alguncs de
los resultdos y definiciones dadas en términoa de topologia ge
neral, cuando B es el reticulo de cerrados de un espacioc to-

polbgico X.



Notacifn: En toda la memcorigun reticule dencotard un reticulso
distributivo con elemento minime vy elemento midximo. Si A ea

un reticulo, a¥ designa su reticule dual.

Proposicidn O.1:

1/ 8 es un reticuleo 8i y s6lo gi en A& existen dos ope-
raciones notadas +,-sujetas a verificar:

a} son asociativas, conmutativas y tienen elemento neu-
tro notadeos 0,1 respectivamente,

b} ¥ a,b,c ¢ & se verifica: {a4+b).c = a,c + be.

cl ¥ a g€ & se verifica: a.0 = 0

arl = 1.

d) ¥V & € & se verifica: a.a = a.

2/ Invirtiendo el orden de las dos operaciones en un re
ticulo A,se obtiene el reticule a¥. '

En lo que sigue.,un reticule A serd un conjunto con dos

operaciones que verifican las propiedades anteriores. .

Definicién D.1:

Sea A un reticulo. Un ideal q de A, ez un subconjunto de
A tal que: .

1/ 5i a,b ¢ q enténces a+beq.

2/8iacghAh ybeqg entonces a.b e g.

Las nociones de ideal primo, maximal o principal de un
anillo, se trasladan sin dificultad al dominioc de reticulos.

Definicién D.1':

Sea A un reticule, Un filtre § de A es un subconjunto de
A tal que es un ideal Jde a*.

$i & es un reticulo de partes de un ceonjunte, donde la su
ma es la reunién y el producto la interseccién: la nocifin da
da de filtro coineide con la usuwal., ya que:

1/ si a,b ¥ . entonces a.b e¥

2/siagh ybef entoncesa+bel.



Proposicitdn 0.2:

Sea A& un reticulo. La aplicacién que aaigna a un subcon
junto de A gu complementario; define una biyeccién entre el
conjunto de los idezlesa primos de & y el conjunto de sus fil

tros primos.

Comprobacidn:

Si p es un ideal primo de A, notamus A - p su complemen
tario.

La proposicifn resulta, habida_cuenta de las propiedades
de la aplicacién paso al complementario, del hecho de ser

A - p un filtro primo.

pefinicién 0,.2:

Sea B un retficulo. Un ideal primo minimal es un ideal

primo p tal gue su complementario es un filtro maximal.

Defincifn 0.3:

Sean A, y BE reticulos. Una aplicacién @z Aj——» A, s8¢
dice gque ea un morfismo de reticulos si:
1/ ¢ conmuta con las dos operaciones:
plasb) = gpla)+ (b)
pl{a.b) = gla) . (b)
2/ l0) =0 y (1) = 1.

Definicién 0.4:

Sea A un reticulo y q un ideal. Llamaremos reticulo co-
ciente de A mSdulo q , notado A/y; al conjunto cociente por la
relacién de egquivalencia: a~b «———. > existe g ¢ ¢ tal gque
a4+ q=D5ba4 q:dotado de las operaciones inducidas por las de
&,

Proposicién 0,3:

Sea A un reticulo y ¢ un ideal. Se verifica:
1/ la proyeccién canbnica 3 —vji———a-h/q es un epimorfis

mo de reticulos de ntcleo j.



2/ p establece una aplicacién hiyectiva entre los idea-

les de & que contienen a ¢ Yy los ideales de A/g.

Comprobacibn:

1/ es inmediato.

2/ se demuestra igual gue para anillos, salvo el eiguien
te punto: sean g, # qs dos ideales de A gque contienen a q.
Entonces plq,) # Plq,) ya que si aeqy y @fq,. 51 existiera
b g tal que pla) = p{b) entonces existe ¢ g g tal gque

a4+q =b,g lo que implica a=ala.,q} = a(bsq) € gqp.

Proposicidn 0.4:

Sea B un retficulo y g un ideal. Se verifica:
1/ ¢ es primo si y s6lo 9i B/, es sin diviscres de cexo.
2/ 3 es maximal si y sblo si A/q = {0,1} = reticule con

dos finicos elementos =-.

Comprobacifin:

1/ se demuestra igual gque en el caso de anillos.

2/ as corolaric de la Proposicién 0.3, y del hecho de
gue en un retficulo, un elemento ¥ 1 es no invertible y genera
por tanto un ideal propio.

Corolario:
En un reticuleo, tedo ideal maximal es primo.

Propogicidn 0.5:

Sea A& un reticulo. Se verifica:

1/ Una imagen epimérfica de A no queda determinada por
su nficleo. _

2/ h-__EL_+A/q es un objeto universal para los epimor
fismos de A de nGcleo g.
Demostracién:

1/ See p un ideal primo, no maximal de A. La aplicacién:

A————— (0.1}

I
<

a_— . pla) si aep

Il
[

si Elgfp



es un epimorfismo de retfculos de nficles p. Por la Proposi-
cién 0.4 apartade 2/ A/p # (0,1} y esto demuestra 1l/.
2/ sea A—% , A, un epimorfismo de reticulos de nicleo

q- Entonces, el diagrama

A P

2/p
\

-,

.

o “\\\\\\\3 G donde p{a} = gla)
M .

1

es conmitativo. )
En particular existen morfismcs no inyectivos de nficleo 0.

S$i p es un ideal primo no maximal:

A/yp ___ELh_q 70,1} " donde ) es la aplicacién del aparta-

do 1/, es uno de ellos.

Propogicién 0.6:

Sea & un reticulo de Boole y :B ————— A, un morfis-

mo de nficlec 0. Entonces ¢ es inyectiva.

Comprobacién:
a}) 8i gla) =1 ————» & = 1. En efecto si & desig

It

na el complementaric de a: 0 = pla.a} wla). (@ =
= p(3) — > & = O,

b) Sea gla) = pi(b). Se verifica:

Il

1 plasd) = plalwpla) = pi{b) 4 (@) = {byA) —-r byE=1

]

pla.d) = pla).pl@ = o(b).¢E) =gplb.8) — h.3%0

lo que demueatra b a.

Proposicién 0.7:

En un reticulo de Boole todo ideal primo 23 maximal.

Comprobacidn:
Sea p un ideal primo del retfculo de Boole A. Ses



@ A > {O,l}

a > :p(a)

0 si ac¢y

il

1 si a#p.

A partir de la Proposicifn 0.5 apartado 2/ el diagrama:

A P

A/p
|

@

(0.1}

es conmutativo. La Proposicién 0.6 asegura gue 3 es isomorfig
mo y la Proposicién 0.7 se sigue entonces de la Proposicidn

0.4 apartado 2/.

Definicién 0,.5:

Sea & un reticule.

1/ Llamaremcs radical de A, notado rad A, a2l ideal inter
seccién de los ideales primos de A.

2/ Llamaremos radical de &acobson de A, notado radJ A,
al ideal interseccién de los ideales maximales de A.

Proposicidn 0.8

‘Sea b un reticulo. Se verifica rad & = 0.
Demgstracién:
La misma gue para anillos sin elementos nilpotentes., Ver
por ejemplo {1} de la biblicgraffia pég. S.
Corolario: )
Sea A un reticule y g un ideal. Entonces g es igual a

la interseccién de los primos gue 1o contienen,

Comprobacibn:
Basta aplicar la Proposicién 0.8 al retfculo A/gq y tener

en cuenta la Propesici6én 0.3 apartado 2/.
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Propogicidn 0.9:

Sea A un reticule, Se verifica:

rad A = { x| no existe 1¥ y ¢ & tal que x,y = 1}.

Comprobacién:
a) Sea x ¢ radJ A. Existe entonces un ideal mdximal y tal

que x ¢ p. Por ser p wdximal {p,x) = (1) y de agul

Il maxsp—— 1 = 14X = axsX 4+ P~ X4P.

b) Sea X ¢ A tal que existe 1 # vy ¢ & tal que x,y = 1.
Entonces (y) es un ideal propio y por tanto estd contenido en
un ideal mdximal p. En estas condiciones x ¢ p Y @ fortiori

X d_ A,
£ ra 5

Los elementos de radJ a4 seré&n llamados los no-divisores
de cerc al dual,

Teorema D.1: de representacifin de Birkhoff.

Tode reticulo A,es iscmorfo a un retfculoc de partes de un

conjunto.

Demostraciéin: Notaciones:

Specp 2 denota el conjunto de los filtros primos de A.

{a}, denota el conjuntec de filtros primos de A que contienen a ,

Definimos: ;) P ﬁ?(SpecP A}

a (a}o

1/ g es morfismo de reticules ya que:

(a4 b),
{a.b),

(@) u (B¢
(a)y n Py

1

2/  es inyectiva: En un retfculo si a ¥ b, entonces los
ideales {a}) y (b) =mon distintos. El corolaric a la Proposicién

0.8 asegura entonces.que (@), # (b},
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Definigién 0,6:

Sea & un reticulo. Se dice gque A es complementado si
W ag A, el filtro de sus diviscres de cero al dual:
¥=¢b g Al a + b =1} es principal. El generador — que es
inico -~ de dicho filtro principal se llama el complemento de
a; lo notaremos a,.

Si A* as complementade, diremos que 3 es de dual comple-
mentado y esto equivale @ que ¥ a ¢ &, el ideal de sue divi-

sores de cero es principal,

Proposicitin 0, 10:

Sea A un reticulo complementado, p: A5 —— A

wlal = 2 la aplicacién paso al complemento.
Se verifica:

1/ gla.b) = gla) 4+ gl(b).

3/ a g Imag g 5i y sbleo si g2(a} = a.

Lema 0.1:

Sea A un reticulc de dual complementado. agh y (h) el
ideal de los divisores de gerc de a, Entonces 2 +-b no es
diviser de cero,

Comprobacién:

Sea (c) el ideal de los divisores de cero de a, b, En-

tonces: {ay.bl.c = 0 ——— a.c = O-—>cg (b) «—— c.b =c

y de aqui: 0 = {a,.bh}.c = c.

Propesicién 0.11:

Sea A un reticulo de dual complementado y p un ideal pri
me de A. Entonces p es minimal si y s6lo si y contiene Gni=

camente divisores de cero.
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Comprobacién:

1/ Sea y primo minimal. A-p =¥ es entonces un filtro
maximal y por tanto si a ¢ p se verifica: (a,¥) = 8. Esto

agegura gue existe b g¥ tal que a.b = 0.

2/ Sea p un ideal primc tal gque todos sus elementos son
divisores de cero. Suponganos gque exista un ideal prime p, .
estrictamente contenido en p. Sea a ¢ p ¥y a ¢ p, ¥ (b} el
ideal de divisores de cerc de a. Por ser p, primo: b e pycp
y de aquil a,b ¢ p. El Lema 0.1 asegura que a4+ b no es divi-

sor de cerc y esto demuestra lo absurdeo de nuestra hipbtesis.

Corolaric: Caracterizacién de retficulos de Boole:

Sea A un reticulo de duval complementado. & es un reti-

culoc de Boole si y s6lo si todo ideal es maximal.

Comprobacién:

1/ 8i B es un reticulo de Boole, la Proposicitén 0.7 ase

gura que todo ideal primo es maximal.

2/ 5i A es de dual complementado y tode ideal primo es
maximal, la Propesicién 0.1l asegura que todo 1 #agh ea
divisor de cero. Sea (b} el ideal de los divisores de cero de
a. Por el Lema 0.1, a4+ b es no divisor de cero;por tanto

a,b =1, es decir b es el complementario de a.

Definicién 0.7: Limite inductivo de retfculos:

Sea I un conjunto ordenado filtrante decreciente: y Ai(i e I)
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una familia de reticules tal que para cada par i » j existe

un morfismo.

f .t 3 o> B, verificando:
1] 1 ]

1/ fii identidad Yig I

fjk o fij para toda terma i = j = k.

2/ £44
En el conjunto suma de los hi{ie I) definimos la rela-

cifn de eguivalencia: Ai » X, o~ xj e nj si existe k g I, k<i,

k j tal que £, (x.}) = £ {x.).
< 3 q i3 1) 33
El conjunto cociente, mfédulo esta relacién de equivalen-
cia tiene estructura de retfculo, inducida candnicamente por

las egtructuras de los hi(i ¢ I1. Se le llamard limite induc

tivo de los Ai(ig I) .relativec a los morfismos fij y se nota-

rd lim ind B, .
I EE——
leI

Definicién 0.8: Localizaciftn de reticulos:

Sea A un reticulo, S5 un sistema multiplicativeo de a4 tal
que 1 o 8 ¥y of S.

5 con la relacién: si - sj —p si.sj = Bj: es un Qr=

den filtrante decreciente.
5i 8. € A notamos por AS el reticule ;a.si|a gA):; y para
i
todo par de elementos de S,si = sj definimos:

De lo dicho hasta agqui se sigue que estamos en las con-
dicicnes de la Definicitn 0.7 y por tanto tiene sentido hablar

de lim ing hsi. Eate limite inductivo serd llamado el locali-
S.e
i
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zado de A en 5 y notado AS.

Proposicién 0.12:

Sea A un retfculo y $ un sistema multiplicativo de B tal
que 1¢S y O ¢ 8.

Entonces existe un morfismo epiyectivo ¢ : A~w——w—;As.
Comprobacibn:

1z s, ") s, € 5Y de aquf todo elemento de és tiene
un representante en A, = A. De aguf pla) = {a} es epiyectiva.

Proposicgién 0.13:

Sea A un retfculec, S un sistema multiplicative de & tal
que 1 ¢ Sy 0 ¢ 8S: y F el filtro generado por S. Se verifi-

ad_ =AaA_ .
ca fg §

Comprobacién:
5 es cofinal en ¥ va gue si b ¢ ¥ entonces existen

aghysegStalqueb=a,3% ———> b.s = 8.

Preopeosicién 0.14:

Sea & un reticule.S un sistema mdltiplicativo de b tal
que 1 ¢ § v 0 ¢35, v §F el filtro generado por s.

Se verifica (As)* u_A*/S .

Demostracidn:
A partir de la Definicién 0.4 y de la Definicién 0.8,

se comprueba inmediatamente que la aplicacién:
2 i
_ 2
B: A /5-————~——~—++ G\F)
{a} - L pla) dcndg p es la aplicacidn

de la Proposicién 0.12, es un isomorfismo de reticulos.

La Proposicién 0.14 resulta entonces de Proposicién 0.13.
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Es evidente ademds que ¢ = o p donde p: 3 — L A% 4
es el morfismo candnico de paso al cociente.

Proposicidn 0.15:

Sea A un reticuls y .5 un sistema multiplicativo de B tal
que 1 £ S ¥y 0 & S.

Entonces tP:A-————————a—h donde ¢ es la aplicacidn de la

Proposicién 0.12, establece ina correspondencia biyectiva en-
tre los ideales primos de A que no cortan a 8§ y los ideales
primoa de As.
Demogtracidn:

a) Se reduce al caso: S filtro de A,via la Preposicién 0.1
y teniendo en cuenta gue para un ideal p de B sip ns=¢. p n¥F=4
donde §F es el filtro generado por S.

b) Caso S = § ; La Proposicidn 0.3, 2/ asegura gue el
morfismo candnico: A%__EL__;A*/S establece una corresponden
cia biyectiva entre los filtros primos de & gue contienen a
¥ vy los filtres primos de (A*/g)*_

2 partir de la Proposicidn 0.2, p establece entonces una
correspondencia biyectiva entre los ideales primcs de A que
no cortan a 5§ y los ideales primos de (R%/E)*.

La proposicién se sigue shora de que ¢ = ¢ o p donde
@ e8 la aplicacién definida en la demostracién de la Proposi
cién G.14.

Proposicifin 0.16:

Sea A un reticule complementado y q =(c} un ideal prin-

cipal de A. Entonces A/, es complementado y (a} = (a_}.

Comprobacifn:
En A/ el filtro F= g{b}{a} +(b} = {1}} estd gene-

rado por {ac} ya que:
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{a} 4 (b} = {1} «=— a 4 b 4 c =1 es decir b, ¢ per

tenece al filtro generado por a.y por tanto b+c+ac= by e,
En n/y esta igualdad se escribe :b}.;{ac} = (b} es decir b}
pertenece al filtro generado por {ac}.

Notacidfn:
En los ejemplos siguientes, si X es un espacio topolbgico

Yy V una parte de X, V denotard el cierre de V; y v° au interiorr

Ejemplo 0.1:
Sea X un espacio topolfgico y A su reticulo de cerradoes,
con las operacicnes unién e interseccifn de conjuntos.
1/ Existe correspondencia biyectiva entre el conjunto de
filtros primos principales de 3 y el conjunto de cerrados irre
- ducibles de X. En efecto: ¥ = a¥%c es primo si y s6lo si para
todo par a,b ¢ A tal gue {a,b)c-= ¢,se verifica gue ¢ &3 irre
ducikle.
2/ A es complementado.
En efecto: gsi a ¢ &, el filtro ¥= (blayd = 1} es principal

de generader X-a.

3/ Los no-divisores de cerc de 2* son los cerrados de inte

ricr vaclo.

£n efecto: c? = ¢ e X~a = X .

En la literatura, los cerrados de interior vecio se llaman
cerrados por todo.no densos y estdn caracterizades come las fron

teras de cerrados.

4/ radJ 3 = conjunto de cerrados de X, por todo no densos.
Basta tener en cuenta la Proposiciéon 0.9 y 3/.

5/ Los filtros minimales de A& son los filtros primos que no

contienen ningin cerrado por todo no denso.
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Basta tener en cuenta la Proposicifin 0.11, dado gque A es com—
plementadc.
6/ Sea ¢ ¢ A un cerrado de X. El reticulec de cerrados de

c es B .
c

7/ Sea U un abierto de X. Entonces el reticulo de cerrades
de U es isomorfo a a/ {X-U).
En efecto, si A(U) designa el reticulo de cerrados de U,

definimos:

A/ {X -1 A(U)

{c} » €nNvU

egtd bien definida ya que: fc} = {d} «——— c4+U-X =d + X-U

ewsCcnU=4dnpn U lo que demuestra adémas que ¢ es inyectiva.
Es evidente ahora gue ¢ es isomorfismo. ' ’

7/ Era de esperar, dado que a® es isomorfo al reticule de
abiertcs de X con las operaciones unidén e interseccidn de con
juntes.

8/ 8i U es un abierto de X, A{(U) es complementado, ¥y el
complemento de a n U es X¥-a n U.

Basta tener en cuenta 7/ y la Proposicién 0.16.
Ejemplo 0.2:

Sea X un conjunto ordenado. Un subconjunto ¢ de X se lla-
ma creciente (respectivamente decreciente) si z > x (respecti-
vamente z < X} ¥y % ¢ C implica z g C.

Definimog en X la siguiente topologia: los cerrados de X
son el ¢ y los subconjunto crecientes.

1/ 81 x g X X =4yl v=x}.

2/ La uni6én cualgquiera de cerrados es cerrada. En parti-

cular el cierre de un subconjunto es la unidn de los cierres
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de sus elementos.

3/ 81 x g X, x tiene un entorne minimo U(x) = (y| v < x}.
En fecto, si V es un abierto que contiene a x: x ¢ X~V y pues
to que X -V es creciente: U(X) n X=V = g —— U{x) c V.
3/ se sigue ahora de lo miguiente: si v & x, Xx f V—— x g X~V
ey ¢ X-¥. Por tanto existe un abierto que contiene 2 x y no
contiene a y. Dado gque — a partir de 2/ — la interseccidn
cualquiera de ablertos es abierto, U{x} es abierto.

4/ Si A es el reticulc de cerrados de X, radJ A4 = cerrades

de & que no contienen ninglin subconjunto decreciente., En efec
to: alpartirldé 4/ del ejemplo 0.1, ¢ ¢ rad, 2 siy s6lo si
c’= @ -

4/ se sigue ahora de 3/.

Por ejemplo si X ¢ X no es un elemento minimal: ¥ ¢ radJ A,

5/ 8i & es el reticulo ge caerrados de X, B es el dual com

plementado.

En efecto: #i c . A por 3/ |y U(x) e3 el minimo ablerte que
Xec

contiene @ ¢. De aqui X - ) U(x) = sy|]¥V x ¢ c (x,y) es no
xec

acotado superiormente} es el generador del ideal de lea divi-
sores de cerc de c.
2 partir de 4/ y 5/ hemos obtenido un ejemplc de un re-

ticulo &1 y su dual complementados, pero gue no es de Boole.



CAPITULO I : LA NOCION DE ESPECTRO EN RETICULOS.

El capfitulo gira'en torno a la nocién de egpectro primo
de un reticulo, nocién que corresponde a la definida en ani-
llcs pero con la topologfa dual. be hecho se define el espec
tro primo de un retficulo & como el conjunto de sus filtros
primos con la topologia que tiene como base de cerrados los
conjuntos (a)o ath donde (a)o designa el conjunto de
filtros primos gue contienena. A diferencia de lo gue ocurre
en anillos,esta base es cerrada por la unién e interseccién
finitas y por tanto puede tomarse también como base de abier
tes. Al hacerlo asi se obtiene el espacic topolégico dual, ho

meomorfo al espectro primo del reticulo dual.

La eleccién de nuestra definicidén se justifica por lo
siguiente: la aplicaci6n: a — (a), es entonces un morfis-

me del reticulo A en el reticulo de cerrades de SpecP A,

Enunciamos brevemente los resultados del capftulo, por

pardgrafos.

1/ Espectro primo de un reticulo: El estudic de las pro-

piedades topolégicas del espectro prime, culmina con la carag
terizacién de los espacios topolégicos que son espectros pri-
mos de reticulos, en adelante llamados egspacios espectrales.
La caracterizacién dada aquf, define también el dominio de los
espacios que son espectros de anillos. Ver (7) de la hibliogra
fia.

2/ Propiedades functoriales: Un morfismo de reticuleos in

duce de manera contravariante una aplicacién continua entre es

pectros primos. A diferencia de lo gue ocurre en anillos los
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morfismos inyectivos inducen aplicaciones continuas epiyec-

tivas y no s&lo densas.

Destacamos: a} la caracterizacién dada de los morfis-
mos espectrales, entendiendo por tales las aplicaciones con-—

tinuas entre espectros inducidas por morfismos de reticulo.

b} la conmuitacidn del paso al espectro con el limite in
ductive, an el siguiente sentido:
Spec lim ing A, = lim proy Spec &
p - 1 ——— P

i
iegl iel

donde el homeomorfismo es respecto a la topologfia limite pro
yective. En partlcdlar esto permlte caracterizar los espacios
espectrales como lim1tes proyectlvos de espacios finitos

To—separados.

3/ Representacién de un reticulo en sus distintos espec-

tros: El estudic sistemdtico de la representacién de un retd
culo en sus distintos espectros =-primo, maximal, minimal y

atémico - permite obtener las siguientes caracterizacicnes:

a) la de los espectros de reticulos tales que todo fil-

tro es principal, come los espacios espectrales noetherianos,

L) la de los espacios topolSgicos que son espectros mi-
nimales de un retfculo. Con todo aqui el retfculo no eastd uni
vocamente determinado: un mismo espacio puede ser el espectro

minimal de reticulos nc isomorfos.

c} la_de la propiedad Hausdorff para el espectro maximal.
Con esta propieaad de éeparacién el espectro maximal resulta

ger un retracto del espectro primo.
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d) la de las condiciones de separacién para el espectro
atdmico,

4/ Dimensién de Krull: La definicién dada para reticu~

los es copia de la conocida en anillos, y resulta ser igual
a la dimensidn de Krull del espectrc primo, entendiendc por
tal el extremo superior de las longitudes de cadenas finitas

estrictamente crecientes de cerrados irreducibles.
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Espectro prime de un reticulo.

Definicidn 1.1:

Sea A un reticulo. Llamaremos espectro primo de A, nota-

do SpecP A, al conjunto de los filtros primos de A dotado de

la topclogfa definida por {(a)o | @ e A} como base de cerra-

dos. - (a}o designa los filtros primos de 2 "que contienen a -.

La topologia anterior estd bien definida ya gque se veri-

fica:
@y, v (b}, =‘(a+b)0 .
(@, N (b)O = (a.b)0
(0)O= ® (llg = Specp A,
Notaciones:

En adelante:
Specn 4 = espectro maximal de A - denotard el subespacio

de Specp A cuyos elementos son los filtros maximales.

Specm A ~ espectro minimal dg A - denotard el subespﬁcio
da sPecp A cuyos elémentos son los filtros primos minimales.

Specg a - éépéctro real ae 3 - denotard el subespacic de
Specp A cuyce elementos son los_filtros primos principales,

Spec A -~ espectro atémico de A2 - denctard el subespacio

at

de SpecP B cuyos elementos son los filtros maximales principales,
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llamados también filtros atdmiccos.

M m R at
fay ., (ay ., (a) , f(a} denotard la interseccién de
0

(a)0 con el respectivo espectro.

Si ¥ es un filtro de A, V(§)-variedad de ¥ - designa

al conjunto de filtros primos de A gue contienen a F .

Propoesicién 1,1:

Specp A¥ a5 homeomorfo al conjunto de los filtros pri
mos de A, dotado de la topologfa definida por {{a)0 | a e &)
como base de abiertos.

Comprobacidn:

Basta tener en cuenta la Proposicidn 0.2.

En adelante, llamaremos a Specp A* a1 espacio topolégico

dual de Specp A,

Proposicidn 1.2:

Sea A un retficulo. Se verifica:

1/ Sea U < Specp Ar ¥ { Fi i e I} el conjunto de los

elementes de U, Entonces U = v{ N Yi).
igl

2/ Los cerrados de Specp & son el gy los subconjuntoé
v(§¥) donde F es un filtro cualquiera de A.

~separado {para todo par de pun

3/ Specp & es un espacio TO

«tos existesun abierto gue contiene a uno de ellos y no contiene

al otreld.
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a/ Sp«-—.-cl,“l A, Specm Ay SPECat A son espacios T, - separa-

dos (los puntos son cerrados).

5/ 8ea Uc Spec A y {§ 1ig I} el conjunto de los ele-
P i

mentos de U. Entonces U es denso en Specpa sl y sblo si

I Si = 1.
iaI
Demostracidn:

1/ 81 a¢ A (a)U:;Uequivalea Yie 1 Sfig (a)o ¥

estoc a su vez e5 equivalente: a ¢ 1) % .

igl
De aqui:UT = n (330 = M {a)o =vli n§)
(a)ogu ag ~ % igI
ie1

2/ Por 1/ todo cerrado de Spec:P A es de la forma v(5) don

de F -es un f£iltro de A.

51 ¥ es un filtro de A: V{F) = sl {a]o y por tanto vI(f)
ae?
ed cerrado.

Se verifica ademds: §, ¢ ¥, implica V(%) oV (&‘é).
3/ sean ¥, £ 5, ¢ SPeCp A. Entonces T, g’?a o
¥, ¢ ¥, - pues en caso contrario 5, = Fz y a partir de 1/
¥,

5:_. -. En el primer caso Specp A '.?2 es un abierto que
contiene a ¥, ynoa F, .
Es claro que SpecR A o3 también un espacio To—separado,

pues es subespacio de un egpacio TO*Separado.

4/ Inmediato a partir de 1/.

Ademds es evidente gue los puntos cerrados de Specp A son
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los puntos de SpecM a,

5/81 N ¥, =1por 1/, U es denso en Spec_ A,
igr 1 P

5i 'ﬂI ¥i # 1. a partir del corolariec a la Proposicién
ig

0.8, existe un fg Specp A tal que F A fi . De nuevoc

1

por 2/, U entonces no es denso en Specp 2.

En particular 5/ asegura que sPecm A es denso en Specp A,

En efecto:

T—

. N . F’m N h‘“-‘----q_i_(_?\-pm) =A- | il pM=l‘
o € Specm pMmaxlma . pMmax1ma

Proposicién 1.3:

Sea & un reticulc y F un filtro de 3. Entonces SpecpﬁF

es homeomorfo a V{v}.

Comprobacién:

A partir de la Proposicién 0.14 y 0.3 2/ existe una co-
rrespondencia biyectiva canfnica entre los filtros de A que
contienen a ¥ y los filtros de A .Esta correspondencia aplica

les filtros primos en primos y conserva el orden. La primera con

‘dici6n asegura que Specp A y V(¥}) estdn en correspondencia

F

biyectiva, y la 228 el homeomorfismo topolégico.

Proposicidn 1.4:

Sea A un reticulo. Se wverifica:

1/ Specp A es conexc si y sflo si ningln elemento de A ad-

mite un complementario.
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2/ Specp 3 es irreducible si y s6lo si (1) es un filtro

prime,
3/ Los cerrados irreducibles de Specp.A son los cierres

de puntos.

Demostracidn:

4/ Sea 2 ; B un elemento que admite un complementario:

aL.h=1 (a]0 U (b]0 = Spec_ A
Esto implica P y por

Y _ @gyn bl = ¢

1+
o
]

tanto Specp A no es CcoONexo.
Recfprocamente: si Specp A no es cohexo:

Specp A = V(F) y V(5 Y, N ?é =1
Egte implica

¢ = V(5 n V(TFy) (Y,, §,) =a

(§,. F,) =3 asegura-la existencia de elementos a,¢ ¥,.
a; e FQ tales que a,.a, = 0. Pero a, ;a, ¢ ¥, nYs v por tan
to a, ya, = 1. Por tanto a, ¢ A admite un complementaric y
esto termina la demostracién de 1/.

2/ 8i {1) es un filtro primo., (1) ¢ Sp_ecP Ay entonces
Specp 2=(1) vy por tanto es irreducible.

Reciprocamente: Supongamos Specp A irreducible,. Si

a.!‘

Spec_ A = (a1)0 v {az)0 y por la irreducibilidad de Specp B

; 8, € & son tales que a, , a, =1 se obtiene:

= Specp s & (aa)0 = Specp A. Pero esto es equivalente
a:a =1 6 a, =1 lo gque demuestra que (1) es un filtro
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3/ Por la Proposicién 1.2 2/ los cerrados de Specp A

son los conjuntos de la forma V{F) donde ¥ es un filtro de

A. Por la Proposicitn 1.3: v{f) = Specp A_ , ¥y 3/ se sigue

¥
ahora de 2/ pues en A el filtro {1} es primo si y sb6lo si

¥ es primo de A.
Hotagién:

Por un espacio cuasi-compacto entenderemos un espacio
topolégico X tal que tode recubrimiento abierto de X, admi
ta un subrecubrimiento finito.

Reservaremos la nocidn de compacto para un espacio

Hausdorff cuasi-compacto.
Teorema 1.1l:

Sea & un reticulo. Se verifica:

1/ Specp Ay SpecM 3 son espacios cuasi-compactos.
2/ SpecP A—(a)o | a ¢ A} es el conjunto de los abier-
tos cuasi-compactos de SpecP A. Por tanto Specp A es un espa

cio en el gue los abiertos cuasi-compactos constituyen una
base de abiertos, base gue con la Gnién e interseccifn de con

juntos tiene estructura de reticuloc.
Demostracidn:
1/ Sea (%-)0 ie¢ I, una familia de cerrados de Specp A
tal gue toda subfamilia finita sea de intersec¢idn no vacia.
1]
pado que_fgl jai)o = f{a; ... an}o esto asegura gue el pro-

ducto de cualquier ndmerec finitc de a, i ¢ I es nulo. De aquf

{aj 1ig I) generan un filtro propioc: ¥y por el lema de Zorn

existe un filtro maximal FM que lo contiene. Entonces
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¥, e n ; i
M il {ai)0 lo que demuestra gque la interseccién de la
familia total es no vaclia. Pasando a los abiertos complementa-

rios esto demuestra que Spec A es cuasi-compacto.

El razonamiento anterior, asegura gue la cuasi-compacidad

es también una propiedad de SpecM A.
2/ si aega, Specp s - (a)o es cuasi-compacto. En efecto:

(Specpn -@) n (gl

= ¢ es equivalente-a:. (a} S5 {c;) ..
igl o ) . 4] igl 3 0

El coreclarjo a la Proposicién 0.8 asegura entonces gue a perte
nece al filtro generado por (ci ieI), Por tante existe un nl-
merc finito de ¢ : ¢ ,..., c, tales que a = (b +¢;)...(b ac)=

= b ,e...c . De aqui (a)o ) (01---Cn)0 = ;il(qj)o lo que

es equivalente a: (Specp A - (a)O)'R {c

;). = ¢ ¥ esto demuestra
5=1 10

la cuasi-compacidad de SpecP A - (a)o.

Todo abierte cuasi-compacto de Spec A es3 de la forma
P

Specp s - {a)o. En efecto: si Spec_ A - N (ai)o es cuasi-com

igl
pacto (Spec_ & - M (ai)o) N (ai)o = ¢ implica la existen
ieI ieI
cia de un nmero finito de a; ieI : & ... a, tales que
{Spec_ A - N (ai)o) n {a1...a=}0 =@ ¥ esto a su vez asegu-
iel

za {ay...a ),c N {ai)o- Puestoc que a,,..., a_ gon de las
Y ieI ) .
a; iglI esto implica (2, ... &, lg= _DI (2j)y-
ig

Proposicidn 1.5:

Sea A un retficulo. La aplicacién

P
A

?(Specp A)

g ——— (B)

0
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es un isomorfismo del reticulo A en el retficulo de los cerra-

dos de Specp &, complementarios de abiertos cuasi-compactog.

Comprobacidn:

Es una nueva formulacién del Tecrema ‘0.1, a partir del

apartado 2/ del teorema anterior.
Corolario:

Sea A un reticulo. Las 3 condiciones sigquientes son equi

valentes.

1/ A es un reticulo de Boole. , ‘
2/ Todo filtro primo de A es maximal.

3/ Spec_ & es compacto.
P .

Demostracibn:
1/ —» 2/ ha sido demostrado en la Proposicién 0.7.
2/ — 3/ Sean ¥, # F, ¢ Specp A, Puesto gque todo fil

tro prime de A es maximal, la Propdsiciéﬁ 0}2 asegura que

A ~%, y A -F, son ideales maximales de 3. Por tanto:

(p -¥,, 8 -F,} =58 lo que implica: existen a, ¢ A - Fye
a, ¢ A -§, tales que a, 4 a, = l. Entonces Specp A —(31)0 v
Specp A '{33)0 son abiertos disjuntos, entornos respectiva-

mente de ¥, y ¥,. Esto demuestra gque Specp A  eg Hausdorff

y por el Tecrema 1.1 1/ Specp & es compacto.

3/ — 1/ Si'Specp A es compacto, los cerrados de Specph

son los subconjuntos compactos. De aqui los abiertos compag

tos de Specp A son los abiertos que tambi&n son cerrados, A

partir del Teorema 1.1 2/ el conjunto de dichos abiertos con
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la unidn e interseccién de conjuntos, tiene entonces estruc
tura de reticulo de Boole. La Proposicién 1.5 asegura ahora
que A es de Boole.

En particular, este corolaric demuestra:

1/ El Teorema de representacién de Stone: Sea A un retf

culo de Boole. Existe entonces un espacic compacto X tal gue
A es isomorfo al reticulo de los cerrados de X que son tam-
bién abiertes.

En efecto: basta tomar X = Specp a.

2/ En el corolarioc a la Proposicién 0.1} la condicién
de ser A de dual complementado es sobreabundante.
En efecto A2 es un reticulo de Boole si y s6lo si todo

filtro primo es maximal,

Teorema 1.2: Caracterizacifn de los espectros primos de retf-
culos.

Sean X un espacio T, -separado. Las dos condiciones si-

0

guientes son eguivalentes:

1/ X es el espectro primo de un retfculo.

2/ X verifica: a) el conjunto de sus abiertos cuasi-com
pactos es una base de abiertos, gue con la unién e interseccién
de conjuntos tiene estructura de reticulo.
bj Los cerrados ifredﬁcibles de ¥ son los cierres de puntos.
Demostracidn:

1/—— 2/ 81X = SpecP A, X verifica a) por el Teore-
ma 1.1 2/ y verifica b} por la Proposiciénll.4 3/.

2/ — 5 1/ sea A el reticulo de leos cerrados complemerita-—
riocs de abiertos cuasi-compactos de X. " '

Definimos: X —%_, Spec, A

F =vraed a
Xx— < (ae | *x¢ a}
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¢ estd bien definida: Ex es un filtre primo ya gue si

a;be 5x+———-> Xgash == xg2a 6 Xgb =—— ae'yx 4 bg .Yx.
¢ es inyectiva: En efecto si x; # X,. por ser X un espacio

Ty-Separado: X, # %;. Dado que [} a =x aquello impli
ag .Fx
. F .
ca: X, £ sz
¢ ez epivectiva: En efecto:

La eondicifn a) asegura en particular gue X €5 cuasi-com

pacto y por tanto para todo filtro & de A : N a ¥ @.
aeF .

Si d?? a=d entonces V= {ced|cxd} - hacemos no

tar que d no tiene por qué pertenecer a A - . En efecto:
fFc{eceghd ]| cd} ¥ reciprocamente si c g & ¢ o> d, X-¢

es un abiertc cuasi-compacto y de aguf la igualdad:

¢ = (X-¢) pd=(X-¢c) N a implica la existencia de un
acf
n
nimerc finito: ay....,8 ¢¥F tales que: (X-¢) N a; = ¢.
i=1
. n .
Esta igualdad asegura ¢ > ) a; o equivalente:
i=1
C 4 8...B TC—= ¢ e¥ .

Si 5 es un filtro primo de 2 y M a = d aeantonces d
ag¥
es un cerrado irreducible de X. En efecto si suponemos lo

contrario d = 4, 4+ 4, con d, #a vy a, # d, entonces la con
dicién a) asegura gue A es una base de cerrados y por tanto

existen ¢,, €, ¢ A tales gue ci::di,_ci £d4 1i=1, 2. Enton

2
ces c,+ T €F ¥ .G, ¢£% «con lo que se llega a contradi-
ccién pues T es primo. ' _ )

Entonces por b) si F es un filtro primo de A, N a, es
agh

el cierre de un punto de X y esto demuestra que g &5 epiyectiva.

@ es homecmorfismo. Si d es un cerrado de X, entonces por ser
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A base de cerrados,existen ¢; ¢ A i¢ I tales que

d= < Puesto que xg.d = c. equivale a
 iel igr *
Ex g n {ci)0 se verifica: gl n ci) =N {cilo y esto
iel ieX lel

demuestra que ¢ es homeomorfismo,

Definicién 1.2:

Diremos que un espacio topolégico T separado es espec

]
tral si verifica una de las dos condiciones equivalentes del

Tegrema 1.2,

PROPIEDADES FUNCTORIALES

Proposicitin 1.6:

Sea A'—2 4 A un morfismos de reticulos. Entonces P

define de forma can®nica una aplicacién @*: Specpﬁ-——+ Specpﬁ'.
Se vyerifican ademds las relacicnes:

1/ para todo filtro 5 de ' : (6“)_1 Vi{F) =
=V ({p F')} donde (pF') designa el filtro generade por g f'.
Esto asegura que ¥ es continua, o
2/ para todo filtro §F de 2 :_EF_GTET = U(w_l Y.

Demostracidn:

Definicién de w¥: Si F es un filtro primo de A, se com
prueba inmediatamente gue ¢_l F = {a’ e-h'] wla') ¢ ¥} es

: . -1 ,

un filtro primo de R'. Entonces ¢* ¥F= ¢ % esla aplica-
cidn de Specp A en SpecP A' definida candnicamente por la g.

1/ gueda demostrado por la'siguiente cadena de egquivalen

< . : -1

cias triviales: Fe V {{g¥)) = 5o (o ¥) — @ F > F'

— :p*? g VIF') « Fe (cp%)_l Vis').
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Dado que los cerrados de Spec &' son los subconjuntos
P

de la forma V{¥'}), 1/ asegqura que @* es continua.
2/ queda demostrado por la siguiente cadena de eguivalen
cias: §' g V(w_lY') — F' > m_lE' «~ 51 a' § ¥ entonces
. -1
a' ¢ o
existe ¥, ¢ VI(F) tal que w{a') ¢ ¥, «= si a' ¢ §' existe

§ &= 35ia’' #§F' entonces pia') Ffe— si a' £ F'

-1 . .
¥y & VIF) tal que: a' ¢ ~ 54 = ¢* Yy . Esto Gltimo es equivalen
te a decir gque todo entorno abierto de §' de la forma

Specp a' - (a')o tiene con ¢* V(F) interseccién no vacfa: y
dade que {Specp A - (a')0 | 2 ¢ 3'} es una base de abiertos

de Specp A’ esto eguivale a §' ¢ g VI(F).

Proposicién 1.7:

Sea pp : A'—— A un morfismo de retfculos. Se verifica:
1/ Si ¢ es epiyectiva, @* es inyectiva y homeomorfismo de

Specp A en Imag m*.

la/ En particular si A es un retfculo y p un ideal,

SpecP A/p es homeomeorfeo al subespaciec de Specp A formado por.

los filtreos primes ¥ tales gue Fnp=o¢.

2/ Si ¢ es inyectiva, m* es epiyectiva.

Demostracidn:
1/ sean ¥, #§, ¢ sPecp A, Entonces

m*?1 = m-l ¥, # m_l ¥, = ot ¥, pues p es epiyectiva, Esto
demuestra Jque w% es inyectiva.

A partir de la Proposicién 1.6 2/ para todo filtro § .de
Aot viF) = v( w_l ¥) vy de nueve por ser g epivectiva se
comprueba inmediataments: V (m_lF ) n Imag w* = w* vi{¥).

Esto demuestra gue @* es cerrada como aplicacidn de'Specp'A

en Imag m*,
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la/ En particulér si p es un ideal de un reticuloc A,

la Proposicién 0.14 asegura (A/p)*-\- [A’"‘) y entonces la Pro
P

posicién 0.15 afirma la existencia de upa correspondencia

biyectiva entre ideales primos de (A&)p e ideales primos de
N .
A" que no cortan a p. la/ se sigue ahora de 1/.
2/ a/ Se verifica: Imag w* o SpecM A'. En efecto si §'

Ba un filtro maximal de A', entonces ¢ §' genera un fil-
tro propio de A, pues si existieran a, ¢ A, f1 e @ ¥ 1i=1...n
tales que 0 = {a; + £,}...(a 4+ £ ) =a 4+ £;...f entonces

f,...f, =0 y por ser o inyectiva, §' no serfa un filtro
propic de A'. Por tanto, existe por el lema de Zorn un fil-

tro maximal ¥ de A tal que ¥ ¢ §F'. De aquti w* ¥oF ¥

por ser §' maximal o' §= §'.

b/ Sea F'e SpecP 2' un filtro no maximal. Entonces

5' ¢ Imag w*. La demostracidn es una reduccién a la situacién
a/ por pasc al cociente.
En efecto sea p' = A' - §' ideal primo de A' y p el ide

al de A generado por gp'. Bntonces la aplicacibn:

A'/QI—L"-' A/p

{a' }——— {92’}
es un morfismo inyectivo: — los elementos de p son de la
forma a. ¢ (p'} conach, P’ ¢ p' como se comprueba inmedia-

tamente., De aqui [gpa’} = {pk'}) — ® al sa.9p P =
=g b' 4 a.pp’ implica g(a'4+p'} = (k' +P') ¥ pPor ser g
inyectiva: a' 4+ p' = b' . P' s {2'} ={ '}~ F'={{a'}la‘'es'}

es el Gnico filtro maximal de A'/p' vy por a/ existe un filtro
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T e spec Afp tal que F' =g § . El filtre
¥F=tacga | (a) ¢ 5) e SpecP Ay §F'= m*E‘ loc gue demuestra

b/.

Definicidn_ 1.3:

Sean X = Specp A, X' = Specp 2' dos espacics espectrales.

Una aplicacién continua £: X— X' se dice gue es espectral si
existe un morfismo de reticuloé p : A'— A tal que £ = m*_

Cuando no haya lugar a confusifn, cometeremos a menudo
el siguiente abuso de notacidn: escribir a' por (a'}o.

La Proposicién 1.6 1/ afirma que si f es espectral para

todo 8' ¢ A' se verifica: gpla') = f_lia'].

Teorema 1.3:
Sea ¥ = SpecP A un espacio espectral. Existe entonces un
espacio espectral compacto X Yy una aplicacién espectral

f : X— X bivectiva.

Demostragidn;:

Sea A el reticulo de Boole generadc por A y por (X-alaeh},
es decir todo elemento de B se obtiene por unifn e interseccif
finita de elementos de A y de elementcs de {X-a | agh).

Sea 1 : Bc-a B la inyeccién ngtural. Por la Propo-

sicin 1.7 2/ la aplicacién: Specpli_i_+ 5pecp A =X es epi

yectiva y continua. El corolario a la Proposicidn 1.5 afirma

que X = Specp A es un'espacio espectral compacto, y por tan-

to el tecrema gueda demostradc si comprobamos que i* es in-

yectiva.

i¥ es invectiva: Sea § ¢ SpecP 5 tal que i*F = x.

Entonces: § o {E ¢ Ey ! xe¢d } vya gue
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i xec, cef¥ va que i* § = x
¥Ye € A/
si x¢ec, X-c€F ya gque ¥ es primo,

cp{X-cr=1y cg¥

Pero { ¥ ¢ A | X e @} es un filtro primo de A y puesto que &
es de Boole,es maximal; de aquf F=[a ¢h | x ¢ a} lo que

demuestra la inyectividad de i¥.

Definigcidén 1.4:

Sea X un espacic espectral. Con las notaciones del tecre-

ma anterior, X = Spgcp A gerd llamada la topologfa totalmente
inconexa de X.

Tecrema 1.4: Caracterizacién de las aplicaciones espectrales.

Sean X = Specp A, X' = Specp %' dos espacios espectrales

y £f: X—— X' ura aplicacién continua.

Las siguientes condiciones son eguivalentes:

1/ £ es espectral.

2/ 81 U' es un abierto cuasi-compactc de X', entonces
£ "U' es un abierto cuasi-compacto de X.

3/ £ es continua respecto a las topologfas totalmente in-
conexas de X y X'.

4/ f es espectral respecto a las topclogias totalmente inco
nexas de X y X'. : ' .
Demostracidn:

1/ —s 2/. En efecto sea £ = o', donde 2'__ %, A es un mor

fismo de reticulos. Por el Teorema 1.1 2/ los abiertos c'uasi-com

pactos de X' son leos subconjuntos de la forma X' - a', a' ¢ A°,
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Entonces f_l(x' -—a') =X - f_l(a') =X -¢g (a'}) como hicimos
notar en la Definicién 1.3.

2/—— 4/. Por 2/ se verifica: ¥V a' ¢ &' £ 1(x'-a') =
=X - f-l(a') es un abierto cuasi-compactc de X y por tanto

f_l(a'} ¢ A. Puesto gque A' estd generado por los elementos de

-1 R
A' y los de (X' —a' | a' ¢ A'} ¥ £ conserva unicnes e inter
secciones finitas, £1 . B, 3 es un morfismo de retfculos.
Entonces £ = (f_l)*: X = Specp jp— Specp A' = X' es espectral,

4/—+ 1/. La demostracién de esta implicacién se basard

en el lema: Sea X = SpecP &. Entonces los elementos de R son

subconjuntos cuasi-compactos de X, — seguimos la notacibn del
Teorema 1.3. —.

Demostracidén del lema: Los elementos de B son de la for-

n .
ma ¥ citx-di), cy d, ¢ A. Dado gue la unién finita de cuasi-
i=1 "
compactos es ¢cuasi-compactc el lema gqueda demostradd Bl COMPro
bamos: Y ¢, dgA c.{X-d) es un cuasi-compacto de X.
Esto filtimo es evidente: c.(X-d) N a, = ¢ implica
il

(x-d) aj c=¢ pues (X-4d) es un abierto cuasi-compacto

Do

j=1

de X v ¢ un cerrado.

La demostracién de la implicacién es zhora como sigue:

Puesto que f X __4 X' e5 espectral sea g: ;'———a A el
morfismo de reticulos tal que £ = w*. Si comprobamos que
wi{d') c B entonces g At A'— B es un morfismo de reticulos
)-ﬁv

y manifiestamente { = f lo que demuesatra que £ : X X'
wlal . .

es espectral.

eld') ¢ B : En efecto si a' g A: X-f_l(a'} = f_l(x':-a')=

= @(X'-a') ¢ & es un abierto de X pues f es continua. Por el

lema es un abierto cuasi-compacto de Xy por el Teorema 1.1 2/
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su complementario f_l(a')‘ =pla‘) e A.

3/——w 4/ Sea f£:X__4 X' una aplicacién continua. Por
ser X' espectral compacto, A es el conjunto de los cerrados
de X' que son también abiertcs. Por ser f continua, si a' ¢ A'
f;l(ﬁ') es un cerrado de ¥ dque es también abierto. Entonces
£l . F_, T es un morfismo de reticulos vy £= (£0H* eg es
pectral.

4/ - 3/. Es evidente.

Propogicién 1.8:

Sea X = Specp A un espacio egpectral e Y ¢ X un subespa-

cio.

¥ es espectral y la Inyeccién natural de ¥ en X es espec
tral si y s6lo si ¥ es cerrado en la topologfa totalmente in=-
conexa de X. -

Demostracidn:

1/ Sea Y espectral @ i: Y« —»X espectral. Por el Teore-
ma 1.4, i es continua respecto a las topologias totalmente inco
nexas de X e Y. Pero ¥ es un compactc y la imagen por una apli
cacién continua de un compacto es compacta; dado que X es Hausg
.dorff esto asegura que Y e€s un cerrado de X.

2/ Sea Y un cerrado de ¥ v S’Y = {ESKFE:Y}'- A partir

del diagrama A S B y

Jp
P
Sy

. L
cbtenemcs: Spec i‘? _—iggll—ﬁa-Spec A donde
P ¥ P
oA R *
Imag (poj) = Imag (j op} =Y X ya gque por el Teorema 1.3
j* es Ibiyectiva: y por la Proposicién 1.3: Imeg p*zSpecpA Fy =Y

con la topologia restriceién de la de X.
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@ ja -
# partir de la sucesidn: A ——>{poj) A 2. AFY

donde ¢ es5 epiyectiva y j, o ¢ = p o } cbtenemos:
j* ) p* = cp* o j':'. Dado que j';' es epivectiva vy cp«' e inyecti

va obtenemos finalmente Specp {(poj) Bz 4" SpecP(POj) A =Ye X.

Esto demuestra que Y es espectral y es claro que la
inyeccién natural de ¥ en X viene entonces inducida por el
morfismo de retfculos: g: A——»(poj) A.

Proposicifn 1.9:

Sea }\i igI una familia de reticulos verificando laa

condiciones para gue sea posible pasar al limite inductivo.:

lim ind
— ver Definicién 0.9— . Se verifica: Spec M IR A, es
P jg1 1
cannicamente homeomorfio a lim proy Spec_ B, .

i el
Demostracifn:

Sean Y i = i Wyt By Aj los morfismos res—

pecto a los cuales se toma el limite inductivo y Vi ¢ I mea
. . oy lim ind
o0y el morfisme candnicamente definido de ai en ._ﬂn_l_; ni .
igl
Es bien sabido que si i = j entonces P =cpj o cpij .
Definimos la aplicacién:

S lim ind A s a
< > A > I c_ A,
pec, —— i L sPeep Ay
¢
3#
¥ — = (tpi ¥ )i e I
. ; = . lim ind .
1/ ¢ es inyectiva: Sean # F' . Specp—__). A -
- iel

Existe entonces a ¢ Lim ind, Ai que pertenece 2 uno de
iegl

ellog vy no a2l otro. Por la definicidn de limite inductivo,
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existe j¢I ¥ a_.] € Aj tal que cpj (aj) = a. De aqui
n 2 '
, ¥ F g, ¥
CDj - (‘D]

2/ ® es continua vya que si By designa la proyeccifn
de 7 Spec Pai sobre su coordenada i-esima, se verifica: .

igl
¥V igl, p; © o = cp-’; es continua.
lim ingd

3/ ® eg un homecmorfisme de Spec -~ Bi en
ie I
Imag p. En efecto: sea ¥, un filtro cualquiera de T
1i indg . : PP ’ '
Specp —m e, A; - A partir de la definicién de o es una
iglI
comprobacién ver gue:
I T -1
oviyy) e 1 Pi VIiF) = igI Vipy §41

ieI .
donde esta Gltima igualdad viene dada por 1a Proposiéiﬁn 1.6

2/.

1

Entonces ] V(q;; 4 n Imag g = ¢ V(5;) ya que ai

igl
o s Vip:l §,) ent S ool S, is 1
q:i ‘)i€ ¥ £ ‘H @y 4 entonces C 24 4+ 1 &
el .
y eato implica Yo o5 "’&i Fo qp_icp;l $4, 1 ¢ I e incluso
= _U D4 cp;l Y1 = ¥, . Esto demueatra gue @V(¥;) es un
ie 1
cerrade de Imag ¥ vy por tanto se verifica 3/.

4/ Imag ¢ = lim proy Specp Ai

. _ Fr
Imag ¢p-¢ dim proy Spet:'P p‘i ‘es claro pues dado (q;i F)i 1

igl
P . * +* ) # _
gi iz 3 (q;lj o :pj)S'—(mj :pij) ~qJ]._F

: o " afe e
imag o o ‘lxm_Erog, Spe(::p ni . En efecto sea (Ui]ieI
131
e lim proy Spec .Bi ¥y por tanto paratode i = j se verifi
iel P
-1

#*
: i . o= ¥. =F%..
ca ‘PJ.J ?] cpij 3 S-:.
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Sea Y= (a ¢ lim ind Ai | existe jel ¥y &, ¢ F
el -

tal que wj(aj) =a}.

SiaabBS; =3

fi

Pifes) T ol ag)e 8y e ¥y ——epdye iy

b= Q](b]) q.}k(q)jkbj). bj [ ?—]“——*mjkbjs ?k

y esto asegura gque dados dos elementos de ¥ . admiten repre-
sentantes en un mismo Ek. De agui es inmediato comprobar gue

¥ € Specp 11'.1'; ind A
£

Por Gltimo 95 = {3; ¢ B, yi(ai) efl} = Fi ya que

. £ . . —
si a, mi$ existe jeI ¥y bj e ;i tal que @i(ai]—qﬁ fbj)

Y esto asegura la existencia de un ksi,J) tal gque Piklail=
= mjkl‘b]) donde @jkrb_'] )\\:Fk Yy por tanto ai e % . De aqui

= (%3, y esto termina la demostracién de 4/.
ieI

Proposicibn 1.10:

Un espacio topolbgico X es espectral si y sblo ai
X = _lim proy Xi dende los xi son espacios topolégicos
igiI
T,-separados con un nimero finito de puntos.

Demostracidn:
Lema previo:

Sea X un espacio T,-separado con un nimero finito de pun
tos — en adelante diremos simplemente gue X es finito —. Enton

ces X = Spec_ A.
pe P

En efecto: a} cada subconjunto de X vy en particular cada
abierto de X es cuasi-compactoc.
L) todo cerrado irreducible de X es el cierre de un punto,

pues cada cerradc ¢ Qe X tiene un nGmero finito de puntos
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Xy ..X, Yy entonces ¢ =X 4...4 %, .
El lema resulta ahora del razonamiento seguido en el
Teorema 1.2.

1/ 81 X = Specp 4, entoncea A se puede expresar como LI

mite inductivo, respecto a las incluaicnes naturales,de sus sub

reticulos finitee: A — 1im ind Ai . Por la propasicién ante-

igld
rior: X =~ ,lim proy Spec_A4&, donde Spec_ A. son espacios
) " p 1 P 1
ig I

finitos Ty-separades.

2/ Reciprocamente, sea X ~ E1im proy xi donde xi son

ieI

espacios finitos Tofseparados ¥ sea Ai el reticulo de cerrades

de xi' Para todo j<i sean g  : X_.__n_;xi la aplicaciones
’ 1) ]

continnas respecto & las cuales se toma el limite proyectivo.

Entonces ¢;; B Ai_____;Aj son morfismos de reticulos y tie-

ne sentido definir lim ind Ri. Por la Propesicién anterior:

Spec  lim ind, Bi ~ Jdim proy Spec Ai =~ lim proy X; @ par
g iel igl P icl
tir del lema previo. Esto demuestra gque X = Spec im ind Ai

Lel

REPRESENTACION DE UN RETICULO EN SUS DISTINTOS ESPECTROS.

Definicién 1.5:

Sea & un reticule y X un espacio topolégico. Una represen
tacién de A en X es un morfisme ¢ de A en ei reticulo de cerra
docs de X.

La representacién ge llama fiel si ¢ es inyectiva. La re
presentacién se llama completa si p es epivectiva,

Ejemplc 1.}1:
Dade un retfculo A el morfismo mpia) = {a), se llama la
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H#
abiertos deSpecph es claro gque VI{Ff) es el minimo abierto
de Specp 5* que contiene a ¥.

2/ Se sigue de 1/. En efecto si c; i el es una fami-
lia de cerrados de Spec a¥ Yy S¢ U ¢ . entonces
P ier *
¥Fe¢ [ (Spec a¥ —ci) y si U(F}) designa el entorno minimo
iel p
. #*
de ¥ se verifica: U{(F) « N {(Spec A -ci} lo que demueg
ieI P
*
tra gque i) ¢, es un cerrado de Spec & .
il P
3/ esa inmediato a partir de 2/ teniendo en cuenta gue si

§ es un filtro primo de 8 ¥y § ¥ designa el cierre de ¥

3 T 3+
s A t ¥ o= s A T §F}l.
en pecp entonces { Ei € pecp | ;< }
Froposicién 1.12:
Sea A un reticulo wm(a) = (a): su represgentacidn natural
an Bpecm 4. Se verifica:
1/ mm(a) = Spec. A —————» a = 1.

2/ Rer =
/ $m radJ A
3/ Los elementeos de Imag %, son también abiertos de

Specm A. En particular Specm & es Hausdorff.
4/ Para toda familia a,. i ¢ I de elementos de & tal gue

k](ai)g = Specm A, existe una ;subfamilia finita a,...a tal
igl
que ﬂ {a.)g = Spec_ &,
. 3 m
3=1
5/ Si A es un reticulo complementado, se tiene:

a) Imag @, es un reticuloc de Boole.

b) Tmag P = A/Kef %
m

e} Speca A= Spec Imag gy por tanto es compacto.
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Demogtracién:
1/ Por la Proposicitn 1.2 5/ sabemos gue Specm % es den

sC en SPecp 2 y esto demustra 1l/.

2/ Sea ag radJ A ¥ supongamos existe S-;n € Spec'ﬂ.| A tal
que a.e$m, Por la Propesicién 0.2, &2 - ?m es entonces un ideal
maximal y por tanteo (A-?m,a) =78 lo gque implica existe b4 Sm

tal que a4+ b=1; y por tantoc a ,fradJ A. La contradicecién a la

gue hemos llegado asegura gque radJ A —- Ker L

Reciprocamente si a ¢ Ker Py EeR b tal gque a+b = 1. Pues

to que mm(a) = ¢ la igualdad anterior asegura mm(b) = Specm A;
y peor 1/ =1 loc gue demuestra gue & ¢ radJ A,

3/ Sea a £ KRer o, Y sea ¥=1 b, e [ a+b;=1}.
De agui: V 'bi e¥ (a)? U (bi)g = Spec_ A y por tanto:
{a}g u (b Qs {bi)g) = Specm A. Dado que si a € Fm existe bd’?m
tal gque ' 24 b = 1 obtenemos (a)? N (bi)? = g y por tanto

bieF
m . .
{a), ea abierto pues es el complementario de un cerrado.

5i Fm y ¥, son dos filtros minimales distintos, exig

m
te a que pertenece a uno de e¢lles y no pertenece al otro. (a)0
y su complementaric son entonces abiertos disjuntes y cada uno
de ellos contiene a uno de los £iltros Em' F% . Por tanto
Specm & es Hausdorff.
m .
4/ Por la Proposicién 0.2, | (ai)o = Specm A es equiva-
: igl
lente & afirmar que la familia (ai, i ¢I} no estd contenida en
ningGn ideal maximal de A; por tanto existe un nlmerc finito

de elementos de la familia: a, ...a, tales que a,....,a = 1.
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Es obvio gque 'Gl (aj)g = Specm A y esto demuestra 4/.
9=
5/ a) 8i A es complementado: (a): L,(ac}: = Specm Ay
por el lema 0.1 (a)? n (ac)g = ¢. Por tanto Imag g es un

retfculo de Boole.
w
b} Sean (a}? = (b}, . Entonces a) asegura gque

b = = =
a_ b+ bc acRer o v puesto gue a+a, b (a+ac)(a+b) b+a.hc
= b,+ac b+.bca ha guedado comprobada la existencia de
d ¢ Ker @ tal que a,d=bsd. Esto demuestra bj}.
<) Spec_ Imag g es homeomorfo por h) a Spec A/per
P m p P

y por la Proposicién 1.7 la/ este iiltimo es homeomorfo al
subconjunto de Specp A formado por los filtros primos gque no

cortan a Ker . Dado que Ker = rad_ & que A es com
L0 Lo T ¥ —

plementado, la Proposicidn 0.11 asegura gue aguel subconjunto

es exactamente Specrn a.

Corclario:
Sea A un reticulo gque verifica algunz de las condiciones

equivalentes de la Proposicifén 1.11. Entonces Specm A es fini

to.
Comprobacién:

Puesto gque todo filtro de A es principal, en particular
lo son los filtros_minimales. El corolario es ahora inmediato

a partir de 4/ de la proposicién anterior.

Teorema 1.5: Caracterizacifn de los espectros minimales de retf-

culos.

Sea X un espacio topolégico. Las condiciones sigulentes
son eguivalentes:

1/ Existe un retfculo A tal gue X = Specm A.

2/ X es un espacio Hausdorff vy tiene una base de cerrados
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tal que: a) dicha base tiene estructura de retficulocon la unidn
e intersecciéin ordinarias de conjuntos.
L) si una familis de cerrados de la base recubre X, existe una
subfamilia finita gue también recubre a X.
Demostracién:
1/~ 2/. Ha quedado demostrado en la Proposicién 1.12.
2/e——— > 1/, 5ea A el reticulo de la hase de cerrados de

X que verifica las condiciones a}) v b).

£
Befinimos: X —m 0 0 Specm A
X 5 § = {ach | xga}

f estd bien definida es decir Sx es un filtro minimal de A.

En efecto sea c ¢ ?x. Por ser X Hausdorff: |y d, =X vy
xg£d; :

por la condicibfn b), existe un nfmero finito d,...d,  de cerra

dos que no contienen a x tales que ¢4 dy4...4d, = L. Por tan-

to 8i ¢ ¢ ¥ existe d=4, 4...4d8 & $x tal que c4+d = 1L
X
y esto equivale a {A-—Sx. ) =4, ¥ ecg Sx 1o que demuestra

que S‘x es un filtro minimal.

f es inyectiva: En efecto por ser X Hausdorffya una base de cerra

dos M a = x.
aft ?x

f es epiyectiva: es eguivalente a demostrar gue si ?ﬁ eSpecm A

entonces N a, # . Esto Gltimo es fécil de ver: por ser
a.e ¥
i m
¥ minimd.si a, ¢ §¥ existe b, ¢/ ¥ tal que a,4+b, = 1. Por
m i m. i m i i
tanto [ M ai) vl N bj) =X ys8i n a, =g entonces
aia Fm iel aiQSm
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por la condicién b) existe un nQ finito de bi: by...b, tales

n
que {J hj=x es decir by 4...+b, = 1 con lo gque llegamos a
i=1

contradiccidén pues bj € &“m 3 =1...n

f es ahora un homeomorfismo.

Proposicidn 1.13:

Sea A un reticulec tal que SpecM A es denso en Specp 3

Specy, A es un espacic Hausdorff ai vy s6le s8i, dados dcs f£fil-
tros maximales de A cualesquiera, no existe ningfin filtro pri
mo contenido en ambos.

Demostracifn:

1/ Sean T-'M R SM € SpecM A y supongamos gue no existe

ningtn filtro primo c¢ontenido en los dos. Por la Proposicién
0.2 esto eguivale a (A - ?M' a -?ﬁ) = A vy por tantoc existen
a f SM y b # Fb;l tales que a+b = 1. F—

Esto asegura la existencia de cerrados:

M M M
Y, € ) vy §, £ (), tales que (a)g  (b)y = Spec, B

y por tanto SpecM A es Hausdorff — pdsese a los abiertos com
plementarios de dichos cerrados — .

2/ Reciprocamente supongamos gue SpecM A es Hausdorff y

sean ?M , ?ﬁ [ SpecM A. Por ser Hausdorff existen cerrados

' Moo, M
de la base de SpecM A SHﬁ (aly ,fM £(b)y tales que

M
(a), u (b)? = SpecM A, Puesto que SpecM A es densoc en Specp A

esto asegura a+ b = 1 y por tantoe {d - EM. A"Sﬂ) = &. Esto

termina la demostracidn.

Proposicién 1.14:
Sea A un retfculo tal que Spec,, d es un espacic Hausdorff
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y denseo en Specp A

Entonces SPECM 34 es un retracto de Specp A, es decir exis
te una aplicaciébn contfnua £: SpecP A —---——>Spe<:‘1~‘1 A tal gque
f!,SPECM A es la identidad.

Demostracidn:

Por la Proposicién 1.13 podemos definir la aplicacién:

£
—_—
Specp A SpecM a
gp N — SM = finico filtro mdximal gue contiene
a ¥_.

hod

f es continua: Para verlo bastard comprobar gue para todo

agh, f_l(a)o n SpecM A = (B)E pues entances si Fe f-%a)ﬂ

existe SM € SpecM A tal que ag ¥ ¥y YcF ¥y por tanto

M M
- M
Fef l(alo.
. -1, R
Papamos pues a comprobar la igualdad: f "{algn SpecM A

M . .
= (a),- Sea a ¢ FM e SPECM A, Por ser YM méximal existe
be s.y tal gque a.b = 0. Puesto gque S]_::er:M A es compacto, es

normal (dados dos cerrados disjuntos tienen entornos abiertos
M M
disjuntos} y de agui existen c, d 82 tales que (ala Ni{c), =9,

M M M M
(BYon (@lp =¢ y (clg u Ay = SpecM &. Dado gue SpecM & es

denso en Specp A esto equivale a : a,¢c =0 b.d =0y cpd = 1.

Puesto gque b ¢ S'M , d¢ ?M y por tanto Specp B - (), es un
- M
abierto que ceontiene a S:M. si e £ J'(a}a € £F obviamente v
-1 M
por tanto d ¢ ¥ . Esto demuestra que (Specp B - {dlg) iy £ {aY, =
N . TN .
= ¢ y por tanto § ¢ £ " (a),. Esto demuestra 1a igualdad

pues el contenido en el otro sentido es obvio.
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Proposgicién 1.15

Sea 2 un reticulo tal gque Specat A es denso en Specp A.
1/ Entonces Specat & es un espacio Hausdorff si y sblo si,

dados dos filtros atémicos cualesquiera de A, no existe ningtin
filtro primo contenido en ambos.

Si la representacién natural de A en SpecBt A

¢at(a) = (a}:t es fiel y completa se verifica:

2/ Sp-ecat A es un egpacioc regular, si y sélo si, dado un
filtro atémico cualquiera de A& y un filtro maximal cualquiera
de A, no existe ningGn filtro primo contenido en amboa.

3/ Specat A es un espacio normel, si y sélo si dados dos
filtros maximales cualesquiera de &, no existe ningGn filtro
primo contenide en ambosg.

Demostracidn:

1/ Se demuestra exactamente igual que la Proposicién 1.13.

2/ Supongamos gue se verifica la condicién y sea
Fe Spec_, B y F§F4¢ {a)%t. Para cada 5& g_(a)g pqesto_que
(A= 5, & - Si) = A existen bi £5 Y € £ 51 tales que
hi4.ci = 1l. Bi (a)ﬁ = { Fi igl } se verifica entonces
(a)? _r} (ci}% = y puesto gue Spec, A es cuasi-compacto

ie

{Teorema 1.l 1/) existe un nfimero finito ¢y ...c, tales que

M .
(a.c,...c )y = ¢. Si designamos: =c1é..c“ Yy b=b, 4...4B,
obviamente b 4§ , by =1 ¥ (a]§ n (c)o = 4. Por tanto
t at t at at _
$4 (b}ao. ) (a]oﬁ(C)a_‘c,:@ y (D) 4 (ol = Specat & lo que demues

tra gue Specat 2 es un espacio regular.

Reciprocamente: gea SPec;t A regular. Sean Fe Spec t-h
a

y $ﬁ € SpecM A cualesquiera. Entonces existe a e'sid-y agfy.,

at .
es decir F 4 (a)o . Por ser SPeca A regular existen cerrados:

L

at at at _ .at at
v £ (b)o v (c)o i (a)D = ¢ tales que Spec, A mtb}o Ll(a]o

t
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~ la efirmacifn anterior presupone que la representacién na
tural de A en sPecat & es completa — . Puesto que la represen
tacién de A en Spéc . A& eg fiel, lo anterior se traduce:

a
existen b 45, < ¢ &'M tazles que byc = 1 ¥y por tanto
A-% , b- FM] =3 o eguivalentemente: Fn E‘M ng contiene

ningGn filtro primo.
3/ Supongamos gue se verifica la condicién y sean a,bge
at at M .
tales qu a b = 4. Sean {(a =rF, iegl
que {a}l, nlb), ] (a), {1 ell ¥

(b)?;i = { Sj 3¢ J}. Puesto que la representacién de A en

M M , .
Specat A es fiel (a), n{bl; = ¢ y de aqui ¥Yiely V¥VieJ

ge verifica: existen

tal .48, =1 pues (A~ ¥,,3~ 5.) ==L
ales que Cljt i3 p { 5 J)

q,. 5
13 :’?j

' M M
Por tanto para cada 1¢I: N {di.]o n (blyg = 3 ¥y por ser

jed
S_:_aer:M A cuasi-compacte existen dil""din tales gque
M
P S = g¢. 5i a. =4, -..4,
(dyq---8;p blg = ¢. $1 ahora notamos d, =d., in ¥
= ... ri 1.
Ci cil+ ""cin se obtiene
.b=0 44, = igl.
ci{ 5, di y ¢+ 1_1 Vig

Mo M . s :
Puesto que ) (ci)” n(a)y = ¢ un razonamiento idénti-
iel '
co al anterior demuestra que existen ¢,dgd tales que c.a = 0,

d.b = 0 y c4d=1l. 8i ahora hacemos la representacién naty

ral de & en Specat A obtenemcs:
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at t t t
@3 @ ms, @ miT = v @5 s =

= A
Spec,e

lo que demuestra due Speca A es un eapacic normal.

t

Reciprocamente: sea Specat A un espacio normal. Sean

b 5 e SpecM A. Por ser maXimales existe a ¢F v be JF' ta

’

les que a.b = 0. De aquf (B)it n lb)gt

A
¢ Y ber ser Specat
normal existen cerrados:

()% 0 @5"

t

at
no @),

a
A
. y () SPECat

Il

@2 0 it -y

— también agui hemos usado gue la representacién natural de &

en Speca A es completa — . Dado gue la representacidn natu-

t
ral de A en Spec . A es fiel. lo anterior se traduce: exis-
ten c¢,d¢A tales que c.a = 0, d.»=0y c4+d = 1. Dado que
c ¥ yd g § esto demuestra que {A-F., &~ F'l=23 o equi
valentemente Y n§F no contiene ningGn filtro primo.
Corolario:

Sea A un retfculo, tal gue su representacién natural en

Specat A eas fiel y completa. SpecM A es compacto si'y edlo

si sPeca* 3 es normal.

Comprobacifn:
El que la representacifn natural de A en Spec_, A sea

fiel implica gque Specat & es denso en SpecP A y a fortiori lo
serd Spec, A. El corolario es ahora inmediato a partir de la

Proposicién 1.13 y de la Proposicién 1.15 3/.
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DIMENSION DE _KRULL DE UN RETICULO

Definicién 1.6:

Sea B un retfculo. Llamaremos dimensién de Krull de 2, no
tado dirnk A al estremo superior de las longitudes de cadenas
finitas estrictamente crecientes PpC Py Ce--C By, de ideales
primos de A — se recuerda que la longitud de una cadena as
igual al nfimero de elementos de que consta MENOE Uno —.

Lema 1.1:

Sea A un retficulo. Se verifica:

1/ dimk & = al extremo superior de las longitudes de
cadenas finitas estrictamente decrecientes de filtros primoa
de A. '

2/ dlm.k a = dlmk Specp A donde dimk Specp i dencta a}

extremo superior de las lungitudes de cadenas finitas estric

tamente crecientes de cerrados irreducibles de SpecP AL

Comprobacidn:
1/ Inmediatc a partir de la Proposicidn 0.2.

2/ Inmediato a partir de 1/ y de la Proposicién 1.4 3/
pues si dos filiros primos verifican ¥, < 52 entonces

VI(S,) 5 V(5).

Lema 1,2:

Sea & un reticulo.-dimk A =0 3i y s6lo 8i &2 es de Boole.
Comprobacidn:

Ha guedado demostrado en 21 corolaric a la Proposicidn 1.5.
Lema |.3:

Sea A un reticulo. Se verifica:

1/ §i dim & es finita, dim A = dim a¥,

2/ g1 dimk ﬁ_eg infinita, dimk 5% g también infinita.
Comprobacidn:

1/ es obvio.

2/ se asique de 1/ dado due a¥¥ -
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Proposicidén 1.16:

Sea & un reticulo complementado y B el conjunto

(i, a g Alasb=1—rb =1} )
Entonces B es un reticulo vy dimk B = dimk A,

Demostracidn:
La comprobacién de gue B eg reticulo es inmediata. Sea

B c_ " sk la inyeccidn natural, entonces

i
spec_ -2, Spec_ B

§ ——— > 54 B es epimorfismo.

La proposicidén duedard demcstrada, si comprobamoa gque
para todo par de filtros primos 5, o Ee de A ge verifi

ca: ¥, N Ba Y- - B, Y este es fdcil! de ver: en efecto si

a g¥. v a i, ya_ desiygna el romplemento de &, s» veri-
=z o

fica ac e ¥, ¥, vy de aqul a.ac e v, ¥ a.ac 632. Por

el Lema 0.1 a.a_ e B y por tanto §. n Ba ¥, n B.



CAPITULC II : APLICACIONES B LA TOPOLOGIA GENERAL.

En este capitulo =ze aplican los resultados del capitulo
precedente a la topologia general. Esta aplicacién se hace
agignando a cada espacio topoldgico X su reticulc de cerra-
dos 5, y trata dos temas:

1/ Caracterizaciones de_ espacios: Destacamos en este punto:

a) Caracterizacidn de las condiciones de separacién en términos
de Spec A,

pe p
b) Caracterizacidén de losg espacios noetherianog como aguellos
cuye reticulo de cerrados es tal gue todo filtro es principal.

2/ Cuasi-compactizaciones y compactizaciones de un es-

pacic. Seflalamos como resultados principales:
a) 8i X es un espacic Ty-separade y A su reticule de cerrados,
SpecP A es una cuasi-compactizacidn de ¥ tdl gue LoGT «pli-
cacidn continua de X en un compactu Y, extiende & una aplica
cidn continua de Specp 4 en Y.

Apndlogamente =i X es un espacio T, ~sepdrado y A su reticu
lo de cerradces, SpecM A es una cuasi-compactizacidn de X con
la misma propiedad de extenzidédn. De agul se sigue que para

agquellecs espacios para los que SpecM A es Hausdorff, SpecM &

es un modelo de la compactizacidn de Stone~Cech. E1 dominio

de dichos espacios se caracteriza en la 12 parte del capitu-
lo- comn el de los espacios normales.

b) Para el dominio de los espacics completamente regulares,
existen reticulos "suficientemente buencos” de cerrados cuyo
espectrc maximal son compactizaciones del espacic. Esto da

un método conatructive de compactizaciones de un espacio com
pletamente regular, método gue en particular, construye un mo
delo de la compactizacibrn de Stone-Cech de un espacic 1o nor-
mal, y la compactizacidn de Alexandroff de un espacioc localmen

te compacto.
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CARACTERIZACIONES DE ESPACIOS

iciGn 2.1:
Sea X un espacic topoeldgico y A su reticulo de cerrados.
Se verifica:
1/ X es T,-separado ai y aélo si ¥ es homeomorfe. a un
subespacic de SpecR A.

2/ % es T,-separado si y s6lo si X es homeomorfo a Specat?%.

Comprobacibn:
1/ 8i X esn To-separado, para cada par de puntos

¥ ¥ %, ¢ X se verifica x, # Ee . Entonces la aplicacién:
£
X —-—m——— Spec, A

X — ——s §_ = {2chA|Xc a}
X

estd bien definida, pues X es un cerrado irreducible y por
tanto genera un filtro primo; es inyectiva y manifiestamente
es un homeomorfismo.

El reciproce es obvic pues SpecR A es T, -separado.

N&tese que X, To——separado eg homeomorfo a SpecR A s8i ¥y
a6lc si todo cerrado irreducible de X es el cierre de un pun
to.

2/ Sea X, T,-separado. Entonces la aplicacién:

£
_—_ A
x —> Spec_,

X ———— > § = {achd| xea}
X

estd bien definida pues x¢ Fx y ai af § a.x = 0 lo gue
X
demuestra gue &'x,filtro generado por x es méximal. Es mani-

fiestamente invective y también epivectiva. puessi F=(a} es
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un filtro atémico de A Y Xga Fe $¥ Y puesto gue ¥ es

mdximal F= ?x. Es c¢claro por fltimo gue £ es ahora un
homeomorfismo,
NSteze que dado que £ es un homeomorfismo, entonces la

repreaentacidén de A en SPEca & es fiel y completa pues ai

t
ai i ¢ I es una familia de elementos de A gse verifica:

at t
N fa)y = (n_ a)g
igI i1gl

El reciproce es obvio pues Spacat A es un espacio

T, —separado.

Propeosicitn 2.2:

Sea X un espacio T1Fseparado y A Bu reticule de cerrados.
Se verificas; '

1/ X es Hausdorff si y séle si dados dos filtros atsdmi
cos cualesguiera de A, no existe ningln filtro prime contenido
en ambos.

2/ X es regular éi y a8lo si dades un filtreo atémico
cualgquiera de A'y un filtro mé&ximal cualgquiera de A,nd
existe ningfin filtro primo contenido en ambos.

3/ X es normal si y s6le si dados dos filtros méximales
cualegquiera de & no existe ningfin filtro primo contenido en

ambos.

Comprobacisn:
Por ser X un espacio T, -separado es homeomofo 2 Specat A

y la representacién natural de A en Specat A es fiel y com-

pleta — proposicién anterior—.
Ahora nuestra proposicidn se sigue inmediatamente de la

Proposicidn 1.15
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Proposicién 2.3:

Sea X un espacic topolégice y & su retficulo de cerrados.
Se verifica:

1/ X es un espacic irredu si y sélo si Specp A es irredu

cible.

2/ X es un espacio conexo si y s6lo si Specp 2 es conexo.

Comprobacidn:
1/ 851 X es jirreducible entonces (1) es un filtro primo

de A y por Proposicidn 1.4 2/ Specp A es irreducible.
La misma proposicidn asegura gue Specp A irreducible,im-

plica que (1) es un filtro primoc de A v esto es eguivalente
a que X sea irreducible.

2/ 51 X es conexo, no exXiste ningln cerrado de X gque sea
también abierte, y por tanto ningfin elemento de A admite un
complementario. Por la Proposicién 1.4 1/ eso implica gue

Specp 4 es conexo.

La misma proposicifn asegura gue si Specp A es conexo nin
gtin elemento de & admite complementaric y por tanto no hay nin
gfin cerrado de X gue sea tambén abierto. Por tanto X es conexo.

Proposicidn 2.4:

Sea X un espacic T -separado ¥ A su reticulo de cerrados.
X es noetherianc si y s6lo si todo filtro de A& es principal.
Comprobacién:

Si X es un espacio Ty-separadc y noetheriane, dads una

familia cualquiera de cerrados c¢; 1 ¢ I de X, X - N c; es

iel
un abierto cuasi-compacte y por tantc dado gue
(K - N e, n ¢ =¢ exizte una subfamilia finita ¢, ...c
i;:I 1 igI 1 N ’

tal que (X - ~ c¢,) ¢ c©. =% © equivalentemente

. it i

T j=1

3!

n <, = N cj. Esto asegura gue todo filtro de A es principal

igl : i=1
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va que la interseccién de todos sus elementos , pertenece enton
ceg al filtra,

El reciproco es obvio ya que si A es principal por la
Proposicién 1.11, Specp A es un espacio noetherianc y dado
gque por la Proposicidén 2.1 1/ X es un subespacio de Specp n,
es también noetheriano,

Nota: Como es obvio,la caracterizacién de cuando un esg
pacigo X To-separado ez noetheriano puede hacerse en té&rminos
de verificacién para su reticulo de cerrados A, de cualquiera
de las condiciones eguivalentes de la Proposicitn 1.11.
Corolario:

Sea X un espacio T,-separado noetheriano. Entonces el
nfimero de sus componentes irreducibles es finito.

Comprobacién:

S5i X es To-separado Y noetheriano y A su retfculo de cerra
dos, tode filtro de A es principel. De agqu! los filtros mini
males de & son los filtros generados por las componentés irre
ducibles de X. Basta ahora tener en cuenta el corolario a la
Proposicién 1.12.

Proposgicifn 2.5:

Sean X, ¢ X, espacios topolfgicos T,-separados y B, a,
sus respectivos reticulos de cerrados. X, es un subespacio de
X, 31 ¥y s6lo si la inyeccifn natural de X, en X, extiende a
una inyeccidén espectral y homeomorfismo en, de Specp A, en
SpecP Aa.

Comprobacién:
8i X, es un subespacio de X,. la aplicacién:
®
Ag —— A,
a — ———aa8n X, &5 un morfismo epiyectiveo de

reticules vy de aqui:



a6l
A ? A
Specp T — Specp 2

?1 _______ - w_l 51 es una inyeccién

espectral gue prolonga la inyeccidén natural de X, en Xa. For

la Proposicién 1.7 1/ 5pecp A, es ademis homeomorfo a Imag m%

El reciproco es cbvio pues X, es un subespacic de Specp Ay

el cual a su vez,es gubespacic de SpecP A,. "
iz

Nota: $i X, es un subespacio de X, Sp-ecP A;—h—;Specp A,

la inyeccién espectral dque proleonga a la inyecci6én natural de

X, en X,. vy ?M ea un filtro maximal, no atémico de A, en-
tonces g S‘M no estd contenido en ninglin filtro de q;“(Specat A,

we o _ 1 ) ) .
va que ¢ FM =(aeh,jan X ¢ SM} c ! Fxl) implica: =i

b e EM entonces x,

¢ b en contra de ser S:M un filtro maximal

no atémico.

Esto aclara porque los subespacios de un espacio Hausdorff
© regular siguen teniendc la misma propiedad, mientras gque es
ta situacidn no es cierta para la propiedad de normalidad.

e 4 A .
En efecto: Specp By g (Specp Adc Specp A, Y F‘l c ¥ Fz si
y s6lo msi ¥, <F,.

1/ Dados dos filtros atfmicos cualesquiera de A,, sus
imdgenes por w* pan filtros atémicos de Az ¥y si X, es Hausdorff
por la Proposicidén 2.2 1/ no eXiste ningin filtreo primo de
3, contenido en ambos. Por la misma Proposicién X, es entonces
Hausdorff,

2/ Dade un filtro atémico Sa y un filtro maximal FM

) 3* 3+ :
cualesquiera de A, entonces P ?M & 9 ?a ¥ si X, es regular
la Propesicién 2.2 2/ asegura entonces que no existe ningtn

filtro primo de A_ contenido en @* ?M ¥ m* ¥ . La misma pro
a
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Posicifn asegura entonces gque X, es regular.

3/ Dos filtros maximales de A, pueden tener como imagen
pox m”,filtros primos de a, contenidos en un miamo filtro mé&
" ximal de B,. De aqui la normalidad de X, no implica la norma
lidad de X, .

Proposicién 2,6:

Sea X un espacio T1—separado. X es cuasi-compacto si vy
s6lec si X es homeomorfo a SPecM A donde A es el reticulo de
cerrades ge X. .

Comprobacidn:

Si X es cuasi-compacto y §un filtro de A, () a # ®
ae¥

pues por ser §F un filtro las intersecciones finitas de ele
mentos de ¥ gon no vacias. De aqui todo filtro maximal de
A es atémico. Por la Proposicién 2.1 2/ entonces X es homeg
morfo a SpecM AL

El reciproco es obvio pues en el Teorema 1.1 1/ quedd de

mostrado gue SpecM A es un espacic cuasi-compacto.

Corclario:
Sea X un espacio T,-separadc, A un reticulo de cerrades y
a ¢ A. Entonces a es cuasi-compacto si y s6lo si es homeomorfo

a {a)g.

Conprobacifn:
Siaghy Yes el filtro generado por a, entonces el
retfculo de cerrados de a es Ay . Por la Proposicidn 1.3:

':{a)r: . El

F

Specp AS

= V(F) = (a), ¥ manifiestamente Spe::l.‘1 A

corolario se sigue ahora de la Proposicidn 2.6.

Proposicién 2.7:

Sea X un espacio T, -separado y cuasi-compacto y A su retf
culo de cerrados. Sea B un retlculc contenido en A. Eﬁgonces

. 1
B es una base de cerrados de X si y sflo si SpecP A-h———fSpech
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es un homeomorfismo entre los es;;ectros maximales.
Demgatracidn:
1/ Supongamos gue B es una base de cerrados de X. Sea
i1: B ¢ —» B la inyecci6n natural. Pasando a eapectros:
i

Specp S Specp B, es una aplicacién continua epi-

yectiva.

a) i%

'I{SpecM A ~ X} es inyectiva ya dque por. ser B base
de cerrados de X, separa puntos de X.

) -
5] . : =
oy i { pec, A} = Spec-M B. En efecto: si x S-"MsSpecMn

sea b ¢ B tal que by i%* SM= F.n B y esto implica x4 b.

M

Por ser B base de cerrados existe una familia e igI de i §

¥
tal gque ) ©. = x. De agui b N ci = ¢ ¥ dado gue X o8 cuas
il igl

compacto existe un nfmeroc finito Cirrse.c, de elementos de la
familia tales que b.c,... ¢, = 0. Pero ¢, s € i SM Y por
tanto i* ¥, es maximal.

Dado que i es epiyectiva y i* SM = S’M n B b} asegqu

*

P | = B.

ra: i {SpecM 3) Spe::M

»
F<3 I Spe&cM b ———-——-—)SpecM B es cerrada. En efecto
por ser X = Specy, A la representacidn natural de 2 en SpecM A

‘es fiel y completa y se comprueba inmediatamente que si a ¢ A,

. M M
J.'H'(&)n = b‘fo
biDa
i
2/ 8i Specp A — Specp B
§ = - Fn B es un homeoworfismo entre

. s e M M
los espectros maximales, entonces si a o & i (a).= {bi)o .
_DPE

Dado gue X =~ spec A y que la representacibén natural de b en
M
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SppcM A es entonces fiel y completa esto demuestra que B es

una basge de cerrados de XK.

COMPACTIZARCIONES ¥ CUBSI-COMPACTIZACICONES.

Definicidn 2,1:

Seaz X un espacio T,—seprado.Diremos gue un espacio ¥ es une
cuasi-compactizacidn de X,81 Y es un espacic T,=separado
cuasi-compacto y X es homeomorfo a un subegpacio de Y, denso
en Y. Si ¥ es Hausdorff y una cuasi-compactizacién de X, se

3dird que Y es una compactizacidn de X.

Proposicibn 2.8:

Owseparado ¥ & sSu reticulo de cerrados.

Sea X un espacio T
Entonces Specp A es una cuasi-compactizacidén de X tal que

para todo compacto Y y toda aplicacién continva £ @ X-oeeu ¥

existe una aplicacidén continua £ : Speep | JE— 4 tal gue

el diagrama:

es conmutativo

Spec A
pep

i dencta la inyeccidn natural de X en Specp A definida en la

comprobacidén de la Proposicidn 2.1 1/.

Demostracidn:
Es cobvio gue SpecP A es una cuasi-compactizacién de X, ya

que N ¥ =} implica por la Proposicidén 1.2 5/ gue iX=X

es denso en Specp A; ¥ por_el Teoremsa 1.1 1/ SpecP A e8 un
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definida entre espectros por la inclusién de B en A, Entonces

a) asegura que i“(Specat a) < SpecM B, y entonces la represen
tacién de B en SpecM B es fiel. En-particular SPecM B es den-
S0 en Specp B.

Notamos por ¢ la restriccidn de i a SPEcat A
: 5 A B
B OSPEC, Specy

x -————= ¥ n B

Entonces: g es_invectiva: ya gue por b) B separa puntos de X.

o &8 _homeomorfisme de Spec £ A en Imag ® : ya que por h) ai
-]

2 ¢ A se puede expresar en la forma a =) bi. bi e B; vy se

at M
comprueba inmediatamente que glal, = n (bi)o n Imag g
ieTI

wp{Spec E A) es densc en Spec B : como se deduce de la
o Il

Proposicidn 1.2 5/ teniendo en cuenta que 1 es el dnico elemen

to de B que pertenece a todos los filtros de mISpecat A).

Definicibn 2.2:

Un reticule & se dird dque es normal si ?a1, 2, ¢ 5 ta-

les que a, .a, = 0 existen c¢,,c, ¢ A tales que: a,.c, = 0,

18 175

a,.c, = 0 ¥y cyaq, = L.

Proposicifn 2.11:

Sea X un egpacic T, -separado, A su reticulc de cerrados y
B A un retficulo que verifica lasa condiciones a) v b) de la

Propesicién 2.10. Entonces Spec“ B &= Hausdorff si y s6lo si

B es normal.
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Comprobacidn:

Sea B normal; y sean ¥4, ¥, dos filtros maximales cuales
quiera de B.Dada la maximalidadde F, y §, existen b, ¢ §,
b, ¥, tales que b,.b, = 0. Dado gue B es normal,existen

] c, ¢ B tales que c,.b, = 0, ca‘b: =0y o+ c

17 T2 2
ces ¢, ¥, ¢, ¢ ¥, y por tanto no existe ningfin filtro pri-

= 1. Enton

mo de B contenido en ambos. Dado gue specM B es denso en SpeCPB
la proposicién 1.13 asegura que SpecM B es Hausdorff.

El reciproco se obtiene ficilmente dado gue si SpebM B es
Hausdorff, por ser cuasi-compacto es normal.
Corclaric:

Sea X un espacio T,-separade, A& su reticulo de cerrados
¥ B A un reticule normal que verifica las condicicnes a) y
b) de la Proposicién- 2.10. Entonces X es completamente regular.
Comprobacién: -

Se recuerda que un espacio X completamente regular es un ed-
pacic de Hausdorff tal que los ceros de las funciones continuas
reales de X constituyen unaz base de cerrados . Es inmediatc que
los subespacios de un espacio.completamente regular son comple
tamehte requlares y el lema de Uryschn afirma que un espacio
normal es completamente regular. Por tanto ai un espacio T, -se
paradc admite una compactizacifén es completamente regular.

El corolario se sigue ahora de las Proposiciones 2.10 vy
2.11.

Definicidén 2.3:

Sea X un espacic completamente regular. Llamaremos com-
pactizacibn de Stone-Cech de X, notada gX,al. elemento univer-
sal, determinadc salvce homeomorfismos, de sus compactizaciones;

es decir para todo compacto ¥ y toda aplicacién ceontinua

£ i X —a—sY existe una aplicacisn continua

f:pgX————>Y que extiende a f.
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Proposicifn 2.12:

Sea X un espacio T1—separado y & gu reticule de cerrados.

Entonces SpecM A =gX si y s5le si X e8 normal.

comprobacifin:
Por las Proposiciones 2.2 3/ y 1.13 X es normal si y eblo

ai SpecM A es Hausdorff.

Basta ahora tener en cuenta la Proposicién 2.9,

Proposicién 2.13:

Sea X un espacio completamente regular 2(X) su anillo
de funciones continuas y z= {2 (f) = (0)|f€e(x)} Enton
ces:

1/ 2 es un reticulo normal que verifica las condiciones
a} y bl de la Proposicifn 2.10.

2/ Specni = rX.

Demostracidn:
1/ 2 es un reticulo con la unién e interseccién ordina-
rias yva que: Z(f.qg) = Z{(£f) 4, 2(qg}.
Z(f2,g2}= Z2(£).2(qg).
z{oy =1 - Z(1) =0,

2 verifica la condicién a) de la Proposicifbn 2.10: en efecto
si x ¢ 2(f) por ser X completamente regular,existe g e¢ ¥({X)
tal que g{x) = 0 y g|a(f)i= 1.
Z verifica la condicién b) de la Pfoposicién 2.10: por la
definicién de espacio completamente regular.
£ es normal{,en efecto ai 2(f,). Z(f2) = ( definimos:
£
he—2 ¢ €(X pues Z{£2 4 £2)} = 3.
ff + fg

Sean ahora las funcicnes reales: g, (x] min {h(x)- %ﬁ, Q)

g, (x} mdx (h(x)- —%—.0).
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que comy es bien sabido, siguen siendo continuas.
L
3

tiene Z(f,).2{g,) = 0. 2(£,).2(q,} = 0y Z(g,)s+2(g,) = 1.

Dado que Z(g,) = (xeX|{h(x)s % } oy 2lg)=rxeX|h(x)2 } se

Ahora las proposiciones 2,10 y 2,11 demuestran gue

' 51:>ecM & es una compactizacién de X.

2/ Bea Y un espacio compacto y X su reticulo de ceros
¥

de funciones continuas, Sfa f : X——>Y una aplicacidn con

. f
tinua. Entonces: e‘éY

< es un morfismo de retfculos

. -1 .
ya que gi g o € (%} f “(z2{g)) = 2(g o £).
Por tanto define una aplicacién continua:
(£ ¥

Spec & — . Spec &
P Pep Y

Peroc por ser Y compacto y EY una base de cerrados, la Pro

posici6n 2.7 asegura que Y = Specy Z_ y por ser Y Hausdorff

Y

la Proposicién 1.14 afirma que la aplicacidn:

P

spec, X, ——————» Y = Specy <z
¥ . .5 ¥ =y -donde fy es

el Gnico filtro mé&ximal de ZY gue contiene a ¥- ,es continua,

Si ahora designamos: T = 0 o(f_l)*; SPecME —aY, £

extiende a £ y esto demuestra que Spec, £ = gX.

NMota: Sea X un espacic completamente reqular, © (X} su
anillo de funciones continuas realesy =(Z(f) | £ ¢ €I(X)}
Se comprueba fdcilmente que la aplicacidn:

L
Spec,, ¥ {x) SpecM b

b —————r&; = {Z(f)l £ep}
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es un homecmorfismo y por tanto:

1/ Specy € (X) es un modelo de la compagtizacidén de

Stone-Cech dei egpacio X.

2/ Dado que radJ £ (X} — es decir la interseccién de
todos los ideales maximales ~ es8 cero y SpecM €(X) es un
espacic normal, cada ideal primo de Y (X) estd contenido en
un finico ideal maximal.

Definicifn 2.4:

Un espacia X'Hausdorff diremes que es localmente compac
to 2i cada punto tiene un entornc compacto. Es bien sakido
que entcnces los entornos compactes de cada punto x consti-
tuyen una base de entornos de diche punteo.

%1 X es localmente compacto, el deaigna al espacio X unién
con un punto no perteneciente a X, gue notaremos co, con la to-
polegia cuyos cerrades son los cerrados compactos de X y los
conjuntos de la forma cyop donde ¢ es un cerrado cualguiera
de ¥, X * se llama la compactizacifn de Alexandroff de X.

Proposlcién 2.14:

Sea X un espacic localmente compacto y no compacto.Sea Bel
reticule generado por el conjurto (K, ﬁi K compacto de X}.

Entonces SpecM B es una compactizaci$n de X y SpecMB:=X?.
Demostracibn:

1/ B verifica las dos condiciones de la Proposicién 2.10
y por tante SpecM B es una cuasi-compactizacidén de X. En efec
to:

a} 5i b ¢ B f x ¢ b entonces x ¢ X-b y puesto que los en
.tornog compactos son una base de entornos del punto, existe
un compacto K de X tal que X-b > Ksx. Por tanto x ¢ K ¥
K.b = 0.

b} B es una base de cerrados de X: pues si x § ¢ donde c

es un cerrado de X,existe entonces un compactoc K de X tal que
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X - c o KO 3ax. De aguf x ¢ X-K y'ﬁ > c.

2/ B tiene un Gnico filtro maximal neo atdmico éue nota-
remos ¥, . Es consecuencia de las siguientes afirmaciones:

Los puntoe de X por ser compactos pertencen a B y de
aqui son los dtomos de B.

Sea K un compacto de X. Si.K € FM filtro maximal de B,

entonces $M es atdmico, ya gue en casc contrario K M b = g
be ¥

y por ser K compacto existen b, ...b, tales que K.b, ...b =10

en contra de ser $M filtro propioc. -

El filtro¥de B generado por la familia (X -K | X compac-
to de X} es un filtro maximal no atémico. En efecto:

F es filtro propio pues si existieran Ki i=1,...,n com—

. Ti n
pactos de X tales que: N X-K =9 entonces X =) Kg
. i=1 i=1

n
y a fortieri X = J Ki con leo gque X serfa compacto.
i=1 .
¥ es un filtro no contenido en ningfin filtro atéwico, pues

por ger X localmente compacto 0 b = @.
' be §

§ es un filtro maximal, va que si K es un compacto de X,

K 1 b=y implica la existencia de un nimero finito b,
be¥ .

A

i=1...nde elementos de § tales que K.by...b, = 0.

3/ spec, B es un espacio Hausdorff. Por la Proposici6n

1.13 esto eguivale a probar que dados dos filtros maximales
cualésquiera de B,no existe ningln filtro primo contenido en
ambos.

B = B es : B -
bado que Spec,, X, Spec . B es denso eﬁ Specp y da

do que X es Hausdd:ff, la demostracién de 3/ se reduce por la
Proposicién 1.15 1/ a comprobar que dgdo un filtro atdémico

Sx de B,no existe ningn filtro prime contenido en &1 ¥ en
?m. Esto filtimo eé inmediato: por ser X localmente compacto

exista un compacto K de X tal que x ¢ KY Entonces X-K ¢ F

*
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XK£F ¥ K+ X-K =1

o

&/ SPECM B = X*.

En efecto,la representacidn natural de B en SpecM B da
una base de cerrados y es obvio que se verifica: si X es un
compacto de X:

(x):=x _ (x——§)§=x—xu&'m
De agui los cerrados de SpecM B son los compactos de X y los
conjuntos de la forma ¢ y on,donde ¢ es un cerrade de X,

Ejemplo 2.1:

Sea A el reticulo generado por unibn e interseccibn fi-
nita de las semirectas cerradas de la recta real R.

Entonces SpecM A es la compactizacién ordinaria de la
recta real por dos puntos (conjunto de los reales extendidosa).

En efecto:

1/ Puesto gue A contiene a los intérvales cerrados, es
inmediato comprobar que A verifica las condiciones a) v b) de
la Proposicién 2.10 y por tanto Spec, A es una cuasi-compacti-
zacisn de la recta real.

2/ SpecM A consta de los filtros atémicos definides por
puntos de R y dos filtros maximales no atdémicos. Se sigue de
las siguientes afirmaciones:

‘Los puntos de R pertenecen a A ¥y por tanto son susg atdmoa.

81 Te SpecM B contiene un intervalo. cerrado, entonces

¥ es atémico.

sSi ¥ dencta el filtro generado por las semirectas de
- .

la forma x = r r g R, entonces S+«) ¢ Spec, A. En afecto

si b ¢ ¥ ,b no contiene ninguna semirecta de la forma xzr
.-
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y entonces existe a8 ¢ R tal que sy ¥ yveb. De agui

b.{x=s} = 0 y por tanto .’F+m ea un filtro maximal,
Andlogamente si §_m denota el filtro generadeo por las
gemirectas de la forma X < r, entonces S_“)e SpecM B.
3/ SpecM A es Hausdorff. En efecto: A es complementado
y dado que los elementos de 5“0 y de &‘_m son divisores de
cerc al dual, la Proposicidn 0.1) asegura gue S;w Y F_m
son filtros primos minimales. Por tanto, dades dos filtros

maximales cualesquiera de & , no existe ning@n filtro pri-

mo contenido en ambos, y de agui SpecM & e3 Hausdorff.
4/ si en Specy; A ‘se define el orden: Sx = $y+-—+ x =y

¥ =F =¥ ¥V x ¢ R, la topologia de Spec, 3 coincide

- x - .

con la topologfa de dicho orden. Comprobacidn imediata.



CAPITULO IJ1I: COHOMOLOGIA DE ESPACIOS ORDENADOS Y ESPACIOS

NOETHERIANOS CON VALORES EN UN HAZ,

Este capitulo aborda el problema de hallar para ciertos
dominios de espacios, un método para computar su cohomelogia
con valores en un haz,

1/ Espacics ordenades: A lo large del capitulo.un eapacio

ordenado es un conjunto ordenado con la topologia cuyos cerra
dos son los subconjuntos crecientes y el ¢ . En un tal espacio
cada punto tiene un entorno minime: el conjunto de puntos meno
res o iguales que &1. Ejempleos de tales espacios son los espa
cios finitos T,-separados y los espacios topolégicos duales

de espacios espectrales noetheriancs.

Si fl es un haz de grupos scbre un tal espacio,se le
asigna un complejoc semi-simplicial de cocadenas con velores en
K, al que se dota de estructura diferencial. Dado gue los
abiertos, de un espacio ordenade siguen siendo ordenados, la
asignacién anterior permite construir un complejo diferencial
de haces que son una resolucién "flasque" de R . E1 hecho de
gue cada punto tenga un entorno minimo es agui esencial.

Al tomar secciones en dicha resolucién "flasgue" sme c©b
tiene el complejo semi-simplicial de cocadenas con valores en
R y por tanto los grupos de cohomologia de éste, coinciden
con los grupos de cchomologia del espaciocon valores el haz
£ . La demostracién de que la cohomologfa del complejo se-
mi-simplicial de cocadenas coincide con la del subcompleijo
de coéadenas'no—degeneradas,da la acotacién de la dimensién
cohomolégica del espacio por su dimensién de Krull.

2/ Espacios noetherianos: El problema se resuelve en un
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doble paso: A/ Espacios espactrales noetheriancs: Si X es

un i 1 X = lim p .- 1 . -
egpacio tal gue 11;1 r.on Xl donde los x:. son._ espa
[
cios finitos Ty—separados _y i un haz de grupos scbre X,
82 le asigna el complejc diferencial limite inductivo de los
" complejos semi-simpliciales de cocadenas de los egpacios }(i

con valores el haz ®; A ~ haz imagen directa por la proveccién
*

natural de X en Xi — . También agqui, pero por un proceso mu-
che mis laborioso, dicha asignacién permite definir un com=-
Plejo diferencial de haces que ez una resolucifn “flasgue"
de { tal gque al tomar secciones se obtiene el complejo pri-
mitivo. Sus grupos de cohomologfa, limite inductive de los
grupos de cchomologia de los complejos semi-simpliciales de

cocadenas de X.con valores en o5 N ceinciden entonces con
i .
-3

los grupos de cohomologia de X.convalcresel haz f.

De agui se sigue:

a} la cohomologfa del espacic X convalores el haz Jf es
limite inductivo de la cohomologia de los espacios Xi con va

lores el haz 0 f.
3*

b} la demostracién de que tode reticulo de dimensién de
Krulln y tal gue tedo filtro es pfincipal, es limite induc
tivo de retfculos finitos de dimensién de Krull ¢ n, da la
acotacién de la dimensidén cohomolégica del espacio por su

dimensién de Krull.

B/ Espacios .noetherianos no _espectrales: Si X es un tal

espacic y A su reticulo de cérrad-os, Specp & es espacio espeg

_tral noetheriano y entonces la cohomologia de X convelores en
un haz coincide con la de Specp & en el sentido siguiente:

1/ Si & es un haz de grupos sobre Specp &; se verifica:
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#P(spec A, ) = B, A% Vpz 0

2/ Si f es un haz de grupos sobre X, se verifica:
B (x,8) = Hp(specp A, i A ¥p= 0

donde i*Jl designa el haz imagen directa de £ por la ine-

yeccidn natural de X en Specp A,
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COHOMOLOGIA DE ESPACIOS ORDENADOS CON VALORES EN UN HAZ

Definicidén 3.1:

Sea X un eapacio topolégico. Llameremos dimensién coho-
moldgica de X, notada dim X, al menor entero n tal que para

tode haz de grupos f sobre X se verifica:
H A, &) =0 VYi>n

Definicién 3.2:

Sea X un conjunto crdenadc con la topologila cuyes cerra-
dos son el 4 y los conjuntos crecientes — ejemplo 0.2 — v
J un haz de grupos sobre X.

Vamos a definir un complejo gemi-simplicial de cocadenas
de X can valoresen R .

Un simplice de orden p de X, Sp es un morfismo del orden de

= 0,1... en X
bp =1 P}

A, —— 5 X

{0/ 1P} ———> XgSX $...5%g

Notaremos Xp el conjunte de los simplices de orden p de X.

Si x ¢ X notamos U(x) el conjunto (yeX|y s x}. Como se
demostrt en el ejemplo 0.2, U{x} es el minime entorno del punto
Xa . -

Asignamos a cada sp e Xp el grupo P(U(SP.(O}]"RJ de las
secciones del haz f en el abierto U{SP(O)]: y por Gltimo nota-

mos : CP(X.J?.) = n
. g ¢ X

P(U(EP(O)). A1, pz=o0.
P P

El grupe graduado C* (X, 8) = (Cpfx,.ﬂ,))p}{) tiene entonces
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estructura de complejo semi-simplicial de cocadenas. En efecto:

zi f: ﬂp 3 ﬁg eg un morfismo del orden,

f
el diagrama
g ﬂp - Aq
L)
5 gX
v q a
X
define una aplicacién: xq —_— XP
3 —te———————— § o f
d d

y esta a su vez por trasposicidn, permite definir un morfismo

de grupos:

oF (%, &)

a =(a(5p))s x ——> £ a donde:

p° Tp

(f o) (sq) = restriccién de u(sq o f) a U(sq(o}), Vsquq

Nota:
En la definicién anterior, la palabra restriccién desig-
na el morfismo de restriccién de hacee:

?{U(sq(f(O))).ﬁ)-—~f——*-}IWU(Sq{O)),&}-

La necesidad de restringir a(sq(:f]_a U(sq(o)) es clara, ya

que si Fae CHX. 2}, (Fg) (sg) & r(u(sq(o)).m Vsqe X

Se comprueba ahora inmediatamente, gue la asignacién =a

cada morfismo del orden £ ﬂp , Aq’ de un morfiamo de

- ey .
grupes: ?:CP{X,&)-_-_——_;Cq(x.&) es functorial es decir:



80

|
[t}

identidad

identidad ——

Fhe
1l

f,‘of2

ol
[}

f=£f oft

1 2

¥ por tanto cF(X,R) es un complejo semi-simplicial de cocadenas.

Definicién 3.3:

Manteniendo las notaciones de la definicién anterior, va-
mos ahora a definir una diferencial schre el complejo X, .
Sea n> 1. Para c¢ada 0 < 1 < n se define, la aplicacidn

eatrictamente creciente:
i
F

Anoy 1 — By

{0,..n-2})— {0, 1... %, ... o}

y sea F:} : Cn_ltx.&} —m—-——-—-—)-cn(){,&} el morfismo de grupos
inducido por F;.

Se define ahora: d: Cfl_ltx.&) — RN
a= 3 (-1} F. {a).

. n

i=0

: 2
La comprobacién de gque 4 = 0 es un cdlculo: es efecto si

n~l ’ . . .
a e C (X, v Shel es el simplice x; g...% xn+ | se tiene:
2 . nal il (B i 3 3 . .
{d ga) (Sn+ 1) = g (—l)Ji;.l+l(_2_(—l) Fn {a)) (Bml) = restriceisdn
) 3=0 1=0
n+ 1 3 j-1 i - - .
a Ulxy) de 3§ (-1}1°( % {-1)" glxq =... * =... xjs"'xml) +
n+I 1 i-1 - . - .
+ £ (-1 u(on---ijH- xis...xn+l]} = 0 ya gque en el suma
i=j4l
- . torig anterior para cada simplice Xo < "';‘iE"';{jS“'an.L apa-

recen los términos

{—1]]+1 alxgs... ﬁis--._ﬁj 5...xn+1) v
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j+i=1 - -
y 3+ ¥y S...X, S...%, =...X ’.

(-t 1 37 n+l

Por tanto d“(x,&) con la 4 definida,tiene estructura de grupo
diferencial graduado y por tanto tienme sentido hablar de sus
grupos de cchomclogia. Dichos grupos serdn notado en adelante

(X8 .
+

Proposgicién 3,1:

con las notaciones de las definiciones anteriores, s#i X

tiene elementoc midximo gque notaremos a, entonces:

' (X, =0 Yn > 0.
+

Demostracién:
Se reduce a la construccién de un operador de homotopia

T tal que T@ + dT = I donde I dencta la identidad.
. T P-
Definimos: CP(X,R) —————— —s C l(xrﬁ)

a — %+ Ty @Aonde Ty se define por

la siguiente f6rmula: sl a es el slmplice X, £ ... <X

p-1 p-1

P
= {—1) c(xos - xp_ls a}.

La comprobacién de que Td+dT = I es un cdlculo inmedia-

(Ta) KSP_l]

ko
(Ta4dT) (@) (o .05 X)) =-1P* @ s .. x S2) + restriccion
P i -

a U(xo) de T (—1)1 To (X € - - X €. X ) = restriccidén a

. i=0 P

P i+p -

Ulx,) de (-1} (g <-..X, 5 ...X_s8) 4

i=0 . P

B )
+(—l)p*l( £ -0t G(KgS avv X, S onn X, = a) +i—np*1h{:13g---sxgl=

la existencia de dicho operador de hopotopia, asegura gue
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Yna 0.,un n-cociclo es un n-coborde y esto demuestra la pro-

posicién.
Notacicones:

x*t designard el conjunto de los simplices de orden p de

X que son aplicaciones estrictamente crecientes; es decir

+ .
s_ ¢ X, B2 ablo si 8 _: ———————— . . X
p® p Y p’ 4p

{0...p}__._—,.anx1 <---<xp

5i s b:4 s £ X¥ se dice que s_ es un simplice degenera-
p € p Y p P q p P g

do., ¢c*
P

(X,8) = (a ¢ C_{X,8) jals) =0 - ¥s_¢ X' } designa
fo e &g Loty p ¢ %o}

el conjunto de las cocadenas de orden p gue se anulan Bobre
los simplices degeﬁerados de crden p.

Por filtimo, Ci(x,ﬁ) designard el grupo graduado

p
{c+ (x.j))_p - 0

Proposicifin_3.2:

Con las notaciones anteriores:
1/ (X, %) es un subcomplejo diferencial de c”(x,&).
ES

P (x.%), pz 0 los grupos de cohomologia

2/ 8i notamos H
del compleje € (X.#) se verifica:
-
o
a) HO (x,.8) = H (X.4).
-+ +

b) I"i"p =1 HP (X.#) es sumando directo de Hf{x“ﬁ] .
-

Demostracién: _
1/ Basta ver que 8i g ¢ Cf‘l[x.\ﬁ), dd ¢ cf{)(,ﬂ} vy esto

es inmediato: si sp = (Kp<...€ xP] g‘x; exigte O=<r « p tal

= X
que xp = X, 4.
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Entonces: (du){sp) = restriccidén a Uix,) de

r -1 alXy ge0n X, € ons xp) = restriccibn a Ulx,) de
i=0

r r.l
LY g ixg 5..-xr__lsxr+ 1S e xp} e (=0T ﬂ{xos...xr_lsx’.s.xg

-1
ya gue los restantes sumandos se anulan pues o ¢ CP (x,83.
+

pado Que x_ = X se obtiene finalmente {(deg) (s } = 0.
r r el P

o =]
2/ a) Es obvio pues C*(X,ﬂ} =C (xX,0.

n
2/ by Definimos: CP(X,.H,) -——-—-—p‘—bCP(X.J€)
S D) .

s —— ﬂp a
. +
donge | = s g X
Mg a}(sp) al p) is,e Xy
My 0)(s) =0 sis_ ¢ %X° -7
P P P :
y designamos | =(np)p> o Entonces [ es un morfismo de comple

jos diferenciales es decir f od=d o . La comprobaci6n #§
un célecule andlogo al de 1/. ’ ,

Sii cP(x,8) — —»cP(x, ) designa la inclusi? na-,
-

tural se verifica np [e) ip = igdentidad en CP(X,R).
+ I

Puesto gue 7 e i son morfismos de complejos tferencia-
les definen morfismos:

gt (X8 P L u (x
+

ra} — s
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#¥(x, 2) 8P (x,4)
+ FY

a > { 5 e}

yn¥ o i; = identidad en H® (X,R). Esto acaba la demostracién
R

-
de b)Y,

Corolario:
Con las notacicones anteriores, si X tiene elemento miwi-

mo se verifica

P x,4) = 5P, 0) .
- +

-

Yo =0 H

Demostracidn:
Para p = 0 el resultade lo heméé“abtgnido en la proposi-

cién anterior.

8i pw 0O 1a Proposicién 3.1 afirma HY {(X.&) = 0 v puea-
++
to qﬁénpor la proposicién anterior gP {X.R) es sumando direc-
' 4+
o N p _
to de H (X, %), sé tisne H (X,R) = O.
+ T

Lema 3.1:

' E_Sean X, ., X2 conjuntos ordenados con la topologia cuyos cerra
s Ban el 4 y los subconjuntos crecientes,
. 1}181 U es un abierto de X,, los cerrados de U son el ¢4 y
. gubc;hjuntos crecientes de U,

2/ Una\fplicacién @ : X1¥-——_f~qué es continua si v s6lo
. .
un morfx@mo del orden.

bagibn:

es inmediako.

¢Sea g un mor{ismo del orden; vy 02 un cerrado de Xé.

r Ye:p_l(cz}":\ por ser ¢ morfismo del orden: «ly) sgi{x}.

N,
A
.

AN
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Puesto que piy) ¢ ¥ C, es creciente: g(x) ¢ ¢, ¥y por tanto
® 2 @ 2

2
w_l(cz) es un conjunto creciente. Esto demuestra gue @ €8 con-
tinua.

Sea , continua; X = y puntos de X, . Por ser g continua
m_l($T§)] es un conjunte creciente de X, que contiene a y.

De aqui xgw_l(m)} e X eply) e @lX) zply).

Esto demuestra gue 4 es un morfismo del orden,

Definicifni.4:

Haces de gérmenes de cocadenas: Sea X un espacio ordena-

do con la topologfa cuyos cerrados son el g y los subconjuntos
crecientes, y £ un haz de grupos sobre X.

Para cada p » 0 se define el prehaz sobre X:

U —scf(u, 21u) o r(Uis (0)).8)

! a_gU
! P P

v — P, 2w mo DUl (0)) . R)

5 eV
P P
donde el morfismc de restriceién g es la proyeccién natural

wes U > V implica U o V.
P P o P

Dado gque para toda familia de abiertos Ui ig I se veri

fica: { Ui)

‘ = i (Ui)p_ — ya gque si 59(6 ) e U Ui
laI

Poger P eI
sp(p) e U, para algtin i y por ser Ui abierto entonces
sp(np} « U;— se comprueba facilmente que el prehaz definido e:

un haz. En adelante lo nctaremos fp(X.R).

Por su misma definicisn €F(X,%) P = O son haces "flasgue:
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Se definen andlogamente los haces €p{x.£) gue tambkién
+
son "flasgues®.

Teorema 3.1:
Sea X un conjunto ordenado con la topolcecgia cuyos cerrados

son el ¢ y los conjuntos crecientes; y f un haz de grupos so-
bre X,
51 Hp{x,ﬁ) P = 0, denotan los grupos de cochomologfa de X

con valores en el haz f, se verifica:

w0 = a¥ x4 =8P W ¥ p =z O.
- 4

Demostracibén:

constituyen una resolucidn

o .
1/ Los haces (£ (}{..ﬂ))pzo

"flasque" del haz . En efecto:

a) la diferencial d de los complejos {CP(U, Riuy) 0
’ p=
. . P 4 el
define un morfiame de haces: € (X, R} —— . € (X, H), p=0,

que seguiremos notando d.

b) definimos g:Hd —— 5> ¥ (X, %) de la forma siguiente:
Q
ru,8 = £ — —elf) ¢ C (U, R|U) donde si X ¢ U
¢ (£) (x) = restriccién de £, a U,

c} la sucesidn de haces:

0 g e, SR R s

es exacta ya que pasando a fibra,para x ¢ X se tiene:

e
0 r(Ulx), 2 —E W), 8] U ~S s (Ux), R] U

éuya exactitud queda asegurada por la Proposicidén 3.1 y por el

hecho de que Imag g = Ker d. Justificamos este Gltimo hecho
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si g e cPlUix), A] U(x)) es tal gue dg = O,entonces para todo

par de puntos X, < x, de U{x) mse verifica:

0 = (da} (¥, < %) = restriccibn a Ulx,) de {aix, ) -alxg})
y esto es equivalente a: g = g(fu{x)) donde
f00 Y oy Yy ¢ Ux).

2/ La primera igualdad resulta ahora del hecho de que

rx.eFx.) = P,

P
4

3/ Para demostrar que HP(K.R) = H (X.,R) se comprueba de

manera andloga que los haces (Bpix,ﬁ)) o constituyen una re-
+ Pz

solucién “fasque" del haz A . La exactitud de la sucesildn de

haces resulta aguf del corclaric a la Procposicién 3.2.

Nota:
En particular, el teorema anterior generaliza el resulta-
do del corolario a la Proposicién 3.2 en el sentido de que la

hip&tesis de gue X tenga elementoc mdximoc ea innecesaria.

Corolario:
Con las notaciones del teorema anterior; si # es un haz

“fagque”, el complejo de cocadenas (Cp(x.ﬂ))p:,o esaciclico.

Ccomprobagién:

Es obvio pues si { ez "fasque” HP[X.&) =0 Yp> 0.
Teorema 3.2:

Sea A un reticulc tal que todo ideal es principal y de
dimensién de Krull finita.

Entonces dim Spec A £ dimk AL
P .

Demostracién:

5i todo ideal de A es principal, tode filtro de 2* es pri
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cipal y entonces por el corolario a la Propesicién 1.11, Specp A

es un conjunto ordenado con la topologia cuyos cerrados sonh el
¢y los conjuntos crecientes.

Por tanto,para todo haz de grupce A sobre Specp 2 se
verifica:

Hn(Spec B, A) = H (Spec A,) Y¥nzo0.
P ++ P

Pero si n>» dimk A — por el Lema 1.3 — todo simplice de orden

n de Specp A es generadc y por tanto " {5pecP A,f{) = 0. Este
++
demuestra la proposicidn.

Nota:

El Teorema 3.2 englcba el casc de los espacios finitos
Tgsseparados y el caso de los espacios duales de espacics es-
pectrales noetherianos.

Ejemplo 3.1:

Sea X un conjunto que consta de 3 puntos X, X, . x, con
la relacifdn de orden: Xy < ¥, X3 < X, COR la topologia cuyos

cerrados son el ¢ v los subconjuntos crecientes:

* . ////xz

Por el Teorema 3.2 dimx < d:i.rnk 4 = 1 fonde 3 es el reti-

culo de cerrados de X.

vamos ahora a construir un haz de grupos sobre X cuyo
primer grupc de cohomologia sea no nulo. Esto demostrard gue
dim X = 1 y que por tante la cota del Teorema 3.2 no es mejo-

rable.
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Sea Zx el haz sobre X, definide:
3

X =0
Ulx,} =——— o]
U{xa) ————— 30

U{x5)=x!-—-———~————+ Z con los morfismos de

restriccidn evidentes.

3
¢
Entonces C (X, Z_) = [ T{U(x, Z ) = Tixg, Z ) = Z.
* Xy i=1 1 X3 X3
bDado gque los l-simplices no degenerados de X son

s, =lxy « b IR s,"=(xs < Xp) se tiene:

1 = ™ =
C+(K.Zx } = TUG). 2, ) @1 {Uixg}.Z2 ) =28 Z.

.3 3 k.

cslculamos aheora la imagen del morfismo:

[+} 4d

c (X, Z_) c (x.2_ )

- Ry + *y
[¥]

gig e € (X, 2 ), (dolis) = restriccidn a x_de {gi{x )—_qix )=

+ x 1 3 3

-]

=0 (XE} 4 Z.

(da (s )=restriccibn a xy de {q(x}~q (x;)) =qixy) ¢ Z.

y por tanto Imag d = {p¢ C"_'_(}'(,Z}c ) {gisy) = gis)lt-
z -4 z -~
De aqufi H‘I H, Z ) = o2 = ® - 2,donde p dencta
-+ *y Imagd A

la diagonal de Z g 2.

El Tecrema 3.1 asegura ahora o' {X,Zx y = 2.
3

Ejemple 3.2:

Sea X un conjunto con 5 elementos X,, X,. ¥,, X,, X5 <On

la relacién de orden: X < X,. X, <Xy, X4 <Xy, Xy <Xy dota-
do de la topologia cuyos cerrados son el g vy los subgonjuntos

crecientes:
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Por el Teorema 3.2 dim X < dimk 4 =2 _,donde & es el

reticuleo de cerrados de X.

vVamos ahora a demostrar gue todo haz de grupos £ sobre
X tiene grupc 2 de cohomologia nulo. Esto demcatrard que el
resultadc del teorema 3.2 no se puede refinar en el sentido de
que valga la igualdad.

Simplices no degenerados de crden 1, de X: s: =(xg <Xy )
sf=(Xg<X, ), s7=(xgax,}, s{={xgxy), x7={x4<x;), sf=lxgex,).
S5implices no degenerados de orden 2, de X:

b= ) sy=t )
BQ—XS'(XA{X" 52-—x5<x4{x2

For tanto:

¢ LR = plxg, R @5 . ISr (X5, 2)F (Xg, DET (U (%) . LI@T (U (%) 2
+

, .

c+(x.ﬁ) =Trix;.2) @ rix;.8).

Vamos ahora a comprobar dque el morfismo:
. d 2 . .
Cc (X, ———=C (X, 8) es epiyectivo.
+ - .

. . \
En efecto si g ¢ Ci(X,R) definimos » ¢ C*(X,R} por las

. T a R
igualdades siguientes: a(s:) =qale) = u(S?) =qlsy) =0
a(sf) = 5(5;)
als?) = - 5(52)
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y ahora es inmediato comprobar gque da = B.
Esto demuestra gue H2+(x,£) = 0 y por el Teorema 3.1
-

2
H (X,&) = 0.

COHCOMOQLOGIA DE ESPACIOS WOETHERIANOS CON VALORES EM UN .HAZ.

Tecrema 3.3:

Sea A un reticuloc tal gue todo filtro es principal. S5i
dimk A = n, existe una familia filtrante, respecta a la in

¢lusién natural, de reticulos finitos Hi A igI.tales que

A = lim ind A, y dim A, <n YigI.
leI
Demogtracién:

Por induccidn sobre dimk A,

51 dimk A = 0, por el corolario a la Proposicitn 1.5, A

es un reticulo de Boole y manifiestamente es limite inductivo
de sus subreticulos de Boole finitos.
Sea dimk A = n y notamos p el ideal de A generado por

los Atomos de A. Por la Proposicién 1.7 la/, Specp A/p c:Specéa

- SpecM & y por tanto dirn.k A/p = n-l. Por Gltime la compro-

bacién de que todo filtro de A/y es principal es inmediata.
Sea ahora &, c A un retfculo finito; y notamos por Ei el

reticulo ¢ BA/p, imagen de Bi por la aplicaci&én ceandénica:

A ‘—'g‘--_)‘ A/b -

Por hipétesis la induccién existe un reticulo finito Ej
tal gue Ki )

3 c A/p \'4 din’lk Rj < n-1.

Sea Bé una familia de antiimigenes peor p de Kj’ que ¢con-

tenga a Bi: ' Aé el reticuloc generado por Bi. Designamos por

aj el retfculo generado por Aé y una familia finita de dtomos
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de A de manera que Aj/pnnj < Kj.-.La existencih de tal familia finita

de dtomos estd asequrada por la finitud deAj’.— Dado que pnhj noc inter
seca mi&s que a filtros maximales de Aj. por la Proposicidn 1.7
1a/:
dimk njs 1l 4 dinH( aj/Ajn ps 1 - n-1 = n.
Dado due Ai c st, esto demuestra gue todo reticulo finito
de A estad contenido en unretfulofinito de dimensaién de Krull<n

y esto acaba el tecrema.

L nicién 3.5:
Sea A un reticulo tal gue todo filtro es principal. Sea

Ai igI una familia filtrante — respecto a la inclusién
natural— de retlcules finitos contenidos en A tales que

&= lim ind Fsi

iel

si hi « hj notamosg @55 : xj —_— X la aplicacidn
co_ntinua epiyectiva inducida entre espectreos: y por
P ° Specp -3 —-—;-Xi la aplicacidén continua inducida. entre

espectros por la inclusifn natural de Ai en A,

L= hipétesis anteriores son equivalentes por la Proposi-
cién 1.9 a decir que Specp A = ].,im proy xi donde los }.(i son
wji

espacics finitos y los ¢ . aplicacicnes continuas epivectivas.
. ) i1 :

Sea f un haz de grupos sobre Spec pa; notaremos g, # el
. D - i
*

haz imagen directa de ! por la aplicacidn:
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: Spe A —m8m—— x..
mi P Cp - e i
wji
Para cada p = Q0 si xj P Xi definimos:
P ¥is 2
ciX,. v, & > C (X, w. £}
i i i 3
+* H
a — . w..a donde

1]

;o d
8i s2:
P A

— s X, {p.. a}18d) = restriccién a
] 13 P

-1 3 3
5 U(s (0]} de u(wji o SP).

Indicamos brevemente cual es el sentido de la restriccién

anterior:

i 3 -1 3
s Ulp. . ayy., = .U o)y,
a(wjl o sp) e T twjl 0 sp( N w%f] r ey {mjio 5 1. &)

-1, -1
= . e Ul .
T(@J (wjl %

o 8J(0)}. ).
Ji P

Por el Lema 3.1 2/ P51 es un morfismo del orden y de aguf

. . -1 3 3
se comprueba inmediatamente gue .. U{wm..0 s_(0 U{s_(0)).
prue a ©55 (mjl P 1} o B

Por tanto la restriccién anterior,s el morfismode restriccién
-1

del haz § del abierto mgl (33

Ulg.. © s7(0)) al abierto
1 . J1 P

- 1

Cuds (0)).
®j P

Se comprueba inmediatamente gque los morfismos wij veri-

fican las condiciones para que tenga sentido pasar al

L B
lim ind € (X,, o, & I
_ 1 1

*

wij

Proposicién 3.3

Q..
Para cada p = 0 y cada par xj S L X_ el diagra
1
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ma:
Px,, o &) _Yis P 2
i i —aC (Xj. wj
| ’
d| aj
c (X;0p; A ) ] s Cp+l[X.: . K
i 3 i
3 *
es conmutativo.
Comprohacibn:
Sea P x 23y sl s X
a e ir “’i* ¥ Spprf Bpgyy > Ay
{0,I... p+ 1} S e

P+l

Entonces: | wijo d){a)(8;+l) = restriccifn a $;lU(s; 1(0)) de
'

J — -} 3 1 j
aa L. = t 6 U 0
{p..0 5. ]} regtriccidn a ¢ (s ]( 1) de
{-1) ({ qJA = X )
1 X, Eeaoe . T
z Glo., X, = 3i xk wjj_ el

{(d o @ij)(u)(9;+l) = restriccién a @;l U(s;+l(0)) de

Pyl k - . ~ o
kzo {(-1) (wij a)(x0 < xk <... xp+1) = restriccién a

e

“yed  ony depﬁlf-nk leo. % & )
ij Rl : o wji i)

Saaalp, X .- ii XK
k=0 P31"% =317t
Corolario:

. . P - . .
{llﬁ.fnd c (Xi, w%*ﬁ.))p;:o es un complejo diferencial de
1)
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cocadenas, cuyos grupos de cohomelegla gue notaremos
Hp{Specp 3,0, p= 0 verifica:
-

P : : : P
S a, = d  H{X,.
H+( pec A lim ind +( PR R

P Ly
wij
Comprobacidn:
la proposicidén anterior asegura que
i p .
lim ind,  C {X.., e, es un complejo de cocadenas,
(lin ind, €700 oy AD) o, g plej
Yid
limite inductivo de los complejos de cocadenas

P
C (xi. cpi*&'.)-

Es conocido — ver por ejemplo E. Godement: Topologie
algebrigue et theorie des faisceaux, Pg. 21 — que en esta
situacién se verifica 1la conmutatividad de la cohomologia
con el limite inductivo.

Lema 3.2:

En las condiciones de la Definicién 3.5 se verifica:

1/ 5i U==Specp A - (C), es un abierto de Specp A,

U = Speep a/{d} donde {¢} denota el ideal generadc

por c; y todo filtro de A/(c) es principal.

2/ U = lim proy o, U
P31
Coﬁgrobacién:
1/ se sigue de la proposicién 1.7 la/.
2/ es cbvic pues Specp A = lim proy X,
iji .
Lema 3.3:

En las condiciones de la Definicifn 3.5, si Ai c B,
Cyr G5 o€ Ai Y mi:specp A ———__-_;xi es la aplicaci6n induci

da por la inclusién natural, se verifica:
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L/ @ileq v eado = @ (eq)g U (e,
2/ Qpi(c1 '02)0 = wi(c’l)o n $i(C2)0

3/ mi(SPeCP i —(Ck} 0} = xi— mi(ck) k=1,2

Comprobacidn:
Inmediato a partir del siguiente hecho: si c ¢ Aic:a

i . .
entonces mi(clo = {c}, ,donde (c); designa el conjunto de los
filtros primos de Aj que contienen a c.

lLema 3.4:
En las condiciones de la Definicifin 3.5 si X ¢ U donde

U es un abierto de Specp &, existen Ai c & finito vy xe VU
donde V es un abierto de Specp A, tales gue wiv es el minimo

abiertc de X; que contiene a mi(x).

Comprobacifn:
Sea U = sPecP A - (¢),. Sea aic 2 un reticulo finite tal

que ¢ ¢ Ai.
Por el lema anterior miU es un abierto de Xi tal que
-1
. U=1u.
P Py
Sea U(mi x) el minimo abierto de Xi que contiene a wi(x).
Puesto que mi(x) e o, U v este es abierto: wi-Ung(w. x).
1

Si ahora designamos V = m;l U(ai(x)), XeVy ®; V==U(@iix))

vy por tanto V verifica el lema.

Definicién 3.6:

Con las notaciones anteriores, si U o V son abiertos

de SpecP A definimosn, el morfismc de restriccién:

i
Yp20 PlpU p (R1) — Flo Vi, (21VD)
H L1

. - T ArmemAs oS
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sp(ap) cp; Ve o u, (Ha)(sp} = restriccién a

ol us (0N Vv de ais)-
“i p P

Nota justificativa:

u o u,., o, A1 U)) donde U 0 el
a(Sp) e I'( (SP[ 1 oau, w1* { ] U)) donde (sP( 1) es
minimo abierto de X, que contiene a sp(o). Es claro que el mi-

nimo abiertc de Ui que contiene a sp(Ol es U(SP(O)) nu,.

Lema 3.5:
con las notaciones anteriores, ¥p > O, cada par:

xj L, B W X, y cada par de abiertos U 5 V de SPecp A el

diagrama:

Flo, U g, (R} V) Jﬂqcp(wj U e, (R]0)
i +*

mi m
o V.. 0 v
Fle; V. o, (8] V) ——3I—scC (w5 Vo 9, (R W)
* . 4

es conmutativo.

Comprobacién:
Sea g e Cp(w. U, 9, (R|UY) ¥s (4) ceo. V. Entoncea:
1 1% PP J
-1
& J{g) (s )} = restriccién a p, Uls (0)) n V de
(rowyy’ te) 18, ¥3 P

. -1
c.oal = triceién a ¢, U{s _(0}) n v de o s
(¢1J o KSP) res él noa g, &5, ) on a(mji p)

. -1
. .oll) ts }= restriccidn a ¢, Uls_{0}) n Vv de
{wljoﬂ (o) P @J P

. -1
Y{w.. 0 8 ) = restriccién a ¢, U(s (0}) nVv de ol o s |
(madiley, P Py B alo,, p
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Definicién 3.7:

Pre-haces de gérmenes de cocadenas sabre Specpjii

Para cada n = 0 definimos socbre Specp A el prehaz:

Spec, B >0 —— lim ind g, . o, (RIU)

3
U i
L. n
specp A=V e - 11$ ind, C gy Vo mi% (Rov)n
i3

donde el morxfismo de restriccién que sequimes notando [, se
define a través de representantes: N{a} = {Je}. La proposi-

cifn anterior asegqura que esta definicién es correcta.

Proposicién 3.4:

Para cada n > 0 el prehaz definido en Defindcién 3.7 es

un haz "flasque" sobre Speep A que notaremos fn(Specp 2,0,

Demostracibn:

Puesto gue todo abierto de Specp & es cuasi-compacto,
basta comprobar las dos condiciones de haz para uniones finie-
tas de abiertos.

n ok k .
Sea U =) U dende U = Spec_ A - (ck)o son abiertos
k=1 P
de Spec B.
P

5i ni c A es un reticulo finito tal gue oy £ hi k=1,..n,

entonces el Lema 3.3 asegura:

- k
wi(Uk). k=1..n son abiertos de X, ¥ mil @ Uk =U

k
wifU3 = wi(U )

T(:a

1

mi(Ur) i mi(Us) = q:i(Ur nu) r,8 =1,....n
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Sean ahora {mq}. {02} € _1lim ind i (cpi U, (g u)
L #*
1] :

tales gque sus restricciones a cada Uk, k=1...n coincidan.
Es obvio gue puesto que A = lim i A, a
q P q im_ind ; S¢ puede hallar
Aig: A tal gue c, € Ai, k = 1l,....n; ¥y representantes

n
air az de {a}. dap} en C lp; U. @ (] U)} tales que sus

+
restricciones a cada miuk, k = 1,...n coincidan.
-1 k . .
Dado que ®; @y U =1u k = 1,...n se comprueba inmedia

k
tamente gque los haces sobre ©; U @y (R Uk) v
*

k i X . '
®; (8] urd p; U son isomorfos. Esto permite considerar a, q°
. -
&

n
como secciones del haz ¥ (cpi U, @ (] U)} tales que sus
*
. k S
restricciones a @y U, kX = 1,...n coinciden. De aqui q; =g
2
¥y por tanto {as} = {o;}-

La segunda condicién se comprueba de manera andloga. Por

tante, Ynz 0 el prehaz sobre 5pecp 2 de la Definicibn 3.7
n
es un haz que notaremos ¢ (.";‘.pe::p ALR).

La progosicién quedard totalmente demostrada si coOmpro-

bamos que ‘€ (Specp A.R) ¥Yn=>= 0 son haces "flasques" o equi-
valentemente, si para todo abierto U de Specp 2 el morfismo
de restriccibn

B . n : . W0
n: lim ind C(X;. o, Ay —— lim ind e U, o; (8] W)
iy - * Vi *
eg epiyectivo.

La comprobacién de este hecho es como sigue: sea

{o) ¢ lim ind, cP(g. U, @, (A|U)}. Por el Lema 3.3 existe

Luij 3
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un retfculeo finito Ai = A tal qus ®; U es un abierto de Xi

Y ©;

n
w, U=U. Sea g' e Clp, U, o, (&] U})}) un represen-—
1 i i J.*

tante de {a}.

n
Definimos ahora g ¢ ¢ (xi.cpi R ) de la siguiente manera:
"

plsy) =a'lsy)) 81 s (a)ce, U

=0 si sn{an)aftpi u.

La definici6n anterior es correcta, Ya que por ser g, U abier
to de Xi, ai sn(;_\-n) c @ U entonces Ulsp {0} < 95 U y de agul:

ep;l Ulan (0)) qu-j:l ®5 U = U. Eato asegura gue

a'lsy) ¢ I'(cpzl U{sn(0)),4). Ep inmediaro akora que Mg =g '
Yy Ppor el Lema 3.5 se sigue: M{A}={a}. .
Teprema 3.4:

Sea & un reticulo tal gue todo filtro es principal. Sea

Ai ig I una familia filtrante — respecto a la inclusitn na-
tural — Qe reticulos finitos contenidos en & tales gue

A

lim ind &, .
. 1
ig I

n
Sea £ un haz de grupos sohre Specp Ay H (Specp ALR)
n » 0 los grupos de cchomologlia de Specp aAconvaloresen Jf

con las notaciones del corcolario a la Proposicién 3.3 se

verifica:

n n
Yoz 0 H {Spec A, &) = B (Spec a,fy =
- P + P

s : .n
= lim ing H*(xi. P, A ).
wij #*
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Demostracicn:

1/ Lema previo: para cada t = @, cada Ai y cada par de
abiertes U o V el diagrama:

1
Cn{mi U, oy (R U))-——§~u¢ ™ {o; U oi*{ﬂl u))

+*

I 0

l ad
Mo, Vi gy (A v ——— g Ve, (8 W)
i * i i,

es conmutativo.
La comprobacidn se omite por ser andlioga a la de la Pro
posicién 3.3.
La commutatividad del diagrama anterior, Jjunto con 1a
Proposicidén 3.3, permite Qefinir un morfisme de haces:
n

~e“ (Specp a,R) ——~—d—) e+ l'[S};.‘:t—:cp a0

2/ Definimoa un morfismo de haces: 3-—£-+Ep{89ecpﬁ;ﬂ)

de la siguiente manera:

si £ e T{U,R) e(€) = {a} dondeqs c? (g U,cpi*{&] W)

—siendo @y U un abierto de xi tal gue w;l ®; U = U_- esth de

-1
inida: gi . = trieci Jix.} de £ .
finida: si X, €@ U a{xi) rastriccifn a v, (xl) e £

3/ Teniendo en cuenta la Proposicién 3.4 el Tecrema

guedard demcstradce si comprobamos gue:

4] 4

5
0 ——sf —— 3 €° (Specp AN ———9-—:-‘6 (Specp A,.R-)..__d‘,....

es un sucesifn exacta de haces. LT

£
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a) Ker ¢ = 0. En efecto si fx € yﬁx es tal gque a(fx} = Q
existe £ e '{U,&) representante de fx tal gque s(fu}= 0. Por
la definicidn de g, entonces la restricciédn de fu a cada

1 -1
Ui{x.}. .U ; dad U= . :
5 (xl) xj € v, €8 cero ado gque U @y U(xl)
xiEwiU
entonces fu = 0 y de agui fx = 0.
o
b/ Imag £ = ger d .
o [+]
A, = 0. i

Sea g ¢ € (Specp R)x tal que 4 g, C. Entonces exis

te x ¢ U, un X, tal que ¢, U es abierto de X, y @;l¢_ U = U;
1

vy g€ Co{mi U, o, {R| U}} tal gue rn} es un representante de

o
g ¥ dg = 0. En esta sitvacibn, se vid en el Teorema 3.1 gque
X

a define una sedcibSn ¢’ del haz v, (£] U) y por tanto

3

al gr(wzl U, f). 51 fx £ ﬂx es el germen definido por o' se
comprueba inmediatamente gue E(fx} =9, lo que demuestra:

0
Ker @ o Image .

El contenido en el otro sentido, se comprueba inmediata

mente.
¢/ Imag dmﬂl = Ker 4% Vnz 1
n- n .
Imag & 1 - Ker d& es obvio.

n n
Sea zhora £ spec_A,R tal que & £ = 0. Por el
x €€ (spec_B,.&) tal q x

Lema 3.4 existe un abierto x ¢ V de SpecP A, un X, tal que
‘@i vV e3s el minimo abierto de xi'que contiene a @i(x) V'

n

. V. oo, 1 tante d

a e € kpl ®; (R| v}) tal que (g} es un representante de

fx y @%; =0. Puesto gue @y V esun.orden con elemento mdximo
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la Proposicién 3.1 asequra la existencia de
e -
a¢C l(coi v, g (R v)) tal que @ lp = q- 51 ahora nota-
3

moa gxeeﬁ_l(Specp A,Jl)x el germen definido por (g} es obvio

1
gque & g, = fx lo que demuestra gue Ker a c Imag dfrl.

Teorema 3.5:
Sea A un reticulo tal gque todo filtro es principal vy

dimk & = n,
Entoncea: 1/ dim SpecP R

L. #*
2/ dim SpecP A g

Demostracidn:
1/ Por el Teocrema 3.3, 2 = lim ingd Ai donde los Ri son
reticulos finitos tales gue dimk ai S N

En estas condiciones si Xi = SpecP Ai. obtenemos a partir
de los Teoremas 3.4 v 3.1: para todo haz dé grupos # sobre
Spec_ A:

pe P

Hq(Specp a,8) = lim ind H(X,, o, & ) Ya> o
++

Uiy
El Teorems 3.2 afirma ahora que
g
= = 1 B
H (Specp A, Q Vg > n dlmk

2/ ver nota al Teorema 3.2.

Lema 3.6:
Sea X un egpacico noetheriano y A su retficulce de cerrados.

Sea X ————i——a-Specp A la inyeccifn natural definida en la Pro

poaicién 2.1.

51 U es un abierto de Specp A, U es el minimo entorno de

Un iX en Specp .
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Demogtracidn:

Usaremos el siguiente abuso de notacién: escribir X en
vez de iX.

Por las Proposiciones 2.4 y 1.11,todo abierto de Specp A
es de la forma SpecP A - {8}, con dgha.

Es iﬁmediato comprobar que (Specp A - (8ip) 0 X =X - 4&.

Supongamos ahora que existe ¢ o A tal que :

Spec, B - (dlp > Spec & - {e}y X - d

Ia 12 inclusién agsegura (d)0 = (c)0 —_— ¢ 5 d.

ra 22 inclusién asegura: si x 4 4 ix = 5* ¢ {c)y+——>sx £ c
y por tanto c ~ d. De agul ¢ = d lo que demuestra el lema.

Proposicidn 3.5:

Sea X un espacic noetheriane, A su reticule de cerrados

y A un haz de grupos sobre Specp 3.5¢ verifica:

r{v, ) =r{vn X, @& X, para todo abierto U de SpecP A,

Demostracibn:
Definimos el morfismo de grupes:
CP
r{u, & ——— > T{Un X, J X}

g — 5 pis) =s|{UnX
1/ @ es inyectiva: Sean 8 . 8, ¢ T(U,4} tales que
¢(31) = @(sz). Dado gue si dos secciones coinciden en un punto,

coinciden en un entorno; y gque U es el minimo abierto de Specph

que contiene’a Un X - lema 3.6 - se aigue: s1 =3..

2/ o &3 _epivectiva: Sea 8' ¢ MU n X, &) X). 81 xgUnvV

existe un abierto x g Vix) de Specp 3 ¥ una seccidn
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ng r{vix),&) tal gque sx(x) = g'{x). Por tanto las secciones
sxiv(x)rwx y 8'[VI(xInX del haz. A| ¥ ceoinciden en un cierto

abieito W{xX) n X c V{x) n X. Por abusc de notacifn seguiremos

notando s a s |W{x).
X x'

La situacién es shora la siguiente: para cada x ¢ Un X

existe un abierto x g W(x) de Specp Ay s, ¢ r{W(x), £) tal

que sx|w(x)rwx = 8'|W{x)nX.

Por el Lema 3.6 U = [ W{x) v dado que es cuasicompac
x g UnX
n
to, existen x,,....x_ ¢ UnN X tales gue U = |J w(xi}. Las

i=1
8, € r(w(xi),&) definen ahora una seccién ssr[U.ﬂ):s]W{xi)=sx
i - i
ya gue por definicidn sxl]W(xi)nw(xj)nxzsxj|w(xi)nw(xj)nx

1

i,j = 1...n; y por L/ sxi[w(xi)nmxj) =sxj|W(xi)nw(xj).

Corclario:
Sea X un espacio noetherianoc, A su reticulo.de cerrados
y & un haz de grupos gcbre X. Si i designa la inyeccién na-

tural de X en Specp A se verifica:

id] x =4
i+

Comprobacidn:
Todo abiertoc de X es de la forma U X donde U es un

abierto de Specp &,
Entonces: [(Un X, & R| X) =TT, i*ﬁ) = r{unX, &).

Teorema 3.6:

Sea X un espacio noetherianc, & su reticulo de cerrados
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Y & un haz de grupos sobre Spec A. Se verifica:
P

n
B (spec_ A.4) = 8"(X, 2| %)  VYazo.
Demogtracién:
: o 4
Sea 0 —» A > A £ . una resolucién

"flasque” del haz R.

o 1
Es bien conocido que: 0 ——=f| X — & X -8 | X -.

sigue siendo sucesién exacta.

La Proposicifn 3.5 asegura:

2) los haces lﬂl1 X son "flasgues",

b) Al tomar secciones en la resolucifn de .R-y en la re~
solucién de R X, se obtiene el mismo complejo diferencial.
Esto demuestra el teorema.

Corolario: )

Sea X un espacioc noetheriano, & su reticule de cerrades
y & un haz de grupos sobre X.

Se verifica: H (X,R) = Hn(Specp A, i A) Vnzo.

Comprobacién:
Inmediato a partir del teorema anterior y del corelario

a la Proposicién 3.5.

Proposicidn 3.6:

Sea X un espacioc noetherianec. Se recuerda gque para un
tal espacio, dirnk X designa el extremc superior de las longi-
tudes de cadenas finitas, estrictamente crecientes,de cerra-
dos irreducibles de X.

$i @im_X es finita, ee verifica: dim X < dim X.
Lemostracidn:

Sea A el reticule de cerrados de X. El tecrema 3.6 y su

corolario afirman que dim X = dim Specp A. Dado que

dimk X = dimk A = como se comprueba ficilmmente — el Tecrema
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3.5 demuestra la proposicidn:

dim X = di - A dim- & = di X.
m im Specp = lmk lmk



APENDICE: UN RESULTADO SOBRE L&A COHOMOLOGIA DE ESPACIOS

COMPACTOS CON VALORES EN UN HAZ.

Este apéndice da el teorema de "igqualdad”" de los grupos
de cchomologia de Specp Ay SpecM A cuando SpecM A es5 un re-

tracte de SpecP #;y por tante como corclario la iqualdad de
sus dimensiones cohomcldgicas.

Esta situacifin es aplicable a los espacios compactos en
el sentidc: si B es un retfculo, bhase de cerrados de un compag
to X,se verifica dim X = dim Specp B,

De agui, si el Teorema 3.5 1/ fuera genera¥Ydzable a un re

ticulc cualquiera, y por tanto dim Specp B x< dirnk B se habria

obtenido como cota para la dimensidn cohomoldgica de X, el
extremc infericr de laz dimensiones de Krull de los reticulos
bases de cerrados de X.

Sefialamos las dificultades que una tal posible generali-
zacifén encuentra:

1/ La resolucién de un haz £ dada en el Teorema 3.4 no
es vdlida agui, ya que al no ser todo akierto cuasi-compacto
los pre-haces de la Definicién 3.7 no son haces. Egsta dificul-
tad tal vez pudiera obviarse tomando Specp B = liw proy Xi
donde xi fueran espacios espedtrales ordenados —-lé;lel senti
do del Capitule III —.

2/ Supuesto que la cchomologlia de B fuera entonces 11-
mite inductivo de las cochomologias de los Xi = Specp hi
quedaria por ver gue si c'Iirnk B = n, existe una familia cofinal
J - I de los Xi ig I tal gue dimk Aj =n V¥ je J. El razona
miento seguide en la demostracidn del Teorema 3.3 es manifieg-

tamente nc aplicable a este caso general,
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Tecrema d4.1:
Sea & un reticule tal gue SpecM A es un espacio Hausdorff
y densc en Spec_ A. En estas condiciones la Proposicibn 1.1l4

asegura gque la aplicacidn:

i
5pecp L > Spec, A

¥ o . ?P = finico filtro maximal gque
P

contiene a $p; es un retracto de Specp 4. Sea J un haz de
grupos sobre Specp A.

Se verifica:

n n
o, = f .
H (Specp S H (SpecM LY n*R) ¥nzo

Demostracidn:

o 1
Sea 0-— R » f > i ... una resolucifn

"flasque"” del haz R .

G 1
1/ La sucesgién {1} 00— r[u_ﬁ_.._, n*ﬂ | S 3
+*

ea una sucesidn exacta de haces: para verlo basta comprobar gque

si X ¢ SPECM A entonces (n*ﬂ}x = sz y esto resulta de lo ai-

guiente:
a) Si Ui(i ¢ I) designa la familia de entornos abiertos
de x en Spec, A, entonces ﬁ_l U fi ¢ T) es una familia cofinal

de los entorncs abiertos de_x en Specp A, En efecto sea

X g V= Specp A -{alg ¥y ze 3_l{v i Specu 3} ;entonces

n(z) e Spec, A - (a)g © eguivalentemente: a ¢ fiz}. Por la de
finicién de  : z c« iz} v por tanto z e Specp a - (a),. De

-1
aqui 1 (Vv n Sp-ecM 2) € V vy esto demuestra a).
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De agquf a = lim ind u,.., =
d (H* ]x “‘;—i—a* r i H*‘RJ
i

= ,L__i_r_n*_im,-r(r,r—lUi.ﬂ) =f  a partir de a}.

- x
xen lui
2/ La imagen directa de unh hagz "flasque! es “"flasque” y

per tanto (1) es una resolucién."flasque” del haz n*& . Por

la definicifn de haz imagen directa, al tomar secciones en las

resoluciones de log haces £ vy 7 B s8e obtiene el mismo com-
*

plejo diferencial, Estc termina la demostracién.
Corolario 1:
Sea A un retfculo tal que SpecM A es Hausdorff y denso en

Specp 2: vy R un haz de grupos sobre Spec,, A, Si i designa la

inclusi6n natural de SpécM A en SpecP A se verifica:

H (Specy A,R) = Hn(specP A, i, ) V¥ on=o.

Comprobacibn:

Dado que [ oi = identidad, i i* 2 =R vy ahora basta

aplicar el teorema anterior.
Corolario?2:

Sea A un reticulo tal que SpecM A es Hahsdorff y denso en
Spec_ A.

P

Entonces dim SpecM A = dim Specp a,

Comprobacidn:
Inmediate & partir del Teorema 4.1 y del Corolario L.

Proposicifn 4.1:

Sea X un espacic topolégice compacto y B un reticulo ba-
se de cerrados de X.

Entonces dim X = dim Specp B.
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Demostracién:

‘La Proposicifn 2.7 asegura que por ser X cuasi—compactbé

X = SpecM B. Dado que X es Hausdorff, B es un reticulo que veri

fica las condiciones del Corolario 2; y esto da el reéultado
emunciado.
Ejemplo 4.1:

Sea X el intérvaloc cerrade [p,11- %ea B el reticule gene
rade por los subintérvalos cerrados y el ¢. B es una base de

cerrados de X y por tanto dim X = dim Specp B.
Detallamos cuales son loa punteos de Specp B: i x g (0,1)

sea 9x el filtro atémico definido por x. Notamos ahora:

¥ + = filtro de B generadc por les elementos del conjunto
¥x .

([r.x}}0=sr<x}.

?x‘ = filtro de B generado por los elementes del conjunto
{[x.8)jx<s=<1}.

1/ Obviamente $x+ ¥ F&_ _ son filtros primos.

2/ Yx* ¥ ?x“ son los dos Gnicos filtros primos de B
contenidos en ?x . Esto resulta de los siguiente:

a} Si ¥ es un filtro primo tal gue existen nlmercs reales
0=<r<x y x<s<cl, tales que [r.x} e¥ ¥ [x.8] ¥ 'ehtqg
cea X % . ' ’

b} Ex+ es un filtroc prime minimal ya que B es complenta-

do y tudo elemento de ?x+ es no frontera.

£l mismo resultado es cierto peara Sx,.

Six=0 6 x=1 entonces §, contiene up tinico f£il-
tro primc: el filtro cbnstitu166 por todos los elementos de
B éue contienen &l punto X y son distintos de x. la comproba-

cién es andloga a 2/.
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