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INTRODUCCION

Esta memoria recoge alguno de los resultados inéditos
que han aparecido al iniciar un tratamiento "algebraico" de
la topología . Dado que el conjunto de cerrados de un espacio
topológico tiene estructura de retículo distributivo con
elemento máximo y mínimo, el estudio sistemático de dicha
estructura en paralelo a la de anillo, apareció como el
camino idóneo para introducir en topología un lenguaje más'
algebraico .

La noción de espectro presentaba el máximo interés en
cuanto permitía recuperar ciertos espacios topológicos par
tiendo de retículos - al igual que las variedades algebrai
cas afines son los espectros de k - álgebras finito-genera
dad y sin radical - . El Capítulo I se inicia con la defi-
nici6n de espectro primo de un retículo - aquí y en ade-
lante "retículo" abrevia a "retículo distributivo con .ele
mento máximo y mínimo" - que es en cierta manera dual de

la conocida en anillos . Todo' el capítulo gira en torno a
esta noción ; en los dos primeros parágrafos se caracterizan

respectivamente los espacios espectrales - espectros de

retículos - y las aplicaciones espectrales - aplicaciones

continuas inducidas por morfismos de retículos-.E1 parágra
fo 3 se ocupa de las representaciones dé un retículo en sus
distintos espectros y en particular da la caracterización
de los espacios espectrales noetherianos y de los espacios
que son espectros minimales de retículos . El capítulo aca-

ba trasladando la noción de dimensión de Krull de anillos
a retículoá .

El Capítulo II . d e aplicación a la topología general,
muestra el interés del estudio sistemático realizado en I,



en relación al problema de compactizaciones y cuasi-compac

tizaciones de un espacio . En particular, para un espacio

completamente regular se caracterizan aquellos retículos de

cerrados, cuyo espectro maximal es una compactizaci6n del

espacio . Esta caracterización es por tanto un método cons

tructivo de compactizaciones .

Este trabajo se mueve también,en el horizonte de una

teoría general de la dimensión cohomol6gica de_ un espacio

o más concretamente en el del problema de hallar para la

misma una cota en términos "algebraicos" . El problema si

gue abierto .

Con todo en el Capitulo III se da, para un cierto domi

nio de espacios, un método de cálculo de la cohomologia de

un espacio con valores en un haz . El método consiste en

la construcción de una resolución "flasque" para un haz sobre :

1/ espacios finitos TO-separados - y más generalmente

espacios en que cada plinto tiene un entorno mínimo - median

te haces de gérmenes de cocadenas de un cierto complejo se-

mi-simplicial .

2/ espacios espectrales noetherianos mediante un proce

so de paso al limite a partir del caso 1 .

Las resoluciones construidas están en la linea de la

cohomologia combinatoria de Lubkin (9) .

Como corolario, se obtiene el conocido teorema de la aco

taci6n de la dimensi6n .cohomol6gica de un espacio noetheriano

por su dimensión de Krull .

El hecho - demostrado en el apéndice - de que la coho

mologia de un compacto con valores en un haz coincida - en

el sentido que allí se determina - con la cohomologia del

espectro primo de un retículo cualquiera,que sea base de cerró

dos ; parece abrir nuevas perspectivas para el problema de la

dimensión .

El Capitulo 0 recoge en lenguaje algebraico las nociones



básicas y bien conocidas de retículos . Es por tanto un capi

tulo de referencias .

Es una obligación y a la vez una gran satisfaci6n termi

nar estas líneas, expresando mi agradecimiento al profesor

Dr . Rafael Mallol sin cuyo estímulo este trabajo no hubiera

visto la luz ; y lo hago extensivo a todos mis profesores de

licenciatura que me dieron la formación matemática básica e

indispensable para poder iniciarme en la investigación .



CAPITULO 0 : RETICULOS DISTRIBUTIVOS : PASO AL COCIENTE Y LO-

CALIZACION .

En este capítulo se dan las definiciones y resultados .

previos que delimitan el campo, objeto de estudio de esta me-

moria .

El capítulo gira en torno a tres puntos :

1/ la noción de ideal y la noción dual de filtro-de un

retículo distributivo .

Los enunciados fundamentales son :

a) cada ideales intersección de todos los ideales primos

que lo contienen .

b) existe una. correspondencia biyectiva entre los idea-

les primos y los filtros primos de un retículo .

c) para retículos de dual complementado, caracterización

de los ideales primos minimales como aquellos que sólo contie

nen divisores de cero .

2/el paso al cociente en retículos distributivos . A diferen

cía de lo que ocurre en anillos, el núcleo de un morfismo en

tre retículos no determina la imagen; pero el retículo cocien

te A/p es un objeto universal para los morfismos de A de núcleo

p .

3/ la localización de un retículo A por un sistema mul-

tiplicativo S es imagen epimórfica de A . .Si Y es el filtro che

nerado por S se verifica : As= A-,

	

y (AS)#= A;`/Y

	

lo que de

muestra que el proceso de localizar es exactamente dual - del

proceso de paso al cociente .

El ejemplo 0 .1 tiene el interés de traducir algunos de

los resultdos y definiciones dadas, en términos de topología ge

neral, cuando A es el retículo de cerrados de un espacio to-

po16gico X.



1/ A es un retículo si. y sólo si en A existen dos ope-

raciones notadas +,-sujetas a verificar :

a) son asociativas, conmutativas y tienen elemento neu-

tro notados 0,1 respectivamente .

b) !i a,b,c e A se verifica :

	

(a+b) .c = a .c + b c .

c) y a e A se verifica : a .0 = 0

a+l = 1 .

d) y a e A se verifica : a .a = a .

2/ Invirtiendo el orden de las dos operaciones en un re

tículo A,se obtiene el retículo A41 .

En lo que sigue,un retículo A será un conjunto con dos

operaciones que verifican las propiedades anteriores . .,

Definición 0 .1 :

Notación : En toda la memori.aun retículo denotará un retículo

distributivo con elemento mínimo y elemento máximo . Si A es

un retículo, A41 designa su retículo dual .

Proposición 0 .1 :

Sea A un retículo . Un ideal q de A, es un subconjunto de

A tal que :

	

'

1/ si a,b e q entonces

	

a + b e q .

2/ si a e A y b e q entonces a .b e .
q .

Las nociones de ideal primo, maximal o principal de un

anillo, se trasladan sin dificultad al dominio de retículos .

Definición 0 .1' :

Sea A un retículo . Un filtro Y de A es un subconjunto de

A tal que es un ideal de A* .

Si A es un retículo de partes de un conjunto, donde la su

ma es la reunión y el producto la intersección ; la noción da

da de filtro coincide con la usual, ya que :

1/ si a, b eS

	

entonces a .b e~-

2/ si a e A

	

y b e

	

entonces a + b e S .



Proposición 0 .2 :
Sea A un retículo . La aplicación que asigna a un subcon

junto de A su complementario ; define una biyecci6n entre el
conjunto de los ideales primos de A y el conjunto de sus-fil
tros primos .

Comprobación :
Si p es un ideal primo de A, notamos A - p su complemen

tario .
La proposición resulta, habida cuenta de las propiedades

de la aplicación paso al complementario, del hecho de ser
A - p un filtro primo .

Definición 0 .2 :
Sea A un retículo . Un ideal primo minimal es un ideal

primo p tal que su complementario es un filtro maximal .

Definci6n 0 .3 :
Sean Al y A2 retículos . Una aplicación cp : Al>A2	se

dice que es un morfismo de retículos si :
1/ cp conmuta con las dos operaciones :

cp(a+b) = cp(a)+ (b)
cp(a-.b) - cp(a) . (b)

2/ cp(0) = 0 y cp(1) = 1 .

Definición 0 .4 :
Sea A un retículo y q un ideal . Llamaremos retículo co-

ciente de A módulo q , notado A/q al conjunto cociente por la
relación de equivalencia : a - b r-

	

----> existe q e q tal que
a + q = b + q ;dotado de las operaciones inducidas por las de
A .
Proposición 0 .3 :

Sea A un retículo y q un ideal . Se verifica :
1/ la proyección canónica AP>A/c,

	

es un epimorfis
mo de retículos de núcleo q .



Comprobac ión :

Proposición 0 .4 "

Comprobación :

2/ p establece una aplicación biyectiva entre los idea-

les de A que contienen a q y los ideales de A/q .

1/ es inmediato .

2/ se demuestra igual que para anillos, salvo el siguien

te punto : sean
qa 9~

q2 dos ideales de A que contienen a q .

Entonces p(q,) 7¿ p(q2 ) ya que si aeg2

	

y a íq2, si existiera

b e q2 tal que p(a) = p(b) entonces existe q e q tal que

a + q = b+ q lo que implica a=a (a 4 . q)

	

= a (b + q)

	

e

	

q2'

Sea A un retículo y q un ideal . Se verifica :

1/ q es primo si y sólo si A/q es sin divisores de cero .

2/ q es maximal si y sólo si A/q - {0,1} - retículo con

dos únicos elementos - .

1/ se demuestra igual que en el caso de anillos .

2/ es corolario de la Proposición 0 .3, y del hecho de

que en un retículo, un elemento q¿ 1 es no invertible y genera

por tanto un ideal propio .

Corolario :

En un retículo, todo ideal maximal es primo .

Proposición 0 .5 :

Sea A un retículo . Se verifica :

1/ Una iujagen epim6rfica de A no queda determinada por

su núcleo .

2/ A

	

p - A/q	esun objeto universal para los epimor

fismos de A de núcleo q .

Demostración :

1/ Sea p un ideal primo, no maximal de A . La aplicación:

A

	

cp ..-~ {0,1}

a

	

_ cp(a) = 0 si a e p
=1 si aép



es un epimorfismo de retículos de núcleo p . Por la Proposi-
ción 0 .4 apartado 2/ A/p 9~={0,1}

	

y esto demuestra l/ .
2/ Sea A -q, A,

	

un epimorfismo de retículos de núcleo

q . Entonces, el diagrama

Comprobaci6n :

Proposición 0 .6 :

donde ~5{a} = cp(a)

es conmutativo .
En particular existen morfismos no inyectivos de núcleo 0 .

Si p es un ideal primo no maximal :

A/p

	

i

	

- f0,1}

	

donde cp

	

es la aplicación del aparta-

do l/, es uno de ellos .

Sea A un retículo de Boole y cp :A

	

i A1 un morfis-

mo de núcleo 0 . Entonces cp es inyectiva .

a) Si cp(a) = 1

	

~ a = 1 . En efecto si á desig

na el complementario de a : 0 = m(a .á) = cp(a) . p

= cp(5) -

	

- _i = 0 .

b) Sea cp(a) = cp(b) . Se verifica

1 = cp(a+ -a- ) = q(a)+cp(5) = .cp(b)+cp(á) =cp(b+á)-.b+á=1

0 = cp(a .á) = cp(a) .cp(1) = cp(b) .cp(S) =cp(b .á)--,b .á=0

lo que demuestra b = a .

Proposición 0 .7 "
En un retículo de Boole todo ideal primo es maximal .

Comprobación:
Sea p un ideal primo del retículo de Boole A . Sea



a

	

cp(a) = 0 si a e p

=1 si aíp .

A partir de la Proposición 0 .5 apartado 2/ el diagrama :

Definición 0 .5 :

es conmutativo . La Proposición 0 .6 asegura que i5 es isomorfis

mo y la Proposición 0 .7 se sigue entonces de la Proposición

0 .4 apartado 2/ .

Sea A un retículo .

1/ Llamaremos radical de A, notado rad A, al ideal inter

sección de los ideales primos de A .

2/ Llamaremos radical de Jacobson de A, notado radj A,

al ideal intersección de los ideales maximales de A .

Proposición 0 .8-

Sea A un retículo . Se verifica rad A = 0 .

Demostración :

La misma que para anillos sin elementos nilpotentes . Ver

por ejemplo (1) de la bibliografía pág. 5 .

Corolario :

Sea A un retículo y q un ideal . Entonces q es igual a

la intersección de los primos que lo contienen .

Comprobación :

Basta aplicar la Proposición 0 .8 al retículo A/q y tener

en cuenta la Proposición 0 .3 apartado 2/ .



Proposición 0 .9 :

Comprobación :

de cero al dual .

Definimos :

10

Sea A un retículo . Se verifica :

radJ A = { x1 no existe 1 y< y e A tal que

que x ¿ 0 . Por ser p máximal (p,x) = (1) y de aquí

1 . = ax+p-

	

~ 1 = l+x = ax¢"x + p = x+p.

Teorema 0 .1 : de representación de Birkhoff .

Demostración : Notaciones :

1/ cp es morfismo de retículos ya que :

(a+b)0 =

	

(a) 0 U

	

(b) 0
(a . b) 0

	

=

	

(a) .

	

ft

	

(b) , .

? (Specp A)

a) Sea x ¿ radJ A . Existe entonces un ideal máximal p tal

b)

	

Sea x e A tal que existe 1 y£ y e A tal que x + y = 1 .

Entonces (y) es un ideal propio y por tanto está contenido en

un ideal máximal p . En estas condiciones x

	

y a fortiori

x é radJ A .

Los elementos de radJ A serán llamados los no-divisores

Todo retículo A,es isomorfo a un retículo de partes de un

conjunto .

Specp A denota el conjunto de los filtros primos de A .

(a) 0 denota el conjunto de filtros primos de A que contienen á .

2/ ep es inyectiva : En un retículo si a 0 b, entonces los

ideales (a) y (b) son distintos . El corolario a la Proposición

0 .8 asegura entonces que (a) 0 3~ (b) 0 .



Definición 0 .6 :

Sea A un retículo . Se dice que A es complementado si
a e A, el filtro de sus divisores de cero al dual :

Y = {b E Al a + b = 1} es principal . El generador - que es
único - de dicho filtro principal se llama el complemento de
a; lo notaremos a .

c
Si A" es complementado, diremos que A es de dual comple-

mentado y esto equivale a que El a e A, el ideal de sus divi-
sores de cero es principal .

Proposición 0 . 10 :

Sea A un retículo complementado, Cp . A --~= A
ep(a) = ac la aplicación paso al complemento .

Se verifica :

Lema 0 .1 :

1/

	

cp(a.b) = ep(a) + cp(b) .

Sea A un retículo de dual complementado . a EA y (b) el
ideal de los divisores de cero de a . Entonces a +-b no es
divisor de cero .

Comprobación :

Sea (c) el ideal de los divisores de cero de a + b. En-
tonces : (a+b) .c = 0 -	a :c = 0----ice (b) F

	

a c.b = c
y de aquí : 0 = (a + b) .c = c .

Proposición 0 .11 :

3/ a e Imag cp si y sólo si p2(a) = a .

Sea A un retículo de dual complementado y p un ideal pri
mo de A . Entonces ti es minimal si y sólo si p contiene úni-
camente divisores de cero .



Comprobación :

1 2

1/ Sea 1 primo minimal . A - p =S

	

es entonces un filtro

maximal y por tanto si a e p se verifica : (a �F) = A . Esto

asegura que existe b eY

	

tal que a .b = 0 .

2/ Sea p un ideal primo tal que todos sus elementos son

divisores de cero.Supongamos que exista un ideal primo p,,

estrictamente contenido en p . Sea a e p y a E p,, y (b) . el

ideal de divisores de cero de a . Por ser p, primo : b e p, c p

y de aquí a k b e p . El Lema 0 .1 asegura que a + b no es divi-

sor de cero y esto demuestra lo absurdo de nuestra hipótesis .

Corolario : Caracterización de retículos de Boole :

Sea A un retículo de dual complementado . A es un retí-

culo de Boole si y sólo si todo ideal es maximal .

Comprobación :

1/ Si A es un retículo de Boole, la Proposición 0 .7 ase

gura que todo ideal primo es maximal .

2/ Si A es de dual complementado y todo ideal primo es

maximal, la Proposición 0 .11 asegura que todo 1 7~ aeA es

divisor de cero . Sea (b) el ideal de los divisores de cero de

a . Por el Lema 0 .1, a + bes no divisor de cero;por tanto

a + b = 1, es decir b es el complementario de a .

Definición 0 .7 : Límite inductivo de retículos :

Sea I un conjunto ordenado filtrante decreciente; y A i (¡e I)
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una familia de retículos tal que para cada par i > j existe

un morfismo .

f . . : A,

	

- A .

	

verificando :13 1

	

J

1/ fii = identidad

	

b` i e

	

I

2/ fik = f
.k
o fi	paratoda terna i > j > k .

j

	

j

En el conjunto suma de los A 1 (ie I)

	

definimos la rela-

ci6n de equivalencia :

	

A .1 3

	

x1.

	

x
J
.

	

e

	

A
J
,

	

si existe k e

	

I,

	

k< i,

k < j tal que fij (xi) = fjk(xj) .

El conjunto cociente,módulo esta relación de equivalen-

cia tiene estructura de retículo, inducida canónicamente por

las estructuras de los A 1,(i e I) . Se le llamará limite induc

tivo de los Ai(ie I),relativo a los morfismos fij y se nota-

rá li_m ind_

	

A1. ._
i e I

Definición 0 .8 : Localización de retículos :
Sea A un retículo, S un sistema multiplicativo de A tal

que 1 e S y 0 é S .

S con la relación :

	

si > sj <-----> si ,s j	= aj ;

	

es un or-

den filtrante decreciente .

Si s1,

	

e A notamos por Asi el retículo ra .s1.Ja£A} ;

todo par de elementos de S,si > s j definimos :

f . .

	

:

	

A

	

,	A
1J s .

	

aj1

y

De lo dicho hasta aquí se sigue que estamos en las con-

para

diciones de la Definición 0 .7 y por tanto tiene sentido hablar
de lim ind A . Este limite inductivo será llamado el locali-

s 1e S si



zado de A en S y notado

Proposición 0 .12 :

Sea A un retículo y S un sistema multiplicativo de A tal

que l e S

	

y 0 ¿ S .

Entonces existe un morfismo epiyectivo cp : A

	

~ AS .

Comprobación :

1 z si

	

\/ s i e S y de aquí todo elemento de AS tiene

un representante en A, = A . De aquí cp(a) = {a} es epiyectiva .

Proposición 0 .13 :

Sea A un retículo, S un sistema multiplicativo de A tal

que 1 e S y 0 ¿ S ; y y el filtro generado por S . Se verifi-

ca AS = A5:

Comprobación :

1 4

S es cofinal en y ya que si b

a e A y s e S tal que b = a + s

Proposición 0 .14 :

~ .

	

A'
/Y

	

,

	

(A

	

)#

e .F entonces existen

-> b . s

	

=

	

s .

Sea A un retículo,S un sistema multiplicativo de A tal

que 1 e S y 0 ¿ S, y S el filtro generado por S .

Se verifica (AS)* u_ A*/Y

pAmostración :

A partir de la Definición 0 .4 y de la Definición 0 .8,

se comprueba inmediatamente que la aplicación :

{a}

	

-__~ ep(a)

	

donde cp es la aplicación

de la Proposición 0 .12, es un isomorfismo de.retículos .

La Proposición 0 .14 resulta entonces de Proposición 0 .13 .



1 5

Es evidente además que cp = - o p donde p:

	

A`/~

es el morfismo canónico de pasa al cociente.

Proposición 0 .15 :

Sea A un retículo y .S un sistema multiplicativo de A tal

que 1 e S y 0 ¿ S .

Entonces cp :A -

	

sAS	dondecp es la aplicación de la

Proposición 0 .12, establece una correspondencia biyectiva en-

tre los ideales primos de A que no cortan a S y los ideales

primos de AS .

Demostración :

a) Se reduce al caso : S filtro de A,vía la Proposición 0 .1-~

y teniendo en cuenta que para un ideal p de A sip ()S=0.p n y= O

donde S: es el filtro generado por S .

b) Caso S = 1 : La Proposición 0 .3, 2/ asegura que el

morfismo canónico : A* P

	

~ A41/S

	

establece una corresponden

cía biyectiva entre los filtros primos de A que contienen a

y los filtros primos de (A*/5-) ;i ,

A partir de la Proposición 0 .2, p establece entonces una

correspondencia biyectiva entre los ideales primos de A que

no cortan a

	

Y

	

y los ideales primos de (Ax/y)# .

La proposición se sigue ahora de que cp = - o p donde

cD es la aplicación definida en la demostración de la Proposi

ci6n 0 .14 .

Proposición 0 .16 :

Sea A un retículo complementado y q =(c) un ideal prin-

cipal de A . Entonces A/q es complementado y (a} c = {ac} .

Comprobación :

En A/q el filtro

	

1'= ((b}j{a} +{b} = {1}} está gene-

rado por (ac } ya que :
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pertenece al filtro generado por ¿ac} .

Notación :

{a} + ¡b} = ¡1}- a + b + c = 1 es decir b + c per
tenece al filtro generado por ac y por tanto b+c+ac = b+ c .

En A/q esta igualdad se escribe (b}+ {a } _ ¡b} es decir 1b}c

En los ejemplos siguientes, si X es un espacio topológico
y V una parte de X, V denotará el cierre de V ; y VO su interior .

Ejemplo 0 .1 :

Sea X un espacio topológico y A su retículo de cerrados,
con las operaciones unión e intersección de conjuntos .

1/ Existe correspondencia biyectiva entre el conjunto de

filtros primos principales de A y el conjunto de cerrados irre
ducibles de X . En efecto :

	

Y = A*c

	

es primo si y sólo si para

todo par a, b e A tal que

	

(a+ b) c �

	

c, se verifica que c es irre

ducible .

2/ A es complementado .
En efecto :

	

si a e A,

	

el filtro

	

S = (bla+ b = 1}

	

es principal

de generador X -a .

3/ Los no-divisores de cero de A* son los cerrados de inte

rior vacío .

En efecto : ca =

	

.-

	

- X- c = X

En la literatura,- los cerrados de interior vacío se llaman

cerrados por todo.no densos y están caracterizados como las fron

teras de cerrados .

4/ radJ A = conjunto de cerrados .de X, por todo noaansos .

Basta tener en cuenta la Proposición 0 .9 y 3/ .

5/ Los filtros minimales de A son los filtros primos que no

contienen ningún cerrado por todo no denso .



17

Basta tener en cuenta la Proposición 0 .11, dado que A es com-

plementado .

6/ Sea c e A un cerrado de X . El retículo de cerrados de

c es A c'

7/ Sea U un abierto de X . Entonces el retículo de cerrados

de U es isomorfo a A/ (X-U) .

En efecto, si A(U) designa el retículo de cerrados de U,

definimos :

cp :A/(X - U)

	

---->

	

A(U)

cnu

está bien definida ya que :

	

{c} = {d} .

	

- c+ U-X = d + X-U

c n U = d n U lo que demuestra además que cp es inyectiva .

Es evidente ahora que cp es isomorfismo .

7/ Era de esperar, dado que A41 es isomorfo al retículo de

abiertos de X con las operaciones unión e intersección de con

juntos .

8/ Si U es un abierto de X, A(U) es complementado, y el

complemento de a n U

	

es X -a n U .

Basta tener en cuenta 7/ y la Proposici6n'0 .16 .

Ejemplo0 .2-

Sea X un conjunto ordenado . Un subconjunto c de X se lla-

ma creciente (respectivamente decreciente) si z > x (respecti-

vamente z < x) y x a C implica z e C .

Definimos en X la siguiente topología : los cerrados de X

son el 0 y los subconjunto crecientes .

1/

	

Si

	

x

	

C

	

X

	

_

	

x

	

= ' f y¡

	

y z

	

x )

2/ La unión cualquiera de cerrados es cerrada . En parti-

cular el cierre de un subconjunto es la unión de los cierres



de sus elementos .
3/ Si x e X, x tiene un entorno mínimo U(x) _ {y¡ y 5 x} .

En fecto,

	

si V es un abierto que contiene a x : x

	

X -v y pues

to que X - V es creciente : U (X)

	

n X- V = o -P

	

U (x) c: v .

3/ se sigue ahora de lo siguiente : si y if x, x ~ y-x e X- y
e y ¡ X - y . Por tanto existe un abierto que contiene a x y no

contiene a y . Dado que - a partir de 2/ - la intersección
cualquiera de abiertos es abierto, U(x) es abierto .

4/ Si A es el retículo de cerrados de X, radJ A = cerrados

de A que no contienen ningún subconjunto decreciente . En efes
to : a. partir ,de 4/ del ejemplo 0 .1,

	

c e radJ A si y sólo si
0

c = 0 .
4/ se sigue ahora de 3/.

Por ejemplo si x e X no es un elemento minimal : 3¿ e radJ A .

5/ Si A es el retículo de cerrados de X, A es el dual com

plementado .
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En efecto : si c e A por 3/ U U(x) es el mínimo abierto que
xe c

contiene a c . De aquí X - U U(x) = fyld x e c (x,y) es no
xec

acotado superiormente} es el generador del ideal de los divi-

sores de cero de c .

A partir de 4/ y 5/ hemos obtenido un ejemplo de un re-

tículo 61 y su dual complementados, pero que no es de Boole .



CAPITULO I : LA NOCION DE ESPECTRO EN RETICULOS .

El capitulo gira « en torno a la noción de espectro primo

de un retículo, noción que corresponde a la definida en ani-

llos pero con la topología dual . De hecho se define el . espec

tro primo de un retículo A como el conjunto de sus filtros

primos con la topología que tiene como base de cerrados los

conjuntos

	

(a) 0

	

a e A

	

donde

	

(a) 0

	

designa el conjunto de

filtros primos que contienEn a . A diferencia de lo que ocurre

en anillos,esta base es cerrada por la unión e intersección

finitas y por tanto puede tomarse también como base de abier

tos . Al hacerlo así se obtiene el espacio topológico dual, ho

meomorfo al espectro primo del retículo dual .

La elección de nuestra definición se justifica por lo

siguiente : la aplicación : a~ (a) 0

	

es entonces un morfis-

mo del retículo A en el retículo de cerrados de Spec p A .

Enunciamos brevemente los resultados del capitulo, por

parágrafos .

1/ Espectro primo de un retículo : El estudio de las pro-

piedades topol6gicas del espectro primo, culmina con la carac

terizaci6n de los espacios topol6gicos que son espectros pri-

mos de retículos, en adelante llamados espacios espectrales .

La caracterización dada aquí, define también el dominio de los

espacios que son espectros de anillos . Ver (7) de la bibliográ

fía .

2/ Propiedades functoriales : Un morfismo de retículos in

duce de manera contrávariante una aplicación continua entre es

pectros primos . A diferencia de lo que ocurre en anillos los
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morfismos inyectivos inducen aplicaciones continuas epiyec-

tivas y no sólo densas .

Destacamos : a) la caracterización dada de los morfis-
mos espectrales,entendiendo por tales las aplicaciones con-

tínuas entre espectros inducidas por morfismos de retículo .

b) la conmutación del paso al espectro con el límite in

ductivo,en el siguiente sentido :

Specp	lim ind

	

Ai =

	

E lim proy

	

Specp A i
i e 1

	

i e i

donde el homeomorfismo es respecto a la topología límite pro

yectivo . En particular esto permite caracterizar los espacios

espectrales como límites proyectivos de espacios finitos

T0-separados .

3/ Representación de un retículo en sus distintos espec-

tros : El estudio sistemático de la representación de un retí

culo en sus distintos espectros -primo, maximal, minimal y

atómico -

	

permite obtener las siguientes caracterizaciones :

a) la de los espectros de retículos tales que todo fil-

tro es principal, como los espacios espectrales noetherianos .

b) la dé los espacios topol6gicos que son espectros mi-

nimales de un retículo . Con todo aquí el retículo no está uní

vocamente determinado : un mismo espacio puede ser el espectro

minimal de retículos .no isomorfos .

c) la-de la propiedad Hausdorff para el espectro cimaximal .
Con esta propiedad,de separación el espectro maximal resulta

ser un retracto del espectro primo .



d) la de las condiciones de separación para el espectro

atómico .

4/ Dimensión de Krull : La definición dada para retícu-

los es copia de la conocida en anillos, y resulta ser igual

a la dimensión de Krull del espectro primo, entendiendo por
tal el extremo superior de las longitudes de cadenas finitas

estrictamente crecientes de cerrados irreducibles .

zl



Espectro primo de un retículo .

Definición 1 .1 :

Sea A un retículo . Llamaremos espectro primo de A, nota-

do Spec

	

A, al conjunto de los filtros primos de A dotado de
p

la topología definida por {(a)0
1 a e A } como base de cerra-

dos . -

	

(a) 0 designa los filtros primos de A 'que contienen a - .

fica :
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La topología anterior está bien definida ya que se veri-

(a) 0 U

	

(b) 0

	

=

	

(a + b) 0

(a) 0

	

fi

	

(b) 0

	

=

	

(a .b) 0

(0) 0= 0

	

(1) 0 = Specp A .

Notaciones :

En adelante :

SpecM A

	

- espectro maximal de A -

	

denotará el subespacio

de Specp A cuyos elementos son los filtros maximales .

Specm A

	

- espectro minimal de A - denotará el subespario

de Specp A cuyos elementos son los filtros primos minimales .

SpecR A

	

- espectro real de A -

	

denotará el subespacio de

Specp A cuyos elementos son los . filtros primos principales .

Specat A

	

- espectro atómico de A -

	

denotará el subespacio

de Specp A cuyos elementos son los filtros maximales principales,
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llamados también filtros atómicos .

(a) M ,

	

(a)m ,

	

(a) R ,

	

(a)at

	

denotará la intersección de

(a) 0 con el respectivo espectro .

Si

	

fi

	

es un filtro de A, V(F)-variedad de 7 -

	

designa
al conjunto de filtros primos de A que contienen a F .

Proposición 1 .1 :

Spec

	

A" es homeomorfo

	

al conjunto de los filtros pri
P

mos de A, dotado de la topología definida por {(a)0 1 a E A}

como base de abiertos .

Comprobación :

Basta tener en cuenta la Proposición 0 .2 .
En adelante, llamaremos a Specp A;1 el espacio topológico

dual de Specp A .

Proposición 1 .2 :

Sea A un retículo . Se verifica :

1/ Sea U c: Specp A ;

	

y {

	

Fi

	

i s

	

I}

	

el conjunto de los

elementos de U . Entonces UJ = v( n Fi ) .

2/ Los cerrados de Specp A son el 0

	

y los subconjuntos

v(S.)-donde F es un filtro cualquiera de A .

3/ Specp A es un espacio TO-separado (para todo par de Qun

�tos existe .un abierto que contiene a uno de ellos y no contiene
al otro) .
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4/ SpecM A, Specm A y Specat A

	

son espacios TI- separa-

dos (los puntos son cerrados) .

es cerrado .

5/ Sea U c: Spec
P
A y ( .y-

	

i e

	

I} 'el conjunto de los ele-

mentos de U . Entonces U es denso en Specp A

	

si y 5610 si

Demostración :

1/ Si a e A

	

(a) 0 :D U equivale a

	

Vi e

	

I

	

ie

	

(a ) 0

	

y

esto a su vez es equivalente : a e n i .
¡e ,

De aquí :U =

	

n

	

(a)

	

=

	

n

	

(a) = V(
(a) O ~U

	

0

	

ae n

	

0

	

ie1
ie I

2/ Por 1/ todo cerrado de Specp A es de la forma V(x) don

de F - es un filtro de A .

Si

	

y

	

es un filtro de A : V(F) =

	

n (a) 0
a£9

y por tanto V(F)

Se verifica además :

	

F,,

	

,

	

~-2

	

implica V(S~l ) D V (Y2 ) .

3/ Sean

	

~~ 7` F2 e Specp A . Entonces F, é Y'2

	

0

z

	

F, - pues en caso contrario V, = 72 y a partir de 1/

F,, .= F2 - . En el primer . casó Specp A
- .~2

	

es un abierto - que

contiene a F~ y no a ~a .

Es claro que SpecR A es también un espacio To-separado,

pues es subespacio de un espacio T -separado .
0

4/ Inmediato a partir de l/.

Además es evidente que los puntos cerrados de Spec A son
P
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los puntos de Specm A .

5/ Si n

	

$, = 1 por l/, U es denso en Spec A .

Si
1é I

	

Fi

	

3¿ 1, a partir del corolario a la Proposición

0 .8, existe un

	

S: e SpecP A tal que

	

F z$

	

r)

	

Fi . De nuevo

por 2/, U entonces no es denso en Specp A .

En efecto :

En particular 5/ asegura que Specm A es denso en Spec
P
A .

fl

	

7m

	

=

	

(A - p M)

	

= A -

	

U

	

p

	

-

	

1 .m e Specm A

	

pMmaximal -

	

_

	

pMmaximal M

Proposición 1 .3 :

Sea A un retículo y y un filtro de A . Entonces Spec A
YP

es homeomorfo a V(F) .

Comprobación :

A partir de la Proposición 0 .14 y 0 .3 2/ existe una co-

rrespondencia biyectiva canónica entre los filtros de A que
contienen a F y los filtros de A r .Esta correspondencia aplica

los filtros primos en primos y conserva el orden. La primera con

dición asegura que Specp AF	y V(F) están en correspondencia

biyectiva, y la 2a el homeomorfismo topológico .

Proposición 1 .4 :

Sea A un retículo . Se verifica :

1/ Specp A es conexo si y sólo si ningún elemento de A ad-

mite un complementario .



primo .

de puntos .

2/ Spec A es irreducible si y s61o si (1) es un filtro
P

3/ Los cerrados irreducibles de Specp A son los cierres

Demostración :

2 6

d/ Sea a F A un elemento que admite un complementario :

a + b = 1

	

Esto implica

	

(a) 0 U

	

(b) O = Specp A
y por

a

	

.

	

b = 0

	

(a) 0 n

	

(b) 0

tanto Specp A no es conexo .

Recíprocamente : si Spec
P
A no es conexo :

Specp A = V(y1 ) U V(S'2)
Esto. implica

o = V(F, ) n V(V2 )

	

(~, , F2 )

	

= A

(Sz l 1 . y2) = A

	

asegura la existencia de elementos a,

a2 E'y z

	

tales que a, .a2 = 0 . Pero al +a2 e F, n fi2 y por tan

to a, + a2 = 1 . Por tanto a, e A

	

admite un complementario y

esto termina la demostración de l/.

2/ Si (1) es un filtro primo . (1) e Specp A

	

y entonces

Spec A = (1) y por tanto es irreducible .
P
Recíprocamente : Supongamos Spec p A

	

irreducible . Si

a,, , a2 e A son tales que a, + a2 = 1 se obtiene :

Specp A = (a,) 0 U

	

(a2 ) 0	y por la irreducibilidad de Specp A :

(al)0 = Specp A

	

6

	

(a2 ) 0 = Specp A . Pero esto es equivalente

a : a, = 1 6 aa = 1 lo que demuestra que (1) es un filtro

primo .



son los conjuntos de la forma V(x) donde l~ es un filtro de

A . Por la Proposición 1 .3 : V(J) = Specp AF
, y 3/ se sigue

ahora de 2/ pues en A F

	

el filtro (1) es primo si y sólo si

F es primo de A .

Notación :

3/ Por la Proposición 1 .2 2/ los cerrados de Specp A

Por un espacio cuasi-compacto entenderemos un espacio

topológico X tal que todo recubrimiento abierto de X, ádmi

ta un subrecubrimiento finito .

Reservaremos la noción de compacto para un espacio

Hausdorff cuasi-compacto .

Teorema 1 .1 :
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Sea A un retículo . Se verifica :

1/ Specp A y Specm A

	

son espacios cuasi-compactos .

2/ { Specp A-(a)0 1 a e A}

	

es el conjunto de los abier-

tos cuasi-compactos de Spec
P

A . Por tanto Spec
P

A es un espa

cío en el que los abiertos cuasi-compactos constituyen una

base de abiertos, base que con la úni6n e intersección de con

juntos tiene estructura de retículo .

Demostración :

1/ Sea

	

(ai ) 0

	

i e I, una familia de cerrados de Specp A

tal que toda subfamilia finita sea de intersección no vacía .

Dado que

	

(n

	

(al) o =

	

(a l . . . a n)
0

	

esto asegura que el pro-
i=1

dueto de cualquier número finito de a l i e I es nulo . De aquí

(a i ¡E:I) generan un filtro propio, y por el lema de Zorn

existe un filtro maximal FM que lo contiene . Entonces
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~M e in I

	

(a.)0
lo que demuestra que la intersección de la

familia total es no vacía . Pasando a los abiertos complementa-
rios esto demuestra que Spec

P
A es cuasi-compacto .

El razonamiento anterior, asegura que la cuasi-compacidad
es también una propiedad de Specm A .

2/ Si aeA, Specp A - (a) 0

	

es cuasi-compacto . En efecto :

(SpecP A -

	

(a))

	

eI

	

(ci ) 0 = 0

	

es equivalente a : - (a) O=>.n

	

(c¡) 0 "

El corolario a la Proposición 0 .8 asegura entonces que a perte
nece al filtro generado por (ci i e I), Por tanto existe un nú-
mero finito de

	

c

	

: c,, . ., ca	tales que a = (bi + c,) . . . (bn+c,)=
=

	

b +c, . . . ca .

	

De aquí

	

(a) 0 _n

	

(c, . . .cn ) 0 =

	

n

	

(Cj ) 0

	

lo que
j=1

es equivalente a : (Spec A - (a)) rjp

	

(c j) 0 =

	

y esto demuestra
j=1

la cuasi-compacidad de Specp A - (a)0 .

Todo abierto cuasi-compacto de Spec A es de la forma
P

Specp A - (a) 0 . En efecto :. si Specp A - n

	

(ai ) 0 es cuasi-com
ie I

pacto (Spec A - n (a¡) 0 ) n

	

(a¡)0 = 0 implica la existen

cía de un número finito de a l ie I :

	

al . . . ao tales que

(Specp A

	

-

	

n

	

(a¡)
0)

	

n

	

(a l . . . an ) 0 = 0

	

y esto a

	

su vez asegu-
ie I

ra

	

(al . . . a, )0c

	

n

	

(ai )

	

Puesto que

	

al � . .,

	

ao	sonde las
ieI 0

al

	

i e I

	

esto

	

implica

	

(al

	

. . .

	

a.,)o=

	

n

	

(a¡) 0 .
¡el

Proposición 1 .5 :

Sea A un retículo . La aplicación

A ---. . 7 (Specp A)

a -----1

	

(a) 0
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es un isomorfismo del retículo A en el retículo de los cerra-

dos de Specp A, complementarios de abiertos cuasi-compactos .

Comprobación:

Es una nueva formulación del Teorema'0A, a partir del
apartado 2/ del teorema anterior .

Corolario :

Sea A un retículo . Las 3 condiciones siguientes son equi

valentes .

1/ A es un retículo de Boole .
2/ Todo filtro primo de A es maximal .

3/ Spec
P
A es compacto .

Demostración :

1/ ---o 2/ ha sido demostrado en la Proposición 0 .7 .

2/ b 3/

	

Sean

	

7, ¿

	

F2 e Specp A . Puesto que todo , fil

tro primo de A es maximal, la Proposición 0 .2 asegura que
A - 57 1	y A -F2

	

son ideales maximales de A . Por tanto :

(A - F 1 , A - fi2 ) = A

	

lo que implica : existen a,

	

e A - ,

a2	e A - 1 2	tales que

	

al	+ a2

	

= 1 . Entonces Specp A -(al) 0 y

Spec
P

A -(aa)
0

	

son abiertos disjuntos,

	

entornos respectiva-

mente de } l

	

y F2 . Esto demuestra que Specp A

	

es Hausdorff

y por el Teorema 1 .1

	

1/ Specp A es compacto .

3/--., 1/

	

Si Specp A es compacto, . los cerrados de Specp A

son los subconjuntos compactos. De .aquí los abiertos compác

tos de Spec
P

A

	

son los abiertos que también son cerrados . A

partir del Teorema 1 .1 2/ el conjunto de dichos abiertos con
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la unión e intersección de conjuntos, tiene entonces estruc
tura de retículo de Boole. La Proposición 1 .5 asegura ahora
que A es de Boole .

En particular- este corolario demuestra :

1/ El Teorema de representación de Stone : Sea A un retí
culo de Boole . Existe entonces un espacio compacto X tal que
A es isomorfo al retículo de los cerrados de X que son tam-
bién abiertos .

En efecto : basta tomar X = Specp A .

2/ En el corolario a la Proposición 0 .11 la condición
de ser A de dual complementado es sobreabundante .

En efecto A es un retículo de Boole si y sólo si todo
filtro primo es maximal .

Teorema 1 .2 : Caracterización de los espectros primos de retí-
culos . .

Sean X un espacio T0 -separado . Las dos condiciones si-

guientes son equivalentes :

1/ X es el espectro primo de un retículo .
2/ X verifica : a) el conjunto de sus abiertos cuasi-com

pactos es una base de abiertos, que con la unión e intersección

de conjuntos tiene estructura de retículo .

b) Los cerrados irreducibles de X son los cierres de puntos .

Demostración :
1/ -

	

- 2/

	

Si X = Specp A, X verifica a) por el Teore-

ma 1 .1 2/ y verifica b) por la Proposición 1 .4 3/.

2/; 1/ Sea A el retículo de los cerrados complementa-

rios de abiertas ciiasi-compactos de X.

Definimos :

	

X

	

(:P -,

	

Specp A

x--^, F
x
= {aeA 1 xea}
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cp está bien definida : yx

	

es un filtro primo ya que si

a+b F S'X E

	

_ xe a+b < ,~ xea6xeb

	

~ a£'Yx 6be x.
cp es invectiva : En efecto si x,

T.-separado : x, 7¿ x2 . Dado que

	

n

	

a = x

	

aquello impli
a a

	

Sx

ca :

	

Vx 1

	

'z

	

Y x
2

es epiyectiva : En efecto :

La condición a) asegura en particular que X es cuasi-com

pacto y por tanto para todo filtro y de A : n

	

a yÉ
ae fi

Si
aé£,

a = d

	

entonces

	

F = {

	

c e A I c ~ d }. - hacemos no

tar que d no tiene por qué pertenecer a A - . En efecto :

F c { c s A

	

~

	

c :D d }

	

y recíprocamente si c e A

	

c D d, X - c

es un abierto cuasi-compacto y de aquí la igualdad :

0 = (X -c) n d = (X -c)

	

n

	

a, implica la existencia de un
ae 57

n
número finito : a l � � a. e fi

	

tales que :

	

(X -c)

	

n

	

a¡ =
i=1

Esta igualdad asegura c

	

n

	

a l o equivalente :
i=1

ceF .

por ser X un espacio

Si Y es un filtro primo de A y

	

n a = d entonces d
aey

es un cerrado irreducible de X . En efecto si suponemos lo

contrario d = d 1 + d2 con d, yá d y d2 7,6 d, entonces la con

dici6n a) asegura que A es una base de cerrados y por tanto

existen c 1 , e 2 e A tales que c i z di , . c i ~d d

	

i = 1, 2 . Enton

ces c,+ c2 eF

	

y cl ,c2	conlo que se llega a contradi-

cci6n pues 5 es primo .

Entonces por b)

	

si

	

F es un filtro primo de A,

	

n

	

á, es
ae9

el cierre de un punto de X y esto demuestra que cp es epiyectiva .

cp es homeomorfismo . Si d es un cerrado de X, entonces por ser



demuestra que

Definición 1 .2 :

Proposición 1 .6 :

3 2

A base de cerrados,existen ci e A

	

ie I tales que

d = n

	

c. . Puesto que

	

x e d = n c .

	

equivale a
ieI i

	

i I i

fi
x

e n ici)0 se verifica : cp( n ci ) = n (ci)0 y esto
ieI

	

i e I

	

ieI

PROPIEDADES FUNCTORIALES

es homeomorfismo .

Diremos que un espacio topol6gico TO separado es espec

tral si verifica una de las dos condiciones equivalentes del

Teorema 1 .2 .

Sea

	

A'--p -> A

	

un morfismos de retículos . Entonces

define de forma canónica una aplicación cpE : Spec
P
A --* Spec

P
A' .

Se verifican ademas las relaciones :

Demostración :

1/ para todo filtro V de A' :

	

1 V(s:') =

= V ((cp .F") ) donde

	

(cp F' ) designa el filtro generado por cpy' .

Esto asegura que cp * es continua .

	

_

2/ para todo filtro

	

F

	

de A : Cp
* V(F) = V( cp-1 F) .

Definición de cp
.

: Si F es, un filtro primo de A, se com

prueba inmediatamente que cp-1 7

	

= {a' e * A' ] cp(a') e F' } es

un filtro primo de A' . Entonces cp

	

= cpes la aplica-

ci6n de Spec A en Spec A' definida canónicamente por la (p .
P

	

P

1/ queda demostrado por la siguiente cadena de equivalen

cías triviales :

	

F e

	

V

	

( (cp F') )

	

,---e

	

1, =)

	

(cp

	

cp-1 IF

	

Z ~'

f--+

	

Cp F

	

e

	

V( 57')

	

<--,

	

S e

	

(cp* ) -1 V (S-') .
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Dado que los cerrados de Spec A' son los subconjuntos
P

de la forma V(F'), 1/ asegura que cp es continua .

2/ queda demostrado por la siguiente cadena de equivalen

cías :

	

F' e V(cp-1 F ) t---, S' => cp-1 F ,----+ si a' ,¿

	

S'

	

entonces

a' ¿ CP-1 y <-- . si a' 0 F' entonces cp(a')

	

si a' ¿ fi'

existe

	

571

	

e

	

V (F)

	

tal que cp (a')

	

S~q

	

<-~

	

si a'

	

¿ S'

	

existe

yo e V(F) tal que : a' e cp-1 S, = cp# 1'' 1 . Esto Gltimo es equivalen

te a decir que todo entorno abierto de S' de la forma

Specp A'

	

-

	

(a') 0 tiene con cp V(F)

	

intersección no vacía ; y

dado que {Specp A -
(a')0

I a' e A'} es una base de abiertos

de Spec
P

A'

	

esto equivale a

	

F'

	

s CP*Y- V(F) .

Proposición 1 .7 :

Sea cp : A'--, A un morfismo de retículos . Se verifica :

1/ Si cp es epiyectiva, cp es inyectiva y homeomorfismo de

Spec
P

A en Imag CP

la/ En particular si A es un retículo y p -un ideal,

Specp A/p es homeomorfo al subespacio de Specp A formado por .

los filtros primos F tales que

	

S n p = o .

2/ Si ep es inyectiva, cp41 es epiyectiva .

Demostración :

1/ Sean

	

F,, 9¿ 5-2

	

e Spec p A . Entonces

F, = CP-1 F1 7, CP-1
F2

=
CP
* yz

	

pues Cp es epiyectiva . Esto

demuestra que m` es inyectiva .

A partir de la Proposición 1 :6 2/ para todo filtro Y -de

A

	

:

	

cpr- V (5)

	

= V ( cp-1 F )

	

y de nuevo por ser cp

	

epiyectiva

	

se

comprueba inmediatamente :

	

V (cp
-1 F )

	

D Imag

	

CPY = cp* V (F) .

Esto demuestra que cp es cerrada como aplicación de Spec A
p

en Imag cp# ,
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la/ En particular si p es un ideal de un retículo A,
la Proposición 0 .14 asegura

	

(A/p) «'f._ (A~1)
p

y entonces la Pro

posición 0 .15 afirma la existencia de una correspondencia
biyectiva entre ideales primos de (A')

p
e ideales primos de

A* que no cortan a p . la/ s e sigue ahora de l/ .

2/ a/ Se verifica : Imag Cp* n Specm A' . En efecto si S'

es

	

un filtro maximal de A', entonces ep Y' genera un fil-
tro propio de A, pues si existieran a, e A, fl e cp Sr'

	

i = l. . .n
tales que 0 =

	

(al + f,) . . .(a. + f,) = a +

	

f, . . . f.	entonces
fi . . .f o = 0 y por ser cp inyectiva, F' no seria un filtro
propio de A' . Por tanto, existe por el lema de Zorn un fil-
tro maximal

	

F

	

de A, tal que

	

F" D cp J' . De aquí

	

Cp
*

S7 :D 57'

	

y
por ser

	

x'

	

maximal

	

cp y= y' .
b/ Sea y'e Spec A' un filtro no maximal . Entonces

p
,y' e Imag cp . La demostración es una reducción a la situación
a/ por paso al cociente .

En efecto sea p . = A' - F'

	

ideal primo de A' y p

	

el ¡de
al de A generado por cpp' . Entonces la aplicación :

{

	

a .

	

}

	

;.	{cp a . }

es un morfismo inyectivo : -_ los elementos de p son de la

forma a . cp (p') con a e A, p' e p'

	

como se comprueba inmedia

tamente . De aquí

	

( cp a' } _ { cp b' }

	

~--.

	

cp a'

	

+ a . cp p'

b' + a .cpp'

	

implica

	

cp(a' + p') = co(b' + p') y por ser
inyectiva : a' +p' = b' + p' ~-+ { a'} _ ( b' } - 'P' ={{a'} 1a'e y'}
es el único filtro maximal de A'/p'

	

y por a/ existe un filtro



.F e Specp A/p

	

tal que

F = {a s A 1

	

{a} s Y } e

	

Specp A

	

y

	

S' = ep',F"

	

lo que demuestra

Definición 1 .3 :

3 5

F . El filtro

Sean X = Specp A, X' = Specp A' dos espacios espectrales .

Una aplicación continua f : X ---> X'

	

se dice que es espectral si

existe un morfismo de retículos cp : A'---> A

	

tal que f = cp .

Cuando no haya lugar a confusión, cometeremos a menudo

el siguiente abuso de notación : escribir a' por (a') 0 .

La Proposición 1 .6 1/ afirma que si f es espectral para

todo a' e A' se verifica : cp(a') = f-l(a') .

Teorema 1 .3 :

Sea X = Spec p A un espacio espectral . Existe entonces un

espacio espectral compacto X y una aplicación espectral

f : X, X biyectiva .

Demostración :

Sea 'Á el retículo de Boole generado por A y por {X-alacA},

es decir todo elemento de K se obtiene por unión e intersección

finita de elementos de A y de elementos de {X-aj aeA} .

Sea i : A , lo W

	

la inyección natural . Por la Propo

sici6n 1 .7 2/ la aplicación : Specp A 1i Specp A = X

	

es epi

yectiva y continua . El corolario a la Proposición 1 .5 afirma

que X = Specp A

	

es un espacio espectral compacto, y por tan-

to el teorema queda demostrado si comprobamos que i~ es in-

yectiva .

i* es invectiva :

	

Sea

	

S e Specp Á

	

tal que i* F

	

= x .

Entonces : F

	

{ á e A 1

	

xe -á }

	

va que



inconexa de X.

Demostración :

36

/ si

	

x e c,

	

c e y

	

ya que i-l~- y = x

x¡ c, X - c e S ya que F es primo,

c + (X-c) =1 y cí .F

Pero {a E F1 1 x e a } es un filtro primo de Á y puesto que A

es de Boole,es maximal ; de aquí y = ( a E Á x e a} lo que
demuestra la inyectividad de 1' .

Definición 1 .4 :

Sea X un espacio espectral . Con las notaciones del teore-
ma anterior, «R = Specp A

	

será llamada la topología totalmente

Teorema 1 .4 : Caracterización de las aplicaciones espectrales .

Sean X = Specp A,

	

X' = Specp A' dos espacios espectrales

f : X~ X' una aplicación continua .y
Las siguientes condiciones son equivalentes :

1/ f es espectral .

2/ Si U' es un abierto cuasi-compacto de X', entonces

f-lU' es un abierto cuasi-compacto de X .

3/ f es continua respecto a las topologias totalmente in-

conexas de X y X' .

4/ f es espectral respecto a las topológlas totalmente finco

nexas de X y X' .

1/

	

2/ . En efecto sea

	

f = Cp4`, donde A'T+ A es un mor

fismo de retículos . Por el Teorema 1 .1 2/ los abiertos cuasi-com

pactos de X' son los subconjuntos de la forma X' - a', a' e A' .
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Entonces f-1(X'

	

- a')

	

= X - f_	(a')

	

= X - cp

	

(a')

	

como hicimos

notar en la Definición 1 .3 .

2/--, 4/ . Por 2/ se verifica : fl a' s A '

	

f-1(X' -a')

	

_

= X - f_ (a') es un abierto cuasi-compacto de X y por tanto

f
-1

(a') g A . Puesto que Á' está generado por los elementos de

A' y los de {X' - a' 1 a' s A'} y f-1 conserva uniones e inter

secciones finitas, f-1 : A', Á es un morfismo de retículos .

Entonces f = (f-1 ) : X = Spec p A --~

	

Specp A' = X' es espectral .

4/, 1/. La demostración de esta implicación se basará

en el lema :

	

Sea X = Specp A . Entonces los elementos de l1 son

subconjuntos cuasi-compactos de X . - seguimos la notación del

Teorema 1 .3 . - .

Demostración del lema : Los elementos de 11 son ae la for-

ma
n
~ ci (X-dci , di e A . Dado que la unión finita .de cuasi-

i=1

compactos es cuasi-compacto el lema queda demostradói compró

bamos :

	

d c, de A

	

c.(X-d) es un cuasi-compacto de X .

Esto último .es evidente : c .(X-d) n a i. = 0 implica

de X y c un cerrado .

n
(X -d)

	

a , c = O

	

pues

	

(X -d)

	

es un abierto cuasi-compacto
j=l 7

La demostración de la implicación es ahora como sigue :,

Puesto que

	

f : X ----, X'

	

es espectral sea cp :

	

A

	

el

morfismo de retículos tal que f = cp . Si comprobamos que

ep (A ') C: A, entonces ., cp l A , " A l --y A

	

es un morfismo de retículos

y manifiestamente

	

(cp 1A , .)* = f lo que.demuestra que f : X---# . X'

es espectral .
-1

cp(A') c: A

	

: En efecto si a'

	

g A : X-f

	

(a')

	

= f-1 (X' -a')=

= cp(X'-a')

	

e Á es un abierto . de X pues , f es continua .

	

Por el

lema es un abierto cuasi-compacto de X y por el Teorema 1 .1 2/



Proposici6n 1 .8 :

cío .
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su complementario f-1 (a')-. = cp(a')

	

e A .

3/ --.0

	

4/ Sea

	

f:%

	

X' una aplicación continua . Por
ser -{' .espectral compacto, A' es el conjunto de los cerrados

de X' que son también abiertos . Por ser f continua, si a' e A'

f-1 (-a') es un cerrado de X que es también abierto . Entonces
f-1 : Á .

es un morfismo de retículos y f = (f-1)# es es

pectral .

4/-, 3/. Es evidente .

Sea X = Specp A un espacio espectral e Y C: X un subespa-

Y es espectral y la inyección natural de Y en X es espec

tral si y sólo si Y es cerrado en la topología totalmente in-

conexa de X.

Demostración :

1/ Sea Y espectral e i : Y c->X

	

espectral . Por el Teore-

ma 1 .4, i es continua respecto a las topologías totalmente inco
nexas de X e Y . Pero Y es un compacto y la imagen por una apli

caci6n continua de un compacto es compacta ; dado que X es Haus

dorff esto asegura que 7 es un cerrado de X.

2/ Sea Y un cerrado de 7{

	

y

	

Y
= {á c W1 á z Y} . A partir

del diagrama A

	

i1. Á

A y Y

obtenemos : Spec
P
Á 8

	

(Poi) 4f > Spec
P

A

	

1

	

donde
y

Imag

	

(poj)

	

= Imag

	

(j# o p )

	

_. Y C: X

	

ya que por el Teorema 1 .3

j# es biyectiva ; y por la Proposición 1 .3 : Imag p3a _ SpecpA
FY

= Y

con la topología restricción de la de X .
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A partir de la sucesión :

	

A -

	

~(poj)

	

A c
J2 _ A y

Y
donde cp es epiyectiva y j2 o cp = p o j obtenemos :
#

	

Ejo p = CP o j~ . Dado que j2 es epiyectiva y CP es inyecti

va obtenemos finalmente Specp (poj) A - cp Specp (poj) A = Ye: X .

Esto demuestra que Y es espectral y es claro que la

inyección natural de Y en X viene entonces inducida por el

morfismo de retículos :

	

~P : A >(poj) A .

Proposición 1 .9 :

Sea A .

	

ie I una familia de retículos verificando las
1

condiciones para que sea posible pa.sar al limite inductivo.-

- ver Definición 0 .9- . Se verifica : Spec

	

lim ind ,	A

	

es
P ieI

	

i

canónicamente homeomorfo

	

a lim proyE-

	

Spec A, .

Demostración :

Sean

	

V i >_ j

	

j . A
i

	

> A .

	

los morfismos res-
7

pecto a los cuales se toma el limite inductivo y Vi ., I sea
lim ind

tpi el morfismo canónicamente definido de A i en

	

i e I
1- A i .

Es bien sabido que si i Z j entonces cpi =cpj o cpij .
Definimos la aplicación :

lim ind
Specp -

ii

	

II
1 A i	>

	

II

	

Specp A i
i c. I

'
1/ cp es invectiva : Sean

	

e Spec
lim ind
p Ai .

i e I

Existe entonces a e limind . A i	quepertenece a uno de
i e I

ellos y no al otro . Por la definición de limite inductivo,



existe

	

j e I

	

y. aj	eA j

	

tal que

	

cpj (aj )

	

= a .

	

De aquí

' .
7

2/ cP es continua

	

ya que si

	

pi

	

designa la proyección

de II Specp A i sobre su coordenada i-esima, se verifica
iE I
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Fi i s I, p . o 9 = ep

	

es continua .
i

lim ind3/ P es un homeomorfismo de Specp ---

	

~ Ai en
i g I

Imag cp . En efecto : sea Y,

	

un filtro cualquiera de_
lim indSpec

	

-~ Ai . A partir de la definición de tp es una
p ieI

comprobación ver que :

	

.

CPV(Y, ) c

	

II

	

cpi V(y,) = iIII

	

V(gPi1
F, )

E

donde esta última igualdad viene dada por la Proposición 1 .6

2/.

Entonces

	

II

	

V(cp il S,) n Imag cp = cp V(y,) ya que si
¡C i

(cpi

	

) i
e
I

	

e

	

II

	

V (cp il	entonces

	

CPi F

	

cp .11

	

$, ,

	

i

	

6

	

I
ie I

y esto implica

	

CPi cpi y

	

cpicpi1

	

i e I e incluso

U

	

cp .i CP i1

	

F

	

= á1 . Esto demuestra que cpV (F'1 )

	

es un
ie I

cerrado de Imag cP y por tanto se verifica 3/.

4/ Imag Cp = jim proy

	

Specp	A i
i gI

Imag . cp c ,lim proy

	

Specp A i	esclaro pues dado (cPi 5: ) i e IigI

si

	

i >

	

#

	

#

	

aa
j

	

(cpij

	

o

	

CP j ) F

	

=

	

(cP j

	

o

	

coij )

	

° cpi F

Imag cp D ,lim proy . Specp Ai . En efecto sea (i)ieI e
igI

e ,lim próy Specp .Ai y por tanto para - :todo i _> j se verifi
ie I

ca : IPij yj - CPij yj = i .
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Sea

	

y = (a e lim ind_ A . 1 existe
i I

tal que cp j (a j )

	

= a } .

jeI y

Si a, b eF

	

a = cpi (a i1

	

= tpk (gk a,), al e f i-'Pika is Fk

b = cpj(bj)

	

= cpk(9kbj), bj e F j-CPjkbj s c k

y esto asegura que dados dos elementos de F, admiten repre-
sentantes en un mismo

	

Fk . De aquí es inmediato comprobar que
F e Specp lim ind, Ai .

¡E: I
Por último

	

Ti F = {a i e A i	i

	

cpi (a i)

	

e F)

	

= F i

	

ya que

si a l e CPiV existe j e I

	

y bj e Fj	talque cpi (a i)= cf Ib j )
y esto asegura la existencia de un k5i .j tal que IPiklai)=
= cPjk (bj) donde rPjk (bj )cFk

	

y por tanto al e Y¡ . De aquí
Cp F = (Fi ) ie I

	

y esto termina la demostración de 4/ .

Própósici6n 1 .10 :

un espacio topol6gico X es espectral si y sólo si
X = ~lim proy

	

Xi	donde los Xi son espacios topológicos
i£I

T.-separados con un número finito de puntos .

Demostración :
Lema previo :

Sea X un espacio T,-separado con un número finito de pun
tos - en adelante diremos simplemente que X es finito - . Enton
ces X _ Specp A .

En efecto : a) cada subconjunto de X y en particular cada
abierto de X es cuasi-compacto .

b) todo cerrado irreducible de X es el cierre de un punto,
pues cada cerrado c de X tiene un número finito de puntos



x 1 . . . xo	y entonces

	

c

	

= x.1	+ . . .+ xa

	

-
E1 lema resulta ahora del razonamiento seguido en el

Teorema 1 .2 .

1/ Si X = Specp A, entonces A se puede expresar como lí

mite inductivo, respecto a las inclusiones naturales, de sus sub

retículos finitas: A = li_ mind, A i . Por la proposición ante-

rior : X = E lim pros

	

Specp A i	dondeSpecp A i	sonespacios
iEI

finitos To-separados .

2/ Recíprocamente, sea X = flim pros Xi donde Xi	son

espacios finitos To -separados y sea A i el retículo de cerrados

de Xi . Para todo j :5 i sean ~ol
.j

: X
j
---->Xi	la aplicaciones

continuas respecto a las cuales se toma el límite proyectivo .
Entonces

cp-1
: A i -_~Aj	sonmorfismos de retículos y tie

ne sentido definir lim ind, A . .

	

Por la Proposición anterior :i

Specp lim ind,, A i _ flim prov

	

Spec p Ai - ~lim proy Xi a par
i E I

	

iEI

	

i E I

tir del lema previo . Esto demuestra que X _ Specp lim ind

	

Ai
i B I

RRPRESENTACION DE UN RETICULO EN SUS DISTINTOS ESPECTROS .

Definición 1 .5 :
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Sea A un retículo y x un espacio topológico . Una represen

tación de A en X es un morfismo cp de A en el retículo de cerra

dos de X ."

La representación se llama fiel si cp es inyectiva . La re

presentación se llama completa si cp es epiyectiva .

Ejemplo 1 .1 :

Dado un retículo A el morfismo cpp
(a)

	

=

	

(a) 0

	

se llama

	

la



abiertos de Spec p A es claro que

	

V(F)

	

es el mínimo abierto

de Spec
P
A4 '», que contiene a

	

F .

2/ Se sigue de l/ . En efecto si ci	i e I es una fami-

lia de cerrados de Spec A* y Fjí U

	

c . entoncesc, entonces

F e

	

(~

	

(Spec p A

	

- c i )

	

y si

	

U (F)

	

designa el entorno mínimo
ie I

de F se verifica :

	

U(S) c

	

n

	

(Spec

	

A;E - c .)

	

lo que

	

demues
i I

	

p
1

tra que U c .

	

es un cerrado de Spec A# .
iel1

	

p
3/ es inmediato a partir de 2/ teniendo en cuenta que si

F es un filtro primo de A y

	

designa el cierre de S

en Spec A* entonces

	

S

	

e Spec A*	F, c F } .

Proposición 1 .12 :

Sea A un retículo cpm (a) = (a)m su representación natural

en Specm
A . Se verifica :

1/ epm(a) = Specm

2/ Ker % = radj A

3/ Los elementos de Imag cpm son también abiertos de

Specm A . En particular Specm A es Hausdorff .

4/ Para toda familia a i , i e I de elementos de A tal que

,_i

	

(a . ) o = Spec

	

A,

	

existe una :subfami,lia

	

finita al . . .a n	tal
iCI 1

	

m

que l) ( a j)0
j=1

45

= Specm
A .

A

5/ Si A es un retículo complementado � se tiene :

a) Imag cpm es un retículo de Boole.

b) Imag

	

9m - A/Ker ~cm

c) Specm A = Specp Imag ~Pm y por tanto es compacto .
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1/ Por la Proposición 1 .2 5/ sabemos que Specm A es den

so en Specp A y esto demustra l/ .

2/ Sea a e radJ A y supongamos existe

	

in e Specm A tal

que a e lm . Por la Proposición 0 .2, A - Fm

	

es entonces un ideal

maximal y por tanta

	

(A - FM,a)

	

= A

	

lo que implica existe b ¿ y m

tal que a + b =l ; y por tanto a ¿ radJ A . La contradicción a la

que hemos llegado asegura que radJ A C Ker Ipm .

Recíprocamente si a e Ker CPm

	

sea b tal que a + b = 1 . Pues

to que cpm (a) = 0

	

la igualdad anterior asegura cpm (b) = Specm A ;

y por 1/ b ='1

	

lo que demuestra que a e radJ A .

3/ Sea

	

a ,í Ker cpm	y sea

	

5 = {

	

bi	e A

	

;

	

a + bi= 1 } .

De aquí : ü bi el

	

(a) m jj (bi)o = Specm A y por tanto :

(a) o U ( (1 (b.) o ) = Spec A . Dado que si a e P

	

existe b¡57
b .eF 1

	

m

	

m

	

m

tal que

	

l a + b = 1 obtenemos (a)'0

	

n

	

(bi)o

	

= 0 y por tanto
bie S-

(a)á es abierto pues es el complementario de un cerrado .

Si Fm y

	

7m son dos filtros minimales distintos, exis

te a que pertenece a uno de ellos y no pertenece al otro .

	

(a)
m
o

y su complementario son entonces abiertos disjuntos y cada uno

de ellos contiene a uno de los filtros m, ~m . Por tanto

Specm A es Hausdorff .

4/ Por la Proposición 0 .2, U (ai ) ó = Specm A es equiva-
iei

lente a afirmar que la familia (ai , i EI) no está contenida en

ningún ideal maximal de A ; por tanto existe un número finito

de elementos de la familia : a, . . . a .

	

tales que a,+ . . .+an = 1 .



Es obvio que

	

n

	

mq

	

U

	

(a .) o = Specm A y esto demuestra 4/ .
j=1

5/ a) Si A es complementado : (a) m U (a )0 = Spec A yc

	

m

por el lema 0 .1

	

(a)m f1 (ac )ó = 0 . Por tanto Imag

retículo de Boole .
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b) Sean (a)ó = (b)ó . Entonces a) asegura que

acb+ bc a e Ker % y puesto que a + ac b =(a+ac) (a+b)=b+a .bc=

= b + ac b+ b
c
a

	

ha quedado comprobada la existencia de

d e Ker cpm tal que

	

a + d =b+ d . Esto demuestra b) .

plementado, la Proposición 0 .11 asegura que aquel subconjunto

es exactamente Specm A .

Corolario :

es un

c) Specp Imag
cpm

es homeomorfo por b) a SpecpA/Ker
cpm

y por la Proposición 1 .7 la/ este último es homeomorfo al

subconjunto de Specp A formado por los filtros primos que no

cortan a Ker tpm . Dado que Ker epm = radj A

	

y que A es com

Sea A un retículo que verifica alguna de las condiciones

equivalentes de la Proposición 1 .11 . Entonces Specm A es fin¡

to .

Comprobación :

Puesto que todo filtro de A es principal, en particular

lo son los filtros minimales . El corolario es ahora inmediato

a partir de 4/ de la proposición anterior .

Teorema 1 .5 : Caracterización de los espectros minimales de retí-

culos .

Sea X un espacio topológico . Las condiciones siguientes

son equivalentes :

1/ Existe un retículo A tal que X = Specm
A .

2/ X es un espacio Hausdorff y tiene una base de cerrados
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tal que : a) dicha base tiene estructura de reticulocon la unión
e intersección ordinarias de conjuntos .
b) si una familia de cerrados de la base recubre X, existe una
subfamilia finita que también recubre a X .
Demostración :

Ha quedado demostrado en la Proposición 1 .12 .

2/ --->1/ . Sea A el retículo de la base de cerrados de
X que verifica las condiciones a) y b) .

Definimos :

	

X

	

f

	

-> Specm A

x

	

Sx = {a E A 1 x E a)

f está bien definida es decir S' es un filtro minimal de A .x
En efecto sea c e ~x . Por ser X Hausdorff :c U di = X

	

y
x¿di

por la condición b),

	

existe un número finito d, . . . d,

	

de cerra

dos que no contienen a x tales que c + d,+ . . .+d, = 1 . Por tan

to si c e Fx	existe

	

d =d, + . . .+d, é Sx tal que c + d = 1

y esto equivale a

	

(A - Sx ,

	

c)

	

= A, .

	

V c E 5 x lo que demuestra

que

	

~x es un filtro minimal .

f es inyect¡va : En efecto por ser X Hausdorff y A una base de cerra

dos n

	

a = x .

f es epiyectiva : es egrivalente a demostrar que si

	

ESpecm

	

m

entonces

	

n

	

a l	Estoúltimo es fácil de ver : por ser
a ie ym

A

m

	

minimal,si . a i.

	

e 5"m

	

existe bi

	

¿ 5"m

	

tal que

	

a
i
+ b

i
	= 1 .

	

Por

tanto

	

(

	

('1

	

a . ) u (

	

(~

	

b
1
.)

	

= X

	

y

	

si

	

n

	

a l	=

	

entonces
a i.

	

E

	

x m

	

1

	

iEl

	

ai.e

	

Sm
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por la condición b) existe un nó finito de bi : b 1 . . .b o tales
n

que U

	

bj=X es decir bt+ . . .+bo = 1 con lo que llegamos a
j=1

contradicción pues b
7
,

	

e Ym

	

j

	

= 1 . . .n

f es ahora un homeomorfismo .

Proposición 1 .13 :

tros maximales de A cualesquiera, no existe ningún filtro pri

mo contenido en ambos .

Demostración :

Sea A un retículo tal que SpecM A es denso en Spec A
P

SpecM A es un espacio Hausdorff si y s61o si, dados dos fil-

1/ Sean

	

~ , yM	e SpecM A y supongamos que no existe

ningún filtro primo contenido en los dos . Por la Proposición
0 .2 esto equivale a (A - FMI A -$M) = A

	

y por tanto existen

b

	

F M

	

tales que

	

a + b = 1 .y

Esto asegura la existencia de cerrados :

M ¿

	

(a) m

	

y

	

YM é

	

(b)o

	

tales que

	

(a) o

	

U (b)ó

	

= SpecM A

y por tanto SpecM A es Hausdorff - pásese a los abiertos com

plementarios de dichos cerrados - .

2/ Recíprocamente supongamos que SpecM A es Hausdorff y

sean

	

FM , yM e SpecM A . Por ser Hausdorff existen cerrados

de la base de SpecM A

	

:

	

YM ¿(a) ó , FM ¿(b) M

	

tales que

(a) M u

	

(b)ó = SpecM A .

	

Puesto que SpecM A es denso en Spec

	

A
P_

esto asegura a + b = 1 y por tanto (A - SM
, A - SM) = A . Esto

termina la demostración .

Proposición 1 .14 :

Sea A un retículo tal que SpecM A es un espacio Hausdorff



y denso en Spec
P

A .

Entonces SpecM A es un retracto de Spec
P

A,

	

es decir exis

te una aplicación continua

	

f : Specp A -	Spec
M

A tal que

fISpecm A es la identidad

Demostración :

Por la Proposición 1 .13 podemos definir la aplicación :
f

Specp A

	

SpecM A

50

FM = único filtro máximal que contiene

a F
P

f es continua : Para verlo bastará comprobar que para todo

19

	

a e A, f-1 (a

	

0 SpecM A = (a)m0 pues entonces si

	

Fe f-1(a)0M

existe

	

FM e SpecM A tal que a e
FM

y

	

Fc
YM

y por tanto

F e f -l (a)o .

Pasamos pues a comprobar la igualdad :

	

f-1 (a) M n SpecM A =
M

_

	

(a) o .

	

Sea

	

a

	

~

	

SM
e SpecM A .

	

Por ser

	

7m máximal existe

be S M tal que a .b = 0 . Puesto que SpecM A es compacto, es

normal (dados dos cerrados disjuntos tienen entornos abiertos

disjuntos) y de aquí existen c, d $A tales que (a)M n(c)M
e

	

o = 0 "
(b)

M
o 0

	

(d) r,o

	

= o

	

y

	

(c)0mo U

	

(d) 0o = SpecM A .

	

Dado que SpecM A

	

es

denso en Specp A esto equivale a : a .c = 0 b .d = 0 y c}d = 1 .

Puesto que b e Y- M

	

,

	

d ¿

	

FM

	

y por tanto Specp A

	

-

	

(d) o

	

es un

-1 Mabierto que contiene a M
. Si

	

S e f (a) o ,c¿Y obviamente

por tanto d e F . Esto demuestra que (Specp A - (d) o ) ni f-l (a)o =

_ 0 y por tanto sM ¿ f-1 (a)M . Esto demuestra la igualdad

pues el contenido en el otro sentido es obvio .



Proposición 1 .15

5 1

Sea A un retículo tal que Specat A es denso en Specp A .

1/ Entonces Specat A es un espacio Hausdorff si y s61o si,

dados dos filtros atómicos cualesquiera de A, no existe ningún

filtro primo contenido en ambos .

Si. la representación natural de A en Specat A

t
'Pat (a) =

(a)o

2/ Specat

es fiel y completa se verifica :

A es un espacio regular, el y s61o si, dado yn

cualquiera de A y un filtro maximal cualquierafiltro atómico

de A, no existe ningún filtro primo contenido en ambos .

3/ Specat A es un espacio normal, si y s61o si dados dos

filtros maximales cualesquiera de A, no existe ningún filtro

primo contenido en ambos .

Demostración :

1/ Se demuestra exactamente igual que la Proposición 1 .13 .

2/ Supongamos que se verifica la condición y sea

~e Specat A

	

y

	

F¿ (a)á
t . Para cada

	

i e .(a)o

	

puesto que

(A- y , A -

	

~i)

	

= A existen

	

bi ¿ F

	

y ci é S:i

	

tales que

b, + c i = 1 . Si (a)
.
= { Fi

	

ie= }i
M M

(a) .

	

n (ci)0 = 0

	

y puesto que Specm A es
ie=

(Teorema
M

(a .c, . . .c o ) O _ 0 . Si designamos :

	

c =c, . . .c n
M M

obviamente b

	

b+ c = 1 y (a) () n

	

(c) o

(b)') . (a)pr) (c)ot=,t y

	

(b) ot U

	

(c) at =

tra que Specat A es un espacio 1regular .

Recíprocamente : sea Specát A regular .

se verifica entonces

cuasi-compacto

1 .1 1/)

	

existe un número finito c, . . . c .

	

tales que

y b = bl .+ . . .+bn
= Q5 . Por tanto

Specat A lo que

Sean

demues

Se Spec A
at

y

	

S
M

e Specm A cualesquiera . Entonces existe

	

ae

	

SM	y a ÉS

at
es decir S ¿ (a) 0 . Por ser Specat A regular existen cerrados :

¿

	

(b) at y

	

(c) at

	

I

	

(a)at = a

	

tales que Spec

	

A= (b)
at

u (a)at
0 0 0

	

at 0 0
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- la afirmación anterior presupone que la representación ná

tural de A en Specat A es completa - . Puesto que la represen

taci6n de A en Spec
at

A es fiel,

	

lo anterior se traduce :

existen b ~ F,

	

c ¡

	

7M

	

tales que b + c = 1 y por tanto

(A - 5; , A -
57M)

= A o equivalentemente :

	

5: n fim no contiene

ningún filtro primo .
3/ Supongamos que se verifica la condición y sean a,beA

tales que (a) at (1(b)ot =

	

. Sean (a) m

	

y

(b)ó = t ~
j

	

j e j} . Puesto que la representación de A en

Specat A es fiel (a)m.
r1 (b) 0 =

	

y de aquí

	

di e I y bj s J

se verifica : existen

tales que cij

M MPor tanto para cada i E I :

	

n

	

(d ij ) o n (b) o = 0 y por ser
jEJ

Specm A cuasi-compacto existen di ,, . . .din tales que

M
(dil' " -d in ' b)c

	

Si ahora notamos di = dil . . .d-in

	

y

ci =cil +
. . .+Cin

	

se obtiene : -

ii = 1 pues (A - Si , A - j) = A

c .

	

d . . b = 0

	

y

	

c. +d . =1

	

Vi, I.

M . M
Puesto que n (ci)() 1(a) o = o un razonamiento idénti-

co al anterior demuestra que existen c,dEA tales que c .a = 0,

d .b = 0

	

y

	

c., d =1 . Si ahora hacemos la representación natu

ral de A en Specat A obtenemos :



= Specat A
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(c)at
n

(a)at
=4 "

	

(d) at n (b) at =~

	

y (c)at+ (b)at =
0

	

0

	

0

	

n

	

0 c

lo que demuestra que Specat A es un espacio normal .

Recíprocamente : sea Specat A un espacio normal . Sean

s' e SpecM A . Por ser maximales existe a e Y

	

y b e

	

,F' ta

les que a .b = 0 . De aquí
(a)at

n (b)ót = 0 y por ser Specat A

normal existen cerrados :

(c) at n

	

(a)at
=

(d
) at

n

	

(b)aat

	

=

at at
y (c) 0

	

If

	

(d) 0

	

= Specat A

- también aquí hemos usado que la representación natural de A

en Specat A es completa - . Dado que la representación natu-

ral de A en Specat A es fiel, lo anterior se traduce : exis-

ten c � dpA tales que c .a = 0, d .b=0 y c+d = 1 . Dado que

c ¿ S:

	

y d ¿ y'

	

esto demuestra que (A - Y , A - ,F') = A o equi

valentemente

	

F n5:' no contiene ningún filtro primo .

corolario :

Sea A un retículo, tal que su representación natural en

Specat A es fiel y completa .

	

SpecM A es compacto si*y sólo

si Speca` A es normal .

comprobación :

El que la representación natural de A en Specat A sea

fiel implica que Specat A es denso en Specp A y a fortiori lo

será SpecM A . El corolario es ahora inmediato a partir de la

proposición 1 .13 y de la Proposición 1 .15 3/ .



DIMENSION DE KRULL DE UN RETICULO

Definición 1 .6 :

54

Sea A un retículo . Llamaremos dimensión de Krull de A, no

tado dimk A al estremo superior de las longitudes de cadenas

finitas estrictamente crecientes pe c p, c---c pn

	

de ideales

primos de A - se recuerda que la longitud de una cadena es

igual al número de elementos de que consta menos uno - .

Lema 1 .1 :

Sea A un retículo . Se verifica :

1/ dimk A = al extremo superior de las longitudes de

cadenas finitas estrictamente decrecientes de filtros primos

de A .
2/ dimk A = dimk Specp A

	

donde dimk Spec p A denota al

extremo superior de las longitudes de cadenas finitas estric

tamente crecientes de cerrados i- :-educables de Spec -, A .

Comprobación :

1/ Inmediato a partir de la Proposición 0 .2 .

2/ Inmediato a partir de ]./ y de la Proposición 1 .4 3/

pues si dos filtros primos verifican S, c 12 entonces

v(S~l ) D V(F2) .

Lema 1 .2 :
Sea A un retículo . dimk A

Comprobación :

= 0

Ha quedado demostrado en el corolaric

Lema 1 .3 "

Sea A un retículo . Se verifica :

1/ Si dimk A es finita, dimk A = diN

2/ S :. dimk A es infinita, dimk Aa° es también infinita .

Comprobación :

1/ es obvio .

2/ se sigue de 1/ dado que A~ = A

Si y x610 si A es de Boole.

a la Proposición 1 .5 .

A-Vk .



Pr~sici6n 1 .16 :

Demostración :

5 5

Sea A un retículo complementado y B el conjunto

{1, a E A l a{ b=1-b = 1 }

Entonces B es un retículo y dimk B > dimk A .

La comprobación de que B es retículo es inmediata . Sea

B r

	

i
-, A la inyección natural,

	

entonces

i*Specp A

	

.Specp B

- 57 n B es epimorfismo .

La proposición quedará demostrada, si comprobamos que
para todo par de filtros primos 5, n Y 2 de A se verifi

Ca : F, n B => $. t_ -. B . Y esto es fácil- de ver : en efecto si
a E y,

	

v a

	

y a_ designa el complemento de a, se ver¡-
<

	

<.

Pica

	

ac	eS~2 c y l

	

y de aquí

	

a.ac E Y.

	

y a .a c	é S 2 .

	

Por

el Lema 0,1 a .ac s B y por tanto 5-, ; n B => 52 n B .



CAPITULO II : APLICACIONES A LA TOPOLOGIA GENERAL .

En este capítulo se aplican los resultados del capítulo

precedente a la topología general . Esta aplicación se hace
asignando a cada espacio topol6gico X su retículo de cerra-
dos A, y trata dos temas :

1/ Caracterizaciones de espacios : Destacamos en este punto :
a) Caracterización de las condiciones de separación en términos

de Spec A .
p

b) Caracterización de los espacios noetherianos como aquellos
cuyo retículo de cerrados es tal que todo filtro es principal .

2/ Cuasi-compactizaciones y compactizaciones de un es-

cío . Señalamos como resultados principales :
a) Si X es un espacio To-separado y A su retículo de cerrados,

Specp A es una cuasi-compactizaci6n de i tal que toc_ impli-

cación continua de X en un compacto Y, extiende a una aplica.

ción continua de

	

Spec
P

A en Y .

Análogamente si X es un espacio T,-separado y A su retícu

lo de cerrados, Specm A es una cuasi-compactizaci6n de X con

la misma propiedad de extensión . De aquí se sigue que para

aquellos espacios para los que Specm A es Hausdorff, Specm A

es un modelo de la compactizacibn de Stone-Cech . El dominio

de dichos espacios se caracteriza en le L parte del capítu-

lo " corno el de los espacios normales .

b) Para el dominio de los espacios completamente regulares,

existen retículos "suficientemente buenos" de cerrados cuyo

espectro maximal son compactizaciones del espacio . Esto da

un método constructivo de compactizaciones de un espacio com

pletamente regular, método que en particular, construye un mo

delo de la compactizaci6n de Stone-Cech de un espacio no nor-

mal, y la compactización de Alexandrof° de un espacio localmen

te compacto .
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CARACTERIZACIONES DE ESPACIOS

Prnnoai

	

ión

	

_1 :

Sea X un espacio topológico y A su retículo de cerrados .

Se verifica :

1/ X es To-separado si y sólo si X es homeomorfo .a un

subespacio de Spec R A .

2/ X es T,-separado si y sólo si X es homeomorfo a Specat A .

Comprobación :

1/ Si X esT.-separado, para cada par de puntos

x, y¿ xZ e X se verifica x, y£x2 . Entonces la aplicación :

= {a e A I x e a}
x

está bien definida, pues x es un cerrado irreducible y por.

tanto genera un filtro primo ; es invectiva y manifiestamente

es un homeomorfismo .

El reciproco es obvio pues SpecR A es T.-separado .

Nótese que X, To -separado es homeomorfo a SpecR A si y

sólo si todo cerrado irreducible de X es el cierre de un pun

to .

2/ Sea X, Ti -separado . Entonces la aplicación :

X

	

f --- Specat A

= (ae A 1 xea}
~x

está bien definida

	

pues x e F x y si

	

a ¿ 57

	

a.x = 0 lo que
x

demuestra que Yx ,filtro generado por x es máximal . Es mani-

fiestamente invectiva

	

y también epiyectiva , pues si

	

F=(a) es
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un filtro atómico de . A y x s a

	

Yc Fx

	

y puesto que

	

F es

máximal

	

9=

	

Sx- Es claro por último que f es ahora un
homeomorfismo .

Nótese que dado que f es un homeomorfismo, entonces la
representación de A en Specat A es fiel y completa pues si
al i g I es una familia de elementos de A se verifica :

n

	

(a i) aot
-

	

n

	

al)a0t
igI

	

igI

El recíproco es obvio pues Specat A es un espacio

T, -separado .
Proposicí6n - 2 .2 :

Sea X un espacio Ti -separado y A su retículo de cerrados .
Se verifica :

1/ X es Hausdorff si y sólo si dados dos filtros atbmi
coa cualesquiera de A, no existe ningún filtro primo contenido
en ambos .

2/ X es regular si y sólo si dados un filtro atómico
cualquiera de A y un filtro máximal cualquiera de A,no
existe ningún filtro primo contenido en ambos .

3/ X es normal si y sólo si dados dos filtros máximales
cualesquiera de A no existe ningún filtro primo contenido en
ambos .

Comprobación :
Por ser X un espacio Ti -separado es homeoiliofo a Specat A

y la representación_ natural de A en Specat A es fiel y com-

pleta - proposición anterior- .
Ahora nuestra proposición se sigue inmediatamente de la

Proposición 1 .15



Proposición 2 .3 "

Sea X un espacio topológico y A su retículo de cerrados .

Se verifica :

1/ X es un espacio irredu si y sólo si Specp A es irredu

cible .

2/ X es un espacio conexo si y sólo si Specp A es conexo .

Comprobación :

59

1/ Si X es

	

irreducible entonces (1) es un filtro primo

de A y por Proposición 1 .4 2/ Specp A es irreducible .

n
¡el

La misma proposición asegura que Specp A irreducible,im-

plica que (1) es un filtro primo de A y esto es equivalente

a que X sea irreducible .

2/ Si X es conexo, no existe ningún cerrado de X que sea

también abierto, y por tanto ningún elemento de A admite un

complementario . Por la Proposición 1 .4 1/ eso implica que

Specp A es conexo .

La misma proposición asegura que si Specp A es conexo nin

gún elemento de A admite complementario y por tanto no hay nin

gún cerrado de X que sea tambén abierto . Por tanto X es conexo .

Proposición 2 .4 :

Sea X un espacio To -separado y A su retículo de cerrados .

X es noetheriano si y sólo si todo filtro de A es principal .

Comprobación :

Si X es un espacio Tp -separado y noetheriano, dada una

familia cualquiera de cerrados c . i e I de Y,, X - (~ c . es
ie2 .

	

I 1-
un abierto cuasi-compacto y por tanto dado que

(X - n c)ign c1. _ 0

	

existe una subfamilia finita C, . . .cniiFI I n
tal que (X -^~

	

c .)

	

(

	

c j = 0

	

o equivalentementei

nc . = n c . . Esto asegura que todo filtro de A es principal
=1
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ya que la intersección de todos sus elementos , pertenece enton

cés al filtro .

El recíproco es obvio ya que si A es principal por la
Proposición 1 .11, Specp A es un espacio noetheriano y dado
que por la Proposición 2 .1 1/ X es un subespacio de Specp A,
es también noetheriano .

Nota : Como es obvio,la caracterización de cuando un es
pacio X .T.-separado es noetheriano puede hacerse en términos
de verificación para su retículo de cerrados A, de cualquiera
de las condiciones equivalentes de la Proposición 1 .11 .

Corolario :

Sea X un espacio T,-separado noetheriano . Entonces el
número de sus componentes irreducibles es finito .

Comprobación :

Si X es Tp -separado y noetheriano y A su retículo de cerró
dos, todo filtro de A es principal . De aquí los filtros mini
males de A son los filtros generados por las componentes irre

ducibles de X . Basta ahora tener en cuenta el corolario a la
Proposición 1 .12 .

Proposición 2 .5 :

Sean X, c X2 espacios topo16gicos Tp -separados y A l , A2

sus respectivos retículos de cerrados . X 1 es un subespacio de

X2 si y sólo si la inyección natural de X, en 72 extiende a

una inyección espectral y homeomorfismo en, de Spec
P

A l en

Specp A2 .

Comprobación :

Si X, es un subespacio de X2 , la aplicación :

A 2	i. A1

a -----> a n X, es un morfismo epiyectivo de
retículos y de aquí :
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m

y 5610 si 71 cV-2 .
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Specp A l --. Specp A2

----

	

> T
-1

	

y 1

	

es una inyección

espectral que prolonga la inyección natural de X, en X 2 * Por

la Proposición 1 .7 1/ Specp A l	esademas homeomorfo a Imag

El reciproco es obvio pues X
1

es un subespacio de Spec
P

A,

el cual a su vez,es subespacio de Spec A
2p

	

la
Nota : Si Xi es un subespacio de X? , Specp A

1	1Specp A
2

la inyección espectral que prolonga a la inyección natural de
Xi en X2 , y

	

$M es un filtro maximal, no atómico de A l en-

no esta contenido en ningún filtro de ~ (Speát A~ ;

ya que ep'M = {a E A 2 d a n X,

	

E 5M} c ~ ( .
x

)

	

implica :

	

si
1

b E .FM entonces x,

	

E b en contra de ser

	

S~
M

un filtro maximal

no atómico .

Esto aclara porque lós subespacios de un espacio Hausdorff
o regular siguen teniendo la misma propiedad, mientras que es
ta situación no es cierta para la propiedad de normalidad .

En efecto :

	

Specp A l = CP~`( Specp A l ) e Specp A 2 y CP
*

57 1 c PaF12

	

si

1/ Dados dos filtros atómicos cualesquiera de A,, sus

imágenes por ep* son filtros atómicos de A2 y si X2 es Hausdorff

por la Proposición 2 .2 1/ no existe ningún filtro primo de
A
2

contenido en ambos . Por la misma Proposición X
1

es entonces

Hausdorff .

2/ Dado un filtro atómico S
a
y un filtro maximal .7

m

cualesquiera de A,

	

entonces CF IM C¿ ep , .

	

$7
a

y si Xz	es regular

la Proposición 2 .2 2/ asegura entonces que no existe ningún
filtro primo de A ¿ contenido en w

5m
y
cp 5~

.

a
. La misma pro
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Posición asegura entonces que X, es regular .

3/ Dos filtros maximales de A l pueden tener como imagen
por 0p ,filtros primos de AZ contenidos en un mismo filtro má
ximal de A2 . De aquí la normalidad de X2 no implica la norma
lidad de J(, .

Proposición 2'.6 :

Sea X un espacio Ti -separado . X es cuasi-compacto si y
sólo si X es homeomorfo a SpecM A donde A es el retículo de

cerrados de X .

Comprobación :

Corolario :

Si X es cuasi-compacto y

	

I un filtro de A,-

	

i1

	

a yÉ
a ES:

pues por ser 1 un filtro las intersecciones finitas de ele
mentos de 7 son no vacías . De aquí todo filtro maximal de
A es atómico . Por la Proposición 2 .1 2/ entonces X es homeo
morfo a SpecM A .

El recíproco es obvio pues en el Teorema 1 .1 1/ quedó de
mostrado que .SpecM A es un espacio cuasi-compacto .

Sea X un espacio T i -separado, A un retículo de cerrados y
a E A . Entonces a es cuasi-compacto si y sólo si es homeomorfo

a (a), .

Comprobación :

Si a EA y

	

S: es el filtro generado por a, entonces el
retículo de cerrados de a es A F

	

. Por la Proposición 1 .3 :

Specp A$ c.- V(7)

	

_ (a) n

	

y manifiestamente SpecM A

	

MF =(a)e . El

corolario se sigue ahora de la Proposición 2 .6 .

Proposición 2 .7 :

Sea X un espacio Ti -separado y cuasi-compacto y A su retí
culo de cerrados . Sea B un retículo contenido en A . Entonces

iB es una base de cerrados de X si y sólo si Spec
P

A ---iSpec
P
B
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es un homeomorfismo entre los espectros maximales .
Demostración :

1/ Supongamos que B es una base de cerrados de X. Sea
i : B c

	

- A la inyección natural . Pasando a espectros :

Specp A i~ Specp B, es una aplicación continua epi-

yectiva .

a) i* ((SpecM A _ X) es inyectiva ya que por .ser B base
de cerrados de X, separa puntos de X.

b)

	

i

	

(SpecM A) c SpecM B . En efecto :

	

si x =

	

-7M e SpecM A

sea b e B tal que b ¿

	

i*

	

S M =

	

YM 1) B

	

y esto implica x ¿

	

b.

Por ser B base de cerrados existe una familia ci ie I de i M
tal que

	

n c i = x . De aquí b n ci = 0 y dado que X es cuasi
ieI

	

ieI
compacto existe un nImero finito cl , . . .,c e de elementos de la
familia

	

tales que b . c 1 . . .

	

cn	= 0 .

	

Pero c, . . . c n	e

	

i.'f y M y por

tanto ir Y M es maximal .

Dado que i

	

es epiyectiva y i*
YM

=
~M

n B

	

b) asegu

ra : i;1 (SpecM A)

	

= SpecM B.

*c) i : SpecM A -

	

;SpecM B es cerrada . En efecto

por ser X _ SpecM A la representación natural de A en SpecM A

es fiel y completa y se comprueba inmediatamente que si a e A,

i . (a)m, = n Oi:l 0
b .:Da
1

2/ Si Specp A -----> Spec p B

----> 7 n B es un homeomorfismo entre
* M

	

Mlos espectros maximales, entonces si a e A i (a),= n (bi ) 0
b :p a

Dado que X

	

Spec A y que la representación natural de A en
M



Proposición 2 .8 :

el diagrama :

Demostración :

64

S

una base de cerrados de X .

cM A es entonces fiel y completa esto demuestra que B es

COMPACTIZACIONES Y CUASI-COMPACTIZACIONES .

Definición 2 .1 :

Sea X un espacio To-seprado .Diremosque un espacio Y es una

cuasi-compactización de X,si Y es un espacio T.-separado

cuasi-compacto y X es homeomorfo a un subespacio de Y, denso

en Y . Si Y es Hausdorff y una cuasi-compactización de X, se

dirá que Y es una compactización de X.

Specp A

comprobación de la Proposición 2 .1 1/.

Sea X un espacio To -separado y A su retículo de cerrados .

Entonces Spec
P
A es una-cuasi-compactización de X tal que

para todo compacto Y y toda aplicación continua f : X-->Y

existe una aplicación continua f : Spee
p
A---_>Y

	

tal que

f

	

es conmutativo

i denota la inyección natural de X en Specp A definida en la

Es obvio que Spec
P

A es una cuasi-compactización de X, ya

que

	

n

	

Yx

	

= 1

	

implica por la Proposición 1 .2 5/ que iX c X
x,X

es denso en Specp A ; y por . el Teorema 1 .1 1/ Specp A . es . un
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definida entre espectros por la inclusión de B en A . Entonces

a) asegura que i'4`(Spec
at

A) c: SpecM B, y entonces la represen

taci6n de B en SpecM B es fiel . En-particular SpecM B es den-

so en Spec
P
B.

Notamos por tp la restricción de i# á Spec

	

A
at

cp : Specát A

	

SpecM B

x

	

-----,. 1 n B
x

Entonces : Cp es inyectiva : ya que por b) B separa puntos de X .

m es homeomorfismo de Specat A en Imag cp : ya que por b) si

a e A se puede expresar en la forma a =n b ., b, e B ; y se
í. i

comprueba inmediatamente que (p(a)ot = n

	

(bi)p n Imag cp
ie I

cp S ecat A) es denso en SpecM B : como se deduce de la

Proposición 1 .2 5/ teniendo en cuenta que 1 es el único elemen

to de B que pertenece a todos los filtros de cp(Specat A) .

Definición 2 .2 :

Un retículo A se dirá que es normal si Va,, a2 e A_ta-

les que a l .a? = 0 existen c,,c2 e A tales que : a, .c, = 0,

aP . c2	=

	

0

	

y

	

c1 +c2

	

=

	

1 .

Proposición 2 .11 :

Sea X un espacio T,-separado,

B C: A un retículo que verifica las

Proposición 2 .10 . Entonces Spec
M

B

B es normal .

A su retículo de cerrados

condiciones a) y b) de la

es Hausdorff si y s61o si

y



Comprobación :
68

Sea B normal ; y sean Y, . S-2 dos filtros maximales cuales
quiera de B .Dada la maximalidad de Y,

	

y

	

Y2

	

existen b1	e S: I

b2 e 'F2 tales que bl .bz = 0 . Dado que B es normal,existen
c1 , c2 e B tales que c, .b, = 0, c,,_b, = 0 y cl+ c2 = 1 . Enton
ces cl ¬ YI	c2 ¿ Y2

	

y por tanto no existe ningún filtro pri-
mo de B contenido en ambos . Dado que SpecM B es denso en Spec

P
B

la proposición 1 .13 asegura que SpecM B es Hausdorff .

El reciproco se obtiene fácilmente dado que si SpecM B es
Hausdorff,por ser cuasi-compacto es normal .
Corolario :

Sea X un espacio T,-separado, A su retículo de cerrados
y B C: A un retículo normal que verifica las condiciones a) y
b) de la Proposici6n, 2 .10 . Entonces X es completamente regular .
Comprobación :

Se recuerda que un espacio X completamente regular es un eé-
pacio de Hausdorff tal que los ceros de las funciones continuas
reales de X constituyen una base de cerrados . Es inmediato que

los subespacios de un espacio .completamente regular son comple

tamente regulares y el lema de Urysohn afirma que un espacio
normal es completamente regular . Por tanto si un espacio T,-se

parado admite una compactizaci6n es completamente regular .

El corolario se sigue ahora de las Proposiciones 2 .10 y
2 .11 .
Definición 2 .3 :

Sea X un espacio completamente regular . Llamaremos com-

pactizaci6n de Stone-Cech de X, notada SX,al.elemento univer-
sal, determinado salvo homeomorfismos, de sus compactizaciones ;

es decir para todo compacto Y y toda aplicación continua

f : X -----~Y

	

existe una aplicación continua

f : RX----.~Y

	

que extiende a f .
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Proposición 2 .12 :

Sea X un espacio T,-separado y A su retículo de cerrados .

Entonces Specm A = pX si y sólo si X es normal .

Comprobación :

Por las Proposiciones 2 .2 3/ y 1 .13 X es normal si y sólo

si Specm A es Hausdorff .

Basta ahora tener en cuenta la Proposición 2 .9 .

Proposici6n 2 .13

Sea X un espacio completamente regular, 'CM su anillo

de funciones continuas y

	

~. ._ ¡ Z (f)

	

= f-1 (0) I fe,P(X) } . Enton

ces :

es un retículo normal que verifica las condiciones

a) y b) de la Proposición 2 .10 .

2/ Specm	=FX .

Demostración :

1/ 2 es un retículo con la unión e intersección ordina-

rias ya que : Z(f .g) = Z(f) + Z(g) .

Z(f2+g2 ) = Z(f) .Z(g) .

Z(0) = 1 " Z(1) = 0 .

verifica la condición a) de la Proposición 2 .10 : en efecto

si x jí Z(f) por ser X completamente regular,existe g e LC(X)

tal que g(x) = 0 y gIZ(f)e 1 .

verifica la condición b) de la Proposición 2 .10 : por la

definición de espacio completamente regular .

>_ es normal :,en efecto si Z(f,) . Z(f2 ) = 0 definimos :

h =
f?

f2 + f2
e

	

(X) pues Z(f2 + f2) _ ~ .

9

Sean ahora las funciones reales : g,(x) = mín (h(x)- 13, 0)

2 (x)

	

= máx

	

(h (x) - 3 , 0),
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que cono es bien sabido, siguen siendo continuas .

Dado que Z(g1 ) = rxcXlh(x)< 3 } y Z(g2)=¡xcXih(x)Z 3 } se

tiene Z(fl ) .Z(gz ) = 0, Z(fl ) .Z(g1 ) = 0 y Z(g1 )+Z(g9 ) = 1 .

Ahora las proposiciones 2 .10 y 2 .11 demuestran que

SpecM -Y

	

es una compactización de X.

2/ Sea Y un espacio compacto y

	

su retículo de ceros
y

de funciones continuas . Sga f : X----->Y una aplicación con

tinua . Entonces : -`Yf

	

es un morfismo de retículos

ya que

	

si

	

g s

	

le, (X)

	

f-1 (Z(g))

	

= Z(g o

	

f) .

Por tanto define una aplicación continua :

(f-1 )*

Spec

	

Spec
p p Y

Pero por ser Y compacto y _t
Y

una base de cerrados, la Pro

posición 2 .7 asegura que Y _ SpecM

	

'1 Y

	

y por ser Y Hausdorff

la Proposición 1 .14 afirma que la aplicación :

Specp	yY

	

CP

	

Y c SpecM

	

':X
Y

ro S = y -donde

	

Yv

	

es

el único filtro máximal de

	

Y

	

_
que contiene a Y- es continua .

Si ahora designamos :

	

_ CP o(f-1 )

	

: SpecM ~É -~ Y,

	

f

extiende a f y esto demuestra que SpecM <71 = RX.

Nota :

	

Sea X un espacio completamente regular, 'e(X) su

anillo de funciones continuas reales y Y={Z(f) j' f e `e(X)}

Se comprueba fácilmente que la aplicación :

SpecM

	

`e (X)

	

CP

	

i SpecM

p

	

5

	

_ {Z (f) 1

	

f e p}
p
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es un homeomorfismo y por tanto :

1/ SpecM l° (X) es un modelo de la compactización de

Stone-Cech del espacio X .

2/ Dado que rad_ L (X) - es decir la intersección de

todos los ideales maximales - es cero y SpecM Le(X) es un

espacio normal, cada ideal primo de 'e(X) está contenido en
un único ideal maximal .

Definici6n 2 .4 :
Un espacio X Hausdorff diremos que es localmente compac

to si cada punto tiene un entorno compacto . Es bien sabido

que entonces los entornos compactos de cada punto x consti

tuyen una base de entornos de dicho punto .
Si X es localmente compacto, X* designa al espacio X uní6n

con un punto no perteneciente a X, que notaremos co, con la to-

pología cuyos cerrados son los cerrados compactos de X y los
conjuntos de la forma caco donde c es un cerrado cualquiera

de X.

	

X 4E se llama la compactización de Alexandroff de X .

Propósición 2 .14 :
Sea X un espacio localmente compacto y no compacto .Sea B el

retículo generado por el conjurto{K, X - KI

	

K compacto de X} .

Entonces SpecM B es una compactización de X.y SpecM B z X# .

Demostración :

1/ B verifica las dos condiciones de la Proposición 2 .10

y por tanto SpecM B es una cuasi-compactización de X . En efec

to :
a)

	

Si b e B

	

y x ¿ b entonces x s X-b y puesto que los en

tornos compactos son una base de entornos del punto, existe
un compacto K de X tal que X - b :) K ax .

	

Por, tanto x E K y
K.b = 0 .

b) B es una base de cerrados de X : pues si x ¿ c donde c

es un cerrado de X,existe entonces un compacto K de X tal que
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X - c => Ko 3x . De aquí x é X-K y X-K => c .

2/ B tiene un único filtro maximal no atómico que nota-

remos -Y. . Es consecuencia de las siguientes afirmaciones :

Los puntos de X por ser compactos pertencen a B y de

aquí son los átomos de B.

Sea K un compacto de X. Si K E

	

7M filtro maximal de B,

entonces

	

ym es atómico, ya que en caso contrario K n b =
b£ F

y por ser K compacto existen b, . . .b o tales que K.b, . . .bn = 0

en contra de ser

	

SM filtro propio .

El filtrosde B generado por la familia {X - K I K compac-

to de X} es un filtro maximal no atómico . En efecto :

es filtro propio pues si existieran Ki i =l, . . . . n com-
n

	

n
pactos de X tales que :

	

n

	

X -K¡ _ 0 entonces X = U Ki
i=1 1

	

i=1
n

y a fortiori X = U K, con lo que X sería compacto .1

Y es un filtro no contenido en ningún filtro atómico

por ser X localmente compacto

	

n

	

b = 0 .
bE ,Sr

be y

i=1

Y es un filtro maximál, ya que si K es un compacto de X,

K n b = 0 implica la existencia de un número finito bi

i = l . . .n de elementos de Y tales que K.b1 . . .b n = 0 .

3/ SpecM. B es un espacio Hausdorff . Por la Proposición

1 .13 esto equivale a probar que dados dos filtros maximales

cualesquiera de B,no existe ningún filtro primo contenido en

ambos .
Dado que Specat B _ X, .SpecatB es denso en Specp B y da-

do que X es Hausdorff, la demostración de 3/ se reduce por la

Proposición 1 .15 1/ a comprobar que dado un filtro atómico

1x	de B,no existe . ningún filtro primo contenido en él y en

. Esto último es inmediato : por ser X localmente compacto

existe un compacto K de X tal que xe K? Entonces X - K
x

pues



K ¿ Y

	

y K+X-K = 1

4/ SpecM B
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En efecto,la representación natural de B en SpecM B da

una base de cerrados y es obvio que se verifica : si K es un

compacto de X :

(K) 0 = K

	

(X -K)0 = X-K U Soo

De aquí los cerrados de SpecM B son los compactos de X y los

conjuntos de la forma c U co,donde c es un cerrado de X.

Ejemplo 2 .1 "
Sea A el retículo generado por unión e intersección fi-

nita de las semirectas cerradas de la recta real R.

Entonces SpecM A es la compactización ordinaria de la

recta real por dos puntos (conjunto de los reales extendidos) .

En efecto :

1/ Puesto que A contiene a los intérvales cerrados, es

inmediato comprobar que A verifica las condiciones a) y b) de

la Proposición 2 .10 y por tanto SpecM A es una cuasi-compacti-

zación de la recta real .

2/ SpecM A consta de los filtros atómicos definidos por

puntos de]R y dos filtros maximales no atómicos . Se sigue de

las siguientes afirmaciones :

Los puntos de R pertenecen a A y por tanto son sus at6mos .

Si

	

Yg SpecM A contiene un intervalo .cerrado, entonces

57 es atómico .

Si S

	

denota el filtro generado por las semirectas de
+m

la forma x > r

	

r £ IR, entonces +

	

e SpecM A . En efecto

si b ¿

	

y

	

b no contiene ninguna semirecta de la forma xz r
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y entonces existe

	

s e 7R tal que s z y

	

V y e b. De aquí

b .(x >_ s)

	

= 0 y por tanto

	

E

	

es un filtro maximal .
+ ao

Análogamente si 5:	denota el filtro generado por las_ ,o

semirectas de la forma x <_ r, entonces

	

S_
m

e Specm A .

3/ Specm A es Hausdorff . En efecto : A es complementado

y dado que los elementos de y

	

y de 5~

	

son divisores de

cero al dual, la Proposición 0 .11 asegura que Y

	

y

son filtros primos minimales . Por tanto, dados dos filtros

maximales cualesquiera de A

	

, no existe ningún filtro pri-

mo contenido en ambos, y de aquí Specm A es Hausdorff .

4/ Si en Speck A se define el orden : Yx < Iyi-1 X :5 y

F

	

z 1 > $

	

E/ x e R, la topología de Spec A coincide
+ oo

	

x

	

- oo

	

M

	

,

con la topología de dicho orden . Comprobación imediata .



CAPITULO III : COHOMOLOGIA DE ESPACIOS ORDENADOS Y ESPACIOS

NOETHERIANOS CON VALORES EN UN HAZ .

Este capitulo aborda el problema de hallar para ciertos
dominios de espacios, un método para computar su cohomología
con valores en un haz .

1/ Espacios ordenados : A lo largo del capítulo,un espacio
ordenado es un conjunto ordenado con la topología cuyos cerró
dos son los subconjuntos crecientes y el 0 . En un tal espacio
cada punto tiene un entorno mínimo : el conjunto de puntos meno
resó iguales que él . Ejemplos de tales espacios son los espá
cios finitos T.-separados y los espacios topol6gicos duales

de espacios espectrales noetherianos .
Si R es un haz de grupos sobre un tal espacio,se le

asigna un complejo semi-simplicial de cocadenas con valores en
,R , al que se dota de estructura diferencial . Dado que los
abiertos, de un espacio ordenado siguen siendo ordenados, la
asignación anterior permite construir un complejo diferencial
de haces que son una resolución "flasque" de ,R . El hecho de
que cada punto tenga un entorno mínimo es aquí esencial .

Al tomar secciones en dicha resolución "flasque" se ob
tiene el complejo semi-simplicial de cocadenas con valores en

,R y por tanto los grupos de cohomología de éste, coinciden
con los grupos de cohomología del espacio.con valores el haz
.R . La demostración de que la cohomologia del complejo se-
mi-simplicial de cocadenas coincide con la del subcomplejo
de cocadenas no-degeneradas,da la acotaci6n .de la dimensión
cohomol6gica del espacio por su dimensión de Krull .

2/ Espacios noetherianos : El problema se resuelve en un
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doble paso : A/ Espacios espectrales noetherianos : Si X es
un

	

espacio tal que X = Éim proy

	

Xi-donde los Xi son . espa-
i e 1

cios finitos T o-separados - y

	

~R	unhaz de grupos sobre X,
se le asigna el complejo diferencial límite inductivo de los
complejos semi-simpliciales de cocadenas de los espacios Xi
con valores el haz epi

	

JQ

	

- haz imagen directa por la proyección
aa

natural de X en Xi - . También aquí, pero por un proceso mu-
cho más laborioso, dicha asignación permite definir un com-
plejo diferencial de haces que es una resolución "flasque"

de á tal que al tomar secciones se obtiene el complejo pri-
mitivo . Sus grupos de cohomología, límite inductivo de los
grupos de cohomología de los complejos semi-simpliciales de
cocadenas de X1. con

valores en epi ,Q

	

coinciden entonces con

los grupos de cohomología de Xicon va lore3 . .e1 haz R .

De aquí se sigue :

a)

	

la cohomología del espacio X con valores el haz

	

J2 es
límite inductivo de la cohomología de los espacios X1.

con va

lores el haz ~ . ,R .
i

b) la demostración de qué todo retículo de dimensión de
Krulln y talque todo filtro es principal, es límite induc

tivo de retículos finitos de dimensión de Krull 5 n, da la

acotación de la dimensión cohomol6gica del espacio por su

dimensión de Krull .

B/ Espacios 'noetherianos no espectrales : Si X es un tal

espacio y A su retículo de cerrados, Specp A es espacio espec .

tral noetheriano y entonces la cohomología de X con valores en
un haz coincide con la de Specp A en el sentido siguiente :

1/ Si A es un haz de grupos sobre Specp A ; se verifica :
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Hp (X,J7) = Hp (Specp A

Hp (Specp A, ,!?)

	

= Hp (X, Al x)

	

Vp Z 0

2/ Si -q es un haz de grupos sobre X, se verifica :

donde i* ~R designa el haz imagen directa de cR por la in-
yección natural de X en Spec

P
A .



COHOMOLOGIA DE ESPACIOS ORDENADOS CON VALORES EN UN HAZ

Definición 3 .1 :

7s

Sea X un espacio topolbgico . Llamaremos dimensión coho-
mol6gica de X, notada dim X, al menor entero n tal que para
todo haz de grupos R sobre X se verifica :

Definición 3 .2 :

Hi (A, ,2 ) = 0

	

Vi > n

Sea X un conjunto ordenado con la topología cuyos cerra-

dos son el 0 y los conjuntos crecientes - ejemplo 0 .2 - y
.R un haz de grupos sobre X .

Vamos a definir un complejo semi-simplicial de cocadenas

de X cnnvalores en q
Un símplice de orden p de X,

	

s
P

es un morfismo del orden de
~

A
P
=

	

{

	

0,1. . .

	

p}

	

en X

sQpP

	

X

(0, 1,. . . p }

	

-->

	

xp 5 Xi < . . . < xp

Notaremos X el conjunto de los simplices de orden p de X .
P

Si x E X notamos

	

U(x)

	

el conjunto {y E X 1 y < x} .

	

Como se

demostró en el ejemplo 0 .2 ; U(x) es el mínimo entorno del punto

x .
Asignamos a cada s

P
E X

P
el grupo r(U(s

P'
(0»_R)

	

de las

secciones del haz R en el abierto U(sp(0)) ; y por último nota-

mos : Cp (X�A.) = s é
X

	

r(u(SP(0)),

	

P >_ 0 .
P P

El grupo graduado C* (X,&) = (Cp(X�R)) P> 0 tiene entonces



estructura de complejo semi-simplicial de cocadenas . En efecto :

si f :
pP

	

_
0~

es un morfismo del orden,

el diagrama

Nota :

¿ P
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f
- Aq

W
X

sq e Xq

define una aplicación : Xq

	

- Xp

y esta a su vez por trasposici6n, permite definir un morfismo

de grupos :

Cp (X,IR) f Cq (X, .R)

a = (a (sp ) ) s e X

	

f a

	

donde
P P

(f a) (sq ) = restricción de a (sq o f) a U(sq (0)),

	

dsq e Xq

En la definición anterior, la palabra restricción desig-

na el morfismo de restricción de haces :

r(U(sq(f(O))) �R) -sr(U(Sq(0)

La necesidad de restringir a(sq of) .a U(sg (O))

	

es clara,

	

ya

que si fa e Cq (X, .;I),

	

(f a) (sq )

	

e f(U(Sq(0)),~A)

	

Vsge

	

Xq "

Se comprueba ahora inmediatamente, que la asignación e

cada morfismo del orden f : p P
	A q,

	

de un morfismo de
i_ p

	

qgrupos : f :C (X,á) -	C (X �R) es functorial es decir :



80

f = identidad

	

f = identidad

f = f 1 o f2	f = f1 o f2

y por tanto C# (X�R) es un complejo semi-simplicial de cocadenas .

Dtfinici6n 3 .3 :

Manteniendo las notaciones de la definición anterior, va-

mos ahora a definir una diferencial sobre el complejo C~(X,,R) .

Sea n>_ 1 . Para cada 0 5 i < n se define, la aplicación

estrictamente creciente :

d =

	

,

	

(-1) '

	

Fn (a) .
i=0

a e

(d2

i
Fn An

{

	

0, . .n-1)

	

> { 0, 1 . . .

	

i ,

	

. . .

	

n}

y sea Fn : Cn-1 (X,SO

	

Cn(XJ) el morfismo de grupos

inducido por FI .

Se define ahora : d,: C n_ -1 (X�R)

	

-C
n(X_%)

La comprobación Beque d2= 0 es un cálculo : es efecto si

Cn-1 (X�A)

	

y
sn +

1

	

es el simplice xo < . . .5 xn + 1 se tiene :

a)

	

(an+ 1 ) _ ]ÉO (-1)

	

+l(F 0(-1) 1

	

Fi

	

(a)) (sn+l)

	

= restricción

n+l

	

j j-1

	

i
(xo ) de E ( -1) ( E (-1) : a(xo < . . . xi <_ . . . X j s . . .xn+l ) +

j=0

	

i=0

	

. .

n + 1
+

	

E

	

(-1)

	

CL (xo< . . .xj < . . . xi5 . . .xn+l))

	

0 ya que en el suma

torio anterior para cada simplice x,!5 . . .xi< . . .xj5 . . .xn+1 apa-

recen los términos

(-1) 3+i

	

a (X0 :5 . . . xi 5 . . . R j

	

:5 . . . x

	

1 )

	

y
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(-1) j+1-l a(xo S . . .x i S . . .x~ < . . .xn+1) .

Por tanto C# (X,,£) con la d definida,tiene estructura de grupo

diferencial graduado y por tanto tiene sentido hablar de sus

grupos de cohomología . Dichos grupos serán notado en adelante

Hn (X,,R) .

Proposición 3 .1 :

Con las notaciones de las definiciones anteriores, si X

tiene elemento máximo que notaremos a, entonces :

Demostración :

P
a U (X.)

	

de

	

E

	

(-1) 1

i=0

= a (x r'< . . .SxP),

Hn (X .,R) = 0

	

dn > 0 .

Se reduce a la construcción de un operador de homotopia

T tal que Td + dT = I donde I denota la identidad .

Definimos : Cp (X,R)

	

91CP-1 (X,á)

donde Ta se define por

la siguiente fórmula :

	

si sp-1
es el símplice xo < . . . :5 xp-1

(Ta) (s

	

)

	

=

	

(-1)
P

a (xo < . . .

	

x

	

< a) .
P-1

	

P-1

La comprobación de que Td + dT = I es un cálculo inmedia-

to :

(Td+dT) (a) (xo < . . .5 Xn)

	

= ( -1) p+1

	

cía (xo5 . . . xp sa)

	

+ restricción

To. (x o S . . .

	

x
1
. < . . . xp)_

P
+(-1) P+1 ( £

	

(-1) 1 a(xo S . . .

U(x,) de

	

p

	

i+ pE (-1)

	

(xo < . . .xi < . . .xp Sa) +
i=0

xp < a)

restricción a

La existencia de dicho operador de hopotopia, asegura que



dn > 0,un n-cociclo es un n-coborde y esto demuestra la pro-

posici6n.

Notaciones :

X+ designará el conjunto de los simplices de orden p de
P

X que son aplicaciones estrictamente crecientes ; es decir

sp e Xp si y S610 si sp : p P
--_

	

> X

Si sp E Xp y sp ¿ X+

	

se dice que sp es un símplice degenera-

do . CP (X�R) _ {a E Cp (X�R) a(sp ) = 0

	

dsp ¿ X+p } designa

el conjunto de las cocadenas de orden p que se anulan sobre

los simplices degenerados de orden p .

Por último, C+(X,S) designará el grupo graduado

(CP	(X. .2) )
P > 0

Proposición 3 .2 "

Con las notaciones anteriores :

1/ C~ (X,,R) es un subcomplejo diferencial de C# (X �R) .

2/ Si notamos HP	(X,,Q), p >_ 0 los grupos de cohomologta

del complejo C (X�R) se verifica :

a) HO (X �R) = HO(X3) .

b) dp > 1.

	

HP (X,A) es sumando directo de

Demostración :

que xr = xr+ 1'

82

> xó <x, < . . .<xp

P
H+ (X_R) .

1/ Basta ver que si a e CP-1 (X�R), d (t. E CP (X_R) y esto

es inmediato : si s p =

	

(xp< . . .< xp) í X+p	existe0 _< r < p tal
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Entonces : (dcL)(sp ) = restricción a U(x,) de

P

	

-
E (-1) 1 a (x r, < . . . x . <
i=0 i _

< . . .xr-15 xr	15. . .

a

donde
(nP CI,) (sp ) = a (sp) si sp E X+p

(Ti p n) (sp )

	

=

	

0

	

si

	

sp, ¿ Xp

y designamos TT =(n
A

) P>0' Entonces

les definen morfismos :

restricción a U(x0 ) de

ya que los restantes sumandos se anulan pues p E CP-1 (X�R) .

Dado que xr = xr l se obtiene finalmente (da) (sp ) = 0 .

2/ a) Es obvio pues C (X,A) = C (X�R) .

2/ b) Definimos : CP(X �R,)

	

P

	

- Cp(X �R)

+ (-1)r+1n(X05 . . . x1;XIS.x~

tural se verifica II p o ip = identidad en CP (X,R) .

HP	(X�A .)

	

Wp-

	

~ HP

	

(X 1

es un morfismo de comple

jos diferenciales es decir II o d = d o TT . La comprobaci6n. "s

un cálculo análogo al de l/ .

Si i : CP (X�R) ~CP(X,,R) designa la inclusi,n na-
P +

Puesto qué tI e i son morfismos de complejos lferencia-



y r1
p

de b) .

Corolario :

mo se verifica

I)Pmnat>rari 6n:

Le^',a-i- l

s
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un morfNi mo del orden .

bación :

np
Hp (X�R)

	

--

	

~ Hp (X �1Z)

= identidad en Hp (X, .R) . Esto acaba la demostraciónp

	

++

Con las notaciones anteriores, si X tiene elemento máxi-

. ,
dp > 0

	

Hp (X,,Q) = Hp (X,M .++ +

Para p = 0 el resultado lo hemos`ú'~tenido en la proposi-
ción anterior .

Si p-> 0 la Proposición 3 .1 afirma Hp (X�Q) = 0 y pues-
++

to qué'-por la proposición anterior Hp (X,,q) es sumando direc-

to de Hp (X �R) , sé gene Hp (XII) = 0 .
+

	

T~

;.Sean X' , Xz conjuntos ordenados con la topología cuyos cerra

só,n el 0 y los subconjuntos crecientes .

1/ '. Si U es un abierto de X,,

	

los cerrados de U son el 0 y
11

subcoi\untos crecientes de U .

2/ Una\aplicaci.ón

	

: X.,

' es inmediato .

;Sea

	

un mo~rfismo del orden ; y C2 un cerrado de X2 .

y e

	

-1 (CZ )

	

por ser cp morfismo del orden :
tp(y) scp(x) .

k

es continua si y sólo



Puesto que

Defi.nici6n 3 .4 :

U

sp (P) E Ui

8 5

cp(Y) E c2	y e2 es creciente : CP(x) E c? . y por tanto

-1 (c2 ) es un conjunto creciente . Esto demuestra que cp es con-

tinua .

Sea ro continua ; x > y puntos de Xi . Por ser cp continua
-1

cn (~p(Y)) es un conjunto creciente de X, que contiene a y .

De aquí xEc-1 (cp(Y))

	

, co(x) E 4P (Y) f-> cp(x)Zcp(Y)-

Esto demuestra que cp es un morfismo del orden .

Haces de gérmenes de cocadenas : Sea X un espacio ordena-

do con la topología cuyos cerrados son el 0 y los subconjuntos

crecientes, y ,R un haz de grupos sobre X .

Para cada p > 0 se define el prehaz sobre X:

U -> Cp (U,

	

U)

	

=

	

II

V --> Cp (V, .R1 V)

	

=

	

n

	

I'(u(Sp(0)) �R)
s EV
P P

P(U(Sp (0) ) �R)

donde el morfismo de restricción cp es la proyección natural

pues U D V implica Up D Vp.

Dado que para toda familia de abiertos Ui

	

i E I se vera.

fica : ( U U .) = l) (U .)

	

- ya que si s (p ) c U U .
¡el i p

	

¡EI

	

1 . p

	

9 P

	

¡Ci 1

para algún i y por ser Ui abierto entonces

s
p (A p

) c Ui-

	

se comprueba fácilmente que el prehaz definido es

un haz . En . adelante lo notaremos

	

fp (X,a) .
Por su misma definición `ep (X �R.)

	

p > 0 son haces "flasques



son "flasques" .

Teorema 3 .1 :
Sea X un conjunto ordenado con la topología cuyos cerrados

son el 0 y los conjuntos crecientes ; y .R un haz de grupos so-
bre X .

Si HP (X, .R)

	

p > 0, denotan los grupos de cohomologia de X

con valores en el haz ,R, se verifica :

Hp (X �R) = Hp(X.A) = Hp (X,-Q.)

	

V p > 0 .

Demostración :

8 6

Se definen análogamente los haces

	

)ep(X,.R) que también

1/ Los haces ('ep(X,.R)) p~ 0 constituyen una resolución

"flasque" del haz 51, . En efecto :

a) la diferencial d de los complejos

define un morfismo de haces : f_p(X�R)

	

d

	

->,e p+1 (X�í1) , p z 0,

que seguiremos notando d .

b) definimos e : 1 --~ ¿g (X �))) de la forma siguiente :
0

r (U �R)

	

fu	---~E(fu )

	

e

	

C

	

(U, ,R IU)

	

donde si x s U

e(fu)(x) = restricción de fu a U(x) .

c) la sucesión de haces :

0 ----i ,A E',`e° (X, A)

	

d

	

1

(Cp(U, ,RIu))
pz 0

es exacta ya que pasando a fibra-,para x e X se tiene :

0

	

- r (u (x)

	

- C0 (U (x) , A~

	

U(x))

	

d

	

- C

	

(u (x)

	

u(x) )~

cuya exactitud queda asegurada por la Proposición 3 .1 y por el

hecho de que Imag E = Ker d . Justificamos este último hecho
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si a e CO (u(x)_RI U(x)) es tal que da = 0,entonces para todo

par de puntos xo 5 xi de U(x) se verifica :

Y

0 =

	

(da. )

	

(xo 5 x, )

	

= restricción a U (x,)

	

de

	

(a (x1 )-a(xo ))

esto es equivalente a : a = c(fU(x) )

	

donde

fu (x) (Y)

	

= a (Y)

	

dY

	

e

	

U(x)

2/ La primera igualdad resulta ahora del hecho de que

f (X,'ep(x .A))

	

= CP(X �R) .

3/ Para demostrar que HP (X_R) = HP (X,.2) se comprueba de

manera análoga que los haces TP (X"R))

	

constituyen una re-
+

	

p >_ 0

solución "fasque" del haz ,R. . La exactitud de la sucesión de

haces resulta aquí del corolario a la Proposición 3 .2 .

Nota :

En particular, el teorema anterior generaliza el resulta-

do del corolario a la Proposición 3 .2 en el sentido de que la

hipótesis de que X tenga elemento máximo es innecesaria .

Corolario :

Con las notaciones del teorema anterior ; si cR es un haz

"fasque", el complejo de cocadenas (CP(X, .R))p > 0 es acíclico .

Comprobac i6n :

Es obvio pues si

	

~.

	

es "fasque"

	

Hp(X �A)

	

= 0

	

dp > 0 .

Teorema 3 .2 :

Sea A un retículo tal que todo ideal es principal y de

dimensión de Krull finita .

Entonces dim Spec
P
A 5 dimk A .

Demostración :

Si todo ideal de A es principal,

	

todo filtro de A ir, es pri,



verifica :

culo

88

cipal y entonces por .el corolario a la Proposición 1 .11, Specp A

es un conjunto ordenado con la topología cuyos cerrados son el

y los conjuntos crecientes .

Por tanto,para todo haz de grupos

	

R

	

sobre Spec
P

A

	

se

Hn (Spec A �A) = Hn (Spec A,$)

	

-1/n>0 .
p ++ p

Pero si n> dimk A -

	

por el Lema 1 .3 -

	

todo símplice de orden

n de Spec A es generado y por tanto Hn (Spec A,,R) = 0 . Esto
P

	

++ P

demuestra la proposición .

Nota :

El Teorema 3 .2 engloba el caso de los espacios finitos

T Ci-separados y el caso de los. espacios

	

duales de espacios es-

pectrales noetherianos .

Ejemplo 3 .1 :

Sea X un conjunto que consta de 3 puntos x,, x2 , x3 con

la relación de orden : x3 < x,, x3 < x2 con la topología cuyos

cerrados son el 0 y los subconjuntos crecientes :

Por el Teorema 3 .2 dimX , dimk A = 1 donde A es el retí-

de cerrados de X .

Vamos ahora a construir un

primer grupo de cohomología sea

dim X = 1 y que por tanto la cota del Teorema 3 .2 no es mejo-

rable .

haz de grupos sobre X cuyo

no nulo . Esto demostrará que
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Sea Z

	

el haz sobre X, definido :
x3

u(x3)=x 3 .

restricción evidentes .

la diagonal de Z ga Z .

0

>0

0

	

3
Entonces C

+
(X,

	

Z
xb

)

	

=
iR=1

r(U(x
1
.),

	

Zx3
)

s i	=(x3 < x, )

	

Y si=(x3 < x2 )

	

se tiene :

Cálculamos ahora la imagen del morfismo :

Ca (X,

	

Z

	

)

	

d

	

- C' (x, Z

	

)

Z con los morfismos de

Dado que los 1-símplices no degenerados de X son

C' (x,Z)

	

= r(u(x3 ),

	

z
x3

)

	

e r

	

(u(x3),Zx )

	

= z® Z.
+ xs

	

3

al a

	

e

	

C
O
(X,

	

Z

	

) ,

	

(d a. ) (s i )

	

=

	

restricción

	

a

	

x, de (CL (X3 ) -CL (XI
+ x3

(dei (s;) =restricción a x3	de

	

(a (x3)-a (x2 )) =a(x 3 )

	

e Z.

y por

	

tanto

	

Imag d =

	

( S e

	

c+(X, Zx3 )

	

p (s~)

	

= B (s~ ) } .

1

	

Z ® Z

	

Z® Z
De aquí H (H, Z

	

- Z,donde p denota
++

	

x3

	

Imag d

	

p

El Teorema 3 .1 asegura ahora H1 (X,ZX ) = Z .
3

Ejemplo 3 .2 :

Sea X un conjunto con 5 elementos x,, x2 , XV x4 , x5 con

la relación de orden : xG < x4' x5 < X3 1 XI< X II X4 < X2 ; dota-

do de la topología cuyos cerrados son el 0 y los subconjuntos

crecientes :
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Por el Teorema 3 .2 dim X < dimk A = 2

	

donde A es el

retículo de cerrados de X .

Vamos ahora a demostrar que todo haz de grupos J? sobre
X tiene grupo 2 de cohomología nulo . Esto demostrará que el

resultado del teorema 3 .2 no se puede refinar en el sentido de
que valga la igualdad .

Símplices no degenerados de orden 1, de X : si

	

=(x5 < x4)

s~= (x5

	

1 ) , s1=(XS<X2 ) , sf =(X5<x3 ) ,

	

X1=(X4<X1 ) ,

	

sP=(XQ<X2 ) .

Símplices no degenerados de orden 2, de X :

s2=(xs < x4 < x1 )

	

s2=(x5 < x4 < X2 )

Por tanto :

C (x:M = P(x5 ,SZ) ®P(>5 �R)®r(XS"R)®f(XS,-R)®P(U(X4)"C)®P(U(X4) . .R)

Vamos ahora a comprobar'que el morfismo :

n las

0

d 2
C (X,a) -.C (X �2) es

En efecto si S e C2 (X,Q) definimos a e. r

1 4igualdadesldades siguientes : sa (s 1 ) = o. (s 1 ) = CL (s1 )

epiyectivo .

C (X�2) p
r.

fi= a (s1 ) =

CL (sz) _ - S(s2)

a (s3) = - p (s2 )
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y ahora es inmediato comprobar que da = p .

Esto demuestra que H2 (X �R) = 0 y por el Teorema 3 .1

COHOMOLOGIA DE ESPACIOS NOETHERIANOS CON VALORES EN_ UN- .HAZ .

Teorema 3 .3 :

Sea A un retículo tal que todo filtro es principal . Si

dimk A = n, existe una familia filtrante, respecto a la in

clusi6n natural, de retículos finitos A i c A

	

icI,tales que

A = lim ind, A i y dimk A i < n

	

di g a .
ieI

Demostración :

Por inducción sobre dimk A .

Si dimk A, = 0, por el corolario a la Proposición 1 .5, A

es un retículo de Boole y manifiestamente es límite inductivo

de sus subretículos de Boole finitos .

baci6n de que todo filtro de A/p es principal es inmediata .

Sea ahora A i c A un retículo finito ; y notamos por A¡ el

A

Sea dimk A = n y notamos

	

p el ideal de A generado por

los átomos de A . Por la Proposición 1 .7

	

la/, Specp A/p - SpecpA

- Specm A y por tanto dimk A/p = n-1 . Por último la compro-

retículo c A/p, imagen de A i por la aplicación canónica :

P?IA/u
Por hipótesis la inducción existe un retículo finito Á

7

tal que Ái c

	

J. c A /p

	

y dimk Á
J
. < n-1 .

Sea B ; una familia de antiimágenes por p de Á ., que con-
3

	

J

tenga a A i ; y Aj el retículo generado por B
j

. Designamos por

A
j

el retículo generado por A
í
. y una familia finita de átomos



de A de manera que
Aj/pnAj

_ A
j
.- .La existencia de tal faznília finita

de átomos está asegurada por la finitud deA
J
'.- Dado que pnA

7
. no inter

seca más que a filtros maximales de A ., por la Proposición 1 .7

la/ :

Definí i6n 3 .5 "
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dimk A
7
,< 1 +

	

dimk Aj/A J.n p
_.; 1 + n-1

	

= n.

Dado que A i , A j , esto demuestra que todo retículo finito

de A está contenido en un retículo finito de dimensión de Krull< n

y esto acaba el teorema .

Sea A un retículo tal que todo filtro es principal . Sea

A . ¡E:I una familia filtrante - respecto a la inclusión
1

natural- de retEculos finitos contenidos en A tales que

A � lim ind ,
i e I

Si A i c A j notamos cpji : Xj	--~Xi la aplicación

continua epiyectiva inducida entre espectros ; y por

cpi : Specp A

	

IXi	laaplicación continua inducida.entre

espectros por la inclusión natural de A i en A .

Las hipótesis anteriores son equivalentes por la Proposi-

ci6n 1 .9 a decir que Spec A = ,Éim proy X . donde los X, son
p

	

i

	

i
CPji

espacios finitos y los cp ., aplicaciones continuas epiyectivas .

Sea ,A un haz de grupos sobre Spec A ; notaremos cpi ,Q elp

haz imagen. directa de 5 por la aplicación :



anterior :

cpj 1U(sp(0)) .

epi : Specp A

	

> X, .
i

CPji
Para cada p > 0 si Xj

	

-, Xi	definimos:

CP (Xi .

	

cPi
41

a
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cpjl U(Sp(0)) de a(cp31 o sp) .

= r( rp~1 (rp D i U(pji o sp(0)) ..A)) .

.-~,
tij

cl donde

si a 7 : p

	

->X . . (y, . . a) (s 7 ) = restricción a
P p

	

7 ~.7 P

Indicamos brevemente cual es el sentido de la restricción

a ( cpji o SP) s r(U(cpji o sp(0)) . yPi ú) = r(cpi1 U(cp jio sP(0)) .,R)
iF

Por el Lema 3 .1 2/ . . . .
es un morfismo del orden y de aquí

se comprueba inmediatamente que cp j i U(cpjio 5
p
1 (0» . U(5Pu(51 (0» .

Por tanto la restricción anterior,eselmorfismo de restricción

del haz R del abierto cp
7
-1

	

(cp
7
-1
1

	

7
U(~ . ,

i
o

	

s
P
7 (0))

	

al abierto

Se comprueba inmediatamente que los morfismos ~i.j
veri-

fican las condiciones para que tenga sentido pasar al

lim ind ` Cp(Xi, cpi
3E

Proposición 3 .3 :

Para cada p >_ 0 y cada par X
7
, ---1,1 X

i

	

el diagra



ma :

d

es conmutativo .

comprobación :
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CP(Xi , cpi# 1 )

	

Iii

	

------>C
P(Xj

	

Pj
IR )

9F

P4-1

	

1 13

	

Pf-1

iE

	

1~c

d

Sea

	

a

	

e C

	

(Xi,

	

cpi

	

,7 )

	

Y s

	

:

	

a
P

	

-~ X.
. # P+1 .i-1

	

7

Entonces : (
yijo d)(c.)(s~l) = restricción a ~ . 1U(s 7 (0)) de

7 P+1

da . (cpjio sal ) = restricción a cp-1U(s~l (0)) de

P+1 k
E (-1)

	

a (cpji x
o 5. . . pji

x
k
<. . . cpji

xp+i)k=0

(d o
y,1j

,

	

) (¢) (s
p+
7

	

)

	

= restricción a cpj

	

U(s
p+l
7

	

(0) )

	

de
l

Pfl (-l)k(Iij
c1) (XI

< . . . x
k
5. . . xp+1) = restricción a

k
2
=0

Corolario :

( 0, 1 . . . p + 1)

	

----- lo 3to<. . ._--Xp+1

1

	

P+1
kcpj U(sp+ l (0)) . dekE0(-1)

	

a(cpjixo <. . .CP jixk <_ . . .rPjixp+l)

(lim ind CP(X ., cp,

	

))

	

es un complejo diferencial de1

	

1

	

p>_ 0



cocadenas, cuyos grupos de cohomologia que notaremos

HP (Spec

	

A �1), p >_ 0 verifica, :p

comprobación :

La proposición anterior asegura que

( lim inda CP (Xi , cp i ,R))

	

0 es un complejo de cocadenas,
# PZ

iij
limite inductivo de los complejos de cocadenas

CP (X i , cp i ,Q) .

Es conocido - ver por ejemplo E . Godement : Topologie

algebrique et theorie des faisceaux, pg . 21 - que en esta

situación se verifica la conmutatividad de la cohomologia

con el limite inductivo .

Lema 3 .2 "

En las condiciones de la Definición 3 .5 se verifica :

1/ Si U = Specp A -(C) . es un abierto de Specp A,

U - Specp A/ (c)

	

donde (c) denota el ideal generado

por c ; y todo filtro de A/ (c)

	

es principal .

2/ U = ,lim proy

	

pi U

rPj i

comprobación :

Lema 3 .3 :

9 5

HP (Spec

	

A, .1) = lim ind

	

HP(X , ~ . ,Q )
+ p

	

+ i ¡"
~ij

1/ se sigue de la proposición 1 .7 la/ .

2/ es obvio pues Spec
P

A = ,lim Proy

	

Xi .
.

(Pji

En las condiciones de la Definición 3 .5, si A i c: A,

c 1 ,

	

cz e A i	ycpi:Specp A -

	

~ Xi es la aplicación induci

da por la inclusión natural, se verifica :
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1/ cpi (c1 +c2)0 = GPi (oi)0 U ~oi( c2)o

2/ epi(c,

	

. c2 ) 0 = cpi(c9 ) 0 (1 cpi (c2 )0

3/ cpi (Specp A - (ck)') = Xi- cpi (ck)

	

k = 1,2

Comprobaci6n :

Inmediato a partir del siguiente hecho : si c e Ai c A

entonces cp
i
,(c .),o = (c)ó ,donde (c)ó designa el conjunto de los

filtros primos de Ai que contienen a c .

Lema 3 .4 "

En las condiciones de la Definición 3 .5 si x e U donde
U es un abierto de Spec

P
A, existen A

i
, c A finito y xe Vc U

donde V es un abierto de Specp A, tales que cp,V es el mínimo

abierto de Xi que contiene a cpi (x) .

Comprobaci6n :

Sea U = Specp A -

	

(c) 0.

	

Sea A ic A un retículo finito tal

que c e

	

A
i

.

Por el lema anterior cp,U es un abierto de Xi tal que

-1epi epi U = U .

Sea U(cp
i

x) el mínimo abierto de Xi que contiene a cpi (x) .

Puesto que Cpi (x)

	

e cpi U y este es abierto : cp i Un U(cpi x) .

Si ahora designamos V = cp i1

	

U(cp
i
(x)) , x e V y

cpi
V =U( cpi (x) )

y por tanto V verifica el lema .

Definición 3 .6 :

Con las notaciones anteriores, si U z V son abiertos

de Specp A definimos, el morfismo de restricción :

n
Vp _> 0

	

Cp (cpiu, cpi	(Si U))

	

--, Cp (pjv,~pi	( ,R I V) )

iF

	

aF



Lema 3 .5 :

diagrama :

s
P

(

	

)

	

c

	

;pi v c cp i U,

	

(11 ( 1) (sp)

	

= restricción a
~ P

-1

	

U(s

	

(0)) n v

	

de

	

c, (s

	

) .
`pi

	

P

	

P

Nota justi ficativa :

a (sp )

	

e

	

f (U(sp (o) )

	

n U i ,

	

cpi	(S1l U)) donde U(s p (0) )

	

es el

dF

mínimo abierto de Xi que contiene a sp (0) . Es claro que el mí-

nimo abierto de Ui . que contiene a sp (0)

	

es U(sp (0))

	

n
Ui'

Con las notaciones anteriores,

	

V p ? 0, cada par ,

Xi

Cp (pi U, cpi	( .R 1 U) ) -

	

1ij

	

_

CP(CpJ
U . cp

	

(,R1 U) )

TT

CP (cp i	V,

	

cpi	( j1, I

	

U))

	

13

	

CP (tpj

	

V,

	

(pj	( .R. I

	

V) )

4F

es conmutatívo .

Comprobación-

If

y cada par de abiertos U D V de Specp A el

Sea

	

a e Cp (cp i U .

	

pi

	

( ,R ( U ) ) y S
P

(O
P

) c cp j v . Entonces :

(nolij) (a) (sp ) = restricción a
cp]1 u(sp (0)) n v de

(~ij
a) (sp ) _ restricción a

cpj1
U(sp (0)) n V de eL(cpji 0 s )

P

(I ij 0II) (a) (sp)= restricción a cp
j
1 U(sp(0))

	

n v de
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(II a )

	

ji
0 sp )

	

= restricción a
cpj1

	

U(s p (0) )

	

nv de a (cpji 0 sp )



Definición 3 .7 :

Pre-haces de gérmenes de cocadenas sobre Spec
P

A :
-

donde el morfismo de restricción que seguimos notando II, se
define a través de representantes : n{a} = {II a} . La proposi-
ción anterior asegura que esta definición es correcta .

Proposición 3 .4 :

Para cada n >_ 0 el prehaz definido en Definición 3 .7 es
un haz "flasque" sobre Specp A que notaremos

	

'e n (Specp A �R) .

Demostración :

Puesto que todo abierto de Spec
P

A es cu.asi-compacto,
basta comprobar las dos condiciones de haz para uniones fini-

tas de abiertos .
n k

	

kSea U = U U donde U = Specp A - (ck)o

	

son abiertos
k=1

de Spec A .
P
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Para cada n Z 0 definimos sobre Specp A el prehaz :

Specp A =) U

	

----s lim ind a C (~i U, yp i. (,R

	

U ) )
+Y i 7

U n

a
Specp A J V

	

_--------, lim ind, Cn
(cpi

V,
~pi

	

(al U) )
$ i7

	

#

Si A i c A es un retículo . finito tal que ck e A i k =1 . . . n,

entonces el Lema 3 .3 asegura :
- k kcpi (Uk),

	

k =1 . .n son abiertos de Xi Y epi
1

epi U

	

= U

cp . (U) = u q (u'`)
k=l i

r

	

r s
Pi

(u)

	

(1
cp¡(U,)

	

= cpi (U

	

f1 U )

	

r, s = 1�� n



Sean ahora

tales que sus restricciones a cada uk , k =l . . .n coincidan .

Es obvio que puesto que A = im ind A i se puede hallar

Ai A tal que ck e A i , k = l_ _ n ; y representantes

al , a,2

	

de {al },

	

{a2 } en Cn (cp i U, cp i	( .ll

	

U)) tales

	

que sus

restricciones a cada cp i.U , k = 1, . . .n coincidan .

Dado que cpi1 cpi Uk = Uk

	

k = 1, . . .n se comprueba inmediá
k

	

k
tamente que los haces sobre cpi U : cp i

	

(,Al U ) y

k
Pi (,p,l U)

	

cpi U

	

son isomorfos . Esto permite considerar a; ,
a2

iF

como secciones del haz

	

`e

	

(cpi U, cpi	(,R1 U) )

	

tales que sus

restricciones a cpi Uk , k = 1, . . .n coinciden . De aquí a1' =C,2,

y por tanto {a,} = {a2} .

La segunda condición se comprueba de manera análoga . Por

tanto, dn Z 0 el prehaz

	

sobre Specp A de la Definición 3 .7
n

es un haz que notaremos 2 (Specp A,&) .

La propnosici6n quedará totalmente demostrada si compro-

bamos que `e (Specp A, .A)

	

Vn 2: 0 son haces "flasques" o equi-

valentemente, si para todo abierto U de . Specp A el morfismo

de restricción

es epiyectivo .

{a} e
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{al } " {a2} e

n

lim ind, Cn (cp i U,cpi	U))
Uij

	

#

iE

n :

	

lim ind

	

Cn(X1.,

	

,cpi	,SI) ---~ lim

	

ind

	

Cn (cpiU,

	

cpi

	

(,A 1 U) )

~ij

	

tij

La comprobación de este hecho es como sigue : sea

lim ind, Cn(p,i U, cp i	(tQ¡U) ) .

	

Por el Lema 3 .3 existe
~

~ij



un retículo finito Ai c A tal que cpi U es un abierto de Xi

-1

	

U = U . Sea

	

n

	

(,R U)) un represen-cpi cpi	a' e C(cpi U, ep i	~

	

Presen-

tantetante de {a} .
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Definimos ahora p e C' n(Xi .pi R ) de la siguiente manera :
u

0(sn )

	

= CL ' (S,)

	

si sn (An ) c
mi

U

= 0

	

si

	

sn (An) Cí cp i U .

La definición anterior es correcta, Ya que por ser cpi U abier

to de Xi , si sn(An) c cpi U entonces U(sn (0)) c ep i U y de aquí :

cp-1 U(sn (0)) c cp-i
1

cp i U = U .

	

Esto asegura que
i

a ' (sn )

	

e f (cpi1 U(sn (0))

	

Es inmediato atora que IIS =a'

y por el Lema 3 .5 se sigue : DÍ9} = (a} .

Teorema 3 .4 :

Sea A un retículo tal que todo filtro es principal . Sea

A i ir I una familia filtrante - respecto a la inclusión na-

tural - de retículos finitos contenidos en A tales que

A = lim ind . A i

Sea

	

R un haz de grupos sobre Specp A y HP (Specp A _q)

n >_ 0 los grupos de cohomología de Specp A con valores en

Con las notaciones del corolario a la Proposición 3 .3 se

verifica :

t/ n > 0

	

Hn (Spec A, ,R ) = Hn (Spec A,á) _
_

	

p

	

+ P

= lim ind

	

A+(Xi , cpi .)i )



Demostración :

1/ Lema prevío : para cada n -,» 0, cada A i y cada par de

Cn(CDi

	

U,

	

Pi

	

( .R1 U) )i

es conmutativo .

posición 3 .3 .

d

abiertos U z) V el diagrama :

d

n nC

	

(cpl V, cp l	GAl V) )

	

-C + 1
(p1

V, cp l
iE

	

;("
UJ V)

La comprobací6n se omite por ser análoga a la de la Pro

La conmutativídad del diagrama anterior, junto con la

Proposición 3 .3, permite definir un morfismo de haces :

n
`en (Specp A,5?)

	

d.

	

)e n+1 (Specp A �A)

2/ Definimos un morfismó de haces : 2 £~ C (Specp A, a)

de la siguiente manera :

si fu e P(U,A)

	

e (fu) = {a}

	

donde a e C ° (cp i U,cp i_ (al U) )

-siendo cp i U

	

un abierto de Xi tal que cpi1
cpi

U = U- está de

finida :

	

si x . e cp i U .

	

¢ (xi)

	

= restríccí6n a cp
i1

U (xi )

	

de

	

fu .

3/ Teniendo en cuenta la Proposición 3 .4 el Teorema

quedará demostrado si comprobamos que :

es un sucesión exacta de haces .

CnF1
(cp l U,'	cp i*u 1 U) )

0

0----~~A, E->C0 (Specp A,,A) --á-.~~ (Specp A �R-)::d ~.. . .
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a)

	

Ker L

	

= 0 .

	

En efecto si fx e

	

,Rx

	

es tal que

	

F(fx) = 0

existe fu eI'(U,,R) representante de fx tal que E(fu ) =0 . Por

la definición de t, entonces la restricción de f a cadau

cp-1
1 U (x1.),

	

x
1
,

	

e cn .

	

U es

	

cero;

	

dado que U =

	

U

	

Pi
1 U(x .)

1

	

1

xiecpiU

entonces fu = 0 y de aquí fx = 0 .

b/ Imag E = Ker d0 .
0

Sea gx e

	

e°
0
(Specp A, .R) x tal que d gx= 0 . Entonces exis

te x e U, un Xi tal que cp,U es abierto de Xi y
(Pi1epi

U = U;

y a . e E0 (pi U,

	

pi

	

(~P IU))

	

tal que tu)

	

es un representante de

0
g y d a = 0 . En esta situación, se vib en el Teorema 3 .1 que
x
define una

	

seéci6n

	

a' del haz ep,

	

(,7 1 U)

	

y por tanto

a.' e r(epil U-A) . Si f
x e `Rx es el germen definido por a' se

comprueba inmediatamente que E(fx ) = gx lo que demuestra :

Ker d0 :D Imag L. .

El contenido en el otro sentido, se comprueba inmediata

mente .

c/ Imag dn-1 = Ker dn	Vnz 1

Imag dn-1 C- Ker dn es obvio .

Sea ahora fx e e n (specp A,a) x tal que dn fx = 0 . Por el

Lema 3 .4 existe un abierto x e V de Spec p A, un Xi tal que

cpi V es el mínimo abierto de Xi que contiene a pi (x) y

a e

	

C n(Ii V,

	

tpi

	

(,%I V))

	

tal que tu}

	

es un representante de

fx y d,n, =0 . Puesto que cp i V

	

es un:orden con elemento , máximo



la Proposición 3 .1 asegura la existencia de

s Cal (~o i V, 'pi

	

(,RIV))

	

tal que dn-1p

	

= a .

	

Si ahora nota-

mos ge ren-1 (Specp A,A ) x

	

el germen definido por le} es obvio

que d'n-1 gx = fx lo que demuestra que Ker J C Imag d' 1 .

Teorema 3 .5 :

Sea A un retículo tal que todo filtro es principal y

dimk A = n .

Entonces : 1/ dim Spec
P
A 5 n

Demostración :

1/ Por el

	

Teorema 3 .3, A = lim ind A i	dondelos A i son

retículos finitos tales que dimk A i 5 n .

En estas condiciones si Xi = Specp A i,, obtenemos a partir

de los Teoremas 3 .4 y 3 .1 : para todo haz dé grupos ~R sobre

Specp A

q

H (Specp A,2) = 0

	

Vq > n = dimk A .

Lema 3 .6 :

H q (specp A ,R)

El Teorema 3 .2 afirma ahora que

2/ Ver nota al Teorema 3 .2 .

Sea X un espacio noetheriano y A su retículo de cerrados .

Sea X 1--- Spec

	

A la inyección natural definida en la Pro
P

posición 2 .1 .

U n iX en Specp A .

103

2/ dim Specp
AaF< n

limes HR (Xi , cp i ,R )

~ij

	

-11

dq 2. 0

Si U es un abierto de Spec
P

A, U

	

es el mínimo entorno de



Demostración :

vez de iX.
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Usaremos el siguiente abuso de notación : escribir X en

Por las Proposiciones 2 :4 y l .ll,todo abierto de Spec
P

A

es de la forma Spec
P

A -

	

(d),

	

con

	

d E A .

Es inmediato comprobar que (Specp A - (d) o ) n X = X - d .

Supongamos ahora que existe c e A tal que

La lá inclusión asegura (d) O c (c) o c

	

> c n d .

La 2" inclusión asegura : si x ¿ d

	

ix = S7x g' (c), 4

	

3- x ¿ c

y por tanto c c: d . De aquí c = d lo que demuestra el lema .

Proposición 3 .5 :

Specp A -

	

(d) O =) Specp A - (c) . =>X - d

Sea X un espacio noetheriano, A su retículo de cerrados

y .R un haz de grupos sobre Specp A .Se verifica :

r (u-2)

	

= P(U n X,

	

Jtl X) , para todo abierto U de Specp A .

Demostración :

Definimos el morfismo de grupos :

P (U �A.)

	

9i r (U (1 X, ~R1 X)

s

	

--> cp(s) = s +U n X

1/ cp es invectiva : Sean s 1 , s 2 E r(U �R) tales que

ep(s 1 ) = cp(s 2 ) . Dado que si dos secciones coinciden en un punto,

coinciden en un entorno ; y que U es el mínimo abierto de Spec pA

que contiene'a U n X - lema 3 .6 - se sigue :

	

s, =52 .

2/ ep es

	

epiyectiva :

	

Sea

	

s'

	

e

	

r (U n X,

	

al

	

X) .

	

Si x E U(1 V

existe un abierto x e V(x) de Specp A y una sección
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s e

	

r(v(x),J~)

	

tal que sx (x)

	

= s'(x) .

	

Por tanto las secciones
x

s

	

1 v (x) n X y s'1 v(x)nX del haz .

	

,el X

	

coinciden en un cierto
x

abierto w(x) n X c V(x) n X . Por abuso de notación seguiremos

notando s a s ¡W(x) .
x x

La situación es ahora la siguiente : para cada x e U n x

existe un abierto x'e W (x)

	

de Spec

	

A y s

	

e r (W (x) , .2)

	

talp x

que sx jw(x) n X = s' jw(x) n X .

Por el Lema 3 .6 U = U

	

W(x) y dado que es cuasi,compac
xeunx

ya que por definición sx . Iw(xi )nw(x j )nx=sx, lw(xi)nw(xj )nx
i

	

J

i,7

	

= l . . .n ;

	

y por 1/ sx . lw(x i ) nw(xj ) = sx .Iw(xi)nw(xj ) .

Corolario :

Sea X un espacio noetheriano, A su retículo de cerrados

y .A un haz de grupos sobre X. Si i designa la inyección na-

tural de X en Specp A se verifica:

Comprobación

abierto de Specp A .

Todo abierto de X es de la forma U n X donde U es un

Entonces :

	

r (U n

	

X,

	

loa ,R I

	

x) _ r (u,

	

i* St)

	

=

	

r(un x, IR) . .

Teorema 3 .6 :

Sea X un espacio noetheriano, A su retículo de cerrados

n
to, existen x,,, . . . . xn e U n X tales que U = U W(x i ) . Las

i=1

a e r(W(xi) ,J1.) definen ahora una sección ser(U, .R) :sjW(xi)=sx .
1

xi



Demostración :

Com robación :

Proposición 3 .6 :

Demostración :
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Hp (Specp A,2) - Hn (X,,21 X)

sigue siendo sucesión exacta .
La Proposición 3 .5 asegura :

V n>_ 0 .

a) los haces J(. 1 1 X son "flasques",

y R un haz de grupos sobre Spec A . Se verifica :
p

0Sea 0

	

una resolución
"flasque" del haz R .

0
Es bien conocido que : 0 -

	

Q1 X -~ ,R

	

X -~ 9

	

` X--~

b) Al tomar secciones en la resolución de R y en la re-
solución de .R1X, se obtiene el mismo complejo diferencial .
Esto demuestra el teorema,

Corolario : -
Sea X un espacio noetheriano, A su retículo de cerrados

y R un haz de grupos sobre X .

Se verifica : Hn (X, .R) = Hn (Specp A, i

	

0.x

Inmediato a partir del teorema anterior y del corolario
a la Proposición 3 .5 .

Sea X un espacio noetheriano . Se recuerda que para -un
tal espacio, dimk X designa el extremo superior de las longi-

tudes de cadenas finitas, estrictamente crecientes,de cerra-

dos irreducibles de X .

Si dimk X es finita, se verifica : dim X < dimk X .

Sea A el retículo de cerrados de X . El teorema 3 .6 y su
corolario afirman que dim X = dim Specp A . Dado que

dimk X = dimk A - como se comprueba fácilmente - el Teorema
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3 .5 demuestra la proposición :

dim X = dim Specp A-< dinil A ~ dimk X.



APENDICE : UN RESULTADO SOBRE LA COHOMOLOGIA DE ESPACIOS

COMPACTOS CON VALORES EN UN HAZ .

Este apéndice da el teorema de "igualdad" de los grupos
de cohomología de Specp A y Specm A cuando Specm A es un re-

tracto de Spec

	

A; y por tanto

	

como corolario la igualdad de
P

sus dimensiones cohomol6gicas .
Esta situación es aplicable a los espacios compactos en

el sentido : si B es un retículo, base de cerrados de un compac
to X,se verifica dim X = dim Spec

P
B .

De aquí, si el Teorema 3 .5 1/ fuera generalizable a un re
tículo cualquiera, y por tanto dim Specp B :5 dimk B se habría

obtenido como cota para la dimensión cohomológica de X, el
extremo inferior de las dimensiones de Krull de los retículos
bases de cerrados de X.

Setalamos las dificultades que una tal posible generali-
zación encuentra :

1/ La resolución de un haz R dada en el Teorema 3 .4 no
es válida aquí, ya que al no ser todo abierto cuasi-compacto
los pre-haces de la Definición 3 .7 no son haces . Esta dificul-
tad tal vez pudiera obviarse tomando Specp B = Elim nrov Xi

i e I
donde Xi fueran espacios espectrales ordenados - en el senti
do del Capítulo III - .

2/ Supuesto que la cohomología de B fuera entonces lí-
mite inductivo de las cohomologías de los Xi = Specp A i

quedaría por ver que si dimk B = ñ, existe una familia cofinal

J c I de los X,i

	

i e I tal que dimk A j < n d j e J. El razona
miento seguido en la demostración del Teorema 3 .3 es manifies-
tamente no aplicable a este caso general .



Teorema 4 .1 :

Sea A un retículo tal que SpecM A es un espacio Hausdorff

y denso en Specp A . En estas condiciones la Proposición 1 .14

asegura que la aplicación :

guiente :

Specp A

grupos sobre Specp A .

Se verifica :

Demostración :

10 9

> SpecM A

D S = único filtro maximal que

contiene a Yp; es un retracto de Specp A . Sea .1t un haz de

H n (Specp A �Si)

	

= Hn(Specm A,

	

n*,R)

	

d n t 0 .

0

	

1

	

2
Sea 0 --> R -i fl

	

---> A --->Q

	

-~

	

. . .

	

una resolución

"flasque" del haz ,52.
0

	

1
1/ La sucesión (1)

	

0-1-

	

Ti* R

	

-, n
# R

es una sucesión exacta de haces : para verlo basta comprobar que

si x e SpecM A entonces

	

(17#,R) x

	

12 x

	

y esto resulta de lo si-

a)

	

Si

	

Ui(i e

	

I)

	

designa la familia de entornos abiertos

de x en SpecM A, entonces

	

P-1 U i (i e I) es una familia cofinal

de los entornos abiertos de x en Spec A . En efecto sea

	

,
P

x e V = Spec
P

A

	

-

	

(a) 0

	

y

	

z e
n-1

(V n Spec, A) ;entonces

¡(z)

	

e SpecM A -

	

(a)ó

	

o equivalentemente : a ¿ rlz) .

	

Por la de

finici6n de II : z c: n(z) y por tanto z e Spec A - (a)p . De
P

aquí R-1 (V n SpecM A) 5 V y esto demuestra a) .



rnmgrnhar ;ón :

De aquí

	

(IT
ia A ) X =

	

lim ind _ P(Ui,

	

R

	

.R)

	

_

lim ind_ P (R-lUi ,,A)	- AX,

	

a partir de a) .

2/ La imagen directa de un haz "flasget es "flasque" y
por tanto (1) es una resolución ."flasque" del haz Ti R . Por

la definición de haz imagen directa, al tomar secciones en las
resoluciones de los haces .8 y

	

II _ .A

	

se obtiene el mismo com-

plejo diferencial . Esto termina la demostración .
Corolario 1 :

Sea .A un retículo tal que SpecM A es Hausdorff y denso en
Specp A ; y

	

,R un haz de grupos sobre SpecM A . Si i designa la

inclusión natural de SpecM A en Specp A se verifica :

i,M, A )Hn (SpecM A,,Z) = Hn (Specp A,

Dado que

	

II o i = identidad, IT* i* R =,f1

	

y ahora basta

aplicar el, teorema anterior .

Corolario 2 :

Specp A .

Sea A un retículo tal que SpecM A es Hausdorff y denso en

Entonces dim SpecM A . = dim Spec A .
p

Comprobación :

Inmediato a partir del Teorema 4 .1 y del Corolario 1 .

Proposición 4 .1 :

Sea X un espacio topológico compacto

se de cerrados de X .

Entonces dim X = dim Spec
p

B .

y

n > 0.

X e Ul #

B un retículo ba-



Demostración :

La Proposición 2 .7 asegura que por ser X cuasi-compacto :

X = Specm B. Dado que X es Hausdorff, B es un retículo que verí

fica las condiciones del corolario 2 ;

enunciado .

Ejemplo 4 .1 :

Sea X el intérvalo cerrado [0,11 . Sea B el retículo gene

rado . por los subintérvalos cerrados y el 0 . B es una base de

cerrados de X y por tanto di.m X = dim Spec p B.

Detallamos cuales son los puntos de Spec p B : si x e (0,1)

sea

	

el filtro atómico definido por x . Notamos ahora :
x

F + = filtro de B generado por los elementos del conjunto
x
~[r,x] 1 Osr<x} .

= filtro de B generado por los elementos del conjunto
x-

{[x, s]Jx< s<_ 1} .

1/ Obviamente Yx+ y x-

	

son filtros primos .

2/ F

	

y

	

- son los dos únicos filtros primos de B
x+ x

contenidos en yx . Esto resulta de los siguiente :

a) Si 5~ es un filtro primo tal que existen números reales

0 !1 r < x

	

y

	

x<s<1, tales que [r,x] eF

	

y [x', SI sS . enton

ces x e S7 .

	

'
b) Yx+ es un filtro primo minimal ya que B es complenta-

do y todo elemento de

	

S:
x+

	

es no frontera .

El mismo resultado es cierto para

	

y-x- .

Si x = 0 6 x = 1 entonces Fx contiene un único fil-

tro primo : el filtro constituido por todos los elementos de

B que contienen al punto x y son distintos de x . La comproba-

ci6n es análoga a 2/ .

y esto da el resultado
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