SOBRE SKL D'UN GRUP FINIT

M. Castellet

1. E1l grup de Whitehead

Desgraciadament, donats dos espais topoldgics és molt difi
cil determinar guan aén del amteix tipus d'homotopia. J.H.C.
Whitehead va donar a [4] wuna interpretacis combinatorial de la
teocria d'homotopia en la linia seguida ja els anys 30 per la to
pologia, &s a dir, intredulnt canvis elementals: dos complexos
s6n "combinatorialment equivalents" si es pot passar de l'un a
l'altre per una successid d'aguests canvis elementals. Aixd va
portar al concepte de tipus d'homotopia simple d'un complex, i
a la introduccid d'un grup abeli#, el grup Whitehead Whi{K). que
déna informacid sobre quan dos complexos sOn simplement homo-

tdpicament equivalents respecte un subcomplex K.

Les técnigues desenvolupades posteriorment han portat a una
interpretacit purament algebraica del grup de Whitehead en ter-
mes de la teoria K algebraica: Si G és el grup fonamental de K

i ZG l'anell de grup de G scbre & , aleshores WhiK) = KL(ZG)4ﬁ

on & &5 la imatge del grup de les unitats trivials de ZG a
K .
; (26}

-

Molt poc es coneix de Wh{K} si el grup G = ﬁlK no &s abe-

1id. H. Bass va demostrar a [1] que si G &s Einit, Wh{K) é&s de
tipus finit i va determindr el rang en termes del nombre de re-
presentacions irreduibles reals i raciocnals de G. Més recentment,
c.7.c. Wall [ 3] ha demostrat que el subgrup de torsid de Wh(K)
és, precisament, el grup especial SKl(ZG)a due en el cas commu-
tatiu coincideix amb el nucli del determinant KL{ZG) ~(zer®

i que en el cas no commutativ es pot definir de la segiient manera:
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Donat un grup finit G, QG(l'anell de grup amb coeficients ra-
cicnals) é&s isomorf a un producte finit d'anells de watrius Mi
sobre anells de divisi$, els centres Zi dels guals contenen

tots €. Aleshores, existeix un cos de nombres F gue conté tots

els Zi i tal que F@z Mi és isomorf @ un anell de matrius Mr (F}
i i

sobre F. Les inclusions

Z7G 7 Mr {G)
i i

donen, aleshores, un homomorfisme

GLi{n, ZG) — 1 GL(n-ri,F)
i

i per tant, passant als grups infinits i fent quocient pels com-

mutadors. un homomorfisme de grups abelians

Kl( ZG)——3 E KL{F]'

iH® ¢
que, compost amb el determinant de F:Kl(F)_¢ F . ens dona un

homomorfisme de grups

det: Kl{ Z Gl—D F*.
i

Aleshores, es defineix SKlIZG}= Ker det.

Observis que si G &s un grup abelid, G &s producte direc-—

te de cosscos i Kl(EG}_& (zG)" é&s el determinmant usual.

L'estudi de SK1{ ZG) és, doncs, vital, per a condixer el
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grup de Whitehead Whi{K}), on G==le. En aguest aspecte hi ha
sols resultats molt afllats. Per exemple, B.A. Magurn ha demos-
trat a [2] que si G &s un grup diadrid sxl(zcﬂ &g trivial

{i, per tant, Wh{XK) &s lliure}.

Una imatge epimdrfica de SKl!Z(ﬂ

SKl(—) que, en principi, &s un functor de la categoria
d'anells amb unitat, es pot considerar, al restringir-l¢ als
anells de grup, com un functor definit a la categoria dels

grups

8K, : Gr-——2hb

G l———>SKl[ZG)

38 que tot homomorfisme de grups f: G—G' ='estén a un homo-

merfisme d'anells f: ZG—3i7G'.

Per altra banda, si A és un anell conmutatiu, tot homomor-

fisme d'anells g: ZG—2 factoritza a travas de zGab

(Gab l'abelianitzat de G} i. per tant, l'homomorfisme indufit

per SKL factoritza de la manera segilent

SK (Z6) 3 5 sk (a)

H /,
“.u.\; /,’q*

sxl( zGabl

N

cn . estad induit per la projeccid candnica T: G ___-gcab.
*
L'aplicacis mereix, dones, un estudi detallat.
£

Proposicié. Si G &s finit, q*:sxl{z:c)-—+sxl( ZGab) &s un

epimorfisme. 97



Demostraci6:  Sigui n 1'ordre del commutador [G,6]. Aleshores

el diagrama

O
ZG — 3y P/nE G
m 'I'I'.I
e Z/nZ G
———3
LANS n ab

és un "pull-back” amb totes les fletxes exhaustives. Es pot
aplicar, doncs, la successid exacta de Magurn {2}. extensid

de la de Milnor, obtenint
_ o, § R
Kz(-?/nz Gab)—aSKl{ Z25)— SKi{ r4 Gab} ® SKi(Z/nZG)___)Kl.(Z/nZ%t}

on, per tot x € SK (ZG), a(x} = (m_x, p %) 'y per tot

(a.b) e SK {Z6,,) % 8K (Z/nZ G): gla,b) = p;‘; a - ﬂi; b.

aAra h&, com que anz Gab &s un anell commutatiu f£init,

= ' ] 1 i
SKl(Z’/nZ Gab) 0, d'on, per tot a SKl(ZGab) existelix un

b e SKl[Z/nZ G) tal gue P =T b, i per tant existeix un

*®
x € SKl(ZG) tal que g X = a.

-
L'epimorfisme de la proposicié permet afirmar que
SKL(ZG) # 0 (i per tant WhiK) té& torsid) sempre gue SKl{ZGab)#O.

En un proper article donaré aplicacions de la proposici6 an-

terior.
98



BIBLIOGRAFIA

[l] H. Bass "The Dirichlet unit theorem, induced characters
and Whitehead groups of finite groups" Topolo-
ay., 4 {1968), 391-410.

{2) B.n. Magurn "Whitehead groups of nonabelian finite

N groups" Tesi dJdoctoral. Northwestern Univer-

sity, 1976.

[3] «c.r.c. Wwall "Norms of units in group rings” Proc. Lon-

don Math. Soc. 3, 29 (1974), 593-632.

[41 J.H.C. Whitehead "Simplicial spaces, nucleii and m-grups"
Proc. London Math. Soc. 45(1939),243-327.

99





