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ALGUNAS IDEAS SOBRE LA DESINGULARIZACION DE UN ESPACIO ANALI-

TICO COMPLEJO.

J.L. Vicente.

antes qQue nada, debo advertir gue Sata es una charla muy
informal. La complicacién del tema va a impedir la precisién
de lenguaje, qgue necesitarfa desarrollos mucho més largos. Se
trata, pues, de una conferencia en la que procuraré condensar
todas las ideas importantes, aungue no siempre estén expresa
das correctamente.

El chjetivo del proceso de desingularizacién de un espa-
cio analitico complejo es establecer el siguiente

Teorema de resolucién de singularidades. Sea X un espacio ang

1ftico complejo numerable en el infinito y sea § un subespacic
cerrado de X gue contenga a todos los puntos singulares de X.

Existe entonces un espacio analfitico complejo X' y un morfis-

mo M o: X' - X tales gue:

(1), - X' @8 liso y 1 es8 propio,

(2), - m induce un isomorfismo

1

A
. - - “1l .
"|.a' —ﬁ'l(s} : X'-m "{8)z X - 5

(2}, - n_l[s) es una hipersuperficie dé X' y existe una fa-

milia finita {Hi }lsist de hipersuperficies lisas de X',

con cruzamientos normales, tal que

-1 t
[m "(s) {=U IH |
i=1

donde las barras verticales designan el espacio topolégico

subyacente.



88 (4)-8i U y V son dos abiertos de X v w:XIU - xlv as

un isomorfismo tal que
W (S;U) = SIV .
existe un isomorfismo

gt X -1 - X' -1

™ (o} {v)

tal gue

¢ T B .

v Ty’
Vamos a analizar la demostracién de ese teorema atendien
do a los puntos siguientes:
a) El instrumento.
b) El contrel.
¢) El proceso.

2) El instrumentc.- El proceso de resolver las singularidades
de X se basa en aplicar a X, sucesivamente, unas ciertas transa
formaciones elementales propias, gque reducen progresivamente
la singularidad. El punto estd en probar que, luego de un nfi-
mero finito de ellas{ la singularidad queda reducida del to-
do, ¥y que su compesicién verifica las condiciones del teore-
ma. Estas transformaciohes se llaman explosiones y vamos a pa
a8r a describirlas brevemante.

n o+l

Sea 2Z2=1¢ el espacio vectorial complejo de dimen-

sién n+ 1, En el correspondiente espacio proyective de di=-
mensién n y

oot Cn+ 1

o - {0} = En

la aplicacién natural. Sea 2' el cierre en cn4-1 x P del



| 8

grafo de m_ y sea y : Z' » Z ®aplicacién inducida por la
primera proyeccién. Este n induce un isomorfismo de

' - n“l(g) sobre 2 - {0} ¥ n_l(g) =P .

De manera natural se puede dotar a Z°' de una estructura
de variedad analitica compleja {i.e. espacio analitico com-—

plejo }liso) definida a través del recubrimiento

n n4 b
= ] 2! r z: - ¢ 4 *
i=0
donde para cada £ =0, l,....n la inclusidén Zi - Z' viene
dada por
{wyr wysaovowy) = [lw Wseveeriy g mi’wi'wi+lw£'"’wnwg'
ﬂofwo----.wi_lalawi+1p---wn)]-

A la aplicacién ;y se la llama explosién del origen en

el n :
+1 § transformacién cuadratica de € * ' con centro el ori

T
gen.

Sea ahora Z unma variedad analftica compleja de dimensidn
N4 1, X e2; existe un entorno U de x en 2 isomerfo a un en-

N
nael 1. transformacién . cuadrdtica de ¢ T =

torno de O en €
con centro el crigen induce una transformacién p: U' 4 U, gue
es un isomorfismoc sobre U - {X}. Asi p se puede extender, por

un isomeorfismo asobre Z - §x} a un merfismo propio

Este y estd untvocamente determinada por 2 ¥ x {gsalvo iscomorfis
mos) y se llama transformacién cuadrética de Z con centro en

X, © explosién de x en Z.
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Supongamos ahora que X es un subespacio analitico cerra
4o de Z gue contiene a2l punto X; w: 2' < Z la explosién de x

en 2. Llamaremos transformado estricto X' de X por m al mini-

mo svhespacio analitico cerrado dge ﬁ_i(x)tal quefr induce un iso
mor fismo

X' - ﬂ_l(x) nxX =X -x.

s5i X esunahipersuperficie1oca1mentealrededorde§‘entOn_
ces X' puede ser calculado localmente alrededor de x, Qe for

ma sencilla. supongamos gue {wo’wl"‘°‘wn} es un sistema de
coordenadas locales en 2 alrededor de X v sea £ = 0 la ecua-
cidn de X en el m-1{xX}). Entonces, alrededor de "—1(5)’ b

es unidn de plezas

x = x
i=g 1

donde cada X estd definida por la ecuacién

i
£ w WL -] uw
L TR I S . I
. vy Wi Wy wy

donde  {f)} designa al orden de f,

81 X no es unz hipersuperficie la situacién es muy dis-
tinta y el cdiculo no es tan fdcil.
Veamos ahora la nocibén de tranaformacién moncidal . Sea

v Yy m: V' » ¥V la explosién del origen en V. Sean

Z='Vx€m, Z'=V'me ¥ ome Z'»Z,n=nox_id‘:m.ESta
m es llamada explosién de « en Z ¢ transformacidn mongidal
de Z con centro C.

Sea ahora Z una variedad analitica compleja, Y un sub

espacio complejo de 2 liso y cerrado. Dado un punto x ¢ Y,

localizando 2 e Y alrededor de x se puede suponer una situa



cién como ésta
zZ cn'*'l ® l:m
v U

YC-—-—-Q_ b4 C

donde las aplicaciones horizontales son abiertas.
La transformacién monoidal de cn+lx ¢ induce una transfor

macifn

ﬁi : z; + 2 (alrededor de x)

que es biyectiva fuera de Y. Esta transformacifn se liama una
transformaciSnmonoidal de Z con centro Y alrededor de x. Por

globalizacidn, se puede definir una transformacidn
m:Z 4 2

por mem alrededor de todo x ¢ Y vy biyectiva alrededor de

todo X' e 2 - Y. A egta transformecién ¢ se la llama transfor-
maclién monoidal de Z con centro Y.

Ahora bien, si X es un subespacic analf{tico cerrado de
Z que contiene a ¥, el minimo suﬁespacio analftico cerrado X'

de w_l(x) tal que n induce un isomorfismo
. -1 Ly~
X'-(p “{¥) o X') 8 X-X

ge 1llama transformado estricto de X mediante ¢ . Si X es,local
mente alrededor de un punto x g ¥, una hipersuperficie, toman-
do un sistema {yb.....yn.zl....,zm} tal que Y esté definido por
las ecuaciones

YQ=Y1=“‘=Y =0

M



9?-y considerando la ecuacibn f£(y.,z) = 0 de X alrededor de x, se

tiene que, alrededor de ﬂ_l(ﬁ} , X' es unién de piezas

donde ¢ada }{:"1 estd definida por

5 Y ¥
f(x.g).-’y; ¢ )%(}"0— TRV FEEEEY n.zl....,zm]
i ¥y

b) El control .- El control del estad . de una singularidad
ge ejerce con la funcifn de Hilbert-Samuel.
Sea X un espacio analitico compledjo, % ¢ X. Se conside-

ra la funcién

Hx'x : ZO - Z+

definida por

d .
— o3a d * 1 = . i :I.+l
Hx,x(d] =dim [ex'x/?‘n X% ] 1£odlmcmx'x x.x]

donde OX x es la fibra del haz estructural de X en x y

m}(,x es el ideal maximal de Ox,x'

Asl pues, para cada punto x ¢ X se tiene una funcidn Hx «'
r
que se llama funcifn de Hilbert-Samuel de X en x. El conjunto

de todas ellas se puede ordenar

Hx,xs Hx,x' ® I-Hc,x (d) SHX,x'(d]' v dezoo

A partir de la funcién de Hilbert-Samuel podemos cona-
truir lo gue llamaremos una estratificacién analitica comple-

Ja da X en la siguients manera: Por definicifn, un estrato de



gamiel de X es el conjunto de todos los puntes de X que po-
seen una misma fungién de Hilbert-Semuel. Si {xi}ieI es el
conjunto de todos los estratos de gamuel de X, se verifican
las siguientes propiedades: ’

1} Cada xi es un ocubespacio analitico liso y reducido
de X.

2) X es unisn disjunta de todos los xi y la familia

{%.} es localmente finita.
i‘iel _ _

3 Viel, X, y X - X; son subespacios analiticos cerra
dos de X.

En el caso particular de gque X pea compacto el nimero de

estratos de Samuel de X v el niimero de funciones de Hilbert-
samuel diferentes es finito, Para explicar el procedimiento
de desingularizacién, nos restringiremos al caso en gue X as
compacto, pues en el caso general no se aportan nuevas ideas
importantes, einc s6lo ciertos detalles té&cnicos.

Dasde el punto de vista de la desingularizacidn de X
aparece ahora claro gue las transformaciones monoidales de X
gue van a interesar son aquellas gque no hagan crecer los da-
tos de control. Esto ee consigue efectuando transformaciones
monoidales con centros permitideos, en el sentido que se va a
hacer precisoc ahora mismo.

Sean ¥ — X « % espacios analiticos complejes, donde Y,Z

gon lisos,Y es cerrado en X y X cerrado en 2. A partir de la

Oy—élgebra gry(zj se construye el fibrade normal Nz v de Z
a lo large de ¥. El nficleo &al homomorfismo natural de Cz-a;

gebra 2. grY[z) - grY{x) define un asubespacic analitico ce

rrade 4 al que se llama cono normal a X a lo largo de

=] NZ;Y'
Y. Se dird que X es normalmente plano a lo largo de Y (o Que

¥ es permitido en X) si as plano scobre Y.

CX,Y

Esta nocién puede mer descrita localmente en la siguien
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te manera. Sea X g ¥, J el ideal de @Z
dor de =, Px el gque define Y alrededor de x, M_ el ideal ma-
ximal de Oz < Naturalmen.te OX’*= Lo}

r

« que define X alrede-

T . . .
Z,x/ «+ Consideremcs el ideal

Px - ex,x imagen directa de Px por el homomorfismo natu—
ral. Entonces, las condiciones siguientes con equivalentes
(ﬁara todo pun{:o XxegY):

(1} X es normalmente plano a lo largo de Y.

(2) agr (6x'x) es libre sobre Gx,x/ P

Px

{33 .J'x posee una base {fl....,fr) que verifica las con-—

diciones sigquientes: _
{3-a) Las formasinicidle respecto de M . de fl,...,fr for

man unz base minimal del ideal inicial de Jx en gr (& )

M, B x

{i.e. del_ideaique definég 8lrededor & x el cono tangente a X en x).

(3-b} va{fi) = vpx (fi). Vi fl,..-. E

Hay una estrecha relacifn entre platitud normal ¥y fun-
¢idn de Hilbert- Samuel, gque se manifiesta en el siquiente re-
sultado: _
Proposicifn 1.- Bn la situacidn anterior, X es normalmente pla
no a lo largo de Y 'si y s6lo si todas las componentes conexad
de Y estdn contenidas en estratos de Samuel de X.

El repultado crucial agqui es el situiente:

Tecorema 1 (B.M, Bennett).- Supongamos que X, es sumamente pla

no a lo largo de Y. Sea m : Z' -» Z la transformacién monoidal

de Z con centro Y, -X' el transformado estricto de X por y.
P : X' = X la aplicacién inducida. Para todo punto x ¢ ¥ y to-
do x' ¢ X' tal gque pi{x'} = x, se verifica gue
H
»Lx! X, X

Esto mds da lo que pretendfamos: centros de explosién gue



no empeoran las funciones de Hilbert-Samuel. _95

c) El Eroceso:— No”ibdemos meternos en muchas profundidades

al analizar el proceso de desingularizacidén de un eapacio ana
litico complejo, pues es materia de muchas piginas de tecore-
mas (e.f. [1],[2].,[3]), perc tratasremos de dar una idea global,
aungque imperfecta.

Supengamos que X es compacto; hay entonces un ntmero fini
to de estratos de Samuel y un nmero finito de funciones de Hil
bart-Samuel., Designemeos por {Hi},O < isx m,a la totalidad de
ellas y por Si a2l estrato correspondiente a Hi.

Las funcicnes de Hilbert-Samuel son semicontinuas superior
mente con respecto a x ¢ X, es decir, sé verifica la

Broposicién 2.~ Si §i n Sj # g entonces Hi(d) = Hj[d].
Vdezo.

Supongamos gque I-l0 es la mayor funcidn de Hilbert-Samuel,
para el orden lexiceogrdfico, de entre todas las Hi' Por la pro
posicidn 2, Sc es cerrado en X. (La notacién H < H' introducida
antes serd conservada).Para el orden lexicogrdfico usaremos pa-
labras del lenguaje ordinario.

Para lograr la desingularizacidn de X, al menos en el ca-
sc particular en gue sea reducido, nos bastard probar el siguien
te

Teorema I.- Existe una zpucesifn finita de explosiones

w(i}: X(i] - X(i_l) con Centros E(i_l), D<o ixp
0<i=p
tal que verifica:
a) X{DI = X, S(O)= So ¥ E(e)‘es un subééé%cio complejo
cerrade vy liso de S(O).
b} S5i S(i) as el estratac de Samual de X{i)céirespondien~
te a la misma Ho' entonces E(i] es un subespacio complejo, liso

¥ cerradoc de S(l}, O« i< p.
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(p}

c} S es vacio.

A este enunciado le da sentido y una cierta justifica-
cifin el siguiente resultado que no es més que una refundicién

de la preposicién 1 y el tecrema 1.
Proposicién 3.- Para cualguier explosién n(l)comc las del teg

rema ge verilfica gque

; d H ¢3- (4), dgZ .,
B ) @ § 8o oy @V dez,

para todo x(l)g xtl) ¥ x(1—1)= n(l){x(l]).
Hay gue hacer notar que, seqgin esta proposicién, toda

(p)

funcién de Hilbert-Samuel de X es estrictamente menor, en

orden lexicografico, que Ho y que ésta es la"peor" funcidn
de todos los espacics x(l), 0« i< p.
Vamos a ver cSmo el teorema I es la clave de la desingu-

larizacién de X. Supongamos gque dicho teorema se verifica;
siempre se puede hallar una sucesién {n(l)} de explosiones que
verifiquen las ¢ondiciones dadas en &1. Sea £

pesicidn de todets las "[1)' donde xl= X(p]

I X, = X la com
en la notacidén del
teorema I, Aplicamos lo mismo a xl y asi sucesivamente se ob-

tiene una sucesidn

(£.: X, » X. .}
L Ty

donde X0 = X. El punto estid entonces en prohar el

Teorema 2.- Existe un entero r »0 tal que xr = .

Una vez probado el tecrema 2, ya tenamos la desingulariza
ci6n de X, al menos, repitc, en el casoc en que X sea reducido.
En efecto, omitimos agquellas explosiones contenidas en
{fj}ls jer cuyes centros contengan puntos lisos. La composi-
cidén de las restantes explosiones es una deaingularizacifn de
X, lo que tiene sentido pues el centro de zada explosién omi
tida estd sucesivamente fuera del lugar sinqular y no tiene

nada que ver con las siguientes explosiones que no se omiten,



Veamos de dar demostracidn al tecrema 2. Para ello admi 7

tamos que se tiene

Froposicidn h.— {Téorema da finitud de Hilbert).- Sea

A A .
{gl i” Yl—l}ic Z 4

una sucesién infinita de explosiones tal gue el centro Fi 1

de g; s un subespacio complejo de Yi— lize y cerrado, con=

Iz
tenido en un finico estrate de Samuel. Para cualquier suce-
, ¥ 1,

sién de puntos { Y € Yi} tal gque gi(yi) =y

iz 0 i-1

existe un Indice io tal gue
i

+17 Yi,1 HYi'yi

para toedo i = io -

Este teorema, dicho en otras palabras, significa que una
singularidad no puede mejorarse indefinidamente por una suce-
8ién cualguiera de explosiones con centros permitides.

¢ Por qué la proposicifén 4, que es estrictamente de carde

ter local, implica algo global como es el teorema 27. La ra-
z&n es facil de ver.

Supongamos que el teorema 2 no es cierto y sea

X = lim X,
- Bl

{s6lo en el sentido de espacios topolfgicos y aplicaciones
continuas) . Desde luego sabemos que X es compacto. Separemos
tedas las fj como producto de explosiones {gi} como en la pro

pasicidén 4. Cada punto R ¢ X corresponde a una sucesidn (yi}

como la de la proposicidn 4. Sea {xje xj} la sub-sucesidn co-
rreapondiente. POr dicha proposicifin, existe job-O tal que
H =H Vizi

8. . X, x.: X, O
Ja4l T+l J J
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Esto implica gue las imfigenes en X, de los peores estratos

. . o]
de xj. 123, estén todas fuera del estrato de xj {pues si no,
por el teorema I, la funcidn de Samuel podria ser gejorada).

Vamos a ver ahcra que existe un entorno abierto U de xj
o

en Xj cuya imagen reciproca en cualguier Xj’ i= jo' no cor
o ;
ta al peor estrato de Xj.CDnsideremos la sucesién {fj}j > 3
- ‘o
descompuesta en las explosiones gue la constituyen. Puesto

que el pecr estrato de Xj no pasa ciertamente por x. , se
o o

1

puede encontrar un entorno abierte U, de xj que no corta
o
a dicho estrato (recordemos que los estratos "peores" son

cerrados). Asf{ en la primera explosibén este U, se trasplan-

1
ta de manera isomorfa al espacio inmediato; llamaremos tam-—
bié&n Ul a este nueveo abierto si el peor estrato de este nue
vo espaclc no corta a Ul' se procede de la misma forma y asi
sucesivamente.

El punto estd en gue, en un paso determinado, el peor
estrato de Samuel puede cortar a Uj. Pero esto ocurre si y
s6lo si la funcién de Hilkert-Samuel correspondiente coinci
de con una de las que ya habia abajo, es decir en xj . pues los

. . o
levantamientc de U1 son isomorfos., En este caso, se puede

encontrar un nuevo U2 c Ul’ que sea un entorno abierto de

la imagen inversa de x. ¥ tal gue no corta al peor estrato.
a
2hora bien, puesto gque el nimerc de funciones de Hilbert-

Samuel en Xj es finito, estamos obligados a hacer esta 're
. o . . .
dueniffn de entorne”, un nimero finito de veces Gnicamente. Si

se designa por U a la imagen en Xj del mds peqguefio de ellos,
o
nuestro aserto estd probado.

Finalmente, si 7 es 1la imagen inversa de un tal U en X,

la coleccién de todas esas U recubre X. Por la compacidadde X,

-exigﬁe un subrecubrimiento finito. De aguil se sigue que,

para todo i lo suficien-



temente grande xj no tiene un "peor estrato”., Al debe exia 29

tir un r tal que xr ep vacio, lo gue supone una contradiccidn.

asi, siémpre fajo la hipdtesis de gue el teorema I se
verifica, para probar el teoreﬁa 2?2 nos falta por demostrar
la proposici6n 4. A esta proposicifn le hemos dado el scbre
nombre de “"Teorema de finitud de Hilbert" porque su demos-
tracién es una nueva aplicacién del archiconccido teorema de
la base de Hilbert.

Como la propoaicifn 4 es de caricter local, se puede to

mar una cadena de espaciocs ambiente (lisos, claro), Zi:’Yi
de tal manera gque cada unoc sea la explosién del anterior,
con el centro prefijado. Sea n la dimensién de Z0 en Yo Yy s5ea

Ri = gry (2

En esta situacién, es posible elegir un igomorfismo {(no ca-

n&nico) de R, sobre un anillo de polinemios fijo €[Z,. ...,Zn]
de tzal manera que, 3i Ii m designa la parte homogénea de grado

m. del ideal del cono < en €[2] . entonces
- Y0¥y

I, = T, ra todo i suficientemente grande. Sea I _=1I,
ivl,m i,m pa sufic or m i, m

para i»» 9. Se tiene asi un ideal I de C[E] tal que Im es
gu parte homogénea de grado m, para todo ma= 0. Por el tedre-
ma de la base de Hilbert, I estd finitamente generado; diga-

mos
I = {Im im < mo} c{z] -

i = . i i do m= . bai, en
Sea 103-0 tal dque Im Ii.m ¥ 1= i, v to m, s

virtud da la proposicién 3 se tiene que

¥ Y.,yi {no canfnicamente),

Y. .
ial""isl i



lo gque implica gque la funci6én de Hilbert-Samuel se estabi-
liza, como se queria probar
Bien, entonces, estamos en la situacién de que, para

desingularizar necesitamos probar el teorema I. Aqui es don
de empieza realmente el trabajo. Lo finico que hemos hecho
hasta ahora es reducir el teorema general de desingulariza
ci6n enunciado al principio, a una forma m&s manejable: el
teorema I. Y no s6lo mis manejable, sinc mis débil pues con

cierne al estrato SO nicamente; he aqui el valer de la ra-

duecidn.,

Para probar este teorema, nos guiamos por el principio
de "recurrencia sobre las dimensiones”. E1 punto estd en gue
la demostracién del teorema I se logra apoyandose en los teg
remas de desingularizacién de espacios de dimensién mis pe-
quefla que la de X. Asi, empezando por el caso de curvas, oy
ya desingularizacién se conoce bien, se puede montar una re-
currencia ascendente de .desingqularizacifin.

Para poner de manifiesto este proceso de recurrencia, he
mos de apoyarnos en la teorfia del contacto maximal. En ella
se define algo gque se llamard exponente idealistico de con-
tacto, que no es sino una generalizacién de la nociédn de érg
mer exponente caracterfistico de Puiseux en el caso de cur-
vas,

La idea primaria estd en el hechc de gque, s3i en la cur
va yz—qg= 0, que tiene come primero ¥ Gnico exponente de
Puiseux , {de y respectoc de x), 3/2, dejo a la y de grado
l y otorgo a la x grados racionales, decrecientes a partir
de 1, el conc tangente 2 ella {i.e. la forma inicial) si-
gue siendo la misma gue al principic hasta que, justamente
en el punto en que el grado de x es 2/3, este cono tan-
gente ya varfa, pues la forma inicial serfia yz-xa. Asi se
puede atrapar el primer exponente caracterfstico de Pulseux

. . : 2
de la curva anterior como el inverseo de aquel nﬁmero,i- '



que es el primer grado gue, otorgado a x, hace variar la for- 101
ma inicial.
Resumamoa brevemente la teorfa del contacto maximal. To
da ella es de naturaleza local, asi es que se operard sin
més preimbuleos, alrededor de un punto.
Sea Z un espacio analitico liso, W un subeapacio de Z,

. . . W) = - s W4 . W
liso y cerrado, XgW. Sea (Z,¥) (z, 2ot 1 g up

sistema de coordenadas locales de Z alrededor de X tal gue
(Z} es una base del ideal P de W y tal que {w)induce un sis-
tema de coordenadas locales de W alrededor de x. Pongamoa,

para cada nfimero real 4§21,

2,W, x5 b g Zg. Be Zg ' lai +_1_I_B= =2y
&

(v +} - BB
P W,%,8 “> - ~ tz W) Gz,x
BeZg. BeZ . |B| + [B] -
5
Ty, w502 = @ (F';vv)-i x "’Fz(vw+3< s - @ Iy x5 (2
. r UEO . ’ '6 L r ’ UEO - L .

Se comprueba con facilidad que

[ %, 5.6 (Z) ~ € (2.8] ., 2L,~w+F

perc el homomorfismo no lo es de estructuras graduadas.
Sea ahora X un subespacio analftico cerrado de T tal due

x g X, I xel ideal de X en 62

. Daesignaremos r
Z.X, i g Po

in“;'f’ (2.X) al ideal de gr (z) engendrado por las formas

W, X,
iniciales de los elementos de I, . - via el isomorfismo {L},

e



102, W, 8 "
-~ ideal inx {(z,X) define un subronjuntc algebraico de C

al que se llama cono tangente pesado a X en x, en la direccién
de W y con peso §. A este conjunto algebraice se le represen-
W.5
ta por CX,x‘
Se pueden interpretar, ¢ visualizar, geométricamente, los

conceptos anteriores de manera f4cil. Como GL x= € (z.W}, ca-
L]

. A B N 2
da monomic z W 1o pedemos dibujar en el plano R™ como el pun
to de coordenadas {JB;,|A|). As! se tiene:

a) Dibujande la recta que pasa por (0,y) y tiene pendien-
1 {v)
Yo T o Foux.s

ponden a puntos en esa recta © a la derecha de ella. Bsimismo,

estd engendrado por los monomics gque corres

fv s}
2,W, 1,5
tos'a la derecha de ella,

F esti engendrado por los monomios correspondientes a pun

b) grx,x.a {2) estd engendradc en C {%,% ) por los monomios

correspondientes & los puntos gue estdn en esa recta.

¢) Dada una funecidn £ ¢ 32 %+ Su forma inicial en

T x 6(z). in:’a(f), se obtiene representando los monomios

de f con coeficiente distinto de cero y tomando los términos de

g

f correspondientes a los puntos contenidos en la recta de -pen—
diente -1/4, mds proxima al origen, ﬁue contenga algln punto
correspondiente a f.

d} Supongamos que H es una hipersuperficie de ecuacidn
f = 0. tal que la retr;ccién canSnica r:Z - W sea transversal
a ella (i.é. si y = Ux(f}, la forma inicial ordinaria de £
contiene un monomio Ea con coeficiente distinte de cero y
|A]= y}. Entonces el cono tangente ordinarioc a H en x y el
cong tangente pesado coincidirln para todos los valores de §
menores que uno dado, el correspondiente a la pendiente de
la primera recta que, pasando por (0,,) contiene algin punto
correspondiente a un monomio de £ con coeficiente no nulo. A
este nimerc le llamaremos exponente de contacto de W con B \'s

se generaliza a un subespacio analitico cualguiera X de Z, como
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Definicién.- Si X es como antes y r: Z » W es transversal a
X en x se llamari exponente de contacto de W con X en %, y 3e
designard por 5x{X,W). al miximo ntmerc real, o infinite, tal

que ¥V s e R . 1l =5 =< 5x(x.w), es

Es inmediato ver que ax(x.w) >leT, © Tx x {aqul Ty x £&°

presenta al espacio tangente estricto a W en X).

pefinicién.- ELl nfimero real, o infinito,

52(X) = s5up ax(x,w)

W curva lisa

se le llamarsd primer exponente caracterfistico de X en x.

El nimerc anterior representa una cierta medida del con-
tacto entre W y X en x. Pero esta medida es imperfecta, pues
no puede describir bien la situacién, toda vez que, aegln la
direccifn gque elijamos en W, &ste puede tener mayor o menor
contacto con X en x. Para obviar este inconveniente se intro
ducen los exponentes idealisticos de un contacto.

Congideremos los pares (J,b) donde J es un ideal coheren
te sobre W y b es un entero positivo. En el conjunto de todos

esos pares se define una relacidn por:

(J,B} ~ (J'.b'} & Jb eg integramente eguivalente
a J'b. Esta relacisn es de eguivalencia y a cada clase respec
to de ella la llamaremos un exponente idealistico sobre W. &
1a clase de (J,b} la representaremos por {(J,b}).
Una aplicaci6n de prueba de W enx es una aplicacibn holo-
morfa h: D - W, donde D es el disco unidad, tal que h{D} = x.
En otras palabras, una aplicacifn de prueba es una curva sobre

W. Las aplicaciones de prueba establecen propiedades direccionz
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4

les de los exponentes idealisticos. Sobre todas ellas ests el
test de la equivalencia entera, contenido en el siguiente
Lema.— {(J,b}) ~ {(J',b*'} 8i y s6lo si, para tcda aplicacién de

prueba h: D » W de W en x, es

vo 30p) vo (7'0p)
b b’

La utilidad de los exponentes idealisticos en la teeoria
del contacto queda de manifiesto en el siguiente resultado:
Lema.- Supongemos gque la retraccifn candnica r: Z 4 W eg trans
versal a X en x. Existe un entornoc abierto Wo de x en W ¥ un
tinico exponente idealfistico ((J.b}) en W, tal que, para toda

aplicacién de prueba h: D ., W de W en x, se verifica gque

oyl 38
blﬁ‘l{wh'x})) = o D -

= . Xh=xwx13. Wh=waJD.

¥ = {x,0).

Definicién.- #l1 exponente idealistico del lema anterior se le lla
mard§ exponente idealistico de contacto de W con X en x.

Ahora podemou, por fin, definir lo que se entiende por con
tacte maximal. .

Definrién de contacto maximal.- Si dim Tx xS 1 y s8i W a8

una curva lisa, diremos que W tiene contacto maximal con X en
¥ si y sélo si

éx(X,W] = 6x(X] -

En el caso general, se dird que W tiene contacto maximal con

un X en x si y sb6lo si
4) r es perpendicular a X en x (i.&2. r es tranaversal a X en

Xy T = (1.

Xn rnl(x), X

b) Para toda aplicacifn de prueba h: D = W de W en X, wh

tiene contacto maximsl con X, en xh_
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hipersuperficie, eg fécil encontrar una hipersuperficie W que
tenga contacto maximal con X en x. La existencia de contacto
maximal en el caso general es un problema mucho mds complicado
que no podemos abordar agqui. Supongamos, pues, que X es una
hipersuperficie; se puede siempre encontrar para ella una ecua

cién local en la forma de Welerstrass

zv+tp\£ () z\""{* Y (wy =0 (aqu_iﬂc: = 1i}.
Con el cambigﬂge varlable z-'= z-pQ (WA, la ecuac16n anterior
se convierte en o - — L o
- 2'% g (W) 2V oy v, ‘{w} = 0.
En este caso, si W es la thersuperflcxe z'' = 0, se verifica
gue W tiene contacto maximal con X en X = {Q).

Perc el resultado clave de la teorfa del contacto maxi-
mal estd afin por ver, y es de lo gue nos vamos 2 OoQupar a con
tinuvacibn.,

Llamamos explosién local de 2 en x a la explosién de un
entornoabierto U de x en 2 con centra un subespacio E de 2, 1i
so y cerrado, gque contenga a X seguida de la inclugién en 2 de
dicho entorno. Una explosién local de Z en x induce explosiones
locales de todos los subespacios de 2 que contienen al centro
de explosibén. M4s afin, dada una retraccidn local r: Z -+ W, don

de W es un subespacio liso y cerrado, conteniende al centro de
explosién, ésta induce una retraccién local rt entre los corres-—

pondientes explotados. Pinalmente, si K=({J,b}) es un exponente
ideallstico sobre W vy si I es el ideal de W correspondiente al

. . S b
centro E de la explosién, entonces J es claramente divisible por I

y se puede formar, sobre el rransformadoe estricto local W' de

W un ideal

Al exponente idealistiroK' = {(J',b}) se le llama transformado
de K por la explosién local de centro E.

Vamos a enunciar zhora los teoremas de estabilidad del
contacto maximal.

Situacidn.- Sea Z un espacio analitico complejo liso, X y W
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subespaciocs cerrados de 2 con W liso, v sea x ¢ X n W. Sea

K un exponente idealistico sobre W, ¢ una explosién local
de 2 en x con centro E< SinglK). Sea r : 2 -+ W una retracgidn
local vy r' : 2' s W' su transformadsa por p. Entonces, si r
es transversal a X en x, se verifica:

Teorema de estabilidad I.-

{1i) Sing(K) coincide con W n § en un entorno de x, siendo
S el estrato de Samuel de X gue contiene a X,

{ii} Si ¥' es el transformado de K por p, S' el de 8, X'
el de X y W' el de W, es

singlK') nn T} =W 0 8 am tix.

{iii} r' es transversal a X' en x' y K' 238 el exponente de
contacto de W' con X' en cualguier punto de
(K'} pop 0.
Teorema de la egtabilidad II.- Si, ademds, W tiene contacto

maximal con X en x, entonces

{iv) sing(K} = S en un entornc de x,
-1 -1
(¥) singX'lnn “{x) = 8'p g (x}.
{vi) W' tiene contacto maximal, respecto de r', en todos les

puntos de S‘f]ﬂvl(x).

Vamos a explotar estos resultados desde el punto de vis
ta de nuestra resolucidn de singularidades. Aungue ya guede
bastante atrés, no debemos olvidar gue nuestro objetivo es pro
bar el teorema I por recurrencia sobre las dimensiones.

volvemos a la situwacién de ese tecrema. Sea X un espacio

analitico complejo, compacto, las funciones de

Hilociam

Bilbert-Samuel gcbre X, los estratos de Samuel

Silocicm

correspondientes, Suponemos gue H0 es, lexicograficamente,
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la mayor de entre las Hi'

De la teoria del contacto maximal se deduce gque, dado un

punto x g 5o c X, se pueden encontrar los datos suficientes:

U : un entorno abierto de x en X.
XU < wZ:una inmersién cerrada en un espacio comple
(ay jo liso.
WeC . % :un subespacio complejo, liso y cerrado, gue
pasa por X.
%?: {{J,b))un exponente idealistico sobre W.

gozando de las siguientes propiedades
(d-1) § . NnUcWys nU= sing(£).

{d-2) W tiene contacto maximal con X, teniendo a %? como su

exponente idealistico de contacto, en todo punto de Son u.

- i = di (< dim 3.
(d-3) dim W dim TX " - )

r
dhora bien, los teoremas de estabilidad del contacto maxi-
mal nos dicen gue los dos enunciados siguientes son equivalen-
tes:

Teorema Iy _ Existe una gucesidn finite de explosiones

con centros E(l_l}. O£ icp tal gue

1) x[0)= x| u, S(O] = SOIII ¥ E{U) es un subespacio complejo,

o)

(i} i -
n ‘ x(l) - x(i 1}

lisoc y cerrado, de S

. D)
2y sis es el estrato de Samuel de x(i) correspondiente a
la misma Ho' entonces E(l) es un subespacio complejo, liso
y cerrado, de S(l). O0=<icop.

1) s(p): o -

NStese que &sto es exactamente una versidn local del teorema I.

{De ahf el ntmero IIJ)'
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Tecrema II.- Existe una sucesidn finitz de explosiones

q(l}: W(l) - th_l) con centros D[l_l). 0 < i< p tal que

" (0
1} W(O) =W, ?( }= ‘gy D(O} es un subespacic complejo, liso y
cerrado, de Sing(¥).
2) 81 2(1) es el transformado de ﬁ;{l_l) por q{l}. entonces
D(l) es un subespacio_complejo, lisc y cerrado de Sing(%ﬁl)).

3) 8ing (g(p}) = ¢.

Para ver la equivalencia entre (IU) ¥ (II} basta hacer
E(l—l) - D(1-l)

S5i E(O) = D(O), se tiene el siquiente diagrama commutativo.

. Para mayor claridad, analicemos el primer paso.

X(l) c Z(l) 5 wtl}
TT(l) p(l) . J q(1)
x(0)=x |U ¢ Z > W
donde p[l) es la explosidn de centro E(O) = D(O). Laé condicio~

nes 1 delid y 1II son equivalentes por (d-1). Entonces, por el
teorema de la estabilidad del contacto maximal, S(l) = Sinq(f(l}]
y asl las condiciones 2) de (Iu) y (II} son equivalentes, para

i = 1, De nuevo por la estabilidad del contacto maximal, se pue
de repetir el misme razonamiento para i = 2,3, ete, teniendo la

eguivalencia entre fIU} y {II).

Nuestra intencidén ahora es probar el tecorema II, lo cual pro
baria automdticamente el teorema IU Y a partir de &l, se pretende
tener probado el tecrema I. Pero, con estas intenciones nos encon
tramos con dos tipos de dificultades:

1) ¢ cémo podemos salvar la diferencia existente entre el enun

ciado IU' que es local, ¥y el enunciado II, que es global?
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2) é Es el enunciado {II} un especie de desingularizagion?. O
mejor aﬁn,é es realmente una desingularizacidn en dimensidén menor

que la de X7

Que (II) es una especie de desingularizaci6én no cabe duda: es la

desingularizacifén de un exponente idealistico.

De la cuestién 1} no vamos a hablar. Para resolverla spe ided
la teoria del "gardening” de las singularidedes, gque es demasia
do complicada para exponer aqui, siquiera sean los enunciados. oui
z4s &ste pueda ser el objeto de una préxima conferencia. De momen-

to, nos vemos obligados a dejarlo estar.

para responder a la pregunta 2} hay cierto soporte psicolégi-
co: la consideracién de un caso particular. Supongamos que encontra

mes los datos (d) de tal forma gue U o 5 (o sea, que la cuestidn

1) no existe) v ¥ ={({J,b)). donde J esolocalmente principal ¥
b = max {v (NlyewW). Sea X' el subespacio complejo de W definido
per J. En este caso, no es dificil de ver gue sing{f} es el “"pegor"
estrato de Samuel de X' y (II) no es gsino (I) para X' {en lugar de
X). ¥ como dim X'« dim We dim X, tenemos nuestra recurrencia monta

da.

pero, realmente, este hecho no nos sirve de nada, sino para
lo que dijimos antes: como apoyo psicolégico. La realidad es mu-
cho mas complicada y, para exponerla en su totalidad, deberiamos
caer en profundos tecnicismos. Lo gue quiero decir es que ya, enh

este punto, el proceso se aleja de la intuicién.

El caso en que J no sea localmente principal peroc
b = max {“y t3) |y e W} ya presenta mayores dificultades porque (II}
no es equivalente a (1) para X', La diferencia estriba en la dispa
ridad de la nocién de transformado fuerte y tranaformado debil de

un ideal por una explosién.
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He llegado, en estos momentos, hasta donde se puede explicar
de la resolucifn de singularidades de un espacio analitico comple
jo sin recurrir a mediocs técnicos sefisticades. El germen de ideas
estd ya expuesto, y este era mi propbsito desde un principio. La

elaboracién completa de estas ideas estd en [1],[2} vy [3].

Voy a terminar exponiendeo una nueva dificultad gue hasta aho-
ra no hablia aparecido. Hasta el momento presente nuestra actitud
ha sido siempre actuar sobre el peor estrato de Samuel. Perc esto
n¢ siempre produce buenos resultados, como en el caso

b < max{\,y(J) ly e W}. veamos un ejemplo simple.

2
Sea W =@ = ;
con coordenadas {21,22} - Sea J (2122] ew

y £ =((3.11). pst

max(v, (J) lyew=2
Sing{J,2) = {(0,0)}.

Aal, el peor estrato de Samuel de este exponente idealistico es
el origen. Sea g:W' _,W la transformacién cuadrética de W con cen=-
tro el crigen,W!

1
con coordenadas respoctivas {z‘l

yWé las dos piezas abiertas gue recubren W',

roZatelz %))

donde
2317% 2y 5 =%2,/%)
Zy1 %2172 257 %

El transformado € de ¥ viene dado por €' =((J',1}) dende

(zl 1% 2)6 we 0 wj'_

(221222}01\1' en W, .
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2s3i, la singularidad de ano ha mejorado explotandc el peor es-
trato de Samuel, pues Sing{€'} es esencialmente igual 2 sing(&).
Este caso se resuelve tomando la explosién no ya delorigen, ginc

de un eje coordenado entero.

asi, la filosoffa de “"primero el peor estrato de Samuel”,de
be ser cambiada en casos por "primerc el mayor". Estc da una nue

va idea de dificultades que ain tenemos ante nosotros.
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