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Universitat Autónoma de Barcelona

Aquest treball és el resultat d'un estudi en dues direccions
princiMs-- . la primera, la descripci6 qualitativa del flux geo-
désic en superficies de revoluci6, i la segona el descobrir si al
gunes de les propietats d'aquest (concretament, 1'estabilitat de
certes trajectbries) es conserven en els fluxs geodésica de super-
ficies no pas de revoluci6 pero prou properes a elles, o, en gene-
ral, en fluxs hamiltonians próxima al flux geodésic d'una superfi-
cie de revoluci6 .

El primer d'aquests objectius pot resumir-se en el següent :
Seguint 1'article de Smale [16], 1'estudi qualitatiu de sistemes
hamiltonians amb simetria es pot dividir en dues parta diferencia
des : En primer lloc, 1'estudi de les superficies,invariants pel
flux a 1'espai de fases, desde el punt de vista de la seva topolo-
gia, i en segon lloc 1'estudi del flux restringit a cadascuna d'elles.
En el nostre cas, 1'existéncia de prou integrals primeres ens per-
met d'assegurar, com a conseqütncia del Teorema de Liouville-Ar-
nold, que les superficies invariants son tors de dimensi6 2, ex-
cepte en casos degenerats, i que el flux en ella está determinat
per el seu número de rotaci6.

L'estudi d'aquestes superficies invariants el fem al Capitol
II, on es descriu el que en diem el seu Retrat .

(;F) Tesi - de Llicenciatura presentada a la Secci6 de Matemétiques
de la~Facultat de Ciéncies de la U .A .B., Jüny 1978 .'



Igualment s'estudia 1'estabilitat estructural del retrat

de fases segons la definició que es d6na en el mateix text .

Quant al número de rotaci6 en els tors invariants, el

seu cslcul, que es fa per una quadratura, es d6na en els pri-
mers apartats del Capitol III .

Aquest cálcul seria suficient per a donar la idea quali-

tativa del flux en els tors invariants, peró per a poder estu-
diar els fluxs próxims al flux geodésic duna superficie de re

voluci6 -el segon dels nostres objectius-, i, en particular,
per a poder aplicar el Teorema del Twist en el Capitol IV, ens
cal un coneixement mes precis de la variaci6 del número de ro-
taci6 entre dos tors invariants propers .

Aix6 es fa a través de la funci6 número de rotaci6, que

es defineix i estudia al Capitol III . Un cop fet aquest estudi
dediquem els darrers apartats del capitol a alguns problemes

fácils d'estudiar en aquest context, peró una mica fbra de l'ob-
jectiu inicial del treball, com s6n els problemes relacionats

amb geodésiques tancades, .i, en concret, l''existéncia de super-
ficies de revoluci6 en que el número de rotaci6 en els tors in-

variants pel seu flux geodésic sigui constánt.

El Capitol IV es dedica al segon dels nostres objectius

inicials, i en ell es demostra 1'existéncia i estabilitat d'e-
quadors exteriors en els fluxs hamiltonians próxims al flux geo-,
désic d'una superficie de revoluci6 .

Finalment, voldria fer constar el meu agraiment .a tots els
que m'han ajudat d'una o altra manera a la realitzaci6 d'aquest



treball . Especialment al Dr . Carles Perell6, que m'ha dirigit .
amb tant d'entusiasme, i a en Jordi Valero, que ha tingut in-
tervencions clarificadores, especialment en el Capitol III .

P .S . Després d'haver presentat aquest treball com a tesi de
llicenciatura, em cal agrair als membres del tribunal, i es-
pecialment al Dr . Carles Sim6, la seva minuciosa lectura aixi
com els suggeriments que hi han fet, amb els que he procurat
corregir alguns defectes del treball inicial .

Bellaterra, juny del 1978 .

Bellaterra, setembre del 1978 .



Capitol I

Generalitats sobre el flux geodésic en superfic ies de revoluci6

En aquest capitol donarem les definicions i les primeres

propietats de les superficies de revoluci6 i del seu flux geo-

dbsic, i deduirem algunes propietats de les trajectbries del

flux en relaci6 amb la seva estabilitat orbital .

1 .- Superficies de revoluci6 . Considerem una superficie connexa

M, subvarietat diferenciable de classe Cn deIR3 , obtinguda per

la revoluci6 d'una corba deIR2 al voltant de l'eix X . Sigui

g(s)=(gx(s),gy(s)) aquesta corba, que suposarem parametritzada

per la longitud de 1'arc i diferenciable amb continuitat al

menys n vegades .

Aleshores, M=M(g) ve donada paramétricament per

(x,y,z) = (gx(S), gy(s) .cos u, gy(s) .sin u),

on u varia entre 0 i 211 �

Notem que de cara a que M sigui varietat diferenciable po-

dem suposar sempre, entre altres coses, que g
Y

(s) ?: 0 .

Per aquest métode podem obtenir superficies de diversos

tipus topolbgics : a) Tipus S 1 xIR-(cilindre) ; b) Tipus S 2 (esfera) ;

c) Tipus T2 (tor) ; TipusIR2 (com el paraboloide de revoluci6) .

------~ 9 (S)
t



Notem que en un entorn d'un punt qualsevol de M que no
estigui sobre 1'eix X (i aixa només passa en els punta co-
rresponents a g

Y
(s) =0), u i s ens donen coordenades locals .

En elles la métrica de M, obtinguda per restricci6 de la de
3

IR , s'escriu :

T = g2 (s) du2 + ds2 .

2 .- Flux geodésic . El flux geodésic de la varietat de Riemann
(M,T) és el flux hamiltonié definit a T(M) (fibrat tangent)
corresponent al moviment d'una partícula a M que no estigui
sotmesa a cap forga, excepte la que la fa romandre a M. Com
es sabut, la trajectbria d'una partícula en aquestes condi-
cions consisteix en rec6rrer les geodésiques de M amb veloci-
tat constant (en mbdul) .

El problema dinámic ve donat dones per la funci6 lagran-
2 2

	

2giana L = 1/2 gy (s) ü

	

+ 1/2 s . En terminologia hamiltoniana
tenim les variables canbni ues Pu= 2q

	

u= gy(s) ú, Ps= s que prenem

com a noves coordenades de T(M) en substituci6 de iü i s . La
funci6 de Hamilton s'escriu :

H = 1/2

	

P2/g2 (s)

	

+

	

1/2

	

Ps

	

.

Les equacions del moviment s6n dones :

ú = P /g2 (s)u y

s = P

$ = 0u

s

$s =Pu gY (s) / gY (s) .



Com. es veu a les equacions anteriors, Pu és una integral

primera del moviment (moment angular) . Aquest fet és conegut

com Teorema de Clairaut, doncs va ser demostrat per A .C .

Clairaut el 1735 amb 1'enunciat equivalent de Pu = gy (s) .cos a,

on a és 1'angle format pel vector tangent a la geodésica en

un punt amb el paral.lel de M que passa pel punt .

L'altra integral primera del moviment és H. Notem que H

mesura el mbdul del vector tangent, i que la subvarietat inva-

riant H = 1/2 de T(M) és T1 (M), el fibrat tangent unitari . Uni-

versalment es considera com a definici6 de flux geodésic la

restricci6 a T104) del flux donat per les equacions anteriors .

Nosaltres també ho farem aixi, excepte quan indiquem explici-

tament el contrari . Notem que no es perd informaci6 amb aques-
ta restricci6, doncs com ja hem dit abans les trajectbries que

apareixen en altres nivells d'energia s6n simplement reparame-
tritzacions lineals de les obtingudes amb H = 1/2 .

3 .-Integraci6 local . L'existénciá de les dues integrals prime-

res ens redueix el problema suficientment com per a poder ex-

pressar localment per quadratures les soluciona de les equacions
del moviment .

Efectivament : conéixer localment la geodésica (u(t),s(t))

tal que u(0)=u0 i s(0)=s0 amb velocitats inicials
ll0 is0

es redueix a conéixer localment s(t), doncs ú(t) =Pu/g2(s(t)),
o sigui que

u(t)

	

= u0

	

+ f t

	

k/gy

	

(s(t))

	

dt,

2on k =
Pu=g

(s0M0 . El problema és doncs conéixer s(t) . Pera



de 1'equaci6 de conservaci6 de 1'energia deduim :

podem escriure

1/2 = 1/2 k2/g2 (s)

	

+ 1/2

	

B2, o sigui que

que és una equaci6 diferencial ordinária per a s(t) . Notem
que aquesta equaci6 no satisfá la condici6 de Lipschitz en
un entorn del punt s1 en el que gy(s1) =¡k¡, i caldrá tenir-
ho en compte doncs apareix, perdent-se 1'unicitat, la solu-
ci6 s(t)=s1 (constant) que en general no té per qué satisfer
les equacions del moviment (per que una trajectbria sigui so-
lucid de les equacions del moviment la conservaci6 de 1'ener-
gia i el moment angular son condicions necesséries, perb no
suficients) . Aquesta equaci6 en s(t) amb la condici6 inicial
s(0)=s 0 és fácil de resoldre si s07¿ 0 posant localment t en
funci6 de s :

t (s)

	

= J s

	

+

	

(1 - k2/g(s)
)-1/2

ds

	

,
0

	

y

on el signe de 1'arrel quadrada és el mateix que el de s0 .

Un altre métode d'integraci6 local és resoldre 1'equaci6
de 1'brbita, i no pas la de la trajectbria, posant localment
u en funci6 de s sobre la primera . En els punts en que s 7-' 0

du(s) _ d_u

	

d_s

	

k/g2(s) k
ds

	

dt / dt

	

+ 1 - k /gy (s)

	

9y
(S) gy(s)-k



u (s)

	

= u0	+
J s

	

±k

0 gy (s) gy (s) - k

amb la mateixa regla per al signe .

4 .- Meridians i paral.lels . Les equacions del moviment escri-

tes abans no s6n en general integrables globalment en termes

de funciona conegudes . Per aixó resulta d'interés veure si al
menys les órbites més senzilles, els meridiana i els paral.lels,

son geodésiques de M .

Els meridiana ho s6n sempre : la corba u(t)= u0 , s(t)= t
és el meridiá que passa per u = u0 i compleix les equacions

del moviment . Sobre els meridiana Pu= 0 . (Notem que també com
pliria les equacions fent s(t) = -t) .

En canvi el paral .lel que passa per s = s 0 només és una
geodésica quan 4y(s0)=0 . A aquesta mena de paral.lels, que

passen per punta d'ordenada critica, en direm equadors de M .

En particular, ala que passen per un máxim relatiu de g
Y

en

direm equadors exteriors .

5 .- Estabilitat orbital .

Lema : Sigui (u(t`),s (t)) una geodésica sobre la que Pu=k

	

i H= 1/2 .

Aleshores qualsevol punt de 1'orbita a M está a distáncia més

gran o igual quelki de 1'eix de rotaci6 de M .

Demostraci6 :

	

1/2 g2(s(t))

	

ú2 (t)+ 1/2 § 2 (t)

	

= 1/2,
y

92 (s(t)) ü(t)= k,

k 2/92(s(t))

	

+ s2 (t)

	

= 1

	

,

	

k2/gy(s(t))
~5 1

	

,

	

gy(s(t)) ? k2 .//,



Com a conseqüéncia tenim que una geodésica amb moment
angular k está confinada a la banda gY(s) >ikI .

Definici6 : Sigui E una varietat diferenciable, i Ft un flux
definit a E . bonat p E E direm que la órbita,Ft (p),.és'orbital-
ment estable si donat qualsevol entorn U d'aquesta, existeix
un altre entorn V d'ella tal que si q E V, aleshores Ft (q) EU
per a tots els valors de t pels que estigui definit .

Proposici6 : Si els punts sntala que g (s)= 0 no s'acumulen,
Y

llavors tots els equadors exteriors de M(g) son orbitalment
estables .

Demostraci6 : Si els punts d'ordenada critica no s'acumulen,

máxims relatius

es dedueix 1'estabilitat . //

llavors els equadors exteriors corresponen a
estrictes de g . I del lema anterior

Y

Lema : Sigui M(g) compacta (per tant, tipus S2 6 T2 ) i tal que
els punts d'ordenada critica no s'acumulin . Sigui (u(t), s(t))
una geodésica de M tal que s(t) no sigui constant . Aleshores
la geodésica ha de tallar a un equador exterior .
Demostraci6 : Suposem Pu= k sobre la geodésica . Com. que s(t)
no és constant i els punts d'ordenada critica no s'acumulen,
existeix t0 tal que

	

s (t0 ) 7' 0,

	

4y(s (t0) ) 3~ o i g
Y
(s (t0) )> Ikl .

Considerem la banda de M definida per g
Y
kIkL La component

connexa d'aquesta en que está confinada la geodésica és de la
forma

{ (u, s) 1 u E [o, 2?T) ,

	

s

	

E [ sl, s211

amb gy(s1) = gy
(s2 ) = IkI .

	

Es compleix que

	

s(t0) E (sl ,s2 ) .

Ha d'existir s3 E(sl ,s2 ) que sigui un máxim relatiu per
a g

Y
¡ ,que entre s(t0) i s3 no h~ hagi cap punt en que gY (s)=jkj.



Llavors existeix t3 tal que s(t 3 ) = S3 que ve donat per

t3 =t0 +Js3 (t ) (1-k2/gy(s))-1/2ds,
0

seyons 1'integraci6 local .feta al apartat ná 3 . Aquesta in-

tegral, per les precaucions preses no presenta problemes de

convergénciaj/ .

Proposici6 : Sigui M(g) compacta i tal que els punts d'ordena-

da critica no s'acumulin . Llavors :

i) Els equadors no exteriors no s6n orbitalment estables .

ii) Els meridians mai s6n orbitalment estables .

Demostraci6 : i) Es conseqüéncia del lema anterior .

ii)

	

Considerem el meridiá u =U0 ,

	

i sigui

	

(u(t),s(t))

una geodbsica tal que u(0) =u0 . Si sobre ella Pu= k

	

suposarem

k i¿0, dones amb k = 0 seria el mateix meridiá . Sigui R el su-

prem del valors de g '(1'ordenada máxima de la corba) . Llavors
y

com que u (t) . g y(s (t)) =k tenim que ú'(t) z _Ikl2

	

,

	

i per tantR

(u(t),s(t))

	

s'allunya de u =u0 amb velocitat que val com a

minim

	

IkI
/R2 > 0 . // .



Capitol II

Superficies invariants i Retrat de fases

L'objecte d'aquest capitol és estudiar qualitativament
les superficies invariants pel flux geodésic definides a T(M)
Per H =constant i Pu=constant,

	

o definides a T1 (M)

	

si prenem
H =1/2 . Estudiarem la seva topologia i 1'evoluci6 d'aquesta
variant els parámetres H i P

u (bifurcacions) .

El Teorema de Liouville-Arnold (vegi's [2),
és el resultat essencial
les superficies

tuides per tors
tes condicions de
voluci6) que
casos que es

cada tor invariant és homogeni (peribdic o quasi-peribdic) .

context

el cas

sempre

i la

verifiquen

apéndix 26)
i ens assegura que

compacte, estan consti-
que es compleixin cer-

condici6 (H, Pu ) = 0 (in-
excepte per als

en aquest

invariants, en
de dimensi6 2,

no degeneraci6

en el nostre cas es
veuran . El mateix teorema afirma que el flux en

El capitol inclou també el concepte de retrat de
varietats invariants, receptes per a la
tudi d'algunes questions relatives a la
ral, en el sentit que es defineix en el

les

seva obtenci6 i un

estabilitat estructu-
mateix text .

En tot el capitol suposarem M compacta . A partir d'un
punt que s'indicará en ' el text suposarem que M está generada
per una corba g tancada d'ordenades estrictament positives,
amb el que M(g) será difeomorfa a T2 .

6 .- Conjunts invariants Punts de bifurcacib
Definici6 : Donats h,k E IR definim Ih,k com,(H,Pu)-1(h,k), o

es-



sigui 1'antiimatge de (h,k) per 1'aplicació (H,Pu) : T(M) ~IR 2 .
Del fet que H i Pu s6n integrals primeres del moviment es de-
dueix que els conjunts

Ih,k són invariants pel flux geodésic .
Nosaltres ens interessarem pels de la forma

I1/2,k , T1 (M)
que abreujadament denotarem Ik .

Definici6 : Definim el conjunt de punts de bifurcaci6, (vegi's
(16] o [91), E, com

E = {k E

	

IRI

	

existeix al menys un punt a

	

I
k en el

que (grad H)

	

i

	

(grad Pu) no s6n linealment independents

Per a les superficies M(g) en les que g
Y

pren algun cop el valor
0 incluim també a E el valor k=0 . Noti's que en aquest cas .no
té sentit parlar de grad H en algun punt de I0 .

i

	

grad

	

Pu =

	

(1, 0, 0, 0)

Com que grad H = (~ , óH

	

bH

	

~H -) -
aPu

	

aP
s

'

	

óu

	

,

	

ns

_

	

(p
u/9y

2
(s),

	

Ps ,

	

0,

	

-PúgY (s)/gy(s))

han de ser dependents cal que o bé Pu = 0 i Ps =0, o bé Ps = 0

i 9
y

(S) =0 . El primer cas correspon al nivell d'energia zero,
i no es donaré mai a T1 (M) . En el nivell H =

	

1/2 hi haurá doncs
dependéncia en els punts

	

(Pu,

	

PS I	u,

	

s)

	

en els que gY
(s) = 0 i

Ps =0 . Peró si H =1/2 ca ldré que en aquests punts P =`:á g (S) .u y
En conclusió E,és el conjunt dels valors k E IR tals que Ik1
és un valor critic de g

Y
. En particular, E és compacte .



7 .-Notació : Direm G al conjunt de punts de la corba g . Donat
q E IR + definim Gq l (x, y)

	

E

	

G I y k q

Per abús de notaci6 M(Gq)

	

4 (u, s)

	

E M (g) 1

	

gy
(s) >_ q} .

Diem TT a la projecci6 canónica Tr : T1 (M)

	

#M .

Proposici6 : n (Ik) =M(Glkl) .

Demostració : Que el primer membre de 1'igualtat esté contingut
en el seg6n és el resultat del lema primer de 1'apartat nP S .

Sigui ara g(s0)

	

E

	

Glk1

	

i sigui u0E [0, 2 TT )

	

qua1sevo1 :

(u0 ,s0) E M(Glkl)
.

Será gy(s0) _Ikl,

	

o sigui

	

(1-k2/g2 (S0 )) >_ o .

Sigui p=+

	

(1-k 2 /g2 (s ) ) 1/2

	

. Aleshores el punt P =k ,

	

P =p ,y 0

	

u

	

s
u =u0,

	

s = s0 esté a Ik i la seva projecci6 a M és

	

(u0,s0 ) // .

Proposici6 : Si k E IR - E,

	

llavors Ik o bé és buit o bé és una
varietat diferenciable que topológicament és reunió disjunta
de tors T2 .

Demostració : Ik=(H,Pu)-l(1/2,k) seré compacte, doncs és un tan-
cat contingut a T1 (M)

	

(compacte) .

Pel Teorema de la funció implícita, Ikserá varietat dife-
renciable de dimensió 2 si la funció

	

(H,P
u

)

	

té rang 2 en tot
punt de Ik . Aix6 es compleix si k

	

E doncs grad H i grad Pu
son linealment independents .



Si k E IR- E,-Ik	és

	

orientable (vegi's [1] Teorema 11 .15) .

Ademés, el camp de T(M) que genera el flux és

X-Pu 4
y
(S) /gy(s)

	

DP

	

+

	

Pu/gy(s)

	

ó

	

¢ Ps ós

el qual és un camp tangent a Ik i que no s'anul .la enlloc si

k « E. Per tant la característica d'Euler de Ik és zero pel

Teorema de Poincaré-Hopf (vegi's(121, § 6) .

Resumint : Ik és una varietat diferenciable de dimensi6 2,

característica d'Euler zero . Pel

varietats diferenciables compactes

ser reunió disjunta de

compacta i orientable i amó

teorema de classificaci6 de

i orientables de dimensi6 2, Ik ha de

tors T2

Notem que aquest resultat és una de les tesis del Teorema

de Liouville-Arnold . Aquí no ens ha calgut utilitzar 1'acci6

transitiva del grup de Lie IR
2

sobre T(M)

	

grácies a que en di-

mensi6 2 disposem del teorema de classificaci6 de varietats

abans esmentat .

2
El que ens falta saber ara es quants tors T

	

composen Ik .

Aix8 ens ho dirá la Proposici6 de 1'apartat 9 . L'apartat següent

és purament técnic, al servei d'aixa .

8 .- Siguin R i S les ordenades máxima i mínima de G respectivament

(pot ser S =0) . Sigui d una correspondéncia de variable real de-

finida per :



d (q)

	

= 0,

	

si jqJ> R,

d (q)

	

= 2,

	

si

	

jqj< S,

d(q) = cardinal del conjunt de components connexes
de

	

G I
qI

	

si

	

S

	

5

	

1 qi5

	

R

	

.

Sigui D el conjunt de punts en que d és discontinua .

Lema : D c:

Nota : Observem primér el següent : Sigui f:G --i7R definida per
f((x,y))=y . L'aplicaci6 f és diferenciable . Els valors regu-
lars de f son els q E IR tal, que gy(s)=q==49y(s) 7¿ 0 . Es fá-
cil veure que si a és una component connexa de Gq i q és un
valor regular de f aleshores a =g([sl,s2]) amb gy (s 1)=g y(S2 )=q,

i per tot s E (s 1 ,S 2 ) és gy (s) > q . Llavors en particular el
número de components connexes de G

q
será la meitat del cardi-

nal de f_ (q), el qual .sempre és un nombre parell si q

	

E
(vegi's[12], § 4) . També és fácil veure que per ser G compacta,
si q és un valor regular de f, # f-1 (q)

	

és localment constant
( [121 , § 1) .

Demostraci6 :

	

(pel contrarreciproc) q í E psi g
Y
(s)=1,q¡és que

gy (s) y¿ 0 ===Mqj

	

és valor regular de f ===!~d (q) = 1 /2 . * f-1 (1q1)

5d(q) és localment constant a q===~>q 1 D .

Tot aixb per S <Igls R . En áltre cas es evident.//.

9 .- Proposici6 : Si k 1 E, Ik té exactament d(k) components
connexes .

Demostraci6 : Distingim casos .

Ir .

	

Ik,> R . Llavors d(k)=O . Efectivament,

	

si

	

IkI> R, Ik
és buit .



26n . Ik¡ < S . En aquest cas d (k) = 2

	

i GIk1 =G .

	

Sigui

	

(u0, s 0)

	

E M.

La fibra ft-1 (u0,s0) restringida a Ik la formen els dos punts :

(k,4(1-k2/gy(s0)) 1/2 ,u0 ,s0)

	

i

	

(k,-(1-k 2 /gy(S)) 1/2 ,u0 ,s 0) .

En aquest cas Ik té dues . components connexes, I + i I defini-

des per

I+{ (Pu f P5

	

U, S)

	

E

	

IkiPs
k 0} i

	

I ={(Pu,Ps,u,s)

	

E

	

Ik ! Ps <-

Es comprova fécilment que son disjuntes i que cadascuna és

arc-connexa .

3r . IkIE (S,R) . Per la Proposici6 de l'apartat nó 7, Ik no

pot tenir menys de d(k) components connexes . Veurem que no

en pot tenir más .

Sigui a una component connexa de M(GIk1) . Topolbgicament

seré a =A x S1 on A és una component connexa de GL , A =g((s1,S,D.

Considerem les dues corbes de I donades per (k,0,u,s ) ik 1 2

	

1
(k,0,u,s2 ) variant u, que en direm I i I . Donat un punt

qualsevol de

	

rr -1 (a) n I

	

és fácil construir una corba con-
k

tínua que uneixi 11 amb I2 i passi pel punt . Per tant

R-1 (a) f1 Ik és arc-connex . // .

10 .- Retrat de les Varietats Invariants .

A partir d'ara i per la resta del capftol ens restrin-
2

girem al cas en que M(g) és difeomorfa a T . Aixi doncs, G

és topolbgicament S1 .

Com a .conseqüéncia de 1'anterior T1 (M) és topol6gicament

T3= S1x S1xS1	ipodem visualitzar T1 (M) com el cub de



IR [ n,n] 3,amb les degudes identificacions de les cares opo-

sades . A les tres coordenades de 1- n,rr] 3 en direm (u,s,a) .

Suposem que tenim una parametritzaci6 de G no pas per
1'arc sin6 tal que el parámetre varii a[- rr ;Tr] . Llavors un
punt,Vx E T1 (M) vindrá representat per les coordenades u,s
que corresponen a x (el punt de M en que s'aplica Vx), i la

tercera coordenada a que identifica a x dins de Tlx (M), vin-

drA donada per 1'angle que forma el vector V amb el paral .lelx
que passa per x .

Com que el mbdul de V
x és 1, el cosinus de a vindrá donat

21
per la longitud de ü - , que és gy (s) .ú = Pu/gy(s) . Per

tant a= arc cos P /g (s), i les superficies invariants vis-u y
tes a [-n,n] 3 vindran donades per P = g

	

(s) .cos a = constant .u y

Com que a 1'expressi6 de Pu no apareix la coordenada u,
la forma de les superficies invariants és la mateixa per a
tots els plans u =u0 . Aix1 doncs,

	

les corbes Pu= g
Y

(s) . cos a
constant en un pla (s,a) ens determinaran les superficies P =u
constant de [- rr,Tr] 3 . A la familia de corbes P = constant deu

i JPT,Tr]
2

en direm el Retrat de les Varietats Invariants del
flux .



11 .- Retrat de les Varietats Invariants en el tor de revoluci6 .

Comencem per estudiar el retrat de les Varietats Invariants

del flux geodésic del Tor de revoluci6 (estudi ja fet per E .

Lacomba a [9]) . El tor de revoluci6 és la superficie de revolu

ci6 generada per la corba g(v)=(r.sin v, R+r .cos v), v E[R,^] .

En conseqüéncia, r és el radi interior del Tor i R 1'exterior ;

1'ordenada máxima de la corba és R + r i la mínima R -r . Cal

exigir que r rC R .

La"foliaci6" de [- rr,rr] 3 en superficies invariants donades

per la funci6 Pu=(R+ r

	

cos v) . cos a té 1'aspecte següent

-T

El dibuix de la fagsna anterior és el que anomanem el retrat .

El significat de les corbes numeradés és el .següent :

1 .-

	

Correspon a Pu= R + r (valor méxim) . No és T2 sin6 S 1 . Co-

rrespon a la geodésica que recorre 1'equador exterior (v =0)

amb iz > 0 .

2 .- Tota aquesta familia de superficies (entre 1 i 3) s6n
els tors T2 que corresponen a Pu E(R-r, R+r) . Aquests tors

es projecten sobre M cobrint una banda de valors de v entre

v (max)=»arc cos(Pu-R)/r i -v(max) . Les trajectbries en aquests
tors un cop projectades a M donen lloc a les geodésiques tipus

Y1 (vegi's [2], Apéndix 1) que tenen 1'aspecte del dibuix :



3 .- Correspon a Pu= R -r . As una superficie degenerada consis-
tent en dos tors amb un equador come (1'equador a =o , v=± rr,
u E(~,Trj) . Per raons de simetria i d'unicitat de solucions
aquesta intersecci6 ha de ser una órbita del flux : correspon
a 1'equador v=± Tr (interior) de M recorregut amb ú > 0 .

Les demés geodésiques que corresponen a aquest nivell son
les del tipus y2(separatrius) . Sobre elles v =±(1-(R-r)/
/(R-r .cos v)) 1/2 i per tant tendeixen assimptóticament a
1'equador interior . Dibuixant M com un tor pla les geodési-
ques tindrien 1'aspecte següent :

v _ TI

v_o

v=Ir

o bé

v =,r

V= O

Y = 7r

Cadascun_dels tipus correspon a un dels tors que s'intersecten .
4 .- Correspon a P

u E(O,R-r) . D6na lloc a les geodésiques
Y3'2Es reuni6 disjunta de dos tors T .

En el dibuix següent es representen sobre M dues geodési-
ques corresponents al mateix valor de Pu peró de dues compo-
nents connexes diferents .

u
una... . ..component connexa i amb v < 0 en 1'altra .

5 .- Correspon a P = 0. D6na lloc ala meridiana : amb v > 0 en



Els valors negatius de Pu provenen de valors de Ia,1 > rr/2 .
Com es veu al dibuix s6n simétrics respecte als positius degut
a que cos ( 2 - x) = - cos ( 11 + x) . Les geodésiques de M que

s'obtindrien per projecci6 serien les mateixes que per Pu > 0,
pera recorregudes al revés .

12 .- Per a dibuixar el retrat de les varieta,ts invariants d'un
flux geodbsic en una superficie de revoluci6 qualsevol, recor-
dem que 1'únic que s'ha de fer és representar les corbes de

cos cl " g

	

(v)

	

al plá

	

(a,v),

	

que

	

será

	

[- TT,r]2Y
si suposem que el parémetre v de g pren valors entre -m i TT .
El dibuix que surti sempre será simétric respecte a l'eix q,= 0
i respecte a

	

a =±-T .
2

nivell de la funci6

Concretament, donada una corba tancada, com per exemple
la del dibuix de més avall, el retrat de les varietats inva-
riants es troba de la següent manera :

Considerem el valor del moment angular k positiu, que
utilitzarem com a . parámetre quan vagi decreixent . Quan k pren-
gui el valor corresponent al máxim más gran tindrem el retrat
de les varietats invariants un punt corresponent a 1'equador
de radi mdxim . Al anar disminuint k ens apareixeran cercles al
voltant d'aquest punt, representant ele tors Ik que envolten



-"/2

Quan k prengui el valor
altre punt aillat
que també s'aniré voltant de cercles corresponents a las Ik
per a valors més petits de k .

d'un segon máxim ens apareix un
corresponent a un altre equador exterior,

Quan s'arribi a un minim relatiu entre els dos má>.ims
tindrem que els tors que envolten els equadors exteriors s'u-
neixen en una trajectória tancada (equador interior)comuna,
mentre que el reste de trajectbries s6n doblement assimptb-
tiques a aquesta . En el retrat aix6 corresp6n a una figura
de 8 .

Per a valors més petits de k, els dos máxims es troben
encerclats en comú, i es van afegint noves "capes" que al
seu torn poden fusionarse amb les provinents d'altres m)xims
al arribar als minims relatius, donant lloc a tors enganxats .



Tot aix6 fins arribar al valor de k corresponent al

minim d'ordenades, en que la Ik s'enganxa amb el-la mateixa

en un equador exterior que ve representat pel punt central

del marge superior i inferior del dibuix .

Per a valors més petits de k (per6 encara positius)

les Ik corresponents consisteixen en dos tors, que venen

representats per dues linies que uneixen els marges supe

rior

	

i inferior del dibuix . Fins a arribar a k = 0 en que

aquestes linies son les rectes a = ± er/2, que corresponen

als meridians .

Per a valors negatius de k les linies que apareixen

son simétriques a les ja obtingudes, amb la diferéncia de

que a pren valors a [- ",-n/2] i a [n/2,rt]

drel's a [- ir/2, vr/2] .

13 .- Dos exemples no genérics .

a) Un punt d'inflexi6 . Suposant que per

es complis gy
(v0) =0, per6 que la primera derivada diferent

de zero a v0 fos d'ordre cenar, el retrat de les varietats

invariants seria com indica el dibuix :

en lloc de pren-

un valor v0 E[- rr,rr]

De fet gy(v0 ) pertany al conjunt de punts de bifurcaci6, i
com es veu, el conjunt P = g

Y
(v0 )

	

no és una varietat diferen-
ciable, doncs té un plec . Té 1'aspecte del dibuix :



(v-v0) (2n+1) /2

a v0 .

L'existéncia del plec es demostra de la següent manera :
Sigui 2n+1 la primera derivada de gy que no és zero a v0 .
Sobre la corba gy (v) .cos a =gy(v0) podem escriure

a =farc cos (gy(v0)/gy(v)),

- g9
(v0 )

	

VV)

dv
gy

(v)
V
gy(v) -

gY(v0 )

El numerador és de l'ordre de

	

2
(v-v0 ) , i el denominador de

Com que n ?1 tenim que da/dv tendeix a zero quan v tendeix

b) Dos minims amb la mateixa ordenada .

_11/1
La superficie Pu = gy(v0) = (± Tr) és una superficie degenerada
consistent en dos tors enganxata no pas per un equador come,
sin6 per dos .



De la mateixa manera obtindriem superficies degenera-
des al fer coincidir 1'ordenada d'un nombre qualsevol de

minims :

14 .- Estabilitat estructural . Es diré que el flux geodésic

en una superficie de revóluci6 M(g) és estructuralment esta-

ble quan al canviar g per una altre corba prou propera a g

les propietats qualitatives del retrat de fases es conser-

vin. La definici6 implica, per tant, haver definit prévia-

ment qué s'entén per fluxos estructuralment equivalente,

en el sentit de que ele retrate de fases tinguin les matei-

xes propietats qualitatives .

L'equivalincia estructural de dos sistemes dinámics

en general vol dir que existeix un homeomorfisme de 1'es-

pai de fases del primer en el del seg6n que porta 6rbites

en 6rbites . En el nostre cae aixb és demanar massa : com que

el flux en ele tors invariants és homogeni, 1'homeomorfis-

me dels espais de fases hauria de conservar números de ro-

taci6 (vegi's el Capitol III), i no hi hauria fluxos es-
tructuralment estables en cap topologia acceptable . La pos-

tra definici6 exigiré només 1'existéncia d'un homeomorfisme
que porti conjunts invariants tancats en conjunts invariants

tancats .



ma

El prop6sit d'aquest apartat és demostrar que 1'estabili-
tat estructural de flux geodésic en superficies de revoluci6
és una propietat genérica .

Notaci6 : Direm Zn, per n--? 2 al conjunt dels encabiments
(imbeddings )

	

g:S1-IR xn2+ de classe Cn . Zn té una estruc-
tura d'espai topolbgic donada per la norma de la convergén-
cia uniforme de la funció i les derivades fins al ordre n .
Pot comprovar-se que Zn és un obert de L°n (S1 ;IR 2 ) .

1 2Definici6 : Donades g , g E Zn direm que les superficies
de revoluci6 M( 1g ) .i M(g2 ) tenen els fluxos geodésics es-
tructuralment equivalents si existeix un homeomorfisme
F :T1 (M(g1 )) �.

	

Tl(M(g
2
)) que envia els conjunts invari-

ants pel flux geodésic del primer (definits com les com-
ponents connexes dels Ik) en els del segon .

Si, com a 1'apartat nó 10, parametritzem T1 (M) per
(u,s,a), notem que 1'homeomorfisme abans esmentat existeix
si i sols si existeix un homeomorfisme f:S i x S'- S1 x S 1
tal que envia les corbes de nivell de la funció 1gy(s) .cos a
en les de la funció 2

gy(s) .cos a . Prenem aquesta Barrera com
a definici6 d'equivaléncia entre g1

i g2 E Zn .

1Lema : Donades g

	

i g2
a Zn és condició suficient per que

siguin equivalents que existeixin homeomorfismes z :S 1 -+ S1,1

	

2i t: Im gy --a Im gy, t creixent, tals que commuti el diagra-



(Aquesta condici6 és prácticament equivalent a que g1

	

i
2

	

Y
gy siguin topológicament equivalents (vegi's [ 5], 41)) .

Demostraci6 : Anem a construir f : T 2_ T2 que conservi cor-
bes de nivell . Per la simetria del retrat de fases n'hi hau-
rA prou amb definir

Si t és creixent podem estendre' l a T : II2+-d 7R+ ,
homeomor¬isme també creixent tal que T(0)= O .

Definim f (a, s)=(arc cos {T(g1(S) .cos a) /T (g1 (S) )} ,z(S)) .

Per definici6 commuta el diagrama :

1
gy (s) cos C1

f :

	

[ 0,

	

Tr/2

	

3

	

x s 1

	

-a

	

[ 0, TV2

	

]

	

xS1 .

[ 0,?T/2]xS1 f

T

[0,TT/2]xS 1

gy(S) .cos a,

i en consegtféncia f porta corbes de nivell en corbes de
nivell . ,/,/ .

Definici6 : Sigui g E Z n . Direm que el flux geodésic de M'(g)
és (n)-estructuralment estable si g és un punt interior,
en la topologia de Zn, a la seva classe d'equivaléncia, per
la relaci6 d'equivaléncia definida a Zn més amunt . Direm
En c Zn al conjunt dels estructuralment estables .



Proposici6 : En és obert i dens a Zn . (La propietat de ser
estructuralment estable és genérica) .

Demostraci6 :

Per la seva definici6, En és obert a Zn .

Per a veure que és dens veurem que conté un conjunt
dens . Definim el conjunt Z c Zn per : g E Z si compleix

anterior .

i) g és de classe C
ii) gy no té punts critics degenerats .

iii)

	

Si sl i s2 s6n dos punts critics de gy,

	

llavors

gy ( S1 )7-, gy (s2 ) .

Definim Zoo com els encabiments (imbeddings) de Zn de
classe C° . Com que Zco és dens a Zn (en la topologia de Zn)
només ens cal demostrar que Z és dens a leo : sigui (g g )E Zoo-x y
Sabem que existeix una succesi6 gn de funcions de S 1 en IR
de classe (:?0 i que compleixen ii) i iii), que tendeixen a
g
y

en la topologia de Cn(Morse) (vegi's [111 §6 .8) . Les
corbes (gx,gn) tendeixen a (gx,gy) a Cn (S 1 ;IR), i comí que
Zn és un obert de Cn (S1 ;IR), per n prou gran les corbes

n
(gx" g ) s6n encabiments, i de classe C°o .

Ens falta veure que Z c:En . Ho veurem aplicant el lema

Sigui g E Z .

	

Com que g compleix ii) i iii), i n ? 2,
existeix £>O tal que si 11 g,-h1 1n < E llavors h té el ma-
teix nombre de punts critics que gy , tots no degenerats,
i si E és prou petit a cada punt critic si de gY

n'hi co-



rrespon un de h, z(si ) en el sentit de que 1si
-z(si )1< 8 ,

i b tendeix a zero quan e tendeix a zero . Si e és prou
petit és obvi que z(s i ) és un méxim (resp . un minim)

si s i és un máxim (resp . un minim) .

Si e és prou petit es compleix també que si gy(s 1)<

<gy (s2 ),

	

llavors h(z(sl )) < h(z(s2 )) . Per tant podem de-

finir t : Im gy- Im h, creixent tal que t(gy (si ))=h (z (si )) .

Busquem z : S1--s S1 homeomorfisme que commuti amb g ,
Y

t i h, i es pugui aplicar el lema anterior . z está defi-
nit ja sobre els punta critica s i de gY. En el interval

,si"¡-13 z s'ha d'aplicar en [z(si),z(si+l)], pera com

que h és monótona entre z(si ) i z(si+l) podem definir h-1

continua, i aleshores definir

z I [ s . .

	

i.13

	

=h-1 °

	

t ° gs

	

Y



Capitol III

Número de Rotaci6

Com és sabut, el flux en cada tor invariant de
T 1 (M) está determinat qualitativament pel seu número
de rotaci6 P . En el nostre cas, com a conseqüéncia
del Teorema de Liouville-Arnold, existeixen noves va-
riables 1 1 ,I2,

	

gi l 92

	

(variables acci6-angle)

	

en les

que el flux en el tor I1 ,I 2 = constants,d6na lloc a

brbites que s6n les rectes de pendent p si imaginem
el tor com el quadrat [0,2 n] 2 3(81,92) amb les identi-
ficacions habituals . Si el número de rotaci6, que depén
del tor invariant, és racional llavors les trajectbries
del moviment s6n peribdiques,i quasi peribdiques en al-
tre cas .

Aquest capitol és fonamentalMent técnic en .e.l , séntit de
que en ell s'estudia el número de rotaci6 del flux en
els tors invariants en funci6 del que seránecessari en
el capitol IV, on es demostrará que si es modifica lleu-
gerament la superficie, perdent inclús la propietat de
ser de revoluci6, llavors els equadors éxteriors es con-
serven, i en general segueixen sent estables .

Perb també tractarem en aquest capitol de qüestions
bastant marginals.a l fil principal d'aquest treball, peró
que podem resoldre amb 1'ajuda del que sabrem sobre el nú-
mero de rotaci6 . Ens referim a qüestions relacionsdes
amb el problema de la geodésica tancada (vegi's [6] com
a referéncia clau en aquest tema) .



En resum, el contingut del capitol és : determinaci6

del número de rotaci6 en els tors de T1 (M)

	

invariants pel

flux geodésic ; estudi de la regularitat de la funci6 nú

mero de rotaci6 que d6na localment el número de rotaci6

en funci6 del moment angular; estudi d'algunes propietats

d'aquesta funci6 en el cas del tor de revoluci6 ; superfi-

cies amb número de rotaci6 constant .

15 .- Definicions .

En un tor bidimensional T2 amb coordenades angulars a

i b en que tinguem definit un camp X, definim número de ro-
2

taci6 del flux associat a X en un punt x E T com

lim

	

' a (t,x)
t-ecc 5(t,x) '

on (ff(t,x), 5(t,x)) és la corba integral del camp X estés

a 1'espai recubridor ]R2 i que .quan t= 0 passa per x. Per

definici6:

á (t,x) = J 0 ~(t,x)

	

dt

	

5

	

(t,x) =J 0

	

tt	(t, x)

	

dt,

si

	

(a(t,x),(t,x))

	

és la corba

	

integral a T2 ..

En resum : el número de rotaci6 de X a x és la fracci6

mitjana de voltes que la trajectória que passa per x ha do-

nat en la direcci6 de a quan n'ha donat una en la direcci6

de b .



Es evident que el número de rotaci6 és el mateix per
punts de la mateixa órbita . Denjoy a [4], utilitzant apli-
cacions de S 1 en S1 induides pel flux, prová que és el ma
teix per a totes les brbites . En el nostre cas particular
aixb és conseqüéncia immediata del següent

Lema : Si k-1 E i T és un tor de Ik amb coordenades globals
u,v, 6n u és la mateixa que la de T(M), i si (u0 ,v0) i
(u1 v1 ) son dos punts qualsevols de T tals que (u(t),v(t))
és la trajectbria de X que quan t = 0 passa pel primer,
llavors existeix tl tal que la trajectbria que quan t = 0
passa per (ul ,v1 ) és (u(t)+ul-u0, v(t+tl)),

Demostraci6 : De les equacions del moviment es dedueix que
si k 1 E i X és el camp restringit a T, X no es redueix a
tenir només component en bü en cap punt de T . En conse-

b

qüéncia existeix tl tal que v(t1 ) = vl . Per la unicitat de
soluci6 de les equacions del moviment es compleix el lema .//.

La definici6 de número de rotaci6 donada abans és poc
práctica a 1'hora de calcular . En donem una d'equivalent
(vegi's [B])

Proposici6 : Sigui X = X

	

b+ X7-

	

la restricci6 del campubu vbv

a T . Si Pu=k

	

i k q E podem calcularp com

T Xu dm

J T Xv dm

en que m és una mesura invariant pel flux i tal que m(T) =1 .



Demostraci6 :

ft ú (t) dt

	

lim

	

1 lt

	

* (t)

	

dt

	

Wl.i.m iz t = 1im

	

0

	

t_. t 0

	

u
P = t-oo v(t)

	

t-ae Pt
~(t)dt

	

lim 1 Pt v(t) dt

	

WvJ 0

	

t_W t 0

en que, com es veu, Wu i Wv son les mitjanes temporals

de Xu i Xv respectivament . Demostrarem que W
u existeix i

coincideix amb T Xu dm, i el mateix es fa pér Wv .

El Teorema de Birkhoff-Khinchin (vegi's [2], §6) afirma

que la mitjana temporal Wu existeix q.p.t . condici6 inicial

i com a conseqüéncia del lema anterior en el nostre cas

existirá sempre . El mateix Teorema diu que :

ST Xu dm

	

J T
dm 1 t-00 t f 0 !(t)

	

dt, - Wu'
J T

dm = Wu

16 .- Cálcul del número de rotaci6 .

Sigui T un tor invariant determinat per H =1/2 i Pu =k .

Com hem vist a 1'apartat ná 7, T es projecta sobre M en una

banda produida per la revoluci6 d'una component connexa

GIkl' Si aquesta component és de la

podem parametritzar aquesta banda com [0,2 n)x [s1,s2] .

de

forma g([ s1 , s 2 ])

	

llavors

Dividim ara T en dos casquets : T+={ x ET IPS (x) Z 0} , ,

T {x ET 1Ps (x) < 0}

	

i podem parametritzar cadascun d'elis

per

	

(u, s)

	

E [0,2 rr]

	

x [s1 , s2]

	

fent correspondre a

	

(u, s)

	

el



pupt

	

(k,+(1-k2/g2(s))1/2
.,

	

u,

	

s)

	

de T+ ,

	

o bé

	

(k,-(1-k 2/gy(s))/'u,

s)

	

de T

A 1'interior de cada casquet podem escriure la restric-
ció del camp de les equacions del moviment com.

X =k/g2 (s)
á

	

+

	

(1-k2/g2 (s) ) 1/2

	

ó
y

	

a u

	

y

	

b S

amb el signe + o - corresponent a T o a T respectivament .

Busquem ara a cada casquet una mesura m invariant pel

flux . Definim dm =

	

±(1-k2 /g2(s))-1/2 du A ds, amb el mateix

conveni per als signes . La motivaci6 per a elegir-la es

veurá més endevant . Comprovem que és invariant :

kLX dm = i d(dm)+d(i dm) =d(

	

ds + du)=0 .X

	

gy (s) gy(s) - k2

Ara, per a poder aplicar la fórmula del número de ro-
taci6 ens cal fer el canvi de variable v =s/Q on Q = (s2-s1)/TT

a fi de que la nova variable prengui valors entre 0 i 2 Tt,

igual que u . Finalment, a 1'hora d'integrar dividim per m(T)
de cara a normalitzar la mesura . Queda :

__ r

	

kQ du A dv

	

1

	

1

	

kQ du A dv

	

1
u

	

J Tf
g (4v) ~~g2 (4v)

-k~2

	

M (T)

	

+

	

T -g (4v) ~ ~g2 (4~v) -k2 M (T) '
y

	

Y y

	

y

	

V y

w =~

	

duAdv + 1 - duAdv
v

	

T`

	

m (T)

	

T

	

m (T)



Com que, parametritzats per u i s, tenim T = [0 -,2 f]x

[sl ,s2]

	

i també

	

T_= [0,2 TT]x[s 2 , s1]

	

(variem 1'ordre de

sl 1 s2

w
__ 2 TrQ

d
4r

	

2 .k dv
u

	

m (T)

	

0

	

gy (Qv)

	

gy(Qv)

	

- k2

Wv
__

	

(2 ")
2

	

1
m (T)

	

,

P

per conservar 1'orientaci6), tenim ara que

W
Q

- u

	

__
v 2TT

=

	

1

	

(' s2

	

2

	

k

	

ds
Ti

	

SS

	

gy (s) gy(s) - k2

2 k dv

gy
(Qv)

	

gy(Qv)

	

- k2

Quan k és mes petit que l'ordenada menor de la corba

G, la varietat Ik está formada per dos tors T2 , la projec-
ció de cadascún dels quals a M'és tot M . La diferéncia entre

ells esté en el signe de Ps . En ells el número de rotaci6

és

P = 1 y

	

±k ds
2 Tr G

gy(s) gy(s) - k2

Recordem que s és el parémetre longitud de 1'arc .
Evidentment aquesta darrera integral convergeix sempre .
El que cal véure és si



s2

	

k ds
fsl

	

g (s) ~ ~g2 (s) ~- k2
Y V Y

convergeix quan I k¡

	

está entre les ordenades máxima i
mínima de G, doncs l'integral és imprbpia al ser

gy(S1)= gy(s2) = ¡k¡ .

Si s1
i s2 son els dos únics punts de [s1 ,s 2 1 en

que gY
val 1k¡ i

	

gY
(s1 ) 9¿ 0, 4y (s2 ) :;¿ 0 1'integral con-

vergeix, doncs g2 (s)

	

- k2 és de 1'ordre de (s-si ) per s

prop de s i (i =1,2) .

En canvi,

	

si existeix s0 E(s1 ,s2 )

	

tal que g
Y

(s0 ) =Iki

(amb el que 4y(s0) = 0 i k E E), o bé si gY
és zero a s l

o s2	(igualment k E E),

	

aleshores

	

(g2	(s)-k2)-1/2 és

de 1'ordre de

	

-1(s=si.)

	

per s prop de s

	

(i= 0,1,2)

	

i 1'in-i
tegral divergeix .

Queda doncs demostrada la següent

P£OPOsici6 : Sigui T e Ik un tor invariant tal que rr(T)=

= [0,2 rr) x [ s1 , s 2 ] : A.leshores el número de rotaci6 del

flux a T ve donat per

1 I S 2

	

k ds
rr

	

51
gy(s) ,~ 9Y(s) -

si k«E,



17 .- Del lema de 1'apartat nó 15 es dedueix el següent :

si p és finit a T i (u(t), v(t)) és la trajectória de T

tal que u(0) =u0 i v(0) =v0, al cap d'un cert temps t0

es compleix que v(t0 ) = v0 . Si diem p u = u (t0) - u (0)

	

tenim

que u(t+t0) =u(t) + Au, i v(t+t0) =v(t) .Amb aixó concluim

que la trajectória projectada a M té la típica forma de

ones en el casquet corresponent al voltant de l'equador

exterior,

	

i que la longitud d'ona és á u .

Resulta clar que la fracci6 mitjana de voltes donades

en la direcci6 de u quan n'ha donat una en la direcci6 de v

(o de s) és pu/2tr, i aixó ho demostra clarament el cálcul,

doncs

bu

ú __

	

k
s

gy(s) gy(s) - k2 .

s2

	

2 k ds

fsl

	

gy(s)

	

gy(s)

	

- k2
=2rtp,

(la coheréncia amb aquest resultat és el que ens ha induit

a elegir dm tal com s'ha fet a 1'apartat nó 16) .



aleshores existeix a T 1 (M) un entorn del tor íntegrament
foliat per tors invariants de manera que correspon un va-
lor diferent de Pu a cada tor diferent . Per tant, en un
cert interva l (k4C ,kC; ü está' definida -la funci6 número
rotaci6 k- p(k), 6n P(k) és el número de rotaci6 del
flux en el tor proper a 1'inicial en que PU= k . Es obvi
que P(k) no és una funci6 unívoca, considerada globalment .

Analíticament :

r s - (k)
P (k) =1 J

	

2

	

2 k ds
2 17

	

s 1 (k)

	

gy (s)

	

gy(s)

	

- k2

de classe Cn-1 en k .

s1 (k) 5 s2 (k) ,

gy(sl (k)) = gy (s2 (k)) = J k¡ .

Proposici6 : Si g és de classe Cn en s, llavors P(k) és
y

Demostraci6 : (Resulten difícils d'utilitzar aquí les regles
habituals de derivaci6 d'expresións integrals, doncs s'obte-
nen indeterminacions només resolubles (potser) amb canvis
de variable prou enginyosos . Aixb justifica el métode se-
guit en la demostraci6, que és una mica rebuscat . Existeix
una referéncia a [161, §2 .2 per a un cas semblant, pero que

de



no hem pogut consultar .)

Si bé és difícil derivar explícitament l'expressi6 de
p (k), es veu fácilment que

1

	

s
2

(k)

2vr

	

(~s

	

(k)

	

-2(1-k2/g2 (s)) 1/2 dsJ
1

és una primitiva de P(k) . Aquesta funci6 té una interpre-

taci6 interessant : considerem un pla . de T1 (M) definit per

u = constant (localment plá, globalment T 2 ), coordenat per

Ps,s . En ell, amb altres coordenades, hem considerat al

apartat nó 10 la familia de corbes de nivell de la funci6

Pu= gy
(s) .(1-P2s)

1/2 . Considerem Parea donada per 1'ele-

ment dPs
A ds del recinte limitat per la córba P

u
= k

r

	

rs (k)
A (k) = J Pú k

	

dPs A ds

	

= J Pu=k

	

Ps ds = 2 J sl
(k) (1-k2/gy(S) ) 1/2ds

d
i concluim que d

A (k) _ -2 n p (k) .

El que ens queda per veure és que A(k) és de classe Cn ,

aixb és conseqüéncia del lema de 1'apartat següent.//.

19 .- Lema : Sigui f:B-]R,

	

B un obert de 1R 2 ,

	

f de classe
n

	

~
C .

	

Sigui k0 un valor regular de f tal que { (x, y) j f (x, y) =k� j

sigui una corba tancada i que el seu interior sigui t(x,y)
f (x, y) > ki . Aleshores



té sentit per k en un entorn de k0 , i A(k) és de classe

Cn en k .

Demostraci6 : Considerem a B el camp de vectors X = (grad f)/
/ ligrad fil

2
que está definit al menys en un entorn de la

corba f =k0, i considerem el grup uniparamétric local de
difeomorfismes que li_és associat, Ft .

Es compleix

i

	

per tant f (Ft (p)) = f(p) + t .

Y=fy
á
ó x - fx b y (gradient simpléctic de f) del qual

les corbes f = constant en s6n les

	

integrals . Sigui

q :[ 0, 50],IIt2 la corba - integra l de Y sobre la que f =k0 .

Tenim :

donat per

A (k)
= Jf >k dxAdy

dd
f (Ft (p) ) =<grad f,

	

(grad f) /~

	

grad f~

	

2 > = 1

Considerem ara el camp (ortogonal a 1'anterior)

dk A (k)

	

h-0

	

h J k :5 f <_ k +h

	

dx A dy .

Considerem el difeomorfisme [0, so] x (- e, s)

	

B



(s,t)r----0 Ft (q(s)) . Si J(s,t) és el seu jacobiA es veu

que J(s,0) = 1 .Pel Teorema del canvi de variable i el del

valor mig del cálcul integral tenim :

s h

	

s

dk (k0) =

	

1¡m0 h
r 0 0

da J O J(s,t) dt =100 . J(s,0) ds = s0 .

Sabem que s0 és el periode de la traject6ria f =k0

vista com a corba integral de Y. Com que Y és un camp

de classe Cn-1 , aplicant el teorema de diferenciabilitat

successiva respecte a les condicions inicials de les solu-

cions d'una equaci6 diferencial ordinária, i el teorema de
la funci6 implícita és fácil veure que el periode és una

n-1funci6 de classe C

	

en k .

20 .- Comentari : L'haver obtingut p(k) com a derivada de la

funci6 A(k) és un fet en principi sorprenent, paró anéleg

al que succeeix per a 1'expressi6 del periode de les solu-

cions d'un sistema hamiltonié amb un grau de llibertat . I
aix6 ja no és tant sorprenent si ens mirem p(k) com la lon-

gitud d'ona a que hem fet referéncia a 1'apartat 17, i per

tant com una mena de periode de la funci6 que ens d6na s
en funci6 de u sobre 1'6rbita .

Creiem també que aquest no és un fet exclusiu del
flux geodésic en superficies de revoluci6, sin6 que d'al-

guna manera pot trobar-se en altres problemes bidimensio

nals integrables . Per exemple : en un camp de forces cen-
trals, en que es conserva 1'energia (E) i el moment angu-

lar (P), el número de rotaci6 en un cert tor invariant de

1'espai de fases amb energía-moment (E0 ,P0) ée (vegi's

[16] 2 .2) :



p

	

= 21rt

	

2 PO ~u1

	

(2E0-2VP	(1/u))-1/2du .,
2

	

0

en que VP és el potencial efectiu, u =1/r, r és la distan-

cía radial, vP

	

(u1) =VP

	

(u2) =EO ,

	

i per qualsévol u E.[ul ,u2],0

	

0

P

	

(.u)

	

Z E0 ..0

E de

Fixat P0 i variant E, P (E) és la derivada respecte a

u
21~ 2 P0 ru1 (2E-2VP (1/u)) 1/2 du,J

2

	

0

que coincideix, excepte un factor constant, amb el període
de la corba f (x, y) =1/2(x/2P0 ) 2 + VP	(1/y)=E,

	

vista com a
0

soluci6 del sistema hamiltonié donat per la funci6 de Hamil-

ton f(x,y) amb x i y canóniques .

Finalment, notem que en general 1'expressi6 explícita
de P (k) difícilment podrá expressar-se en termes de funcions
elementals . Inclús per a superficies de revoluci6 senzilles,
com el tor de revoluci6, ens ha resultat impossible (exceptuant
els cassos trivials, com 1'esfera, en que el número de rota-
ci6 és constant, que-estudiarem més endevant) .



21 .- En aquest apartat ens dedicarem a estudiar localment
la funci6 nCmero de rotaci6 en els tors que envolten un equa-
dor exterior a£llat s = s0 . Concretament, a partir dels va-
lors de gy i de les seves derivades a s =s0 calcularem expli-
citament els 14mits de P (k) i de P(k) quan k tendeix a gy(s0 ) ,
és a dir els límits de P i de P~ quan ens aproximem.a 1'equa-
dor desde els tors que 1'envolten . Aquests cálculs ens seran
necessaris en el Capitol IV.

El mbtode que utilitzarem m'ha estat proposat per el
Dr . Sim6 i simplifica considerablement els meus cálculs an-
teriors .

Suposem, per a fixar idees, que s0 = 0 i que gy (0) =R .

Concretament, el que farem será donar el desenvolupament
de Taylor fins al tercer terme de la funci6 A(k) definida
a l'apartat nó 18, al voltant de k = R

s

	

(k)

	

s

	

(k)

	

g (s) +k

	

g (s)-k2

	

2 2

	

~l/2

	

_ ~ 2

	

- v

	

v

	

dsA(k)=2151 (k)

	

(1-k /gy(s))

	

ds -.2

	

s1
(k)

	

g

	

(s)
y

Si gy(s) =R+ a2 s2+
a3 s 3+ el4s4+ 0(s5),

	

introduim una nova

variable z definida per

	

2
gy

(s) = R+ ¢2z

	

.

	

Si diem Q = R-k

es compleix :



gy(s)+k = 2R [1- 4R ( p-a2z2) + 0(p Cc 2z2) 2
] "

gY(s)-k

	

=

	

p+ a2z2 ,

1-

	

1

	

OL 2
(s)

	

R [1

	

R z2 + 0(z3)],
Y

p

_ Ja2

z2+0 (z3 )] dz .

2

ds=[1+ ~3

	

z +

	

( 85 ~- 2 a
3 CL

4 )

	

z2+0 (z
3
)]dz,

2

	

a2 2

+ p
A (k) =2

	

[1
_
- aR2 z2 +0 (z3 )]

	

2R [l- 4R (p~. 2 z2 )+

2
a+( 15

	

3-3 a4 +
a.
2_ a2 )8 a 2

	

2 a2	4R

	

R

	

22

2

i+ á3 z +

	

15 a3

	

3 a4
[

	

a2

	

( 8 á _ 2 a )
2 2

Fem el nou c .d .v.-- Ja sin t = z ,

	

i ens queda

rt/2

	

2 ~-

	

_ _p

	

a3

	

sint

sin2t+ e,(p)

	

] cos2t dt .



Si fem A (k) =b1 p +b2 A 2 + 0 (p3) ,

	

tenint en compte que

JTr,

	

cos2t =tt/2

	

i que J -qT/2

Tr /2

	

cos2t sin2 t = Ir/8,

tenim que

	

b1= 2

-g3 (s )

i ens queda :

vT

	

2_

	

iT
_
2

	

2
=

	

" -9Y
s
0 9Y

s
0

2
_

	

2 /-2

	

TI,

	

_-1
+

	

15
'3)

_
b2 fR 2 8 ( 4R 2

	

8
2

a32

4 44

8 93 (s0)

	

-9 (s0) g (s0)
Y Y

v4RO	+ :4 4Y (s0 ) gY(s0)- 12 9y (s 0)1 .

lim b

	

1k~RP(k) = 2-TT =
-9Y(s0

gY s0

3
lim

	

2b2

	

[gY (s0)/R_ §v (S
0

) " 'Tv	(s0)+ 5/3 gv3

	

(s0)~
k-bR P (k)~ = =

2n
8 9Y3 (s0 )

	

--g (,0 ) 4
Y

(s0 )

®

	

Ior ¡,®y,VI

	

MI FF 1 ""
,1 'T

	

y . 'T 'T



22 .- Funció número de rotació del flux geodésic en el tor de
revolució .

Anem a estudiar la funció número de rotació per al cas
del tor de revolució de radi exterior R i radi interior r,
que és la superficie de revolució generada per la corba g(v)=
=(r.sen v, R+ r.cos v) , v E [0, 2 n ) . L'element d'arc sobre
g será doncs r dv, i la funció número de rotació ve definida
per-

+ arc cos
P (k) = 1

	

2 .k.r,dv
2n

k

r

-R (R+r .cos v )

	

(R+r .cos v ) 2-k
-arc cos

per R-r< jkj<R+r, i

n

P (k)

	

= 1

	

_ .

	

k.r dv
2 n

	

- rr

per 0< jkj<R-r .

k-R

r

(R+r cos v) (R+r cos v) -k

Lema :

	

P'(k)

	

y£ 0

	

si k E (-R-r,

	

-R+r) U,( -R +r, R-r) U (R-Y,

	

R+r) .

Demostració : Per Ik1< R - r a 1'expressió del número de rota-
ció els limits d'integració no varíen, i s'obté el resultat
que voleen demostrar derivant sota el signe d'integració .

Per k E ( -R-r, -R+ r) es redueix al cas en que k E ( R-r, R4-r) .

En aquest darrer cas, fent el canvi de variable y = R +
+r .cos v temen



P (k)

	

=

	

2

	

R+r

	

k. r dy

k

	

Y

	

Y2 -k2

	

r2-(Y-R)2

La funci6 subintegral presenta certa similitud amb la funci6

la primitiva de la qual és

k R +r )
f-72- 2

Y

	

y
-k2

	

(R+r ) -y2

V(k, y)

	

= 2

	

arc

	

sen

	

(

	

2 (R +r ) 2 k2/y2 - 2 (R
+r ) 2 +k 2 )

	

)
(R+r ) -k

i per tant 2Ik
+r

	

' (k,y) dy =l, resultat que no és

d'estranyar doncs 1'integral correspon al número de rota-
ci6 de les geodésiques de l' esfera de radi R +r amb moment
angular k, i, és clar, val 1 doncs s6n els cercles máxims .

En termes de 0 V /b y (k, y)

	

tenim:

R+r

	

2 2P (k) = ~
Jk

	

(2
+r )

	

2

	

R+r a V/ ó Y (k, Y)

	

dY "
r - (y-R)

(R+r ) 2-y2

	

__

	

r

	

R+r +ySi diem U(Y) =
r
R+r 2_ 2

	

R+r r+y R~ r

	

(y-R)

per la fórmula de 1'integraci6 per parts, que :

R+r
P (k)

	

=n [U (Y)

	

V(k,Y) ]k +r

	

-

	

d k

	

V(k,Y)

	

ddy

	

dy,

tenim,



¡-queda -

R+r
P (k)

	

= 2 U(R+r ) + 2 U.(k).-

	

- -k-____V(k,y) dY(y)

	

dy,

i derivant :

R+r
d P (k)

	

= -
n.Jk

	

ó V/8k _(k,y) _ dU/dy

	

(y)

	

dy .

Com que

Ó V/9k

	

(k,y)

	

_ -(R+r
)

	

(R+r )
2

	

.v 2

	

, es compleix ó V/ak< 0
((R+r )2-k2

)_ _y2-k2_

per a tota y E[ k,R+r) . . Igualment pa ssa amb dU/dy = r (-R) .

"(r +y-R )
-3/2

	

. (r +y +R) -1/2

En conseqüéncia, ~ p (k) < 0 por tota k E ( R-r,R+r,

	

) .//.

Proposició :

	

El conjunt Per (T1 (T2 )), definit com el .conjunt

de punts de T1 (T2 ) per als que l'arbita que hi passa és
periódica, és dens a T1 (T2) .

	

(Per abús de notaci6, T2 vol dir
aquí el tor bidimensional de revoluci6 amb parámetres R i r
qualsevols i la métrica induida per R3.)

Demostració : Es consegüéncia del lema anterior i del fet de
2que una 8rbita en un tor.invariant de T1 (7. ) és periódica

el el seu número de rotaci6 4s racional .̀//.

23 .- Una altra expressi6 del número de rotaci6 .

De cara a estudiar posteriorment les superficies de
revolució amb funci6 número de rotaci6 constant, dediquem .
aquest,apartet a descriure una nova expressió Vaquest .



Una forma fácil de descriure una corba de IR 2 , al
menys prop d'un máxim relatiu d'ordenades aillat és per
mitjá de les funcions f i g que indica el dibuix .

y

A

D'aquesta manera els punts de la corba representada per
f i

	

g són els de

	

la

	

forma

	

(A-f (y) , y)

	

6 bé

	

(A +g (y) , y) ,
per y E( R0 , R] .

L'element d'arc en funci6 del parámetre y s'escriu

(14.f'(y) 2) 1/2 dy

	

i

	

(l+g'(Y) 2) 1/2 dy,

	

en una i altra bran-
ca respectivament, i per tant el número de rotaci6 seré :

P (k)

	

= 1

	

dR

	

2k((1+f'(y)2)1~2 +(l+g'(y)2)1/2
2rrt

	

k

	

y(y2 -k2 ) 1/2

Per a globalitzar aquest métode en una situaci6 com
la del dibuix

® F ®
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tindriem :

on

1

	

�R

	

2k(pi (Y) + qi (y))

	

dy
F(k)

	

i=1 2rr

	

k

	

Y(Y2-k2 1/2
)

P. (Y)

	

=

	

(14. fí (Y)
2

)
1/2

.

	

qi

	

=

	

(1+gi (Y)
2

)
1/2

esteses amb valor,zero fora del domini de definici6 de f .1

Aquestes integrals s6n convergents si k e' E .

Fent el canvi de variable z =1/Y2 - 1/R2 , i dient

h (z) =2

	

.y . (p (Y) + q(y))

	

i a = (R2-k2) /k2 .
R2 ens queda

P (k)

	

= 1 J a

	

h z

	

dz
rr 0 a-z

En aquests termes ens proposem abordar el problema de
les superficies de revoluci6 amb número de rotaci6 constant .
L'apartat següent és essencialment técnic, amb aquesta fina-
litat .

24 .- Lema : Condici6 necéssária i suficient per que
a h(z) dz0

	

a-z

	

= 0

	

per tota a E(O,aO]

	

(amb h continua)

	

és

que h(z) sigui idénticament zero .



Pa_ h z dz
J

	

a-z

	

= Opera tota a E(O,aO 7

x

	

da

	

a h z dz

~0

	

x-a

	

" 0

	

a-z

x a h(X) adz da = 0 per a tota x E(O,a0]
0 J^ z

Jx h(z) dz
J
x

	

da

	

__ 0 per a tota x en el interval esmen=0

	

y

	

x-a Va=--

Demostració : (Es tracta d'un cas eas particular de solució
de l'equaci6 de Abel . Vegi's [17, 1 .12 . Repetim la demostra-
ció)

0

= 0 per a tota x F(O,aO 3

Aquesta darrera és una integral doble sobre el recinte de
la figura .

Aplicant .el Teorema de Fubini tenim :

per a tota x E(O,a0), i per ser h continua,

	

ha de ser h(z) = 0

identicament .//.

Lema : Donat C E 1R es compleix que

Z



R

	

k((l+r'(y) 2)
1/2

+ (1+s'(v) 2
) 1/2= C . - Jk

	

Y(y
2
-k

2
)
1/2

	

dY .

	

Yk E [kO.R) .

si i sols si

2 1/2

	

2 1/2

	

2 1/2

	

2 1/2

per a tota Y E[kp,R) .

ci6 generades per dues corbes G i Q de IR2 que tinguin l'or-
denada máxima comuna, compleixen que les funcions número de
rotaci6 d'una i altra son proporcionals, és a dir P G(k) =

= C . P Q (k), si i sols si la longitud de Gk és C vegades la

de Qk . pertota k .

Demostraci6 : Evident després dels canvis de variable fets
al apartat anterior, i després del lema de más amunt .

ment,

En paraules geombtriques : dues superficies de revolu-

Notem que les longituds de Gk i de Qk s6n, respectiva-

f R ((l+f'(y)?)1/?+jl+g'(Y)2)1/2)dy,

	

i
k

J k

	

«l +r"(Y) 2) 1/2 ) +

	

(1+s"(Y) 2) 1/2 dy.//.

25 .- Superficies amb número de rotaci6 constant (localment) .

Proposici6 (Darboux) : (vegi's [3), 582) Donada una super-
ficie de revoluci6 de perfil G amb un máxim relatiu aillat
per l'ordenada R es compleix que P(k) = C (constant) per



k E(ko ,R) si i sols si-per a totá k E[k0,R) la longitud

de Gk és C vegades la del arc de la circunferéncia de

radi R limitat per la corda y =k .

Demostraci6 : És un cas particular del lema anterior .// .

Es fácil veure que en una circunferéncia de radi R
les funcions p i q definides a 1'apartat nó 23 compleixen

p (Y) +q (Y) = 2R/(R2-y2)1/2,

	

i per tant un perfil G definit
localment prop d'un máxim relatiu d'ordenades per les fun-
cions f i g, per que el seu número de rotaci6 valgui cons-
tantment C ha de complir

(1 +f'(Y)
2

)
1/2

+ (1 +g'(Y) 2) 1/2 = C.2R/(R2-y2) 1/2 .

Corol.lari : Si G és simétrica respecte al máxim relatiu
(localment), aleshores f(y) = g(y) = R.C .E(1/C, arc cos y/R),
en que E és 1'integral el .liptica . fonamental de segona es-
pécie,

Demostraci6 :

f=g-2(l .4.f'(y)2)1/2 = C " 2R/(R2-y2)1/2

.f- (Y) _ - (C 2R
2
/(R2 -y

2
) - 1)1/2

i ..fent el canvi de variable y = R.cos u, i imposant que
f (R) =0,

	

queda :



f (Y)

	

=

arc cos y/R
(1- 1

L'expressi6 paramétrica de les corbes obtingudes en el
corol.lari és :

s/R.C

sen2 u) 1/2 du .//,

gx(s) = R.C J O

	

(1- 12 sen2u) 1/2 du,
C

gy (s) = R cos s/R.C,

en que s és el parámetre longitud de 1'arc . Es fácil veure
que les superficies de revoluci6 engendrades tenen curva-
tura de Gauss constant i igual a 1 . Igualment pot compro-
var-se que excepte en el cas C = 1 (esfera) les corbes no
generen superficies de revoluci6 compactes (vegi's [7], .
3 .9 .1, on es classifiquen i descriuen les superficies de
revoluci6 amb curvatura constant) . El que es pot fer és
prendre una d'aquestes prop d'un máxim i tancar-la després
de qualsevol manera : la superficie obtinguda tindrá per a
un cert interval de valors de k el número de rotaci6 cons-
tantment igual a C . Si C és irracional obtenim aix1 un
exemple de superficie de revoluci6 compacta en la que el
conjunt Per (T1 (m)) definit a 1'apartat 22 no és dens a

T1 (M)

	

(vegi's (6],

	

5 .2 .9) .

26 .- Superficies amb número de rotaci6 constant (giobalment)

Ens interessem en el problema de saber si existeixen
superficies de revoluci6 compactes en les que el número de
rotaci6 sigui constant sempre . (Aix6 no exclou, está clar,
que sempre es complirá que

	

P(-k) = - P(k)) .



Proposici6 : Una superficie de revoluci6 compacta té el
número de rotaci6 constant (globalment) si i sols si aquest
val constantment l(b -1, per k negatiu) i ademés la super-
ficie prové de la revoluci6 d'una corba que es pot expres-
sar globalment com

	

'

(x0-f (Y) ,

	

y),

	

(x0 + g(Y) ,

	

Y)

	

Y E[O,R],

i bn f i g compleixen

(1 a.f'(Y)
2

) l/2 + (1 +g,(Y).2) l/2 = 2R/(R2-y2 ) 1/2 .

Demostraci6 : Sigui g la corba que genera la superficie de
revoluci6 . Si gy no té cap máxim relatiu aillat, és fácil
veure que si R és el suprem dels valors que pren gY

existeix
un interval [rl,r2 3-de valors del parámetre longitud de
1'arc en el que gy val constantment R . En conseqüéncia per
0 < k< R

	

tenim :

-

	

s2 (k)

	

k ds

	

r2

	

k dsP (k)

	

ZS1 (k)

	

2

	

2gy (s) Ry
(s)-k

	

rl R

	

R -k

i per tant lim
P (k)

	

_
k---R

En conclusi6, no podem esperar trobar una superficie
de revoluci6 compacta amb número de rotaci6 globalment en
que gy no tingui cap máxim relatiu aillat .



Una superficie de revoluci6 compacta ha de ser difeo-
morfa o bé a T2 C) bé a S 2 . Si és difeomorfa a T2 s'obté per

rotaci6 duna corba G que ha de ser tancada . Suposem que
existeixi en ella un punt d'ordenada máxima aillat- ala vol-
tants del qual existirán funcions f i g com han estat defi-
nides a 1'apartat 23 . Peró si la corba és tancada haurá d'exis-
tir per forga un valor y0 yÉR en el que

lim

	

lim

Y-+Y
If - (Y)I=C ,

	

o bé

	

Y-Y 1g'(Y)I=co
0

	

0

(per exemple al minim absolut) . Peró aixó contradiu .l'equa-
ci6 :

	

'

(1 +f (Y)
2 ) 1/2 + (1 +g,(Y) 2) 1/2 = C " 2R/(R2 - y~ 1/2

obtinguda abans . En conseqüéncia no podem esperar números
de rotaci6 constants en superficies tipus T 2 , sin6 que en

tot cas les superficies haurén de ser difeomorfes a S2 ,
obtingudes per rotaci6 d'una corba que talli ortogonalment

al eix x.

Ara bé : una corba aix1 no pot tenir punts d'ordenada
mínima relativa doncs en ells f'

(y0)

	

o bé g'
(y0)

_~.

En conseqüencia aquestá corba vindrá donada globalment per
dues funcions f i g tals que

f(R)
= g(R) = 0 .

	

lim

	

f- (Y) _

	

'
y
l
-
im

0y" 0

	

g, (Y) = 0 .

Per tant ha de complir-se necessáriament que :



lim

	

( (1 +f'(Y) 2) 1/2 + (1+g,(Y) 2) 1/2 = 2 = lim

	

2C .R/ (R2 -y2) 1/2= 2C,
y-.o 0

	

Y-0

Per tant necessdriament C =1 .//.

Corol.lari : Tota superficie de revoluci6 compacta té in-
finites geodésiques tancades .

Nota : Aquest corol.lari és un cas particular del següent
Teorema (Klingenberg, 1976) : Sigui M una varietat de Rie-
mann compacta amb grup fonamental finit . Llavors existei-
xen a M infinites geodésiques tancades . (Vegi's 6,,4.3 .4) .



Capitol IV

Petites pertorbacions

L'objectiu d'aquest capitol és demostrar que en un
flux próxim al flux geodésic d'una superficie de revolu-
ci6, existeixen trajectbries periádiques próximes als e
quadors exteriors del flux no pertorbat que, en general,
segueixen sent estables orbitalment .

Per flux próxim al flux geodésic d'una superficie
de revoluci6 entenem un flux hamiltoniá donat pel flux
geodésic en una superficie .próxima a una de revoluci6,
en la topologia convenient, o bé el donat per 1'existen
cia d'un potencial feble en la mateixa superficie o en
una de propera . (Al dir potencial volem dir simplement
una part no quadrática del hamiltoniá) . En tot cas, un
flux próxim poden suposar=lo donat per una petita varia-
ci6 del hamiltoniá H : T(M) --]R utilitzat fins ara, sen-
se necessitat de canviar d'espai de configuracions .

El métode utilitzat és el de redufr el problema al
de 1'existéncia i estabilitat dels punts fixos de certes
aplicacions de Poincaré . Estabilitat que es demostrará
utilitzant el Teorema de Kolmogorov-Arnold-Moser, en la
versi6 coneguda com el Teorema del Twist.

El contingut del capitol será : Primer : definir i es-
criure en forma normal de Birkhoff 1'aplicaci6 de Poincaré
del flux no pertorbat en una superficie de secci6 conve-



nient . Segon : fer el mateix per les aplicacions de Poincaré

del flux pertorbat, en cada nivell d'energia . Tercer : demos-

trar 1'existéncia de punts fixos de les aplicacions pertor-

bades prop dels corresponents als equadors exteriors del

flux no pertorbat . Quart : posar de manifest la . proximitat

entre els coeficients de la forma normal de les aplicacions
pertorbades i els de la no pertorbada . Cinqué : donar condi-

cions per que es compleixin les hip8tesis del Teorema del

Twist .

27 .- Aplicació de Poincaré associada a un equador exterior .
Forma normal .

Sigui M una superficie de revoluci8 generada per la cor-

ba g(s) . Suposem que gy te un máxim relatiu per s =s0 . Sigui

E" la superficie de T1 (M) definida per u =u0 (secció meri-

diana) . Diguem x0 al punt de E" definit per Pu =gy(a0), Ps =0,

u =u0, s =S0 . Com es veu x0 és un punt de l'8rbita de 1'equa-

dor exterior que passa per s =s0 .

Diguem E a, 1'entorn de x0 dins de la superficie E " de
manera que per tot punt x E E,ü(x) .P`0 . Com que x0 esté en

una trajectbria periódica podem definir 1'aplicacib de Poin-

caré P : E-a E ' c E" tal que P(x) =x 1	si1'8rbita que passa per

x la vegada següent que talla a
E"

ho fa a x' . P és un difeo-
morfisme diferenciable tantes vegades com el camp de les
equacions del moviment (una vegada menys que g) i que conser
va 1'element d'área dPsA ds

	

(vegi's [2], apéndix 31) .

® / v, I® y, II, r I

	

F ` ~®



Anem a buscar noves coordenades a E que sustitueixin
a Ps i s de manera que el canvi sigui simpléctic i que P
tingui en les noves coordenades una expressi6 en forma nor-
mal .

Les noves coordenades, inspirades en les acci6-angle,
serán I, 9 en que I ve definida per

s

	

(k)

	

j'2
(k)

I = ( J
sl

(k)

	

Ps ds) / n

	

= ñ

	

sl
(k)

	

(1-k2/gy(s) )
1/2

ds,

és a dir,

	

I(PS, s)

	

és 1/2 R

	

multiplicat per 1 1 área limitada
per la corba Pu =k,

	

si k=pu (Ps, S) .

Definim la funci6 generatriu :

s

	

s
S(I . s) = d s

	

Ps ds = " s

	

(1-k2/92 (s)) 1/2 ds,
0

	

0

en que éls limits s
0

i s volen dir integraci6 al llarg

d'un arc de la corba Pu =
k (k esté determinat per I) que

uneixi s0 amb s . Ens queda

bS

	

aS

	

dk - S s

	

-k ds

	

-16- al - ók

	

dI -

	

s0

	

p (k)

	

,gy (s)

	

gy(s)-k

doncs, com haviem demostrat a 1'apartat ng 18, '- A(k) =

= -2 n p (k) .



Es dedueix de la definició que 9 es una variable

angular que pren valors entre O i 2 17, i que e(Ps ,s0 ) =

=0=2r.

és que

Actualment, el tor invariant T CT1 (M) definit per

Pu =k prop de 1'equador s =so, podem coordenar-lo per

u - ¡ 9 en lloc de u i -s, amb el que obtenim una represen-
taci6 global .

Notem que per k fix, al tor Pu = k s'escriu

1

	

kd 9 =

	

P (k)

	

gy (s)

	

gy(s)-k .

	

ds

i si el camp del moviment a T s'escriu Xu bu

	

9---b@

xe = d 9q/g2 (s)

	

a

	

+ (1-k2/g2 (s) ) 1/2
ó)=

y as

1 k
A (k)

	

g2(s)

Si k está prou prop de g (s0 ) la component xu és
Y

sempre diferent de zero, i podem considerar el camp

a u + x9/Xu . a 9

	

que té les mateixes órbites que l
,
an-

terior, i per tant la mateixa aplicació de Poincaré asso-
ciada, pera que es redueix a



amb el que les trajectóries son u (t)
= u0

	

t,e(t)-g t

	

t
0

	

p (k)

D'aix6 es dedueix que l'aplicaci6 de Poincaré té una
expressi6 molt senzilla en aquestes coordenades, doncs si
diem

	

(1',9')

	

= P(I,

	

8) .és

Com que p només

	

depén de k, i per tant només de I,
podem desenvolupar la funci6 2 n/ P(k) en poténcies de I :

A partir dels cálculs fets sobre P(k) en el capitol ante-
rior, es veu que :

a l

a l a
7u + P (k) be '

e'= a+ 2 rr/ P (k)

2 TT/ P (k)

	

= a0 +

	

a1I +

	

0(12)
.

a
0 = 2 n(-gy(s0 ) .gy(s0 )) 1/2 .

-2 n(-g"v(s0) + g
y
{s0 ) §y ( SO ) «1y ( SO ) - 5/3 gy(s0)

:gv
(s0)

8 gy (s0)

(mbdul 2 TT) .

Notem que la forma en que ha quedat escrita P en un
entorn E de x0 és_una forma normal de Birkhoff . Per tant,
si P s'escriu en unes altres coordenades 11 , 9 l com



aleshores necessériament,

(vegi's [151, §23) .

28 .- Els apartats que seguiran s6n, pas per pas, la demos-

traci6 del següent

Teorema : Sigui M una superficie de revoluci6 compacta gene-
rada per g(s) amb s = s0 un méxim relatiu de g , g diferen-

Y
ciable amb continuitat al menys sis vegades i que compleixi
que a0 i a

l definits a 1'.apartat anterior a partir de gy(s)

cánpleixin que a 1Y6 0 . i,

	

si a= ela0 ,

	

3

	

l,

	

a 4

	

1 .

Sigui H:T(M)--> IR el hamiltoniA corresponent al flux geodé-
sic de M. Sigui K un entorn compacte de T1 (M)'= H-1 (1/2) del
tipus

K =~z ET(M) 1H(z) E[1/2 -k, 1/2 ~kj, amb 0 <k<1/2} .

H
1

E

	

C6 (T (M))

	

compleix

	

1 H
1
(z) I < t

	

dz E T(M),

	

i

	

Hl

	

4 <

(norma del suprem sobre K de la funci6 i de totes les seves

derivades parcials fins al ordre 4), llavors el flux co-

rresponent al nou hamiltonié H'= H ~ E
1

té una 8rbita peri8-

dica a H'= 1/2 orbitalment estable (no sols isoenergética-

ment) i tant propera com volguem al equador s =s0 si e és
prou petit .

Ií = 1
1
+0(11) .

al = 9
1 +b0 +b

1 .11 +0(Il),

Llavors existeix

	

& >0

	

tal que si H1 : T (M) -IR,



Comentar¡ : Propiament, el que demostrarem será 1'existén-

cia d'una familia uniparamétrica continua d'brbites perib-
diques cadascuna en un nivell d'energia diferent, i cadas-

cuna isoenergéticament orbitalment - estable .

La complicació técnica d'aquesta demostraci6 prové
de la necessitat de comparar cada aplicaci6 de Poincaré
del flux pertorbat (una a cada nivell d'energia) amb la
del flux no pertorbat (definida a E) quan totes estan de
finides sobre dominis diferents . La manera de fer-ho és

projectar difeombrficament les superfícies H'=h

	

(constant)
sobre T1 (M), i grendre allá una única superficie de secci6
comuna - a tots els fluxs . Naturalment, cal assegurar-se de
que la projecci6 envía brbites en brbites de manera bijec-

tiva .

29 .- Pas primer .

En aquest pas consideraren els camps
X~

del moviment

definit per el hamiltoniá H' a cada superficie invariant
H'= h, i els redufrem a un únic domini, T (M), sense per-

1
dre propietats orbitals ni la proximitat entre ells . Con-
cretament, demostrarem :

Sigui

	

T0 (M)

	

= {(x, v)

	

E

	

T (M) I

	

v y` 0}

	

..

Considerem p : T0 (M) -~ T1 (M) definida per p(x,v) = (x, v/11v(l) .

Llavors donat

	

> 0

	

existeixen

	

b 1 i A 2 > 0

tals que

	

H h E(1/2 - b1 "

	

1/2 ¢

	

1)

	

i e Hl : T (M) -IR

tal que

	

IIHl1ló (M) < b
2

	

¡

	

IIHj,I4 <

	

2,

	

el conjunt C

	

H'-l (h)

compleix :



i)Ch és una varietat diferenciable i Ch C: K .

ii) p és un difeomorfisme de Ch en T1 (M) .

iii) Si Xh és el camp definit per H'a Ch . existeix

un camp Xh a T1(M) que depén diferenciablement de h, que

les seves ,corbes integrals son les de % traslladades per

p (encara que amb una altre parametritzaci6), i que com-

pleix I/Xh-X031 (M) < e . on X és el camp definit per H a

71(M) . Ademés els campa h s6n diferenciables amb conti-

nuitat al menys cinc vegades si H ho és al menys sis .

Demostraci6 :

i) Per

	

aconseguir Ch c: K n'hi ha prou amb que ( 81 +A2)<k .

I per que Ch sigui varietat diferenciable n'hi ha prou amb

que grad H'yÉ 0 a Ch, , i aixó es compleix si

b
2 <Inf K ligrad H

	

(z) ¡l .

ii) En un punt de Ch el nucli de P* restringida al espai

tangent en aquell punt és el subespai vectorial generat

per el vector grad H. Com que p té sempre rang 3 a tot

punt de T0 (M), * tindrá rang 3 al tangent de Ch si

<grad H, grad H') y` 0, doncs els vectors tangents a Ch

son ola v tals que (v, grad H') y9 0 .

Pera <grad H', grad H)# 0 si ((grad H, grad H1>l<

grad Hjj 2 .

	

O sigui que per la desigualtat de Schwarz

n'hi ha prou amb que 11 grad H111 <I'grad HIl i aixó és cert



si 6 2 és prou petit .

En aquestes condicions, p restringit a C
h

és un

difeomorfisme local . Anem a veure que p és bijectiu

(diem també p a p restringit a Ch) .

Efectivament : pel que hem vist, tot punt de T1 (M)
és -un valor regular de p, i per tant card (p_ (z» és
constant per z ET 1 (M)

	

(vegi' s [12], §1) . Sigui z0
ET1

(M)

qualsevol . p-1 (z0 ) no és buit, doncs Ch no ho és . D'al-

tra banda,

	

si

	

z
1

,

	

z2 E

	

-1p

	

(z0)

	

no és possible que zl91 z
2

,

doncs en tal cas si z0= (x0 ,v0 ), z
l=(x

0,v1), z2= (x0 ,v2 ),

i v1= a .v0 , v2= b.v0 , existiria necessariament c entre a

i b tal que

d A

	

II, (x0' 1 v0
) j

	

= 0
=c

és a dir que dd H (x0,
av0)Ea-c

= -
dd H1 (x0 ,a v0 )I 7 =c ,

i aixb no és possible si S 2 és prou petit doncs H és

homogénia de grau'2 en a i per tant podem acotar fácil-
ment

iii) Distingint ara entre p i ph (restricci6 del primer .

a Ch) definim

á
da H(x0 , a v0 ) sobre K .

= (2 .(Hophl )) -1/2



Xh depen diferenciablement de h .

Concluiin :

Si Y és el camp definit per H a T(M), y X la seva

restricci6 a T1 (M), per la particular estructura del

flux geodésic es compleix que

(2 .(Hephl))-1/2 .
p~(Y) = X per á tota h .

a) Xh té les mateixes brbites que p (Xh), i per tant

es corresponen amb les de Xh a través de p . .

b)

	

1'-XI131(M)

	

= 11 (2 . (H- phl»
_1/2 . p

	

(Y +xl )

	

-

-(2 . (H.phl))

	

p

	

(Y) IIT1 (M)= II (2 . (EiQ

	

-1))

	

p

	

(x ) IIT, (M)3

	

Ph

	

* 1 3

on X1 és el gradient simpléctic de Hl , que podem suposar

tant petit com volguem doncs
Iix1113

< 62 .

c) Obviament els camps Xh s6n de classe C5 .

30 .- 'Pas segon :

Un cop unificat el domini de definici6 dels camps

X i Xh definim les corresponents aplicacions de Póinocré

sobre una superficie de secci6 comuna, i comprovem que

aquestes difereixen poc entre elles .Aixb és en esséncia el
contingut del enunciat següent :



Considerem la superficie u =u0 de T1 (M) . Sabem

que existeix en entorn E de x0 (x0 és el punt de 1'e-

quador, definit per P = 0, s= s
0
) que és superficie

de seccib per el camp X . Si els camps }h, obtinguts

al pas anterior, amb hE (1/2 - 6 ,

	

1/2 + b ) .

1IXh-XIIT1 (M) < t amb a prou petit, llavors :

i) E també es superficie de secci6 per els Xh .

ii) Existeixen les aplicacions de Poincaré Ph de-

< b 3 , Y x EE , i 8 3 és tan petit com volguem,

si s és prou petit .

iii) Les Ph preserven área .

Demostraci6 :

finides sobre E i compleixen JIP (x) -Ph (X)11 <

i) Evident, amb una eventual reducci6 de _r .

ü) L'existéncia de les Ph és conseqüéncia de i) .

Per veure que les aplicacions P
h son próximes a P,

notem que les órbites de Xh les podem considerar solu-

ciona aproximades de les de X, amb una aproximació g,
i per tant val la desigualtat fonamental : Si u(t) és

la corta integral de X amb u(0) = x E Z, i v(t) és la

de X
h
amb la mateixa condicib inicial, es compleix

compleixen

on Q és una cota de JIDXI) en un compacte que contingui

ambdues arbites .



Si t
l

és el temps que tarda x en tornar a tallar

u =u0 sobre les 8rbites de X,

	

i t2 ho és sobre les

de Xh tenim:

Itu(t1 )-v(t
2
) 11 = IIP(x) -Ph(x) n < JIU(t1)-u(t2) II +

+IIU (t2) -v ( t2) II s Q1-I
t2- t l i+ C . (eQ l t21

	

-1)/Q,

en que
Q1 és una cota superior de 11X11 . Tenim que entre

x i la seva imatge per P o per Ph la coordenada u s'ha

incrementat en 2 n, i com que IIXu-XhuII < e

	

tenim que

1 t2-tl I<
e /2 TT ==*

	

1 t21< c/2 n

	

+

	

I t
l

1 ,

	

i queda

IIP (x) -Ph(x) 11 <_ Ql .

	

e /2 TT

	

+

	

e (eQ (e /2 TT

	

+ 1 tl I ) -1/Q

	

=

	

b3

Com es veu,

	

63
depén només de e i de X,

	

i

	

53 tendeix

a zero quan etendeix a zero .

iii) Es conseqüéncia de que les órbites de Xh a T1(M)

es corresponen amb les de Xh (notacions del apartat 29)

a Ch a través de la projecci6

	

Ph : Ch -4 T1 (M), i per

tant Ph
Ph

Pri
p
-h1

, 6n Ph és una aplicació

	

de Poinca-

ré corresponent al flux definit a Ch per Xh, que preser-

va área .



31 .- Pas tercer .

En aquest pas demostraren que cada aplicaci6 Ph té

un punt fix xh de manera que 11%-xO 11 es fa tan petit con

volguem si 11Ph-PI1 és prou petit . Aixó es conseqüéncia de

la següent

Proposici6 : Sigui A un obert de IR

	

i sigui P : A -~ R2 un

difeomorfisme tal que existeixi x0 E A amb P(x0 ) = x0 i

tal que DP(x0) no tingui el valor propi 1 . Aleshores exis-

teix un entorn compacte K de x0 a A de manera que donat

qualsevol

	

e >0 existeix un b > 0 tal que si Q : A -+ M2

Kés una aplicaci6 continua que compleix que I1P_Q,I
<b lla-

vors existeix un punt x1 E A fix per Q i tal que lIx0-X111<£

Demostraci6 : Sigui K un entorn compacte de x0 a A tal que

existeixi una constant c > 0 tal que per tot x E K i per

tot z EIR2 es compleixi

91(1 - DP(x) ) (z) 11 >_ c11z11 .

(Existeixen K i c perqué 1 no és valor propi de DP(x0)) .

Considerem la funció F (x) = x-P (x) . Compleix F (x0) = o,

i DF(x0 ) té rang 2 . Per tant existeix r >0 tal que la

bola Br de radi r centrada en el 0 está continguda a la

imatge de F, i sobre Br está definida F-1 , amb F -1 (Br) C K .

Prenem 6 més petit que r i que s .c .



Sigui G(x) =Q(x)-P(x) . La imatge de G está contin-

guda a B
b

-1
Br F-0 AG-n BS " c Br

Com que G 9F-1 &s continua, pel Teorema de Brouwer

existeix y1 E Br fix per G -F -l . Sigui xl= F-1 (y1 ) . Es

compleix G(x1) = F(x1 ), i per tant Q(x1 ) = X1 .

Además, (xl-x
0 ) =(F-l (y1 )-F-1 M) . Per tant existeix

y2 a B tal que x1-x0
= (DF-1 (y2))(y1 ) . En conseqüéncia

11x1-x0`1 ¿11y111 /c < b /c < a .

32 .- Pas guart .

Situat el problema en aquest termes, el que queda és

una aplicaci6 standard del Teorema del Twist . Demostrarem :

i) DP(x0 ), D2P(x0),

	

i D3P(x0 ) (considerats matri-

cialment) tenen els seus coeficients tan prop com

volguem dels de DPh(xh), D2ph(xh)

	

i D3ph(xh) .

ii)

	

Per

	

h en un entorn de h = 1/2, els punta xh s6n

Demostraci6 :

una corba diferenciable .

i) si t0 és el periode de la trajectbria de X que passa

per x0,
i th és el de la de Xh que passa per xh, llavors els

coeficients de D1P(x0) i de D
1P
h(xh ) per i =1,2,3 es de-'

dueixen dels de D1Ft (x0) i de D1Fh(xh), 6n Ft i Ft son
0. .

	

th
els grupa de difeomorfisme associats a X i Xh (vegi's [10],



Lema 2B .3) .

D'altra banda,

II DiFt

	

(xh)

	

- D'Ft	(x0) II s II D iFh	{

	

)

	

- D'Ft	(x 0) II +
h

	

o

	

h

	

h

+II D
i
Ft (x0 ) - DiFt (x0) II .
h

	

0

La segona d'aquestes diferéncies pot acotar-se fécil-
ment per el producte d'una constant que només depén de X
multiplicada per Ith-t0 I, que al seu torn pot acotar-se per -

e /2 TT

	

si

	

IPK-Xh 11 < e . D' aquí es dedueix també que

	

I thI !5
<

	

e/2 TT

	

6 1 t0 I .

Llavors la primera d'aquestes diferéncies pot ser tan
petita com volguem com a consegüéncia de la continuitat res-
pecte a parámetres de les solucions d'una equaci6 diferencial
ordinéria, en el sentit de que si "X-XhIi3 és prou petit lla-

vors JIDipt-DiFhII3 és tan pet ;_ com volguem, per a t fix.

ii) Es conseqüéncia de ¡)¡del Teorema de la funci6 implícita,
doncs 1' equaci6 Ph(x) -x _ 0 te soluci6 x = x1/2 per h = 1/2,

i Ph depén diferenciablement de h, complint-se que DP1/2 (x1/2)-I

és no singular si está prou prop de DP(x0)-I .

33 .- Pas cinaué.

Si dues aplicacions simpléctiques de IR2 en IR2 que dei-
xén fix un punt tenen prou pr8ximes .les seves diferencials
primera, segona i tercera en els respectius punts fixog,
llavors els coeficients de la forma normal de Birkhoff pri-

mer i segon duna i altra son tan pr8xims com volguem.



Demostraci6 : Aixó es conseqüéncia de la construcci6 de la
forma normal de manera recurrent a partir dels coeficients

del desenvolupament de Taylor (vegi's [15], § 23) .

34 .- Pas sisé .

En aquest moment sabem ja que Ph pot escriure's, per
h en un entorn de h =1/2, en la forma

I'= I + 0(12),

8'= e+ a0 +a1 . I +0(1 2 ) ,

i que podem conseguir que ah i al estiguin prou prop de

a0 i a l (corresponents a P) de manera que

ah 7É 2 rr, 2 rr/3, 4 n/3, 77/2, 3 Tt/2, u,

Sabem també que Ph és diferenciable amb continuitat

al menys cinc vegades .

Per tant, aplicant el Teorema de Kolmogorov-Arnold-
Moser, en la versi6 del Teorema del Twist par cinc graus
de diferenciabilitat, concluim que Ph té corbes tancades
invariants tan prop com volguem de xh , el que ens assegura
1'estabilitat orbital de 1'órbita periódica que passa per
xh (vegi's [13]) . Notem que en principi es tracta d'estabi-
litat isoenergética, peró que la continuitat de xh respecte
de h ens assegura estabilitat orbital a T(M) .



(Vegi's [13] per el Teorema del Twist demostrat per
Moser per 333 graus de diferenciabilitat, i [14] per la
demostraci6 de Rüsmann en qué es redueixen a cinc) .



[1] Abraham, R . i J.E . Marsden : "Foundations of Mechanics",
Benjamin, 1967 .

[2] Arnold,V.I . i A .Avez : "Problémes Ergodiques de la Méca-
nique Classiqu ", GDuthier-,Villars, 1967 .

[3] Darboux,G. : "Théorie Générale des Surfaces ", Gauthier-
Villars, 1894 .

[4] Denjoy,A . :"Sur les courbes définies par des équations
différentielles a la �surface du tore", J.de Math ., V .
XI, 333-375 (1932) .

[5] Guckenheimer,J . : "Bifurcation and Catastrophe", a "p=
namical Systems ", págs . 95-109, Ed . : M.M.Peixoto, Aca-
demic Press, 1973 .

[6] Klingenberg,W, : "Lectures on Closed Geodesic ", Matema-
tischeg Institut der Universitát, Bonn, 1976 .

Klingenberg,W . : "Curso de Geometría diferencial ", Alham-
bra, 1978 .

Kolmogorov,A .N. : "The General Theory of nlrnamical . Sys-
tems and Classical Mechanics" (Apendix de[l]).

Lacomlaa Zamora, Ernesto A . : "Ej.emplos de Sistemas Mecá'-
nicos con Simetría", Acta Mexicana Ci . Tecn ., 5,155-191,
(1971) .

[10]Marsden, J.E . i M . McCracken : "The Honf Bifurcation
and its Applications ", Springer-Verlag, 1976 .

[11]Mi1nor,J . : "Morse Theory", Princeton University Press,
1969 .

Bibliografía citada



[12]Milnor, J . :"Topologv from the Differentiable Viewpoint",
The University Press of Virginia, 1969 .

[13]Moser,J . : "Stability and Nonlinear Character of Ordinary

Differential Equations", a "Nonlinear Problena ",pags .
139-150, Ed . : R . Langer, The University of Wisconsin Press,

1963 .

[14]Rüsmann,H . : "über invariante Kurven differenzierbarer

Abbildungen eines'Kreisringes",Nacbrichten Akad . Wiss .
Gtittiügen Math. Phys . Klass ., (1970) .

[15]Siegel, C.L . i Moser, J . : "Lectures on celestial Mecha-
nics ", Springer-Verlag, 1971

[16]Smale,S . : "Topology and Mechanics",.Inventiones Math .,
X, 305-331, (1970) ; XI, 45-64, (1970) .

[17]Tricomi,F .G . : "Integral Equations" , Intersciencie, 1970 .




