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Capitol 1
Teoria de conjunts

La nocié de conjunt correspon al que entenem usualment per colleccid, agrupacié
o classe d’objectes. En el llenguatge corrent aquests objectes es diuen elements,
membres o individus de la colleccid, agrupacié o classe.

Els matematics han elegit, per designar aquests conceptes, les paraules conjunt
i element, i diuen:

Un conjunt esta format per elements.

La importancia de la nocié de conjunt es deriva del fet que actualment les ma-
tematiques s’escriuen fent servir el llenguatge de la Teoria de Conjunts. Malgrat
aixo, el concepte de conjunt és molt delicat des d’el punt de vista logic, i arribar
a donar una definicié precisa de conjunt ha estat, historicament, un procés llarg i
complicat.

La definicié formal i rigorosa de conjunt esta fora de ’abast d’aquest curs. No-
saltres ens conformarem a dir que un conjunt A esta ben definit quan es té un criteri
que ens permet afirmar si ’element a pertany al conjunt A o no. En cas afirmatiu
escriurem a € A, i en cas negatiu, a ¢ A.

Un exemple molt famés que illustra la dificultat de donar una definicié rigorosa

de conjunt és la Paradoxa de Bertrand Russell:

Sigui A el conjunt de tots els conjunts que es pertanyen a ells mateixos i
stgui B el conjunt de tots els conjunts que no es pertanyen a ells mateizos. Es
clar que si X és un conjunt, o bé X € A o bé X € B, pero no pot pertanyer a
Aia B alavegada. Ara bé, si B € A, llavors, per la definicic de A, B € B,
pero aixo no pot ser, per tant B € B, i en aquest cas, per la definicid de A,

tenim que B € A, una altra contradiccio.

Observem que segons la nostra idea del que ha de ser un conjunt, o bé A no és

un conjunt o B no és un element, ja que no podem decidir si B és un element de

7
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A o no. Com que tot conjunt X és element d’algun altre conjunt, X € {X}, tenim
també que B no és un conjunt, ja que no podem decidir si B pertany a B o no.
Per tal d’evitar paradoxes d’aquest estil, tampoc esta permes que un conjunt es

pertanyi a ell mateix, és a dir, no pot passar mai que X € X si X és un conjunt.

Exemples 1.0.1

(1) El conjunt dels nombres naturals
N=1{0,1,2,3,..}.
(2) El conjunt dels nombres enters
Z=1{.,—-3-2-1,01,23,..}
(3) El conjunt dels nombres racionals
Q={a/bla,beZ, b+#0}.
(4) El conjunt dels nombres reals
R = {a.a1a2as... | a,a, € Z, 0 < a, < 9}.

(5) El conjunt buit ) = {} és el conjunt que no té cap element.

(6) {1}, {a,b,c}, el conjunt dels enters multiples de 2, és a dir, {z € Z | = =
2k, onkeZ}, {rcR|z=a+by2, ona,becQ}. ¢

1.1 Nocions basiques

Siguin A i B conjunts. Direm que A és un subconjunt de B, i escriurem A C B,
siinoméssiz € A= x € B (el simbol = es llegeix “implica” i significa que si es
compleix la condicié de la seva esquerra llavors també es compleix la condicié de la
seva dreta). En aquest cas també direm que A esta contingut a B o que B conté
A. Direm que A ésigual a B, A= B,siinoméssi ACBiBCA SiACBi
A # B, escriurem A C B i direm que A és un subconjunt propi de B. Per exemple:
NcZcQcCR.

1.1.1 El conjunt de les parts d’un conjunt: unié i interseccié de
subconjunts

Sigui X un conjunt. El conjunt de les parts de X és el conjunt P(X) ={A| AC X}.

Per exemple, si X és el conjunt buit llavors P(X) té un sol element que és (). Noteu
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que, en aquest cas, P(P(X)) té dos elements () i P(X) = {0}. En general, si X és
un conjunt, sempre sén elements de P(X) el conjunt buit i X.

Siguin A i B subconjunts d’un conjunt X. Definim les operacions segiients:
(1) Launicde AiBés AUB={rxe€ X |z€ A o z € B}.
(2) La interseccicde AiBés ANB={zeX|z€Aiuxec B}
(3) El complementaride A és A=A ={z € X |z ¢ A}.
(4) La diferéncia A menys B és A\B=ANB‘={ze X |ze€Aiz ¢ B}.

Siguin A, B,C € P(X). Es pot demostrar que es compleixen les propietats

segiients:
(1) Associatives: AU(BUC)=(AUB)UC, AnN(BNC)=(AnB)NC.
(2) Commutatives: AUB=BUA, ANB=BnNA.
(3) Lleis d’absorcié: AU(ANB)=A, AN(AUB) = A.
(4) Lleis d'idempotencia: AUA=A, ANA=A.
(5) Distributives: AU(BNC) = (AUB)N(AUC), AN(BUC) = (ANB)U(ANC).
(6) AUA =X, ANA°=0.
(7) (A9)° = A.
(8) Lleis de de Morgan: (AU B)¢ = A°N B¢, (AN B)¢= A°U B°.

Sigui {A;}ier una familia de subconjunts d’un conjunt X, aix0 és, per a cada

index i € I, sigui A; C X. Definim la seva unié com

UA¢:{$EX|31'€I tal que = € A;},
i€l
i la seva interseccid com
(NAi={zeX|zeAViel}
i€l

(Els simbols 3 i V es llegeixen “existeix” i “per a tot” respectivament.)

Direm que dos conjunts A i B sén disjunts si i només si AN B = ().
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1.1.2 Producte cartesia

Siguin A i B dos conjunts. Siguin a € A ib € B. Un parell (a,b) és un simbol que

satisfa la condicié segiient:
(a,b) = (a’,t/) siinoméssi a=dib=""
Definim el producte cartesia de A per B com
AxB={(a,b)|a€ A, be B}.

Sigui {A;}ier una familia de conjunts. Per a cada i € I, sigui a; € A;. Definim

el simbol (a;);cr per la propietat segiient:
(ai)ig = (bi)ie] siinoméssi a; =b;Viel.
Definim el producte cartesia de la familia {A;};c; com

HAZ = {(ai)ig | a; € A; Vi € I}

i€l

També escriurem A; x Ay X ... x Ay, o [, A; per denotar el producte cartesia dels
conjunts Aj, Ao, ..., Ay, i (a1, a9, ...,a,) per denotar un element d’aquest producte.

A més, si A; = AVi=1,2,...,n, denotarem el seu producte cartesia per A".

1.1.3 Relacions binaries

Una relacié binaria en un conjunt A és un subconjunt de A%2. Si R és una relacié
binaria en A i (a,b) € R, escrivim a R b, i diem que a esta relacionat amb b per R.

Direm que la relacié binaria R és refleriva si i només si
aRa Vae€A.
Direm que R és simeétrica si i només si
aRb=bRa.
Direm que R és antisimétrica si i només si
aRb i bRa=a=hb.
Direm que R és transitiva si i només si

aRb 1 bRec=aRec.
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Una relacid d’equivaléncia és una relacié binaria, reflexiva, simetrica i transitiva.
Una relacio d’ordre és una relacié binaria, reflexiva, antisimetrica i transitiva.
Un conjunt ordenat és un conjunt amb una relacié d’ordre. Una relacié d’ordre R
en A és una relacid d’ordre total si per a tot a,b € A, o bé aR b o bé bR a. Un

conjunt amb una relacié d’ordre total és un conjunt totalment ordenat.

Exemples 1.1.1

(1) Sigui A = {autobusos de Barcelona}. Definim en A la relaci6
aR bsiinomés siaibtenen les mateixes parades.

Es facil veure que R és una relacié d’equivalencia.

(2) Sigui X un conjunt. Definim en P(X) la relacié
AR B siinoméssi AC B.

Es facil veure que R és una relacié d’ordre. A més, si X té més d’un element,

aquesta relacié no és d’ordre total.

(3) La relacié < en R és una relacié d’ordre total. <

Notacié: Normalment una relacié d’ordre es denota pel simbol <, i una d’equi-

valéncia per ~. <&

Sigui ~ una relacié d’equivaléncia en A. Per a cada a € A, definim la classe de
a respecte de ~ com

[a] ={be A|b~a}.

Si b € [a], direm que b és un representant de la classe de a.

Lemma 1.1.2 Siguin A un conjunt i ~ una relacié d’equivaléncia en A. Siguin a

1 b dos elements de A, llavors sén equivalents,
(1) a~Db,
(i) [a] = [b],

(iii) [a] N [b] # 0.

DEMOSTRACIO. Veiem que (i) implica (4¢). Sigui ¢ € [a]. Llavors ¢ ~ a, i com que
a ~ b, la propietat transitiva ens diu que ¢ ~ b. Per tant ¢ € [b]. Aquest argument
demostra que si a ~ b llavors [a] C [b]. Per la propietat simetrica, b ~ a, i llavors

també tenim que [b] C [a]. Podem concloure doncs que [a] = [b].
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Es clar que (ii) implica (iii). Veiem que (iii) implica (i). Sigui ¢ € [a] N [B].
Llavors ¢ ~ a. Per la propietat simetrica, a ~ ¢. Com que també tenim que ¢ ~ b,

aplicant la propietat transitiva, obtenim que a ~ b. I

El Lema anterior demostra que si ~ és una relacié d’equivalencia en un conjunt
A, llavors el conjunt de classes d’equivaléncia respecte de ~ “parteix” el conjunt A
en trossos disjunts.

A T’exemple 1.1.1 (1), una classe d’equivaléncia esta formada pels autobusos que
fan la mateixa linia. Les classes d’equivalencia “parteixen” el conjunt d’autobusos

entre els que fan la mateixa linia.

Exemples 1.1.3

(1) Definim a Z la relacié segiient:
a~b siinoméssi a—bés parell

Es facil comprovar que ~ és una relacié d’equivalencia. El conjunt de classes d’equi-
valéncia només té dos elements: [0] i [1]. Aqui, [0] és el conjunt dels enters parells i

[1] és el conjunt dels enters senars.

(2) A R2\{(0,0)} definim la relacié  ~ y si i només si y esta a la recta determinada
per (0,0) i z. Veiem que ~ és una relacié d’equivaléncia.

Es clar que ~ satisfa les propietats reflexiva i simétrica. Per veure que també
satisfa la propietat transitiva, considerem z,y,z € R?\ {(0,0)} tals que = ~ y i
y ~ z. Llavors (0,0), z i y estan en una recta r, i (0,0), y i z estan en una recta r’.
Les rectes r i v’ contenen els dos punts (0,0) i y, per tant sén la mateixa. Aixo vol
dir que (0,0), z i z estan alineats i per tant x ~ z.

Si z € R2\{(0,0)} ir és larecta que passa per (0,0) i z, lavors [z] = r\ {(0,0)}.
&

1.2 Aplicacions

Siguin A i B conjunts. Una aplicacio de A a B és una tripleta (A, B, f), on f és un

subconjunt del producte cartesia A x B que compleix les propietats segiients:
(1) Ya € A, 3b € B tal que (a,b) € f.
(2) (a,), (a,b) € f=b=V.

Notacié: Per denotar que (A, B, f) és una aplicacid, s’escriu f: A — B, i es diu

que f és una aplicacié de A a B. En aquest cas, es diu que A és el conjunt de sortida
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o domini de Paplicacid, B és el conjunt d’arribada de I'aplicacié i f és la grafica de
I’aplicacié. Sovint identificarem, per abtus de llenguatge, la grafica de ’aplicacié
amb 'aplicacié mateixa, i direm que f és una aplicacié, quedant implicit que hi ha
un conjunt de sortida i un d’arribada. Si f és una aplicaci6 i (a,b) € f, escriurem
fra—bo f(a)=0b. &

Si f: A— Big: C — D s6n dues aplicacions, llavors f = g si i només si A = C,
B=D1i f(a) =g(a) Ya € A.

Sigui f: A — B una aplicaci6. Direm que f és injectiva si i només si f(a) =
f(d’) = a = d’. Direm que f és ezhaustiva si i només si Vb € B, Ja € A tal que

f(a) = b. Direm que f és bijectiva si i només si f és injectiva i exhaustiva.

Exemples 1.2.1
(1) Siguin A = {1,2,3,4}, B = {a,b,c¢,d,e}, C = {a,b,c} i D = {a,b,c,d}. Ara

dibuixarem uns diagrames que representen algunes aplicacions i uns altres que no

en representen cap.

A B A C

és aplicacié bijectiva. és aplicacié i no és injectiva

ni exhaustiva.
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no és aplicacié. no és aplicacio.

Per exemple, el primer diagrama representa 1’aplicacié

firA —- B
1 — b
2 — a
3 — e
4 — c
(2) Si A és un conjunt, l'aplicaci6
idgy: A— A,

definida per id4(z) = z per a tot © € A, és bijectiva i es diu aplicacié identitat sobre
A.

(3) Sigui A un conjunt i B C A. L’aplicaci6
1: B— A,

definida per «(z) = z per a tot z € B, és injectiva i es diu inclusié canonica de B
en A. &

1.2.1 Imatge i antiimatge

Sigui f: A — B una aplicacié. Siguin C C A1 D C B. Definim la imatge de C per

f com

HC)={f(z) |z ecC.
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Definim la imatge de f com Im (f) = f(A). Definim [’antiimatge de D per f com
fH(D) ={z € A f(z) € D}.
Fent un abtis de notacid, escriurem f~1(b) en comptes de f~({b}) quan b € B.
Observem que f és exhaustiva si i només si Im (f) = B.
1.2.2 Composicié d’aplicacions
Siguin f: A — B1ig: B — C aplicacions. La composicio de f amb g és I'aplicacié
gof:A—=C
definida per (g o f)(z) = g(f(z)), per a tot z € A.

Proposicié 1.2.2 Siguin f: A— B, g: B— C i h: C — D aplicacions. Llavors
(i) ho(gof)=(hog)of.
(ii) idgpo f = foidg = f.

DEMOSTRACIO. Sigui a € A.
(4) Tenim (ho(go f))(a) = h((gof)(a)) = h(g(f(a))) i ((heg)of)(a) = (hog)(f(a)) =
h(g(f(a))). Per tant ho(go f) =(hog)o f.
(74) Tenim (idp o f)(a) = idp(f(a)) = f(a) i (foida)(a) = f(ida(a)) = f(a). Per
tant idgo f = foidy = f. 1

1.2.3 Inversa d’una aplicacié bijectiva

Proposicié 1.2.3 Siguin A i B conjunts no buits, i sigui f: A — B una aplicacid.

Llavors les afirmacions segiients son equivalents.
(i) [ és bijectiva.
(ii) Existeix g: B — A tal que go f =ida i fog =idp.

DEMOSTRACIO. Sigui f: A — B una aplicacié bijectiva. Observem que per a cada

y € B, f~'(y) és un subconjunt de A d’un element. Aixi podem definir una aplicaci6
g: B— A,

per g(y) = x siinoméssi f(x) = y. Llavors g satisfa les propietats que volem. Aixo

demostra que (i) = (ii).
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Demostrem que (i) = (i). Si a; i ag sén elements de A tals que f(a1) = f(a2),
llavors, com que go f = ida, a1 = g(f(a1)) = g(f(a2)) = az. Aixi doncs, f és
injectiva. Sigui b € B, com que f o g = idpg, f(g(b)) = b. Per tant g(b) € f~1(b), i

podem concloure que f és exhaustiva. Per tant f és bijectiva. il

L’aplicacié g de la Proposicié 1.2.3 es diu aplicacio inversa de f, i es denota
per f~1. Observem que la inversa d’una aplicacié és tinica, perque si tenim dues

aplicacions g i ¢’ satisfent que go f =id4 i f o ¢’ = idp, llavors

/ /

g=go(fog)=(gof)og =4.

Observem que si f: A — B és una aplicaci6 bijectiva, llavors f~1(b), pera b € B,
té dos significats: la imatge de b per l'aplicacié inversa de f i 'antiimatge de {b}

per Paplicacié f. Pel context quedara clar que significa en cada cas.

Exemple 1.2.4 Considerem les aplicacions:

fi N - N g: N = N
’ 1 n —~ n—1 sin>0
n o — n
0O — 0

llavors g o f = idy pero fog # idy. Noteu que f és injectiva i no és exhaustiva, per

tant f no és bijectiva. <&

1.3 Els nombres naturals

El conjunt dels nombres naturals N és un conjunt infinit totalment ordenat:
0<1I<2<3<4<---<n<...

Observem també que tot subconjunt S no buit de N té minim, és a dir, existeix
s € S tal que s <z per atot z € 5.
Una de les propietats més importants dels nombres naturals és la segtient.
1.3.1 El principi d’induccié
El principi d’induccié diu que si S és un subconjunt de N tal que:
(1) 0e s,

(2) neS=n+1€S,
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llavors S = N.
Aquesta propietat s’usa principalment per demostrar férmules o teoremes que
depenen dels nombres naturals. Aixi, per exemple si volem demostrar que una

féormula F'(n) és certa per a tot nombre natural n, el que podem fer és considerar
S={neN| F(n) és certa },

i comprovar que aquest subconjunt dels natural compleix les condicions (i) i (47) del
principi d’induccid. Llavors el principi d’induccié ens diu que S = N, que és el que
es volia demostrar.

A la practica, el conjunt S no s’explicita, simplement es verifica que F(0) sigui
certa, i es demostra que si F(n) és certa llavors també ho és F'(n + 1). Llavors, pel
principi d’induccid, obtenim que F'(n) és certa per a tot nombre natural n. Aquest

tipus de demostracié es diu demostracié per induccié.

Exemple 1.3.1 Demostrarem per induccié que

1
O+1—|—2+...+n:n(n;) per a tot natural n.
Per n = 0, és clar que es compleix la férmula. Suposem que es compleix 04+ 142 +
ot =MD Per tant 041424414 (n41) = 2O 4 (1) = [EDOHED
I per induccié tenim que
1
O+14+2+..4+n= @ per a tot natural n. <

A vegades és dificil demostrar F'(n) = F(n+ 1), perd en canvi es pot demostrar
més facilment que si F'(m) és certa per a tot m < n llavors F/(n+1) també és certa.
Pero aixo no és cap problema, ja que els nombres naturals també compleixen la

propietat segiient.

Principi d’induccié completa. Sigui S un subconjunt de N tal que:
(1) 0e s,
(2) (Vm<n, meS)=n+1€S,

llavors S = N.
Per tant, si verifiquem que F(0) és certa, i demostrem que si F/(m) és certa per
a tot m < n llavors F'(n+ 1) també és certa, el principi d’induccié completa ens diu

que llavors F'(n) és certa per a tot nombre natural.
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Exemple 1.3.2 Considerem la successié de Fibonacci:
1,1,2,3,5,8,...,an,...
on el terme general a, compleix
Ap = Qp—1 + Ap—o YN > 2.

Demostrarem que

:5+\/5<1+¢5)"+5—¢5<1—J5>" R

“n 10 2 10 2

Per a n = 0, tenim
_5+VE 5-V5
10 10

1= ap
Per an =1, tenim

545 14v5 5-5 1-V5 _

1= i =1.
“ 0 2 10 2
Suposem que n > 11 que
545 (14V5) 55 (1-v5\"
am = + Ym <n
10 2 10 2
Ara " .
An+1 = Qn +an—1 = 5—"16/5 (1-}-2\/3) + 5_1(\)/3 (1_2\/5)
54v5 (14v5\" L | 5=vE (1=v5\" !
+ 10 ( 2 ) + 0 ( 2 )

Observem que




1. Teoria de conjunts 19

Per tant

5+\/S<1+JS>"H+5—¢S<1—\/5>”H'

@ntl = "0 2 10 2

Pel principi d’induccié completa,

—5+\/5<1+\/5>n+5_\£<1_‘/5>n Vn € N.

n 10 2 10 2

1.4 Exercicis

Exercici 1 Considerem els subconjunts de nombres reals segiients:

A={reR|0<z<5 o z*+3z+2=0}
B={zeR|n<x<60 ¢ sinz>0},
C:{x€R|e§x§\/ﬁ i lInx > 1}.

Descriviu, com a unid d’intervals disjunts o punts aillats, els conjunts AU BUC,
AUB, AUC, BUC, ANB, AnNC, BNC, (AnB)UC, (AUB)NC, ANBNC.

Exercici 2 Considerem els subconjunts del pla R? segiients:
A= {(z,y) € R?| 3z — 2y < 5},
B={(x,y) €R* |2z +y > 1},
C={(z,y) eR?* |y <3}

Quina figura geomeétrica és AN BNC¥? Calculeu els seus véertexs i dibuizeu-la.

Exercici 3 Considerem el subconjunt de l’espai R3 segiient:
A={(z,y,2) ER*|0 < z,y,2 < 1}.

Quina figura geométrica és? Siguin «, 3 € R fivats. Considerem els plans de R3
sequents:
B={(v.y.2) R |a+y+z=al,

C={(x,y,2) eR’ |z +y =3}
Descriviu quines figures geometriques son AN B i ANC, en funcio dels valors de «

i B. Trobeu un pla ™ de R3 tal que AN 7 sigui un pentagon.

Exercici 4 Siguin A, B i C subconjunts d’un conjunt X. Demostreu les propietats

seguents:
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(a) Associatives: AU(BUC)=(AUB)UC, AN(BNC)=(AnB)nC.

(b) Commutatives: AUB=BUA, ANB=BNA.

(¢) Lleis d’absorcic: AU(ANB)=A, AN(AUB) =A.

(d) Lleis d’idempoténcia: AUA=A, ANA=A.

(e) Distributives: AU(BNC) = (AUB)N(AUC), AN(BUC) = (ANB)U(ANCQC).
(f) AUAc =X, An A =.

() (A% = A,

(h) Lleis de de Morgan: (AU B)¢ = A°N B¢, (ANB)¢= A°U B°.

(i) ACB < ANB=A < AUB = B (el simbol <= es llegeix “si
1 només si”, i significa que es compleix la condicid de la seva esquerra si i

només si es compleiz la condicid de la seva dreta);
(i) (AUB)x C=(AxC)U(BxC) ; (ANB)xC=(AxC)N(BxC);
(k) AUB#( < A#D o B #0;

() ANB#0= A+#0iB+#0;

(m) A\ A=0;

(n) A\ (ANB)=A\B;

(o) AN(A\B)=A\B;

(p) (A\B)\ B =A\B;

(¢) (A\B)\ A=10;

(r) (A\B)UB = AUB;

(s) (AUB)\ B =A\ B;

(t) AN(B\C)=(ANB)\ (ANC);

(u) (ANC)N(B\C)=(ANB)\C;

(1) (A\B)UB=A <= BC A;

(x) AN(BNC) = (A\B)U(A\C).
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Exercici 5 Son equivalents A¢ B i B C A?

Exercici 6 Sigui P(A) el conjunt de les parts de A.
(a) Escriviu els elements de P(A) ( parts de A ), on A = {a,b,c,d}.
(b) Si A={1,2}, escriviu els elements de P(A) i P(P(A)).
(¢c) Si A és un conjunt de n elements, quants elements té P(A)?

(d) Es cert que P(A x B) = P(A) x P(B)?

Exercici 7 Descriviu, com a unid d’intervals disjunts o punts aillats, la unio i la

interseccio dels subconjunts de R segiients:

1

1

} k=0,1,2,...,
ésadir, UpeogPe  ©  (Nheo Pr-

Exercici 8 Donat un conjunt finit A, indiquem per |A| el nombre d’elements de A
(cardinal de A). Siguin A i B dos conjunts finits.

(a) Proveu que |AU B| = |A|+ |B|—|AN B|.

(b) Es pot trobar una formula semblant per a tres conjunts finits A, B i C? I per

an conjunts?

(¢) Una mostra de 1000 estudiants ens dona els resultats segiients: 850 prenen
apunts a classe, 200 fan alguna consulta al professor i 350 consulten algun lli-
bre; 130 prenen apunts a classe i fan alguna consulta al professor, 200 prenen
apunts a classe i consulten algun llibre, 30 fan alguna consulta al professor i
consulten algun llibre ¢ només 20 fan les tres coses. Té solta aquesta distribu-

cio?
Exercici 9 Quines de les relacions segiients entre enters positius (i tots els enters
a Uapartat (d) ) son reflexives, simétriques o transitives:
(a) aRb <= a <b.
(b) aRb <= a—b<2.
(c) aRb < b és maultiple de a.

(d) aRb <= a-b<0o0a=>b=0.
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Exercici 10 Demostreu que les relacions definides a continuacid son d’equivaléncia.
(a) Al congunt dels nombres enters, v ~vy <= x —y és miltiple de 3.

(b) Al conjunt dels nombres reals, © ~y <= x —y = 2km per a algun enter k.

Exercici 11 Considerem el conjunt dels punts del pla, és a dir R?. Estudieu si les

relacions segilients son d’equivaléncia.
(a) (xz,y) ~ (2',y) siles seves distancies respectives a l’origen sén iguals.
(b) (z,y) ~ (2',y) <= x—2' i y—1y sion enters.
(c) (@y)~(y) = z-a'=y—y.

Exercici 12 Definim al conjunt dels nombres enters la relacid a ~ b <= 0 < a-b.

Proveu que és simetrica i transitiva pero no reflexiva.

Exercici 13 Trobeu l’error en l’argument segiient:

Sigui ~ una relacié binaria simeétrica i transitiva en un conjunt A. Si z ~ y,
llavors, per la propietat simetrica, y ~ x, i per la propietat transitiva, x ~ =x.
Aix0 demostra que ~ compleix la propietat reflexiva. Per tant ~ és una relacié

d’equivalencia.

Exercici 14 Demostreu que les relacions binaries que definim a continuacid son

relacions d’ordre.
(a) Sigui X un conjunt. A P(X) definim la relacié R per: ARB <= A C B.

(b) Al conjunt dels enters positius definim la relacic R per: aRb <= b és

maltiple de a.

Exercici 15 Siguin A i B conjunts finits no buits. Sigui f : A — B una aplicacio.

Demostreu que:
(a) Si f és injectiva llavors |A| < |B].
(b) Si f és exhaustiva llavors |A| > |B].

(c) Si f és bijectiva llavors |A| = |B.

Exercici 16 Sigui A un conjunt finit no buit. Sigui f : A — A una aplicacio. De-
mostreu que f é€s injectiva si i només si f €s erhaustiva. Es certa aquesta afirmacio

si A és un conjunt infinit?
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Exercici 17 Considerem laplicacio ¢ : Zx (Z \ {0}) — Q donada per ¢(p,q) = 5.

Comproveu que és erhaustiva i calculeu I’antiimatge de %.

Exercici 18 Digueu si son injectives, exhaustives o bijectives les aplicacions seguents:
(a) f:R— R donada per f(x) = e”,
(b) f:R — R donada per f(z) = 23,
(c) f:R — R donada per f(x) = 2% — 222,
(d) f:R— R donada per f(z) =sinz,

(e) f:R— [-1,1] donada per f(z) = cosz.

Exercici 19 Sigui f : R — R™, on R"és el conjunt dels reals positius, l’aplicacid

definida per f(x) = v’ Comproveu que és bijectiva. Calculeu la seva inversa.

Exercici 20 Digueu si son injectives o erhaustives aquestes aplicacions:
(a) f:7Z — Z donada per f(a) =2a+ 1.

(b) f:Ri[z] = Ralz] donada per f(ax +b) = z* — (a + b)x + ab. Aqui, R,[z]
denota els polinomis amb coeficients reals de grau menor o igual que n, per a

cada nombre natural n.
(c) [:R[z] = R[z] donada per f(p(x)) = p'(x), la derivada de p(x).

Exercici 21 Sigui f : X — Y wuna aplicacid, siguin A i B subconjunts de X, i C' i
D subconjunts de Y. Demostreu o trobeu un contraexemple per a cadascuna de les

afirmacions segiients:
(a) f(AUB) = f(A)U f(B),
(b) f(ANB) = f(A)N f(B),
(c) f(A\B) = f(A)\ f(B),
(d) f71(f(4)) = 4,
(¢) f7H(CUD)=fHC)Uf (D),
(f) f7HCND)=fHC)n fHD),
(9) f~HC\D)=f"HC)\ fH(D),
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(h) f(f7H(C)) =C.

De les afirmacions que son falses, quines es tornen certes si suposem que f és

injectiva? I si suposem que €s exhaustiva?

Exercici 22 Demostreu que la composicio d’aplicacions injectives és injectiva, i que

la composicio d’aplicacions exhaustives és exhaustiva.

Exercici 23 Siguin f : A — B ig: B — C aplicacions i sigui h = go f la

composicio. Demostreu que
(a) h injectiva = f injectiva.
(b) h exhaustiva = g exhaustiva.
(¢) h exhaustiva i g injectiva = f exhaustiva.
(d) h injectiva i f exhaustiva = g injectiva.

Exercici 24 Siguin f: A— B,g: B— Cih:C — A aplicacions. Demostreu

les proposicions segtients.
(a) Sihogof, gofohi fohog son injectives llavors f, g i h son injectives.
(b) Sihogof, gofohi fohog son exhaustives llavors f, g i h son ezhaustives.

(¢) Sihogof i fohog son bijectives llavors f és bijectiva, g és injectiva i h és

exhaustiva.

Exercici 25 Demostreu per induccié que per a tot natural n es verifica:
34 a3 3 _ (nn+1))?
(a) 14+2°+3°+---4+n’ = (T) :

(b) n® —n és maltiple de 6.

a(l—r™) )

' - 2 -1 _
(c) SiacR il#reR, llavors a+ar+ar® +---+ar" " = ==

(d) Sia,beZ, llavors a™ — b™ és maltiple de a — b.
(e) n<2m.

(f) 73+ (n+1)3 + (n+2)3 és divisible per 9.



Capitol 2
Grups

En el capitol anterior hem introduit una mica de llenguatge de Teoria de Conjunts.
Usant aquest llenguatge, ens introduirem en la part de les matematiques anomenada
Algebm. Essencialment, I’Algebra estudia les estructures algebraiques, i una estruc-
tura algebraica consisteix en un conjunt amb una o més operacions que compleixen
una serie de propietats.

Una de les estructures algebraiques més simples, pero a la vegada importants,
és la de grup.

Un grup és un conjunt G junt amb una operaci

x: GxG — G

(a,b) +— axb
que compleix les propietats segiients:
(1) Associativa: (a*xb)*xc=ax(bxc) Va,b,c€QG.
(2) Element neutre: Je € G tal que axe=exa=a Va€G.
(3) Element simetric: Va € G Ja’ € G tal que axa’ =a' xa =e.
Si a més a més es compleix la propietat commutativa:
(4) axb=bxa Va,beGqG,

diem que G és un grup abelia o commutatiu.

Lema 2.0.1 En un grup (G,x) l'element neutre és unic. A més, cada element de

G té un unic element simetric.

25
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DEMOSTRACIO. Siguin e1, es elements neutres de G. Llavors
€1 = €1 X €9 = €9.

Per tant G només té un element neutre.

Sigui a € G i siguin a1, a2 € G elements simetrics de a. Llavors
ai =arxe=ay *(a*xaz) = (a1 xa) *xax = e x ay = ag,

on e és Ielement neutre de G. Per tant ’element simetric de a és tnic. 1

Notacié: A partir d’ara, quan parlem d’un grup G arbitrari, usarem la notacié

multiplicativa, és a dir, entendrem que 'operacié de G és la multiplicacié:

GxG — G
(a,b) +— ab

Amb aquesta notacié I'’element neutre de G es denota per 1 i es diu que és la unitat

L' es diu linvers de a.

de G, i ’element simetric de a € G es denota per a~
Quan treballem amb un grup abelia G arbitrari, usarem la notacié additiva, és

a dir, entendrem que l'operacié és la suma:
GxG — @G
(a,b) +— a+b

Amb la notacié additiva ’element neutre de G es denota per 0 i es diu que és el zero

de G, i ’'element simetric de a € G es denota per —a i es diu [’oposat de a. <

Exemples 2.0.2
(1) (Z,+), (Q,+), (R,+) sén grups abelians.
(2) ({=1,1},), (@\{0},-), (R\ {0},-) son grups abelians.

(3) En la Teoria de la Relativitat especial, la composicié de dues velocitats v 1 vo

en la mateixa direccio és
V1 + U2

v1v2 ?

on ¢ és la velocitat de la llum. Sigui G = (—c,¢) l'interval de nombres reals entre
—c i c¢. Donats v1,v2 € G, definim

V1 + U2

Ulov2zw.
C

Fixat v; € G, definim la funcié f: R\ {—%} — R per la férmula

v+

c2
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La funcié f(z) és derivable a tot el seu domini i la seva derivada és

2
vy

f(ﬁ):m-

c2
Com que v} < 2, tenim que f'(z) > 0 per a tot z € R\ {—%}, i per tant f(x) és
continua i creixent a l'interval [—¢, ¢]. Aix{ f(—c) < f(v2) < f(c) per a tot ve € G,
i aixo ens diu que
—c<viovy<cC
per a tot vi,v9 € G, és a dir, v1 o vy € G per a tot vy,v2 € G. Aixi tenim definida

una operacio
o:GxG — G

(v1,v2) +— w10y

Es més o menys llarg comprovar que aquesta operacié és associativa, que 1’element
neutre és el 0 i que l'element simetric de v és —v. A més, 'operacié també és
commutativa. Per tant G amb 'operacié o és un grup abelia. Aquest grup modela

la composicié de velocitats de la mateixa direccié en Relativitat especial. <

Una familia molt important d’exemples de grups ve donada per la proposicié

seglient.

Proposicié 2.0.3 Sigui X un conjunt no buit. Considerem
S(X)={f: X - X | f és bijectiva}.

Llavors S(X) amb la composicié d’aplicacions és un grup que es diu grup de per-

mutacions de X o també grup simetric sobre X.

DEMOSTRACIO. Observem que la composicié d’aplicacions bijectives és una aplica-

ci6 bijectiva (vegeu exercici 22 del capitol 1). De fet, si f,g € S(X) llavors

(fog) =g tof ™t

Sabem que la composicié d’aplicacions és associativa. L’aplicacié idx és ’element
neutre de S(X). A més, si f € S(X) lavors f~! € S(X) i

foft=ftof=idx. N

Si X és un conjunt amb un nombre infinit d’elements llavors S(X) té un nombre

infinit d’elements. Si X és un conjunt finit llavors S(X) també ho és.
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Lema 2.0.4 Siguin X ¢ Y conjunts no buits amb n elements llavors el nombre
d’aplicacions bijectives de X aY ésn(n—1)---1=mnl

En particular, si X té n elements llavors S(X) té n! =n(n —1)---1 elements.

(El simbol n! es llegeix “factorial de n” i, com veiem, denota el producte de tots els
enters entre 1 i n ambdéds inclosos).

DEMOSTRACIO. Farem la demostracié per induccié sobre n. Sin = 1 llavors només
existeix una aplicacié bijectiva entre X i Y. Com que 1 = 1!, I'afirmacid és certa en
aquest cas. Suposem que n > 1 i que el nombre d’aplicacions bijectives entre dos
conjunts de n—1 elements és (n—1)!. Hem de demostrar que el nombre d’aplicacions
bijectives entre dos conjunts de n elements és n!.

Sigui X ={ai,...,an} ={a1,...,an—1} U{an}. Si f: X — Y és una aplicacié
bijectiva llavors la imatge per f de a, pot ser qualsevol dels n elements de Y. A
més, f:{a1,...,an—1} — Y \ {f(an)} és una aplicacié bijectiva per la qual tenim
(n — 1)! possibilitats. En total, el nombre d’aplicacions f: X — Y bijectives és

n-((n—=1"=nl1l
Si X ={1,2,...,n} llavors S(X) es denota per S,, i es diu grup de permutacions

de n elements o també grup simetric de rang n . FEls elements de S,, es diuen

permutacions. Si o € Sy, escrivim

(1 2 3) N
Per exemple, la permutacié 5 1 3 és l'aplicacio

{1,2,3} — {1,2,3}
1 — 2
2 — 1
3 — 3

Si o, € S, sovint escriurem o7 en comptes de o o 7. També escriurem o™ per
denotar la composicié de o amb ella mateixa m vegades.

Sin > 2, el grup S, no és abelia. Per exemple, a S35 tenim:

12 3 12 3 1 2 3\, (1 2 3 1 2 3 12 3
= 1 = s
213 1 3 2 2 31 13 2/\2 1 3 3 1 2

que son dues permutacions diferents.
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2.1 Subgrups i morfismes de grups

Un subconjunt H d’un grup G es diu que és un subgrup de G si ab € H per a tot

a,b € H i H amb l'operacié de G restringida a elements de H és un grup.

Proposicié 2.1.1 Sigui H un subconjunt d’un grup G. Llavors les condicions

seglients son equivalents:
(i) H és un subgrup de G.
(ii) abe H Va,b€e H,
at€H VYaeH i
le d.
(iii)) H #0 iab~' € H Ya,b€ H.

DEMOSTRACIO. (i) = (ii) Sigui e ’element neutre de H. Hem de veure que e = 1,
és a dir, que e és 'element neutre de G. Tenim que e - e = e. Sigui e~ ! I'invers de e

al grup G. Llavors

La resta és clar.

(i1) = (i) Es clar.

(iii) = (i) Com que H # (), existeix z € H. Ara 1l =xx~! € H. Siguin a,b € H.
Llavors b~! = 1-b=! € H, i per tant ab = a(b~!)~! € H. La propietat associativa

es compleix a G i en particular també a H. lI

Exemples 2.1.2

1) Si G és un grup llavors {1} i G s6n subgrups de G.

)
2) Z C Q C R s6n subgrups de R.
)

(
(
(3) {—1,1} és un subgrup del grup multiplicatiu R \ {0}.

(4) EI conjunt G de rotacions o girs del pla R? amb centre (0,0) és un subgrup
commutatiu de S(R?).

DEMOSTRACIO. Sigui a € R. Denotem per f,: R? — R? el gir de centre I'origen i

d’angle .. Notem que

f,ﬁ’ofa:foz—i-ﬂ:faofﬁ‘ (2.1)
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En particular, veiem que la composicié de dos girs és un gir i que l'operacié és
commutativa. Aplicant la igualtat (2.1) a f, i a fo, on fy és el gir d’angle 0 i centre
Porigen, veiem que fy és I'element neutre de G. La igualtat (2.1) també ens diu que

linvers de f, és f_q. 1

Aquest grup es diu grup especial ortogonal de dimensid 2 i es denota per SO2(R).
&

Per comparar dues estructures algebraiques del mateix tipus sobre conjunts A
i B, per exemple dos grups, estudiem les aplicacions f: A — B que conserven les
operacions. Aquestes aplicacions es diuen homomorfismes.

Siguin G1, Go grups. Una aplicacié f: G — Gg tal que f(zy) = f(z)f(y) per
a tot x,y € G1 es diu homomorfisme o morfisme de grups.

Un monomorfisme és un homomorfisme injectiu. Un epimorfisme és un homo-
morfisme exhaustiu. Un isomorfisme és un homomorfisme bijectiu. Un homomor-
fisme d’un grup G en ell mateix es diu endomorfisme de G. Un endomorfisme de G
bijectiu es diu automorfisme de G.

Es diu que dos grups G1, G2 son isomorfs si existeix un isomorfisme entre ells.
Escrivim G7 & G5 per denotar que G 1 G2 s6n isomorfs.

Abans hem dit que els homomorfismes serveixen per comparar dues estructures
algebraiques. Aixi, dos grups isomorfs, encara que no siguin iguals, tenen les ma-
teixes propietats; per exemple, si un té 6 elements, ’altre també, si un és abelia,
Ialtre també, etc. Es a dir, que si coneixem les propietats d’'un grup concret, també
coneixem automaticament les propietats de tots els grups isomorfs a aquest. Aixo
fa que el problema més important en ’estudi dels grups sigui el de la seva classi-
ficacié modul la relacié d’isomorfia. Pero aixo és un problema molt dificil i tema

d’investigacié dels matematics.

Exemples 2.1.3

(1) Sin és un enter fixat llavors I'aplicacié

fi 7 — Z

Z = nz

és un homomorfisme.

DEMOSTRACIO.
f(z1+ 22) = n(z1 + 22) = nz1 +nze = f(21) + f(22)

per a tot 21,29 € Z. 11
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(2) La funci6 exp(x) = e* és un morfisme de grups entre (R, +) i (R\ {0}, ), perque

TV = e%e¥. A més, e = €Y si i només si x = y, per tant exp és un monomorfisme.

(3) Si G1 i Gy sén grups llavors l'aplicacié f: G — Ga, definida per f(z) =1 per a

tot z € G, és un homomorfisme que es diu homomorfisme trivial.

(4) Si H és un subgrup d’un grup G llavors la inclusié natural

¢ H — G

T =
és un monomorfisme.

(5) Sigui a un element d’'un grup G. L’aplicaci6

fr G - G

r = CLill'CL

és un automorfisme de G, de fet

f~t: a - G

x +— azxa !

En efecte, f(zy) = a 'zya = a 'zaa"'ya = f(z)f(y), per a tot z,y € G. O

Proposicié 2.1.4 Sigui f: G1 — G2 un morfisme de grups. Llavors
(1) f(1) =
(ii) f(z=') = f(z)"! Vz e Gy.

(iii) Si f és bijectiva llavors f~1: Go — Gy és morfisme de grups.

DEMOSTRACIO. (i) f(1) = f(1-1) = f(1)f(1). Multiplicant aquesta igualtat per
f(1)~1, obtenim 1 = f(1).

(i7) f(27)f(z) = f(z7 @) = f(1) = L. Per tant f( ) =fl)h
(#41) Siguin z,y € Gs. S1gu1n z=f"Nx)it= f"Y(y). Llavors f(zt) = f(2)f(t) =
xy. Per tant f~!(xy) = 2t = () Ly).

Definim el nucli d’'un morfisme de grups f: G; — G2 com el conjunt
Ker (f) ={z € Gi | f(z) =1}
Proposicié 2.1.5 Sigui f: G1 — G2 un morfisme de grups. Llavors

(i) Ker (f) és un subgrup de G1.
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(i7) Tm (f) és un subgrup de Go.

DEMOSTRACIO. (i) Com que, per la Proposicié 2.1.4, f(1) = 1, tenim que 1 €
Ker (f). Siguin z,y € Ker (f). Llavors, per la Proposicié 2.1.4,

fay ™) =f@)fly)t=1-1""=1

Per tant 2y~! € Ker (f) i, per la Proposici6 2.1.1, aixd demostra que Ker (f) és un
subgrup de Gj.

(73) Observem que f(1) = 1 € Im(f). Siguin z,¢ € Im(f). Llavors existeixen
x,y € G1 tals que f(x) =z 1 f(y) =t. Ara, per la Proposicié 2.1.4, tenim que

7 = f@) () = Floy ™) € Im ().

Per tant, per la Proposicié 2.1.1, Im (f) és un subgrup de Gs. 1

A partir d’aqui, usarem les proposicions 2.1.4 i 2.1.1 sense citar-les.

Proposicié 2.1.6 Sigui f: G1 — G2 un morfisme de grups. Llavors f €s injectiva
st i només st Ker (f) = {1}.

DEMOSTRACIO. Suposem que f és monomorfisme. Com que f(1) =1, si f(a) =1
per a un cert a € G1, llavors la injectivitat de f implica ¢ = 1, i aix0 demostra que
Ker (f) = {1}
Suposem ara que Ker (f) = {1}. Siguin a i b elements de G tals que f(a) = f(b).
Llavors
1= f(a)f ()~ = f(a)f(b™") = fab™h),
i per tant ab~! € Ker (f) = {1}. Com que ab~! = 1, multiplicant la igualtat per b

per la dreta, podem concloure que a = b. Aixd demostra que f és injectiva. Il

El teorema segiient demostra que els grups de permutacions juguen un paper

molt important dins la Teoria de grups.

Teorema 2.1.7 (Cayley) Sigui G un grup llavors existeix un morfisme de grups
injectiu p: G — S(G). Esa dir, tot grup es pot veure com un subgrup d’un grup de

permutacions.

DEMOSTRACIO.  Sigui g € G, considerem l'aplicacié o4: G — G definida per

o4(h) = gh per qualsevol h € G. L’aplicacié o, és bijectiva perque o, 0 o

gt =
041004 =idg (cf. Proposici 1.2.3), per tant o, € S(G).
Definim ¢: G — S(G) per ¢(g9) = 4. Veurem que ¢ és un morfisme de grups

injectiu.
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Siguin g, h,x € G. Tenim

(p(gh))(x) = agn(z) = gh = (04 0 an)(x) = (#(g) © (h))(2).

Per tant ¢(gh) = ¢(g) o p(h), i aixd demostra que ¢ és un morfisme de grups.
Sigui h € Ker (¢). Llavors ¢(h) = idg i, per tant he = ¢(h)(z) = x per a tot
x € G. En particular, per a x = 1, tenim que h = 1. Per la Proposici6 2.1.6, ¢ és

injectiva. 1

2.2 El grup de permutacions de n elements

Recordem que el grup de permutacions de n elements és el grup S,, de totes les
aplicacions bijectives de {1,2,...,n} en ell mateix. El fet que el nombre de permu-

tacions de n elements sigui un grup finit té com a conseqiieéncia el resultat segiient.

Proposicié 2.2.1 Sigui n un enter més gran o igual que 1 4 sigui o € S,,. Llavors

existeix un enter r > 1 tal que o” = id.

DEMOSTRACIO. Considerem la successié infinita

Com que S, té un nombre finit d’elements, no tots els elements de la successié poden
ser diferents. Per tant existeixen s i s’, amb s > s/, tals que o° = 0. Aixo implica
que 0575 = id. Prenent r = s — s’ obtenim el resultat que voliem. Il

Sigui n un enter positiu. Es diu que [’ordre d’'una permutacié o € S, és el minim
enter positiu r tal que o" = 1.

Observem que l'ordre de id és 1.

Si n > m, podem veure el grup de permutacions de m elements dins del grup
de permutacions de n elements a través del morfisme de grups injectiu f: S,, — Sy
definit per f(o) = ¢/, on ¢'(a) = o(a) sia € {1,...,m}ic'(a) =asiac {m+
1,...,n}. De fet, veiem S, dins de S, com el subgrup de les permutacions que

deixen fixos els elements m 4+ 1,m + 2,...,n.

2.2.1 Descomposicié en producte de cicles i en producte de trans-
posicions.

Direm que una permutacié o € Sy, mou l'element i € {1,...,n} si o(i) # i.
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Sigui r un enter més gran que 1. Un cicle de longitud r, és una permutacid
¢ € S, que mou exactament r elements aj,ag,...,a, de {1,2,...,n} de la manera
segiient:

clar) = ag, c(az) =as, ..., clar—1) = a,, c(a,) = ay.
Denotarem el cicle ¢ per

c=(ay,az,...,a).

Un cicle de longitud 2 es diu transposicio.
L’ordre d’un cicle de longitud r és r perque si ¢ = (a1, as2,...,a,) € Sy, llavors

tenim la successié segiient:
ai, c(a;) = ait1, -, crfi(ai) =a, crfwl(ai) =a, ..., c(a;) = a,

per atot ¢ =1,...,r, 1 per tant r és I’enter positiu més petit tal que ¢" = id.
Veurem que tota permutacié es pot escriure com a producte de permutacions
més senzilles. Aquestes permutacions més senzilles seran els cicles. La idea basica

per obtenir aquest tipus de descomposicié esta continguda en el lema segiient.

Lema 2.2.2 Siguin n un enter més gran que 1, 0 € S, i a € {1,...,n}. Llavors
existeiz k > 1 tal que 0oF(a) = a. A més, si o(a) # a i k és minim amb la propietat
o¥(a) = a, llavors

o=o1(a,o(a),..., ak_l(a)),

on o1 és una permutacid que deiza fivos els elements de BU {a,c(a),...,o" (a)},

on B denota el conjunt d’elements fizats per o.

DEMOSTRACIO. Considerem la successié infinita

Com que tots aquests elements sén del conjunt finit {1,...,n}, existeixen s i s’, amb
s > s tals que 0°(a) = 0* (a). Per tant 0% (a) = a. Prenent k = s — s’ obtenim
que o%(a) = a.

Suposem que o(a) # a i que k és minim amb la propietat o*(a) = a. Considerem
el cicle de longitud k, (a,o(a),...,0" 1 (a)) ila permutacié oy definida per o1(a) = a
sia € BU{a,0(a),...,c" 1 (a)} i per o1(a) = o(a) en qualsevol altre cas. Llavors
és clar que oy - (a,0(a),...,0" 1 (a)) = o i que oy satisfa les propietats que voliem.

Es diu que dos cicles (a1,as,...,a,) 1 (b1,ba,...,bs) € Sy, sén disjunts si

{ai,a2,...,a;} N {b1,ba,...,bs} = 0.
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Observem que si ¢1,co € S, sén cicles disjunts llavors
C1C9 = C2C1.
Fent servir el Lema 2.2.2 obtenim el resultat segiient.

Teorema 2.2.3 Tota permutacid de S, diferent de la identitat descompon en pro-

ducte de cicles disjunts dos a dos.

DEMOSTRACIO. Sigui o € S, 0 # id. Sigui a € {1,...,n} tal que o(a) # a.

Llavors considerem la descomposicio
_ k—1 _
o=o1-(a,0(a),...,0" " (a)) = o011,

donada pel Lema 2.2.2. Notem que el Lema 2.2.2 assegura que o1 té més elements
fixos que 0. Si o1 = id, llavors o = ¢1 és un cicle i ja hem acabat, si no, apliquem el
Lema 2.2.2 a la permutacié o1 per obtenir que 01 = g3 - ¢g, on ¢y és un cicle disjunt
amb ¢ 1 09 té més elements fixos que o1. Obtenim doncs que o = gocacy. Si oo és
la identitat, llavors o = cocq, si no, tornem a aplicar el Lema 2.2.2 a o9.

Podem anar repetint aquest procés de manera indefinida mentre la o; que obte-
nim no sigui la identitat. Cada vegada la permutacié o; deixa més elements fixos.
Com que el conjunt {1,...,n} té un nombre finit d’elements, en un nombre finit
de passos hem d’obtenir que o; = id, i en aquest cas ¢ = ¢;...c1, on ¢q,...,¢ sén

cicles disjunts dos a dos. §

Observacié 2.2.4 Es pot demostrar que la descomposicié obtinguda al Teore-

ma 2.2.3 és unica llevat de 'ordre en queé posem els cicles. <

El Teorema 2.2.3 permet calcular facilment I'ordre d’una permutacié donada.

Corol'lari 2.2.5 Sigui 0 € S,, @ sigui 0 = cicy---¢s la descomposicié de o en
producte de cicles disjunts. Per a1 =1,...,s, sigui r; l’ordre de c;. Llavors l’ordre

de o és el minim comu maltiple de ry,...,rs.

DEMOSTRACIO. Sigui m el minim comi multiple de rq,...,rs. Observem primer

que, com que els cicles disjunts commuten, ¢” = ¢} ---c,. Si r és multiple de tots

els r;, llavors existeixen t; € Z tals que r = r;t; per atot ¢ = 1,...,s. Per tant
o’ = cqltl coedlsts = id,

Aixo demostra que o™ = id.
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Hem de veure que m és minim satisfent aquesta propietat. Si m’ és un enter
positiu i m’ < m llavors algun r; no és divisor de m’. Fent la divisié entera de m’
entre r; obtenim

m' = 7iq; + si,

on q;,8 €Z1i0<s; <r;. Aixi

m' _ riitsi s ;
¢l =¢ =c;' #id.

/ ’

. s o . . m/ . m m
Com que els cicles ¢y, cg, ..., ¢s son disjunts dos a dos, tenim que 6™ = c* ---c* #

id. Per tant 'ordre de o és m. 1

Exemple 2.2.6 La descomposicié de
U:<12345678>
4 8 75 13 6 2
en producte de cicles disjunts és:
o=(1,4,5)(2,8)(3,7,6).
El seu ordre és el minim comtu miltiple de 3, 2 i 3 que és 6. &

Teorema 2.2.7 Sigui n un enter més gran que 1. Tota permutacio de S, descom-

pon en producte de transposicions.

DEMOSTRACIO. En primer lloc veiem que id = (1,2)(1,2), per tant la identitat és
producte de transposicions.

Pel Teorema 2.2.3 tota permutacié diferent de la identitat descompon en pro-
ducte de cicles. Per tant només cal demostrar que tot cicle descompon en producte

de transposicions. Pero aixo és clar ja que

(a1,a2,...,a;) = (a1,a2)(az,a3) - (ar—1,a,). |

Observacié 2.2.8 La descomposicié donada per Teorema 2.2.7 no és tnica, pero
es pot demostrar que els nombres de transposicions que apareixen en dues descom-
posicions d’una mateixa permutacié tenen sempre la mateixa paritat. Aixo vol dir
que si una de les descomposicions té un nombre parell de transposicions, llavors 1’al-
tra també; o que si una té un nombre senar de transposicions llavors 'altra també.

<
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Exemple 2.2.9 Observem que

(a1,...,a,) = (a1,a)(ar,ar—1) - - - (a1, a3)(a1, az).
En particular (1,2,3) = (1,2)(2,3) = (1,3)(1,2). ¢

Sigui o € S, 1 sigui 0 = t; - -ts una descomposicié de ¢ en producte de trans-
posicions. Com que la paritat de s només depén de o, definim la signatura o signe
de o com g(o) = (—1)%.

Si el signe de ¢ és 1 diem que la permutacié o és parell, i si és —1, diem que o

és senar.

Teorema 2.2.10 L’aplicacid signatura €: S, — {—1,1} és un morfisme de grups.

DEMOSTRACIO. Siguin o i 7 dues permutacions amb descomposicions en producte
de transposicions:

o=ty -ty i T=t] -t

Llavors tenim una descomposicié en producte de transposicions de o7:
/ /
oT =ttty -t

Aix{ doncs g(wo) = (=1)"% = g(m)e(o). B

Per la Proposicié 2.1.5, el nucli de € és un subgrup de S,,. Aquest subgrup es
diu subgrup alternat i esta format per totes les permutacions de signe 1, és a dir,

per totes les permutacions parells.

Exemple 2.2.11 Sigui
1 23 45 6 7 8
U:<38571462>'
La descomposicié de o en producte de cicles disjunts és
o=1(1,3,5)(2,8)(4,7,6).

L’ordre de o és
o(c) =m.c.m.(3,2,3) = 6.

Per calcular la signatura de o, la descomponem en producte de transposicions:

o = (1,3)(3,5)(2,8)(4,7)(7, 6).
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Llavors el signe de o és —1 elevat al nombre de transposicions en qué descompon:

Calculem ara ¢'9%°, Sabem que 0% = id. Fent la divisi6 entera de 1000 entre 6,
obtenim
1000 = 6 - 166 + 4.
Per tant
51000 _ (0_6)1660_4 — o
Aixi

o100 — 54 =(1,3,5)%(2,8)4(4,

7
1 2 3 45 6 7 8
= (1)375)(47756): R
3 2 5 71

2.3 Exercicis

Exercici 1 FEstudieu si les operacions * segiients compleizen les propietats associa-

tiva, element neutre, element simetric i commutativa.
(a) z*y=2%Y sobre N.
(b) (a,b) x (a',b') = (ad’,ba’ + V') sobre Q* x Q, on Q* =Q \ {0}.
(c) xxy=umx-y sobre RT i sobre RT U {0}.

Quines d’aquestes operacions donen estructura de grup ?

Exercici 2 (a) La llei d’addicid de resisténcies en parallel en un circuit eléctric

és la donada per R1 * Ro = R, on

11 n 1
R R Ry
Comproveu que * és una llei associativa a RY. Com s’interpreta a nivell dels

circuits?

(b) En la teoria de la relativitat especial, la llei de composicid de velocitats en la

mateiza direccio ve donada per

U1+ v
1}1*1}2—71_’_1}102

c2

on ¢ és la velocitat de la llum. Demostreu que l'interval (—c,c) amb aquesta

operacio * €s un grup.
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Exercici 3 Siguin G un grup, X un conjunt i G' = {f| f : X — G} el conjunt

d’aplicacions de X a G. Definim a G’ el producte d’aplicacions segiient:

(f-9)(x) = flx)g(x),
per a tot f,g € G' i tot x € X. Demostreu que G' amb aquesta operacid és un grup.

Exercici 4 Sigui G un grup tal que per a tot g € G, g> = 1. Demostreu que G és

un grup abelia.

Exercici 5 Siguin G un grup i a un element de G. Proveu que laplicacio f, :
G — G, definida per f,(x) = axa™', és un isomorfisme de grups. Quina és la seva

nversa?

Exercici 6 Sigui G un grup de dos elements. Estudieu tots els morfismes de grups

f:G— G, indicant en cada cas si son injectius, exhaustius o bijectius.

Exercici 7 Demostreu que f: R — R, donada per f(z) = e*, és un isomorfisme
entre (R, +) i (RT,.).

Exercici 8 Observeu que Z x Z amb la suma (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+ d) és un
grup. Sigui f: Z X 7. — 7 X Z definida per

Demostreu que f és un morfisme de grups i calculeu Ker (f), Im (f) i f=(1,—2).
Quina relacié hi ha entre Ker (f) i f~1(1,-2)?

Exercici 9 Doneu el mazim nombre possible d’exemples de grups de 1, 2, 3 i 4
elements de manera que no hi hagi cap parell de grups diferents que siguin isomorfs.

FEscriviu les taules de les seves operacions.

Exercici 10 Sigui Sy el grup de les permutacions de 4 elements. Donats els ele-

ments de Sy segiients,

1 2 4 1 2 3 4

g1 = , 02 = )
21 3 4 2 31 4
1 2 1 2 3 4

03 = 04 = )
2 3 41 1 3 4 2

w

o
W
~—

trobeu
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(a) o102, 0201, 0103, 0304, (01(0203))04, (0201)03,
(b) 02,03, 0t,...,0%, per atoti=1,2,3,4in>5.

(c) Quants elements té Ss? Escriviu tots els elements de Sy com a producte de

cicles disjunts.
Exercici 11 Considereu les quatre permutacions de Sg segtients:

123 45 6 7 8 123 45 6 7 8
Gl:<32417685>’02:<13256748)’
o3 =1(2,3)(5,3,1)(4,5), o4 =(1,2,4,5)(1,2,4).

(a) Descomponeu-les en producte de cicles disjunts.
(b) Descomponeu-les en producte de transposicions.
(¢) Calculeu el signe i lordre de cadascuna.

(d) Calculeu 03°3%, o}542 i o315 0 03227,

(e) Calculeuw o1 003 10300

Exercici 12 Considereu el grup Ss:
(a) Feu-ne la taula de multiplicar.

(b) Feu una llista amb el signe i U'ordre de cada element.

(c) Calculeu el subgrup de S3 més petit que conté o = ; 2 i) i el més petit
1

que conté T = 3

(d) Té solucid lequacié ox = ta? [ ox = o717



Capitol 3

Anells

En aquest capitol introduim una altra estructura algebraica que es diu anell i és una
mica més complicada que la de grup.

Un anell és un conjunt R junt amb dues operacions:

(suma) +: RxR — R i (producte) -: RxR — R
(a,b) +— a-+b (a,b) +— ab

que compleixen les propietats segiients:

(1) (R,+) és un grup abelia.

(2) Associativa del producte:

(ab)e = a(bc) Va,b,c € R.
(3) Distributives del producte respecte de la suma:
a(b+c)=ab+ac, (a+b)c=ac+bc Va,b,c€ R.
Si, a més a més, el producte té element neutre 1 € R, és a dir:
a-l1=1-a=a Va€R,

diem que R és un anell amb unitat i que 1 és la unitat de R.

Si el producte és commutatiu, és a dir:
ab=ba Va,be R,
diem que R és un anell commutatiu.

Nota: Tots els anells que estudiarem seran anells amb unitat. Per tant, a partir

d’aqui, anell voldra dir anell amb unitat. <

41
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Exemples 3.0.1
(1) El conjunt {0} amb la suma 0+ 0 = 0 i el producte 0-0 = 0 és un anell que es

diu anell zero.
(2) (Z,+,-),(Q,+,-), (R,+,+) sén anells commutatius.

(3) Sigui X un conjunt diferent del buit. Donades dues aplicacions f,g de X a R

definim la seva suma per:

(f+9)() = f(z) +9(z), VrelX,

i el seu producte per:
(f9)(@) = f(z)g().
El conjunt F(X,R) de totes les aplicacions de X a R amb aquestes operacions és

un anell commutatiu. <

Proposicié 3.0.2 Sigui R un anell. Llavors
(i) x0=0x =0 VzeR.

(it) x(~y) = —vy = (—x)y Va,y € R.

DEMOSTRACIO. (i) Tenim que 20 = z(0 + 0) = 20 4+ 20. Sumant —z0 a aquesta
igualtat, obtenim 0 = z0. Analogament es veu que Ox = 0.
(73) Tenim que z(—y) + 2y = z(—y +y) = 20 = 0. Per tant z(—y) = —zy.

Analogament es veu que (—z)y = —zy. 1

Un subconjunt S d’un anell R es diu que és un subanell de R si 1,a + b,ab € S

per a tot a,b € SiS amb les operacions suma i producte heretades de R és un anell.

Exemples 3.0.3
(1) (Z,+,") és un subanell de (Q,+,-), 1 (Z,+, ), (Q,+, ) sén subanells de (R, +,-).

(2) El conjunt C(R, R) de totes les funcions continues dels reals als reals és un subanell
de l'anell F(R,R) de totes les funcions dels reals als reals. <

Proposicié 3.0.4 Sigui S un subconjunt d’un anell R. Llavors S és un subanell de

R si i només si
(i) S és un subgrup de (R,+),
(ii) ab € S per a tot a,b € R,

(iii) 1€ S.
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DEMOSTRACIO. Per la definicié de subanell, és clar que si S és un subanell de R
llavors es compleixen les propietats (i), (ii) i (4i7).

Suposem que es compleixen les propietats (i), (i7) i (4i7). Com que S és un
subgrup de (R, +), tenim que a +b € S per a tot a,b € S'1 .S amb aquesta suma és
un grup abelia. Com que ab € S per a tot a,b € 5, el producte, restringit a .S, és
una operacié interna de S. A més, és clar que aquest producte de S és associatiu i
distributiu respecte de la suma, com ho és el producte de I’anell R. Com que 1 € S,
amb el que hem vist, tenim que S amb la suma i el producte heretats de R és un

anell. Per tant S és un subanell de R. I

Hi han un parell de procediments per construir anells nous a partir d’'un anell
donat R que sén molt importants. Aquests sén els anells de polinomis i els anells

de matrius.

3.1 Suma i producte de matrius: Anells de matrius

Sigui R un anell, i siguin m i n enters positius. Una matriu m x n sobre R és una

ordenaci6é de mn elements de R en m files i n columnes, és a dir, és un objecte de

la forma
all a2 e A1n
asy ago e aAon
aml aGm2 ... Omn

amb a;; € R. També denotem aquesta matriu per (aij)lgz‘gm o per (a;j) si no hi
ha dubte sobre el tipus de matriu que és. Denotem el 005{1?17‘; de totes les matrius
m X n sobre R per My, xn(R).

Les matrius n X n es diuen matrius quadrades d’ordre n. Denotem el conjunt de
les matrius quadrades d’ordre n sobre R per M,(R).

Definim la suma de dues matrius A = (a;;), B = (b;j) del mateix tipus sobre R
per:

A+ B = (ajj + bij).

Es comprova facilment que M,,x,(R) amb la suma de matrius és un grup abelia.

Siguin (aix) € Mmxi(R) i (bkj) € Mixn(R). Definim el seu producte per:

(air)(brj) = (cij) € Mmxn(R),

I
Cij = @by + -+ agby = Zaikbkj7
k=1
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és a dir, l’element que ocupa el lloc (7,j) a la matriu producte s’obté multiplicant
els elements de la fila i de (a;) pels corresponents elements de la columna j de (by;)
i sumant aquests resultats.

Observem que per multiplicar dues matrius, la primera ha de tenir tantes

columnes com el nombre de files de la segona.

Lema 3.1.1 EI producte de matrius satisfa la propietat associativa.

DEMOSTRACIO.  Siguin (a;) € Mpyxi(R), (brj) € Mixn(R) i (djp) € Myxr(R),
llavors:

((@ir) (b)) (djp) = (cij)(djp) = (fip),

on

I
Cij = E ik,
k=1

fip = Yi—icijdip
n l
> i—1 (Zkzl aikbky') djp

= > 1<j<n Qikbrjdjp.
1<k<i

D’altra banda
(air) (bkj)(djp)) = (air)(grp) = (hip),

on

n
Gkp = > brjdip
j=1

hip = E?c:laikgkp
l
= D=1 Gik (Z;‘L:I bkjdjp)

= D 1<j<n Qikbrjdjp.
1<k<i

Per tant (fip) = (hip), és a dir

((ar) (br;)) (dip) = (air) ((br;)(djp)). B

També es pot comprovar que el producte de matrius és distributiu respecte de
la suma pels dos costats, és a dir, si A, D € M,«;(R) i B,C € M;x,(R) llavors

(A+ D)B = AB + DB,
A(B+C) = AB + AC.



3. Anells 45

La matriu
1 0 0
0 1
I, = € M,(R)
0
0 0 1

es diu matriu identitat d’ordre n. Es comprova facilment que si A € M,,x,(R)
llavors

I,A=Al, = A.

Aix0o demostra el resultat segiient.

Proposicié 3.1.2 Sigui R un anell i sigui M,(R) el conjunt de les matrius qua-
drades n x n. Llavors M,(R) és un anell amb la suma i el producte de matrius.
L’element neutre de la suma és la matriu n X n que té totes les seves components

iquals a zero, i l'element neutre del producte és la matriu identitat.

Si R # {0} i n > 2, llavors M,(R) no és commutatiu. Per veure aixd en el
cas n = 2, considereu les matrius A = (§§) 1 B = (99). Llavors AB = (}§) i
BA=(30)

En general, si n > 2 i considerem les matrius de A = (a;5) i B = (b;;) de My (R)

tals que

1 sii=11j5=2, ) 1 sii=2ij5=1,
Ai5 = 1 bij =
0 en qualsevol altre cas 0 en qualsevol altre cas,
és a dir
10 0 0 0O 0
00 0 1 00 0
A = 0 1 B = 0 O 0 s
0 0O 0 0 0O 0
llavors
00 0 0 0 0

o
@]
—_

AB =

)
- O
—

BA=1]10 0
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Sobre My, xm(R) tenim una altra operacié que és la transposicié de matrius.
Sigui A = (a;;) una matriu n X m sobre un anell R. La transposada de la matriu
A és per definicié
A" = (bji) € Mmxn(R),

on bj; = ajj. Es a dir, per cada i i j, el component (4,1) de A! és el component (4, j)
de A.

Exemple 3.1.3

t 1
1 2 1 3 ) ¢
- i (12 3) =|2]. ©
3 4 2 4
3
A continuacié escrivim algunes propietats de la transposicié de matrius. Es deixa

al lector la seva demostracio.

Proposicié 3.1.4 Siguin A i B matrius de mides adequades sobre un anell com-

mutatiu, llavors
(i) (A" = A.
(ii) (A+ B)! = At + B.

(iii) (AB)! = B'A! (observem el canvi d’ordre en el producte!). I

3.2 Anells de polinomis

A la seccié anterior, hem vist que donat un anell R podem construir ’anell de
les matrius n X n sobre R. Ara construirem un altre anell partint d'un anell R.

Considerem el conjunt
Rz ={ao+ a1z + ...+ ana" | n € Niag,a,...,a, € R}.

Els elements a(z) = ag + a1z + ... + apx™ es diuen polinomis sobre R. Els elements
ag,ai,. .. ,ay es diuen coeficients del polinomi a(z). Si a, # 0 es diu que el polinomi
a(x) té graun i escrivim gr(a(z)) = n. En aquest cas, diem que a,x™ és el terme de

grau maxim de a(x), i a, és el coeficient dominant de a(x).

Conveni: Direm que el polinomi 0 té grau —oo. A més, —oo < n per a tot natural
ni

—co+n=nm—o00=-00—00=-—-00. <
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Es diu que dos polinomis a(z) = ap+ai1x+. .. +a,x™ i b(x) = bo+brx+. . .+bpz™
sén iguals si i només si a; = b; per a tot i. En particular, a(z) = b(z) implica

gr(a(z)) = gr(b(x)).
Nota: Cal notar que
ap+ a1z + ...+ apax™ = ag+ a1z + ... + apz™ + 02" =

—ag+ax+ ... +apz” + 0" 40272 = .

Per tant, hi ha una certa ambigiiitat en definir els coeficients d’un polinomi donat,
tot i que és clar que només pot haver-n’hi un nombre finit de diferents de zero. Per

aixo de vegades es prefereix definir el conjunt de polinomis sobre R com el conjunt

{(ai)ien | @i € R, a; =0 per a tot i € N excepte per a un nombre finit }.

2

En aquest llenguatge, el polinomi de Z[z]|, 1 + 2z — z* s’escriu com la successié

(1,2,-1,0,0,0,...). &

Donats dos polinomis a(z) = ag+a1x+...+anx™, b(x) =bo+bix+...+bypa™

sobre un anell R, definim la seva suma com
a(x) +b(z) = c(x) = co+ 1z + ... + aat,

on | = max (n,m) i¢ = a; +b; (aqui, b =0sii>mia; =0sii>n). Esficil
comprovar que R[z] amb aquesta operaci6é suma és un grup abelia i el polinomi 0 és
I’element neutre.

Definim el producte dels polinomis a(z) i b(z) com
a(z)b(x) = c(x) = cog + 12+ ... + Cpyma™™™,

on ¢; = Z;‘:o a;bi—; (igual que abans, b; = 0si¢ > mia; =0sii>n). Bs facil
comprovar que amb la suma i aquest producte R[z] té estructura d’anell. Observem
que ’element neutre del producte és el polinomi 1.
L’anell R[z] es diu anell de polinomis en la variable = amb coeficients a R, o,
simplement, anell de polinomis sobre R. Observem que R és un subanell de R]z].
Com a conseqiieéncia de la definicié de la propietat commutativa, obtenim facil-

ment el resultat segiient.

Proposicié 3.2.1 Si R és un anell commutatiu, R[x] també ho és. B
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El tractament dels polinomis com a conjunt amb una estructura algebraica és
relativament modern. Sén idees més classiques els conceptes de funcié polinomica i
el d’equacié polinomica. Adaptem ara aquests conceptes al nostre llenguatge.

Sigui R un anell commutatiu i sigui a(x) = ap + a1z + ... + a,z™ un element de

Rz]. El valor del polinomi a(z) en un element r € R és, per definicid,
a(r) =ap+ arr + ...+ apr™.
Definim Paplicacié o funcié polinomica determinada per a(x) com

a(x): R — R

r — a(r)

Diem que 7 € R és una arrel del polinomi a(z) si a(r) = 0. Es a dir, 7 és una arrel
si és un zero de la funcié polinomica a(x).
El resultat segiient explica la relacié fonamental que hi ha entre les arrels d’un

polinomi i ’estructura del polinomi.
Teorema 3.2.2 Sigui R un anell commutatiu i a(x) € R[z]. Un element r € R és
una arrel de a(x) si i només si existeix b(x) € R[x] tal que a(z) = (x — r)b(z).

DEMOSTRACIO. Observem que si a(z) = (z — r)b(x), lavors a(r) = (r —r)b(r) =0
i per tant r és arrel de a(x).
Demostrem el reciproc. Sigui a(x) = ag + a1z + ...+ a,z™. Suposem que r € R

és una arrel de a(z). Llavors tenim

a(r) = a(x) —a(r) =ap+ a1z + ...+ apa”
—(ap + a1+ ...+ a,r™)
= ai(z—7r)+...+ap(x™ —r").

Com que, per a 2 <i <mn,
=t = ()@ T a2 ),
tenim que a(z) = (z — r)b(x), on

b(z) =ar +as(z+7)+...Fay (" +a" 2+ a2
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3.3 Elements invertibles d’un anell. Cossos.

Un element a d’un anell R es diu que és invertible si existeix b € R tal que ab =
ba = 1. En aquest cas, I’element b es diu que és I'invers de a i es denota per a~ .
Per exemple, la matriu amb coeficients reals A = ( (1)) és invertible perque
A? =1d. En aquest cas A~ = A.
També cal observar que si R # {0} llavors, per la Proposicié 3.0.2, 0 no és un
element invertible.

Considerem el conjunt
U(R) ={z € R| =z és invertible}.

Observem que 1 € U(R). Si a, b € U(R) llavors ab € U(R), de fet (ab)™! = b"ta~L.
Es comprova facilment que U(R) amb el producte és un grup. Aquest grup es diu

grup dels elements invertibles de R o grup de les unitats de R.

Exemples 3.3.1
(1) U(Z) = {1,-1}
(2) U(Q) =Q\{0}iUR) =R\ {0}.

(3) Més endavant veurem que U (M, (R)) esta format per les matrius quadrades de

determinant no nul. Aquest grup es denota per GL,(R). <&

Un cos és un anell commutatiu diferent de zero tal que tot element no nul és
invertible.

Anirem veient que els cossos sén una classe molt important d’anells.

Sigui R un anell i ¢ un element no nul de R. Diem que a és un divisor de zero
si existeix un element no nul b € R tal que o bé ab =0 o bé ba = 0. Un anell no nul
sense divisors de zeros es diu domini d’integritat.

Per exemple, a M(R) la matriu A = (J}) és un divisor de zero perque A # 0 i

A? = .

Proposicié 3.3.2 Un element invertible no és divisor de zero. En particular, tot

cos és domini d’integritat.

DEMOSTRACIO. Sigui a un element invertible d’un anell R. Sib € Riab = 0, tenim

que b= (a~'a)b = 0. De la mateixa manera veiem que si ba = 0, llavors b = 0. I

Exemples 3.3.3

(1) Z és un domini d’integritat que no és cos.
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(2) QiR s6n cossos i per tant també sén dominis d’integritat. <

Entre Q i R hi han molts conjunts que sén cossos. El seglient n’és un exemple.

Exemple 3.3.4 Considerem el subcojunt de R, Q(v/2) = {a + bv2 | a,b € Q}.

Llavors amb les operacions heretades de R, Q(1/2) és un cos.

DEMOSTRACIO. Siguin a 4 bv/2 i @/ + b'v/2 elements de Q(+/2). Llavors

(a+bv2) — (d/ +VV2) = (a—d) + (b—V)V2

(a+bV2)(d' +b'V2) = (ad’ + 20b') + (ab’ + ba')V2.

Com que a, b, @’ i V' sén elements de Q també ho sén a — a’, b — V', aa’ + 2bV
i ab' +ba', a més 1 € Q(v/2). Per tant Q(v/2) és un subgrup de (R,+), i per la
Proposicié 3.0.4, Q(v/2) és un subanell de R.

Per veure que Q(1/2) és un cos, només cal veure que tot element diferent de zero
té invers. Sigui a 4+ bv/2 € Q(v/2), llavors (a + bv/2)(a — bv/2) = a® — 2b? € Q. Si
a’?—2b2 = 0ib # 0, llavors v/2 = |a|-|b| ™ € Q. Perd v/2 ¢ Q, per tant, si a®?—2b% = 0
llavors b = 0 i, en conseqiiencia, a = 0. Aixd demostra que (a + bv/2)(a — bv/2) = 0
si i només si a + bv/2 = 0. Per tant, si a + bv/2 és un element diferent de zero de
Q(v2), llavors el seu invers és o (a — bv2) € Q(v2). B O

La idea per construir aquest cos és afegir a Q una arrel del polinomi 222 € Q|x].
Sobre R[z] el polinomi 22 + 1 no té cap arrel. Afegir una arrel d’aquest polinomi a

R doéna com a resultat el cos dels nombres complexos.

3.4 El cos dels nombres complexos.

Els nombres complexos sén expressions de la forma a+bi, on a,b € R i ¢ és un simbol
satisfent que i> = —1. Dos nombres complexos a + bi i ¢ + di sén iguals si i només

sia=cib=d. Lasuma iel producte de nombres complexos es defineix per:

(a+bi)+ (c+di) = (a+c¢) + (b+ d)i,
(a + bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i.

Denotem per C el conjunt de tots els nombres complexos. Es comprova facilment
que C amb la suma de nombres complexos és un grup abelia. Tampoc costa gaire
veure que el producte de nombres complexos és commutatiu. Veiem que també és

associatiu:
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Siguin a, b, c,d, e, f € R. Tenim:

((a+bi)(c+di))(e+ fi) = ((ac—0bd)+ (ad+ bc)i)(e+ fi)
= ((ac—bd)e — (ad + be)f)
+((ac — bd) f + (ad + be)e)i
= (ace — bde — adf — bef)
+(acf — bdf + ade + bee)i,
(a+bi)((c+di)(e+ fi)) = (a+bi)((ce—df)+ (cf +de)i)
= (a(ce —df) — b(cf + de))
+(a(cf + de) + b(ce — df))i
= (ace — adf — bef — bde)
+(acf + ade + bce — bdf)i

Per tant ((a + bi)(c+ di))(e + fi) = (a + bi)((c + di)(e + f1)).
Aplicant la definicié de producte i suma de nombres complexos, es veu que el
producte de complexos és distributiu respecte de la suma.

Observem que si a, b, ¢ € R llavors

(a+bi)+ (c+0i) = (a+c)+ b i
(a + bi)(c+ 0i) = (ac) + (be)i.

En particular, per a b = 0 obtenim que

(a+0i) + (c+0i) = (a+c) +0i i
(a+ 0i)(c+ 0i) = (ac) + 04,

és a dir que els complexos de la forma a + 07 es comporten respecte de la suma i
el producte de nombres complexos com els nombres reals a respecte de la suma i el
producte de nombres reals. Per aixo, a partir d’aqui, considerarem el nombre real
a 1 el nombre complex a + 0i com la mateixa cosa. Aixi R C C. Observem també
que el real 1 és la unitat de l'anell C.

Per veure que C és un cos només cal veure que tot element diferent de zero
té invers. Per aixo farem servir la conjugacié d’un nombre complex i les seves
propietats.

El conjugat d’'un nombre complex z = a + bi (a,b € R) és a — bi, i es denota per

wl

De fet, conjugar es pot pensar com una operacié “unaria”’ definida sobre C.

Conjugar satisfa les propietats descrites a continuacié.

Proposicié 3.4.1 Siguin z1, 20 € C. Llavors:

(i) z1Z1 € R i 2121 = 0 si i només si z; = 0.
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(ii) 2129 = 21 * 29.
(iii) zZ1 = 21.
(iv) 21+ 22 =71 + Z2.
(v) Z1 = z1 si i només si z1 € R.
DEMOSTRACIO. Siguin a,b,c,d € R tals que z1 = a + bi i 29 = ¢ + di.
Per veure (i), només cal adonar-se’n de que 2177 = a® +b*> € R. A més, com que
a,beR, a’>+b>=0siinoméssia=>b=0.

Ara veurem (ii). La resta de propietats son clares a partir de la definicié de

conjugat. Tenim

Z1zz = ac—bd+ (ad+ be)i
= ac—bd — (ad + be)i
= (a—bi)(c— di)
= zZ1-7Zo |

A partir de I'apartat (i) de la Proposicié 3.4.1, ja podem definir I'invers d’un
nombre complex no nul. Sigui z = a + bi # 0. Llavors 2z = a® + b> > 0. Ara tenim
zZ ) a b .
Yy stk <a2+b2 - a2+bQZ> =

Per tant ja hem demostrat que C és un cos.

3.4.1 Interpretacié geometrica dels nombres complexos. Coorde-
nades polars.

Recordem que els nombres reals es poden representar sobre una recta. De fet, hi ha
una correspondencia bijectiva entre els punts d’una recta i els nombres reals. Com
que un nombre complex queda determinat per un parell ordenat de nombres reals,

podem representar els nombres complexos sobre el pla R2:

bi f------ a+bi br------ (a,b)
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La suma de dos complexos a+bi i c+di tals que els punts (0,0), (a,bd) i (c,d) del

pla no estan alineats es calcula geometricament com el quart vertex del parallelo-

gram determinat pels costats (0,0)(a,b) i (0,0)(c,d). Conjugar un nombre complex
a + bi correspon geometricament a calcular el simetric del punt (a,b) respecte de
l'eix OX o eix d’abscises. Es una mica més complicat interpretar geometricament
el producte de nombres complexos, per aixo parlarem de coordenades polars.

Observem que tot punt (a,b) del pla R? diferent de (0,0) queda determinat per
la seva distancia a (0,0) i per 'angle que forma el semieix d’abscises positiu amb
la semirrecta d’origen (0,0) que passa per (a,b). Aquestes dues dades del punt
s’anomenen coordenades polars del punt.

Aixi, el punt (a,b) representa el nombre complex z = a+bi, la distancia d’aquest
punt a lorigen 7 = va2 4+ b2 = V2% es diu modul del nombre complex a + bi i es
denota per |z|, i 'angle o que forma el semieix d’abscises positiu amb la semirrecta
d’origen (0,0) que passa per (a,b) es diu argument del nombre complex a + bi i el

denotarem per arg(z). Tenim les relacions segiients:

a =7TCOSC

b=rsina

Aixi a+bi = r(cosa+isina). Aquesta és la representacié trigonometrica de a + bi.
Una altra forma de representar a + bi és la forma polar: r,. La part real de a + bi
és a i es denota per Re(a + bi); b és la part imaginaria de a + bi i es denota per
Im(a + bi).

La proposicié seglient explica com varien 'argument i el modul de dos nombres

complexos en multiplicar-los.

Proposicié 3.4.2 Siguin z1,z2 € C\ {0}. Llavors
(1) [z2122] = |21 - [z2-
(ii) arg(z122) = arg(21) + arg(z2)

DEMOSTRACIO. Siguin 21 = a+bi, 22 = c+di, amb a,b,c,d € R, r = |21|, s = |29/,

a = arg(z1) i f = arg(z2). Llavors:

|z122] = |ac —bd + (ad + be)il

V/(ac — bd)? + (ad + bc)?

= Va2c® — 2acbd + b2d? + a2d? + 2adbe + b2 2
Va2e? + b2d? + a2d? + b2c2?

Va2 +b2v/c2 + d2

= |21 - |22]
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z1zo = r(cosa+ isina)s(cos [+ isinf3)

rs(cosacos B — sin asin 3 + i(cos asin 3 + sin av cos f3))
= rs(cos(a+ B) +isin(a + 3))

Per tant arg(z120) = a+ = arg(z1) + arg(z2). 1

Veiem doncs a partir de la Proposicié 3.4.2, que el modul del producte de dos
nombres complexos és el producte de moduls i 'argument del producte de dos nom-

bres complexos és la suma d’arguments.

3.4.2 Aplicacions i exemples

La Proposicié 3.4.2 ens permet calcular les arrels complexes del polinomi z™ — 1.
Sigui z € C tal que 2" = 1. Llavors 1 = |2"| = |z|" i

arg(z") = n-arg(z) = arg(l) = 2k amb k € Z.

Aixo implica que |z] = 11 que a = arg(z) = %, on k € Z. D’aquests arguments
els tinics que sén diferents son els donats pels valors de k =0,1,2,...,n — 1. Tenim
doncs n arrels diferents, z; = cos 2Z& 4 isin 278 per a k=0,1,...,n — 1.
n n
22
zZ3 21
21
24 8
1= 20
<5 =7
26

Arrels de 28 — 1.
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Seguint el mateix procediment podem calcular facilment les arrels n-simes d’un
nombre complex no nul z. El modul d’una arrel n-sima de z és W iel seu argument
és un real a € [0,27) tal que na és Pargument de z. Com que si a un argument li
sumem un multiple enter de 27, ’argument no varia, tenim que hi ha exactament
n arrels n-simes de z:

27k 21k
zr = /|2 <cosﬂJr7T + ¢sin W)
n

n

perak=0,1,...,n—1,0on § € [0,27) és argument de z.

Exemple 3.4.3 Busquem les arrels a C del polinomi z* + 1. Per aixd hem de
determinar quins z € C satisfan que z* = —1. Com que —1 és un complex de
modul 1 i argument 7 llavors, per la Proposicié 3.4.2, z té també modul 1 i, a més,

4 -arg(z) =7+ 27k per k =0,1,2,3. Aixi obtenim les arrels

z1 = cos(§)+isin(}) = ? + z@

zo = cos(T+ L) +isin(F+ )= -2 +iL2

zg = cos(T+m)+isin(f+m)=—% —iL2

zg = cos(T+22) fisin(T 4+ 23) = 2 2 O

La interpretacié geometrica de C com el pla R? també permet entendre més bé
el grup de rotacions del pla SO2(R) que vam definir a ’exemple 2.1.2.

Com que C és un cos, C\ {0} és un grup amb el producte; per tant, sobre R?\ {0}
tenim també una estructura de grup. Siguin w; i wg dos nombres complexos de
modul 1 llavors, per la Proposicié 3.4.2, wiwy tamb té modul 1. A més, si w és
un complex de modul 1, la Proposicié 3.4.2 implica que w™! també ho és. Per la
Proposicié 2.1.1, podem concloure que el conjunt del nombres complexos de modul

1 és un grup amb el producte. Es a dir, la circumferéncia de radi 1 i centre I'origen,
St={(z,y) eR*[2? +y* =1} = {w e C| |w| = 1},

té estructura de grup.

Sigui w un nombre complex de modul 1 i argument «. Considerem ’aplicacio

fa: C — C

z = Zw

Per la Proposicié 3.4.2, |zw| = |z| 1 arg(zw) = arg(z) + arg(w) = arg(z) + a. Per
tant f,, pensada com una aplicacié de R? en R?, és exactament la rotacié de centre

l'origen i angle . Com a punt de R?, w = (cosa, sina), i si z = (a, b) llavors

fala,b) = (acosa — bsina, asina + bcos ).
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Aixi hem donat una férmula per descriure les rotacions. Veiem també que temin
una aplicacio
©: St — SO2(R)

w=cosa-+isina — fq.

No costa gaire veure que ¢ és un isomorfisme de grups.

Exemple 3.4.4 Descrivim la rotacié de centre l'origen i angle §. Sabem que f%

correspon a multiplicar pel nombre complex w = cos § +isin § = V3 z% Per tant

2
V3 V3

b a
= (a,b) = (a— — =, = +b—).
J2(a,b) = (@57 - 2,5 +b%7)
Com que ¢ és un morfisme de grups ’aplicacié inversa de f% correspon a multiplicar
per wl = § — z% Llavors

frh) = gl = @+ 22+

3.5 Exercicis
Exercici 1 Proveu que sén anells:

(a) Rx S, on R i8S son anells i les operacions es defineizen component a compo-

nent.
(b) R={(a,b,—b,a) | a,b e Z} amb les operacions suma i producte definides per
(a,b,—=b,a) + (¢,d,—d,c) = (a+c¢,b+d,—b—d,a+c),
(a,b,=b,a) - (c,d,—d,c) = (ac — bd, ad + be, —ad — be, ac — bd).
(¢) Z amb la suma @ i la multiplicacid ® definides per

adb=a+b+1, a®b=ab+a+b.

Exercici 2 Determineu x,y € R sabent que es compleix:

3 2 1 2 1 3 7 37
+2 = ,
1 20 5 z 4 11 y 8

a M2X3(R).
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Exercici 3 Considerem les matrius sobre R segtients:

-3 1 0 1 -2 -3 01 -1
A= 7 -4 1 )|,B=-7T 0 1/|,C= 2 -1
5 20 1 0 3 3 0

Calculew AB + C, ABC, BA— AB, A> — BC i CBA.

1 -1
Exercici 4 Donada A= 0 € My(R), trobeu dues matrius quadrades no

nul.les B 1 C tals que AB=0= CA.

Exercici 5 Siguin A, B € M,(R). Son certes les igualtats segiients?
(a) (A+ B)(A—-B) = A? - B2
(b) (A— B)? =A% - 2AB + B~

(c) (A+ B)? = A2 + 2AB + B2

Exercici 6 Amb la suma i producte de nombres reals, quins dels conjunts segiients

son dominis d’integritat? I cossos?
{a+b/3|a,beZ}, {a+bV3]|abeQ}.
Exercici 7 Donat el conjunt Z[i] = {a + bi | a,b € Z} amb les operacions

(a+bi)+ (c+di)=(a+c)+ (b+d)i

(a + bi)(c+ di) = (ac — bd) + (ad + be)i,
proveu que
(a) Z[i] és un domini d’integritat.
(b) Un element de a + bi € Z[i] és invertible si i només si a® +b* = 1.

(c) Els unics elements invertibles de Z[i] sén £1, +i.

Exercici 8 FExpresseu els nombres complezxos segiients en la forma x+iy, amb x iy

reals: (—1+43i)7Y, (144)(2—4), (i+1)(i—2)(i+3), (1+4)*, /=1 —2i i /2 +iVv2.

Exercici 9 Ezpresseu en forma polar els nombres complezos segiients: 1+iv/2

%—%7 Y 1—i\/§,i+%z'(l—i—i)”peratotnEN.

1
’ 2440



58 Algebra lineal i geometria

Exercici 10 Donat un nombre complexr z = a + bi, si denotem per r el seu modul
i per a el seu argument, és clar que z = r(cosa+isina). Aizo també ho escriurem

com z = re'®,
(a) Proveu que 1 = Le~i@
z r :

(b) Calculeu e*™ per k € Z.

(c) Calculeu V1 i Vi per a totn € Z.

Exercici 11 Demostreu que si v és una arrel cubica qualsevol de a € C, llavors les

2

arrels cubiques de a son r, wr, w°r, on w = —% + %\/gz i w? sdn les arrels cibiques

imaginaries de 1.

Exercici 12 FEscriviu una equacié de segon grau amb coeficients a R que tingui per

solucio:

(a) z= \/3—\/§+i\/3+\/§,

(b) z = 1;21’
Exercici 13 Representeu graficament les solucions de l'equacio z" = —1 per an =
2,3,4 4 5.

Exercici 14 Descriviu geométricament les aplicacions fi(z) = Z, fa(z) = zi, f3(z) =

az, amba €R ia € C.
Exercici 15 Descriviu geométricament els punts de C tals que zZ = 1.

Exercici 16 Siguin z,w € C diferents. Demostreu que

zZ— W

1—zw

-
silz]=1 o0 |w|=1.
Exercici 17 Calculeu sin(na) i cos(na), per an € Z, en termes de sina i cos .

Exercici 18 Si w = cos(27/n) + isin(2xw/n), calculeu

n—1 n—1
Z w' g (—w"),
7=0 7=0

pera cada enter r.



Capitol 4

L’anell de polinomis sobre un

cos K

En aquest capitol, estudiem les propietats dels anells de polinomis sobre un cos. En

tot el capitol, K és un cos.

4.1 La funcié grau

El grau de polinomis sobre un cos satisfa les propietats segiients.

Proposicié 4.1.1 Siguin a(x),b(z) € K[z]. Llavors
(1) gr(a(x) + b(z)) < max{gr(a(z)), gr(b(x))}.
(i) gr(a(x)b(x)) = gr(a(z)) + gr(b(x)).

DEMOSTRACIO. Com que hem definit el grau del polinomi 0 com —oo, és facil com-
provar que si a(z) o b(x) sén 0 llavors es compleix el resultat. Suposem doncs que els
dos polinomis sén diferents de 0. Siguin n = gr(a(z)) i m = gr(b(x)). Llavors a(z) =
apta1z+...+apz™ ib(x) = bop+bix+...+bypz™, onag, a1, ..., an,bo,b1,...,0m € K
ian #0, by, # 0. Llavors, per la definici6 de la suma de polinomis, gr(a(z)+b(x)) <
max{gr(a(x)),gr(b(x))}. En el cas del producte tenim que

a(z)b(z) = ( termes de grau menor que n +m) + a,by,z" .

Per la Proposicié 3.3.2, un cos no té divisors de zero, i aixi tenim que anb,, # 0.
Per tant gr(a(z)b(z)) =n+m.

Observem que gr(a(x) 4+ b(x)) pot ser estrictament més petit que els graus dels
polinomis a(x) i b(z). Per exemple, si K = Cia(x) =z +i1ib(x) =—x+ 1 llavors

a(z) + b(x) = 2i, que és un polinomi de grau zero.

99
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Corollari 4.1.2 L’anell K[x] és un domini d’integritat. A més, els elements in-
vertibles de K[x] son els polinomis de grau 0, és a dir, els elements de K diferents
de 0.

DEMOSTRACIO. Siguin a(z),b(z) € K[z] \ {0}. Per la proposici6é anterior
gr(a(z)b(z)) = gr(a(z)) + gr(b(x)) # —oo.

Per tant a(x)b(x) # 0.

Suposem ara que a(z)b(x) = 1. Llavors

0= gr(1) = gr(a(z)b(z)) = gr(a(z)) + er(b(z)).

Per tant gr(a(z)) = gr(b(z)) = 0. 1

4.2 La divisié a K|x]

Teorema 4.2.1 (Teorema de la divisié entera) Siguin a(x),b(z) € K[z]|, amb

b(x) # 0. Llavors existeizen dos tinics polinomis q(x),r(x) € K|x| tals que
a(z) = q(z)b(x) + r(z)

i gr(r(xz)) < gr(b(x)). Els polinomis q(x) i r(z) es diuen respectivament quocient i

resta de la divisid entera de a(x) per b(z).

DEMOSTRACIO. Siguin n = gr(a(x)) i m = gr(b(z)). Demostrarem que existeixen
q(z) i r(z) per induccié sobre n.
Sin < m llavors
a(x) =0-b(z) + a(x).

Per tant, en aquest cas, ¢(z) =01 r(x) = a(z).
Suposem que m > m. Siguin a, i b, els coeficients dominants de a(z) i b(x)
respectivament. Sigui c¢(z) = a(x) — bla,z" ™b(x). Llavors gr(c(z)) < n. Per

induccié existeixen g1 ()71 (z) € K[z] tals que
c(z) = q(x)b(z) + ri(x)
i gr(ry(z)) < gr(b(x)). Ara tenim:
a(x) = (b ana™™ + qi(x))b(x) + 11 (x).

Aixi, en aquest cas, ¢(z) = b, la, 2" ™ + qi(z) i r(z) = r(x).
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Demostrem ara que ¢(z) i r(x) sén tdnics. Siguin p(x),s(x) € Klx] tals que
a(z) = p(x)b(z) + s(z) i gr(s(z)) < m. Per tant

(q(x) = p(x))b(x) = s(x) — r(z).

Calculant graus, obtenim:

gr(q(z) — p(z)) + er(b(z)) = gr(s(z) — r(z)) < gr(b(z)).

I aixo només pot passar si gr(q(z) — p(x)) = —oo. Per tant ¢(z) = p(x), i llavors

r(z) = s(z). 1

Recordem que per als nombres enters també tenim la divisié entera, i aquesta
es pot fer servir per estudiar la divisibilitat de nombres enters. Ara estudiarem la
divisibilitat a K[z].

Siguin a(z),b(z) € Klz]. Es diu que a(x) és multiple de b(z) o que b(x) és
divisor de a(z) si existeix c(z) € K[z] tal que a(x) = b(z)c(z).

Sigui a(z) € K|z]. Observem que qualsevol element de K \ {0} divideix a(x) i
que 0 és multiple de tot polinomi. Per les propietats del grau, si b(x) és un divisor
d’un polinomi no nul a(x) llavors gr(b(x)) < gr(a(z)). Per tant, si a(z) # 0, llavors
el conjunt de divisors de a(x) té elements de grau maxim, aquests sén tots els
polinomis de la forma Aa(z) on A € K \ {0}.

Siguin a(z),b(z) € K|x]. Suposem que o bé a(x) o bé b(x) és diferent de zero.
Es diu que d(x) és un maxim comu divisor de a(x) i b(z) si d(x) és un divisor de
a(z) i de b(x) de grau maxim.

Si a(x) i b(x) sén diferents de zero, es diu que m(z) és un minim comd multiple

de a(x) i b(x) si m(x) és un multiple no nul de a(z) i de b(x) de grau minim.

Observacié 4.2.2 Es molt facil calcular els maxims comuns divisors del polinomi
zero i un polinomi no nul a(z). Com que el conjunt de divisors de 0 és tot K|x],
el conjunt de divisors comuns de 0 i a(z) és el conjunt de divisors de a(z). Entre

aquests, els de grau maxim sén els de la forma Aa(z), on A € K \ {0}. ¢

El lema segiient ens donara un algorisme per calcular un maxim comu divisor

de dos polinomis qualssevol.

Lema 4.2.3 Suposem que a K|x] tenim una identitat de la forma

a(z) = b(z)q(z) + (). (4.1)

Llavors el conjunt de divisors comuns de a(x) i b(x) és el mateiz que el conjunt de

divisors comuns de b(x) i r(x).
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DEMOSTRACIO.  Sigui p(x) un divisor de a(x) i b(z). Llavors a(x) = p(z)ay(z) i
b(x) = p(x)by(x); substituint a 'equacié (4.1), obtenim

p(x)ai(x) = p(x)br(x)q(x) + ().

Per tant r(z) = p(z) (a1(x) — b1 (z)) és miltiple de p(z).
Per veure que un divisor de b(z) i r(z) també ho és de a(x), fem un raonament

analeg a l'anterior. il

Aquest lema, combinat amb la divisié entera, déna un metode per calcular el
maxim comu divisors de dos polinomis que es diu Algorisme d’Euclides o Algorisme
de les divisions successives. Siguin a(z) i b(z) elements de K[z] tals que b(z) # 0.

Fet la divisi6 entera de a(x) entre b(x), obtenim polinomis ¢;(z) i r1(z) tals que

a(z) =b(x)q(x) +ri(z) 1 gr(r(e) <gr(b(z)).

Pel Lema 4.2.3, els divisors comuns de a(x) i b(x) sén els mateixos que els divisors
comuns de b(z) i ri(x). Siri(zr) = 0 llavors, per I'observaci6 4.2.2, els divisors
comuns de a(z) i b(z) sén exactament els divisors de b(z), i en aquest cas, b(z) és
un maxim comdu divisor de a(z) i b(x). Si ri(x) # 0, llavors fem la divisié entera de

b(x) entre r1(z), i obtenim la igualtat
b(x) = ri(x)g2(z) +ra(x),  amb  gr(ry(z)) < gr(ri(z)).

Altra vegada pel Lema 4.2.3, els divisors comuns de a(x) i b(x) sén els mateixos que
els divisors comuns de 7 (x) i ro(x). Si ro(x) = 0 llavors, per I'observacié 4.2.2, els
divisors comuns de a(x) i b(z) sén exactament els divisors de r1(x), i en aquest cas,
r1(x) és un maxim comu divisor de a(z) i b(z). Si ra2(x) # 0, llavors fem la divisié

entera de r1(x) entre ro(x), i obtenim

ri(z) = ro(x)gs(z) + r3(z), amb gr(rs(z)) < gr(ra(z)).

Ara podem tornar a repetir el raonament anterior una altra vegada.

D’aquesta manera, mentre la resta no es fa zero, anem trobant igualtats
Tn-2(2) = Tn-1(2)qn () + rn(z),
i la relacié entre els graus de les restes és
gr(b(z)) > gr(ri(z)) > gr(ra(z)) > gr(rs(x)) > - > gr(ra(z)) = 0.

Com que el grau d’un polinomi no nul és un element de N, aquesta successié de

graus, com a molt, pot tenir tants termes com gr(b(z)) + 1. Aixo vol dir que, en un
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nombre finit de passos, trobem una resta r,(x) = 0. Per tant, els divisors comuns
de a(z) i b(z) son els mateixos que els divisors de r,—1(z), i llavors r,_1(x) és un
maxim comu divisor de a(x) i b(x).

Hem demostrat doncs el resultat segiient.

Teorema 4.2.4 Siguin a(x) i b(x) elements de K[x], amb b(z) # 0. Llavors existeix
d(x) € K[x] tal que el conjunt de divisors comuns de a(x) i b(z) coincideix amb el

congunt de divisors de d(x). En particular, d(xz) és un maxim comi divisor de a(x)

ib(z).

Corollari 4.2.5 Siguin a(x) i b(z) elements de K[z], amb b(x) # 0, i sigui d(zx)

un mazim comi divisor de a(x) i b(x).
(i) Els divisors comuns de a(x) i b(x) son exactament els divisors de d(x).

(ii) Si di(z) és un altre mazim comi diwvisor de a(z) i b(x), llavors ezisteiz \ €

K\ {0} tal que dy(z) = M\d(x).

DEMOSTRACIO. Pel Teorema 4.2.4 sabem que existeix un maxim comi divisor ¢(x)
tal que els divisors comuns de a(z) i b(x) sén els divisors de ¢(z). Com que d(x)
és un maxim comu divisor de a(z) i b(x), llavors d(z) també és un divisor de grau
maxim de ¢(z). Aix0 implica que d(z) = Ac(z) per a A € K \ {0}. A partir d’aquest

fet és facil demostrar (i) i (4).

Exemple 4.2.6 Siguin a(z) = v*+22%—42%—52—6ib(z) = *—23—241 polinomis

sobre R. Calculem el seu maxim comu divisor aplicant 1’algorisme d’Euclides:

2t 4223 —42? —5x —6 lzt —a® —x +1
323 —4x? —dx 7 1

Per tant,

a(x) = b(z) + 323 — 42? — 4oz — 7

i aixi obtenim que els divisors comuns de a(z) i b(x) sén els mateixos que els divisors

comuns de b(z) i 32% — 42? — 4z — 7.

zt =3 —r +1 1323 — 4a® —4dx — 7

1.3 4.2 4 1 1
16 .2 16 16
9 T° +HT +5
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Com que la resta d’aquesta divisié no és zero, tornem a dividir una altra vegada,

3z —dx? —dx -7 ’ %61‘2 + 1@696 + %
_7p2 _ 27 63
Tx Tz 7 6T — 3¢
0

Per tant els divisors comuns de a(z) i b(z) sén els divisors del polinomi Ya? +

%:1: + % que és un maxim comu divisor dels dos polinomis donats. Observem que,

9
16°

mateixos polinomis. <

multiplicant per obtenim z? + x + 1 que és un altre maxim comu divisor dels

Observacié 4.2.7 L’algorisme d’Euclides no solament permet calcular el maxim
comu divisor d(z) de dos polinomis a(z) i b(z) siné que també permet calcular

polinomis a(z) i B(x) tals que
a@)alz) + b(z)8(z) = d(@).
Ara explicarem com es fa aixo. En el primer pas de 'algorisme d’euclides obtenim
a(z) = b(z)q1(z) + r1(z).
Siposem aj(z) =11 f1(z) = —qi(x), obtenim que
a(z)on(x) + b(z)fi(x) = ri(2). (4.2)

Si 71 (z) és el maxim comu divisor, ja hem acabat, i prenem a(x) = a1(z) 1 f(x) =

By (). Sino, en el segon pas de I'algorisme obtenim
b(x) = r1(2)q2(z) + ra ().
Per (4.2), tenim que
b(x) = [a(z)on(x) + b(x)B1(2)]g2 () + ra(z),
i si posem a2(z) = —a1 ()qa(x) i Ba(x) = 1 — By (2)ga (), obtenim que
a(z)az(z) + b(z)Ba(x) = ra(z). (4.3)

Si ro(x) és el maxim comu divisor, ja hem acabat, i prenem a(z) = as(z) i f(z) =

B2(x). Sino, amb l'algorisme d’Euclides obtenim
ri(z) = ra(x)gs(x) + ra(z).

Fent servir (4.2) i (4.3), tenim que

a(x)ar(z) + b(z)61(z) = a(z)az(z) + b(x)B2(2)lgs(x) + r3(z),
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i per tant, si posem ag(z) = ai(x) — ae(x)g3(z) 1 f3(z) = Pi(z) — Pa(z)gs(x),
obtenim

a(x)as(w) + b(z)Bs3(z) = r3(x). (4.4)

Si r3(x) és el maxim comu divisor, ja hem acabat, i prenem a(x) = az(z) i f(z) =
B3(x). Sino, continuem el procés. Com que sabem que en un nombre finit de passos

s’acaba, acabem obtenint els polinomis a(z) i f(z) que voliem. <&

Exemple 4.2.8 Fem aquest procés per a I'exemple 4.2.6. Siguin a(x) = x4 223 —
4% — 52 — 61 b(z) = 2* — 23 — 2 + 1. En fer els calculs del maxim comi divisor

hem obtingut les igualtats:

a(r) = b(x)+ 323 —4a® — 4z -7 (4.5)
1 1 16 16 16
= 3 _ 4 2 4 — s - —z? a . 4.
b(x) (3x x x—7) 3m+9 +933—|—9x—|—9 (4.6)
Per (4.5), tenim que
a(x) 4+ b(z)(—1) = 323 — 4a® — 4z — 7. (4.7)
Per (4.6),
1 1 16 16 16
(3 A2 g oY _ oo 16 10
b(x) — (3z° — 4a” — 4x 7)<3x+9) 5" + 9:c—|— 3"
Per (4.7),
1 1 1 1 1
b(z) — (a(z) + b(x)(—1)) (3$ + 9) = 66 2 5636 + 36
Llavors

1 1 1 10 16 16 16
——r— = b - — ) ==+ = —. <
a(x)( 3% 9)+(:1:)<3:r+9> gx—l—gx—i-g
Ara veurem que és facil calcular un minim comi muiltiple a partir d’'un maxim
comu divisor. Pero abans veiem que si hem calculat un minim comu mdultiple,

aleshores ja sabem calcular tots els minims comuns multiples.

Lema 4.2.9 Siguin a(z),b(z) € Kz] dos polinomis no nuls i sigui m(x) un minim
comu maltiple de a(x) i b(x). Llavors tot miltiple comi de a(x) i b(x) és maltiple
de m(z). En particular, si mi(zx) és un altre minim comd maltiple, llavors existeir

A e K\ {0} tal que my(z) = Am(z).
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DEMOSTRACIO. Sigui ¢(z) un miltiple comi de a(x) i b(z). Fent la divisié entera

de ¢(x) entre m(x), obtenim una igualtat

c(x) = q(z)m(z) +r(x)  gr(r(z)) < gr(m(z)).

Com que ¢(x) i m(z) sén divisibles per a(z) i b(x), pel Lema 4.2.3, tenim que r(x)
també és multiple comi de a(z) i b(z). Com que m(x) és un multiple comi no nul
de grau minim, r(z) = 0. Per tant ¢(x) = ¢(x)m(z) és un multiple de m(x) tal com
voliem veure.

Ara, si mj(x) és un altre minim comu multiple, llavors gr(my(z)) = gr(m(z)), i
també mq(z) = m(x)qi(x), per a cert polinomi ¢;(x) € K[z]. Les dues coses només

poden ser certes a la vegada si q1(z) és una constant no nulla. Il

Si d(z) és un maxim comu divisor de a(z) i b(z), llavors existeixen polinomis
ai(z) i by(z) tals que

Per tant

a
=

és un multiple comu de a(x) i b(z). Ara demostrarem que és un minim comu

multiple.

x] dos polinomis no nuls i sigui d(z) un
z)

a(z

Proposicié 4.2.10 Siguin a(x),b(z) € K
2 és un minim comu maltiple de a(x) i

mazxim comi divisor. Llavors m(x) = g

b(x).

DEMOSTRACIO.  Sigui mi(z) un minim comd multiple de a(z) i de b(z) lla-
vors, pel Lema 4.2.9, tant a(x)b(x) com m(z) sén multiples de m;(x). Per tant,
di(z) = agf?ig)”) i n’zll(é)) sén elements de K[z]. Aixi, di(z) = d(z )ml((?) és multiple
de d(x). També existeixen f(x),g(z) € K|z] tals que my(z) = a(z)f(z) = b(x)g(x).

Aleshores

d@)g(o) = " ) = ato
(e fe) = T 1) = ),

és a dir, dy(z) és divisor comu de a(z) i b(z). Com que d(z) és un maxim comu
divisor, gr(d(z)) = gr(di(x)) i, com a conseqiiéncia, gr(m(z)) = gr(mi(x)). Per tant

m(z) també és un minim comu multiple de a(z) i b(x). I
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Exemple 4.2.11 Siguin a(x) i b(z) els polinomis de I’exemple 4.2.6. Calculem un
minim comu multiple.

Dividim a(z) per 22 + 2 + 1, que és un maxim comu divisor de a(z) i b(z):

zt 4223 —42® —5x —6 P +ax+1
23 —5x? —bxr —6 2>+ -6
—622 —6x —6
0

Multiplicant b(x) pel quocient d’aquesta divisié, obtenim (z* — 23 — 2 + 1) (22 +
r—6) = 2%~ 72* + 523 + 72 — 6, que és un minim comi miiltiple dels polinomis
a(z) ib(z). ©

Es diu que un polinomi no nul és monic si el coeficient dominant és 1.

Observacié 4.2.12 Sigui a(z) = apz™ + -+ + ap € K|z] tal que a, # 0. Llavors
el polinomi a;, 'a(x) és un polinomi monic. Es a dir, donat un polinomi no nul a(x),
sempre existeix A € K tal que Aa(z) és un polinomi monic. Observem que aquest
polinomi monic esta univocament determinat pel polinomi a(x).

Per exemple, si prenem el polinomi a(z) = (1 + 4)z? + iz + 2 € Clx], llavors

(1+i)~'a(z) és un polinomi monic. Com que (14 i)~! = 1(1 —4), obtenim que

1
(1+i)ta(x) = 2%+ g+iztl—i O

Hem vist que si d(x) i m(x) sén, respectivament, un maxim comu divisor i un
minim comd miultiple de dos polinomis no nuls a(x) i b(x) sobre K, llavors tots
els maxims comuns divisors i tots els minims comuns multiples sén exactament els
polinomis de la forma Ad(x) i Am(z), respectivament, on A € K \ {0}.

Aixi, donats dos polinomis a(z),b(x) € KJ[z] \ {0}, existeix un tnic polinomi
monic que és maxim comu divisor de a(x) i b(z), i el denotarem per m.c.d.(a(z), b(x)).
També existeix un dinic polinomi monic que és minim comu miltiple de a(x) i b(zx),

i el denotarem per m.c.m.(a(z),b(z)).

4.3 Polinomis irreductibles.

Els nombres primers sén una peca basica en ’estudi de la divisibilitat dels nombres
enters. Anem ara a introduir un concepte similar per als polinomis.

Un polinomi p(x) € K|[z] es diu que és irreductible si gr(p(x)) > 0 i els unics
divisors de p(z) sén A i Ap(x), amb A € K \ {0}. En aquest cas, també es diu que
p(zx) és irreductible sobre K.
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Observacié 4.3.1 Observem que si p(x) € K|z] és un polinomi irreductible llavors
també ho és A\p(z), per a tot A € K \ {0}. ¢

Una altra manera de descriure els polinomis irreductibles és la segiient.

Lema 4.3.2 Un polinomi p(x) € K[z] de grau positiu és irreductible si i només si

p(z) no descompon com a producte des dos polinomis de grau menor. I

Tot polinomi de grau 1 és irreductible. Pero determinar com sén els polinomis
irreductibles de K[x] és un problema molt dificil. Nosaltres donarem la solucié a
aquest problema en el cas que K sigui R o C. Pero abans veiem uns resultats que

expliquen la importancia dels polinomis irreductibles.

Lema 4.3.3 (a) Siguin a(x), b(z) i c(x) elements no nuls de Klz]. Si a(x) divi-
L,

deiz b(x)c(z) i m.c.d.(a(x),b(x)) = 1, llavors a(x) divideiz c(x).

(b) Siguin p(z) i qi(x),...,qgm(x) polinomis irreductibles monics. Si p(x) divideix

q1(z) - ... gm(z), llavors ezisteiz i € {1,...,m} tal que p(z) = ¢;(x).

DEMOSTRACIO.  Per l'observacié 4.2.7, existeixen polinomis a(z) i B(z) de K|x]
tals que a(x)a(x) 4+ b(z)F(z) = 1. Multiplicant aquesta igualtat per ¢(x), obtenim

a(@)e(z)a(z) + b(z)e(2)B(x) = c(a). (48)

Com que, per hipotesi, b(x)c(x) és multiple de a(x), la igualtat (4.8) implica que
c(x) és multiple de a(z).

Per demostrar 'apartat (b), farem servir (a) i el fet de que si p(z) i ¢(z) sén dos
polinomis irreductibles monics, llavors p(z) divideix a ¢(x) si i només si p(z) = q(x).
Demostrem (b) per induccié sobre m. Si m = 1, no hi ha res a dir. Suposem que
Penunciat és cert per a m — 1, i demostrem-ho per a m. Suposem que p(x) divideix
q(z) ... gm(x). Sip(zr) = gm(x) ja hem acabat; si no, per 'apartat (a), p(x)
divideix ¢ (z) - ... gm-1(x), 1 per hipotesi d’induccid, existeix i € {1,...,m — 1} tal

que p(z) = g;i(z). I

Teorema 4.3.4 (Teorema de factoritzacié tnica) Tot polinomi de grau positiu

sobre K és producte de polinomis irreductibles. A més, si

pi(x) .. opp() =q(x) .- @)
i p1(x),...,pn(2), 1 (), ..., qm(z) € K[x] son polinomis irreductibles monics, lla-
vors n = m i els polinomis p1(x),...,pn(x) son els mateizos que q1(x),...,qn(x)

tret de l'ordre.
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DEMOSTRACIO. Demostrarem la primera part del teorema per reduccié a ’absurd.
Suposem que hi ha polinomis de grau positiu sobre K que no sén producte de
polinomis irreductibles. Sigui a(x) € K[z] un d’aquests amb grau minim. En
particular, a(z) no és irreductible. Per tant existeixen b(x),c(x) € K[z] de grau

menor que el de a(x) tals que

Pero b(x) i ¢(x) sén producte de polinomis irreductibles, i per tant a(z) també, i
aix0 contradiu lelecci6 de a(z). Per tant, tot polinomi de grau positiu sobre K és
producte de polinomis irreductibles.

Demostrem ara la segona part. Podem suposar que n < m. Farem la demostracio
per inducci6 sobre n. Suposem que n = 1, és a dir, que p1(z) = q1(x) - ... - g ().
Com que pj(z) és irreductible, m = 1. Suposem que n > 1 i que l'enunciat és cert

per a n — 1. Demostrem-ho per a n.

Sipi(z) ... pp(x) = q1(z) - ... - gn(x) lavors, pel Lema 4.3.3 (b), existeix
i€{1,...,m} tal que p,(x) = gi(z). Reordenant, si cal, podem suposar que i = m.
Llavors

(pr(x) oo pnoa(@) —qu(@) - o g1 () pn(z) = 0

Com que K|[z] és domini d’integritat i p,(z) # 0, tenim que

pr(x) .o ppo1(@) —q(x) - g1 (x) =0,

és a dir,
pr(x) ... oppo1(@) =q(x) o g1 ().

Ara, per hipotesi d’induccié, podem concloure que n = m i que pi(z),...,pn(x) sén

els mateixos que qi(x),...,q,(x) tret de Pordre.

La descomposicié en factors irreductibles també permet calcular el maxim comu
divisor i el minim comd multiple de dos polinomis. Si a(x) i b(z) sén dos polinomis
de grau més gran o igual que 1, el maxim comu divisor d(z) d’aquests polinomis
té com a factors irreductibles monics els que sén comuns a les descomposicions de
a(z) i de b(x). Els factors irreductibles monics del minim comid miltiple de a(x) i
de b(x) son els que apareixen a la descomposicié d’algun dels dos.

Veiem-ho amb un exemple.
Exemple 4.3.5 Si a R[z] considerem els polinomis

a(z) =2(z — 1)*(z — %)3(.@ +3) (@ + 2+ 1) ib(x) = 76(x — 1) (2% + x4+ 1),
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llavors el seu maxim comt divisor és d(x) = (x — 1)%(22 + 2 + 1) i el minim comi
miiltiple és m(z) = (z — 1)3(x — %)3(:1: +3) (2?2 +x+1)2 O

Per calcular el maxim comu divisor i el minim comu multiple de dos polinomis
amb aquest metode, s’ha de menester la descomposicié en factors irreductibles dels
polinomis. En general, és molt dificil trobar aquesta descomposicié, mentre que
I’algorisme d’Euclides només ha de menester la divisié de polinomis. De fet, quan
s’estudia més profundament el problema de la descomposicié en factors irreducti-
bles, s’utilitzen simplificacions del polinomi basades en ’algorisme d’Euclides. Per

exemple, si 0 # a(z) € R[z] i a/(x) denota la seva derivada, llavors el polinomi

o a(x)
b(z) = m.c.d.(a(z),d (z))’

és un polinomi que té els mateixos factors irreductibles que a(z) pero sense repeti-

cions (per que?).

Nota: Com hem dit abans, a Z, ’anell dels nombres enters, també hi tenim la divisié
entera. Per tant, es pot fer un estudi de la divisibilitat d’enters de manera analoga
a com hem fet la dels polinomis. En particular, 'algorisme d’Euclides serveix també
per calcular el maxim comu divisor de dos enters no nuls. Els enters primers, és a
dir els enters p amb valor absolut més gran que 1 que només sén divisibles per £1 i
+p, juguen el mateix paper a Z que els polinomis irreductibles a K[z]. La versié a

7 del teorema de factoritzacié unica es diu Teorema fonamental de I’Aritmeética. <

4.4 Arrels de polinomis

El teorema segiient és un cas particular del Teorema 3.2.2, i déna la relacié basica

entre el fet de tenir A\ com arrel i el de ser divisible per z — A.

Teorema 4.4.1 (Teorema de la resta) A\ € K és una arrel de a(x) € Klz] si i

només si a(x) és divisible per x — . 11

Per veure la poteéncia que té I'existencia de la divisié entera, donem una altra
demostracié del Teorema de la resta.

DEMOSTRACIO. Fem la divisié entera de a(x) per x — \:
a(z) = q(x)(x — \) + r(z).
Com que gr(r(z)) < gr(z — A) = 1, tenim que r(z) =ro € K. Aix{

a(A) = g(A)(A = A) + 10 = 70,



4. L’anell de polinomis sobre un cos K 71

Per tant, A és una arrel de a(z) si i només si 7y = 0, és a dir, si i només si a(z) és

divisible per z — \. |

Corol'lari 4.4.2 Siguin A1, ..., \, elements diferents de K i a(x) un polinomi di-
ferent de zero de Klx|. Llavors A1, ..., A\, son arrels de a(x) si i només si existeix
b(x) € Klz] tal que

a(x) = (x — A1) ...(z — Ap)b(x).

DEMOSTRACIO. Es clar que si
a(z) = (x — A1) ...(x — A\)b(z),

llavors Ap,..., A\, sén arrels de a(x). Demostrarem el reciproc per induccié sobre
n. El cas n = 1 és el Teorema 4.4.1. Suposem que n > 1 i que el resultat és cert
per n — 1. Siguin doncs Ay, ..., A, arrels diferents de a(z). Per hipotesi d’induccié,
existeix 0 # b (z) € K|[z] tal que

a(z) = (x — A1) ...(x — Ap—1)b1 ().

Llavors
0=a(M\) == A1) oo (A — An1)b1( M)

Com que
A= A1) oo (A — A1) #0,

podem deduir que b;()\,;) = 0. Si apliquem el Teorema 4.4.1 a by(x), obtenim que
bi(z) = (z — Ap)b(x). Per tant

a(z)=(x—A)...(x = Ap—1)b1(x) = (& — A1) ... (x — A1) (T — Ap)b(2),
tal com voliem veure. §

Es diu que A € K és una arrel d’un polinomi a(x) € Kl[z] amb multiplicitat

m > 1, si existeix b(z) € K[z tal que
a(x) =(x—=N)"b(z) 1 b(A)#DO0.

Corollari 4.4.3 La suma de les multiplicitats de totes les arrels diferents d’un
polinomi a(x) € K[z] de grau n > 0 és menor o igual a n.

En particular, un polinomi de grau n té com a molt n arrels diferents.
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DEMOSTRACIO. Siguin A1, ..., A\, € K les arrels diferents de a(z) amb multiplicitats
mq, ..., m, respectivament. Llavors pel Teorema de factoritzacié tunica, existeix
b(x) € K|x] tal que

a(x) = (z—XA)™ ... (= \)"b(z).
Per tant

n=gr(a(z))=mi+...+my +gr(b(z)) >mi+...+m,. §

En general, no és una tasca facil trobar totes les arrels d’un polinomi. En el cas
de grau 2, coneixem una férmula en termes dels coeficients del polinomi. Existeixen
férmules similars per trobar arrels de polinomis de grau 3 i de grau 4; pero es pot
demostrar que, en general, no existeixen férmules per trobar arrels de polinomis de
grau més gran o igual que 5.

En el cas de Q[z], la proposicié segiient déna un metode per trobar totes les

arrels racionals d’un polinomi.
Proposicié 4.4.4 Siguin a,b € Z, amb b # 0 i m.c.d.(a,b) = 1. Sigui
f(x) =ao+ a1z + ...+ apa" € Zz],

amb a, # 0. Si § és una arrel de f(x) llavors a és un divisor de ag i b és un divisor

de a,.

DEMOSTRACIO. Tenim que

f(%):a0+a1%+...+an<%>":o.

Multiplicant per ", obtenim
aoh” + ajab” '+ ...+ apa” = 0.
Per tant
b(aob"_1 +arab" t 4.+ an,la"_l) = —qya”.

Com que b és un divisor de apa™ i m.c.d.(a,b) = 1, tenim que b és un divisor de a,.
També tenim que

apb” = —a(ad" ' + ...+ apa" ).

Com que a és un divisor de apb™ i m.c.d.(a,b) = 1, tenim que a és un divisor de ag.
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Si a(x) és un polinomi irreductible de grau més gran o igual que dos, llavors a(x)
no té arrels. En general, no és cert que un polinomi sense arrels sigui irreductible.
Per exemple, el polinomi (22 + 1)? = 2* + 222 + 1 no té arrels a R[x] pero no és
irreductible.

Per a polinomis de grau 2 o 3 tenim el resultat segiient.

Proposicié 4.4.5 Siguia(z) € K[z]. Siel grau de a(z) és2 0 3, a(x) és irreductible

st i només si a(x) no té arrels.

DEMOSTRACIO. Si a(z) és un polinomi irreductible de grau més gran o igual que 2
llavors, pel Teorema 4.4.1, a(x) no té arrels.

Per demostrar el reciproc, suposem que a(x) és un polinomi de grau 2 o 3 sense
arrels. Per la Proposici6 4.1.1, si tenim una descomposicié a(z) = pi(x)p2(x), on
gr(pi(x)) > 0 per a ¢ = 1,2, llavors o bé gr(pi(x)) = 1 o bé gr(pa(z)) = 1; en
qualsevol dels dos casos, pel Teorema 4.4.1, podem concloure que a(x) té una arrel.
Pero estem suposant que a(z) no té arrels, per tant, si a(x) = pi(z)p2(z), o bé
gr(p1(z)) = 0 0 bé gr(pz(x)) = 0. Es a dir, a(x) és irreductible. i

4.5 Polinomis irreductibles de C|z] i de R|z]

Es pot veure, encara que no és facil, que a Q[z] hi han polinomis irreductibles de
qualsevol grau positiu. A R[z] i a C[z] la situacié no és tan complicada.

La demostracio del teorema segiient s’escapa de ’abast d’aquest llibre.

Teorema 4.5.1 (Teorema fonamental de 1’Algebra) Tot polinomi sobre C de

grau positiu té alguna arrel a C. I

Com a conseqiiéncia tenim els resultats segiients.

Corollari 4.5.2 Els polinomis irreductibles de C[z] son els de grau 1.

DEMOSTRACIO. Ja sabem que els polinomis de grau 1 sén irreductibles. Sigui
a(z) € Clz] tal que gr(a(z)) > 1. Llavors, pel Teorema fonamental de I’Algebra,

a(x) té una arrel i, pel Teorema 4.4.1, a(x) no és irreductible. 1

Proposicié 4.5.3 Sigui 0 # p(x) € R[z]. Llavors:
(i) Si z és una arrel complexa de p(z) llavors la seva conjugada Z també ho és.

(ii) Siz € C\R llavors (v — z)(z — Z) és un polinomi de Rx| irreductible.



74 Algebra lineal i geometria

(11i) Si z € C\R és una arrel de p(z) llavors (v — z)(xz — Z) divideiz p(z).

DEMOSTRACIO. Per demostrar (i) suposem que z € C satisfa p(z) = 0. Llavors,

fent servir la Proposici6 3.4.1 i que p(z) € R[], tenim que

0 =p(2) = p(3).

Per tant z és arrel de p(z).

Demostrem (ii). Si z = a + bi llavors

2

(x—2)(x—%) =2? — (2 +2)x + 22 = 22 — 2az + (a® + b?) € R[z].

Si z € C\ R, llavors (x — z)(z — Z) és un polinomi de grau dos amb dues arrels
complexes, pel Corollari 4.4.3, no té més arrels a C. En particular, no té cap arrel
real, i per tant, com que és de grau 2, per la Proposicié 4.4.5, és irreductible sobre
R.

Si z € C\R és una arrel de p(x) llavors, per (i), també ho és z. Com que z # Z,
pel Corollari 4.4.2, (z — z)(z — Z) divideix p(z). 11

Corollari 4.5.4 FEls polinomis irreductibles de R[z] son els de grau 1 i els de grau

2 de la forma

az? + bz + ¢,
amb b? — dac < 0.

DEMOSTRACIO.  Sigui p(z) € R[z] un polinomi irreductible de grau més gran o
igual que dos. Llavors, pel Teorema 4.4.1, p(z) no té arrels reals, pero, pel Teorema
fonamental de 1’Algebra, p(z) té una arrel z a C\ R. Per la Proposici6 4.5.3, tenim
que (z — z)(x —z) € Rlz] i que p(z) = [(x — z)(x — Z)]q(x), per a cert q(z) € Rzx].
Com que p(x) és irreductible, el grau de g(x) ha de ser zero. Per tant el grau de
p(z) és dos. Com que p(x) = az? + bx + ¢ no té arrels reals, el seu discriminant és
més petit que zero, és a dir, b> — 4ac < 0.

Si p(x) = ax?® + bx + ¢ i b?> — 4ac < 0 llavors, fent servir la férmula de I’equacié
de segon grau, veiem que p(z) no té arrels reals. Per la Proposici6 4.4.5, p(x) és
irreductible. 1l

Exemple 4.5.5 Busquem la descomposicié en factors irreductibles del polinomi

r*+1aR[z]iaC[r]. A exemple 3.4.3 hem calculat les arrels complexes d’aquest
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polinomi que sén

21 = @H@
2 = —g—%i?
z3 = —?—i@
Z4 = g—zg

Llavors la descomposicié en factors irreductibles de 2% + 1 a C[z] és: (z — 21)(z —
z9)(x — z3)(x — z4). Observem que z; = z4 i que Zo = z3. Per tant (z — 21) (v —24) =
22 —\2x+11i (v —22) (2 —23) = 22+ /22 + 1 s6n dos factors irreductibles de z* + 1
a R[z]. Per tant la descomposicié a R[z] és: 2% +1 = (22 — 2z +1)(2% + V22 +1).

Considerem ara el polinomi p(x) = 22° + 3z* + 2z + 3. Mirem primer si p(z) té
arrels racionals. Per la Proposici6 4.4.4, els candidats a ser arrels racionals de p(z)

sén +1, i%, +3 i i%. D’aquestes només és arrel —%, i trobem que

p(z) = (z + ;)2(954 +1) = (22 + 3)(z* + 1).

Per tant la descomposici6 en factors irreductibles a R[z] és:
p(z) = 2z + 3)($2 — V22 + 1)(;[;2 + V2 + 1),

iaClz]s:
p(x) = 224 3)(z —21)(z — 22) (v — 23)(x — 24). ©

4.6 Exercicis

Exercici 1 Calculeu el maxim comd divisor i minim comi maltiple dels parells de

polinomis de R[x] segiients:
(a) 2 =223 +5x+1 i 2*+3z+ 1.
(b) 322 -2 i 22% -2 +5,
(c) 2> +1 i z*—223+22%2 —22+1,
(d) 3z* — 423 +1 i 23— 3x+2.

Exercici 2 Siguin a(z) = 2* — 223 — 2 — 2 i b(z) = 2% + 32* + 523 + 522 + 32 + 1
polinomis de Q[x]. Calculeu d(z) = m.c.d.(a(z),b(x)) i dos polinomis a(x),B(x) €
Q[z] tals que d(x) = a(z)a(z) + B(x)b(x).

Exercici 3 Trobeu les arrels a Q, R i C dels polinomis segiients:

(a) z* — 5% + 6,
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(b) 2° + 2t — 223 — 222 + 2 +1,
(c) 425 — 825 + 3x* — 42% + 8z — 3,

(d) 81z* — 10823 + 5da? — 122 + 1.

Exercici 4 La derivada d’un polinomi ens pot ajudar a factoritzar-lo.

(a) Siguin m un enter positiv i p(z),a(z) € Rlx] tals que p(x) és irreductible i
p(z)™ divideir a(x). Demostreu que p(z)™ ! divideir o/(x), la derivada de

a(z).

(b) Sigui a(z) € Rlz] un polinomi no nul. Proveu que m.c.d.(a(z),a’'(x)) =1 si i
només si a(x) = Ap1(z)-...-pr(z), on p1(x),...,pr(x) € Rlz]| son irreductibles

monics diferents i A és un real no nul.

(¢c) Donat a(z) € Rlz], doneu un métode general que, sense factoritzar a(x), cal-
culi un polinomi amb els mateizos factors irreductibles monics que a(x), pero

sense repeticions.

(d) Apliqueu-ho per factoritzar: 2z* 4 323 — 322 — Tz — 3, 2% + 32* + 322 4 1,
25 — 225 + 32t — 423 + 322 — 22+ 1 i 2% 4 62° + 152* + 2023 + 1522 + 62 + 1.

Exercici 5 Factoritzeu completament sobre Q,R i C els polinomis: z* + 1, z* — 1,
44, 2% -1, 27 — 1.

Exercici 6 Siguin a(x) = 2* — (5 + 2i)2® + (8 + 99)a? — (1 + 14i)x + 5i — 5 i
b(z) = 23 — (1 + 3i)2® + (26 — 3)x + 1 + i polinomis amb coeficients complexos.
Calculeu el m.c.d.(a(x),b(x)). Calculeu les arrels de a(x) i b(x).



Capitol 5
Espais Vectorials

En aquest capitol ens introduim en la part de les matematiques anomenada Algebm
lineal. Aquesta estudia només una estructura algebraica, la d’espai vectorial, que
és molt rica i modela parts importants d’objectes d’estudi de moltes ciéncies, i en
particular de la fisica.

En tot aquest capitol, K és un cos.

Un espai vectorial sobre K o K-espai vectorial és un grup abelia (V, +) junt amb

un producte per elements de K,

KxV — V

(yu) +— ou
que compleix les propietats segiients:
(1) a(u+v)=au+av, YaeK,Yu,veV.
(2) (a+PBu=au+pPu, Yo,fe K, YueV.
(3) (af)u = a(fu), Va,pe K,VueV.
4) 1-u=u, VuelV.

Els elements de V' es diuen wvectors i els de K, escalars.

Notacié: En un espai vectorial arbitrari, seguirem el conveni de denotar els escalars
per lletres de l'alfabet grec i els vectors per lletres de ’alfabet llati. D’aquesta
manera sempre podrem distingir els elements que sén vectors dels que sén escalars.

Moltes vegades, per denotar els vectors, es fa servir la notaci6 ¥. Nosaltres només
la farem servir quan hi pugui haver confusié entre vectors i escalars, com és el cas

de la proposicié segiient. <

7
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Proposicié 5.0.1 Sigui V un K-espai vectorial. Llavors
(i) 0-u=0, YueV.
(ii) a-0=0, VYaeckK.
(iii) a-u=0=a=0 ou=0.
() (=1)-u=—u, YuelV.
DEMOSTRACIO. (i) 0-u=(0+0)-u=0-u+0-u. Per tant 0 =0 - u.

(i) a-0=a-(0+0)=a-0+a-0. Per tant 0 = a - 0.

)Suposemquea u—01a7é0 Hem de veure que u = 0. Ara u =1-u =

(4
(a'a)u=a(au) =a"1-0=0.
() u+(=1) - u=1- u+( )-u=1-1Du=0-u=0. Per tant (—1) - u = —u. I
Exemples 5.0.2

(1) El conjunt V' = {0} amb la suma 0+ 0 = 0 i el producte per escalars definit per
a0 = 0, per a tot € K, és un K-espai vectorial que es diu espai vectorial zero

o nul. Per abis de notacié i comoditat, a vegades s’escriu V = 0 en comptes de
V = {0}.
(2) K™ amb les operacions
(a1,...,an) + (b1,...,by) = (a1 +b1,...,an + by),
alal,...,an) = (aa,...,aap)
és un K-espai vectorial.

(3) Mpxn(K) amb la suma de matrius i el producte per elements de K
a(ai;) = (aaij)
és un K- espai vectorial.

(4) Si V és un K-espai vectorial i X # (), llavors el conjunt F(X,V) de totes les
aplicacions de X a V amb la suma d’aplicacions

f+g: X — v
= f(z)+g(z)
per a tot f,g € F(X,V), i el producte
af: X — v
z = of(z)
per atot « € K itot f € F(X,V), és un K-espai vectorial.
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(5) KJz] amb la suma i el producte per elements de K és un K-espai vectorial.

(6) Sigui {V;}ier una familia no buida de K-espais vectorials. Llavors [[,.; Vi amb

la suma i el producte per elements de K definits per
(vi)ier + (wi)ier = (vi + wi)ier 1

a(vi)ier = (avi)ier
és un K-espai vectorial.

(7) Pensem R3 com un model de I’espai on vivim. Suposem que en un punt P € R3
hi ha una particula puntual. El conjunt de forces, que podem aplicar sobre aquesta
particula, el podem modelar com el conjunt de segments dirigits, amb origen P i

final a qualsevol altre punt de R?, o també, com el conjunt

Fp={(P.Q) | Q € B},

El resultat d’aplicar dues forces (P, Q1), (P, Q2) sobre la particula és el mateix que
el d’aplicar una forga (P, Q) de manera que P, Q1, @, Q2 son els vertexs d’un paral-
lelogram de costats PQ1, Q1Q, QQ2 i Q2P. Es pot calcular el punt ) usant la suma
de R3:

Q=P+ (@Q—P)+(Q2—P)=Q1+Q2—P.

Aix0 ens permet definir la suma de forces (P, Q1), (P, Q2), sobre la particula situada

a P, com

(P,Q1) + (P,Q2) = (P, Q1+ Q2 — P).

Observem que aquesta suma és associativa:

(P,Q1)+(P,Q2))+ (P,Q3) = (P,Q1+Q2—P)+(P,Q3) = (P,Q1+ Q2+ Q3 —2P)

(P¢Q1)+((PaQ2)+(P7Q3)) = (P7Q1)+(P7Q2+Q3_P) = (P7Q1+Q2+Q3_2P)'

Clarament, la suma de forces és commutativa. L’element neutre d’aquesta suma és
la forga nulla (P, P):

La forca oposada de (P, Q) és (P,—Q + 2P):

(P,Q)+ (P,—Q+2P)=(P,Q—-Q+2P—P)=(P,P).
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Per tant Fp amb la suma de forces és un grup abelia. El modul de la forca (P, Q)
és la llargada del segment PQ. Quan multipliquem una forca per un real positiu
«, obtenim una forca que té la mateixa direccid, el mateix sentit i el modul queda
multiplicat per a. Per garantir aquesta propietat de les forces, hem de definir el

producte d’'una forga (P, Q) per un real arbitrari « per
a(P,Q) = (P,a(Q - P)+ P).

Veiem que Fp amb la suma de forces i aquest producte és un R-espai vectorial.
Siguin «, 8 € R. Comprovem les quatre propietats que falten de la definicié d’espai

vectorial:

a((P,Q1) + (P,Q2)) = a(P,Q1 + Q2 — P) = (P,a(Q1 + Q2 — 2P) + P)

a(P, Q1) +a(P,Q2) = (P,a(@Q—P)+P)+ (P,a(Qz— P)+ P)
= (P,a(Q1+Q2—2P)+P).

Per tant a((P, Q1) + (P, Q2)) = a(P, Q1) + a(P,Q2). Ara

(a+B)(P,Q) = (P, (a+p)(Q—-P)+P)=(Pa(Q-P)+5(Q—-P)+P)

a(P,Q)+B(P,Q) = (Pa(@—-P)+P)+(P,B(Q—-P)+P)
= (Pa(@—-P)+5(@Q—P)+P).

Per tant (o + 6)(P, Q) = a(P,Q) + B(P, Q). També tenim que

(aB)(P,Q) = (P,af(Q— P) + P)

a(B(P,Q)) = a(P,(Q — P)+ P) = (P,af(Q — P) + P).
Per tant (af8)(P, Q) = a(B(P,Q)). Finalment,
1-(P,Q) = (P1-(Q—P)+P) = (P,Q — P+ P) = (P,Q).

Amb tot aix0, hem vist que les forces es poden modelar per vectors. I hi ha molts
altres objectes de la Fisica que es modelen per vectors. De fet, normalment, diem

“la forga és un vector...” <
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Un subconjunt W d’un K-espai vectorial V' es diu que és un subespai vectorial
de V si W és un espai vectorial amb les operacions heretades de V. Es a dir, W és

un subespai vectorial si i només si
(1) W és un subgrup de V' i

(2) aue W, VYae K, VueW.

Proposicié 5.0.3 Un subconjunt W # 0 d’un K-espai vectorial V' és un subespai

vectorial de V' si ¢ només si

au+pPveW, Va,pf €K, Yu,ve W.
DEMOSTRACIO. Suposem que

au+ pveW, Va,peK, Vu,veW.
Agafant a =11 8 = —1, obtenim

u—veW, Yu,veW
Per tant, per la Proposici6 2.1.1, W és un subgrup de V. Ara, agafant § = 0, tenim
au € W, Vae K, YueW.

Per tant W és un subespai vectorial de V.

L’altra implicacié és evident. B

Exemples 5.0.4
(1) SiV és un K-espai vectorial llavors {6} és un subespai vectorial de V.

(2) Considerem el conjunt,
W={Ac My(K)| A= A"}

Si A= (28)iAd=A"=(§3), Havors ¢ = b. Per tant W es pot descriure com
el conjunt de les matrius A € My(K) de la forma A = (¢%). Aquestes matrius
es diuen matrius simétriques. Ara demostrarem que W és un subespai vectorial de
Msy(K).

W és no buit perque (39) € W. Siguin A = (¢4) i A’ = (‘g,/ Z/,) elements de
W, isiguin « , 0 elements de K. Llavors
aa+ Ba’ ab+ ﬁb’)

aA+ BA =
ab+ BY  ad+ Bd

que és simetrica. Per la Proposicié 5.0.3, podem concloure que W és un subespai
vectorial de Ma(K).
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(3) Sigui A = (a;;) una matriu de Mpy,xn(K). Considerem el sistema d’equacions

T 0
lineals homogeni sobre K, A ( : ) = < : >, que escrit en forma estesa és
0

Tn

aiixr +...+ apr, = 0
a»nry +...+ asgpxy, = 0
amix1 +...+ apnrn = 0
El conjunt S de les solucions del sistema, és a dir
b1 0
S=Sb=(br,....,bp) EK"|A- W =A| 1 | = ,
b 0
és un subespai vectorial de K™. Per demostrar-ho notem primer que (0,...,0) és

sempre solucid, per tant S # (). Si b i ¢ sén solucions, llavors per a qualssevol a' i 3
de K tenim
A(ab + Be)t = A(ab! + ) = aAb' + BAC = 0.

Per la Proposicié 5.0.3, tenim que S és un subespai vectorial de K™.

(4) Sigui n un nombre natural fixat. Aplicant les propietats del grau dels polinomis,
es pot veure facilment que K,[z] = {p(x) € Klz] | gr(p(z)) < n} és un subespai
vectorial de K[z]. ©

5.1 Dependeéencia i independéncia lineal

Es diu que un vector u d’un K-espai vectorial V' és una combinacio lineal de

Uy, ..., Uy €V, si existeixen aq,...,q, € K tals que
U=Qo1Ul + ...+ QpUp.

Si A és un subconjunt no buit d’'un K-espai vectorial V', denotem per (A) el
conjunt de totes les combinacions lineals de vectors de A. Si A és el conjunt buit

posem, per conveni, que (#) = {0}.

Lema 5.1.1 (A) és un subespai vectorial de V.. A més, (A) és el subespai vectorial

més petit de V' que conté A.

DEMOSTRACIO. Observeu que (A) sempre és diferent del conjunt buit; perque si
A = () llavors (P) = {0} isi A # 0 llavors A C (A). Siguin u i v elements de (A), i



5. Espais Vectorials 83

siguin a i § elements de K. Llavors

niy no
u= g oy 1 v = g Bjvj,
i=1 j=1

on «;, B sén elements de K, i u;, v; sén elements de A. Llavors

ni n2
ou+ fu = (Z aoziui> + Zﬂﬂjvj ,
i=1 j=1

que és una combinacid lineal d’elements de A. Per la Proposicié 5.0.3, podem
concloure que (A) és un subespai vectorial de V.
Si W és un subespai vectorial de V' tal que A C W, llavors W conté totes les

combinacions lineals d’elements de A. Per tant, W conté (A). I

Sigui A un subconjunt d’'un K-espai vectorial V. Definim el subespai vectorial
generat per A com (A). Si W és un subespai vectorial de V' i W = (A), llavors diem
que A genera W o també que A és un conjunt de generadors de W.

Si existeix un subconjunt finit A de V tal que V' = (A), llavors diem que V és
un espai vectorial finitament generat.

Per comoditat, si uq, ..., u, sén vectors de V, escriurem (uq, ..., u,) en comptes

de ({u1,...,un}).

Exemple 5.1.2 A R3 el vector (1,1,1) és combinacié lineal de (1,1,0) i (2,2, —1),
ja que
(1,1,1) = 3(1,1,0) + (—=1)(2,2, —1).

Per tant (1,1,1) € ((1,1,0),(2,2,—1)). En canvi, (1,0,0) & ((1,1,0), (2,2, —1)),
perque, en cas contrari, existirien aj, as € R tals que (1,0,0) = «a;1(1,1,0) +

a2(2,2,—1). Aixi, a1 i1 ag serien solucié del sistema d’equacions lineals

1 2 1
x
1 2 < ) =10
0o -1/ \ 0
Pero aquest sistema és incompatible. &
Observacié 5.1.3 Una conseqiiencia immediata del Lema 5.1.1 és que, si A i B

sén subconjunts d'un K-espai vectorial V', llavors (A) C (B) siinomés si A C (B).
Per tant, (A) = (B) siinoméssi A C (B)i BC (A). ¢
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Entre totes les families de generadors d’un espai vectorial volem trobar les que
tinguin el minim nombre d’elements possible. Per fer aixo hem de menester el
concepte d’independencia lineal.

Direm que els vectors uq,...,u, d’'un K-espai vectorial V sén linealment inde-

pendents (o simplement 1.i.) si

aiul + ... +ayu, =0
=a=...=a,=0.
ay,...,on €K
En cas contrari, direm que g, ..., u, sén linealment dependents (o simplement 1.d.)

En general, es diu que una familia infinita de vectors és 1.i. si cada subfamilia
finita és Li.

Per conveni, direm que ) és Li.

Exemples 5.1.4

(1) Sigui V un K-espai vectorial. Llavors 0 no és linealment independent, perqueé
A0 = 0 per qualsevol A € K. De fet,

veVésli ©v#£0.

(2) A Tespai vectorial K™, considerem els vectors

i)
ei =(0,...,0,1,0,...,0).

Llavors eq, eg, ..., e, sén Li. A més, si (ay,...,a,) € K", llavors

n
(a1,...,ap) = Zaiei.
i=1

Per tant (eq,...,e,) = K™

n

(3) A K|[z], els polinomis 1,z,22,...,2",... sén Li. i tot polinomi és una combinacié

n

lineal d’aquests elements. Per tant 1,z,22,... 2", ... generen K|[z].

(4) A Myxn(K) les matrius e;;, que tenen un 1 al lloc (4, ) i la resta d’entrades

nulles, sén Li. i també generen tot I'espai vectorial My, x,(K). <

Proposicié 5.1.5 Sigui V un K-espai vectorial. Els vectors uy,...,un € V, amb
n > 2, son l.d. si 1 només si un d’ells és combinacid lineal dels altres. En aquest

cas, st uj €s combinacid lineal de la resta de vectors, llavors

<U1, e ,un> = <u1,. ey Uj—1,Ujr1y - .,un).
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DEMOSTRACIO. Els vectors uy,...,u, sén 1.d. si i només si existeixen aq,...,

a, € K no tots nuls tals que

ajul + ...+ apu, = 0.

Aixo passa si i només si existeix j € {1,...,n} tal que o; #0i
n
- -1, ..
uj = — o g,
i=1
i#j
és a dir, si i només si un d’ells és combinacié lineal dels altres. En aquest cas, per
I'observacié 5.1.3, tenim que (w1, ..., Uj—1,Ujq1,. .-, Up) C (U1, ..., Up), i com que
Up € (UL, Uje1, Ujt1, - - -, Up), també tenim que
<U1, ce ,'LLn> - <u1, sy Uj—1,Uj1y - - ,un>.
Per tant (ui,...,up) = (U1,...,Uj—1,Uj11,. .., Up).
Corollari 5.1.6 Sigui V un K-espai vectorial © siguin uq, . .., u, generadors de 'V .
Llavors existeiz A C {uy, ..., u,} tal que A també genera tot V i, a més, els elements

de A son linealment independents.

DEMOSTRACIO. Si V = 0 llavors posem A = (). Suposem doncs que V # 0. En
aquest cas, com que uq, ..., U, generen V, segur que n > 1.
Ara farem la demostracié per induccié sobre n. Suposem primer que n = 1;

llavors, com que V # 0, u; # 0, i prenem A = {uj}. Suposem que n > 1 i que

I’enunciat és cert per a n — 1. Si uy,...,u, sén linealment independents, prenem
A = {uy,...,un}, si no, per la Proposicié 5.1.5, existeix 7 € {1,...,n} tal que
ULy .oy Uje1, Ujt1,- - -, Uy, generen V. Pero aquesta familia té n — 1 elements per

tant, per hipotesi d’induccid, conté un subconjunt A que genera tot V' i és linealment

independent. §l

Proposicié 5.1.7 Sigui V un K-espai vectorial i siguin u,uq, ..., u, vectors de V
tals que existeizen oq,...,a, € K que compleizen que

U= qaiui + ..., amb a1 # 0. (5.1)
Llavors,

(i) u1,...,u, son linealment independents si i només si ho son u,ug, ..., Uy.
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(11) (ui,...,up) = (u,ug, ..., up).

DEMOSTRACIO. Observem primer que, com que « # 0, tenim que

Uy = al_lu — ozgozl_luQ T anaflun. (5.2)

Per tant uy és combinacié lineal de u, ug, ..., u, i el coeficient de u a (5.2) és diferent
de zero.

(1) Suposem que uq, ..., u, sén linealment independents. Llavors, si 0 = A\ju +

A2ug + . .. + Apuy, fent servir la igualtat (5.1), obtenim que
0=Majus + (A2 + AMag)ug + ... + (A + Aoy )up,
Com que uq,...,u, sén Li.,
Aor =X+ XNag =...= X\, + My, =0.

Pero a; # 0, per tant A\; = 0 i, en conseqiiencia, As = ... = A, = 0.

Un argument similar demostra que si u, uo, ..., u, sén linealment independents,
llavors també ho sén uq, ..., u,; en aquest cas, cal fer servir la igualtat (5.2).

(73) Per les igualtats (5.1) i (5.2), tenim que {u,ug,...,un} C (ug,...,uy) i que
{ut,...,un} C (u,ug,...,u,). Per tant (uy,...,u,) = (u,ug,...,u,) (recordem
I'observacié 5.1.3). 11

5.2 Bases i dimensio
Una base d'un K-espai vectorial V' és una familia de vectors de V', {v;};er, tal que
(1) V="({uvliel}).
(2) {Ui}iel és 1.i.
Si una base de V' és finita, l’escriurem en la forma (vy,vg,...,v,), és a dir, una base
finita de V' és un conjunt finit totalment ordenat de vectors de V' que generen V i
sén 1.i.
Exemples 5.2.1

(1) El conjunt ordenat ((1,2),(—1,1)) és una base de R?. Comprovem-ho. Veiem
primer que els vectors (1,2), (—1, 1) sén Li. Siguin «a, 8 € R tals que

a(1,2) 4+ B(—-1,1) = (0,0).
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a—p0F = 0
20+08 = 0
Sumant les equacions, obtenim 3a = 0, i aixi « = 0 i també § = 0. Per tant

(1,2),(—1,1) sén L.i.
Veiem ara que (1,2),(—1,1) generen R?. Sigui (a,b) € R?. Hem de trobar

Llavors

x,y € R tals que
:B(LQ) +y(_17 1) = (avb)7

rT—y = a
2e+y = b

Sumant les equacions, obtenim 3z = a + b, i aixi

és a dir,

a+b
3

2a+2b  b—2a

3 37
Aixd demostra que R? = ((1,2),(—1,1)). Per tant ((1,2),(—1,1)) és una base de
R2.

Notem que, com que les bases finites sén conjunts ordenats, les bases

y=b—-2r=>0—

((17 2)7 (_17 1)) i ((_17 1), (17 2))

de R? sén diferents.

(2) Els exemples 5.1.4 (2), (3) i (4) mostren que

(e1,...,6en)
és una base de K",
(1,z,2%,...,2",...)
és una base de K|[x] i
(€115« €lny €215y €2myvey €mlye -y €mn)
és una base de M, xpn(K). <©
La base (e1,...,e,) de K™ es diu base canonica de K™.

La demostracié del resultat segiient esta fora de ’abast d’aquest llibre.

Teorema 5.2.2 Tot K-espai vectorial té base. |l
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Notem pero que si V' té un nombre finit de generadors, el fet que V' tingui base

és conseqiiencia del Corollari 5.1.6.

Nota: Per conveni, () és una base de l’espai vectorial {0}.

Teorema 5.2.3 (Teorema de Steinitz) Sigui (uy,...,u,) una base d’un K -espai
vectortal V' 1 siguin vy, ..., v, vectors de V 4. Llavors:

(i) m<mn,

(ii) es poden substituir m vectors de la base (uy,...,u,) per vi,..., vy, obtenint

una nova base.

DEMOSTRACIO. Ho demostrarem per induccié sobre m. Per a m = 0 no hi ha res

a demostrar. Suposem que m > 0 i que el teorema és cert per a m — 1. Per hipotesi

d’induccid, es poden substituir m — 1 vectors de la base (u1,...,u,) per v, ..., Um—1
obtenint una nova base. Reordenant la base (uy,...,u,), podem suposar que

(U1y e U1, Uy« oy Up)
és la nova base. Per tant existeixen aq,...,a, € K tals que

Um = Q1U1 + ... + Q—1Vm—1 + Q@ Um + . . . + QpUp.

Com que v1, ..., vy, so6n Li., algun dels coeficients de les u; és diferent de zero i, en
particular, obtenim que m < n. Si a la base (v1,...Um—1,Un,-..,Uy,) substituim el
vector u;, amb coeficient diferent de zero, per v,,, per la Proposicié 5.1.7, el resultat

de fer aquesta substitucié també és una base. I

Teorema 5.2.4 (Teorema de la base) Si V' és un K-espai vectorial que té una
base amb un nombre finit d’elements llavors totes les bases de V tenen el mateiz

nombre d’elements.

DEMOSTRACIO.  Si By = (uq,...,u,) és una base de V i vy,..., v, sén vectors
linealment independents de V llavors, pel Teorema de Steinitz, n > m. Per tant
tota familia de vectors linealment independents de V' té com a molt n elements i,
en particular, és finita.

Aix{ també veiem que si By = (v1, ..., vy,) és una altra base de V', llavors m < n.
Si apliquem el Teorema de Steinitz a la base Bs i al conjunt de vectors linealment

independents By obtenim que n < m. Per tant n = m. 1
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El Teorema de la base ens permet definir la dimensid d'un K-espai vectorial V'
com el nombre de vectors d’alguna de les seves bases. Denotem la dimensié de V'

per dim gV o per dim V si queda clar, pel context, sobre quin cos és espai vectorial

V.

Exemples 5.2.5 A partir de les bases que hem donat als exemples 5.2.1, tenim que
dim K™ = n i que dim M,,x,(K) = mn. En el cas de K[z], hem donat una base
amb un nombre infinit d’elements; pel Teorema de la base, totes les bases de K|[z]
tindran un nombre infinit d’elements, per tant dim K[z] = oco.

El cos dels nombres complexos es pot veure com un espai vectorial sobre R
i també com un espai vectorial sobre ell mateix. Tenim que dimcC = 1, i que

dimgC = 2 perque (1,%) és una base de C com a R-espai vectorial. <

Corol'lari 5.2.6 Sigui V un K-espai vectorial de dimensio n. Llavors,
(i) n vectors linealment independents formen una base de V.
(ii) Una familia generadora de V. amb n vectors és una base.

DEMOSTRACIO. (i) Sigui B = (v1,...,v,) una base de V. Si tenim una familia
de n vectors linealment independents, pel Teorema de Steinitz, els podem substituir
tots a B de tal manera que el resultat sigui una base. Com que el resultat de fer
aquesta substitucié sera la familia de vectors linealment independents, aquesta és
una base.

(73) Pel Corollari 5.1.6, una familia generadora de V' de n elements conté una base
que, per ser la dimensié n, ha de tenir n elements. Aixo vol dir que aquesta familia

ja és una base. 1

Corollari 5.2.7 Siguin V un K-espai vectorial de dimensic finita i W un subespai

vectorial de V. Llavors:
(i) La dimensié de V és el nombre mazim de vectors l.i. de V.
(7i) La dimensié de V' és el nombre minim de generadors de V.

(iii) Tota base de W es pot ampliar a una base de V. Aixi

dim W < dim V.

(iv) dim W =dim V si i només si W =V.
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DEMOSTRACIO. (i) Aix0 és clar pel Teorema de Steinitz.

(i) Es conseqiiencia del Corollari 5.1.6 i de que totes les bases tinguin el mateix
nombre d’elements.

(7ii) Fixem B = (vi,...,v,) una base de V i sigui B’ = (wi,...,w,) una base
de W. Pel Teorema de Steinitz, n > r i podem substituir r vectors de B pels de
B’ obtenint una nova base de V. Per tant existeixen v;,...,v; . € B, tals que
Wiy .oy Wy, Vigy .., 0;, ) formen una base de V.

iv) Si (w1, ..., w,) és una base de W i n = dim (V), llavors, pel Corollari 5.2.6 (7),

—~~ Y~

Wi, ..., wy) és també una base de V. I

Exemple 5.2.8 Considerem I'R-espai vectorial Ma(R). Com hem vist abans, aquest

espai vectorial té dimensié 41 B = ((§8),(34),(93).(89)) és una base. Siguin

le{AeMg(RHA:At}:{(a b) eMz(]R)|a,b,d€R},

%—{(Z 2) eM2<R>ra+d—o}—{<Z _2)eM2<R>|a,b,ceR}

0 b

I%:{A@%mHA:—N}:{<% 0

)EMQ(R)]bGR}.

Es pot veure que Wy, Wy 1 W3 s6n subespais vectorials de Ms(R). Volem calcular
la seva dimensié. Es clar que cap W; és tot Ma(R) i que tots els W; sén diferents
de zero. Per tant, pel Corollari 5.2.7, les possibilitats per a les dimensions dels W;

sén 1, 21 3. Tenim la igualtat
b 10 0 1 00
“ ) =a +b +d .
b d 0 0 10 0 1
Per tant el subconjunt de W7,

tr=lo o)== e) == 2))

és generador i linealment independent. D’aqui podem concloure que dim W; = 3.

De la mateixa manera, les igualtats

(22)=( 3) b 0)
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06\ _,( o1
b 0) "\ -10)
ens permeten concloure que ((§_9),(34),(99)) és una base de Wy i que (

és una base de W3. Aixi doncs, dim Wy = 31 dim W3 = 1.

Pel Teorema de Steinitz, els tres vectors de la base de Wy es poden substituir a

0
1

0)

la base B de tal manera que el resultat sigui una base. Anem a fer-ho. En aquest
cas, només cal que busquem un vector de B que sigui linealment independent amb
v1, U 1 v3, ja que llavors tindrem 4 vectors linealment independents de Ma(R) que,
pel Corollari 5.2.6, formaran una base. Tenim que v = () & Wi, per tant v no

és combinacié lineal de vy, ve,v3. Per tant (v, vy, vs,v3) és una base de My (R). <&

5.3 Suma i interseccié de subespais vectorials

Anem a veure ara com construir subespais vectorials d’un espai vectorial a partir
d’altres subespais vectorials.
Siguin W7,..., W, subespais vectorials d’'un K-espai vectorial V. Definim la

seva suma per
Wi+...+Wy={wr+...+w, |w; € Wyperai=1,...,n}.

Es veu facilment que la suma de subespais vectorials és un subespai vectorial. A

més, si Wi = (wi1,..., W)y oo, Wy = (Wn1,...,Wny,), llavors
Wi+ Wy =(wWi, ., Wi, s Wnls ooy, Wnopy )
Observem també que
(wy,...,wp) = (wy) + -+ (wy)

Direm que una suma de subespais vectorials Wy 4 ...+ W, és directa si

n
Wn Y Wi={0}, Vji=1,...,n.

i=1

i#]
En particular, la suma de dos subespais vectorials Wy, Wy de V' és directa si i només
si W1 N Wy = {0}.

Escriurem Wi & ... ® W,, per denotar que la suma W; + ... 4+ W, és directa.

També direm, en aquest cas, que els subespais vectorials Wy, ..., W, estan en suma
directa.

Direm que W’ és un complement del subespai vectorial W de V siV =W W',
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Lema 5.3.1 Sigui V' un K-espai vectorial amb base B = (v1,...,v,), i sigui W un

subespai vectorial de V. Llavors
(1) V="(v1)& - & (vp).

(i1) Ezisteiv A C {v1,...,v,} tal que V.= W @& (A). En particular, tot subespai
vectorial de V' té un complement.
DEMOSTRACIO. (i) Com que V = (v1,...,0,), V = (v1) + -+ + (v,). Si w €
(Vi) 22,2 (vs) Havors w = Av; = 37, ajvj, per a certs A\,o; € K. Com que
v1,..., U, sOn linealment independents, els escalars A i a; sén zero i per tant w = 0.
(i4) Sigui B’ una base de W. Pel Teorema de Steinitz, existeix A C {v1,...,v,}
tal que, si ordenem el conjunt B’ U A, obtenim una base de V. Com que B’ U A

genera V', tenim que V =W + (A4). Com que B’ U A sén linealment independents,
W N (A) = {0}. Tenim doncs que V =W & (A4). 1

La proposicié segiient ens mostra altres caracteritzacions de quan una suma de

subespais vectorials és directa.

Proposicié 5.3.2 Siguin W1,..., W, subespais vectorials d’un K -espai vectorial V.

Llavors les condicions segiients son equivalents.
(Z) Wie...eW,.
(ii)) Wi NS Wi={0} Vj=1,....,n—1.

(11i) Tot vector de Wi+...+W,, s’exzpressa de manera unica com a suma de vectors
de Wy, ..., Wy, és a dir, st u;,v; € W, perai=1,...,n, tuy +...+u, =

v1 + ...+ vy, llavors u; = v;, per a tott1=1,...,n.
(iv) Elvector 0 s’expressa de manera unica com a suma de vectors de Wy, ..., W,.

DEMOSTRACIO. (i) = (ii) Es clar.
(13) = (d14) Siguin u;,v; € Wi, per ai =1,...,n, tals que

UL+ ...+ Uy, =V1 + ...+ Up.

Llavors (u; —v1) + ...+ (up, — vy) = 0. Per tant

n—1

Un = U € WY W; = {0},
i=1

i aix{ u,, = v,. I per induccié sobre n, tenim

Ul =V1,..., Uy = Up.
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(ii7) = (iv) Es clar.
(iv) = (i) Sigui u; € W; Ny 7=y W;. Llavors existeixen u; € W; tals que
i#]

n
Uj = E (I

=1
i#]
Per tant
0:u1+...+uj_1+(—uj)+uj+1+...+un,
i per (iv), tenim que u; = 0, per a tot ¢ = 1,...,n. Aixo demostra que

n
W;n Y Wi={0}, Vji=1,...,n.
i=1
i#]
Per tant W1 @ ... W,,. 1
Es facil comprovar que la interseccié de subespais vectorials d’'un K-espai vec-
torial V' és un subespai vectorial de V.

La féormula segiient relaciona les dimensions de dos subespais vectorials amb la

de la seva suma i la de la seva interseccio.

Teorema 5.3.3 (Férmula de Grassmann) Siguin W1, Wy subespais vectorials

de dimensid finita d’un K-espai vectorial V. Llavors
dim (Wl + WQ) = dim W7 +dim W5 — dim (W1 N WQ).

DEMOSTRACIO. Sigui B = (uq,...,u,) una base de Wi N Ws. Pel Corollari 5.2.7,

podem ampliar B a una base

(Ul,. . '7u7‘7v7"+17"‘7vs>

de Wy, i a una base
(Ul, sy Up, Wryd, - - - 7wt)

de Ws. Observem que tot vector de Wi + Wy és combinacio lineal de

Ulye ooy Upy Upgplye ooy UgyWpg1y. ., Wt
Per tant
Wi+ Wo = (Ui, ..oy Upy Upgdy e ey Ugy Wy e vy W)
Veiem que Ui, ..., Up, Upt1,- .-, VUsy Wpil, -, W SON Li. Siguin

alu"'7a87ﬁT+17"')ﬁtEK
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tals que
Zazuz + Z a;v; + Z Bjw;j = 0.
i=r+1 J=r+1
Llavors .
Za,uz + Z QU = Z ijj e W1 N Wa.
i=r+1 j=r+1

Com que B és una base de Wi N Wy, existeixen (i, ..., 0, € K tals que

t r
- Z Bjw; = Zﬁj%-
j=1

J=r+1
Aixi
ZBJ“J + Z Bjw; =0,
j=r+1
icom que uy,...,Upr, Wrtl,...,w sO0 Li., tenim que
B1=0=...= 06 =0.

Ara tenim que

Za,ul + Z a;v; = 0,

i=r+1
icom que ui,..., U, Uptl,---,Us $ON Li., tenim que
a1:a2:...:a520.
Per tant
ul?"'7u7‘7v7"+17'"7vsaw7‘+17"’7wt
sén Li., i aixi
(Upy e oy Upy Uyl v e vy Usy Wit 1y - -+, WE)

és una base de Wy + W5. Podem concloure doncs que

dim(Wl—}—Wg):s—}—t—r:dim Wi + dim Wg—dim(WlﬂWQ). i

Exemple 5.3.4 Continuem amb ’exemple 5.2.8. Considerem els subespais vecto-
rials W1 i Wy d’aquest exemple. Calculem una base i la dimensié de Wy N Wy, Si
(‘; g) e W1 N Wy, llavors b =cia = —d. Com que tenim la igualtat

(2 0)=(o ) )



5. Espais Vectorials 95

i(§-9), (Y4) son linealment independents, deduim que dim (W3 N Ws) = 2, i que

una base d’aquest subespai vectorial és (((1) fl)) (9 (1))) . Ara, per la Férmula de

Grassmann, obtenim que dim (W; + W3) = 4. Pel Corollari 5.2.7, podem concloure
que W1 + Wy = M3(R). Pero els subespais vectorials W; i Wa no estan en suma
directa perque la seva interseccié no és zero.

Tenim que W3 C Ws, per tant Wo N W3 = W3 i Ws 4+ W3 = Ws. D’altra banda,
W3snW; = {0}, per tant els dos subespais vectorials estan en suma directa, i com que,
per la Férmula de Grassmann, dim (W7 + W3) = 4, tenim que M>(R) = W; @ Ws.
Tenim doncs que W3 és un complement de Wi dins de Ma(R).

Notem que Wj té molts complements dins de M>(R). Qualsevol vector v €
M>(R) \ W satisfa que (v) és un complement de Ws. Perque, com que dim W; = 3
i W1 C Wi + (v), tenim que dim (W) + (v)) = 4, i per tant Wi + (v) = Ma(R). Si
w € Wi N (v), lavors w = A € Ma(R). Si A # 0 lavors v = w € Wi, cosa que

contradiu la manera com hem triat v, per tant A\ = 0 i, en conseqiiencia, w = 0. <

5.4 Exercicis

Exercici 1 Considerem l'espai vectorial R[z]. Decidiu si els subconjunts segiients

son subespais vectorials:
(a) E =Ry[z] = {p(x) € Rlz] | grau(p(z)) < 2}.
(b) F ={p(z) € Rlz] | grau(p(z)) = 3} .
(¢) G ={p(z) € Rlz] | p(a) = 0}, per a cert a € R fizat.
(d) H = {p(x) € R[z] | p(1) € Z}.
Exercici 2 Sigui F(X,R) = {f: X — R}, on X és un conjunt diferent del buit.

(a) Demostreu que amb les operacions:

(f+9)(x) = f(z)+g(z),
AN)(x) = Af(2),

F(X,R) és un R-espai vectorial.
(b) Decidiu si els subconjunts de F(R,R) seglients son subespais vectorials:
(i) Bi={f R — R| f(~z) = f(x), Yz € R}.
(i) By ={f:R — R f(-z) = —f(z), Vx € R}.
(ii) Es={f :R— R| f és continua }.
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(iv) Ey={f :R— R| f és polinomica}.
(v) Bs={f:R— R| f(2*) = f(2)*}.
(vi) Eg = {f :R— R| f és dos cops derivable i f" — f' — f = 0}.
(vii) Bz ={f:R — R| f(z)#3, Yz € R}.
(viii) Bs = {f : R — R| f(a) =0}, per a un a € R fizat.
(ir) B ={f :R — R| f(a) = f(b)}, per a a,b € R fizats.
(x) Bio={f :R— R| f(a)= f(b) + k}, per a a,b,k €R fizats.
Exercici 3 Quins dels conjunts segiients son subespais vectorials sobre R?
(a) By = {(z,y,2) €eR® |zy+ z =z} .
(b) By ={(z,y) e R? |22+ 7y =0}.
(¢c) By = {(z,y,2) € R® |2y =0} .
(d) Ey={(z,y) eR? |z € Q}.
(¢) Bs = {(z,y,2) ER3 |20 +y =3z},
(f) E¢ = {(z,y) € R? | 2% — 22y +y? = 0} .
(9) Er ={(z,y,2,t) eR* |z +y—2z+t=—1}.
(h) Bs ={(z1,...,2n) €ER" |2} 4+ -+ 22 =1}.
(i) By ={(z1,...,2,) € R" | 2125 = O}.
(7)) Ero = {(z1,22,23,24) €R* |21 + 3 =23+ 24} .

Es subespai vectorial Ey si el pensem dins R? com a Q-espai vectorial?

Exercici 4 Determineu quins dels subconjunts segiients son R-subespais vectorials
i quins son C-subespais vectorials:

E,={z€C|z=2z},

Ey,={2eC|Z2 =0},

B3 = {(z,w) € C? | z + 3iw = 0}.

Exercici 5 Considerem [’espai vectorial My, xn(R). Decidiu si els subconjunts segiients

son subespais vectorials:

(a) E1 = {A € M,(R) | A2 =0}.
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(b) EQ = {A = (aij) S men(R) ’ aij = 0, Vj}
(C) Es = {A = (aij) S Man(R) | aij = 1, V_j}
(d) By ={A = (aij) € Mmnxn(R) | 32, ; aij = 0}.

(e) Es ={A € Myxn(R) | AB =0} per a B € M,(R) fizada.

Exercici 6 Quines de les families de vectors segiients son R-linealment indepen-
dents?

(a) {(1,0), (-1,1), (0,v2)} de R*.
(b) {(1,0,0), (1,—1,1), (2,—1,1)} de R3.

(c) {x3 2% a3 — 2? + 2} de R[z].

1 0 20 3 1 4 4
o0 0) () (0a) (11} v
(¢) {sinz, cosz, 1}, {e%, e"*?} de F(R,R).

Per a les families que no son linealment independents, expresseu un vector com a
combinacio lineal dels altres. Trobeu una base del subespai vectorial que genera cada

familia.

Exercici 7 Considerem (1,0,—1,0), (1,1,1,0), (0,1,1,1), (0,1,2,0) € R*. Proveu
que el vector (0,3,5,1) es pot escriure com a combinacid lineal dels vectors d’aquesta
familia de dues formes diferents. Qué podem dir d’aquesta familia de vectors?

Trobeu una subfamilia linealment independent maximal.

Exercici 8 Sigui F' = ((1,0,1,0), (0,8,0,1), (0,1,1,0), (2,1,0,5)), subespai vecto-
rial de R*. Proveu que F = R*.

Exercici 9 Siguin F = ((1,—1,1),(0,1,-1)) i« G = {(1,0,0),(1,—2,2)) subespais

vectorials de R3.
(a) Proveu que F = G.

(b) Sigui v = (9,v/2 —1,1 —+/2). Proveu que v € F i expresseu-lo com a combi-

nacio lineal de les dues families de vectors que generen F donades al principi.

Exercici 10 Trobeu la dimensié i una base de cadascun dels segiients subespais

vectorials sobre R:
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(a) E1 = ((1,0,-1), (~2,0,3), (3,1,0), (0,0,1)),

(b) B2 =((1,0,2,3), (2,0,4,1), (1,—1,0,0)),

(¢) B3 ={((1,-1,0,1), (2,0,-1,1), (3,-1,-1,2), (0,2,—1,—1)),
(d) Ex={(z,y,2,1) |x =y =32, 2 =1},

(¢) Bs ={(z,y,2) |x =y =z},

(f) Es = {(z,y,z,t,u) |v+y=3u, y—3u=t, 2=23t x=—t}.

Exercici 11 Completeu a una base de R® cadascuna de les families de vectors

seguents:
{(1,1,1), (7,0,0)}, {(5,1,4)}, {(1,2,3), (-1,0,0), (2,0,3)}.

Exercici 12 Completeu el subconjunt {(1 + i,i)} de C*> a una base de C* com a

C-espai vectorial i com a R-espai vectorial.

Exercici 13 Siguin E un espai vectorial i e1,...,e, i v vectors de E. Demostreu

o doneu un contraexemple de les afirmacions segiients, segons siguin certes o falses:

(a) e1,...,e, linealment independents i v # e; = e1,...,en,v son linealment
independents.
(b) e1,..., e, linealment independents i v ¢ (e1,...,e,) => €1,...,€pn,v SOn line-

alment independents.

(c) e1,...,en generen V.= eq,...,e,_1 generen V.
(d) e1,...,en generen'V i e, € {€1,...,6p_1) = €1,...,€6n_1 generen V.
(e) ei =ej per a algun i # j = e1,..., ey son linealment dependents.

(f) Tota familia de vectors que contingui el vector 0 és linealment dependent.

(9) v és linealment dependent <= v = 0.

Exercici 14 Proveu que R? = ((0,1)) @ ((1,1)) = ((0,1)) @ ((2,1)). Trobeu tots els
vectors (a,b) tals que R? = {(0,1)) @ ((a,b)). Observeu que d’aizo es dedueir que la

manera de completar un vector fins a una base no és unica.
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Exercici 15 Considerem el conjunt de successions de nombres reals amb les opera-

cions:

(37171'27"',17714"')+(y1ay2?"'ayna"'):(‘Tl+y17x2+y2""7$n+yn7"')a

k(xy, 29, ..., 2p,...) = (kx1,kxo, ... KXy, .. .).

Proveu que és un R-espai vectorial. Quina dimensic té?
Considerem el subconjunt co(R) de totes les successions de nombres reals amb

limit 0. Demostreu que és un subespai vectorial. Quina dimensid té?

Exercici 16 Sigui F' el subconjunt de les successions {a,} de nombres reals tals
que:

ap = Ap—1+ap—2, Vn > 3.

(a) Demostreu que F és un subespai vectorial de ’espai de totes les successions.

Trobeu-ne la dimensio 1 una base.

(b) Trobeu les progressions geométriques contingudes a F' i proveu que existeir una

base de F' formada per progressions geomeétriques.
(c) Trobeu el terme general a, de la successié de Fibonacci:
1,2,3,5,8,13, 21, ...,
ON Upt9 = Gny1 + Gn, per a tot n > 1.

Exercici 17 Doneu la dimensid i una base dels subespais de R*:

F = ((1,0,-1,1), (1,1,0,9), (2,1,—1,10)),
G = (0,0,0,1), (1,—11,0,1), (=1,1,0,3), (0,0,1,7)).

Trobeu també una base i la dimensié de FNG i F+G. Es cert que F+G=R*?

Exercici 18 Doneu la dimensio © una base de E, F, E+ F ¢ ENF en els casos

seguents:
(a) E={((1,1,-1),(2,0,—1),(0,2,-1)),
F=1{(1,0,-1),(2,3,0),(4,3,—2)), subespais vectorials de R3.
(b) E ={((2,-1,0,0),(0,%,—1,0),(1,0,-3,0)),

F ={(i,0,0,1),(1,—4,1,0),(1,1,4,1)), subespais vectorials de C*.
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(¢c) E={(z,y,2,t) |x+y+22=0,3y+32+t=0,20 —y —t =0},
F={(0,y,2,t) | y+ 2+t =0}, subespais vectorials de R*.
(d) E={(z,y,2) | 2z =2y =z},
F={(z,y,2) | v+y=223c+y+z=0}, subespais vectorials de R3.
(e) E={(x,y,z,t) |z+y—2z—t=0,2 =t},
F ={(x,y,2,t) | x + z = 2y}, subespais vectorials de R*.
(f) E={(z,y,z,t) eR |z =y =z},
F=1{((1,1,2,1),(2,0,—1,1)), subespais vectorials de R*.
Discutiu, en cada cas, si E i F' estan en suma directa.

Exercici 19 Considerem dins l’espai de les matrius quadrades n x n, My(R), els

subconjunts de les matrius simeétriques 1 antisimeétriques:
S={AeM,(R)| A=A}, H={AeM,(R)| A" =-A}.
(a) Proveu que son subespais vectorials de My, (R).

(b) Calculeu la dimensié i una base de S i H.

(¢) Proveu que S @ H = My(R).



Capitol 6
Matrius

Una eina imprescindible per a I’algebra lineal és el calcul matricial. Amb aquest es
poden resoldre sistemes d’equacions lineals, donar criteris per saber si un sistema
té solucié, calcular inverses d’una matriu, donar criteris per saber si una matriu és
invertible...

Dins del calcul matricial hi han dues tecniques de treball diferents i comple-
mentaries: les transformacions elementals i els determinants. Totes dues donen
algorismes de calcul; acostumen a ser més eficients els donats pels canvis elemen-
tals, pero el determinant, apart de tenir un sentit geometric molt important, té
I'avantatge de donar féormules en termes dels coeficients de la matriu. En aquest
capitol estudiarem les transformacions elementals i les seves aplicacions. En un
altre capitol estudiarem els determinants.

En tot aquest capitol, K és un cos.
6.1 Transformacions elementals. Matrius elementals

Notacié: Sigui A € M, xn(K), llavors A té n columnes, C1,Cs,...,Cy, i m files,

Py, Fy, ... F,. A partir d’ara, quan vulguem descriure la matriu A per les seves
columnes, escriurem A = (C1,Cy,...,C,), isi la volem descriure per les seves files,
7
escriurem A = N e
Fon

Sigui A € My, xn(K). Les transformacions elementals per columnes de la matriu
A s6n d’un dels 3 tipus segiients:

Tipus I. Fixats 1 <7 < j < n, intercanviar les columnes ¢ i j, C; < Cj:
(Cl,...,Ci,...,Cj,...,C’n)—>(C’l,...,Cj,...,C’i,...,Cn).

101
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Tipus II. Fixats 1 <1i,j < n diferents i u € K, sumar a la columna j la columna ¢

multiplicada per u, C; — C; + uCj:
(Ci,...,Cj,...,Cp) = (Cy,...,Cj + pCy, ..., Cy).
Tipus IIL. Fixats 1 <i <ni e K\{0}, multiplicar la columna i per A, C; — A\Cj:
(C1,. o Clhyeo s C) — (O, NGy C).

De manera analoga es defineixen els tres tipus de transformacions elementals per
files de A:
Fi<—>Fj, FJ—>F‘]—|—,LLF1, F;, — \F;.

Les matrius obtingudes a partir de la matriu identitat n x n fent una trans-

formacié elemental per columnes (o per files) es diuen matrius elementals n x n.

Hi ha tres tipus de matrius elementals:
Tipus I. Fixats 1 < i < j < n, la matriu que obtenim en intercanviar les columnes

11 j de la matriu identitat és:

1
on els uns fora de la diagonal estan a les posicions (i,7) i (j,7). Observem que
aquesta matriu també s’obté com a resultat d’intercanviar les files ¢ i j de la matriu
identitat.
Tipus II. Fixats 1 < 4,5 < n diferents i u € K, si a la columna j de la matriu

identitat li sumem la columna ¢ multiplicada per p, obtenim:

1 0 ... ... ... .0
0 1 :
Eij(p) = | : -,
; W
: 1
0 0 1
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on  esta a la posicié (i, 7). Notem que aquesta matriu també és el resultat de sumar
la fila j multiplicada per p a la fila ¢ de la matriu identitat.
Tipus III. Fixats 1 <i <mni\ € K\ {0}, en multiplicar la columna ¢ de la matriu

identitat per A obtenim:

1

on A esta a la posicié (i,7). Observem que aquesta matriu també és el resultat de
multiplicar per A la fila ¢ de la matriu identitat.
El resultat segiient relaciona les matrius elementals i les transformacions elemen-

tals.

Proposicié 6.1.1 Sigui A € M,,xn(K). Llavors, fer una transformacio elemental
per columnes a la matriu A és el resultat de multiplicar la matriu A per la dreta per la
matriu elemental corresponent a la transformacio, i fer una transformacio elemental
per files a la matriu A €s el resultat de multiplicar la matriu A per ’esquerra per la
matriu elemental corresponent a la transformacio. Més concretament:

CI. Fizats 1 <1< j<mn, tenim

C;—C;
A —>JATZ‘J'

CII. Fizats 1 <1,j <n diferents i p € K, tenim

C;—C+uC;
—

A AE;j(p)

CIII. Fizats1 <i<mniXe K\{0}, tenim
AT AP ()

FI. Fizats 1 <1< j <n, tenim
F;—F;
A —>]TZ'jA

FII. Fizats 1 <i,5 <n diferents i p € K, tenim

—_—

A Eij(n)A

FIII. Fizats 1 <i<mniXe K\{0}, tenim

A=A R p A
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DEMOSTRACIO. La demostracié d’aquestes afirmacions no és complicada, perd
és llarg comprovar directament que cadascun dels productes de matrius dona el
que volem. En el capitol segiient podrem donar una demostracié més conceptual
utilitzant el concepte d’aplicacié lineal i el de matriu associada a una aplicacid
lineal. Ara farem una demostracié directa de CI, CII i CIII, els altres productes
es calculen de manera similar.

CI. Volem veure que les matrius ATj; i (Cq,...,Cj,...,C;,...,Cy) sén iguals. Per
demostrar-ho, cal veure que tenen els mateixos components. Per la definicié de la
matriu Tj; = (tiy) € My (K), tenim que

sik=10k#iik#j,
1 osik=1il=1j,
th = osik=jil=1.

0 en qualsevol altre cas.

Si A= (ay) i ATij = (cn), llavors

n aritij = Qpj sil=j
Crl = E Aty = a,,jtji = Qpj sil=1
k=1 arity = apg en qualsevol altres cas.

Veiem que, efectivament, la columna j del producte AT;; és la columna i de A, la
columna ¢ del producte AT;; és la columna j de A i que la resta de les columnes del
producte AT;; sén les mateixes que les de A.

CII. Volem veure que les matrius AE;;(p) i (Ch,...,C;+pCi, ..., Cy) coincideixen.
La matriu Ei;(n) = (qr) € Myp(K) amb

1 sik=1
Qi = I sik=iil=3j
0 en qualsevol altre cas.

Si A = (ay;) i AEij(1) = (cr1), lavors

n . .
B ) anqu = ap sil#j
Crl = E Qrkdil =
k=1

arjQjj + ariQiy = Qrj + par; sil=j.
Tenim que, al producte AE;;(u), '"inica columna que varia respecte de la matriu A
és la j, i aquesta queda substituida per C; + uCj.
CIIIL. Finalment hem de veure que AP;(A\) = (C1,...,ACj,...,Cy). Si posem
P;(A) = (pr), lavors

1 sik=1+#1
Dl =14 A sik=101=1

0 en qualsevol altre cas.
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Si A = (ayk) 1 APi(\) = (¢ry), tenim que

ApriPiz — )\am sil=nu1.

n . .
arpy = Gy sil#1
Crl = Z QrkPrl =
k=1

Per tant, la columna i del producte AP;()\) és la columna i de A multiplicada per
A1

Lema 6.1.2 Les matrius elementals son invertibles, i la inversa i la transposada

d’una matriu elemental son matrius elementals. Més concretament:
(i) T;' =Ty i T; = T};.
(i) Eij(p)~" = Eij(—n) i Bij(1)" = Eji(p).

(iii) Sixe K\ {0}, B = B i BO) = B,

DEMOSTRACIO. Deixem el calcul de les transposades com a exercici per al lector.
Calculem les inverses.

(i) Recordem primer que Tj; és la matriu que resulta d’intercanviar les columnes i
i j de la matriu identitat. Per la Proposicié 6.1.1, el resultat de multiplicar T;;7;;
és intercanviar les columnes 7 i j de la matriu Tj;, és a dir, tornem a recuperar la
matriu identitat. Per tant Tgl = T;;.

(77) Recordem que E;;(f) és el resultat de sumar la columna ¢ multiplicada per p a la
columna j de la matriu identitat. Per la Proposicié 6.1.1, el resultat de multiplicar
E;ij(1)Eij(—p) és restar la columna i de E;;(p) multiplicada per g a la columna j
de la mateixa matriu, és a dir, recuperem la matriu identitat. De manera similar
tenim que E;j(—p)E;j(1) és la matriu identitat. Per tant E;j(p) ™! = Eij(—p).
(7i1) Recordem que P;()) és el resultat de multiplicar per A la columna i de la
matriu identitat. Per la Proposici6 6.1.1, el resultat de multiplicar P;(A\)P;(A~1) és
multiplicar la columna i de P;()\) per A~!, per tant aquest producte és la identitat.
De manera similar veiem que P;(A~1)P;()) és la matriu identitat. Per tant P;(\)~! =
P(Ah). 1

Exemples 6.1.3 La matriu ((1) (1)) és la matriu elemental 2 x 2 de tipus I que

denotem per T2. Si A és una matriu amb dues columnes, A = (C1, Cy), llavors, per
la Proposicié 6.1.1, ATjs = (Co,C1). Si B és una matriu amb dues files, B = (% ),

llavors, per la Proposicié 6.1.1, T2 B = (% )
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Per exemple, si A = (2+51 J7r ) € Msyo(C) lNlavors ATy = (1# 24251‘). Si
B = (2) € Myx1(R), llavors T12B = (3). Z

La matriu (é g (?) és la matriu elemental 3 x 3 de tipus II que denotem per
E13(3). Notem que s’obté a partir de la matriu identitat 3 x 3 fent la transformaci6

elemental que consisteix en sumar la primera columna multiplicada per 3 a la tercera

10 -3
columna. Pel Lema 6.1.2, la inversa d’aquesta matriu és (8 (1) 0 ) = F13(—3). La

seva transposada és (g g 0) Es1(3).
Si A és una matriu amb tres columnes, A = (C1,Co,C3), llavors, per la Pro-
posicié 6.1.1, AE13(3) = (C1,C9,C3 + 3Cy). Si B és una matriu amb tres files

I3 F1+3F3
B = <£2>, llavors, per la Proposicié 6.1.1, F13(3)B = < II::Q > )
3 3

Per exemple, si A = ( >~ —g 19 ) llavors AFE13(3) = ( > 1 1§ ) i E13(3)A =

5 -5 0 —
—14 -1 18
< 2 =7 10 )
-5 0 6
0 0

1
La matriu <0 V292 0) és una matriu elemental de tipus III sobre els com-
0 0 1

plexos, que, segons la notacié que hem introduit, és la matriu P» (‘[ + z‘f) La

inversa d’aquesta matriu és, pel Lema 6.1.2,

1 0 0
0 (% i) ol =
0 0 1

0

V2 2 :PQ(Q—Z%).

o O =
- o O

V24 Z@) s’obté multipli-

Si A és una matriu amb tres columnes la matriu AP (5
cant per f + z‘f la segona columna de A. Si B és una matriu amb tres files, la

matriu Pg(% + z%)B s’obté multiplicant per % + z% la segona fila de B. <

6.2 Matrius esglaonades.

Es diu que una matriu A = (aij) € Myxn(K) esta esglaonada per columnes si a par-
tir de la primera columna nulla de A, la resta de columnes sén
nulles, i si aj1,aiy2,...,a0i.,r sOn els primers termes no nuls de les columnes no
nulles de A, llavors

1 <tg < - <y

iaill = Ajp2 = = Qjr = 1.
Una matriu esta esglaonada per files si la seva transposada esta esglaonada per

columnes.
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Exemples 6.2.1

(1) Les matrius

00 o o o o\ /[t] o o\ /1] o o\ [[1] o o
<OOO>,00,—200,—10,00
0 [1] 0 1 [1] o 0 0 0o/ \-1 o [1]

estan esglaonades per columnes.

(2) Les matrius

00 0 1] 0o o 0o [1] o\ /[2] 0o o0
o] of.lo o of,f[1] -1 o].]1
0 o0 [1] 0 0 [1] 0 0 0 3 0 [-1]

no estan esglaonades per columnes. <

Proposicié 6.2.2 Sigui A € M,xn(K). Llavors existeix una matriv QQ € My (K),
producte de matrius elementals, tal que AQ esta esglaonada per columnes.
També existeiz una matriu P € M,,(K), producte de matrius elementals, tal que

PA esta esglaonada per files.

DEMOSTRACIO. Només demostrarem la primera afirmacié. Per la Proposicié 6.1.1,
només cal veure que fent transformacions elementals per columnes a la matriu A,
podem obtenir una matriu esglaonada per columnes. Demostrarem el resultat per

induccié sobre m - n. 0 o

Observem que si A = ( C ) , llavors podem esglaonar per induccié la subma-
o

triu < : ) i per tant també A. Per tant, podem suposar que la primera fila de

A és no nulla.

Sigui A = (a4;) i sigui a1, # 0. Multipliquem la columna jo de A per al_jl i

0
ceex 1 %
A1:<* * * *>’
*

amb 1'1 a la posicié (1,jp). Ara, sumem la columna Cj, multiplicada per —a;; a la
resta de columnes C; (j # jo) de A;. Aix{ obtenim Ay = (00 10-0) amb I'l a la
posicié (1, jo).

obtenim

Si jo # 1, intercanviem les columnes 1 i jy de As i obtenim la matriu

1o ... 0
*‘ A '
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Per induccié podem esglaonar A’ i per tant també la matriu A.

Aprofitant una mica més les tecniques de la proposicié anterior, obtenim el

resultat segiient.

Teorema 6.2.3 Donada A € My,xn(K) existeizen P, QQ matrius invertibles, que
son producte de matrius elementals, tals que PAQ = (IOT 8), on I, € M, (K) és la

matriu tdentitat.

DEMOSTRACIO. Per la Proposici6 6.2.2, existeix una matriu ), producte de matrius

elementals, tal que

0 0 0 0 0

0

1 Do :

AQ=A1= |, o Do |
- Lo .
* 0

Do 1 :

* x ... % 0 ... 0
on els uns estan a les posicions (i1, 1), (i2,2),..., (ir,7), és una matriu esglaonada
per columnes.

Considerem les files F; 11,..., F,, restant a cadascuna d’aquestes files un mul-

tiple adequat de la fila F; , podem aconseguir transformar en zero els components
que queden sota Il de la fila Fj . Repetint aquest procediment per als components
que queden sota 1’1 de la fila F; |, F; , i aixi successivament fins a Fj,, obtenim

una matriu de la forma

0 0 0 0 0
0 :
1 :
0 0 :

; : ’
0 0
1
0

00 ... 00 ... 0

on els uns continuen estan a les posicions (i1, 1), (i2,2),..., (ir,7). Reordenant les
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files d’aquesta matriu obtenim una matriu de la forma

Ao

0 0

Per obtenir la matriu Ao a partir de la matriu Ay, hem fet servir transformacions
elementals per files. Per la Proposicié 6.1.1, existeix una matriu P, producte de
matrius elementals, tal que PA; = As.

Com que A; = AQ), tenim

PAG - (%%) '

Observacié 6.2.4 Sigui A € M, xn(K). Si considerem la matriu (I, | A) ili fem
una transformaci6 elemental per files, és a dir, multipliquem (I, | A) per 'esquerra
per una matriu elemental Fj, obtenim la matriu Ey (I, | A) = (E; | E1A). Notem
que F1 A és el resultat de fer la mateixa transformacié elemental per files, perd només
a la matriu A.

Si a la matriu A 1i volem fer una successié6 de r transformacions elementals
per files, i cadascuna d’aquestes correspon a multiplicar per una matriu elemental
E;, i =1,...,r, llavors el resultat d’aquestes transformacions sera el producte de
matrius E, ... E1 A. Si fem aquestes mateixes transformacions a la matriu (I, | A),
déna com a resultat (E, ... FEy | E,... E1A).

Si el que volem fer sén r transformacions elementals per columnes, i cadascuna
d’aquestes correspon a multiplicar per una matriu elemental F;, i = 1,...,r, lla-

vors la matriu que queda és AF; ... E,. Si fem aquestes mateixes transformacions

A
elementals a la matriu | —— |, el resultat és la matriu

n
AFE; ... E, o
E, ... E,
Tal com veurem en ’exemple segiient, aquestes observacions sén molt utils per

“guardar” les transformacions elementals que es fan a una matriu.
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Exemple 6.2.5 Considerem la matriu

S M4><3(R).

NNNNwWw =
o O
N W N

Fem transformacions elementals per columnes per esglaonar-la i guardem els canvis

1 -1 2 1 0 0
3 0 3 3 3 -3
2 0 2 Cy — Coy + Oy 2 2 -2
2 1 1 C3 — C3 — 20y 2 3 -3
1 0 0 — 1 1 -2
0 1 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
1 0 0
31 0
C3 — C3 4 Cy 2 2 0 2
Cy — 1Co 2 1 0 :( 1).
— R | @
0o 3 1
0 0 1

Aj és una matriu esglaonada per columnes. Per 'observacié 6.2.4, AQ = A1 1 Q és
producte de les matriu elementals corresponents als canvis elementals que hem fet.
Escrivint les matrius elementals corresponents a les transformacions que hem fet i

multiplicant-les seguint ’ordre en que les hem fet, tenim que

110 0 -2\ /1 00\ /100 I |
Q=(fo1o0o]lo 1 of]Jo11|f0o i o0o]=]l0 % 1
001/ \0 o0 001/ \0 01 0 0 1

Continuem fent canvis per files a A1, guardant els canvis,

1000|100
0100|310
0010|220
0001|210
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T A S 00
2
;j ; 3F2 0 1 0 0 10
L —
e 0 -2 1 0| 000
—
0 -1 0 1 -1 0 0
1 0 0 0 1 0 0 1 0 0
F2—>F2—3F1
7 it F -3 1 0 0 010 P 010
H pu—
o 0 -2 1 0]000 000
—
1 -1 0 1 0 0O 0 00
100
Per 'observacié 6.2.4, PA; = PAQ = ( ¢ 8) , 1 la matriu P és producte de matrius
000
elementals. De fet, P és igual al producte de matrius
1 0 00 1 0 00 1 0 0 0 1 0 0 0
01 0O -3 1 0 0 0 1 0 0 0 1 0 0
0 010 0 01 O 0 0 1 0 0 *% 1 0
1 0 01 0 0 0 1 0 —1 0 1 0 0 0 1

6.3 Rang d’una matriu. Matrius invertibles

Lema 6.3.1 Sigui A una matriu de My,xn(K). Sigui P € M,,(K), i sigui Q €
M, (K). Llavors:

(i) La dimensid del subespai vectorial de My, «1(K) generat per les columnes de A
és més gran o igual que la dimensio del subespai vectorial de My, «1(K) generat

per les columnes de PA. Si P és invertible, les dues dimensions coincideizen.

(i) La dimensid del subespai vectorial de K™ generat per les files de A és més gran
o tgual que la dimensid del subespai vectorial de K" generat per les files de

AQ. Si Q és invertible, les dues dimensions coincideizen.

DEMOSTRACIO. Demostrarem només (i) perque enunciat per a files és demostra
de manera analoga.

Siguin C4q,...,C, les columnes de A. Llavors PC1,..., PC, sén les columnes
de PA. Sigui W = (C4,...,Cy), i sigui W' = (PC4,...,PC,). Pel Corollari 5.1.6,
existeix {i1,...,4} € {1,...,n} tal que B = (Cy,,...,C;.) és una base de W.
Demostrarem que B’ = (PCy,,..., PC;,) genera W', per tant, pel Corollari 5.2.7,
dim (W') <r.

Pel 'observacié 5.1.3, només cal veure que, per a tot j € {1,...,n}, PCj; s’escriu

com a combinacié lineal dels vectors de B’. Sigui j € {1,...,n}. Com que B és
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una base de W, existeixen escalars (31, ..., 3, tals que Cj = 51C;, +--- + B,C;,.. Si

multipliquem aquesta igualtat per ’esquerra per P obtenim,
PCj = ﬂlPCil + -+ ﬂTPCZ‘T,

i per tant PC} és combinaci6 lineal dels elements de B'.
Suposem ara que P és invertible i que tenim una combinacié lineal a3 PC;, +
-+ + @, PC;, = 0. Multiplicant per P~!, obtenim

0= P_l(quC’il +"'+arPCir) =

= alP_lPCil + -+ arP_lPCZ»T = alCil —+ -+ a,,Cl-T.

Com que els vectors de B sén linealment independents, o = -+ = a,, = 0 i, en
conseqiiencia, els vectors de B’ també sén linealment independents. Com que, en
aquest cas, B’ és una familia de generadors de W’ i linealment independent, és una
base de W’. Per tant dim (W’) = r = dim (W). 1

Lema 6.3.2 Sigui A una matriu de My,xn(K). Sigui P € M,,(K) producte de

matrius elementals, i sigui Q € M, (K) producte de matrius elementals. Llavors:

(i) El subespai vectorial de My, x1(K) generat per les columnes de A és el mateix

que el subespai vectorial de My, «1(K) generat per les columnes de AQ.

(ii) El subespai vectorial de K™ generat per les files de A és el mateix que el

subespai vectorial de K™ generat per les files de PA.

DEMOSTRACIO. Veurem només (i) perqué l'enunciat per a files es demostra de
manera similar. Siguin Ci,...,C), les columnes de A, i sigui W = (C4,...,C,).
Com que @) és producte de matrius elementals, només cal demostrar que, quan
multipliquem A per la dreta per una matriu elemental, el subespai vectorial que
generen les columnes és el mateix W. Per la Proposicié 6.1.1, només cal veure que
si fem una transformacio elemental a les columnes de A, el subespai vectorial que
generen continua essent W.

Aixo és clar per a les transformacions del tipus I i III, per veure-ho per a les

transformacions del tipus II, només cal aplicar la Proposicié 5.1.7. §i

Teorema 6.3.3 Sigui A una matriu de My,wn(K). La dimensio del subespai vec-
torial de K™ que generen les files de A és la mateiza que la dimensic del subespai

vectorial de My, «1(K) que generen les columnes de A.
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DEMOSTRACIO. Pel Teorema 6.2.3, existeixen matrius P i Q producte de matrius
elementals tals que PAQ = (Id" 8), on I, € M,(K) és la matriu identitat. Es clar
que la dimensié del subespai vectorial generat per les files de la matriu (IOT 8) és
r i que aquesta és la mateixa que la dimensié del subespai vectorial generat per
les columnes d’aquesta matriu. Pels lemes 6.3.1 i 6.3.2, la dimensié del subespai
vectorial generat per les files de A és r i la dimensié del subespai vectorial generat

per les columnes de A és també r. 11

Sigui A una matriu de M, x,(K). Definim el rang de A com la dimensi6 del
subespai vectorial generat per les columnes de A, o també, a la vista del Teore-
ma 6.3.3, com la dimensié del subespai vectorial generat per les files de A.

Ara podem caracteritzar les matrius invertibles.

Teorema 6.3.4 Sigui A € M, (K). Les condicions segiients son equivalents:
(i) A és invertible.
(i) El rang de A és n.
(iii) Les columnes de A formen una base de My (K).
(iv) Les files de A formen una base de K™.
(v) A és producte de matrius elementals.
(vi) Ezisteiz B € M,(K) tal que AB = I,,.
(vit) Existeiz B € My (K) tal que BA = I,.

DEMOSTRACIO. Si A és una matriu invertible, llavors A~ també ho és. Com
que A7'A = I, i les columnes de la matriu identitat generen tot 1’espai vectorial
M, x1(K), pel Lema 6.3.1, A té rang n. Pel Teorema 6.3.3, (ii), (i7i) i (iv) sén
equivalents.

Suposem ara que A és una matriu de rang n. Pel Teorema 6.2.3, existeixen
matrius P i (), productes de matrius elementals, tals que PAQ = (]6 8). Pels
lemes 6.3.1 1 6.3.2, r = n, llavors PAQ = I,,. Com que P i @ sén productes de
matrius elementals, i pel Lema 6.1.2, les matrius elementals sén invertibles, i un
producte de matrius invertibles és una matriu invertible, aleshores A = P~1Q~L.
Pel Lema 6.1.2, la inversa d’una matriu elemental és també una matriu elemental,
per tant P~1 i Q7! sén producte de matrius elementals. D’aqui deduim que A és

producte de matrius elementals.
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Es clar que (v) implica (i) perque, pel Lema 6.1.2, les matrius elementals sén
invertibles, i un producte de matrius invertibles és una matriu invertible.

Si A és una matriu invertible, és clar que se satisfan (vi) i (vié), prenent com a
B la inversa de A. Si tenim una matriu B tal que BA = I, llavors, pel Lema 6.3.1,
la dimensié del subespai vectorial generat per les columnes de A és més gran o igual
que n. Com que aquest és un subespai vectorial de M,,x1(K) que té dimensié n,
tenim que les columnes de A formen una base de My x1(K). Aixd demostra que

(vii) implica (i77). De manera analoga podem veure que (vi) implica (iv).

Ara podem reescriure el Teorema 6.2.3 de la manera segiient.

Corollari 6.3.5 Donada A € My, xn(K) ezisteizen P, QQ matrius invertibles tals
que PAQ = (IOT 8), on I, € M.(K) és la matriu identitat i r és el rang de A. 1

Observacié 6.3.6 Si una matriu A € M,,x,(K) esta esglaonada per columnes,
llavors el rang de A és igual al nombre de columnes no nulles de A. Analogament

per files. &

Aquesta observacié i el Teorema 6.3.4 ens permeten decidir si una matriu és
invertible i, en cas afirmatiu, calcular la seva inversa.

Si esglaonem per columnes una matriu A n x n, llavors aquesta matriu és inver-
tible si i només si totes les columnes de la matriu esglaonada sén no nulles. Aixo

vol dir que A és invertible si i només si la matriu esglaonada és una matriu de la

forma
1 0 0
1
A= |7
0
* ... * 1

Sumant a cada columna un multiple adequat de I'dltima columna, podem acon-
seguir una matriu tal que la seva tltima fila és (0,...,0,1). Sumant a les altres
columnes un multiple adequat de la pentultima columna, podem obtenir una matriu
tal que les seves dues ultimes files s6n (0,...,0,1,0) i (0,...,0,1). Sirepetim aquest
procediment amb les altres files, obtenim la matriu identitat.

Per la Proposicié 6.2.2, existeix una matriu @ invertible tal que AQ = Ay, com
que, per obtenir la matriu identitat, hem continuat fent canvis elementals per colum-
nes, existeix una matriu Q’ invertible tal que AQQ’' = A1Q’ = I,,. Pel Teorema, 6.3.4,
podem concloure que A és invertible i que A~! = QQ'.

En aquest argument, per determinar la inversa, només hem utilitzat canvis ele-

mentals per columnes, i com que, per l'observacié 6.2.4, sabem com guardar el
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producte d’aquests canvis, de fet, tenim un algorisme per calcular la inversa d’una

matriu. Veiem un exemple.

Exemple 6.3.7 Considerem la matriu A = (_:H %f) € M>(C). Esglaonem primer

la matriu i guardem els canvis elementals que fem,

—1+4i 2i 1 2
. 1 1-
S (N B Raat-L .
1 0 —32—%i 0
0 1 0 1
1 0 1 0
BN IS ST RN Y I S T B B P
—1—3i -1+ —1-3i —Z2+ 3 Q
0 1 0 2 — 55l

Com que A; té rang 2, pel Lema 6.3.2, A té rang 2. Pel Teorema 6.3.4, A és
invertible.

Continuem fent canvis elementals per columnes,

1 0 1 0

—14+ i 1 B 0 1 __( I, )

Sy TN I e v e T
0 % ~ 36" 560 %~ 3

Com que, per l'observaci6 6.2.4, AQQ'" = I, tenim que

6 4 ; 2 3
“1_po - 1B 1" "3

13260 26 26¢
El Lema 6.3.2 combinat amb la Proposicié 6.2.2 donen un metode per calcular la
base i la dimensié d’un subespai vectorial de K™ a partir d’una familia generadora

del subespai vectorial. Veiem-ne un exemple.

Exemple 6.3.8 Considerem el subespai vectorial de R,
W= <(1ﬂ 35 2a 2)7 (_17 07 0’ 1)’ (27 37 2> 1)>

Considerem la matriu
-1

0

N DNDW =
o
_ N W N
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Pels calculs que hem fet a ’exemple 6.2.5, sabem que, fent transformacions elemen-

tals per columnes a la matriu A, obtenim la matriu

Ay

DWW =
— Wiy = O
o O O O

Pel Lema 6.3.2, el subespai vectorial generat per les columnes de A és el mateix

que el subespai vectorial generat per les columnes de A;. Per tant tenim que W
’ %7
independents. Podem concloure doncs que (vi,v2) és una base de W i que W té

és pot generat per v; = (1,3,2,2) i vy = (0,1, %,1), que sén dos vectors linealment

dimensio 2. &

6.4 Sistemes d’equacions lineals.

Considerem un sistema d’equacions lineals

a11x1 + a1awe + -+ - + a1pxy = by

a1 + agere + -+ - + agp T, = by

Am121 + AmaZ2 + -+ AmnTy = by,

ona;; € K,b; € Kiux,..., o, son les incognites. Podem escriure aquest sistema
en forma matricial

AX = b,
1 b1
OHAI(az‘j)EMan(K),Xz(;)ib: ( : )

Un sistema de la forma AX = 0 es diu que és homogeni.

Donat un sistema AX = b, el sistema AX = 0 es diu que és el seu sistema
homogeni associat. La matriu A és la matriu del sistema i la matriu (A | b) és la
matriu ampliada del sistema.

Resoldre un sistema és determinar el conjunt S de totes les seves solucions, és a

dir,
1
S:{(xl,...,$n)€K”|A< : > :b}.

Diem que un sistema és compatible si té alguna solucié.
Els sistemes homogenis sempre son compatibles perque sempre tenen la solucié
X = 0. De fet, el conjunt de solucions d’un sistema homogeni sobre K amb n

incognites és un subespai vectorial de K".
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Siguin C1,...,Cy les columnes de la matriu A. Dir que el sistema AX = b té
solucié és equivalent a dir que b és combinacid lineal de Ci,...,C,. Per tant, el
sistema té solucié si i només si Wi = (C4,...,C,) és igual a Wy = (C1,...,Cp,b).

Com que sempre és cert que Wi C Whs, el sistema té solucié si i només si dim Wy =
dim Wy. Com que dim W és el rang de A i dim Wy és el rang de (A | b), tenim

demostrat el resultat segiient.

Teorema 6.4.1 Sigui A € Myxn(K), sigui b € My, «1(K). El sistema AX = b és
compatible si i només si el rang de la matriu A coincideix amb el rang de la matriu
ampliada (A|b). 11

Un cop vist que un sistema és compatible, volem determinar totes les seves

solucions. El lema segiient és un primer pas en aquesta direccio.

Lema 6.4.2 Siguin A € My,xn(K), b € Mpx1(K) i P una matriu invertible n X n
sobre K. Llavors les solucions del sistema AX = b son les mateizes que les solucions
del sistema PAX = Pb.

DEMOSTRACIO. Sigui S7 el conjunt de solucions de AX = b i S el conjunt de

solucions de PAX = Pb, volem veure que S7 = So.
1
Si (z1,...,2,) € S1 llavors A < : ) = b. Si multipliquem aquesta igualtat per
Tn
z1

I’esquerra per P, obtenim PA ( : > = Pb, i per tant (z1,...,x,) € Sa.
Tn
1

Si(z1,...,2y) € S llavors PA ( : ) = Pb. Si multipliquem aquesta igualtat

Tn
1

per 'esquerra per P~!, obtenim A( : ) = b, i per tant (z1,...,x,) € S1. Aix0
In

demostra que S; = Ss. |

Per la Proposici6 6.2.2, fent transformacions elementals per files podem esglaonar
la matriu (Alb) per files. Llavors obtenim una matriu (A’|d’) i una matriu invertible
P tals que (A'|b') = P(A|b) = (PA|Pb). Pel Lema 6.4.2, les solucions del sistema
que té per matriu ampliada (A]b) sén les mateixes que les del sistema amb matriu
ampliada (A’|b").

Si el sistema té solucié llavors el rang de A coincideix amb el rang de (A[b). Pel

Lema 6.3.1, el rang de A coincideix amb el de A’ i el de (A|b) coincideix amb el de
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(A'|V)). Per tant, el sistema A’X = b que volem resoldre és de la forma

0 * X ... ... %k ¥
1
0 ... oo ... 0 * ..k
I :
: Y
o [l =1"]
0 e 0
Tn
0
on els uns estan a les posicions (1, s1),(2,s2),...,(r,s;), amb s; < ... < s,.
O, en notacié d’equacions,
!/ / _ b/
Tsp + A1 11Ts1+1 0+ a0 = 03
!/ / /
Ty + Ugy 1 Tsp 41 + oo+ A, Tn = by
/ !/ _ b/
.Z‘ST + aTSr-i-ler‘i’l + e _|_ arnxn =0,
Per tant
Ts, = by — a z - —a) x
s1 — Y1 1s14+1Us1+1 1ntn
_ / /
Tsy = by — Gog, 1 Tspt1 — -+ — Ay Tn
_ 1/ / /
L, = br — Qpg 1 Tsp+1 — " T QppTn.
D’aquestes férmules veiem que els valors de zs, , . . ., x5, estan determinats pels valors
que tinguin les incognites x;, amb i € {1,...n}\ {s1,s2,...,s-}. Aix{ la solucié

general del sistema es pot posar en funcié dels valors arbitraris que donem a les
incognites x;, amb i € {1,...n}\{s1, s2,..., Sy}, que podem agafar com a parametres
lliures.

Tal com hem resolt el sistema, veiem que la solucié depen de n — r parametres,
on n és el nombre d’incognites i r és el rang de la matriu associada al sistema. Tot
seguit veurem que aquest nombre de parametres del qual depen la solucié general

del sistema és el més petit possible. Comencem pels sistemes homogenis.

Proposicié 6.4.3 Sigui A € M, xn(K) una matriu de rang r. La dimensid del

espai vectorial de les solucions del sistema homogeni AX =0 ésn —r.

DEMOSTRACIO. Pel Corollari 6.3.5, existeixen matrius invertibles P i Q) tals que
PAQ = (Id“ 8), on r és el rang de la matriu A. Pel Lema 6.4.2, el sistema homogeni
AX = 0 té les mateixes solucions que el sistema PAX = 0. Siguin C4,...,C, les

columnes de Q. Com que PAQ = (IOT 8), tenim que PAC; = 0, perai=r+1,...,n.
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Per tant les n — r ultimes columnes de () donen solucions del sistema AX = 0. A
més, aquestes columnes son linealment independents perque, pel Teorema 6.3.4,
(C1,...,Cp) és una base de M, «1(K). Aixo demostra que l'espai vectorial de les
solucions de AX = 0 té com a minim dimensié n — r.

Sigui C' € M,,x1(K) tal que AC = 0. Suposem que

C ¢ (Crir,...,Ch).

Llavors C,Cyy1,...,C, sén 1i. i podem ampliar aquesta familia de vectors a una
base (C1,...,Cl_1,C,Cry1,...,Cy) de M,x1(K). Sigui Q' € M,(K) la matriu

y -1
que té per columnes Cf,...,C._,C,Criq,...,Cy. Com que @' té rang n, pel

Teorema 6.3.4, Q' és invertible. Pels lemes 6.3.1 1 6.3.2, PAQ’ té rang r, perd
PAQ' = (PACY,...,PAC!_,,0,...,0),

que té rang < r, una contradiccié. Per tant la columna C' és combinacié lineal de les
columnes Cy41,...,Cy. Podem concloure doncs que la dimensié de I’espai vectorial

de les solucions de AX =0ésn—r. 1

Observem que si X7 és una solucié del sistema AX = b (és a dir AXT =10),iY és
una solucié del sistema homogeni associat (és a dir AY? = 0), llavors Xs = X; +Y
també és solucié del sistema AX = b. En general, si X7 i Xo sén dues solucions
diferents del sistema AX = b, llavors A(Xs — X1)! = 0, és a dir, Xy — X és
solucié del sistema homogeni associat. Aixo vol dir que si X7 és una solucié del
sistema AX = b, llavors tota altra solucié Xy = X; + (X2 — X1) és un element
de X + {solucions del sistema homogeni associat}. Per tant totes les solucions del
sistema sén de la forma una solucié particular més una solucié del sistema homogeni
associat. Si(Y7,...,Y,_,) és una base de les solucions del sistema homogeni associat,
i X1 és una solucié del sistema AX = b, llavors el conjunt de totes les solucions del

sistema és

{(371,...,1'”) e K" ’ (xl,...,wn):Xl—i-)\lYl—i-...—i-)\n_TYn_T,
NEK i=1,....,n—r}.

El nombre n —r és el nombre de graus de llibertat del sistema. Aquest és el nombre
minim de parametres del qual depenen les solucions del sistema.

La demostracié de la Proposicié 6.4.3 déna un metode per solucionar sistemes
d’equacions lineals homogenis fent servir canvis elementals per columnes. Veiem-ho

en un exemple.
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Exemple 6.4.4 Considerem la matriu

1 2 0 0
A= 1 0 2 0 |eMuR).
~1 3 -5 0

Volem resoldre el sistema AX = 0. Per fer-ho esglaonem la matriu per columnes i

guardem els canvis que fem

1 2 0 0 1 0 0 0
1 0 0 1 1 0 0
-1 3 -5 0 -1 -3 0 0
A
1 0 0 0 |- 1 1 -2 0 —(Q)
0 1 0 0 0 -2 1 0
0o 0 1 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0o 0 o0 1

Veiem que el rang de A; és dos, per tant, per la Proposici6 6.3.1, A també té rang

2. Per la Proposicié 6.4.3, la dimensié de les solucions d’aquest sistema homogeni

—2 0
és 4 —2=2. Com que AQ = A1, tenim queA( %) = <§> i que A<8) = <§>.
0 1

Per tant (—2,1,1,0) i (0,0,0,1) sén solucions del sistema, a més sén linealment
independents perque provenen de columnes d’una matriu invertible. Com que I’espai
vectorial de les solucions té dimensié 2, veiem que el conjunt de solucions del sistema
és ((—2,1,1,0),(0,0,0,1)), és a dir, sén els vectors de la forma A\;(—2,1,1,0) +
A2(0,0,0,1) on A1 i A9 sén elements qualssevol de R. &

6.5 Exercicis
. . . 1 2 3-1
Exercici 1 Fizem la matriu A = ((1] % —% (1J>
(a) Doneu una matriu elemental E tal que en calcular el producte E A intercanviem

la segona i la tercera fila de la matriu A.

(b) Doneu una matriu elemental E tal que el producte EA sigui el resultat de fer

Doperacid elemental de sumar a la primera fila de A quatre vegades la segona

fila.

c¢) Doneu una matriv elemental E tal que el producte AE sigui el resultat d’in-
(c) q P g

tercanviar la segona i la tercera columna de la matriu A.

(d) Doneu una matriu elemental E tal que el producte EA sigui el resultat de

multiplicar per %2 la segona fila de A.



6. Matrius 121

(e) Doneu una matriu elemental E tal que el producte AE sigui el resultat de

sumar la primera columna de A multiplicada per % a la tercera columna de A.

(f) Doneu una matriu elemental E tal que el producte AE sigui el resultat de

multiplicar la tercera columna de la matriu A per —17.

(9) Calculeu la inversa de cadascuna les matrius elementals anteriors. Quines

operacions elementals fan aquestes matrius que heu trobat?

Exercici 2 FEsglaoneu per files les matrius segiients:

-3 1 -1 0 1

i 5 —1 1
o 4 0 2 0 -1 1 3

)
A = ] , Ay = 1 -3 2 3 =2
1 9 2

0 -2 0 4 2

2 0 i 5
-1 0 00 0

Quin rang tenen? Trobeu matrius invertibles Pj i Q; tals que

I, 0
PjA;Q; = ( 0] 0 )

on I, denota una matriu identitat v; X rj, i v; és el rang de Aj, per a j =1,2.

Exercici 3 Usant transformacions elementals per files, decidiu si les matrius segtients

sén o no invertibles, i en cas afirmatiu, calculeu les seves inverses.

1 000 2 410 i - i —1
1100 -3 2 6 2 i 0 -1 0
1110’ 211 6 5 | | i 2 —i o0
1111 -1 6 7 2 T S

Exercici 4 Sigui K un cos. Demostreu que una matriu A € M, (K) no és invertible

st i momés si existeix una matriu 0 # B € M, (K) tal que AB = 0.

Exercici 5 Resoleu els sistemes d’equacions sobre C segiients:

3x+dy—2+4+3t = -1
2 +4y+ 2 = 0 wty—2z = 3+1
—3r+2y+62+2t = 1 20 +4y —iz = 14
20+ 11y 4+ 6245t = 0 —3iz+2y+6z2 = 6—3¢

—x+6y+T72+2t = 1
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Exercici 6 Decidiu en funcid dels parametres a i b si els sistemes d’equacions sobre
R segiients son o no compatibles. En cas afirmatiu, trobeu la solucic i els graus de

llibertat en funcio dels parametres.

r4+ay+az+bt = 3
ax+y+z = 1
—x—y+bz+t = 0
rt+ay+z =
g —r—ay—bz = a
x az =
Y 2w —(1+ay+(1+at = 1

Exercici 7 Sigui B = (

que

(@AB:(%
0= ()

—_=O

10 1
21 —é) Decidiu si existeix una matriu A € M3(C) tal

OO
—OR
oo

En cas afirmatiu determineu A. Es inica?

Exercici 8 Sigui K un cos i sigui A € M,(K). Diem que X € M,(K) és una
quasi-inversa de A si AXA=A.

(a) Proveu que si A és invertible llavors A només té una quasi-inversa i aquesta
és AL

(b) Considerem una matriu de la forma A = (% 5) € M,(K). Proveu que A* =

A. Podeu donar una quasi-inversa de la matriu A? N’hi han d’altres?

(¢c) Demostreu que tota matriv A € My (K) té quasi-inversa.

Exercici 9 Calculeu dues quasi-inverses diferents de cadascuna de les matrius segiients.

L1 1 21
() -
0 00
Exercici 10 Siguin n > 1 i K un cos. Fizem A € M, (K). Demostreu que el

conjunt
W ={Be M,(K)| AB = BA}

és un subespai vectorial de M, (K). Proveu que W # 0. Pot ser que W = M, (K)?



Capitol 7
Aplicacions lineals

En el capitol 2, déiem que, per comparar dues estructures algebraiques del ma-
teix tipus, s’estudien els seus homomorfismes. Aqui introduirem els homomorfismes
d’espais vectorials, que habitualment es diuen aplicacions lineals.

En tot aquest capitol, K és un cos.

Siguin V7 i Vo dos K-espais vectorials. Una aplicacio lineal de V; a Va5 és una

aplicacié f: Vi — Vs tal que
(1) f(u+v) = f(u)+ f(v), per a tot u,v € V1, és a dir, f és un morfisme de grups,

(2) flou) = af(u), per atot u € Vi itot a € K.

Proposicié 7.0.1 Siguin Vi, Vo K-espais vectorials. Una aplicacio f: Vi — Vo és

lineal si 1 només si

flau+ pv) = af(u) + Bf(v),

per a tot u,v € Vq i tot o, B € K.

DEMOSTRACIO. Si f és una aplicacié lineal, u,v € Vi i , 3 € K, llavors, per la
propietat (1) de la definicié, f(au + fv) = f(au) + f(Bv) i, per la propietat (2),
flaw) + f(Bv) = af (u) + B (v).

Per demostrar el reciproc, suposem que f és una aplicacié tal que

flau+ pv) = af(u) + Bf(v),

per a tot u,v € Vi itot a,8 € K. Si prenem @ = § = 1, veiem que f satisfa la

propietat (1); si posem 3 = 0, obtenim que f satisfa la propietat (2). lI

123
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Exemples 7.0.2
(1) Sigui A = (aij) € Myxn(K). L’aplicacié f: K™ — K™, definida per

t
L1

n n n
fleg,...;xn) = A : = E a1;;, E a2 %jy .-, E Amj T
=1 j=1 j=1

In

Fent servir les propietats del producte, de la suma i de la transposicié de matrius,
es comprova facilment que f és lineal. Veurem que totes les aplicacions lineals de

K™ a K™ sén d’aquesta forma.

(2) Sigui g: M, (K) — M, (K) laplicaci6 definida per f(A) = A!. Per les propietats

de la transposicié de matrius, g és una aplicacié lineal.

(3) Sigui V = {p(x) € K[z] | gr(p(z)) < n}. Fixat a € K, laplicacié h: V — K
definida per h(p(x)) = p(a) és lineal (comproveu-ho!). <&

Una aplicacio lineal injectiva es diu monomorfisme; una exhaustiva, epimorfisme,
i una bijectiva, isomorfisme.

Una aplicacié lineal d’'un K-espai vectorial V' en ell mateix es diu endomorfisme
de V. Un endomorfisme de V bijectiu es diu automorfisme de V.

Direm que dos K-espais vectorials Vi i Vo sén isomorfs si existeix un isomorfisme
entre ells. Escriurem V), 2 V5 per denotar que Vi i V5 sén isomorfs.

En el capitol 2, déiem que el problema de classificar els grups modul la relacié
d’isomorfia és molt dificil. Més endavant veurem que el problema de classificar K-
espais vectorials modul la relacié d’isomorfia és bastant més facil, i, de fet, donarem

la solucid en el cas de dimensio finita.

7.1 L’espai vectorial de totes les aplicacions lineals

En tota aquesta seccid, Vi, Vo i V3 sén K-espais vectorials.

Sigui £(V1,V2) el conjunt de totes les aplicacions lineals de V; a V5. Com hem
vist a l'exemple 5.0.2(4), el conjunt F(Vi,Va2) de totes les aplicacions de Vi a Va
amb la suma d’aplicacions i el producte per escalars és un K-espai vectorial. Ara

veurem que L£(V7, Va) és un subespai vectorial de F(V7, Va).

Lema 7.1.1 Siguin f,g € L(V1,V2) i A € K. Llavors f + g i A\f son aplicacions

lineals.
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DEMOSTRACIO. Siguin u,v € V1 i o, 3 € K. Ara tenim

(f + 9)(au+ Bv) = flau+ Bv) + glau + Bv) (per la definicié de f + g)
— af(u) + Bf(v) + aglu) + Ag(v) (ia que f i g son lineals )
= a(f +9)(u) + B(f + 9)(v).

Per la Proposici6 7.0.1, f + g és lineal. També tenim que

(Af)(au+ Bv) = A(f(ou+ Bv)) (per la definicié de Af)
Maf(u)+ Bf(v)) (ja que f éslineal )
= aAf)(u) + BAS)(v).

Per la Proposicié 7.0.1, Af és lineal. il

L’aplicaci6 0: Vi — Vs, definida per 0(v) = 0, per tot v € V7, és lineal (comproveu-
ho!). Aquesta aplicaci6 satisfa que 0+ f = f 4+ 0 = f, per tota f € L(V1,V3), per
tant l’aplicacié 0 és l’element neutre de la suma de £(V7, V3).

Com a conseqiiéncia de la Proposicié 5.0.3, obtenim el resultat segiient.
Proposicié 7.1.2 L(V1, V) és un subespai vectorial de F(Vi, V). 1

Proposicié 7.1.3 Siguin f: Vi3 — Vo i g: Vo — V3 aplicacions lineals. Llavors:
(i) Si f és bijectiva, f~1 és lineal i bijectiva.
(i) go f és lineal.

DEMOSTRACIO. (i) Suposem que f és bijectiva. Com que la inversa d’una aplicacié
bijectiva sempre és bijectiva, només cal que demostrem que f~! és lineal. Siguin

u,v € Voia,fB € K. Com que f és lineal, tenim

flaf~Hw) + B () = af (fH(w) + BF(f 7 (v) = au+ fo.

Per tant f~!(cu+ Bv) = af~t(u) + Bf(v). Per la Proposicié 7.0.1, f~! és lineal.
(74) Siguin u,v € V1 i o, f € K. Ara tenim

(go lau+ pv) = g(f(au+ Bv))
= g(af(u)+ Bf(v)) (ja que f és lineal)
= ag(f(u)) +Bg(f(v)) (ja que g és lineal)
= afgo f)(u)+B(go f)(v).

Per la Proposicié 7.0.1, g o f és lineal. il
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Sigui V' un K-espai vectorial. Llavors, per la Proposicié 7.1.2, el conjunt dels

endomorfismes de V,
Endg(V)={f: V — V| f és lineal},

és un K-espai vectorial. A més, per la Proposicié 7.1.3, sobre Endg (V) tenim
Poperaci6é composicié d’aplicacions. No és dificil veure que Endg (V') amb la suma
i la composicié d’aplicacions és un anell.

El grup dels elements invertibles de Endg (V') (recordem la Seccié 3.3) es denota
per Autg (V) o també per GL(V). Aquest grup es diu grup lineal general de V.
Notem que, per la Proposicié 7.1.3, els elements invertibles de Endg (V) sén les

aplicacions lineals bijectives.

7.2 Nucli i imatge d’una aplicacio lineal

En tota aquesta seccid, Vi i V5 sén K-espais vectorials.

Una aplicacié lineal f: V7 — V5 és, en particular, un morfisme entre els grups
additius de V; i Va. Per la Proposici6 2.1.5, Ker (f) és un subgrup de V; i Im (f) és
un subgrup de Vs.

Si v € Ker (f) llavors, com que f(A\v) = Af(v) =0, Av € Ker (f), per a qualsevol
A € K. Aixd demostra que el nucli d’una aplicacié lineal és un subespai vectorial
de l'espai vectorial de sortida.

Si w € Im(f) lavors existeix v € V; tal que f(v) = w. Si A € K, f(\v) =
Af(v) = Aw € Im (f). Aixo demostra que Im (f) és un subespai vectorial de 1'espai
vectorial d’arribada.

Aix{ obtenim el resultat segiient.

Proposicié 7.2.1 Sigui f: Vi — Vo una aplicacid lineal. Llavors Ker (f) és un

subespai vectorial de Vi, i Im (f) és un subespai vectorial de Vs. |

Proposicié 7.2.2 Sigui f: Vi — Vo una aplicacio lineal. Llavors
(i) f és monomorfisme si i només si Ker (f) = {0}.

(ii) Si uy,...,u, son vectors que generen Vi, llavors f(ui),..., f(un) generen

m (f).

DEMOSTRACIO. (i) Es conseqiiencia de la Proposicié 2.1.6.
(7i) Sigui v € Im (f). Llavors existeix u € V; tal que f(u) = v. Com que uq,...,u,

generen Vi, existeixen ag,...,q, € K tals que v = aju; + -+ + ayu,. Llavors
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v = f(u) = flaqui + -+ + apuy) = a1 f(ur) + -+ + anf(uy,), per ser f lineal.
Veiem doncs que v és una combinaci6 lineal de f(uq), ..., f(u,). D’aqui deduim que

f(u1),..., f(u,) generen Im (f). I

Proposicié 7.2.3 Sigui f: Vi — Vo una aplicacid lineal. Sigui (uq,...,u,) una

base de V1. Llavors

(i) [ és injectiva si i només si f(ui),..., f(u,) son vectors linealment indepen-
dents de V5.
(ii) f és exhaustiva si i només si f(uy),..., f(uy) generen Vs.
(iii) [ és bijectiva si i només si (f(u1),..., f(uy)) és una base de Va.

DEMOSTRACIO. (i) Suposem que f és injectiva. Si > .. ; a;f(u;) = 0 llavors, per

ser f lineal, f (3.7 asu;) = 0; com que f és injectiva, » ., oyu; = 0 i, per ser

UL, . .., Uy, vectors Li., a; = -+ = a,, = 0. Aixo demostra que f(uq),..., f(uy) sén
Li.

Per demostrar el reciproc, suposem que f(u1), ..., f(uy,) sén linealment indepen-
dents. Sigui u € Ker (f). Llavors u = ajuq +- - - + apuy, per a certs aq, ..., a, € K.
Ara tenim

0= f(u)=arf(ur) + -+ anf(un),

per ser f lineal. Com que, per hipotesi, (f(ui),...,f(u)) son linealment inde-
pendents, tenim que oy = -+ = o, = 0. Aix0 implica que v = 0 i, per tant,
Ker (f) = {0}. Per la Proposici6 7.2.2, f és injectiva.
(77) Sabem que f és exhaustiva siinomés si Im (f) = Va, i per la Proposicié 7.2.2 (i7),
aixo és cert siinomés si f(uy),..., f(un) generen Va.

(i7i) Es una conseqiiéncia de (i) i (ii). B

El Teorema segiient demostra que una aplicacio lineal queda determinada uni-

vocament per la imatge d’una base.

Teorema 7.2.4 Sigui (uy,...,u,) una base de Vi. Siguin vy, ..., v, vectors de V3.

Llavors existeix una unica aplicacid lineal f: Vi — Vo tal que
f(ui):vi, \V/i:L...,n.
DEMOSTRACIO. Tot vector de Vj és de la forma

a1Uy + ...+ Qply,
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amb ai,...,a, € K. Definim f: V3 — Vs per
flaqur + ... 4+ apuy) = a1v1 + ... + apvy.
Comprovem que esta ben definida. Siguin 3y, ..., 3, € K tals que

a1y + ...+ apy = Prur + ..o+ Buuny.

Llavors
n
Z(O&i - ﬂz)ul =0.
i=1
Com que ui,...,u, sén Li., tenim que
Oéi—ﬁizo, Vi:L...,TL.
Per tant

n n
g v = g Bivi
i—1 i—1

i f esta ben definida.
Comprovem que f és lineal. Siguin u,v € Vi i o, 3 € K. Llavors existeixen
Qlyees0ny By, By € K tals que u = aquy + ..+ apupn 1 v = Brug + ..+ B,

Ara tenim

flau+pv) = fladll, cui+ B Biui)
= [ (o + BBi)us) = Do (e + BBi)vs
ad i v+ B0 Biv
af (3oiny aiw) + BF(0 Biw) = af(u) + Bf(v).

Per la Proposicié 7.0.1, f és lineal.

Suposem que g: Vi — Va2 és una aplicacié lineal tal que g(u;) = v;, per a tot
i =1,...n. Volem veure que f = g. Pel Lema 7.1.1, laplicacié f —g: V1 — Vs
és lineal 1 satisfa que (f — ¢)(u;) = f(u;) — g(u;) = 0. Sigui v € Vi. Llavors

v=aqu + ...+ apu,, amb aq,...,qa, € K. Llavors

(f=9)v) = (f —g)(arur + ...+ anpun) = a1(f — g)(w1) + ... + an(f — g)(un) = 0.

Per tant f — g =0, i llavors f = g. 11

El Teorema 7.2.4 ens diu que si dues aplicacions lineals coincideixen sobre una
base llavors sén iguals. En particular, si una aplicacié lineal val zero sobre una base
llavors val zero sobre tot ’espai vectorial.

Una altra consequencia del Teorema 7.2.4 és que tots els K-espais vectorials de

dimensio finita de la mateixa dimensié son “essencialment” el mateix.
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Corollari 7.2.5 Dos K -espais vectorials de dimensid finita son isomorfs si i només
si tenen la mateiza dimensio. En particular, si' V' és un K -espai vectorial de dimen-

510 n, llavors V' és isomorf a K™.

DEMOSTRACIO.  Suposem que Vi i V, tenen dimensié n. Sigui (uq,...,u,) una
base de V1, i sigui (v1,...,v,) una base de V5. Pel Teorema 7.2.4, existeix una unica
aplicacié lineal f: V4 — V5 tal que f(u;) = v;, i = 1,...,n. Per la Proposicié 7.2.3,
f és un isomorfisme i, en conseqiieéncia, V7 i V5 sén isomorfs.

Demostrem ara el reciproc. Suposem que Vi i V5 sén isomorfs. Llavors existeix un
isomorfisme g: Vi — V4. Sigui (u1,...,uy) una base de V;. Per la Proposicié 7.2.3,

(g(u1),...,g(uy))és una base de V5. Per tant, dim V5 = n = dim V. 1

Observem que aixo0 resol el problema de classificacié de K-espais vectorials de

dimensié finita.

Teorema 7.2.6 Sigui f: Vi — Vo una aplicacio lineal. Si Vi té dimensio finita
llavors

dim V; = dim Ker (f) 4+ dim Im (f).

DEMOSTRACIO. Sigui (uq,...,un) una base de Ker (f). Ampliem aquesta familia

de vectors l.i. a una base
(Upy e ey Uy Ut 1y -+ 5 Upy)
de Vi. Ara veurem que (f(um+1),-.., f(uy)) és una base de Im (f), i aix{
n=dimV; =m+ (n —m) = dimKer (f) 4+ dim Im (f).

Sigui v € Im (f). Existeix u € V; tal que f(u) = v. Com que (u1,...,u,) és una

base de V7, existeixen aq,...,q, € K tals que

U=aiur + ...+ apuy.

Ara
b= fu)=arf(m) + .+ anf(un)
= am+1f(um+1) +...+ anf(un)>
jaque f(uy) =...= f(um) = 0. Per tant

Im (f) = <f(um+1)7 ) f(un)>

Veiem que f(um+1), ..., f(uy) sén Li. Siguin B41, ..., B, € K tals que

ﬁm—i—lf(um—i-l) +...+ an(un) = 0.
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Com que f és lineal, tenim que

F(Bms1tme1 + ... + Bruyp) =0,

és a dir, Bmi1Umt1 + - .. + Bpun € Ker (f). Com que (uq,...,un,) és una base de
Ker (f), existeixen (3,..., By € K tals que

ﬁm+1um+l + ..+ Buy, = 51“1 + ...+ ﬂmumy

és a dir,

Brur + - ..+ Bmtm — Bmt1Uma1 — - -« — Bty = 0.
Com que uy,...,u, sén Li., f; = ... = B, = 0. Per tant f(um+1),--., f(u,) sén
Li., i aixi

(f(um+1)7 ce 7f(un))
és una base de Im (f). I

Una conseqiiencia immediata del Teorema 7.2.6 és el resultat segiient.

Corollari 7.2.7 Suposem que Vi i Vo tenen dimensid finita, i sigui f: Vi — Vs

una aplicacio lineal.
(i) Si f és injectiva, dim (V1) < dim (V3).
(ii) Si f és exhaustiva, dim (V;) > dim (V2). 11

Exemple 7.2.8 Sigui V D’espai vectorial sobre C dels polinomis amb coeficients
complexos de grau més petit o igual que 2. Aquest és un espai vectorial de dimensié
3 perque (1,z,22) és una base. Pel Teorema 7.2.4, sabem que existeix una tnica
aplicacio lineal f: V — C tal que f(1) = —i, f(z) = —1 +2i i f(2?) = 4. Llavors

fla+br +ca®) = af(1) + bf(x) + cf (%) = a(—i) + b(~1 +2i) + c4.

Per tant, en aquest cas, I'aplicacié f que déna el Teorema 7.2.4 és f(a+bx + cx?) =
—b+4c+ (—a+ 2b)i.

La imatge d’aquesta aplicacié és diferent de zero i, com que és un subespai
vectorial no nul d’un espai vectorial de dimensi6 1, tenim que dim (Im (f)) = 1. Per
tant f és exhaustiva. Per la férmula donada pel Teorema 7.2.6, dim (Ker (f)) =
dimV —dim(Im(f)) =3—-1=2.

De fet, p(z) = a + bx + cx® € Ker (f) si i només si —b + 4c + (—a + 2b)i = 0.
Si agafem ¢ = 01 b = 1, obtenim que —1 + (—a + 2)i = 0, per tant a = %‘*‘21 =
(=14 2i)(—i) = 2+1i. Siagafem ¢ =11b =0, obtenim que a = —4i. Aix{ obtenim
dos vectors del nucli, py(x) = 2 + i + z i pa(x) = —4i + 22, que sén linealment

independents (comproveu-ho!), i per tant formen una base de Ker (f). <
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Ara estudiarem amb detall el tipus d’aplicacions lineals que hem donat als exem-

ples 7.0.2 (i). Veurem que el Teorema 7.2.6 té com a conseqiiéncia la Proposicié 6.4.3.
Observacié 7.2.9 Sigui A = (a;j) € Myxn(K), isigui f: K™ — K™ D'aplicacié

T t
lineal donada per f(z1,...,z,) = <A( : >> .

Tn
x1

Siposem X = ( : ), llavors les solucions del sistema d’equacions lineals AX =0
Tn
son exactament els elements del nucli de f.

Suposem que A és una matriu de rang r. Siguin C4,...,C), les columnes de
A, i sigui (eq,...,e,) la base canonica de K™. Llavors f(e;) = (Aeﬁ)t = C!, per a
i=1,...,n. Per la Proposici6 7.2.2, Ct, ..., C! generen Im (f), per tant la dimensi6

de la imatge de f coincideix amb el rang de la matriu A.
Pel Teorema 7.2.6, dim (Ker (f)) = dim (K"™) — dim (Im (f)) = n — r. Per tant,

la dimensié 'espai vectorial de les solucions de AX =0ésn—r. &

Exemple 7.2.10 Considerem la matriu

-1
0
0
1

€ M4X3(R).

N NwWw =
NN W N

2NN\
Sigui f: R?® — R* 'aplicacié definida per f(z,vy,2) = (A (g)) :

Pels calculs que vam fer a I’Exemple 6.2.5,

1 -1 2 . 100
3 0 3 by 310
AQ = 0 3 1 |= :
< 2 0 2 3 2 20
0 0 1
2 1 1 2 10

on () és una matriu invertible. D’aqui veiem que A té rang 2 i per tant la dimensié del
nucli de f és 1. Com que "iltima columna de AQ és zero, veiem que A multiplicada
per I"iltima columna de @ és zero. Per tant (—1,1,1) forma una base del nucli de
I

Per I’observacio 7.2.9,
Im (f) = <(17 37 27 2)7 (_11 Oa 07 1)7 (27 31 27 1))

Pel Lema 6.3.2, aquest subespai vectorial és el mateix que el generat per les columnes
de AQ transposades. Com que les dues columnes no nul.les de AQ) sén linealment

independents, (1,3,2,2) i (0,1, 2,1) formen una base de Im (f). ©
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7.3 Coordenades respecte d’una base

Siguin n un enter positiu i B = (uq,...,u,) una base d'un K-espai vectorial V.

Donat u € V, sabem que existeixen aq,...,q, € K tals que

n
u = Z ;UG
i=1
Siguin (1, ..., 0, € K tals que

n
U = Z Biu;.
i=1

Llavors
n
Z(ai — Bi)u; = 0.
i=1
Com que uq,...,u, s6n Li., tenim que «; = (;, per a tot ¢ = 1,...,n. Per tant

I’expressié de v com a combinacié lineal dels vectors de la base B és Unica.

Els escalars aq,...,a, es diu que sén les coordenades de u respecte de la base
B.
Notacié: Si B = (uy,...,up) és una base d’'un K-espai vectorial V i u € V|,
o1
escriurem C(u, B) = ( : > per denotar que u té coordenades aq, ..., q, respecte
Qn

de la base B. &

Donada la base B = (uq,...,u,) de V. Definim l'aplicacié ¢p: V — K" que
assigna a cada v € V les seves coordenades respecte la base B, és a dir pp(v) =

C(v, B)t.

Lema 7.3.1 pp és un isomorfisme de K-espais vectorials.

DEMOSTRACIO. Siguin v i vy vectors de V. Si vy = Y 1 ohuy i vg = Y i Biug
lavors v1+va = > (;+3;)ui. Aixd demostra que p(vi+v2) = p(v1)+¢r(v2).
SiveViéstalquev = > 1 | ayu; llavors, per a qualsevol A € K, Av = > 7" (Ao )u;.
Per tant pp(A\v) = App(v). Aixo demostra que ¢p és una aplicacié lineal.

Sigui (e, ..., e,) la base canonica de K". Notem que
QDB(UZ') = (0,...,1i),...,0) = €4,

per a tot i =1,...,n. Per la Proposicié 7.2.3, g és un isomorfisme. 1

Notem que I'isomorfisme ¢p depen de la base B fixada.



7. Aplicacions lineals 133

El fet de que prendre coordenades respecte d’una base fixada sigui un isomorfisme
entre l'espai vectorial i K™ és molt important, ens permet passar un problema

plantejat en un espai vectorial qualsevol a un problema de K™.

Exemple 7.3.2 Considerem I'R-espai vectorial V' = M3(R). V és un espai vectorial

de dimensi6 4, una base és

B=(ur=(g0),u2=(5g),us=(70)ua=(3}))-

Llavors ¢p (‘Z g) = (a,b,c,d).

Considerem el subespai vectorial W = ((13),(759),(3%)), llavors
ep(W) =((1,3,2,2),(-1,0,0,1),(2,3,2,1)).

Per l'exemple 6.3.8, sabem que (v; = (1,3,2,2),v3 = (O,l,%,
ep(W). Com que pp(i3) =v11i¢p (% i) = v9 1 pp és isomorfisme, tenim que
((%%),(% }) és una base de W.

B'=(uy=(§8) up=(39),u

(comproveu-ho!). Com que

§

opr (05) = (a,d, 555, 559). ©

1) és una base de

w~
I
—~
—o
o
SN—
£
S~
I
—~
Lo
O
~—
~—
-+
Q
8
o
D~
[oN
w0
o
=]
<
o
&
»n
D
o
@
<

QL

b
)zau’l+dul2+

7.4 Matriu d’una aplicaci6 lineal

Sigui f: Vi3 — V5 una aplicacio lineal entre K-espais vectorials de dimensié finita no
nuls. Siguin B; = (v1,...,v,) una base de Vi i By = (uq,...,uy) una base de V5.

Llavors existeixen «;; € K, perai=1,...,mij=1,...,n, tals que
m
Flg) = auju;.
i=1

La matriu (oy;) € Mpyxn(K) es diu que és la matriu de f respecte de les bases B
(de sortida) i By (d’arribada). Escriurem

M(fv B17B2) = (aij)'

Notem que la columna j-ésima de la matriu M (f, By, Bz) és la columna de les
coordenades de f(v;) respecte de By, és a dir C(f(v;), B2).
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Observem que si aq,...,qa, € K sén les coordenades de v € V; respecte de By,
llavors
f) = FOljogvy) =251 o f (v)
= i1 0 oy = 300 Yo Qo
Do (X oy u
Per tant
M(f, By, B2)C(v, B1) = C(f(v), Ba).

Aquesta és la propietat fonamental de la matriu d’una aplicacié lineal.
Per la Proposicié 7.1.2, el conjunt £(V1, V), format per totes les aplicacions
lineals entre dos K-espais vectorials Vi i V5, és un espai vectorial. Sigui By una base
de V1 isigui By una base de V5. Suposem que Vi té dimensié n i que V5 té dimensid
m.
El fet d’associar a cada aplicacié lineal f: Vi — Vi la matriu M (f, By, Ba), el

podem pensar com una aplicacio,

¥B1Ba* ‘C(Vlvvv?) - an(K)
f = (pBlBQ<f):M(f7BlaB2)'

Es facil comprovar que ¢p, p, és una aplicacio lineal, és a dir

M(f +nglaBQ) = M(fa BlvB2) +M(nglvB2)
i M(\f,B1, B2) = AM(f, B, B2),

per a tot f,g € L(V1,Va) itot A € K.

Si ¢p,B,(f) = 0, llavors f(B;) = 0. Com que, per la Proposicié 7.2.4, tota
aplicacié lineal que és nulla sobre una base és I’aplicacié zero, tenim que f = 0, i
aixo demostra que ¢p, p, és injectiva.

L’aplicaci6 ¢p, B, també és exhaustiva, perque, si A = (a;) € My, xn(K), llavors,

pel Teorema 7.2.4, existeix una aplicacio lineal f: Vi — V5 tal que
m
fvj) = Zaijui>
i=1

per a tot j =1,...,n. Llavors ¢p, g, (f) = A, i per tant A € Im (f).

Aixi hem demostrar el resultat segiient.

Proposicié 7.4.1 L’aplicacio ¢p,p,: L(V1,V2) — Mpxn(K) és un isomorfisme
d’espais vectorials. En particular, la dimensié de ’espai vectorial L(Vi,Va) ésnxm.
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La proposicié segiient demostra que els isomorfismes que hem definit es compor-
ten bé respecte de la composicié. Demostrem que a la composicié d’aplicacions li
correspon el producte de matrius associades.

Proposicié 7.4.2 Siguin Vi, Va, Vs tres K-espais vectorials de dimensid finita no
nuls. Siguin f: V3 — Vo i g: Vo — V3 aplicacions lineals. Si By, By, B3 son bases

de V1, Va, V3 respectivament, llavors

M(go f, B1,Bs) = M(g, By, Bs) M (f, B1, B2).
DEMOSTRACIO. Sigui By = (uy, ...

M(g, B2, B3) M(f, B1,B2) =
= M(g, B2, B3)(C(f(u1), B2),...,C(f(un), B2))
= (M(g, Bs, B3)C(f( ) )7 . ,M(g, Bs, BB)C(f(un)v BZ))
(

= (C(9(f(u1)), Bs),...,Clg(f(un)), Bs))
— Mgof,Bl,Bg) I

, Up). Llavors

/\/—\

Exemples 7.4.3
(1) Considerem By = ((1,0), (0,1)), la base canonica de R?, i la base

B; =((1,0,0),(1,1,0),(1,1,1))

de R3. Sigui f: R? — R3 ’aplicacié lineal tal que

M(f,Bo,B1) = |2 -1

Calculem f(x,y).

1 -1
C(f(m7y)aBl) = 2 —1 C((Z’,y),Bo)
3 —1
1 -1 T —y
x
= 2 -1 <>— 20 —y
3 —1) \Y 3 —y

Per tant

f(x7y) = (x—y)(l,0,0)+(2x—y)(1,1,0)+(3x—y)(1,1,1)
= (6z —3y,b5z — 2y,3z —y)
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M5 (R) definida per A — At. Conside-
(8 ) us=(98),us=(39)iB =

. Llavors f(u1) = uy, f(u2) = us,

) —
(

(2) Considerem l'aplicacié lineal f: Ma(R
rem les bases de Ma(R), B = (u1 = (§9),u

(wi=(68),us=(89),us=(95),u

f(uz) =uz2 i f(ua) = u4, per tant

1 0 00
0O 01 O
M(f.B,B) =
(f ) 01 00
0 0 0 1
Com que f(u1) = uj, fug) = 5 — 5, flus) = 5 + 3 1 flua) = uh,
1 0 0 0
1
v B)=| V] o
0 5 5 0
2 2
1 1
0 -1 1 ¢

7.5 Canvi de coordenades. Canvi de Base

Sigui V un K-espai vectorial de dimensié n > 0, i considerem ’aplicacié identitat
idy: V = V.
Siguin B = (uy,...,u,) i B’ = (v1,...,vy,) bases de V. Sabem que si

peraj=1,...,n, llavors
M(idv,B/,B) = (Oéij).

En particular, si B’ = B llavors M (idy, B’, B) = I,,.
A més, per la propietat fonamental de la matriu d’una aplicacié lineal, tenim

que si u € V llavors
M(idy, B', B)C(u, B") = C(idy (u), B) = C(u, B).

Per tant la matriu M (idy, B’, B) transforma les coordenades de u respecte de B’
en les coordenades del mateix vector respecte de B. Per aixo es diu que la matriu
M(idy, B’, B), que denotarem també simplement per M (B’, B), és la matriu del

canvi de coordenades de B’ a B.
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Observem que tenim que
n
vj = E QUi
i=1

per a tot 7 =1,...,n. Aixo ho podem escriure també en forma matricial:
(v1,...,vn) = (u1,...,u,)M(B', B),
és a dir,
B' = BM(B', B).

Per aix0, també es diu que M (B’, B) és la matriu del canvi de base de B a B’.

Proposicié 7.5.1 Sigui V un K-espai vectorial de dimensid finita no nul. Siguin
B = (u,...,up), B"=(v1,...,v,) bases de V. Llavors

M(B',B)M(B,B) =1, i M(B,B)M(B',B)=I,.
Per tant M(B',B) = M(B, B")~1.

DEMOSTRACIO. M (B, B') és la matriu associada a la identitat, prenent B com
a base de l’espai vectorial de sortida i B’ com a base de l’espai vectorial d’arri-
bada. M(B’, B) és la matriu associada a la identitat, prenent B’ com a base de
I’espai vectorial de sortida i B com a base de l'espai vectorial d’arribada. Per la
Proposicié 7.4.2,

M(B',B)M(B,B') = M(id, B', B'),

que és la matriu identitat. Per la Proposicié 7.4.2,
M(B,B"YM(B',B) = M(id, B, B),

que és la matriu identitat. I

Observem que si V1, Va sén K-espais vectorials de dimensi6 finita no nuls, By, B}
sén bases de Vi i1 Bg, B)) sén bases de Vs, i tenim una aplicacié lineal f: Vi — Va,
llavors f =idy, o f oidy,. Fixem-nos en el diagrama

v Sy Lown 4oy
B B B B,
on hem escrit sota de cada espai vectorial la base que considerem.

Aplicant la Proposicié 7.4.2, obtenim,

M(f,B{,B) = M(dy,, Ba, BY)M(f, B1, B2)M (idy;, B, B1)
= M(327Bé)M(val7B2)M(Bi7Bl)
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Aixi obtenim la formula del canvi de bases:

M(f, By, By) = M(By, By) M(f, By, Bo)M(By, By).

Exemple 7.5.2 Sigui Ro[z| = {p(x) € R[z] | gr(p(z)) < 2}. Considerem 'aplicaci6
lineal f: Ro[z] — M2(R) definida per

ap +2a1 ap— a1 +a2>

flag + a1z + axx?) = (
a1 — a9 2a0 — a9

Observem que By = (1,z,2%) i B} = (1 — z,x — 22, 2%) s6n bases de Ra[z] i que

= (o) (o) ()6 )
S (E R AY)

s6n bases de My(R). Calculem la matriu de f respecte de les bases By, By. Tenim

f(1):<(1) ;>,f(x):<f f))ﬁ(:@):(_? _1)

Per tant
1 2 0
1 -1 1
M(f,B1,Bs3) =
(f,B1,B2) 0 L 1
2 0 -1

Calculem ara la matriu de f respecte de les bases Bj, BS. Sabem que
M(f: 1)Bé> = M(B2>B5)M(fa BlaBQ)M( 17B1)'

Com que

M(Béa B2) =

o O
S = = O
S O = =
S = O =
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tenim que

Ara, com que

~1/2

1/2
1/2

M (B}, By) =

ja podem calcular M(f, B}, B}) =

0
~1/2
1/2
1/2

2
2
0
-3

0
1/2
1/2

~1/2

1
—1/2
—3/2

5/2

7.6 Exercicis

0
1/2
~1/2
1/2

~1
~1/2

3/2
—1/2

1

1/2
~1/2
~1/2

N O = =

S = = O

S O ==
S = O

-1

1

1/2
~1/2
~1/2

Exercici 1 Quines de les segiients aplicacions entre R-espais vectorials son lineals?

(a) f: R — R, definida per f(z) = ax, on a € R fizat.

(b) f,g,h: R® — R, definides per f(z,y,2) =2y + 2z +yz, g(z,y,2) = +1—y

i h(z,y,z) =e" Y,

(¢) f: R =R, definida per f(z,y) = (z —y,2z,y — 3z,y).

Exercici 2 Siguin f i g les aplicacions de R? a R? segiients:

flxy) =(r—y,22+y) i g(z,y) = (y — 22,2 +y).



140 Algebra lineal i geometria

(a) Proveu que sén endomorfismes.
(b) Calculeu (f 0 g)(1,0), (g0 f)(1,0), (f+9)(1,0), (2f +9)(1,0) i f*(1,0).
(c) Obteniu l’expressid general de (f o g)(x,y) i de (go f)(x,y).

(d) Calculew f=*({(1,0)}).

Exercici 3 FEscriviu la matriu associada a l’aplicacio lineal segiient, respecte de les
bases canoniques. Utilitzant aquesta matriu, trobeu la dimensid i una base de Ker(f)
i de Im(f). Trobeu f~1(W), essent W = {(1,0,4,0)) subespai vectorial de R*.

f:R3 — R4
(r,y,2) — (z,x—2z,42,0)

Exercici 4 Determineu si existeizen aplicacions lineals de R® a R? que compleizin

les condicions segiients i, en cas afirmatiu, si n’hi ha una o més d’una:
(a) f tal que f(1,2,—1)=(-1,5), f(1,1,-1) =(2,—-10) , f(0,—1,0) = (3,4).
(b) g tal que g(1,2,—1) = (-1,5), ¢g(1,1,—-1) = (2,-10) , ¢(0,—1,0) = (3, —15).
(c) h tal que h(1,2,—1) = (—1,5), h(1,1,—1) = (2,—10) , h(1,0,1) = (3,4).

Exercici 5 Sigui E = {(92) € My(R) |[c=a+b}. Considereu Uaplicacié de E

en E donada per:
f 0 a B 0 3¢+ 3a
b ¢ \ —2a—-b a—b+3c

(a) Proveu que f és una aplicacid lineal.
(b) Trobeu una base de E i la matriu de f respecte d’aquesta base.

(c) Trobeu bases del nucli i de la imatge de f.

Exercici 6 Considereu l'aplicacio lineal segiient:

f: R3 — R2
(l‘,y,Z) = (21’ - yaz)

Sigui By la base canonica de R?, By la base canonica de R3, i siguin By = ((1,2), (—1,1))
i By =((1,0,-1),(4,0,3),(1,1,0)).

(a) Proveu que B3z i By son bases de R? i R3 respectivament.
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(b) Calculeu les matrius del canvi de base de By a Bs, de B3 a By, de By a By i
de B4 a BQ.

(¢) Trobeu la matriu associada a f en les bases By de sortida i By d’arribada.
(d) Trobeu la matriu associada a f en les bases By de sortida i By d’arribada.

(e) Trobeu la matriu associada a f en les bases By de sortida i Bs d’arribada.

Exercici 7 Trobeu una aplicacio lineal que transformi el triangle T de vertexs
(0,0),(1,3),(4,2) en el triangle T' de vértexs (0,0),(2,1),(1,1) i la seva inversa
(que transforma T en T ).

Exercici 8 Sigui Ri[x] l'espai vectorial dels polinomis reals de grau menor o igual
a k. Es defineix
7:Rolx] — Rylx]
p(z) — for tp(t)dt
Demostreu que T és una aplicacid lineal injectiva. Calculeu la seva imatge i demos-
treu que aquesta imatge és isomorfa a Ra[z]. Calculeu la matriu associada a T en
les bases (1,z — 1, (x — 1)?) de Ralx] 4 (1,z,2%, 23, 2%) de Ry[x]. Emisteiz alguna

aplicacio lineal exhaustiva de Ra[z] a Ry[x]?

Exercici 9 Considereu les aplicacions:

fiRla] — Rl  g:Rla] — R
ple) 3 p(s)ds

(a) Proveu que son aplicacions lineals.

(b) Proveu que f és exhaustiva i no injectiva. Calculeu Ker(f).
(¢) Proveu que g és injectiva pero no erhaustiva.

(d) Proveu que fog=1id i que go f # id.

(e) Quina dimensio té R[x|?

(f) Proveu que aquesta situacid no és possible en espais de dimensid finita: un
endomorfisme f € End(V), on V' és un espai vectorial de dimensid finita n,

és injectiu st 1 nomeés st és exhaustiu.

Exercici 10 Siguin f : E — F wuna aplicacio lineal i eq,...,e, vectors de E.
Discutiu les afirmacions segiients (demostreu les certes i doneu contraexemples per

a les falses):
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(a) e1,...,en linealment independents — f(ey),..., f(en) linealment indepen-
dents.

(b) f(e1r),..., f(en) linealment independents = e, ..., ey, linealment indepen-
dents.

(c) e1,...,e, sistema de generadors de E = f(e1),..., f(en) sistema de genera-
dors de F'.

(d) f(e1),..., f(en) sistema de generadors de F = ey, ..., e, sistema de genera-
dors de E.

(e) e1,..., e, sistema de generadors de E = f(e1),..., f(en) sistema de genera-

dors de Im(f).
Qué canvia si f €s monomorfisme? I si f és epimorfisme ?

Exercici 11 Sigui f : My(C) — My (C) ’endomorfisme determinat per:

(v) = ()G = ()
(5= G ls) = G

Trobeu la dimensid i una base de Ker(f) i Im(f). Calculeu f(11).

Exercici 12 Siguin f,g: E — E endomorfismes que compleizen f3 — f2 +11f —
V2id =0 i ¢? —2g+3id = 0. Proveu que f i g son isomorfismes i trobeu les
inverses f~1 i g1,

Exercici 13 Sigui E un R-espai vectorial de dimensid finita. Sigui J : E — E un

endomorfisme tal que J*> = —id.
(a) Demostreu que J és isomorfisme.

(b) Definim (a + bi)v = av 4+ bJ(v) per a tot v € E i a,b € R. Demostreu que E
amb la suma i aquest producte per nombres complexos és un C-espai vectorial

de dimensio finita.

(¢) Demostreu que la dimensid de E sobre R és parell.



Capitol 8

Determinants

Una de les eines basiques de 1’algebra lineal és el determinant d’una matriu qua-
drada. Els determinants permeten fer el mateix tipus de calculs que ja hem fet
amb canvis elementals, hi ha pero una diferencia conceptual important: mentre les
transformacions elementals ens donen algorismes per solucionar sistemes d’equacions
lineals, per calcular inverses de matrius, etc., els determinants ens donen férmules
per fer els mateixos processos. Aquest punt de vista ens serd imprescindible en el
capitol 9.

Un aspecte important dels determinants, que no tractarem aqui, és el seu signifi-
cat geometric. Sigui n > 1. Una familia de n vectors vy, ..., v, de R™ és linealment
independent si i només si el conjunt C' = {x € R" | 2 = aqv1 + ... + a,v, amb 0 <
a; < 1lperatoti=1,...,n} és un parallelepipede n-dimensional, amb un volum
n-dimensional no nul. Els vectors sén linealment dependents si i només si C' té
dimensié més petita que n; en aquest cas, el seu volum n-dimensional és zero. Tenir
una manera de calcular aquest volum és doncs tenir una manera de determinar si
els vectors sén linealment independent o no. Aquesta manera de calcular el volum
és, llevat d’un signe, el determinant.

En tot aquest capitol, K és un cos. Seguirem la notacié introduida al capitol 6,

és a dir, si A és una matriu de M, (K), i escrivim A = (C1,...,C},), volem dir que
V31

C;,i=1,...,n, sén les columnes de A. Si escrivim A= [ : |, volem dir que Fj,
Fy

1=1,...,n, sén les files de A.

8.1 Definicié i propietats

Definirem un determinant com una manera d’associar un escalar a una matriu qua-

drada que satisfaci unes certes propietats respecte de les columnes de la matriu.

143
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Una tal definici6 no assegura ’existencia del determinant, de fet part de la feina del
capitol és veure que el determinant no només existeix siné que, a més, és 'tinica

aplicacié que satisfa aquestes propietats.

Sigui n un enter positiu. Una aplicacié det : M,(K) — K es diu que és un
determinant si satisfa les propietats segiients.
(1) Peratoti=1,...,n,

det(Cl,...,Ci—i—C{,...,Cn):det(Cl,...,CZ-,...,C’n)+det(C’1,...,C;,...,Cn).
(2) Peratoti=1,...,n,itot « € K
det(C1,...,aC;,...,Cy) = adet(Cy,...,C4y ..., Cp).

(3) Si A té dues columnes iguals llavors det(A) = 0.
(4) det(l,) = 1.

Les propietats (1) i (2) ens diuen que una aplicacié determinant és lineal respecte
de les columnes de la matriu. Ara demostrarem que les propietat (1) i (3) impliquen

que quan intercanviem dues columnes el determinat canvia de signe.
Lema 8.1.1 Sigui 1 <14 < j <n. Llavors
det(Cl,...,CZ',...,C]',...,C”) = —det(Cl,...,Cj,...,Ci,...,Cn)

DEMOSTRACIO. Per la propietat (3), det(Ch,...,Ci+Cj,...,Ci+Cj,...,Cp) =0,
on les columnes C;+C; estan a les posicions 4 i j. Aplicant la propietat (1) a aquesta

igualtat obtenim

0= det(Cl,...,Ci,...,Ci—i—Cj,...,Cn)—|—det(01,...,0j,...,0i—|—Cj,...,C’n)

= det(Ch,...,C;, ..,CZ',...,C")—|—det(01,...,Ci,...,Cj,...,Cn)
+det(Cl,...,Cj ...,C,-,...,C’n)+det(C’1,...,Cj,...,C’j,...,Cn).

Tornant a aplicar la propietat (3) obtenim
0:det(Cl,...,CZ‘,...,Cj,...,Cn)—i—det(cl,...,Cj,...,Ci,...,Cn),

tal com voliem veure. |

Veiem, en uns quants exemples, com les propietats que hem imposat determinen
el valor de det(A).
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Exemples 8.1.2

(1) Si(a) és una matriu 1x1 llavors, per les propietats (2) i (4), det(a) = adet(1) = a.
Es facil comprovar que aquesta aplicacié satisfa les propietats del determinant. Aixi

doncs obtenim, com a minim, que el determinant d’una matriu 1 x 1 existeix.

(2) Calculem el valor del determinant d’una matriu 2 x 2. Si apliquem la linealitat

del determinant respecte de la primera columna, obtenim:

et (24) = det (40 4) = det (3 5) +det (24) = adet (1) + edet (94)

Aplicant la linealitat respecte de la segona columna, tenim
et (4) = det (2 515) = det (3 ) +det (39) = belet (}}) + ddet (}9) = 0+d.
De manera similar veiem que
det (9%) =bdet (V§)+ddet (99) = —b.
Si combinem tots els calculs que hem fet, obtenim que
det (ZZ) = ad — be.

(3) Les propietats del determinant impliquen que el determinant d’una matriu no
invertible ha de ser zero. Efectivament, si A = (C1,...,C)y) no és invertible llavors
les columnes de A sén linealment dependents i, per tant, n’existeix una que és
combinacié lineal de les altres. Com que, pel Lema 8.1.1, intercanviar columnes
només canvia el signe del determinant, podem suposar que C,, és la columna que
és combinacié lineal de les altres. Llavors existeixen Aq,...,A,—1 tals que C, =
Z?:_ll AiC;. Per la linealitat del determinant,

n—1 n—1
det(A) = det(Cy,...,Ch_1, Z AiCi) = Z Aidet(Cy,...,Ch_1, Cz)
=1 =1

Com que cadascun d’aquests determinants és el determinant d’una matriu amb dues

columnes iguals han de ser zero. Aix{ det(A4) = 0.

(4) Les propietats dels determinants també ens permeten calcular facilment el valor

que ha de tenir el determinant de les matrius elementals.
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En el cas de Tipus I,

det(T;;) = det

1
Com que T;; és el resultat d’intercanviar les columnes 4 i j a la matriu identitat,
per la Proposici6 8.1.1, veiem que det(7};) = — det(I,) = —1.
En el cas de Tipus 11,

r 0 ... ... ... ... 0
0 1 :
det(E;;(p)) = det | S| =det(Ch, ..., C5 + pCi, ..., Ch),
: L : . :
: . 1
0 ... .. . L. 0 1
on C1,...,C, sén les columnes de la matriu identitat. Per les propietats del deter-

minant, tenim

det(Eij(M)) = det(Cl, ceey Cj, ey Cn) + ,udet(C’l, ceey Cj—l, CZ', Cj+1, e ,Cn)
= det(l,) +p-0=1.

En el cas de Tipus III,

det(P;(\)) = det A = det(Cy,...,\Ci,y ..., Ch),

1

on C,...,C, sén les columnes de la matriu identitat. Com que la matriu P;(\) és el
resultat de multiplicar per A la columna ¢ d’'una matriu identitat, per les propietats
(2) i (4) del determinant, obtenim

det(P;(N\)) = Adet(I,) =X <
Proposicié 8.1.3 Siguin E, Ey, ..., E, € M,(K) matrius elementals.

(i) St A€ My(K), llavors det(AE) = det(A) det(E).
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(ii) Si A€ M, (K), llavors det(AFE; ... E,) = det(A) det(Ey)...det(E,).
(iii) det(E) = det(E"?).

DEMOSTRACIO. (i) Ho demostrarem per a cadascun dels tipus de les matriu ele-
mentals. En el cas de Tipus I, per la Proposicié 6.1.1, el resultat de fer AT;; és
intercanviar les columnes i i j de A i, pel Lema 8.1.1, det(AT;;) = —det(A). Per
I'exemple 8.1.2, det(Tj;) = —1. Per tant det(AT;;) = det(A) det(7;;) tal com voliem
veure.

Per a les matriu elementals de Tipus II, com que, per la Proposicié 6.1.1, el re-
sultat de fer AE;;(p) és sumar a la columna j la columna ¢ multiplicada per y, tenim
que, per la definicié del determinant, det(AE;;(n)) = det(A). Per I'exemple 8.1.2,
det(E;;(n)) = 1. Per tant det(AE;;(n)) = det(A) det(E;;(p)) tal com voliem veure.

Finalment, per a les matrius elementals de Tipus III, tenim que el resultat
de AP;(\) és multiplicar la columna i per 'escalar A. Per la definici6é del deter-
minant, det(AP;(\)) = Adet(A). Per 'exemple 8.1.2, det(P;(\)) = A. Per tant
det(AP;(N)) = det(A) det(F;()) tal com voliem veure.

(i) Ho demostrarem per inducci6 sobre r. El cas r = 1 I’hem vist a l'apartat (i).
Suposem que r > 1, i que I'enunciat és cert per a r — 1. Demostrem-ho per a r.
Per (i), sabem que det(AE; ... E,_1E,) = det(AFE; ... E,_1)det(E,), i per hipotesi
d’induccid, det(AE; ... E,_1)det(E,) = det(A) det(E:) ...det(E,_1) det(E,).

(7i7) Les matriu elementals dels tipus I i III s6n simetriques i per tant, en aquests
casos, det(FE) = det(E!). Pel Lema 6.1.2, la transposada d’una matriu elemental de
tipus II és una matriu elemental del mateix tipus. Per ’exemple 8.1.2, el determinant

d’aquestes matrius sempre és 1. Per tant, també en aquest cas, det(E) = det(E?). I

Teorema 8.1.4 Siguin A, B € M, xn(K). Llavors
(i) det(A) # 0 si i només si A és invertible.
(ii) det(AB) = det(A) det(B).

(iii) det(A) = det(A?).

DEMOSTRACIO. La demostracié de totes aquestes afirmacions seguira la mateixa
linia. Primer sempre veurem que en el cas d’una matriu no invertible I’afirmacié és
certa perque el determinant és zero (exemples 8.1.2). Si la matriu és invertible farem
servir que tota matriu invertible és producte de matrius elementals (Teorema 6.3.4)
per reduir-nos al cas de matrius elementals, llavors I'afirmacié sera conseqiiencia de

la proposicié anterior.
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(7) Per I'exemple 8.1.2, ja sabem que una matriu no invertible té determinant zero.
També per 'exemple 8.1.2, sabem que tota matriu elemental té determinant no
nul. Com que, pel Teorema 6.3.4, tota matriu invertible és producte de matrius
elementals, la Proposicié 8.1.3 (i) ens permet concloure que el determinant d’una
matriu invertible és no nul.
(¢4) Si B no és una matriu invertible llavors tampoc ho és AB. Llavors 0 =
det(AB) = det(A) - 0 = det(A) det(B).

Si B és invertible llavors, pel Teorema 6.3.4, B = Ey ... E,, on E; sén matrius

elementals, i = 1,...,r. Aplicant la Proposicié 8.1.3 (ii), obtenim
det(AB) = det(AE; ... E,) = det(A) det(Ey) ... det(E,) =

= det(A) det(FE; ... E,) = det(A) det(B).

(7i7) Com que una matriu és invertible si i només si el seu rang és n (recordeu el
Teorema 6.3.4 ), tenim que A és invertible si i només si ho és A’. A més, si A no és
invertible llavors det(A) = 0, en conseqiiencia det(A) = det(A') = 0.

Si A és una matriu invertible llavors, pel Teorema 6.3.4, A = F;...E,, on E;
sén matrius elementals, per a¢ = 1,...,r. Transposant la igualtat anterior obtenim
At = EL...E!. Si apliquem l'apartat anterior (o fem servir que la transposada
d’una matriu elemental és també elemental i I’apartat (i7) de la Proposicié 8.1.3)
veiem que det(A') = det(EL)...det(E!) = det(E!)...det(EL). Per I'apartat (iii)
de la Proposicié 8.1.3, el determinat d’una matriu elemental i la seva transposada

coincideixen, llavors tenim

det(A") = det(EY)...det(EL) = det(Ey) ...det(E,) = det(E; ... E,) = det(A). 1

Corollari 8.1.5 (i) Sobre M, (K) només hi pot haver una aplicacidé determinant.
(ii) L’aplicacid determinant té les mateixes propietats per files que per columnes.

DEMOSTRACIO. (i) Si A no és invertible llavors det(A) = 0. Si A és inverti-
ble, pel Teorema 6.3.4, A = E...E,, on cada FE; és una matriu elemental. Ara
det(A) = det(Ey)...det(E,) i, com ja hem vist a ’exemple 8.1.2, el determinant d’u-
na matriu elemental esta determinat per les propietats de la definicié de I'aplicacio
determinant.

L’afirmacié (ii) és conseqiiencia immediata del fet que det(A) = det(A?). I
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8.2 Existéencia del determinant.

Hem definit el determinant com una aplicacié que satisfa unes certes propietats, i
hem demostrat que, en cas d’existir, aquesta aplicacié és tinica i la denotem per det.
També denotem el determinant d’una matriu quadrada A per |A|. Per exemple,
det (ab//cd) =|ab//cd]|és el determinant de la matriu (a b//c d). En aquesta secci6

veurem que el determinant existeix, tot donant un metode per calcular-lo.

Un menor d’ordre p d’una matriu A € My, «,(K) és el determinant d’una ma-

triu p x p formada pels elements de A situats en p files i p columnes prefixades.

Exemple 8.2.1 Els menors d’ordre 2 de ((1) _}1 g) sén ‘(1] _411 , }(1] g

15)- 0

Sigui n > 1. Sigui A € M, (K), i sigui 4j; la matriu (n —1) x (n — 1) obtinguda
de A en eliminar la fila 7 i la columna j. Definim ’adjunt a la posici6 (i,j) de A
com Az = (—1)"*7 det(A};).

Definim la matriu adjunta de A com la matriu

A A o0 A

A A e Aoy
Adj(A) = 21 22 2

Api Apa ... A,

La proposicié segiient déna un metode per calcular el determinant de manera

inductiva.

Proposicié 8.2.2 Sigui n > 1. Suposem que tenim [’aplicacio determinat definida
per matrius de M,_1(K).
(i) Sigui i € {1,...,n}. Considerem l'aplicacié DF;: M, (K) — K definida per
DF;(A) = i a;jAij, on A = (a;;) € My(K). Llavors DF; satisfa les propie-
tats del degej’lminat, i aizi DF;(A) = det(A).

(1t) Sigut j € {1,...,n}. Considerem Uaplicacic DC;: M,(K) — K definida per
DC;(A) = i a;jAij, on A = (a;j) € M, (K). Llavors DC; satisfa les propie-
tats del detle?nmat, i aizi DC;(A) = det(A).

DEMOSTRACIO.  Noteu que si demostrem (i), llavors tindrem que DC;(A) =
DF;(A") = det(A’). Com que el determinant d’una matriu i la seva transposa-

da és el mateix, podrem concloure que DC;(A) = det(A). Aixi doncs només cal

demostrar I'afirmaci6 (i).
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Propietat (1). Hem de veure, per a tot k =1,...,n, que
DFl(Ol,,C’k+C],€,,Cn):DFl(Cl,,Ck,,Cn)—l-DFl(Cl,,C]g,,Cn)

Siguin A = (C4,...,Cx+C,...,Cy),B=(C1,...,Cn) i B' = (C4,...,C,...,Ch),
amb Cj = (aij) € Myx1(K) i C), = (a},) € Mypx1(K). Peri,j=1,...,n, denotem
per A;;, B;j i ng els adjunts a la posicié (i,j) de A, B i B respectivament. Noteu
que Ajy, = By, = B, per ai=1,...,n. Si j # k, llavors A;; és, tret del signe, el
determinant d'una matriu (n —1) x (n — 1) i es compleix que A;; = B;; + Bj;. Aixi
obtenim que
DFi(A) = > oy aijAij + (i + ajy) Aik + g i< @ij Aij
= > 1<jek @ij(Bij + Bi;) + aiBix + aj;. By,
+ > k< j<n @i (Bij + Bij)

— DF;(B) + DF;(B').

Propietat (2). Hem de demostrar, per a tot k = 1,...,n, que
DF;(Cy,...,AC%,...,Cy) = ADF;(Cy,...,Ck,...,Ch).

Siguin A = (C1,...,ACy,...,Cp) i B = (C1,...,Cp) = (a;5). Siguin A;; i Byj els
adjunts a la posici6 (i,j) de A i B respectivament. Llavors B;, = A, per a tot
i=1,...,n. Sij #k, com que A;; és, tret del signe, el determinant d’una matriu

(n—1) x (n—1), llavors A;; = AB;;. Aixi obtenim que

DF;(A) = Zl§j<k aijAij + AainAi + Zk<j§n a;jAij
= Zl§j<k AaijBij + Xaix Bk, + Zk<j§n Aa;jBij
= ADF;(B).
Propietat (3). Hem de veure que si k < k' i A té les columnes k i k' iguals llavors
DF;(A) = 0.
Sigui A = (a;) i denotem per A;; 'adjunt a la posicié (4, j) de A. Observem que
si j és diferent de k i k' llavors A;; és, tret del signe, el determinant d’una matriu

(n—1) x (n — 1) amb dues columnes iguals, i aix{ A;; = 0. Ara tenim que

DFi(A) = ajp A, + ai Ajjr -

A més,
ail e aik . aq k-1 a1 k'+1 c. QA1n
i+ k! Qi—11 --- Qi—1k -+ A1 k'—1 Qi-1k+1 --- Qi—1n
Ay = (1) det :
ai+1,1 -+ Qi41k -+ Qi41 k-1 Qi4l k41 - Qitln

anl ce Ank ce Qn k' —1 Qn k' +1 cee QApn
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i aplicant la permutacié o = (k' — 1,k —2,...,k) a les columnes k, k+1,... k' —1
d’aquest tltim determinant, i tenint en compte que les columnes k i ¥’ de A sén

iguals, tenim que

ail s a1 k—1 a1 k+1 ce A1n
! aj—-11 --- a~_17k_1 a'_17k 1 .- A1,
Aik;’ = (—1)l+k 8(0’) det ‘ ! ’ + e 5
ai+1,1 -+ Q41 k-1 Qi1 k+1 <. Gitln
an1 cee Qpk—1 Qnk+1 - QAnn

on (o) és el signe de la permutacié o. Com que
(F1)*He(o) = (~1) ()F I = (1),

tenim que

Ajr = — A

Per tant DF;(A) = aj Aik + aipr Aigr = aip Ak — aip Ak = 0.
Propietat (4). Hem de veure que DF;(I,,) = 1.

Per demostrar aixo cal observar que si eliminen la fila 7 i la columna i de la
matriu identitat n X n, obtenim una matriu identitat (n — 1) x (n — 1), i llavors
I'adjunt a la posicié (i,i) de la matriu identitat I,, és (—1)"**det(I,_1) = 1. Com

que 'tinica posici6é no nulla de la fila ¢ de I,, és la (i,4), obtenim que DF;(I,) = 1. 11

Com ja hem vist als exemples 8.1.2, el determinant de matrius 1 x 1 existeix. La
proposicié anterior demostra que si existeix el determinant de matrius (n—1)x (n—1)
llavors també existeix el determinant de matrius n x n. Aix{, per induccié, hem

demostrat el resultat segiient.

Teorema 8.2.3 Per a tot enter positiu n existeir una unica aplicacio
det: Mn(K) — K

que satisfa les propietats del determinant. |

El metode per calcular el determinant que déna lapartat (i) de la Proposi-
ci6 8.2.2 es diu desenvolupament del determinant per la fila i-ésima; el que doéna
Papartat (ii) es diu desenvolupament del determinant per la columna j-ésima.

Aquest metode de calcul del determinant també déna una manera de calcular

inverses de matrius.
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Proposicié 8.2.4 Sigui A = (a;5) € My (K), i sigui Adj(A) la seva matriu adjunta.
Llavors A - Adj(A)t = Adj(A)t - A = det(A)L,.
En particular, si A és una matriu invertible A~' = (det(A))tAdj(A)L.

DEMOSTRACIO.  Calculem el producte A - Adj(A)" = (c¢;j). Per la definicié del

producte de matrius,
n
cij =Y aAj.
k=1

En el cas i = j, aquesta férmula correspon a fer el calcul del determinant de A

desenvolupant per la fila i. Aix{ doncs, peratoti =1,...,n, ¢;; = DF;(A4) = det(A).
P
Sii#£j,iA= ( : ) llavors

Fr

cj=DFi |+ |,

F,
on la fila F; esta a les posicions ¢ i j. Per tant, en aquest cas, ¢;; = 0. Aixi,
A-Adj(A)" = det(A)I,.

Calculem ara Adj(A4)' - A = (d;;). Per la definicié del producte de matrius,

n
dij =Y Apiag;.
k=1

En el cas i = j, aquesta férmula correspon a fer el calcul del determinant de A
desenvolupant per la columna 4. Aixi doncs, per a tot i = 1,...,n, ¢;; = DC;(A) =
det(A).

Sii#j,i A= (C,...,Cy) llavors

Cij == DCi(Cl,...,Ci,...,Ci,...,Cn),
on la columna Cj esta a les posicions 7 i j. Per tant, en aquest cas, ¢;; = 0. Aixi,

A-Adj(A) = det(A)I,. 1
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Observacié 8.2.5 Els meétodes de desenvolupament del determinant per una fila o
per una columna donen metodes inductius per calcular determinants de la mida que
es vulgui. També es pot escriure una férmula explicita del determinant en funcié

dels coeficients de la matriu. Si A = (a;;) llavors

det(A) = Z €(0)a15(1)820(2) - - - Ano(n)>
0ESh

on S, denota el grup de permutacions de n elements i £(o) és el signe de la permu-
tacio o.

Demostrar que la férmula anterior és efectivament el determinant de la matriu
no és dificil, pero porta una certa feina.

Anem a veure la férmula del determinant que obtenim per an = 3. S35 = {id,oc =
(1,2,3),0% = (1,3,2),71 = (1,2), 2 = (1,3), 73 = (2,3) }.

Llavors

ai; a2 a3
a1 a22 a23 = 011022033 + A15(1)025(2)A35(3) T A102(1)0202(2) A302(3)
az1 as2 ass
T A1 (1) @271 (2) W37 (3) — Alre(1)B272(2) A37m2(3)
—A175(1)@275(2) A373(3)
= @11a22a33 + 012023031 + A13G21032

—0@12021033 — (13022031 — 011G023032- <&

Exemples 8.2.6

(1) Per calcular el determinant d’una matriu podem fer servir transformacions ele-
mentals, el desenvolupament per una fila o una columna i la férmula directa donada

a l'observacid 8.2.5. Anem a calcular el determinant de la matriu

-3
2
4
)

N4 O W
W ot ot =]
[CIEEN BRFJURN

fent servir una combinacid dels tres metodes.

Simplifiquem primer A utilitzant les propietats generals del determinant. Sumem

a la tercera fila la segona multiplicada per —2 (el determinant no varia):
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o 7 -3 4
3 5 2 3
detd =1y 5 o
7 3 5 2

Si sumem a la segona columna la quarta multiplicada per 5, el determinant continua

essent el mateix i obtenim

2 27 -3 4
3 20 3
det(A) = 0 0 )
7 13 5 2

Desenvolupant el determinant respecte de la tercera fila obtenim:

2 27 -3 2 27 -3
det(A)=(-1*".1-13 20 2|=—-|3 20
7 13 7 13

Al determinant que queda, restem la primera fila a la segona:

2 21 -3
det(A)=—-|1 —7
7 13

Sumem, a la primera i a la tercera fila, la segona multiplicada respectivament per

—2 i —7 per obtenir

0 41 -13
det(A)=—-|1 -7 5
0 62 -30

Desenvolupem respecte de la primera columna:

41 -13
62 —30

det(A) = —(=1)*"" - 1.

Ara,
det(A) = 41 - (—30) — (—13) - 62 = —424.

(2) La Proposici6 8.2.4 déna la férmula per calcular la inversa d’una matriu. Per
exemple, sigui A = (¢Y). Pel Teorema 8.1.4, A és invertible si i només si det(A4) =

ad — cb # 0. Tenint en compte que els adjunts de A sén

All = (—1)1+1d =d A12 = (—1)1+2C = —C
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Agl = (—1)2+1b =-b A22 = (—1)2+2a =a,

obtenim que la matriu adjunta de A és Adj (4) = (7‘; _5) Llavors

A7l = (det(A)) T Adj (A)t—(ad—cb)1< d _b>.

—c a
(3) Sigui
1 1 1
A= 2 -3 1
4 1 -5

Tenim que det(A) = 1-(—=3)-(=5)+1-1-442-1-1—1-(=3)-4—1-1-1—1-2-(=5) = 42 # 0.
Llavors la matriu A és invertible. Calculem la inversa fent servir la Proposici6 8.2.4.

Calculem primer els adjunts dels elements de A.

App = (1) i _é =14,  Ap=(-1)'*? i _é = 14,
Az = (—1)'+3 i _i’ =14, Ay = (-1 1 _; =6,
Agp = (—1)2+2 le _; S0 gy = (—1)2H i 1 _3
Agy = (—1)3+1 _; 1 C4 gy = (—1)2 ; 1 1,

ot B

Segons aquest resultat la matriu adjunta de A és

14 14 14
Adj(A)=| 6 -9 3
4 1 -5

Aixi, aplicant la férmula de la Proposicié 8.2.4 obtenim que

. 14 6 4
14—1::15 4 -9 1 |. <
4 3 -5

Acabarem fent un calcul general del determinant que ens sera 1til per al capitol

segiient.
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Proposicié 8.2.7 (i) Sigui A = (a;j) € My(K) una matriu tal que a;; = 0 si
i>7j (es diu que A és una matriu triangular superior ja que tots els elements

de sota de la diagonal principal son zero). Llavors det(A) = aj1 ... anp.

(ii) Sigui A € My, (K) una matriv de la forma A = (/\é" f,), on\e KiBiA

son matrius de mides adequades. Llavors det(A) = A" det(A').

DEMOSTRACIO.  Demostrarem (i) per induccié sobre n. El cas n = 1 és clar.
Suposem que n > 1 i que el resultat és cert per a n — 1. Llavors la primera columna
de A té tots els elements nuls llevat potser de a1;. Desenvolupant el determinant de
A per la primera columna obtenim det(A) = a11A4;;. Com que Aj; és el determinant
d’una matriu (n — 1) x (n — 1) tal que les components de sota de la diagonal sén
zero llavors, per hipotesi d’induccié, A11 = aga ... any. Aixi obtenim que det(A) =
a11a23 . . . Gnp, tal com voliem veure.

Demostrarem (ii) per induccié sobre r. Si r = 1, desenvolupant per la pri-

mera columna ja obtenim que det(A) = AA;; = Adet(A’). Suposem r > 11 que

I’enunciat és cert per ar — 1. Si A = (’\é" f,), llavors, desenvolupant per la pri-
mera columna, obtenim que det(A) = AAj;. Com que Ay = ‘/\16*1 ﬁ,, , per a

certa matriu B’, per hipotesi d’induccié, Aj; = A" ~!det(A’). Aixi obtenim que
det(A) = A - A Ldet(A") = A" det(A"). B

8.3 Exercicis

Exercici 1 Calculeu els determinats segiients (practiqueu diferents meétodes de calcul).

-1 21| -1 1 1
31| |2 1
) 740371_1 1,
2 0|5 -1
— 1 1 -1
126 -1 1+i 1 -2 0
10 1 2+i 3 -4 3
030 ’ 4+i 2 =3 2|
01 2 1—i 2 -4 6
-1 20 33 01 2 -1 -2
4 11 22 20 1 3 1
2 -1 3 22|, (00 2 1 -1
0 10 -21 44 0 2 0
0 00 01 03 -1 -1 -2
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Exercici 2 Siguin A i B dues matrius quadrades n X n sobre un cos K. Digueu si

son certes o falses les igualtats segiients.
(a) det(A+ B) = det A + det B.

(b) det(NA) = Adet A.

a].]. e o e aln a].]. o o aln
(C) )\all .. o e Aaln = )\ all o e o aln
anl e o e ann a’TLl o e o ann

(d) det(AA) = A" det A.
(e) det(—A) = —det A.

det A sin és parell,

(f) det(-A4) = {

—det A st és senar.

Exercici 3 (a) Calculeu els determinants segiients.

a a a a 1 1 1 1
b b b a a b ¢ d
c ¢ boal |a® v 2 &2
d ¢ b a ad v ol B
1 ao (ag)® ... (ao)"
1 al (a1)2 e (al)"
(b) Demostreu que | = ) ) = H (a; — aj).
oo : : 0<i<j<n
1 oan (an)? ... (an)"

(Determinant de Vandermonde)

Exercici 4 Calculeu els determinants de matrius n X n segiients.

1 2 3
1 n n 0 0 1
-1 0 3
n 0
) , | =1 =2 0
n 0 . .
. n
n n n 1 0 0
-1 =2 —(n—=1) 0
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Exercici 5 Demostreu que

1 2 ..omn
n+1 n+2 ... 2n
2n+1 2n+ 2 ..o 3n | =0,

m—1n+1 (n—1)n+2 ... n?

per a tot n > 2.

Exercici 6 Demostreu la formula del determinant de la matriu n X n segiient.

a b b
b a n—1
=(a—b)"""(a+ (n—1)0).
b
b b a

Exercici 7 Siguin A i B matrius quadrades n X n. Demostreu que
rang(AB) = n <= rangA =n i rangB = n.

Exercici 8 Una matriu A € M,(R) es diu ortogonal quan la seva inversa coincideix

amb la seva transposada, A~ = At.
(a) Proveu que si A és ortogonal, aleshores det A = +1.
(b) Proveu que si A i B son ortogonals, aleshores AB també ho és.

(c) Trobeu totes les matrius ortogonals 2 X 2.

Exercici 9 Sigui A € M,(R) antisimétrica, és a dir, tal que A = —At. Demostreu
que
det(A) = (—1)"det(A).

Deduiu que les matrius antisimtriques d’ordre senar tenen determinant zero.

Exercici 10 Trobeu la inversa de la matriu M N, on

cosx —sinz 0 cosy 0 siny
M= sinz cosz O N = 0 1 0
0 0 1 —siny 0 cosy

Exercici 11 Demostreu que si A és invertible, llavors (A=)t = (AH)~1,



Capitol 9

Diagonalitzacié de Matrius i

d’Endomorfismes

En tot aquest capitol, K és un cos i V és un K-espai vectorial de dimensié finita
n > 0.

Si A € Myxm(K) llavors, pel Teorema 6.2.3, existeixen matrius P i @) invertibles
tals que PAQ = (IOT 8) . Aquest resultat és molt 1util per simplificar alguns calculs
amb matrius i reduir-los a calculs en matrius del tipus (Ig 8).

Per segons quin tipus de problemes de calcul matricial cal veure si, donada una
matriu A € M, (K), existeix una matriu P invertible tal que P~!AP té una forma
senzilla. En aquest capitol, estudiarem quan existeix P € GL,(K) tal que P~'AP
és diagonal. Quan aixo passi, direm que la matriu A és diagonalitzable.

El Teorema 6.2.3 el vam demostrar fent servir només eines del calcul matricial.
Desenvolupar la teoria de la diagonalitzacié des del punt de vista del calcul matricial
és molt artificial, els conceptes esdevenen molt més clars agafant un punt de vista
més abstracte: pensant la matriu A com a matriu associada a un endomorfisme d’un
espai vectorial V. Aix0 ens portara a definir que vol dir que un endomorfisme sigui

diagonalitzable, i a desenvolupar la teoria per a endomorfismes.

9.1 Conceptes basics

Comencem donant una demostracié diferent del Teorema 6.2.3, i aixi illustrem com
pot portar a simplificar molt les idees, agafar el punt de vista abstracte de les

aplicacions lineals.

Teorema 9.1.1 Donada A € My,xn(K), existeizen P, Q matrius invertibles tals
que PAQ = (%'0), on I, € M,(K) és la matriu identitat.

159
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DEMOSTRACIO. Sigui Vi = K™ i Vo = K™. Considerem l’aplicacié lineal f: V; —

T t
Vo donada per f(x1,...,x,) = (A ( : >> . Siguin Bj i B3 les bases canoniques de

V1 i de Vs respectivament. Llavors M (f, By, By) = A.

Sigui (v1,...,vs) una base de Ker f. Triem wy,...,w, vectors de V; tals que
B = (w1,...,wy,v1,...,vs) sigui una base de V;. Llavors f(w1),..., f(w,) formen
una base de Im f (vegeu el Teorema 7.2.6). Triem ara uq,...,us vectors de V;
tals que By = (f(w1),..., f(wy),u1,...,u) sigui una base de Vo. Com que, per a
i=1,...,r, f(w;) =1 f(w;) i, per j=1,...,s, f(v;) =0, tenim que

M(f,B1,By) = (§3)-
Per la Formula del Canvi de Bases,
M(B%BQ)M(J(: By, BQ>M(B11 Bl) = M(fa 37 Bé)7
és a dir, agafant P = M (B, B}) i Q = M (B}, B1), tenim

PAQ=(55). 1

En aquesta demostracié les matrius P i ) s’interpreten com matrius de canvis
de base, a I’espai vectorial d’arribada i al de sortida respectivament, de I’aplicacio
lineal induida per la matriu A.

En el cas d’'una matriu quadrada A € M,,(K), podem pensar que A indueix un

1 t
endomorfisme f: K" — K", donat per f(xi1,...,2,) = <A < : >> . Si B denota

Tn

la base canonica de K", llavors M(f, B, B) = A.

Notacié: Per simplificar la notacié, si f: V — V és un endomorfisme, i fixem
una mateixa base B a la sortida i a ’arribada denotarem la matriu associada per
M(f,B). Parlarem de la matriu de ’endomorfisme f en la base B. <

Proposicié 9.1.2 Sigui f: V — V un endomorfisme. Sigui B una base de V i
A= M(f,B) € M,(K). Llavors, A" € M, (K) és la matriu de f en una certa base

si i només si existeiz una matriu P € M,(K) invertible tal que P~'AP = A,

DEMOSTRACIO.  Suposem que existeix la base B’ tal que A’ = M(f,B’). La

Foérmula del Canvi de Bases ens diu que

A'=M(f,B')=M(B,B)M(f,B)M(B',B) = P ' AP,
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on P=M(B',B).

Reciprocament, suposem que P = (p;;) és una matriu invertible tal que
PlAP = A,

Si B = (v1,...,0n), per a j = 1,...,n, definim u; = > | p;jv;. Llavors, com
que les columnes de P formen una base de M, «1(K) (vegeu el Teorema 6.3.4),
B' = (uq,...,uy) és una base de V i, a més, P = M(B’, B). Per la Férmula del

Canvi de Base,

A' = P'AP = M(B,B)M(f,B)M(B',B) = M(f,B'). 1

Diem que una matriu A € M,(K) és diagonalitzable si existeix una matriu
invertible P € M,,(K) tal que P~'AP és diagonal, és a dir

A\ 0
P tApP = ,
0 A

per a certs Aq,..., A\, € K.
Un endomorfisme f de V és diagonalitzable si existeix una base B de V tal que

la matriu de f en aquesta base és diagonal.

Noteu que, per la Proposicié 9.1.2, un endomorfisme f de V és diagonalitzable

si i només si ho és la matriu de f en qualsevol base de V.

Observacié 9.1.3 Sigui f: V — V un endomorfime. Suposem que

B:(’Ula"wvn)

A 0

és una base de V tal que M(f, B) és la matriu diagonal ( ‘ > Aixo vol dir
0 An

que, per ai = 1,...,n, f(v;) = A\v;, és a dir B és una base tal que tots els seus

elements satisfan que la seva imatge per f és un multiple d’ell mateix. Aquest tipus

de vectors es diuen vectors propis de f. &

9.2 Vectors propis

Sigui f € Endg (V). Un wvalor propi de f és un escalar A € K tal que existeix
u € V\{0} que compleix

f(u) = Au.
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Un vector propi de f és un vector no nul v € V tal que f(v) = Av, per a algun
escalar A € K, i en aquest cas, diem que v és un vector propi de f amb valor propi
A. Si A és un valor propi de f, es diu que Ker (f — Ald) és el subespai propi de f de

valor propi A.

L’observacié 9.1.3 ens diu que un endomorfisme f de V' diagonalitza si i només

si V' té una base formada per vectors propis de f.

Proposicié 9.2.1 Sigui f: V — V un endomorfisme. Per a un vector v € V les

afirmacions segiients son equivalents.
(i) v és un vector propi de f.
(ii) Existeix A € K tal que v és un vector no nul de Ker (f — Ad).
(1ii) v és un vector no nul tal que f({v)) C (v)
En el cas de Uapartat (ii), diem que v és un vector propi de f de valor propi .

DEMOSTRACIO. (i) < (ii) Per definicié, v és un vector propi si i només si és un
vector no nul i existeix A € K tal que f(v) = Av = Ald(v). Es a dir, v és un vector
propi si i només si v és un vector no nul tal que (f — A\Id)(v) = 0. Aix0 és el mateix
que dir que v és un vector no nul de Ker (f — A\Id).

(i) & (i1i) f({v)) C (v) si i només si, per tot a« € K, f(aw) € (v). Com que
flav) = af(v), aixo és cert si i només si f(v) € (v), és a dir si existeix A € K tal

que f(v) = Av. |

Observacié 9.2.2 Per calcular els valors propis, en general, farem servir ’apartat
(73) de la Proposicié anterior. Si f: V — V és un endomorfisme i, en una certa base
B de V, M(f,B) = A, llavors f — AId també és un endomorfisme de V i, a més,
M(f—Ad,B) = A — \lL,.

L’apartat (7i7) de la Proposici6 anterior déna una descripcié geometrica dels
vectors propis d’un endomorfisme f.

A la vista de lafirmaci6 (i7) de la Proposicié 9.2.1, els vectors propis de valor
propi 0 sén exactament els vectors no nuls de Ker (f). Noteu que si v és un vector
propi de valor propi 0 llavors f((v)) = {0} C (v). En canvi, v és un vector propi de
f de valor propi A # 0 si i només si f((v)) = (v). &

Lema 9.2.3 Sigui f: V — V un endomorfisme. Per ai = 1,...,r, sigui v; €
Ker (f — \Id), on A1,..., N\, son elements diferents de K. Llavors vi+ ...+ v, =0

st i només sivy = ... =wv, =0.
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DEMOSTRACIO. Ho demostrarem per induccid sobre 7. Si r = 1, no hi ha res a dir.
Suposem que 7 > 1 i que I'enunciat és cert per a r—1. Suposem que v1+...4+v, = 0,
on v; € Ker (f — A\Id), per a tot i = 1,...,r. Aplicant f — A\,Id a aquesta igualtat,

obtenim
0=(f—NId)(v1 +...+v) = (f = ANId)(v1) + ...+ (f = A Id)(vy).

Com que v; € Ker (f — NId), (f — NId)(v;) = 0. Llavors f(v;) = A\jv;. Aleshores,

pertoti=1,...,r,
(f — )\Tld)(vi) = f(’UZ) — /\ﬂ]i = ()\z — AT)Uz‘.

Aixi doncs

0 = (f=NId)(v1+...+v)
()\1 — AT)Ul 4+ ...+ (/\'r—l — AT)U,«_l + ()\T — )\r)'Ur
= ()\1 - )\r)vl +...+ (/\rfl - )\T)UT‘fl‘

Peratoti=1,...,7 =1, (A\; = A\p)v; € Ker (f — A\Id) i, per hipotesi d’'induccid,
(Ni—Ar)v; = 0. Com que \;— A, # 0, podem concloure que, peratoti=1,...,r—1,

v; = 0, i llavors també v, = 0. §

Teorema 9.2.4 Sigui f € Endg (V). Siguin \1,..., A elements diferents de K.
Per a1 =1,...,r, sigui A; = {vi1,...,Vin,} un conjunt vectors propis de valor
propi A; linealment independents . Llavors A1 U...U A, és un conjunt de vectors

linealment independents.

DEMOSTRACIO. Hem de veure que, en una combinacié lineal del tipus

r

Z (aﬂvil + ...+ Ckmi’l)mi) =0,
=1

tots els escalars sén zero. Perai=1,...,r, sigui
W; = ;11 + ... + Qip, Vi, € Ker (f — )\lId)

Pel Lema 9.2.3, tenim que w; = 0, per a tot ¢ = 1,...,r. Com que cada w; és
combinacié lineal de vectors linealment independents, podem concloure que, per a

tOtizl,...,T, Oéi1=-~=Oémi=0-|
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9.3 Polinomi caracteristic d’un endomorfisme.
Sigui A € M, (K). Definim el polinomi caracteristic de A com p(z) = det(A—=x1},).

Observacié 9.3.1 Sigui A = (a;j) € My (K). Fent servir al formula del determi-

nant que vam donar a ’'observacié 8.2.5, podem veure que

pa(x) = (a11 — ) ... (apn — ) + q(2),

on ¢(x) és un polinomi de K[z] de grau com a molt n — 2. Aix{ doncs, pa(x) és

n n—1

un polinomi de grau n de K|[z] tal que el coeficient de z™ és (—1)" i el de =
és (=1)"Y(a11 + ... + ann). Es poden donar férmules per a tots els coeficients
del polinomi caracteristic en funcié dels coeficients de la matriu. Es util i facil de
recordar que el terme independent del polinomi caracteristic de A és precisament
det(A).

Aix{ el polinomi caracteristic d’'una matriu A = (52! a12) € My(K) és pa(x) =

2
x — (a11 + ag2)x + arraz — ajgaz;. <

Proposicié 9.3.2 Sigui f un endomorfisme de V. Siguin By, Bs dues bases de V.
Llavors pM(fyBl)(l‘) = pM(f’B2)(x).

DEMOSTRACIO. Sigui P = M(Bs, By) llavors, per la Férmula del canvi de Base,
M(f,Bz) = P~'M(f, By)P. Fem el calcul segiient,

PM(FBy) (%) = det(M(f, Bz) — 1)
= det(P~'M(f,B1)P —xP~'P)
= det(P~(M(f, B1) — z1,)P)
= det(P~")pas(s,py) () det(P)
= pM(f,Bl)(l‘)' i

Sigui f un endomorfisme de V i sigui B una base de V. Definim el polinomi
caracteristic de f com el polinomi caracteristic de la matriu de f en la base B, és a
dir

pf(f) = PM(f,B) (7).

La Proposicié 9.3.2 demostra que el polinomi caracteristic d'un endomorfisme
no depen de la base que triem.

La importancia de ps(x) en la teoria de la diagonalitzacié es deu al fet segiient.
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Proposicié 9.3.3 Sigui f un endomorfisme de V i sigui A € K. Llavors A és un

valor propi de f si i només si A és una arrel de py(x).

DEMOSTRACIO. Siguiv € V. Llavors v és un vector propi de valor propi A si i només
si v és un vector no nul de Ker (f—AId). Si B és una base de Vi M (f, B) = A, llavors
la matriu de f — Ald en la base B és A — Al,,, i f — Ald té nucli no trivial si i només
si la matriu A — A\, no és invertible. Llavors f té un vector propi de valor propi A si
i només si A — AL, no és invertible, és a dir, si i només si ps(A) = det(4 — AI,) = 0.

Observacions 9.3.4

(1) Hi ha autors que defineixen el polinomi caracteristic d’'una matriu A € M, (K)
com det(zl,—A). Com que A—zxl,, = —(xl,,—A), det(A—=zl,) = (—1)" det(x],,— A).
Aixo ens diu que, si n és parell, no hi ha diferéncia entre la definicié que hem donat

i aquesta altra, i si n és senar, difereixen en el signe.

(2) En el capitol 8, hem estudiat el determinant d’una matriu sobre un cos. Aixi, que
vol dir det(A — zId)? KJz] és un domini d’integritat i, de la mateixa manera que Z
es pot incloure a Q, tot domini d’integritat s’inclou en un cos. En el cas particular
de K[x] tenim

p(z)

K] C K(z) = {q@) | p(x), a(x) € Kla], qlz) # o} |

on

a(z) _ clx) a(r)a(r) = b(x)c(x
ba) ~ da) WD) =P,

i definim la suma i el producte per

a(z)  c(x) _ a(z)d(z) + b(x)c(x) . a(z) c(z)  az)c(z)
b(x)  d(x) b(x)d(x) b(z) d(z) b(x)d(x)

K (z) és un cos que es diu cos de fraccions de K|[z].
Aixi podem pensar A — zId € M, (K(x)), i per tant té sentit calcular el seu

determinant.

(3) Donada una matriu A € M, (K), sabem que la matriu de ’endomorfisme f de

K™, definit per
t

flz1,...,zn) =1 A : ,
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en la base canonica de K™ és A. Doncs bé! Es diu que u € K™ és un vector propi

de A si u és un vector propi de f, és a dir, si u #0 i
Aul = M,

per a cert A € K. Es diu que 4 € K és un valor propi de A si p és un valor propi

de f. A més, sabem que aix0 passa si i només si pa(p) =0. &

Proposicié 9.3.5 Sigui f un endomorfisme de V. Suposem que pr(xz) = (x —
AN)'q(z), gq(A) #0 ir > 1. Llavors 1 < dim (Ker (f — AId)) < r.

DEMOSTRACIO. Sigui s = dim (Ker (f — AId)). Com que A és una arrel del polinomi
caracteristic, per la Proposicié 9.3.3, sabem que hi ha vectors propis de valor propi A
llavors s > 1. Sigui vy, ..., vs una base de Ker (f—AId), i siguin wy, . .., w,—s tals que
B = (v1,...,vs,w1,...,w,_g) sigui una base de V. Com que els primers s vectors

de la base s6n vectors propis de f de valor propi A, obtenim que M(f, B) és una

M B (A—z)Is B
0 A 0 A —xl, g

(A — z)%t(x). Com que X és una arrel de multiplicitat r de ps(z), s <r. §

matriu del tipus A = ( ) Per la Proposici6 8.2.7, ps(x) =

Teorema 9.3.6 Un endomorfisme f de V és diagonalitzable si i només si existeixen

A, ..y Ar € K diferents i enters positius nq, ..., n, tals que
pr(x) = (=1)"(x =)™ ... (x = A\)"
i dim (Ker (f — \Id)) = ny, pera toti=1,...,r.

DEMOSTRACIO.  Suposem que f és diagonalitzable. Llavors existeix una base

B = (v1,...,v,) de Viexisteixen A1, ..., A, € K diferentsing,...,n, enters positius
tals que
A1
ni)
A1 0
M(f,B) =
0 Ar
ny)
Ar

Ara py(z) = pay(ppy (@) = (=1)"(@ — A)™ - - (T = A"

Ara v € Ker (f — A\jIdy) si i només si

(M(f,B) — X\il,)M(v,B) =0,
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és a dir:

AL — N

nr)

)\7‘ - )\z
Si pensem aquesta igualtat com un sistema d’equacions lineals amb incognites les
coordenades de v respecte de B, tenim que la solucié del sistema forma un subespai
vectorial de dimensié igual a n menys el rang de la matriu del sistema. En aquest
cas, com que la matriu és diagonal i té exactament n; zeros a la diagonal, tenim que

el seu rang és n — n;. Per tant
dim (Ker (f — NiIdy)) =n — (n — n;) = n,.
Suposem ara que
pr(z) = (=1)"(x = Ap)™ .. (= A\)",
amb A1, ..., A\, diferents, i
dim (Ker (f — NIdy)) =mn; Vi=1,...,r

Veiem que Ker (f — MIdy) & ... & Ker (f — A Idy).
Sigui B; una base de Ker (f — A\;Idy ). Per hipotesi, B; té n; elements. Llavors
B=ByU...UB,

és un conjunt de ny + ... +n, = n = gr(ps(x)) vectors que sén linealment indepen-
dents pel Teorema 9.2.4. Llavors B és una base de V formada per vectors propis,

per tant f és diagonalitzable. De fet
A1

ni)

nr)
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Corollari 9.3.7 Tot endomorfisme f de V tal que
pr(x) =(x—A)...(x = \y),
amb M1, ..., \, € K diferents, és diagonalitzable. 1

Exemples 9.3.8
(1) Sigui f: R? — R? I’endomorfisme definit per f(z,y) = (z +,y). La matriu de

f respecte de la base canonica de R? és
11
0 1)

1—z 1
0 1—=z

El polinomi caracteristic de f és

psla) = = (z - 1)%

Calculem els vectors propis de valor propi 1 de f. Tenim que

AI2:<0 1)
0 0

Per trobar els vectors de Ker (f — Id) hem de resoldre el sistema
0 1\ (z\ (o
0 0/\y/ \o/’

Ker (f —id) = {(x,0) | z € R}.

és a dir

Clarament dim (Ker (f —Id)) =1 < 2, i per tant f no diagonalitza.

(2) Sigui g: R? — R? I'endomorfisme definit per g(z,y) = (x —y, —r +y). La matriu

de g respecte de la base canonica de R? és

A:(; 1).

El polinomi caracteristic de g és

1—-2 -1

1. =(z—-12-1=2>-220=(z—2)z

pa(z) =

Per tant g diagonalitza.

(1,1) és un vector propi de g de valor propi 0,
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(1, —1) és un vector propi de g de valor propi 2.
o 11 p_ (V2 12
I S T o\ 12 1/2
piap [ V2 12 1 -1 11\
S\ 12 1/2 -1 1 -1 1)
(12 —1)2 2 0\ (20
S\ 12 1/2 -2 0/) \o o)’

(3) Considerem la matriu

Si

1 0 0
A= 0 0 -1
0 1 0

Estudiem si A diagonalitza sobre R. Per aix0 podem pensar que la matriu A és
la matriu d’un endomorfisme f de R? respecte de la base canonica, i sabem que A

diagonalitza si i només si f diagonalitza. Calculem el polinomi caracteristic de f:

11—z 0 0
pr(z) =palz) = 0 - —1|=—(z—-1D)(z*+1).
0 1 —x

Com que pa(x) no descompon en producte de factors de grau 1 sobre els reals, A
no diagonalitza sobre R.

Estudiem si A diagonalitza sobre C. Igual que en I'estudi anterior, podem pensar
que A és la matriu d’un endomorfisme g de C3 respecte de la base canonica. El

polinomi caracteristic de g és:
pg(z) =pa(z) = —(x — 1)(x —i)(z + 7).

Per tant A diagonalitza. Calculem una base de vectors propis de A. Per aixd hem

de resoldre els sistemes d’equacions lineals segiients:
(A-I3)X =0, (A—il3)X=0 i (A+il3)X =0.

El vector (1,0,0) és solucié del primer sistema i, per tant, és un vector propi de A
de valor propi 1. El vector (0,47,1) és solucié del segon sistema i, per tant, és un

vector propi de A de valor propi i. El vector (0,—i,1) és solucié del tercer i, per
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tant, és un vector propi de A de valor propi —i. Posant aquests vectors en forma de

columna obtenim la matriu

1 0 0
P=1]0 T —1
0 1 1
La seva inversa és
1 0 0
Pl=10 —i/2 1/2
0 /2 1/2
Ara tenim que
1 0 0 1 0 1 0 0
PlAP=1 0 —i/2 1/2 0 0 -1 0 i z)
0 i/2 1/2 0 1 0 0 1 1
1 0 0 10 0 1 0 0
=10 —i/2 1/2 0 -1 -1 (0 i 0.0
0 /2 1/2 0 i —i 0 0 —i

9.4 Exercicis

Exercici 1 Sigui f:R3 — R3
(r,y,2) — (z,3z—y— 2z, —6x + 6y + 62)

(a) Demostreu que f és una aplicacid lineal, i trobeu la seva matriu en la base

canonica (diguem-n’hi A).

(b) Trobeu el polinomi caracteristic de f i factoritzeu-lo. Quins son els valors

propis de f?
(¢) Calculeu els subespais propis corresponents a cada valor propi de f.

(d) Ezisteir alguna base de R® formada exclusivament per vectors propis de f?

Diagonalitza f?

(e) Calculeu la matriu de f en la base de vectors propis de l'apartat anterior i

relacioneu-la amb la matriu A del primer apartat.

A:<5/2 —1)7
3 —1

Exercici 2 Donada

calculeu A™38  lim,,_,oo A™.
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Exercici 3 Estudieu la diagonalitzacio sobre R i sobre C, dels endomorfismes re-

presentats per les matrius segiients, referides a la base canonica:

, -3 6 0
0 —i 3 17
. ’ ’ -2 3 0 )
10 -2 =3
0 0 5

) ] ) 01 0O
6 —7 —20 241 —1 7
] ) 0 01 0
0 0o -8 1, —21 2 -2 ,
) ) ) 0 0 0 1
1 -1 0 -1 —1 2—1
-1 0 0 O

Exercici 4 Sigui E = {(x,y,2) € R®| 2 = 0} C R3. Demostreu que ’endomorfisme
f de R3 donat per f(z,y,2) = (—x — 3y, =3z — y + 22,22) deiza E invariant, és a
dir f(E) C E. Calculeu una base de E i la matriu de de la restriccio f|g de f a E
en aquesta base. Calculeu tots els endomorfismes de R3 que siguin diagonalitzables,

que deixin E invariant i que coincideizin amb f sobre E.

Exercici 5 Sigui f: V — V un endomorfisme. Siguin By, B bases de V.. Demos-
treu que det M(f,B1) = det M(f, B2). (Aixo permet definir el determinant d’un
endomorfisme com det f = det M (f, By)).

Exercici 6 Siguin E un R-espai vectorial i@ f : E — E un endomorfisme. Proveu

que:
(a) dim E senar = f té almenys un valor propi.
(b) dim E parell i det f < 0= f té almenys dos valors propis diferents.

(¢) Hi ha ezemples en quée dim E és parell i f no té valors propis.

Exercici 7 FEstudieu segons els valors dels parametres a 1 b la diagonalitzacio dels

endomorfismes de R® que, en la base canonica, tenen les matrius segiients:

a b 0 a b 0 a—>b b -1
b a b |, o -1 0 |, b a—-b -1
0 b a 0 0 1 0 0 a?

Exercici 8 Quins valors poden prendre a i d per tal que les matrius segiients repre-

sentin el mateiz endomorfisme de C??

() (0 )
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Exercici 9 Considerem l'endomorfisme f : R* — R* donat per
fle,y,z,t) =(z+y+z+t,xa+y—z—t,x—y+z—t,x—y—z+t).
Calculeu f1%9(1,0, -1, —1).
Exercici 10 Sigui f: Rs[z] — Ra[x] l'endomorfisme definit per
fla+bz+cx® +da®)=a+b+ (a+bzx+ (a—b+2c+d)x® + (2a + b+ ¢ + 2d) 2.
(a) Calculeu la matriu de f respecte de la base (1,z, 22, 23).

(b) Trobeu el polinomi caracteristic de f i factoritzeu-lo. Quins son els valors

propis de f?
(c) Calculeu els subespais propis corresponents a cada valor propi de f.
(d) Es f diagonalitzable?

(e) Calculeu f1909(z?).



Capitol 10
Espai Dual

En el capitol 7, hem vist que el conjunt de totes les aplicacions lineals entre dos
espais vectorials sobre el mateix cos K, amb la suma d’aplicacions i el producte per
escalars, és un K-espai vectorial (vegeu la Proposicié 7.1.2). Aqui estudiarem un
cas particular d’aquest tipus d’espais vectorials: 1’espai dual.

En aquest capitol, K és un cos i V és un K-espai vectorial de dimensié finita
n > 0.

10.1 Definicié i propietats

L’espai dual de V' és V* = L(V,K), el K-espai vectorial de totes les aplicacions

lineals de V a K. Cada element de V* es diu forma lineal sobre V.

Per la Proposicié 7.4.1, dimV* = n = dim V. Sigui B = (uy,...,uy,) una base

de V. Siguin uj, ..., u; les formes lineals sobre V' tals que
. 1 sij=i
ug (uy) = o
0 sij#1

Llavors M (u}, B, (1)) = (0,...,0,1,0,...,0), amb I'l a la posicié i.
Per la Proposicié 7.4.1, B* = (uf, ..., u},) és una base de V*. Aquesta base de
V* es diu base dual de B.

La Proposici6 segiient ens diu com calcular les coordenades d’una forma lineal

w € V* respecte la base dual B*.

Proposicié 10.1.1 Siguin B = (uy,...,uy) una base de V i B* = (u},...,u}) la

Q0 s Un
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seva base dual. Llavors

o) = (X7 au)) (w) = S aguj(u) = a. B

Exemple 10.1.2 Calculem la base dual de la base
B = ((1’ 2’ 3)7 (_17 07 1)’ (17 17 2))

de R3. Sigui
By = (61 = (13070)762 = (07 170)763 = (0707 1))

la base canonica de R3. Observem que la base dual de la base canonica és
By = (€1, €3, €3),
amb ej(z,y,2) =z, e5(z,y,2) =y iej(x,y,2) = z. Sabem que
M(By, BY) = (C(e1, BY), C(e3, BY), C(e3, BY)).

Per la Proposicié 10.1.1, tenim que

er(1,2,3)  e5(1,2,3)  €5(1,2,3) 1 2
M(B;, B*) = | e1(=1,0,1) €5(~1,0,1) e5(-1,0,1) | =| -1 0
e1(1,1,2)  e5(1,1,2)  e5(1,1,2) 112

Com que M (B*, B}) = M(Bg, B*)™!, tenim que

1 23 ~1/2 -1/2 1
MBB)=| -1 0 1 =| 32 -12 -2
1 1 2 -1/2 1/2 1
Aixi B* = (w1,w2,ws), on
w1 = —dei + o3 - bes
wy =—gef — 3¢5+ 365

w3 =e] —2e5+ e
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Per tant
wi(z,y,2) = —3x+3y— 1z
wa(,y,2) = =37 — 3y + 32
wi(x,y,2) =2 —2y+z

&

Sigui f : Vi — Vs una aplicacié lineal entre dos K-espais vectorials V; i V5.

Definim ’aplicacié dual de f per

f* . VQ* _ VYI*

w — wof

Veiem les propietats de les aplicacions duals.

Proposicié 10.1.3 Siguin Vi, V, i Va3 K-espais vectorials. Siguin g, f € L(V1,V3),
h € L(Va,V3). Llavors

(i) f* € LV, V).

(i) (f+9)"=f"+g"
(iii) (af)* = af*, VacK.
(iv) (ho f)* = f* o h*.

DEMOSTRACIO. Per demostrar (i), hem de veure que f* és lineal. Siguin wy,ws €
Vo', ueViiae K. Ara tenim que

(f* (w1 +w2))(u) = ((w1 +w2) o f)(u)
= (w1 +w)(f(u)
= wi(f(u)) + wa(
= (" (w)(w) + (f*(w2))(u)

= (f"(w1) + f*(w2)) (w).

Per tant f*(w1 4+ we) = f*(w1) + f*(w2). També tenim que

(f*(awr))(u) = ((aw

)
f(w)

Per tant f*(aw1) = af*(wy). Aixi, f* és lineal.
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Demostrem ara (i¢). Siguin w € V5 i u € Vj. Llavors

(f +9)*(@)(u) = (wo (f +9))(u)
= w((f +9)(w)
= w(f(u) +g(u))
= w(f(u)) +wlg(u))
= ([ (w)(u) +(
= ("(w) +9"(w))(u)

= ((f"+yg )(W))(U)
Per tant (f 4+ ¢)*(w) = (f* + ¢*)(w), 1 aix{ obtenim que (f + g)* = f* + ¢*.
També tenim que si o € K llavors
((af)*(w))(u) = (wo(af))(u)
— w((af)(w)
= w(af(u)
= aw(f(u)
= a(f*(w))(u)
= (af*(w))(u)
= ((af*)(w))(w).
Per tant (af)*(w) = (af*)(w), i aixi obtenim que (af)* = af*, cosa que demostra
(ii).
Finalment, demostrem (iv). Sigui wg € V5", Llavors
(hof)"(ws) =wso(hof)=(wgoh)of=f"(wsoh)=f"(h"(w3)) = (f"oh")(ws).
Per tant (ho f)* = f*oh*. 1

)
)

Proposicié 10.1.4 Siguin V1 i Vo K-espais vectorials no nuls de dimensio finita.

Siguin By © By bases de V1 i Vo respectivament. Llavors
M(f*, By, BY) = M(f, B1,Ba)", V[ € L(V1,Va).
DEMOSTRACIO. Siguin By = (u1,...,up) 1 By = (v1,...,vy). Llavors
M(f*, B3, By) = (C(f*(v1), Bi), ..., C(f*(vp), BY))
= (C(vi o f, BY),...,Clug, 0 f, BY))
vi(f(un)) - vp(f(u)) C(f(w), Ba)*
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La quarta igualtat és perque si f(u1) = ajv1 + - - 4+ QmUm, lavors v (f(u1)) = ;.

Com a conseqiiencia tenim el resultat segiient.

Corollari 10.1.5 Siguin Bi, Bo dues bases d’un K-e.v. V de dimensid finita. Lla-

vors

M(B;BI) = M(Bla BQ)t'

DEMOSTRACIO. Només cal observar que 'aplicacié dual de I'aplicacié identitat de

V és laplicacié identitat de V*, i aplicar la Proposicié anterior, agafant f = idy . il

Exemple 10.1.6 Sigui f : R?® — R2? T'aplicacié lineal definida per f(z,y,z) =
(x —y,y — z). Calculem la dimensi6 i una base de Ker (f*) i de Im (f*).

Siguin By, By les bases canoniques de R? i R? respectivament. Llavors

M(f, B1,B2) = ( (1) _1 _(1) )

Sabem, per la Proposicié 10.1.4, que

1 0
M(f*, Bs,BY) = M(f,B;,By)! = | —1
0 —1

Com que "iltima matriu té rang 2, tenim que dimIm (f*) = 2. Ara
dim Ker (f*) = dim (R?)* — dimIm (f*) =2 — 2 = 0.

A més, les columnes de I'iltima matriu sén les coordenades dels vectors w1, ws d’una

base de Im (f*) respecte de Bf. Per tant, si By = (e], e}, €3), tenim que
wi=¢€]—e; 1 wy=e5—e€3
formen una base de Im (f*). I les formes lineals wy,ws estan definides per
wi(z,y,2) =z —y 1 wiz,y,2)=y— 2.

Com que Ker (f*) = {0}, 0 és una base de Ker (f*). <
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10.2 L’espai bidual

L’espai bidual de V' és V** = (V*)*.

Com hem vist, per la Proposicié 7.4.1, dimV* =n = dim V. Per tant, V i V*
sén espais vectorials isomorfs, i també tenim que V* i V** sén isomorfs, és a dir que
els tres espais vectorials V, V* i V** s6n isomorfs.

Sabem que per definir un isomorfisme entre V' i V** només cal agafar una base
B = (u1,...,u,) de V iuna base (v1,...,v,) de V** i considerar 'inic isomorfisme
f:V—V* tal que f(u;) =v;, peratoti=1,...,n.

Doncs bé! Ara veurem que podem definir un isomorfisme de V' a V** sense usar
cap base. Aquests tipus d’isomorfismes es diuen naturals i ens permeten identificar

les estructures algebraiques entre les quals estan definits.

Proposicié 10.2.1 L’aplicacio

p:V —
u — @u): V¥ — K

w — w(u)
€s un isomorfisme.

DEMOSTRACIO. Veiem que ¢ és lineal. Siguin u,v € V, A € K i w € V*. Hem de

veure que

p(u+v)=p(u) + o)

p(Au) = Ap(u).

Ara tenim que p(u + v)(w) = w(u +v) = w(u) + wv) = p(u)(w) + p(v)(w) =
(p(u) + ¢(v))(w).
Per tant p(u +v) = p(u) + ¢(v).

També tenim que

pAu)(w) = wAu) = Aw(u) = Ap(u)(w) = (Ap(u))(w).

Per tant o(Au) = Ap(u).
Veiem ara que ¢ és injectiva. Sigui u € Ker (¢). Llavors Vw € V*, w(u) = 0.
Pero aixo només pot passar si u = 0. Per tant ¢ és injectiva.

Com que dim V' = dim V**, tenim que ¢ és isomorfisme. 1
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Proposicié 10.2.2 Siguin Vi, Vo K-espais vectorials de dimensid finita. Sigui f €
L(V1,V3). Llavors el diagrama

v — v

o | |#

f** o

*ok
Vit —— 1,

és commutatiu, és a dir wa o f = f* o1, on w1, w2 son els isomorfismes definits

a la proposicio anterior.

DEMOSTRACIO. Siguin u € Vj i w € V5. Hem de veure que
pa(f (W) (w) = [ (p1(u)) ().
Ara go(f(u))(w) = w(f(u) 1 [ (pr(u)(w) = (p1(u) o [7)(w) = pr(u)(we f) =

w(f(u)). Per tant el diagrama és commutatiu.

Observacié 10.2.3 Aquestes dues ultimes proposicions ens permeten identificar
cada espai vectorial de dimensié finita V' amb el seu bidual V** de manera que
u = ¢(u) i cada aplicacié lineal entre espais vectorials de dimensi6 finta amb la seva
bidual.

Observem que si B = (uy,...,u,) és una base de Vi B* = (uf,...,u}) és la

seva base dual, llavors ¢p(u;) € V** compleix que

(o)) =) = § 0
R VT Y

Per tant la base dual de B* és B** = (p(u1),...,p(u,)). Aixi, mitjancant la iden-

tificacié que hem fet, com que p(u;) = u;, tenim que B** = B. <

Exemple 10.2.4 Sigui V' = Rg[x] 'espai vectorial dels polinomis de grau < 2 sobre
R. Siguin I}: V — R, Dg: V — R i D;: V — R definides per

Veiem que By = (I&, Dy, Dy) és una base de V*. Com que V* té dimensié 3, només

cal veure que I&, Dy i Dy sén Li. Siguin ag, a9, ag € R tals que

041[6 + ao Dy + agDy = 0.
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Llavors
(I} + aaDy + asD1)(1) = a1 = 0,
(asDg + azD1)(z?) = 2a3 = 0,
(e Dy)(z) = ag = 0.

Per tant By és una base de V*.

Calculem ara una base B de V tal que B* = Bj.

Usant la identificacié de V amb V**, tenim que la base B que busquem és
B = B** = By.

Sigui By = (1,z,22) la base canonica de V. Llavors By = (1*, 2%, (z%)*), on

1*(ap + a1z + az2?) = ap,
*(ag + a1z + asz?) = a1

(z2)* (a0 + a1@ + aga?) = as.

Com que
I&(a0+a1x+a2x2) =agp+ % + 1%27
DO(aO + alxr —+ a2$2) =aq,
D1(ag + arx + azx?) = a1 + 2as,
tenim que
1 00
102

Pel Corollari 10.1.5,

M(By, BY) = M(By, B})' =

o
o O =
— = N
N O Wi

Llavors,
11\ ! 11
15 3 ~3 76
M(Bf,By) = M(Bo, Bj) ' = 0 1 0 o 1 o
01 2 _% %
Per tant B = Bf = (1,—3 + 2 — 12%, -1 + 12?). ©

10.3 Subespai incident

Sigui A un subconjunt de V. Definim 'incident de A com

A =Ly eV w(u)=0 VYuc Al
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Exemple 10.3.1 Siguin A = {(1,—-1,2),(1,0,1)} € R® i w; € (R3)* tal que
Wl(xayaz) = I‘—y—|—2.

Calculem A™ i {w; }ne.
Busquem w € (R3)* tal que w(1,—1,2) = w(1,0,1) = 0. Sabem que w(z,y,z) =

ax + by + cz, per a certs a,b,c € R. Llavors s’ha de complir que

a —b 42 = 0
a c = 0
Per tant a = —ci b =c. Aixi
A = e (R} | w(x,y,2) = —cx + ¢y + cz amb ¢ € R}.

Per calcular {w1 }'"® usarem la identificacié de R® amb el seu bidual. Aix{, hem de
buscar els vectors (x, 7, z) € R3 tals que wy(z,y, z) = 0, és a dir, tals que z—y+z = 0.
Per tant

@} = {(y-2,9,2) | 1,2 € R}, O

Proposicié 10.3.2 Siguin A C B CV i siguin W, Wy, Wy subespais vectorials de
V. Llavors

(i) A" és subespai vectorial de V*.
(i) Binc C Aine,
(iii) Vine = {0}.
(iv) dim W = dim V — dim W,
(v) (Wine)ine — 7.
(vi) (W1 + Wa)ne = Wine n Wie, (Wi N Wa)me = Wihe + Wahe,
(vii) V = Wy & Wy = V* = Winc g Wine,

DEMOSTRACIO. Demostrar (i), (i7) i (i27) és un exercici facil que es deixa al lector.

(iv) Sigui (ui,...,um,) una base de W. Ampliem aquesta base de W a una
base (u1,...,Um,Um+1-..,u,) de V. Considerem la base dual d’aquesta tultima:
(ui,...,up). Llavors ul, ¢, ..., u € W, Ara veurem que Wn¢ = (u¥ . ,...,u%).
Sigui w € W, Llavors existeixen ar, ..., a, € K tals que

n
w= E ;U
i=1
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Ara w(uj) = a; i, com que w € Wine tenim que aj =0, Vu; € W, és adir, pera

j=1,...,m. Per tant

n
* * *
w= E QUi € (Upy i1y e, Up)-
i=m+1
Aix0 demostra que W™¢ = (uf ., ..., u}). Per tant (u},,,...,u}) és una base de

Wine i dim Wit = n — m = dim V — dim W.

(v) Es facil veure que W C (Wn)inc  (usant que V = V**).

Com que dim (Wn)in¢ = dim V* — dim W™ = dimV — (dimV — dim W) =
dim W, tenim que W = (Winc)inc,

(vi) Per (i), com que Wi C Wp + Wy, tenim que (Wi + Wa)¢ C Wine; i
analogament (W + Wa)n¢ C Win¢. Per tant

(W + Wy)ime C Wwine n wine, (10.1)

També per (i), com que Wy N Wy C Wi, tenim que Witc C (W N W), i

analogament Win¢ C (W5 N Wy)me. Per tant
Wine 4 Wine (W N Wy)ne. (10.2)
Observem que, per (10.1), tenim que
(Wine | pyincyine C (pyincyine o (ppincyine,

i per (v),
(Wlinc + WQinC)inc C Wl N WQ-

Ara per (i),
(W1 N Wa)m¢ C ((Wine 4 Jyine)ineyine,

i per (v),
(W1 N W) C Wi 4 Wi,

Per tant, tenint en compte la inclusié (10.2),
(Wl N WQ)inc _ 1inc + WQinc.

Ara usant aquesta igualtat i (v), obtenim

(Wl + WQ)inc ((Wlinc)inc + (WQinc)inc)inc
— ((Wlmc N Wénc)lnc)mc

= Wi AW,
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(vii) Suposem que V = W1 @ Wa. Com que Wi NWy = {0}, per (vi), tenim que
Wine 4 yine — foyine — 7%,
Com que Wy + Wy =V, per (vi), tenim que
Wine [ wire — yine — (o).

Per tant V* = Wirc @ wire, 11

10.4 Exercicis

Exercici 1 Proveu que wi(x,y,2) =z —iy — iz, wa(z,y,2) =2z — z, wy(z,y,2) =
iz — x formen una base de (C3)*. Expresseu w(w,y,z) = x en coordenades respecte

d’aquesta base.

Exercici 2 Ezpresseu w(x,y, z,t) = 2x—y—t en coordenades respecte de la base du-
al de la base canonica de R*. Trobeu la base dual de ((1,0,1,1),(1,0,1,2),(1,0,0,1),

(1,1,0,0)) i les coordenades de w en aquesta base.

Exercici 3 Sigui f Uautomorfisme de R? que té com a matriu associada en la base

NI
0 v2 )

Sigui w € (R?)* definida per w(w1,x2) = z1 + 9. Trobeu les coordenades de w en

canonica la matriu

la base dual de (f(e1), f(ez2)), on (e1,e2) és la base canonica de R2.

Exercici 4 Sigui V = Ro[x] l'espai vectorial dels polinomis amb coeficients reals de
grau més petit o igual que 2, p(x) = co + c1x + cax?® . Es defineiven les aplicacions

lineals sobre V' segiients:

1 2 —1
f1(p()) = /0 p(s)ds,  Fop()) = /0 p(s)ds,  falp(a) = /0 p(s)ds

(a) Demostreu que (f1, f2, f3) €s una base de V*. Doneu la base de V' respecte de

la qual aquesta és la seva dual.

(b) Demostreu que, donada a € R qualsevol, els polinomis 1, x—a, (x—a)? formen
una base de Ralx]. Calculeu les coordenades de fi, fa, f3 en la base dual de
(1,2 —a,(z — a)?).
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(¢) Siguin ri, ra, r3 tres nombres reals diferents i definim wy, wa, ws € (Ra[x])*
per wi(p(x)) = p(r;), per a i = 1,2,3. Demostreu que formen una base de
(Re[x])* i trobeu la base de Ra[z] de la qual és base dual.

Exercici 5 Proveu que les aplicacions lineals
—
—

per a € R fizat, variant 0 < i < n, formen una base de (R,[z])*. De quina base de
R, [z] és base dual?

Exercici 6 Definim les aplicacions de Ro[x] en R segiients:

1 1 1

sp(s)ds, Qs(p(x)) = —15/ s%p(s)ds.

-1

(p(a)) =3 [

-1

p(s)ds, Qa(p(x)) = 3 /

-1
Calculeu la dimensié de (Q1,Q,Q3). Es (Q1,Q,Q3) base de Rylx]*?
Sigui
¢ :Rofz] —  Rola]
p(x) —  Qp(r)) + Qpx)z + Qs(p(x))a?.
Demostreu que ¢ €s una aplicacid lineal bijectiva. Diagonalitza ©™ per a tot n > 17

Trobeu l’expressio de l’aplicacio p™.

Exercici 7 Sigui S = {(x1,72,23,74) € R* | 21 + 22 + 23 + 14 = 0}. Demostreu
que

Sine = L € (RY* | w(wy, zo, 23, 24) = M1 4+ 22 + 23 +4)  per a cert X € R}



Capitol 11
Formes bilineals

Sigui K un cos, i sigui V un K-espai vectorial. Una aplicacié
(—]=):VxV-oK
es diu que és una forma bilineal sobre V si es compleixen les propietats segiients:

(1) (w1 +ug |v) = (ur [v) + (uz | v), YVur,uz,v eV,
A v)=XNu|v), YuveV, VIeK.

(2) (u|v+wv2)=(u|v)+{ulvy), VYu,vi,ve €V,
(u| ) =Xu|v), YuveV, VIeK.

La condici6 (1) de la definicié de forma bilineal és equivalent a dir que, per a

qualsevol v € V', ’aplicaci6
(=lv): V=K,

definida per (— | v)(u) = (u | v), per a tot u € V, és lineal. La condicié (2) de la

definicié de forma bilineal és equivalent a dir que, per a qualsevol v € V, I’aplicacié
W] -):V - K,
definida per (v | —)(u) = (v | u), per tot u € V, és lineal.
La forma bilineal (— | —) es diu que és simétrica si (u | v) = (v | u) per a tot

u,v € V.

Exemples 11.0.1
(1) El producte escalar estandard de R™ és laplicacié (— | —): R" x R™ — R definida

per
(1, yxn) | Wiseooyyn)) =21y1 + - o« + ToYn.

El producte escalar estandard és una forma bilineal simetrica sobre R".

185
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(2) Sigui A = (aij) € Mp(R). Fent servir les propietats del producte de matrius és

facil veure que 'aplicacio

(-]-): R"xR* — R

(u,v) —  uAv

és una forma bilineal.

Ara demostrarem que (— | —) és una forma bilineal simetrica si i només si A és
una matriu simetrica.

Si la matriu A satisfa que A = A? llavors la forma bilineal és simetrica perque,

per les propietats de transposar matrius, tenim que
(u | v) = udv' = uA' = (VAU = vAu' = (v | u).

La pentltima igualtat és deguda a que vAu’ és una matriu 1 x 1.

Reciprocament, suposem que (— | —) és una forma bilineal simeétrica. Sigui
(e1,...,ep) la base canonica de R™. Com que la forma bilineal és simetrica, per a
tot n > 14,5 > 1, (e; | ¢j) = (e; | ;). Com que (e; | e;) = a;5, obtenim que a;; = aj;
per atot n > 14,5 > 1. Per tant A és una matriu simeétrica.

Aquest tipus d’exemple generalitza l'exemple (1), perque, quan prenem A =
I,, obtenim ((z1,...,2n) | (Y1,--.,Yn)) = D_iy Ti¥i, que és el producte escalar
estandard de R".

(3) Considerem ’aplicacié (— | —): C" x C™ — C definida per
(215 oy 2n) | (Wi, wy)) = 2101 + ... + 2,Wp.

Es pot comprovar que, per a tot w € C", (— | w) satisfa la propietat (1) de la
definicié de forma bilineal. També és cert que per a tot z € C™ i per a tot wy,wy €
C", (z | wy +wa) = (z | wi) + (z | wy), perd si A € C llavors (z | AMw) = Xz | w).
Per tant aquesta aplicacié no és una forma bilineal. Noteu que (z | w) = (w | 2).

En general, una aplicacié sobre un espai vectorial complex que satisfa aquestes
propietats es diu que és una forma hermitica.

Alguns llibres defineixen forma hermitica com una aplicacié de
C"xC"—=C

que és aditiva respecte de cada variable, (z | w) = (w | 2), (Az | w) = Xz | w), i
(z | \w) = XNz | w). &
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11.1 Matriu associada a una forma bilineal

En aquesta seccié, V' és un espai vectorial de dimensi6 finita n > 0 sobre un cos K.

Sigui (— | —): V x V — K una forma bilineal, i sigui B = (v1, ..., v,) una base
de V. Considerem la matriu A = (a;;) € M,(K), definida per a;; = (v; | vj). La
matriu A es diu que és la matriu associada a la forma bilineal (— | —) en la base B
i la denotem per A = M ((— | —), B). Amb aquesta matriu podem calcular la forma
bilineal sobre qualsevol parell de vectors.

Siguin u i v dos vectors de V. Suposem que u = > ;" | ov; 1 que v = Z;‘Zl Bjv;.

Llavors
n n
(wlv)y = aivi|v) = ai(v | v),
=1 i=1

Aquesta igualtat, en notacié matricial, es pot escriure com

(v1 | v)
(u|v) = (al,...,an) | (11.1)

{on | v)

Peri=1,...,n, tenim que
n n
(vi | 0) = (vi | Y Byog) =Y Bifui | vy),
j=1 j=i

que, en notacié matricial, s’escriu com

B
wilo)=(@ilo) .. @le)]| |- (11.2)
Bn
De les igualtats (11.1) i (11.2) obtenim
(v |v1) .. (v1]|on) 31
(u]v) =<a1,...,an> : : :
(Un [v1) <.. (Un|vp) B

= C(u,B)!M({(— | =), B)C(v, B).

Observacié 11.1.1 Si A € M,(K) és una matriu tal que, per a tot parell de

vectors u, v de V, se satisfa que (u | v) = C(u, B)!AC(v, B), llavors A coincideix amb
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M({(— | =), B). Per veure aix0, només cal adonar-se’n de que, per ai,j =1,...,n,

0
(v; | v;) = C(v;, B)YAC(v;, B) = (0,...,19,...0)A | 19 | = ay;.
0
Per tant, per a i,j = 1,...,n, el component (i, j) de la matriu A coincideix amb el

component (i,7) de la matriu associada a la forma bilineal en la base B. Aixo vol

dir que les dues matrius sén iguals. <

El resultat segiient explica com determinar si una forma bilineal és simetrica a

partir de la seva matriu associada.

Proposicié 11.1.2 Sigui B = (uy,...,uy) una base de V. Una forma bilineal (— |

—) sobre V' és simétrica si i només si M ((— | =), B) és una matriu simétrica.

DEMOSTRACIO. Si (— | —) és una forma bilineal simétrica llavors (u; | u;) = (u;j |
wi) i per tant M((~ | —), B) = M((~ | =), B)".
Si M({(— | =), B) és simetrica llavors

Siguin By = (u1,...,uy) 1 By = (v1,...,v,) dues bases de V. Considerem una
forma bilineal (— | —) sobre V tal que A; = M((— | =), B1)1 Ay = M((— | —), B2)
s6n les matriu associades a (— | —) en les bases By i Ba, respectivament. Volem

veure quina relacié hi ha entre aquestes dues matrius.
Per la definici6 de matriu associada a una forma bilineal, tenim que, per a

qualsevol parell de vectors u, v de V,
(u | v) = C(u, B1)'A1C (v, By) = C(u, By)' A2C (v, By). (11.3)
Com que C(u, B1) = M (B2, B1)C(u, B2) i C(v, By) = M (B2, B1)C(v, B2), tenim

<u\v> = (M(BQ,Bl)C(U,BQ))tAlM(BQ,BI)C('U,BQ)
= C(u,By) (M(Ba, B1)'A1M(Bs, By)) C(v, By). (11.4)
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Per l'observaci6 11.1.1 i usant les identitats (11.3 ) i (11.4), obtenim que
Ay = M(Bg, B1)' A1 M (B3, By).
Aixi obtenim la férmula del canvi de base per a formes bilineals:

M((—| =), B2) = M(By, B1)'M({— | =), B1)M(Ba, By).

11.2 L’espai vectorial de les formes bilineals

En aquesta seccid, V' és un espai vectorial de dimensié finita n > 0 sobre un cos K.

Considerem el conjunt
Bil(V)={(—|—-): VxV — K| (- | —) és una forma bilineal}.

Sobre aquest conjunt, definim una suma i un producte per escalars de K de la
manera segiient.

Siguin (— | —=)1 i (= | —)2 dos elements de Bil(V'). Llavors definim

(=] =) +{(=]—)2: VxV — K

(v,w) = (v ]wp+ (o] w)s
Sigui (— | —) € Bil(V), i sigui A € K. Definim la forma bilineal A(— | —) com

M=|=): VxV — K

(v,w) +— Ao |w)

No és dificil comprovar que Bil(V') amb aquesta suma i aquest producte per escalars
té estructura de K-espai vectorial. També es pot comprovar que el conjunt de les
formes bilineals simétriques és un subespai vectorial de Bil(V'). Denotarem aquest

subespai vectorial per SBil(V').

Proposicié 11.2.1 Sigui B = (v1,...,v,) una base de V. Llavors l’aplicacid
M(—,B):Bil(V) — M,(K)
(=1=) — M({—=[-),B)=(vi|vy))
és un isomorfisme d’espais vectorials. A més, la forma bilineal (— | —) és simétrica

siinomes st M ((— | —), B) és simétrica. En particular, el subespai vectorial SBil(V)

és isomorf al subespai vectorial de My (K) format per les matrius simétriques.
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DEMOSTRACIO.  Siguin (— | —); i (— | —)2 dos elements de Bil(V), i sigui (— |
—)y = (-] =)1+(— | —)2. Per la definicié de la suma de formes bilineals, per a tot
i,7=1,...,n, (v; | vj) = (v; | vj)1 + (vi | vj)2. Aix0 implica que

M({—|=),B) =M~ | —)1,B) + M({(— | )2, B).
Per la definici6 del producte per escalars a Bil(V'), tenim que
M= |=),B)=AM({- | -),B).

Per tant M (—, B) és una aplicacié lineal.
L’observaci6 11.1.1 implica que M (—, B) és injectiva. Queda per veure que és

exhaustiva. Sigui A = (a;;) € M,(K). Considerem la forma bilineal definida per
(u | v) = M(u, B} AM (v, B), per a tot u,v € V.

Per lobservacié 11.1.1, M((— | —),B) = A. Aix0 acaba la demostracié de que
M (—, B) és un isomorfisme d’espais vectorials.

Com que, per la Proposicié 11.1.2, una forma bilineal és simeétrica si i només
si la imatge per M(—, B) és una matriu simetrica, tenim que M(—, B) déna un

isomorfisme entre aquests dos subespais vectorials.

La dimensi6 de Bil(V) és n? perque és un K-espai vectorial isomorf a M, (K).
Per calcular la dimensié de SBil(V') cal determinar la dimensié del subespai vectorial
de les matrius simetriques de M, (K).

Per ai,j = 1,...,n, sigui ¢;; € M,(K) la matriu que té tots els components

zero llevat del component (7,7) que val 1. Considerem la familia de matrius
S1=-e11,...,5% = enn

i,peran>i>j>1,
S¢~:e¢j—|—eﬂ.

Si A = (ai;) € M,,(K) és una matriu simetrica, llavors

A=a1151+...+apn,Sn + Z aijSij (11.5)
n>i>j52>1
Per tant veiem que Si,...,S, juntament amb S;;, n > i > j > 1, sén una familia

generadora del subespai vectorial de les matrius simetriques. La igualtat (11.5)

també ens diu que és una familia linealment independent, perque si

0=MSi+...+MSu+ Y. XSy,

n>i>j>1
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llavors
)\1 )\21 >\n1
A A
0— 21 2 :
)\n,n—l
)\nl . e )\nm,_l An

per tant tots els escalars sén zero, i podem concloure, efectivament, que tenim una
familia linealment independent.

Aixi, S1,...,5,, 55, n > 1> j > 1, formen una base del subespai vectorial de les

e . 2_ 1
matrius simetriques. Com que en aquesta base hi han n + 252 = nn+1) elements,

2 2
la dimensi6 del subespai vectorial de les matrius simetriques de M, (K) és %

. . . . . P , n(n+1
O sigui que la dimensié de SBil(V') és també %

Exemple 11.2.2 Les matrius e;; , 4,5 = 1,2,3, formen una base de M3(R). Les

100 000 000
51::<000>, 82::<010>, S3 = (000),
000 000 001

matrius

formen una base de les matrius simetriques 3 x 3 amb coeficients reals. &

11.3 Bases Ortogonals

En aquesta seccié, V' és un R-espai vectorial de dimensié finita n > 0.

Sigui (— | —): V x V — R una forma bilineal simetrica. Es diu que u,v € V s6n
ortogonals si (u | v) = 0.

Un vector no nul v € V és isotrop si és ortogonal a ell mateix, és a dir, si
(v|v)y=0.

Sigui B = (v1,...,v,) una base de V. Es diu que B és una base ortogonal

respecte de (— | —) si (v; | v;) =0, per a tot ¢ # j.

Cal observar que la matriu associada a una forma bilineal simetrica en una base

ortogonal és una matriu diagonal.

Teorema 11.3.1 Sigui (— | —): V x V — R wuna forma bilineal simétrica. Llavors

V' té una base ortogonal respecte (— | —).

DEMOSTRACIO. Farem la demostracié per induccié sobre dimV =n. Sin =1

no hi ha res a demostrar. Suposem que n > 1 i que 'enunciat és cert per a espais
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vectorials de dimensié n — 1. Demostrem-ho per a n. Fixem B; = (uy,...,u,) una
base de V.

Cas 1: Suposem que existeix u; € B tal que (u; | u;) # 0. Reordenant la base si cal,

(uilui)

podem suposar que (uj | ui) # 0. Per ai=2,...,n, considerem u, = u; — G )

Noteu que llavors

(i | ur) = (ui — uy | ur) = (ui | ur) —

Sigui W = (uh,...,ul). Sive W, llavors v = > ", oyul i
n n
(Wl w) = oauf | w) = opfuf | w) = 0.
i=2 i=2

Aixo vol dir que tots els vectors de W sén ortogonals a u;.

!/

) és una base de V. Per tant

Per la Proposicié 5.1.7, By = (u1,ub,...,u
(ub,...,ul) és base de W i podem deduir que dimW = n — 1. Per hipotesi
d’induccié, W té una base ortogonal (va,...,v,). Posem v = uy, llavors, per a
i,j=1,...,n,amb i # j, tenim que (v; | vj) = 0. Per tant vy, ..., v, és una familia
de vectors ortogonals dos a dos de V. Afirmem que B = (v1,v2,...,v,) és una
base (ortogonal) de V. Per demostrar-ho només cal veure que els vectors de B sén
linealment independents.

Suposem que tenim )" | a;v; = 0, llavors

n

n
0= <Zawi | v1) = Zam}i | v1) = a1 vy | v1).
i=1 i=1

Com que (v | v1) # 0, podem concloure que a; = 0. Com que vy, ..., v, formen
una base de W, sén linealment independents. Podem concloure doncs, que as =
...=ay = 0. Per tant B és base de V.

Cas 2: Suposem que, per a tot i = 1,...,n, (u; | u;) = 0. Suposem que existeixen
i,j € {1,...,n}, i # j, tals que (u; | uj) # 0. Reordenant la base si cal, podem

suposar que 7 = 11 j = 2. Considerem el vector v = uj + us. Llavors

(v]v) = (ur+uz | u+uz)
= (uy | w1) + (uz | ug) + 2(u1 | u2)
=0+0+2(uy | ug) #0.

Per la Proposici6 5.1.7, Bs = (v, us, ..., uy,) és una base de V. Com que (v | v) # 0,
estem a la situaci6 del cas 1, per tant podem concloure que V' té una base ortogonal.
Cas 3: Si (u; | uj) = 0, per a tot 7,5 = 1,...,n, llavors la forma bilineal és zero.

Per tant B (o qualsevol altra base) és una base ortogonal. lI
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Teorema 11.3.2 (Teorema de Sylvester o Llei d’inércia) Sigui (— | —): V x
V — R una forma bilineal simétrica. Llavors V té una base ortogonal respecte
(— | =) tal que la matriu associada respecte d’aquesta base és de la forma
0
r)
0
1 0
)
M((—|-),B) =
1
0 -1
)
—1

onr,ry tr— no depenen de la base B.

DEMOSTRACIO. Pel Teorema 11.3.1, sabem que existeix una base ortogonal By =
(u1,...,uy) de V. Reodenant la base, si cal, podem suposar que existeixen enters

no negatius r, r4 i r_ tals que
(1) perai=1,...,7r, (u; | u;) =0;
(i3) perai=1,...,74, (Upyi | Upss) > 0;
(t3i) perai=1,...,7—, (Ur4ry4i | Ursry4i) <05

(tv) dmV =r+4rg +r_.

Considerem la base B = (v1,...,v,) definida per
Uj, perai=1,...,m
1 .
U; erat=r+1,...,r+r
v = (ws i) (2] p + 1, s T T,
L u;,, perat=r+ry+1,...,n.

| {wi|us)]

Es facil comprovar que la base B satisfa les propietats que volem.

Veiem ara que r, r1 i 7— no depenen de la base B. Sigui B’ = (u},...,u},) una
altra base de V. Siguin A i A’ les matrius associades a (— | —) en les bases B i B’
respectivament. Llavors existeix una matriu P invertible tal que P'A’P = A. Com
que el rang d’una matriu A’ no varia en multiplicar-la per una matriu invertible

(vegeu la Secci6 6.3), veiem que ry + r_ és el rang de A’. Aix0 demostra que
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r4+7r_ és un invariat de la forma bilineal i, per tant, també ho és r = n— (rp+7r_).

Suposem ara que B’ és ortogonal i que
0 si 1<i<y’
(ug | ug) = 1 st PH1<i<r 47l
-1 st P FI<i<e 0l 0l

on r’, r', i7" sén enters no negatius tals que r’ + 1/, +r = n. Acabem de veure
que ' =r.
. . o . /! / / .
Siguin W = (wpq1,. .. Upgr ) i W = (ul ... ,ur+r,+>. Observem que siu € W

llavors existeixen oy1,..., ., € R tals que

U= OQrp1Ur41 + oo+ Qo Upppy

(wlu)=aly+...+al,, >0
A més, si u # 0, llavors (u | u) > 0. Definim f: W — W' per

/
/.
7’—i—7”Jr

fw) = {(w|u, + Dul g+ ...+ (w|u. + 7 )u

Es facil comprovar que f és lineal. Sigui u € Ker (f). Com que B’ és una base de

V, existeixen (1,..., 0O, € R tals que

u= Bl + ...+ Boul,.

Com que (u | uj) = Bi{u; | uj

) iu e Ker(f), tenim que

u:ﬁlull—|—...+ﬁru;+ﬁr+r;+1u;+r;+l+...—l—ﬁnu;‘

Ara tenim que
2 2
<u|u>:—ﬁr+r,++1—...—ﬁn§0.
Com que u € W, (u | uy > 0. Per tant (u | u) = 0 i llavors u = 0. Aix0 demostra

que f és injectiva, i per tant,
ry =dimW < dim W' =r/,.

Per simetria, tenim que 7/, < ry,iaixi 7/ = r,. En conseqiiéncia, també tenim que
/

r=r_.1

Sigui (— | =): V x V — R una forma bilineal simétrica. Es diu que (— | —) és
definida positiva si, per a tot 0 #v € V, (v | v) > 0. Es diu que (— | —) és definida
negativa si, per a tot 0 #v € V, (v |v) <O0.

Una forma bilineal simetrica definida positiva també es diu producte escalar.
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Corollari 11.3.3 Sigui (— | —): V x V — R una forma bilineal simétrica.

(i) (— | =) és definida positiva si i només si existeix una base B de V tal que
M((=|=),V) = In.

(ii) (— | —) és definida negativa si i només si existeix una base B de V tal que

M(<_ ’ _>7B) = —1Ip.

DEMOSTRACIO. Suposem que (— | —) és definida positiva. Si B = (vy,...,v,) és
una base de V llavors, per i = 1,...,n, (v; | v;) > 0. En particular, si prenem la
base que dona el Teorema de Sylvester, la matriu associada que ha de sortir ha de
ser la identitat. De manera analoga podem veure que si (— | —) és definida negativa,
llavors, en la base que dona el Teorema de Sylvester, la matriu associada que ha de
sortir ha de ser menys la identitat.

Sigui (— | —) una forma bilineal i sigui B = (vy,...,v,) una base de V tal que
M= |—=),B)=1I,. SiveV éstal que v =aiv; + ...+ a,v,, llavors

(65] n
Wlv)=(o1,...,on)L | 1 [ =D af >0
=1

Qp,

Per tant (v | v) = 0 si i només si Y a? = 0, i aixd passa si i només si ay =

. = a, = 0, cosa que vol dir que v = 0. Per tant, (— | —) és definida positiva.
Aixd acaba la demostracié de (i). De manera analoga, podem veure que una forma
bilineal simetrica tal que, en una certa base, la matriu associada és —I,, ha de ser

definida negativa. I

Sigui (— | —): V xV — R una forma bilineal simetrica. El Teorema de Sylvester

ens diu que V té una base ortogonal

B = (u1,...,Up,01,...,0,,W1,..., Wr_),
tal que,
(uj |u;) =0, pera i1=1,...,r,
(vjlvj)=1, pera j=1,...,74,
(wg |wg) =0, pera k=1,...,r_.

Sigui Vo = (u1,...,ur), Voo = (v1,...,0p,) i Vo = (wq,...,w,_). Sobre Vp, la
forma bilineal és zero. Pel Corollari 11.3.3, sobre Vi, la forma bilineal és definida

positiva i, sobre V_, la forma bilineal és definida negativa. Per la definici6 de
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cadascun dels subespais vectorials, tenim que V = Vo @& V. @ V_. Aix{ doncs, el
Teorema de Sylvester ens diu que podem posar I’espai vectorial com a suma de “tres
trossos” i sobre cadascun d’ells la forma bilineal és d’una forma “senzilla”.

Com veurem més endavant en un exemple, en general, per a una mateixa forma
bilineal, hi han moltes possibilitats per a V; i per a V_ (tot i que sempre han de
ser espais vectorials de dimensié ry i r_, respectivament). En canvi el subespai

vectorial Vj esta univocament determinat. Podeu comprovar que
Vo={ueV|(u|w)=0peratotweV}.
A aquest subespai vectorial es diu que és el radical de la forma bilineal.

Exemple 11.3.4 Sigui E = Ry[z] espai vectorial dels polinomis a coeficients reals

de grau com a molt dos. Definim
(—|-): ExFE — R
(p(x),q(x) — [y p(a)g(z)de

Com que

/0 (op1(z) + Bpa())q(2)dz = o /0 p1(2)q(x)dz + 8 /0 pa(e)q(x)dz

/ p(@)alw)dr = [ iy

(— | —) és una forma bilineal simetrica. A més, si p(z) # 0 a [0,1] llavors
fol p(z)%dx > 0, perque p(x)? és no nulla, continua i p(x)? > 0, per a tot = € [0, 1].
Aix{ doncs, aquesta forma bilineal és un producte escalar.

Fixem una base de E, triem B = (u; = 1,us = x,u3 = z%). Com que, per a

i,7 €{0,1,2}, (z' | 27) = i+]1'+1 la matriu associada a (— | —) en aquesta base és
11
L3 3
1 1 1
2 3 1
11 1
3 4 5

Anem a buscar una base ortogonal de E. Per fer-ho no farem res més que seguir el
procés que descriu la demostracié del Teorema 11.3.1. Com que (uj | u1) =1 # 0

estem en el cas 1 de la demostracié. Prenem

p o wfw) 1
2T W) 2
: 1
Uz = U3 — U3‘UI>U1:$2—*
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Aix{ tenim que (uq,uh, uf) és una base de E tal que uj és ortogonal a uf i a uj.
Segons la férmula del canvi de base la matriu associada a (— | —) en la base

(w1, ub, us) és

1 0 0 1 3 3 1 -1 -3 1 0 0
1 1 1 1 — 1 1
1 1 1 1 1 4
-+ 0 1/\& 5%t/ \o o 1 0 5 =

Segons la demostracié del Teorema 11.3.1, ara cal trobar una base ortogonal del

subespai vectorial W = (u), u%). Tenim que

1 1 1
1 L3 3 —3
11 1 0
3 4 5
1 0 0 0
_ 1 _ 1
=(0,1,00|0 & & 1 | =1 #0.
1 4
0 5 #/ \0

Tornem a estar en el cas 1 de la demostracié del Teorema 11.3.1. Prenem

/ / 1
" / <u3 ‘ u2> / 2 1 12 1 2 1
Ug =Ug — g =2 — - —==(x—=)=x"—z+ —.
Sigui v1 = uy, vo = uh i vz = uf, llavors By = (v1,v2,v3) és una base ortogonal de
E. Com que
11 1
L3 3 6 1
=(Z.-1.1)| L 1 1 -1 -
<U3 | U3> (6, ; ) 5 3 1 180°
1011 1
3 4 5
la matriu associada a (— | —) en la base By és
1 0 0
M({=1-),B)=[0 ¢ O
1
0 0 x5
Segons el Teorema de Sylvester, i com que (— | —) és un producte escalar, existeix
una base By tal que M ({(— | —), B1) = I3. Si mirem la demostraci6 d’aquest Teorema

veiem que una tal base la formen els vectors
V) = vy, vh = V1209, vh = V180w3. <

A Texemple que acabem de veure no hi han vectors isotrops perque es un pro-

ducte escalar. Veiem un exemple en que si que n’hi han.
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Exemple 11.3.5 Sigui V = R?, i sigui 4 = ({}). Considerem la forma bilineal

simetrica
(—]—): VxV — R
0 1\ (2
((z,9),(=",y) — (2,y) | =2y +yal
1 0 Y
Fixem la base B = (e; = (1,0),e2 = (0,1)). Llavors M((— | —),B) = A. Per

tant B és una base de vectors isotrops. Si volem trobar una base ortogonal, hem de
procedir com en el cas 2 de la demostracié del Teorema 11.3.1.
Com que (e; | e3) # 0, prenem v = e +ea = (1,1). Llavors (vy, e3) és una base

de V' i el vector v; no és isotrop perque (vq | v1) = 2. Sigui

<62 ‘ 1)1> 1 1

=ey— —F—v1 =(0,1) — =(1,1) = =(—1,1).
V2 €2 <'U1 "U1>v1 ( ) ) 2( ’ ) 2( ? )
Ara By = (v1,v2) és una base ortogonal de V i M((— | =),B1) = (2%). Si
considerem ara la base By = (%vl,vg), lavors M((— | —),B2) = (§ %) .

En aquest cas, ry = r_ = 1. En la base que hem trobat, V, = <(%, %» =
((1,1)) i V_ =((—1,1)). Anem a veure que hi han altres possibilitats per a V i per
aV_.

Tenim que (z,y) € V és isotrop si i només si ((z,y) | (z,y)) = 2zy = 0. Aixo
vol dir que els vectors isotrops sén o bé de la forma (x,0) o bé de la forma (0,y).
Per qualsevol x € (—1,00) considerem l'espai vectorial V,, = ((1,1) + (z,0)). Si
0#v=A(1,1) + (2,0)) € Vg, llavors (v | v) = A22(z + 1) > 0. Per tant sobre V,
la forma bilineal és definida positiva. Sigui W, = ((—1,1) + (—=,0)). Llavors

(14+2z,1)[(-1—=,1))=0

(-1—z,1) | (-1—2,1)) =-21+2) <0 size(—1,00).

Per tant per qualsevol z € (—1,00), By = ((1 + z,1),(—1 — z,1)) és una base
ortogonal, sobre V, la forma bilineal és definida positiva i sobre W, és definida
negativa. Noteu que V,, = V,, implica ;1 = z2. Aixi veiem que la descomposicié

en suma de subespais vectorials que déna el Teorema de Sylvester no és tnica. <

11.4 Productes escalars

Aquesta seccié la dedicarem a l’estudi dels R-espais vectorials de dimensié finita
amb un producte escalar. Aquests espais vectorials també es diuen espais vectorials
euclidians. Veurem que, formalment, sén molt similars a R™ amb el producte escalar

estandard.
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Proposicié 11.4.1 (Desigualtat de Cauchy-Schwartz) Sigui (— | —) un pro-

ducte escalar sobre un R-espai vectorial V. Llavors
(wlo)? < (ulw|v), Yuvel.

DEMOSTRACIO. Siguin A € R, u,v € V. Si u o v sén nuls llavors la igualtat és

certa. Suposem doncs que v i v sén vectors no nuls de V. Llavors
0< (u+Iv|u+ )= | v)+2Xu | v) + (u | u).

Per tant la funcié f(z) = 2%(v | v)) +2z(u | v) + (u | u) és no negativa, aixo implica
que 'equacid
fla) =a*(v | v) +2z(u | v) + (u|u) =0

té com a molt una solucié real. Com que f(z) és un polinomi de grau dos, tenim

que el seu discriminant ha de ser més petit o igual que zero. Es a dir,
4u | v)? = 4u | u)(v | v) <0.

Aixo implica que (u | v)? < (u | u)(v | v) tal com voliem veure. Il

Sigui V un R-espai vectorial. Una norma sobre V és una aplicacid

H:=v — R

u o ull
tal que
(1) ||lull =0< u=0.
(2) || Aull = A|JJull, YAeR, VuelV.
(3) llu+v| < |ul|+|v], Vu,v,eV, (Desigualtat triangular).
Observem que llavors, si u € V, tenim que ||u|| > 0, perque 0 (?) lu —ul|| <

®3)
ul| + || —ul| = 2|

Proposicié 11.4.2 Sigui (— | —) un producte escalar sobre un R-espai vectorial V.
Llavors laplicacio

[ l=—y:V — R

u — lull ooy = V(u | u)

és una norma, que es diu norma associada a (— | —).
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DEMOSTRACIO. Es clar que ull(~|-y =0 u =0, ique
[Aull <=y = MlJull<=y, VYAER, VuelV.
Siguin u,v € V. Llavors
Hu+vH%_‘_> =(u+v|ut+v)={(ulu)+2u|v)+(v|v),
i, aplicant la desigualtat de Cauchy-Schwartz, tenim

Jut oy < Gl u) + 2l oy ol oy + o o) =
= (lall -y + ol )2

Per tant ||u + 'U||<_|_> < ||’LL||(_|_> + HU||<_|_> |

Sigui (— | —) un producte escalar sobre un R-espai vectorial V' de dimensio6 finita.
Diem que una base ortogonal B = (v1,...,v,) és ortonormal respecte (— | —) si
|vill(-j-y =1perai=1,...,n.

Com a consequiencia del Corollari 11.3.3, tenim el resultat segilient.

Corollari 11.4.3 Sigui (— | —) un producte escalar sobre un R-espai vectorial V

de dimensid finita. Llavors V té una base ortonormal respecte (— | —).

Sigui (— | —) un producte escalar sobre un R-espai vectorial V. Observem que

si u,v € V\{0} llavors, per la desigualtat de Cauchy-Schwartz,

~1< wlo) oy,
= Nl llolli=— ~
Definim ’angle respecte de (— | —) entre u i v com "inic a € [0, 7] tal que

(u]v)
lull(— =y llvll=—y

COS ¥ =

Segons la definicié d’angle que hem donat, que dos vectors siguin ortogonals
vol dir que 'angle entre els dos vectors és de 5. Cal tenir present que el concepte
d’ortogonalitat, d’angle i el de norma és relatiu al producte escalar que tinguem.
Donat un R-espai vectorial V' i una base B qualsevol, podem definir un producte
escalar sobre V' de tal manera que B sigui una base ortonormal. Veiem un exemple

on fem aixo.
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Exemple 11.4.4 Fixem la base B = (v; = (1,2),v2 = (1,1)) de R% Volem definir
un producte escalar sobre R? de tal manera que B sigui una base ortonormal, és
a dir, volem construir (— | —) tal que M((— | —),B) = . Sigui B' = (e; =

(1,0),e2 = (0,1)) la base canonica de R?. Segons la férmula del canvi de base,
M({(—|-),B") = M(B',B)'M((— | —),B)M(B', B) = M(B', B)'M(B', B).

ComqueM(B,B/)Z(%%%
1) ! 11
M(B',B) = = :
2 1 2 -1

M«—%%Bﬂ=<_1i)

Llavors tenim

Aixi,

RZxR2 5 OR

5 -3 !
(t2:9), () ~»<am( 3 2><{>:mf—@f—wy+ww
- Y
Noteu que, amb aquest producte escalar, la “circumferéncia de radi 17 és el
conjunt de punts (z,y) de R? que satisfan ||(z,y)|/(-|—) = 1. Aquest és el conjunt
de punts (z,y) de R? tals que 522 + 2y? — 62y = 1, que és una ellipse (respecte del

producte escalar estandard). <

Observacié 11.4.5 Quant prenem una forma bilineal que no és ni definida posi-
tiva ni definida negativa, s’obtenen models geometrics molt interessants. Prenem

I’exemple 11.3.5, és a dir V = R? amb la forma bilineal

(==

VxV — R
0 1\ (2
((z,9),(2y)) = (2,9 | =2y +ya.
1 0 Y
En aquest cas, ry =1ir_ =1.

Si busquem 'analeg a la circumferencia de radi 1, obtenim

{(z,y) eR? [ {(z,9) | (x,9) = 1} = {(z,y) €R? |2y = %}-

Aquests punts corresponen a la grafica d’una hiperbola, per aixo I'espai vectorial R?

amb aquesta forma bilineal es diu pla hiperbolic.
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Un exemple molt important de espai vectorial amb una forma bilineal que no és

ni definida positiva ni definida negativa és R* amb la forma bilineal donada per la

matriu
1 0 0 0
0 1 0 0
o 0o 1 o [’
0 0 0 —¢

on ¢ denota la velocitat de la llum. R* amb aquesta forma bilineal es diu espai de

Minkowsk: i s’usa com a model en relativitat especial. <&

11.5 EIl Teorema Espectral

En aquesta seccié demostrarem un resultat de diagonalitzacié de matrius amb co-
eficients reals forca espectacular anomenat el Teorema Espectral. La versié més

senzilla d’aquest teorema diu el segiient.

Teorema 11.5.1 Tota matriu simétrica de M, (R) diagonalitza en una base orto-

normal respecte el producte escalar estandard de R™.

D’aquest teorema s’en poden donar moltes demostracions, pero cap d’elles uti-
litzant només eines de la teoria de diagonalitzacié d’endomorfismes. Sempre s’han
de menester idees de productes escalars. Es pot fer una demostracié molt elemental
fent servir només el producte escalar estandard de R™, també se’n pot fer una, més
curta perd més conceptual, pensant en productes escalars generals. Hem escollit
fer una demostracié conceptual, per la qual farem servir el concepte d’adjunt d’un
endomorfisme.

Comencem amb un calcul interessant.

Lema 11.5.2 Sigui A una matriu simeétrica amb coeficients reals. Llavors tots els

valors propis complexos de A sén reals.

DEMOSTRACIO. Sigui A € C un valor propi de Aiv = (z1,...,2,) € C" un vector
propi de A de valor propi A. Llavors

(31,...,571)14 :(51,...,571))\ :)\<Zzizi> :)\<Z‘Z1“2> .
=1 =1
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Si conjuguem i transposem aquesta igualtat obtenim que

<1

X R =0 =P = | . zA

21
:(zl""azn)A :A(Z?:1|Zl|2)

'ZTL
. s . . n 2 N . .
Com que un vector propi és diferent de zero, tenim que ) ", |2 # 0. Aixo implica

que A=XeR. 1

Sigui (— | —) un producte escalar sobre un R-espai vectorial V. Sigui f: V — V

un endomorfisme de V. Fixem B una base de V. Llavors

(f(v) |w) = (M(f,B)C(v, B))' M({~ | =), B)C(w, B)
= C(v, B)'M(f,B)'M((— | =), B)C(w, B).

Sigui g: V' — V un altre endomorfisme de V', llavors
(v ] g(w)) = C(v, B)'M({~ | =), B)M(g, B)C(w, B).
Ens preguntem, com ha de ser g per complir que
(f(v) [w) = (v | g(w))

per a tot parell de vectors v,w € V7

Per les igualtats anteriors,
M(f,B)'M((— | =),B) = M({(— | =), B)M(g, B),
i com que (— | —) és un producte escalar, M ({— | —), B) és invertible i
M(g,B) = M({~ | =), B)"'M(f,B)'M({~ | -), B).

Es a dir, g ha de ser I'inic endomorfisme de V que en la base B té per matriu
associada M(<_ ‘ _>7 B)ilM(fﬁ B)tM(<_ ’ _>7 B)

Noteu que si la base B que fixem és ortonormal llavors M ((— | —), B) = I, i,
per tant, M(g, B) = M(f, B)"
Definim I’endomorfisme adjunt de f per (— | —) com I'tinic endomorfisme f1: V' —

V tal que, per a tot v,w € V,

(f) |w) = (v] fl(w)).
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Diem que f és autoadjunt si f = fT.

Noteu que, com que (— | —) és una forma bilineal simétrica, llavors (f1)T = £.

Podem pensar que assignar a un endomorfisme el seu adjunt és la versié abstracta
d’assignar a cada matriu la seva transposada. Aixi el concepte d’endomorfisme
autoadjunt és la versié abstracta de matriu simetrica.

Del Lema 11.5.2 obtenim el resultat segiient per a endomorfismes autoadjunts.

Lema 11.5.3 Sigui (— | —) un producte escalar sobre un R-espai vectorial V de
dimensio finita n > 0. Sigui f: V — V un endomorfisme autoadjunt de V. Llavors

existeiren A, ..., A, € R tals que
pp(®) = (—1)"(5 = A1) (2 = An).

DEMOSTRACIO.  Sigui B = (uy,...,u,) una base ortonormal de V i sigui A =
M(f, B). Com que f és autoadjunt i hem triat una base ortonormal, pel que acabem
de veure, A = A? és una matriu simetrica. Pel Lema 11.5.2, existeixen A, ..., \, € R

tals que
palx) = (=1)"(x = A1) ...(x — A\p).

Com que ps(z) = pa(z), obtenim el resultat. i
La versié del Teorema Espectral que demostrarem és la segiient:

Teorema 11.5.4 Sigui (— | —) un producte escalar sobre un R-espai vectorial V de
dimensio finitan > 0. Sigui f: V — V un endomorfisme autoadjunt de V. Llavors
V' té una base ortonormal de vectors propis de f. En particular, l’endomorfisme f

diagonalitza.

DEMOSTRACIO. Demostrarem 1’enunciat per induccié sobre n. En el cas n = 1,
no hi ha res a demostrar perque qualsevol vector de V no nul i de norma 1 forma
una base ortonormal i és un vector propi. Suposem que n > 1 i que el resultat cert
per a espais vectorials de dimensié n — 1. Demostrem-ho per a espais vectorials de
dimensié n.

Pel Lema 11.5.3, existeix A € R que és un valor propi de f. Llavors existeix

v € V vector propi de f de valor propi A. Siguin ws,...,u, vectors de V tals que
(v,ug,...,up) és una base de V. Per a tot ¢ = 2,...,n, sigui v, = u; — %llj);v
Llavors, per a tot i« = 2,...,n, (v | u) = 01 (v,u),...,ul,) és una base de V.

Considerem ara W = (ul, ..., u}) amb el producte escalar donat per la restriccié de
(—]—)aW.
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Fixem i € {2,...,n}. Si f(uj) = av + 37, a;ju}; lavors
(fu) | 0) = {av + Y ajuf | v) = alv | v) + Y aj(u) | v) = afv | v).
j=2 j=2
Per ser f autoadjunt, tenim que
afv | v) = (f(u;) | v) = (u; | f(v)),
i per ser v vector propi de valor propi A,
av | v) = (U} | o) = Mutf | v) = 0.

Com que (— | —) és un producte escalar i v # 0, « = 0. Aix0 demostra que per a
tot i =2,...,n, f(u)) € W, per tant f(W) C W.

Estem en la situacié d’un espai vectorial W de dimensié n — 1. Sobre W tenim
definit un producte escalar i la restriccié de f a W és un endomorfisme autoadjunt.
Aplicant la hipotesi d’induccid, tenim que existeix (ve,...,v,) una base ortonormal
de W tal que tots els v;’s son vectors propis de f. Prenent v; = ﬁ obtenim una

base ortonormal (vq,vs,...,v,) de V formada per vectors propis de f. 11

El Teorema 11.5.1 s’obté com a corollari del que hem demostrat, prenent V = R"

amb el producte escalar estandard.

11.6 Exercicis
Exercici 1 Siguin u = (3,1,2), v = (0,1,1) i w = (=1, —1,0) vectors de R3.
(a) Comproveu que formen una base de R3.

(b) Trobeu la matriu del producte escalar en la base canonica de R® pel que els

vectors u, v i w formen una base ortonormal.

(¢) Expliqueu com es calcula aquest producte escalar per a dos vectors expressats

en coordenades respecte de la base canonica.

(d) Trobeu una base del subespai ortogonal a (1,0,0) per a aquest producte escalar.

Exercici 2 Considereu el producte escalar de R* definit per la matriu:

Rl
S O N
_= = O O
o= O O
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Descomponeu el vector v = (1,3,—1,4) com a suma de dos vectors, un pertanyent

al subespai F', generat per wy = (2,1,0,1) i wy = (0,3,1,1), i laltre ortogonal a F.

Exercici 3 Sigui E ’espai vectorial real dels polinomis de grau inferior a 2. Defi-

nim, per a tot p(z), q(z) € E:

otv(e).ae) = [ vl
(a) Demostreu que ¢ és una forma bilineal simétrica sobre E.
(b) Quina és la matriu de ¢ respecte de la base canonica de E?
(¢) Defineix ¢ un producte escalar?
(d) Trobeu una base ortonormal respecte de ¢.

(e) Trobeu una base del subespai ortogonal a 2z + 1 respecte de ¢.

Exercici 4 Sigui (e1, ez, e3) una base arbitraria d’un R-espai vectorial E. Proveu
que existeir un unic producte escalar de E que fa que aquesta base sigui ortonormal.
Quin és aquest producte en el cas en que E = R® ie; = (1,1,2), ea = (2,3,0) i
es =(1,0,-1)?

Exercici 5 Sigui ¢ : R2xR? — R laplicacié definida per o((z,y), (2,t)) = xz—1yt.
(a) Es ¢ una forma bilineal sobre R? Es simétrica?
(b) Quin és el conjunt de vectors isotrops?

(c) Si existeir una base de vectors isotrops, doneu la matriu de ¢ en aquesta base.

Exercici 6 Considerem les formes bilineals 1 i @2 sobre R donades per les matrius

seguients:
-1 -1 -1 11 1
-1 0 1], 1 01
-1 1 0 1 10

(a) Classifiqueu, segons la llei d’inércia, aquestes formes bilineals i digueu si soén

definides positives.

(b) Hi ha vectors isotrops? Quins son?



Capitol 12

Geometria Euclidiana

En aquest capitol estudiarem les geometries euclidianes de R™. Aixi, considerarem
R™ com el conjunt de punts d’un espai “n-dimensional”, on hi tindrem rectes, plans
o, en general, “varietats lineals” (ja definirem que és aixo).

Observem que R™ com a R-espai vectorial té un element privilegiat, el vector
zero. En canvi, si pensem R" com a model d’'un espai de punts, on hi tenim certs
subconjunts de punts que formen figures geometriques, com ara rectes, triangles,
quadrats, cirfumferencies, plans, cons, esferes, etc., no podem tenir cap element de
R™ que sigui privilegiat, ja que els elements de R™ representen els punts de ’espai
que volem modelar i en aquest espai pensem que tots els punts tenen les mateixes
propietats. A l’espai que volem modelar hi tenim una certa manera de mesurar
distancies entre els diversos objectes i sembla que, per fer mesuraments concrets, va
bé fixar a I'espai un sistema de coordenades. Aix0, en particular, significa triar un
punt com a origen de coordenades, i aquest origen de coordenades el triem lliurement
entre tots els punts de I'espai (el que ens convingui pels mesuraments concrets que
volem fer). Doncs bé! El model més senzill d’aquest tipus d’espai és l’espai aff
euclidia, que consisteix en un conjunt de punts, R”, i, per a cada punt P € R", una
aplicacié bijectiva

ap: R" = R"

del conjunt de punts R™ a ’espai vectorial R™, on hi tenim un producte escalar fixat
(— | =) (que ens permetra definir una distancia). Cada aplicacié ap es pot pensar
com l’eleccié del punt P com a origen de coordenades. Cada eleccié d’una base
ortonormal de l’espai vectorial euclidia (R™, (— | —)) es pot pensar com 1’eleccié de
les direccions dels eixos de coordenades amb el semieix positiu marcat. Es natural
pensar que per poder definir una distancia entre els punts de R™ fara falta alguna

mena de “compatibilitat” entre les aplicacions ap en variar el punt P. Pero tot aixo

207
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ho definirem amb rigor a continuacié.

12.1 Espai afi euclidia i varietats lineals

Un espai vectorial euclidia és un R-espai vectorial junt amb un producte escalar.

Un espai afi euclidia és un conjunt E # () junt amb un espai vectorial euclidia

(V,(— ] —)) i una aplicacié

a:ExE — V
(P,Q) — PQ

que compleix:
(1) per a cada P € E, laplicacié

ap: E — V
—
Q — PQ

és bijectiva, i
—_—s = —
(2) PQ+QR=PR, VP,Q,ReE.

Els elements de E es diuen punts de 'espai, V' és ’espai vectorial associat a F.

Definim la dimensié de l'espai afi euclidia E com
dim £ = dimV.
Diem que un subconjunt L de E és una varietat lineal de E si

(1) a(L x L) és un subespai vectorial de Vi

(2) VP e L,
ap: L — «(L x L)
—
Q — PQ
és bijectiva.
Observem que si (3 és la restriccié de v a L sobre a(L x L), és a dir

B:LxL — «fLxL)
(P.Q) — PQ

llavors L junt amb (3 és un espai afi euclidia amb espai vectorial associat, a(L x L).
Es diu que a(L x L) és la direccié de la varietat lineal L.
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Exemple 12.1.1 Siguin £ = R" iV = R" I’espai vectorial euclidia amb el producte

escalar estandard. Sigui
a:ExE — V

(w,v) — v—u
Llavors F junt amb « és 'espai afi euclidia estandard.
Les varietats lineals d’aquest espai sén les de la forma P4+ W,on P € V i W és

un subespai vectorial de V', és a dir
P+W={P+w|weW}
Llavors tenim que
a(P+w,Pt+wy)=wy—wi €W i a((P+W)x(P+W))=W.
Observem que, fixat P+ wg € P + W, 'aplicacié

P+W — W
P+w +— P+w—(P+wy)

és bijectiva. Aqui W és la direccié de P+ W, i diem que P+ W és la varietat lineal
que passa pel punt P amb direccié W. &

Observacié 12.1.2 A partir d’aqui els espais afins euclidians que considerarem
seran com ’exemple anterior, pero agafant a V' un producte escalar (— | —) arbitrari,

i les seves varietats lineals. &

Un espai afi euclidia de dimensio 0 es diu punt. Un espai aff euclidia de dimensi6 1
es diu recta. Un espai afi euclidia de dimensié 2 es diu pla. Una varietat lineal de
dimensiéo n — 1 en un espai afi euclidia £ de dimensié n es diu hiperpla de E.

La varietat lineal determinada o generada pels punts P, ..., P, d’un espai afi
euclidia F és la varietat lineal més petita de E que conté aquests punts. Es clar que

aquesta varietat lineal és
P+ (P,—Py,...,P,— P1).

Es diu que dues varietats lineals P, + W7, Po + W5 d’un espai aff euclidia sén
paralleles st W1 C Wy o Wy C Wh.

Dues varietats lineals P + Wi, P> + Wy d’un espai afi euclidia es tallen si
(a+ W) N (b+ W) # 0.

Proposicié 12.1.3 Dues varietats lineals Py + W1, Po+ Wy d’un espai afi euclidia
es tallen si i només si P, — Py € W1 + Whs.
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DEMOSTRACIO.

(PL+Wi)N(PL+Wy) 40 < 3JPe (PL+W1)N(P+ W) <
<:>3w1€W1,3w2€W2
tals que P} + wy = Py + wy <
<~ P — P, c W+ Ws. |

Una consequiencia immediata d’aquesta Proposicié és el resultat segiient.

Corollari 12.1.4 Si P, + W1, Py + Wy son varietats lineals paralleles llavors o bé

no es tallen o bé una esta continguda en altra.

Ara que ja sabem quan es tallen dues varietats, anem a veure com es tallen.

Proposicié 12.1.5 La interseccio de dues varietats lineals d’un espai afi euclidia

és o bé buida o bé una varietat lineal.

DEMOSTRACIO.  Siguin Py + Wy, Py + W5 dues varietats lineals d'un espai aff
euclidia que es tallin. Sigui P € (P + W1) N (P2 + Wa). Veiem que

(Pl + Wl) N (P2 + Wg) =P+ (Wl N Wz).

La inclusié P + (W1 NWy) C (P + W1) N (Py + Wa) és clara.
Sigui @ € (Py + Wh) N (P2 + Wa). Siguin wy, w] € Wi i we, wh € Wh tals que

P =P +w =P+ ws
Q =P +uw) =P+ w)

Llavors
Q=P —w +w; =P —wy+ wh.

Per tant w] —w; =wh —wy e WiNWaiQ € P+ (W1 NWs). 1

12.2 Coordenades

Un sistema de coordenades cartesianes ortonormal d’un espai afi euclidia E de di-

mensio finita n és

B=A{P,(v1,...,v,)}

on P € E es diu origen de coordenades i (v1,...,v,) és una base ortonormal de

lespai vectorial associat V; (v1), ..., (v,) sén els eizos de coordenades del sistema.
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Les coordenades d’un punt X € FE respecte de B sén per definicié les coordenades
del vector X — P respecte de la base (v1,...,v,). Escriurem C(X,B) = C(X —

Py (v1,...,0,)).

Siguin B = {P, (v1,...,vn)}, B ={Q, (u1,...,up)} dos sistemes de coordenades
ortonormals d’un espai afi euclidia FE.

Sigui X € E. Llavors

X-P=X-Q+Q-P.
Per tant, si B = (v1,...,v,) 1 B' = (uy,...,uy), tenim que

C(X-PB) =C(X-Q@Q,B)+C(Q—-P,B)
=M(B',B)C(X —Q,B)+C(Q — P,B).
Aixi
C(X,B)=C(Q,B)+ M(B',B)C(X,B).
Aquesta és la formula del canvi de coordenades.
Anem a veure ara com es descriuen en coordenades les varietats lineals.

Sigui B = {P, (v1,...,v,)} una referéncia cartesiana ortonormal d'un espai aff

euclidih E. Sigui L = P + (wi,...,w,) una varietat lineal de E. Siguin B =

(v1,...,0,) 1
alj
C(wj>B> =
anj
ai
C(P,B) =
Qan
1
Sigui X un punt amb C(X,B) = ( : ) Llavors
Tn
—
XeLl < PX e (w,...,w,) <=
r1—ar ain ot Qi air -+ Al
< rang : : : = rang
Tp —Ap Gp1 - Gpp Ap1 -+ Gpr
Si dim L = r llavors wy, ..., w, sén Li. i
air - Al
rang : : =T

Gp1 - Gpr
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Aixi aquesta matriu té r files i1,...,4, Li. En aquest cas,
Tjy — Ay Qg1 -+ A4
X el : : =0 Vied{l,...,n}\{i1,..., i}
Ti, — Qg Q.1 .. QAg.pr
Ty — Qg a;1 e Qip

Aquest és un sistema d’equacions lineals de la varietat lineal L respecte del sistema
de coordenades B. Les solucions d’aquest sistema sén les coordenades respecte de
B de tots els punts de L.

Exemple 12.2.1 El sistema d’equacions lineals del pla de R* que passa pel punt
(1,—1,2,5) amb direccié ((1,1,1,1), (1, —1,0, 2)) respecte de la referencia { (0, ...,0), B},

on B és la base canonica, és

r1—1 1 1
z9o+1 1 —-1|=0
z3—2 1 0
r1—1 1 1
ro+1 1 -1 |=0
ry—5 1 2 )

és a dir,
T1+ x9 — 203 = —4 o
3331 — T2 — 2%4 = -6

12.3 Distancia i perpendicularitat
Definim la distancia en un espai afi euclidia £ com

d:-ExFEF — R
(P,.Q) — d(P,Q)=|PQ| =/(PQ|PQ)

Observem que d compleix les propietats segiients:
(1) d(P,Q) > 0 per a tot P,Q € E.
(2) d(P,Q) =0siinoméssi P=Q.
(3) d(P,Q) =d(Q, P) per a tot P,Q € E.

(4) d(P,Q)+d(Q,R) > d(P,R) per atot P,Q,R € E.
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Aquesta ultima propietat es diu desigualtat triangular i és una conseqiiéncia de

la desigualtat triangular de la norma. En efecte,
d(P,Q)+d(Q,R) = [|Q - P+ [[R-Q[| = |[Q = P+ R—-Q| = [[R— P|| = d(P, R).

Teorema 12.3.1 (Teorema de Pitagores) Sigui E un espai afi euclidia. Siguin
P,Q,R € FE tals que <P—Q> | P—]%) = 0. Llavors

d(P,Q)? +d(P,R)? = d(Q, R)>.

DEMOSTRACIO.

|
|

d(Q.R?* = |QR|* = (QR | QR) = (PE - PG | PR~ PQ)
= (PR| PR) + (PG| PG) ~2(PR| PGQ)
= |PR? +||PQ|[* = d(P. R)* + d(P.Q)%. I

Si W és un subespai vectorial d’un espai vectorial euclidia V', denotem per W+

el conjunt dels vectors que sén ortogonals a tots els de W, és a dir
Wt={veV|{w|w)=0, YweW}.

No costa gens comprovar que W= és un subespai vectorial de V, i es diu subespai

ortogonal a W.

Proposicié 12.3.2 Sigui W un subespai vectorial d’un espai vectorial euclidia V
de dimensid finita n. Llavors
V=waew

DEMOSTRACIO. Observem que si v € W N W+ llavors (v | v) = 0, i per tant v = 0.
Aixd demostra que W N W+ = {0}.

Sabem que W té bases ortonormals. Sigui (u1,...,u,) una base ortonormal de
W. Sigui v € V. Sigui

w' =v—(u | v)ug — ... — (uy | v)u,.

Observem que

(ui | w') = (ui [ v) = (u; [ v) = 0.
Per tant w’ € W, i
v=((ug |V)ur + ...+ (up | V)u,) +w' € W+ WL,

Aix0 demostra que V. =W + W, i per tant V=W o W+, 1
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Diem que dues varietats lineals P + W7, P> + W5 en un espai afi euclidia sén

ortogonals o perpendiculars si Wi C VV2L 0 Wll C Ws.

Sigui F un espai aff euclidia de dimensio finita. Sigui V' ’espai vectorial associat
i (— | —) el seu producte escalar. Sigui L una varietat lineal de E' amb direccié W.

Definim la projeccio ortogonal de E sobre L per

B — K
Q — P+uw

onPésunpuntﬁxatdeLiP_Q):wl—i—wgambw1€Wiw2€Wl.

Observem que si P’ és un altre punt de L llavors
— —_ —
P'Q=PP+ PQ=PP+w + w,
—
i PPP+w € Wiwy €W Ara
—
P+PP+w=P+P—-P+w =P+uw.

Per tant la definicié de w7, no depen del punt P € L que fixem.

—_—

Observem que 77,(Q)Q = wo € W,

12.4 Distancia entre dues varietats lineals

Siguin L1 = P, + W1, Lo = Py + W5 dues varietats lineals d’un espai afi euclidia

de dimensié finita. Definim la distancia entre L1 i Ly com
d(L1,Lo) = inf{d(P,Q) | P € L1, Q € Lo}.

Observem que si P € L1 1 Q € Ly llavors

—
d(P,Q) =d(P1 + PP, P2 + P2Q) = [|[PLP2 + PPy + PQ)],
P——— —_—
i PP e Wii Py € Wy, Per tant
. e
d(Ll,LQ) = 1nf{||P1P2 + w1 + U)QH | w1 € Wl, Wy € WQ}.
La Proposicié segilient ens déona un metode per calcular aquesta distancia.

Proposicié 12.4.1 Siguin L1 = P, + W1, Lo = Po+ Ws dues varietats lineals d’un
espai aft euclidia E de dimensio finita. Sigui m: E — E la projeccio ortogonal sobre

Py, + (W7 + Was). Llavors

d(Ll, Lg) = d(PQ, W(Pg))
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DEMOSTRACIO. Siguin wy; € Wi i we € Wa. Llavors

—_—
|PLPy +wy +ws||? = |PLPy — Pym(P2) + Pim(Ps) + wy + wal?,

i pel Teorema de Pitagores,

| PPy — Pym(Py) + Pyre(Pe) +wi +ws || = || PPy — Pirc(Po)||? + || i (Py) +wy +wol?,

1 aixi

—
P P+ wy + wa||? > [|PLP — Pim(P)|)? = || Pamr(P2)]%.

—_— e
Per tant |[|[P1 P2 + w1 + wa| > ||Pem(P)|. Aixo demostra que d(L1,La) >
_
[P (P2)|| = d(P2, m(FP)).
Siguin uq € W1y i ug € Wy tals que

m(Py) = P + up + ua.
Llavors Pl = Py +u; € L1 i Py = P, — ug € Lo. I tenim que
] X
d(Py, Py) = |PLPy — uy — ug| = d(P2, m(P,)).
Per tant d(Ll,Lg) = d(PQ,?T(Pg)). |

12.5 Isometries i desplacaments

Una aplicaci6 f : E1 — FE» entre dos espais afins euclidians es diu isometria si

d(f(P), f(Q)) = d(P,Q) VPQ € E.
Observem que f és injectiva.
Proposicié 12.5.1 Siguin E1, Ey espais afins euclidians amb espais vectorials as-

sociats Vi, Vi i productes escalars (— | —)1, (— | —)2 respectivament. Sigui f : E1 —

FEs una isometria. Llavors l'aplicacio
f:vi—V
-~ — T EEe—
definida per f(PQ) = f(P)f(Q) esta ben definida, és lineal i
(F(ur) | flug))a = (ur |ua)1 Vur,ug € Vi.

A més, si g : Vi — Va és una aplicacid lineal que conserva el producte escalar,

P, € By i P, € Es llavors aplicacio

g: Eq — Fy
P +u — Py+g(u)

€s una isometria i g = g.
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DEMOSTRACIO.  Fixem Py € Ej. Definim fo(PoQ) = f(Po)f(Q). Llavors fo
Vi — V4 esta ben definida. Siguin w1 = PyQ1, us = PyQ2 vectors de Vi. Llavors

e
ug — u1p = Q1Q2. Per tant

d(Q1,Q2)* = (ug —uy | ug —ur)s
= (ug | u2)1 + (u1 | ui)1 — 2(u1 | u2)1
= d(Py,Q2)* + d(Po,Q1)* — 2(u | v)1

Analogament,

d(f(Po), £(Q2))* + d(f(Po), F(Q1))* = 2(f(Po) f(@1) | F(P0) f(Q2))2
d(f(Po), f(Q2))* + d(f(Po), F(Q1))? — 2(fo(ur) | fo(uz))e.

d(f(Q1), f(Q2))* =

Com que f és una isometria, tenim que

(four) | folua))e = (u1 | ug)1 Yui,us € Vi.
Veiem que fo és lineal. Siguin «, 8 € R.

(folaus + Buz) — afo(ur) — Bfo(uz) | folour + Buz) — afo(wr) — Bfo(uz))z =
= (folouy + Buz) | folaus + Buz))z + o (fo(ur) | fo(ur))a+
+8%(fo(ug) | fo(ua))a — 2a(folaur + Bus) | fo(ur))a—
—28(fo(aur + Buz) | fo(uz))a + 208{fo(ur) | foluz))2 =
= (o1 + Bug | auy + Bug)y + o (ur | ur)1+
+8%(ug | u2)1 — 20{aur + Bug | ur)1—
—20(aus + Pug | u2)1 + 2af{u | ug)1 =
= a®(uy | u1)1 + B%{us | ug)r + 2aB{uy | ur)r + o2 {uy | ur)1+
+6%(ug | ug)1 — 202 {uy | u1)1 — 2a8(uy | ug)1—
—20B{uy | ug)y — 26%(uz | uz)1 + 2aB{us | ug)y = 0.

Per tant
folaus + Bug) = afo(ur) + Bfo(uz).
Aixi fo és lineal.
- —_—
Ara siguin P,Q, Q" € E; tals que PyQ = PQ’. Tenim que

FPQ] = IR)Q) - F(R)IP) = fo(Re@) ~ o(RP)
= fo(PQ = PoP) = fo(PQ") = f(Po) f(Q).

Per tant f estd ben definida i f = fo, i per tant f és lineal.
La segona part de la proposicié té una demostracié facil que es deixa al lector

com a exercici. 11
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L’aplicacié f de la proposicié es diu aplicacio lineal associada a f.

EXERCICI. Demostreu que una isometria envia varietats lineals a varietats lineals,

conserva el parallelisme i envia varietats ortogonals a varietats ortogonals.

Sigui E un espai afi euclidia de dimensié finita. Un desplacament o moviment

en F és una isometria de E en ell mateix.

Observacié 12.5.2 Considerem l'espai aff euclidia (estandard) R™. Sigui
f:R* - R"

un desplagament. Sigui ug = f(0). Si f:R™ — R" és Paplicaci6 lineal associada a
f tenim

f(u) =uo+ f(u) YueR™

Si By = (e1,...,€ep) és la base canonica de R™, com que f conserva el producte

escalar i By és ortonormal, tenim que f (Bp) és una base ortonormal de R™ i
M(fa BO) BO) = M(f(BO)y BD)

és una matriu de canvi de base entre dues bases ortonormals. Llavors, per la formula

del canvi de base per a formes bilineals, tenim que
M((— | =), f(Bo)) = M(f(Bo), Bo)' M({~ | =), Bo)M(f(By), Bo),
i com que f(By) i By sén ortonormals, tenim que
M((~| =), f(Bo)) = M({~ | =), Bo) = I,

i per tant
I, = M(f(Bo), Bo)'M(f(Bo), By),

és a dir,
M (f(Bo), Bo)™ = M(f(By), Bo)".

Les matrius invertibles tals que la seva inversa és la seva transposada es diuen
ortogonals. O sigui que la matriu de I'aplicacié lineal associada a un desplacament
de R™ respecte de By (o de qualsevol altra base ortonormal) és una matriu ortogonal.
Els endomorfismes de R™ que envien bases ortonormals a bases ortonormals es diuen

transformacions ortogonals de R™. &
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Exemples 12.5.3

(1) Les matrius de la forma

1 0 0 -1 0 0
0 cosa sina o) 0 cosa sina |,
0 —sina cosa 0 —sina cosa

on « € R, sén ortogonals.

(2) La simetria axial respecte de la recta {(1,0,0)) de R? és el desplacament

f:R3 — R3
(xayvz) = (%‘,—y,—Z)

(3) La simetria especular respecte del pla ((1,0,0), (0,1,0)) de R? és el desplacament

f:R3 — R3
(xvyuz) = (xaya _Z)

(4) La simetria central respecte del punt (0,0,0) de R? és el desplacament

f:R® - R3
(Jl',y,Z) = (—x,—y,—z)

(5) La translacié de R? de vector (a, b, c) és el desplacament

fiRY — R®
(z,y,2) = (@+a,y+bz+c)

(6) La rotacié amb eix ((1,0,0)) i angle a de R? és el desplacament

f:R3 — R3

(x,y,2) — (x,ycosa — zsina,ysina + zcos a)

(7) La composici6 de desplacaments és un desplacament. <

12.6 Exercicis

Exercici 1 Discutiu en funcié del valor dels parametres la posicié relativa de les

dues rectes seguients:

2c4+ay+2z = 1 br+2y—4z = 2
20 —2y—2 = 0 dr+2y+7z = -1
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Exercici 2 Trobeu les equacions parametriques ¢ cartesianes de les varietats lineals
de R* segiients.

(a) La generada pels punts (1,—1,2,2),(3,-2,2,1),(0,1,3,2) 7 (—1,1,1,0).
(b) L’hiperpla que passa per (2,1,0,0) i és parallel a x —y — z —t = 0.

(c) El pla que conté la recta x =y = z = 1 i és parallel a la recta x —y — z =
lLr—t=-1y—t=2.

Exercici 3 Sigui ¢: R® — R3 Uaplicacio lineal definida per o(z,y,z) = (v + 2y +
z,y—2,2+9z). Es bijectiva? Calculeu la imatge i la antiimatge de la recta (x,y,2) =
(0,2,—-1) 4+ a(1,-1,0), i del pla 22 +y — z = 1.

Exercici 4 Calculeu les altures del tetraedre de R* que té per vertexs els punts

(2,0,1,1), (1,0,3,—%), (0,0,1,1), 3 (—1,1,0,1).

Exercici 5 Sigui V el pla de R* definit per les equacions t—z—t =1, t—y—z = 1.
Calculeu la distancia del punt (—=3,1,2,0) a V i la distancia entre V i la recta

definida per les equacions t =y =1,t=0.
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Capitol 13
Tensors

En aquest capitol, introduim el concepte de tensor, que és el concepte basic de
I’Algebra multilineal. Els tensors apareixem de forma natural com a models de
conceptes de la fisica, per exemple, el tensor d’inercia, i també en 'estudi de la
Geometria Diferencial, que és el llenguatge matematic per la Teoria de la Relativitat
General.

En tot el capitol, K és un cos i V és un K-espai vectorial de dimensié finita

n > 0.

Notacié: Sien un signe de sumatori no es fa referéncia a cap index i dins del suma-
tori surt un index repetit, un cop com a subindex i un altre cop com a superindex,
llavors la suma s’ha de fer per a tots els valors possibles d’aquest index. Per exemple,
el sumatori > a;b° significa el mateix que > a;bt, és a dir, la suma dels termes a;b’

per a tots els possibles valors de i. El sumatori > a;b'c’d; significa >, > ; a;b'cld;.

La delta de Kronecker
1 sii=9
0ij = { Y
0 sii#]j

també es denotard per &/ o per §%.
L’accent " posat sobre un simbol en una férmula significara que aquest simbol

no apareix a la férmula. Per exemple
n+t...+0%+...+ovm=v1+...+0-1+Vi41+ ...+ vpn.

En aquest capitol, si B = (v1,...,v,) és una base de V, denotarem la seva base

dual per

221
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13.1 Definicions i propietats

Siguin r i s enters no negatius. Un tensor r vegades covariant i s vegades contrava-

riant sobre V' és una aplicacié multilineal

r) " s) N
t:Vx- 2. xVxVix-'-xV"—=K,
és a dir, per a tot uq,..., U, ..., ur,v; €V, tot wl,...,wj,...,ws,w; e V* i tot
A € K es compleix:
(1) t(uny ey Ui F Uiy ooy Upy W1y e ey Ws) = E(ULy e oy Uy ey Upy Wy e ey W)
F (UL, Vi ey Uy Wy -, Ws),
/
(2) tlur,...,up,w1,...,w; —i—wj,...,ws):t(ul,...,uT,wl,...,wj,...,ws)
/
+t(u1,...,ur,wl,...,wj,...,ws),
(3) t(Uny ey AUjy e ooy Uy Wy ey Ws) = AE(UTy ooy Uy ooy Upy Wy e ey W),
(4) tlur, .. Up, w1y, AW, W) = (UL, - Uy W WY -, W)

Denotem per 7,°(V) el conjunt de tots els tensors r vegades covariants i s vegades
contravariants sobre V.
7,5(V) amb la suma d’aplicacions i el producte per escalars és un K-espai vec-

torial.
Per conveni, 7°(V) = K.

Exemples 13.1.1

(1) T(V) =V~

(2) 7 (V) = V** =V, per la identificacié que hi ha entre un espai vectorial de
dimensi6 finita i el seu bidual.

(3) T(V) = Bil(V) és 'espai vectorial de les formes bilineals sobre V.

(4) Si V = M,x1(K) llavors det € T,2(V). ©

Teorema 13.1.2
dim 77 (V) = n'Ts.

DEMOSTRACIO. Sigui B = (v1,...,v,) una base de V. Definim cp}l""’i-r € 72(V)

15:03]s
per

T S
o (UL Uy W W) = H v (ug) - le(”jz)
k=1 1=1
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per a tot uy,...,u, € Vitot wy,...,ws € V*.
Sigui t € 7.5(V). Siguin uq,...,ur € Viwi,...,ws € V*. Llavors

ul:E o', i wkzg ]’?kvj’“.

Ara t(ug, ..., up,wr,...,ws) =

=t (Z g, Sk S jlvjl, Y j“-”svj5>

_ i1 [P =) . As . . Ji J

=Yoo -...-alr FRRER Bjj(’l)zl,---;vzw’l) yee, 07).
Com que

T _ i ir gl s

gpjl”m”js(ul,...,ur,wl,...,ws)—al o By By
tenim que

_ . . J1 J 015eeslr
t—g t(Vigy ooy 0, v 7-"7”5)903‘1,...7,3'3'

. ily“ﬁ“‘
Ara es veu facilment que {‘le,...,js

Per tant dim Z5(V) = n"*t5. |

A S
Fitsosivsgisenjs€{1,2,...,n} 68 una base de T.°(V).

Els escalars t(v;,,...,v;., v, ... v7%) que apareixen en aquesta demostraci6 es

diu que s6n els components del tensor ¢ respecte de la base (v1,...,vy).

Siguint € 75(V) i t' € ’];‘?/(V). Definim el producte tensorial d’aquests tensors

com el tensor
! +s’
tet e 720 (V),
tal que

/

/ / _
Wy ey Wy W, e Wy ) =

/ /
t@t(ut,y ... up,ulf, ... u W

=t(ur, . Uy w1, we) (Ul W W),
La demostracié de la Proposicié segiient és un exercici facil que es deixa al lector.
Proposicié 13.1.3 Siguin t,ts € T5(V), t),ty € T5 (V) i t" € T% (V). Llavors
(i) (hot) ot =t e ).
(it) (t1+t2) @t =t1 @) +ta @ ).

(iii) t1 @ () +th) =t1 @) +t; @t. 1
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O sigui que el producte tensorial és associatiu i distributiu respecte de la suma.
En canvi, el producte tensorial no és commutatiu. Per exemple, considerem RZ,
i siguin wi,ws € (R?)* definides per wi(z,y) = 2 i wa(z,y) = x + ¥, per a tot
z,y € R; llavors wi ® wa((z,y), (2,1)) = x(z + 1) i wa @ wi1((z,9), (2,1)) = (x + y)z,
en particular,

w1 ® w2((17 1)7 (07 1)) =1 7& 0=wr® Wl((lv 1)7 (07 1))7

cosa que demostra que

w1 ®wy # wa @ wi.

Observem que si B = (vq,...,v,) és una base de V it € 7.°(V) llavors els
components de ¢ en la base B sén els escalars t(vg,, . .., v, 071, ..., v7¢) i es compleix
que

t= Zt(vil,...,vir,vjl,...,vjs)vil ®...0V" Qu; ®...Q v,

13.2 Canvi de base

En aquesta seccié estudiarem com canvien els components d’'un tensor en canviar
de base.

Siguin By = (u1,...,un), B = (v1,...,v,) bases de V i Bf = (ul,...,u"),
Bj = (vl,...,v") les seves bases duals. Sigui t € 7,°(V). Siguin )\]1’ ws ,ufll” ”l’:

els components de t respecte By i Bs respectivament, és a dir

Z)\]l» 7]5 Z1® ®ulr®ujl®®ujs

11,

t=> e @ @, @ @y,
Sigui
ol .oal
M(By, By) = :
af ap

Pel Corollari 10.1.5, tenim que
M (B3, B})' = M(By, Bs).
Sigui
Bi - By
M (B, Bg) = : :
pr - Bn
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Llavors
gL Bt
M (B3, By) = :
By o Bh
Ara tenim
e =ty oML ok
=t(>. aﬁuil, . ai:uir, > ﬁfllujl, . ﬁf;ujs)
= Z’il,...,ir,jl,~~-yjs a;} o aé:ﬁ]’?} e ﬂf:t(u“, e S, wt L ule)
= Dt nintvends O e QU BN

Exemples 13.2.1
(1) SiteT(V)=V
t =3 Nuj =3 pkyy,
i =30
En forma matricial:
C(t,B2) = M(B1, B2)C(t, By).
Aqui els components del tensor ¢ sén les coordenades del vector t.
(2) Site (V) =V*
t =S \Nut =3 ot
o =Yl
En forma matricial:
C(t, By) = M(B, B)C(t, BY).

Igual que a 'exemple anterior els components del tensor ¢ sén les coordenades de la
forma t.

(3) SiteTX(V)
t= Z)\Uui Qul = Zulkvl ® v*.
Si u,v € V llavors
uzzaiuia U:Zﬂ]’u]
iot(u,v) =325 Nijal 3.

En forma matricial

t(u,v) = M(u, B1)'M(t, B1)M (v, By),

on M(t, By) és la matriu de la forma bilineal ¢ respecte de Bj.
A més tenim que

k=Y ajoq A,
'7j
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que en forma matricial és

M(taBQ) :M(327Bl)tM(thl)M(327Bl)' %

13.3 Contraccions tensorials

Sigui B = (u1,...,u,) una base de V. Sigui t € 7°(V) isiguin 1 < a < r i
1 < B <s. Sabem que

t=Y Mty e @ut @u, @, .. @y,

21yl

jlv--:js — . . 1 j
on Xyt = (Ui e U, It u).

La contraccid dels indexs (a, 3) del tensor t és el tensor

At = Zé}gA{;;;;;;{:uil R QU@ RUT QU ® QL @ Ry,

Teorema 13.3.1 La definicié de c2(t) no depén de la base B.

DEMOSTRACIO. Sigui B’ = (vy,...,v,) una altra base de V. Llavors

v =Y au, o =36l
u = [, u' :Za}vj,

t =S Nl @uit @uy, ® ... ®

11 yeenslr
ki
= :’“Llll,u.,l@«svl1 ®...0v"® Uy & .. @ Vg,
. ki,..0ks i1 L ir gk . aks\J1-0s
i sabem que = Zil,...,ir,jl,...,js o oyt B B Af e

Hem de veure que

Z(Si-o‘)\jl’“"jsuil®---®ﬁia®---®uir®uﬁ®---®ﬂj5®~-®ujs =

JB° seetr

= Z(%Cguggll”_:'_"lksvh®"'®@la®"'®UZT®UI<:1®"'®@kg®"'®vks'

sor

Ara Zégzﬂfl{jj,’j*vh®~--®f;la®---®v“®vkl®---®ﬁkﬁ®---®vks =

= Z 52‘; (Z a;i ..... af:ﬁj’-? ..... /6;25 )‘ﬁ,’:z]:) WM @ieg.. ol
®Uk1®"'®@k@®‘”®vks

= TopapEaAl (v @ @it @ @ (afruh)
(B vp) @ -+ @ gy @ -+ @ (B vg,)

=¥ 55;;afg Jk; A{i;;j;’fjuh R QU@ @ulr
Qujy @ -+ @ lj, @ -+ ® uy,

— o \J1sensds p i1 () .. N 3 ) R .
= Z‘Sjg/\il,...,u“ Q- QU QU QU Q- QUjzy @ -+ By,
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ja que > (51%04[& ko _ > af“ﬁéﬂ = i | aquesta igualtat dltima és deguda a que:

Js Jp
B B o an 1 0
Gt B of an 0 1
Exemple 13.3.2 Siguin ¢ una forma bilineal sobre V' i B = (uq,...,u,) una base

de V. Sigui v = Y a'u; € V. Definim
i=1

pl,-): V. — K
u — p(v,u)
Observem que (v, —) és una forma lineal sobre V. Sabem que ¢ € 75°(V). Per

tant
p= Z )\ijui ®u’

on \ij = ¢(uj, uj). Ara
(v, ug) Z)\Z]u uJ (ug) Z)\Zka

Per tant p(v, —) = > Ajjo .
7]
Ara observem que

C% (v®p) = C% (Z O‘il)‘jl,]éujl ®u? ® ui1) =
= Z‘Siljlgil)‘jhhuﬁ = ZO‘il)‘il,jzujQ = ¢(v,—).
O sigui que la forma lineal ¢(v, —) és una contracci6é de v ® . També es diu que és

una contraccié del vector v i la forma bilineal ¢. <&

13.4 Exercicis

Exercici 1 Sigui E un R-espai vectorial i sigui ¢ : EX E — R un producte escalar,
és a dir un tensor covariant d’ordre 2 simétric i definit positiv. Siguin v i w € E
tals que |v| = |w|. Demostreu que v+ w i v — w sn ortogonals. Com s’interpreta

airo geométricament?

Exercici 2 Sigui By = {ag + a1t | ap, a1 € R} (polinomis reals de grau com a molt
1). Definim:
TQ : EQ X E2 — R
(p(t),q(t))  — Ta(p(t = [
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(a) Demostreu que Ty és un tensor euclidia sobre Es.
(b) Ortonormalitzeu la base (1,t) de Es.

(¢) Calculeu els components de T respecte de la base (1,t).

Exercici 3 Sigui V =R2. Definimt:V xV x V* x V* — R per t(vy,va, w1, ws) =

w1 (Ul)wg (UQ) .

(a) Demostreu que t és un tensor dues vegades covariant i dues vegades contrava-
riant.

(b) Vegeu que t = t; ® t1 on t1 és el tensor una vegada covariant i una vegada
contravariant donat per t1(v,w) = w(v).

(c) Trobeu els components de t respecte d’una base qualsevol de V.

(d) Calculeu les contraccions CE(t) per a qualsevol parell d’indezs o i 3.
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lineal, 123 Contraccié, 226
Argument d’un nombre complex, 53 Coordenades, 132
Arrel d’un polinomi, 48 polars, 53
Automorfisme, 30, 124 Cos, 49
Base, 86 Desenvolupament del determinant
canonica, 87 per una columna, 151
dual, 173

per una fila, 151
ortogonal, 191

Desigualtat
ortonormal, 200 de Cauchy-Schwartz, 199
Cicle, 34 triangular, 199, 213
Classe d’equivaléncia, 11 Desplacament, 217
Coeficient dominant, 46 Determinant, 144
Combinacio lineal, 82 de Vandermonde, 157

Complement d’un subespai vectorial, 91 Diferencia de conjunts, 9
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Dimensié, 89
Distancia, 212
Divisié entera, 60
Divisor de zero, 49
Domini
d’integritat, 49

d’una aplicacid, 13

Eixos de coordenades, 210
Element, 7
invers, 26
invertible, 49
neutre, 25
oposat, 26
simetric, 25
unitat, 26
zero, 26
Endomorfisme, 30, 124
adjunt, 203
diagonalitzable, 161
Epimorfisme, 30, 124
Escalar, 77
Espai afi euclidia, 208
Espai bidual, 178
Espai de Minkowski, 202
Espai dual, 173
Espai vectorial, 77
euclidia, 208

finitament generat, 83

Forma bilineal, 185
definida negativa, 194
definida positiva, 194
simetrica, 185

Forma hermitica, 186

Forma lineal, 173

Funcié polinomica, 48

Formula

de Grassmann, 93

del canvi de base per a formes bili-
neals, 189

del canvi de base, 138

del canvi de coordenades, 211

Grau d’un polinomi, 46
Grup, 25
abelia, 25
de les unitats d’un anell, 49
lineal general, 126
simetric, 27, 28

Grafica d’una aplicacio, 13

Hiperpla, 209

Homomorfisme, 30

Imatge d’un subconjunt, 14
Imatge d’'una aplicacié, 15
Interseccio, 9

Isometria, 215

Isomorfisme, 30 124

Llei d’inercia, 193

Matriu, 43
adjunta, 149
ampliada del sistema, 116
antisimetrica, 100
d’una aplicacié lineal, 133
d’una forma bilineal, 187
del canvi de base, 137
del canvi de coordenades, 136
del sistema, 116
diagonalitzable, 161
elemental, 102
esglaonada, 106
identitat, 45
ortogonal, 158, 217
quadrada, 43
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quasi-inversa, 122
simetrica, 81, 100
Menor d’una matriu, 149
Monomorfisme, 30, 124
Morfisme de grups, 30

Multiplicitat, 71

Modul d’un nombre complex, 53

Norma, 199
Nucli, 31

Operacio, 25
associativa, 25
commutativa, 25

Ordre d’una permutacié, 33

Origen de coordenades, 210

Paradoxa de Bertrand Russell, 7
Permutacié, 28
Pla, 209
hiperbolic, 201
Polinomi, 46
caracteristic, 164
irreductible, 67
monic, 67
Principi d’induccio, 16
completa, 17
Producte
cartesia, 10
de matrius, 43
de nombres complexos, 50
de polinomis, 47
escalar, 194
escalar estandard, 185
tensorial, 223
Projeccié ortogonal, 214
Punt, 209

Radical, 196

Rang d’una matriu, 113

Recta, 209

Relacié
antisimetrica, 10
binaria, 10
d’equivaléncia, 11
d’ordre, 11
d’ordre total, 11
reflexiva, 10
simetrica, 10
transitiva, 10

Relativitat especial, 26

Signatura, 37
Signe, 37
Sistema de coordenades, 210

Sistema d’equacions lineals, 116

Sistema homogeni d’equacions lineals, 116

Subanell, 42
Subconjunt, 8
Subespai incident, 180
Subespai propi, 162
Subespai vectorial, 81
Subespai ortogonal, 213
Subgrup, 29
Successié de Fibonacci, 18, 99
Suma
de matrius, 43
de nombres complexos, 50
de polinomis, 47
de subespais vectorials, 91
directa, 91

Tensor, 222
covariant, 222
contravariant, 222
Teorema de Pitagores, 213

Teorema de Sylvester, 193
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Transformacié elemental, 101
Transformacié ortogonal, 217
Transposicio, 34

de matrius, 46
Unié, 9

Valor propi, 161
Varietat lineal, 208
direccié, 208
ortogonals, 214
paralleles, 209
Vector, 77
isotrop, 191
propi, 162
Vectors

linealment dependents, 84

linealment independents, 84

ortogonals, 191

Zero d’una funcié polinomica, 48



