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Aquestes Ilicons cobreixen el material de la geometria afi corresponent a la primera meitat
de l'assignatura Geometria Lineal del Grau en Matematiques de la UAB. Aixi els temes sén
espais afins i afinitats, geometria afi de rectes, plans i altres varietats lineals, coordenades afins i equacions
de varietats lineals i d’afinitats, classificacié de les afinitats de la recta i del pla.

Usualment! I'espai aff es defineix com un conjunt amb una accié simplement transitiva
d’un espai vectorial V (és a dir, és un “V-torsor”). En aquestes llicons prenem un altre punt de
vista2, definint els espais afins en termes de combinacions afins, i en deduim 1’espai vectorial V'
com l'espai de les translacions. Els metodes vectorials tenen un paper d’eina important, pero
no pas de fonament. Aquest enfocament té uns quants avantatges conceptuals:

e Fs més geometric: la formacié de combinacions afins és una formalitzacié natural de les
construccions basiques de la geometria, com ara la recta determinada per dos punts, el
centre de massa, o la formacié de paral-lelograms. (La noci6é de V-torsor és cinematica
més aviat que geometrica.) Els vectors es dedueixen de la geometria intrinseca com a
translacions, i aixi tenen una explicacié per donar suport a la intuicié.

e Fisicament, és més natural: modelitza directament l'espai fisic (mentre que la nocié de
V-torsor modelitza l'espai fisic escollint primer un origen (d’on la nocié d’espai vectorial)
i després 'oblidant (la noci6 de torsor)).

e Es més natural categoricament: les nocions de subespai afi i d’aplicacié afi sén evidents,
i el “teorema fonamental” de la geometria afi esdevé una tautologia.’

e Emfatitza la diferéncia essencial entre espai aff i espai vectorial definint les nocions en
paral-lel i no pas una subordinada a l'altra.

El preu a pagar és que hem d’establir que les translacions formin un espai vectorial. Aquest
resultat requereix un cert nivell d’abstracci i pot representar un repte per als estudiants: ob-
jectes que son transformacions d’una estructura passen a ser considerats com elements d"una
altra. Pero ho fem poc a poc, amb confianca que vall la pena treballar una mica aquesta relacié
fonamental entre les dues categories centrals de I'assumpte.

Ldes de Weyl [8], 1918

2possiblement degut a Mac Lane i Birkhoff [5], 1967

3A més a més, si és permes un comentari avangat, la definici6 d’espai afi en termes de combinacions afins situa immediatament
els espais afins com models d'una teoria de Lawvere, i molts dels resultats basics es poden reconeixer com casos particulars de
resultats més abstractes i universals. Evidentment, el text no fa cap menci6 de tals conceptes i punts de vista avangats, pero en
alguns llocs, I'exposicié, sempre elemental, se n’ha secretament guiat.
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1 Introduccioé

Els espais afins, els objectes principals de la geometria afi, es poden veure com “es-
pais vectorials sense origen especificat”. Igual als espais vectorials, son objectes d'un
aspecte molt lineal, i les figures que protagonitzen la geometria afi sén rectes, plans
i configuracions d’aquests. Els espais afins sén de naturalesa més geometric que els
espais vectorials, i sén una nocié més propera a l’espai fisic on vivim, mentre que els
espais vectorials representen una algebritzacié de la geometria. La interaccié entre la
geometria i l’algebra lineal és un tema clau de la teoria.

Com que els espais afins no tenen origen, admeten més simetries que els espais
vectorials: a més de les aplicacions lineals hi ha les translacions, que sén un con-
cepte clau de la geometria afi. Heus d’alli també la importancia de la nocié de pa-
ral-lelisme. En canvi no hi tenim nocions com angle, perpendicularitat o distancia
entre dos punts. (En particular, triangle és triangle — no en podem distingir trian-
gles rectangles, isosceles, etc.) Tenim només una nocié de distancia molt rudimentaria:
podem parlar de distancies relatives (proporcions) dins de rectes paral-leles.

Abans de comencar amb les definicions formals, vegem alguns exemples, per donar

una idea intuitiva de la nocié d’espai afi i il-lustrar com apareixen naturalment.

1.1 Exemple: el temps. El temps el modelitzem habitualment com una recta real. Pero
no és naturalment un espai vectorial: no té sentit sumar “14:28 del 17/09/1967” amb
“22:30del 19/09/1969”. Tampoc té sentit multiplicar per 5 un instant donat. En un sen-
tit, els instants no representen quantitats de temps. Aixo no és pas una mera mancanca
del calendari gregoria; els ordinadors mesuren el temps en segons transcorreguts des
d’algun instant de base escollit com a zero, tipicament la mitjanit (UTC) del 01/01 /1970
(convenci6é de unix) o del 01/01/1601 (convencié de Windows). Per exemple, segons
la primera convencio6, la mitjanit del 24/12/2009 es representa per 1261699200. Pero
encara no déna molt de sentit a I’addicié de dos instants — el resultat dependria de la
convencio, i per tant no seria una operacié natural del temps.

Si que podem fer algunes altres operacions, com la diferéncia entre dos instants
(la quantitat de temps transcorregut entre els dos instants), o I'instant mitja de dos
instants. Una altra cosa que té sentit és la translacié: sempre té sentit dir “5 minuts
abans”, i sempre podem canviar de referencia, com ho fem per exemple quan passem
a I'horari d’estiu. Aquestes operacions les podem fer amb time stamps com 1031123784,
i el resultat no depen de l'escull de “zero”.

Aixi doncs, hem argumentat que el temps és més aviat un espai afi que un espai
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vectorial. Observem també que les translacions de temps si que les podem sumar i que
hi ha una translaci6 zero!

1.2 Energia. En mecanica newtoniana, només podem mesurar diferencies d’energia,
no pas les energies mateixes. Podem sumar qualsevol nombre real a la definici6 d’ener-
gia sense modificar el contingut fisic. Aixi doncs, no té molt de sentit demanar quina és
I'energia d"un sistema — podem respondre només després d’escollir alguna conven-
ci6 arbitraria del que compta com “energia zero”. Alld que té més sentit és parlar de
diferencies entre 1’energia d’un sistema en un estat i ’'energia d’aquest sistema en un
altre estat — aix0 té sentit independentment de la convenci6é d’origen.
Afirmem doncs que les energies d"un sistema fisic formen una recta afi.

1.3 Exemple: l’espai fisic. Habitualment modelitzem l'espai fisic com R3, perd no
és naturalment un espai vectorial! Quan identifiquem una posicié6 amb algun vector
de coordenades, com ara (1,0, —2), ho fem relativament a algun origen escollit artifi-
cialment. No hi ha origen natural — seria el centre de la terra? o l’encreuament de
les autopistes C-58 i AP-7? Quina seria la suma d’aquests dos punts? No té sentit, o
dependria de l'origen escollit. No obstant aixo, altres operacions tenen sentit indepen-
dentment de qualsevol origen triat, per exemple calcular el centre de massa de algun
objecte, o la interseccié de dues rectes.

Afirmem que 1’espai fisic on vivim és un espai aff, no pas naturalment un espai
vectorial.

1.4 Exemple: primitives de funcions. Sigui f : R — R una funci6 integrable, i sigui A
'espai de les primitives de f. Sabem que si F és una primitiva de f, llavors F + ¢ també
ho és, per a qualsevol constant ¢ € R, i que tota primitiva s’obté aixi. (Pero la suma
de dues primitives no és una primitiva.) Els dos exemples anteriors estan intimament
relacionats amb aquest exemple: 'energia és una integral de forca sobre distancia, i les

posicions sén primitives de les velocitats.

1.5 Exemple fonamental: solucions de sistemes lineals. Sigui ¢ : V' — W una aplica-
ci6 lineal entre espais vectorials, i sigui b € W un vector. Llavors el conjunt

A=¢'(b)={7eV|¢(@) =0}

és naturalment un espai afi, com ho veurem de seguida — n’és en un sentit I'exemple
fonamental. Sabem que si b # 0, la suma de dues solucions no és una solucié. I si
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multipliquem una solucié per un escalar A # 1, el resultat tampoc és solucié. Pero, do-
nades dues solucions, llur mitja és una solucié. També podem parlar de diferencies de
solucions, pero el resultat no és pas una solucié del sistema original, siné una solucié
del sistema homogeni associat, que és un espai vectorial:

Ker(¢) = {7 € V | p(3) = 0}.

També podem fer translacions: la suma d’un punt de A i un vector de Ker(¢) és nova-
ment un punt de A.
Un exemple molt concret:

¢:R? — R

(x) — Xty
y .

Llavors ¢ ~1(1) és la recta

N X
Es un espai afi, perd no pas naturalment un espai vectorial.

En conclusi6, afirmem que conjunts de solucions d’equacions no homogenies sén
espais afins. (L'exemple anterior és un subexemple, on V' és ’espai vectorial de totes les
funcions reals diferenciables, W és I’espai de totes les funcions integrables,i¢ : V. — W
és diferenciaci6. Sigui b la funci6 fixada f. Llavors, I'espai de les anti-derivades de f és
'espai ¢~ !(f). Es un espai afi per 'espai vectorial de totes les primitives de la funci6
0, és a dir, les funcions constants.)

1.6 Estructura de I’espai afi: geometria versus cinematica. Amb els exemples ante-
riors ens podem preguntar: quina estructura té 'espai afi, si és diferent de la noci6é
d’espai vectorial? Hi ha dos punts de vista.

Un és el purament geometric: formalitzem la idea de les operacions geométriques
que es poden fer amb punts i altres objectes geometrics que sén independents pel que
fa a la referencia, i en particular independents de qualsevol noci6é d’origen. Exemples
fonamentals de tals operacions sén



formar la recta determinada per dos punts,

formar el punt mitja de dos punts, %P + %Q,

formar el centre de masses d'uns quants punts,

formar el paral-lelogram generat per tres punts.

Son exemples de la nocié de combinacié afi la qual prenem com a nocid basica; per tant:

un espai afi és un conjunt on es poden fer combinacions afins

L’altre punt de vista és el cinematic on tenim no tan sols punts sin6é també vectors.
Els punts representen posicions, els vectors representen velocitats o forces: on un punt
P representa la posicié d'una particula, pensem un vector 7 com una for¢a que actua
sobre la particula. Exemples de tals operacions sén

e Donats un punt P i un vector 7, podem formar el punt P 4 7. Si pensem P com la
posicié d"una particula, i 7 una velocitat, llavors P + @ és la posici6 de la particula
després d’una unitat de temps.

e Donats dos punts podem calcular-ne la diferencia, que sera un vector. Es 1’ope-
raci6 reciproca: calculem la velocitat d"un moviment que porta la particula d'una
posici6 a laltra.

Aixi doncs, des del punt de vista cinematic:

un espai afi és un conjunt on actua un espai vectorial

Els dos punts de vista sén essencials.

2 Espais afins i aplicacions afins

2.1 CONVENCIO GLOBAL. Treballem sempre sobre R, el cos dels nombres reals.
Aixi, tot espai vectorial, i tot espai afi, seran sobre R.



2.2 Espais vectorials i aplicacions lineals. Recordeu que un espai vectorial és un con-
junt V on es poden fer combinacions lineals: donats vectors 7; € V iescalars A; € R
(i=0,...,n), podem formar el vector

n
Y Ait;
i=0

Una aplicaci6 lineal és una aplicacié f entre espais vectorials que respecta combinaci-
ons lineals. Vol dir que

f(EAT;) = XAif(T0).

2.3 Espais afins i aplicacions afins: definicions. Un espai afi és un conjunt A on s’hi
poden fer combinacions afins: sén combinacions lineals

n
Z DéiPi
i=0

onP € Ain; €R,i=0,...,n—amb la restriccié que

n
Z N, = 1.
i=0

Veurem que les combinacions afins formalitzen construccions geométriques amb rec-
tes.

Tals expressions estan subjectes a les relacions habituals de les combinacions lineals
(les regles de distributivitat): 'ordre dels termes no importa; si apareix un terme amb
coeficient 0 el podem eliminar de la suma; si un terme apareix dues vegades, podem
agrupar els termes en una sola ocurréncia sumant els coeficients: ... +aP +bP 4 ... =
...+ (a+b)P+...;1ifinalment, 1P = P. (Un tractament més formal de les regles es
troba a I’apendix.)

Anomenem de punts els elements d'un espai afi.

Un subespai afi és un subconjunt B C A estable per combinacions afins. Aix0 vol
dir que si Py, ..., P, pertanyen a B, llavors ¥ a;P; també pertany a B, sempre i quan
YK jai=1.

Una aplicacié afi és una aplicacié f que respecta combinacions afins. Vol dir que

f(XaiP) = Ywif (P;),



sempre que ) «; = 1. Anomenem afinitat a una aplicacié aff d’un espai en ell ma-
teix. (Adverténcia: altres autors utilitzen “afinitat” com a sinonim d"“aplicaci6 afi”, i a
vegades és implicit que sigui a més invertible.)

Dedicarem llicons senceres a les nocions de subespai i d’aplicaci6 afi, i en veurem
molts exemples. De moment observem només que sén nocions molt naturals.

2.4 Exemple. El conjunt buit és un espai afi.

2.5 Exemple. Qualsevol espai vectorial es pot considerar també com un espai afi. Sim-
plement oblidem totes les combinacions lineals que no tinguin suma de coeficients
iguala 1.

Veurem més endavant que tot espai afi no buit es pot dotar d’estructura d’espai
vectorial, i aix0 sera crucial per a fer calculs. No obstant aixo, aquesta estructura
tipicament no apareix de manera natural, com ho il-lustren els exemples de la intro-

duccié. Analitzem 'exemple clau més detalladament:

2.6 Exemple clau: solucions de sistemes d’equacions lineals. Considerem un sistema
de n equacions lineals en k incognites x1, ..., xj:

anxy+---+apgxe = by

Ap X1+ -+ ApeXx = by

Sabem que si algun b; # 0 (és un sistema no homogeni) llavors 1’espai de les solucions
no és un espai vectorial. Afirmem que és un espai afi. La verificacié és més facil en
una situacié més abstracte, per disminuir la quantitat d’indexos. Escrivim el sistema

de forma matricial:

—

AX =D,

on A = (a;;) és la matriu n x k dels coeficients, ¥ € R¥ és el vector columna dels xj, i
b € R" el vector columna dels termes constants. L’espai de les solucions és

{X e R¥ | AX = b}.

Interpretem la matriu com una aplicaci6 lineal



Per tant, I'espai de les solucions és A := ! (b), i volem establir que aquest espai és un
espai afi. Siguin 7y, . .., U, elements de A (és a dir, sabem f(7;) = E), isiguin ag, ..., &y
nombres reals amb ) " ja; = 1. Volem establir que )", a;7; pertany a A, és a dir,
que f(Ya;i7;) = b. Ho podem calcular directament, utilitzant la linealitat de f i les
definicions:

f(Eaiw;) = Y aif ()
= Z“iz
= (ZOCZ)I;

Aquest ultim vector () oq)l; és igual a b com voliem si i només si Y &; = 1. Recordem
aquest resultat com un lema:

2.7 Lema. Sigui f : V. — W una aplicacié lineal entre espais vectorials, i sigui A = f ~1(b)
per algun vector b # 0 de W. Aleshores, donats Ty, . .., Ty € A tenim

k k
Z/\iﬁiEA = Z/\i=1.
i=0 i=0

En particular, A és un espai afi. O
2.8 Sub-exemple: I’espai afi estandard. El subconjunt
Aff(n+1) == {(x0,..., %) ER"™ | xg+ -+ x, =1}
és un espai afi, perque es pot realitzar com S~1(1) per l'aplicaci6 lineal
S:R"™ — R
(X0, Xn) —> X0+ -+ X

S’anomena l'espai afi estandard de dimensié n. Es important perque és 'espai dels coe-
ficients permessos en fer combinacions afins (n + 1)-aries!

En el cas n = 2 tenim el dibuix

X1

N




2.9 Observaci6. Pel lema 2.7 ja sabem que per a 7y, . .., Uy € Aff(n+1), tenim

VAT € Aff(nt1) PR s (T Ag) =1 e YA =1

Sera ttil saber també que

S(Z)\lﬁl) =0 & Z/\i =0,
com ho resulta directament de la linealitat de S.

2.10 Notaci6. A partir d’ara fem servir de preferéncia la lletra a per als coeficients de
les combinacions afins, com ara ) ; «;P; amb ) ;a; = 1. Fem servir la lletra A per als
coeficients de les combinacions lineals o per a combinacions que encara no sabem si

satisfan la condicié } ; A; = 1.

3 Rectes

Especialment important és el cas de combinacions afins de dos punts:
xoPy + a1 Py, amb g + a7 = 1.

(Aqui estem treballant en qualsevol espai aff A: podria ser el pla R?, o0 R®, o qualsevol
espai aff que contingui dos punts.)

Moltes vegades és practic observar que com que ag = 1 — a1, el parametre xy no és
estrictament necessari. Per tant, podem escriure sempre les combinacions afins de dos
punts de la forma

(1—t)Py+th, ambt € R.

3.1 Exemple. Com que R és un espai vectorial, es pot considerar també com un espai
afi. Siguin x # y dos punts de R (és a dir, dos nombres reals). Llavors tot punt z € R
s’escriu, de manera tinica, com a combinaci6 afi de x i y. En efecte, 'equacié

=(1—-tx+ty

que exhibeix z com a combinaci6 afi de x i y és equivalent a I'equaci6
z—x
t = ,
y—x

que determina t inicament en funcié de x, y, z.
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3.2 Rectes. La recta definida per dos punts Py # P; d'un espai afi A és el conjunt de
totes les combinacions afins de Py i P;:

PPy = {DCOPO + a1 P; | &g +ou1 = 1}

Siposem t = ay (i per tant oy = 1 — £), llavors els punts de la recta Py P; definida per P
i P; son de la forma
(1—t)Py+tP;.

La recta és el nostre primer exemple d"un subespai afi (de 1’'espai ambient A):

3.3 Proposici6. La recta . = PyP; generada per dos punts és un subespai afi. Es a dir, si
Qo,---, Qx € Lisi) aj =1, aleshores també ) a;Q; € L.

Demostracié. Si Q; € L, llavors es pot escriure com Q; = (1 —t;)Py + t; P, per algun
t; € R. Ara calculem a A:

2%Q; = ) (1~ )P+ tPr)
= (Lo - Lot Po+ ) ajtiPy
= (1= Lot Po+ (Lot
mostrant que és una combinaci6 afi de Py i P, i per tant pertany a L. O

I ara veurem el nostre primer exemple d"una aplicaci6 afi. Ja hem vist que R és un

espai afi. Considerem 1’aplicacié

’)’IR — L =PP
t — (1—1)P+tPy.

Al valor t = 0 1i correspon el punt Py, i al valor t = 1 li correspon P;:

Diem que és una parametritzacié de la recta L.

3.4 Proposicié. Amb la notacié anterior, I'aplicacié

y:R — L
t — (1—=1)DPy+tP

és una aplicacio afi.
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Demostracié. Suposem t = ) a;x;, on els a; son nombres reals amb ) a; = 1, i on els x;
son punts de R (per tant també nombres reals). Volem establir que y(f) = Y a;y(x;).
Calculem

Yoaiy(xi) = Y ai((1—x;)Py+ x:Py)
= Zﬂcip() — Zocixipo + Zocixipl

= Py—tPy+tP;
= (1— )Py +tP
= (1)

3.5 Proposicié. L'aplicacié -y és bijectiva si Py # P;.

Demostracié. Es exhaustiva per construccié. Per veure que 1 és injectiva, suposem que
x # y € R tenen la mateixa imatge. Ara bé, sabem per I'exemple 3.1 que tot punt
de R és combinacié afi de x i y, i com que <y respecta combinacions afins, deduim
que tot R té la mateixa imatge. Pero aix0 és una contradiccié: per construccié tenim

7(0) = Py # Py = (). 0

3.6 Corol-lari. Tot punt de L = PyP; s’escriu de manera tnica com a combinacié afi de Py i
Py.

3.7 Proposicié. L'aplicacié inversa,

[

~

(1 — t)Po +tP
és una aplicacio afi.

Demostracié. L’aplicacié preserva combinacions afins de Py i P; per construccié. Veure
que preserva combinacions afins més generals és una mica de ioga de tipus “combi-
nacions afins de combinacions afins”, com en les demostracions de les proposicions
anteriors. U
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Per tant, hem demostrat que qualsevol recta és isomorfa (com a espai afi, és a dir hi
ha una aplicaci6 aff invertible) a R. Aquest fet és molt important: ens permet transferir
problemes geomeétrics d'una recta afi abstracta a la recta especifica R, on podem fer
calculs algebraics, gaudint del fet que R és un cos. Si

Q=1—-t)Py+th, teR,

pensem el parametre ¢ com una coordenada de Q, relativament als punts de referéncia
Py i P;. La proposici6 ens diu que ¢ és tnic, donats Py, P;,1i Q.

3.8 Raé simple — “distancia relativa”. La coordenada t de la recta L = PP, ens d6na
una nocié rudimentaria de “distancia relativa” que té sentit dins d’una recta (pero no
pas en tot I'espai): ens permet especificar la “distancia” de Py a Q relativament a la
“distancia” de Py a P;. Aquest nombre tradicionalment s’anomena raé simple de Py, P;
i Q; la denotem p(Py, P1; Q). Aixi,

p(Po, P;Q) =t & Q= (1-t)R+tP.

En altres paraules informals: “Si escollim el segment de Py a P; com a ‘metre’, llavors
la distancia de Py a Q és de t ‘metres’.”

Tornarem a estudiar la ra6 simple més detalladament en la 1llicé 8. De moment
I'esmentem transeiintment, per a posar de manifest la utilitat de disposar de la para-

metritzacié de la recta.

3.9 Exercici. Sigui Q = (1 — )Py +tPy. Sit # 0 (és adir Q # Py), llavors Py és combinacié
afi de Qi Py:
P =10+ 5p,.

Sit # 1(ésadir Q # Py), llavors Py és combinacio afi de Q i Py:

— 1 t
Py = 1Q+ =P
Es temptador argumentar aixi (per a la primera asserci6): “dividim la combinaci6 original per ¢:
1Q="FP+P

i passem el terme %PO a l'altre costat de 1’equacio per arribar a la conclusié desitjada.” Perd aquesta
manipulacié diu bestieses! No té sentit dividir una combinacié afi per un nombre perque el resultat
involucra combinacions on els coeficients no tenen suma igual a 1. Aix6 no obstant, la conclusié és
correcta, com es pot verificar directament. Més endavant explicarem aquest fenomen mitjancant el calcul
vectorial.
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3.10 Segments. La noci6 de segment d'una recta, que ara definim, és molt practica per
formular moltes construccions, perd no és una nocié fonamental. (Per exemple, no té
sentit sobre cossos no ordenats com C o els cossos finits.) Per definici6, el segment entre
Py i P és el subconjunt de la recta definida per Py i P; format pels punts (1 —#)Py + tP
amb0<t<1.

3.11 El punt mitja d’un segment (o de dos punts). El punt mitja de dos punts Py i P;
és per definicié la combinacié aff
%Po + %Pl.

Es el punt que divideix el segment PyP; en dues parts iguals.

P, P,
*—o—0
%PO + %Pl

Per justificar el dibuix, fem referéncia a la recta R, que sabem isomorfa a la recta en
qliesti6: el punt Py correspon a t = 0, el punt P; correspon a t = 1, i el punt mig
1Py + 1Py correspon a t = 1, que clarament és el punt mig dels nombres reals 0i 1.

3.12 Reflexié central. Sigui C un punt. La reflexié amb centre C és 1’aplicaci6 afi

A — A
P ~——~ 2C-P.

(Es facil veure que és una aplicaci6 afi.) Aquest és el dibuix:

80

20-Q e

Exercici: justifiqueu la interpretacié demostrant que C és el punt mig de Pi2C — P.

Paral-lelograms i translacions
3.13 Paral-lelograms. Donats tres punts Py, P;, P>, podem formar el punt
Q=P —P+ P

Es una construccié fonamental: és el quart punt del paral-lelogram generat pels dos
segments PyP; i PyP,:
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Per a justificar el dibuix, construim el punt Q geometricament. Es una combinacié
afi de tres punts; la podem calcular en dos passos. Primer construim el punt mitja de
Py i P;: és el punt

M=1p +1p,.

Després calculem la reflexi6 central de Py respecte a M:

Q=2M—Py=2(3P+3P) —Py=P +P,— D,.

3.14 Exercici. En la situacié de 3.13, tenim també

Ph=P—-0Q+P
Pp=Q-Ph+Ph
P, =Py— P+ Q
3.15 Exercici. Si P,Q,P’,Q’ formen un paral-lelogram, i si P/,Q’, P”,Q"” formen un

paral-lelogram, tal com indicat al dibuix

Ql
QII
Q

P//

15



llavors P, Q, P”, Q" també formen un paral-lelogram. (Es un calcul directe.)

3.16 Exercici. Donat un paral-lelogram format per Py, P;, Qo, Q1 tal que Q1 = P; — Py +
Qo, per at € R fixat definim punts

IRES (1 - t)Po + tP;
Qt:= (1 —1)Qo + Q1.

Demostreu que Py, P, Qo, Q; també formen un paral-lelogram (és a dir Q; = Py — Py +

Qo)

Py Py 2

QO Ql Qt
(Es una verificaci6 directa.)

Recordeu que una aplicacié f entre dos espais afins s’"anomena aplicacié afi si res-
pecta combinacions afins. Vol dir que f(}_«;P;) = Y «;f(P;) (sempre que Y a; = 1).
Anomenem dafinitat les aplicacions afins d'un espai aff en ell mateix.

3.17 Translacions. Dos punts P i Q de A defineixen una aplicacié

TS:A — A
X s X—P+Q

que s’anomena translacié en la direccié de P a Q.
Ja hem vist que X — P + Q completa el paral-lelogram:

..“/‘.Q

justificant la terminologia.
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Es facil veure que TS : A — A ésuna afinitat: per a una combinaci6 afi ) «;X; tenim

H(XaiX;)) = YaXi—P+Q
= Y X; — Yo P+ Y Q
= ) ai(X;—P+Q)
= Y ath(X).

El punts P i Q que representen una translacié TS no soén unics:

3.18 Lema. Els segiients enunciats son equivalents per a quatre punts P, Q, R, S.

P_ R
1 5= Ts
2. @ =1L

(En (1) i (2) es tracta d’igualtats de translacions, és a dir, per a cada X € A tenim
75(X) = 8 (X) (respectivament, T (X) = t2(X)).)
Demostracié. Si tenim un paral-lelogram S = R — P + Q, llavors per a tot X tenim

X—R+S=X—-R+(R-P+Q)=X-P+Q,

i similarment X — P + R = X — Q 4 S. D’altra banda, si sabem que TS = Tg, llavors
en particular si avaluem en R obtenim

S=18(R) =15(R)=R-P+Q.
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3.19 Observacié. Si A = @, llavors no hi ha punts per definir translacions. Per tant,
segons la definicid, 'espai buit no té translacions!

3.20 Exemple. En A = R?, posem P = (0,1),iQ = (1,0). Llavors Tg és la translaci6

h:A — A
(xvy) — (xy)—(0,1)+(1,0)
= (x+Ly—-1).

3.21 Lema. (Identitat de Chasles.)

Q r__ P
TR OTQ—TR.

Demostracié. Es una verificacié directe: per a tot punt X tenim Tlg o TS(X) =(X—-P+
Q) - Q+R=X-P+R=1(X). 0

3.22 Lema. Si L C A ésunarecta, isi P,Q € L, llavors la translacié Tg porta L a L bijecti-
vament. Es a dir, si X € L llavors també TS(X) € L.

Demostracio. Exercici. [l

3.23 Rectes paral-leles. Diem que dues rectes s6n paral-leles, si existeix una translacié
que porta una en l'altra, bijectivament.

Si existeix una tal translacid, llavors en existeix infinites altres tals translacions. Aixo
és una conseqiiencia del lema segiient.

3.24 Lema. Siguin Lo i Ly rectes paral-leles. Llavors per a qualssevol Py € Ly i Py € Ly, la
translacio TIljlo porta Lo bijectivament a L.

Demostracié. Per definicié de “paral-lel”, existeix alguna translacié T que porta Ly bi-
jectivament a L;. Diguem T = TS‘; amb Qp € Lq. Ara la identitat de Chasles diu

Py Q1 Py
= O .
Tp, Tp, ° Ty

18



Per hipotesi, ng porta Lo bijectivament a L;. Pel lemma 3.22, Tlel porta L; bijectiva-
ment a L1, atés que ambdoés punts Q1 i P; pertanyen a L;. Per tant la composicié porta
Ly bijectivament a L. ]

3.25 Exercici. Proveu el segiients enunciats.

(a) Rectes oposades d’un paral-lelogram sén paral-leles.

(b) Si Py # Qp sén punts d'una recta Ly, i si P; és un punt d'una recta L, llavors la
translacié TII;lO porta Ly bijectivament a L si i només si el punt TII,ZO(QO) pertany a L.

(c) Si dues rectes paral-leles tenen algun punt en comd, llavors sén iguals.

(d) (Postulat d’Euclides.) Donada una recta L i un punt P ¢ L, llavors existeix una
unica recta L’ paral-lela a L i que contingui P.

4 Més geometria de les combinacions afins
4.1 Centroide — centre de masses. Donats k > 0 punts Py, ..., P, llur centroide és el
punt donat per la combinacié afi

1 1
“P 4.t P,
k1+ —l-kk

Si pensem els k punts com particules iguals, llavors el centroide és el centre de masses
de les particules. En el cas k = 2, recuperem la nocié de punt mitja.

4.2 Exemple. El centroide de tres punts, G = %P + %Q + %R, es pot construir com
G=3P+30
on P’ = 1Q + 1R és el punt mitja del segment QR. En efecte,
IP+2P =1P+2(30+1R) =1P+10+iR=GC.

En particular, el punt G pertany a la recta PP’. Perd G es pot construir igualment,
pel mateix argument, com un punt de la recta QQ’ on Q’ és el punt mitja de PR, o
encara com un punt de la recta RR’ on R’ és el punt mitja de PQ. Concloem que

cadascuna de les tres medianes PP’, QQ’,i RR’ conté G — diem que les rectes medianes
son concurrents al punt G — el qual és un resultat classic de la geometria plana.
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p R Q
Destaquem que aquest resultat, com molts altres que estipulen la igualtat de punts

construits de diferents maneres, apareix en considerar maneres diferents de construir
geometricament alguna combinaci6 afi.

4.3 Exercici. Siguin P, Q, R, S quatre punts, formant un quadrilater, i siguin A, B, C, D
els punts mitjans dels costats, tal i com indicats a la figura:

Demostreu els segiients enunciats.
1. Els punts A, B, C, D formen un paral-lelogram (teorema de Varignon, 1791).
2. Els punts A, B, C, D tenen el mateix centre de masses que P, Q, R, S.

Observeu que P, Q, R, S no estan necessariament continguts en un pla. Pero automatica-
ment A, B, C, D hi estan! Podem imaginar per exemple que P i R es troben per damunt
del pla del paper, mentre que Q i S estan per sota:




Hem vist que el quart punt d’un paral-lelogram es pot construir en dues etapes, i
que el mateix es passa amb el centroide d’un triangle. Aixo és general:

4.4 Lema. Tota combinacié afi y ;_,a;P; (amb n > 1) es pot escriure com a combinacié afi de

dos punts: un punt Py que és un dels punts originals, i altre punt R que és combinacié afi dels
altres punts P;, i # k.

Demostracié. Si tenim una combinacié afi de n + 1 punts, Q = Y ja;P; amb n > 1,
llavors necessariament per algun k tenim a; # 1. Ara posem

n

lx.
R:=) ——D.
i:Ol — K
i£k
Es una combinacié afi (de n punts) ates que 1 — a; = ) «;, i per tant
iZk
n .
yoto—g
i—ol —
i+k
Ara tenim
n
Q = Z ;P
i=0
n
= P+ Z“ipz
i=0
i£k

= P+ (1 —ag)R.

Com a il-lustracid, a la figura es representa la situacié quan n = 2:
Py

Py~ P
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4.5 Importancia de les rectes. El lema diu que tota combinaci6 afi es pot expressar
en termes de combinacions afins de dos punts, que és la geometria de rectes i llurs
“distancies internes relatives” (raons). Aixo vol dir que les combinacions afins corres-
ponen a construccions geometriques amb rectes. En el mateix sentit, les aplicacions
afins, definides com les aplicacions que respecten combinacions afins, sén exactament
les aplicacions que respecten construccions amb rectes: si un punt Q € A ve donat
com una construccié amb rectes (és a dir: és una combinaci6 afi), isi f : A — B és
una aplicacio afi, llavors la imatge de Q en B s’obté per la mateixa construccié amb les
imatges dels punts. (Perd atencié: pot arribar que f col-lapsi alguna recta a un punt.
En aquest cas, la construcci6 a B esdevé degenerada.)

El centroide és la combinacié aff on els coeficients soén distribuits homogéniament.
Les combinacions afins generals es poden interpretar com centres de masses d’objectes
amb pesos: la combinaci6 afi ) a;P; s’interpreta com el centre de masses de particules
P; amb pesos «;. (Com que una combinacié aff naturalment pot incloure coeficients
negatius, la interpretacié en termes de masses no és la millor. Potser és millor parlar
de carregues electriques. . .)

4.6 El punt mitja ponderat. Siguin P i P; dos punts distints, i siguin m i m; nombres
reals positius que interpretem com a pesos. Llavors podem interpretar la combinacié
aff

G=_M_p,4 _"M_p

Mo+ mo+1my
com un punt mitja ponderat. Si pensem my i m; com les masses de particules en les
posicions Py i P; respectivament, llavors el punt mitja ponderat és el centre de masses

del sistema.

my : 1mMq
Mmo-+my = mo+m
punt mitja ponderat pertany al segment PyP;. Geométricament, és el punt que divideix

Observeu que els coeficients pertanyen a l'interval [0, 1], per tant el
1

el segment en dues parts segons la ra6 m; : mo:

Py G P

[ o




ATENCIO! Quan diem que el segment es divideix segons la ra6 1 : n1g, no volem dir
que un sub-segment té mida m; i1’altre my —ino en podem concloure que la distancia
entre Py i Py és my + my. Les distancies absolutes no tenen sentit en la geometria afi. El
que afirmem és que la rad esta ben definida — és una mesura relativa.

L’afirmaci6 és que si agafem el segment GP; com a “metre”, llavors el segment GPy

té mida — Z—é Més formalment, si parametritzem la recta com

R — L
t — (1—1t)G+tPy,

de manera que G correspon a t = 0, i P; correspon a t = 1, llavors Py correspon a
t=— % Veure aix0 és un calcul similar al de 'exercici 3.9. (El signe apareix perqué P,
es troba al costat oposat de Py, relativament a G.)

4.7 Exercici. Es una generalitzacié important de 4.2: siguin Py, P;, i P, tres punts no
alineats, i suposem donats tres pesos positius myg, my, my. Siguin P(’], Pl’, Pz’ el punts

mitjans ponderats dels tres costats, segons els pesos:
P

mo
mq

/
PO
1y

Py moopp ™ P

Demostreu que les tres rectes PyP), P1P{, P, P} sén concurrents (en el punt G que és el
centre de masses ponderat). (Es una versi6 particular de teorema de Ceva que veurem

més endavant 8.6.

Exemple il -lustratiu: corbes de Bézier

[Aquest subseccié no conté resultats utilitzats en la resta del curs. S'inclou només com
a il-lustracié de la importancia de les combinacions afins a la indstria.]

4.8 “Bézier lineal”. Si tenim dos punts Py i P; al pla afi A%, podem escriure qualsevol
punt de la recta generada com a combinaci6 aff

(1—t)Py+1tP;, teR.
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Si ens restringim a t € [0, 1], descrivim només els punts del segment entre Py i P;. Per
tant, I'aplicacié

Q:[0,1] — AZ
t — Q(t) = (1—t)Py+tP

parametritza la corba que és el segment entre P i P;. Diem informalment que Q és un
punt que corre entre Py i P;.

4.9 Bézier quadratica. Ara analitzem la situacié de tres punts Py, P;, P, (que suposem
no alineats). Sigui Qp un punt que corre entre Py i Pj, i sigui Q7 un punt que corre (al
mateix temps) entre P; i Py:

Qo(t) = (1-t)P+th
Qi(t) = (1—t)P +tP.

Ara, considerem el segment entre Qg i Q; — aquest segment és variable! — i deixem B
correr entre Qg i Q1:

B(t) = (1—1)Qo(t) +tQ1(t)
= (1-0(Q—=HPy+tP) +t((1 —t)P +tP)
(1—1t)2Py + 2t(1 —t)P, + £*P.

Aixi doncs, Qp és una combinaci6 afi de Py i P;; Q1 és una combinacio afi de P; i P;i B
és una combinaci6 afi de Qp i Qj, i per tant, una combinaci6 afi de Py, P;, P>. (Observeu
que

(1—t)?+2t(1—t) + 2 = ((1—t) +1)*> =1,

per tant és realment una combinaci6 afi.)

El resultat és una corba parametritzada que consisteix en punts que sén combinaci-
ons afins dels tres punts Py, P, P». Es la definicié d’una corba de Bézier ( quadratica). Els
punts Py i P, sén punts anomenats ancores, el punt P; és un punt de control.

op,
P

PE
Po t=.25

[Versi6 animada: http://mat.uab.cat/~kock/docencia/GL/Bezier_quadratica.html]

24


http://mat.uab.cat/~kock/docencia/GL/Bezier_quadratica.html

4.10 Bézier ctibica. Una corba de Bézier ciibica es defineix analogament: comencem amb
quatre punts Py, P;, P>, P3, i definim una corba

t— (1—1)%P) + 3t(1—t)?P; + 3t>(1 —t)P, + £°P5.

Es pot arribar a aquesta expressié de manera similar a la del cas quadratic: fem mou-
re tres punts auxiliars Qp, Q1, Q2 als tres segments PyP;, P;P,, P,Ps, i ara fem una
construccié quadratica d’aquests tres punts mobils — que al seu torn es fa mitjancant
dos punts mobils auxiliars Ry i Ry que recorren els segments (mobils) QpQq 1 Q1Q», i
finalment un punt B que recorre el segment RoRy:

[Versi6 animada: http://mat.uab.cat/~kock/docencia/GL/Bezier_cubica.html]

4.11 Historia i aplicacions. Les corbes de Bézier van ser inventades i estudiades per
Paul de Casteljaul’any 1959 per a usar-les en el disseny de cotxes (de Casteljau era engi-
nyer a Citroén). Pocs anys després, Pierre Bézier (enginyer a Renault!) va popularitzar
i desenvolupar més enlla les tecniques. Avui dia és una eina central en disseny indus-
trial, especialment amb la informatitzacié: per exemple, els tipus (fonts) moderns sén
tots descrits amb corbes de Bézier. Les fonts TrueType fan servir la Bézier quadratica,
Type 11 Type 3 (PostScript) fan servir Bézier ctbica. Tot allo que s’anomena grafica
vectorial (SVG = scalable vector graphics, com per exemple Illustrator, Freehand, Corel-
Draw, Flash, Shockwave, tot tipus de CAD, etc.) es basa en corbes (i superficies) de
Bézier. Per a dissenyar una lletra d’un tipus PostScript, tipicament es fan servir uns
2040 punts ancora, i potser uns 20-60 punts de control. Amb la informacié codificada
en aquests punts, la lletra es pot ampliar o disminuir lliurement sense perdre informa-
cio.
Aqui veiem una g mintiscula amb alguns dels punts que la defineixen (Bézier ctbica):

S

-
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Un aspecte de la utilitat de les corbes de Bézier és que es calculen eficientment:
l'algorisme basic és la interpolacié afi, que no és res més que la construcci6 ja explicada.

4.12 Exercicis. Sigui Py, Pj, P, tres punts distints, és a dir, formant un triangle no dege-
nerat. Hi ha tres corbes de Bézier (en realitat sis, perd no volem comptar 1’orientacié
de la parametritzacié). Sigui B; la corba de Bézier que té P; com punt de control, i els
altres dos punts com ancores. Demostreu els segiients fets:

1. La corba B; intercepta la mediana de P; al punt mig, és a dir, segonslarad 1 : 1.

2. Cada corba de Bézier intercepta les altres dues medianes segons laraé 1 : 8. En
particular, dues corbes de Bézier tenen un punt d’interseccié sobre la mediana.

3. Sigui Q; el punt d’intersecci6 de les dues corbes Bj,j # i. Aquest tres punts es
trobenat = it = deles tres corbes.

4. Els tres punts Qp, Q1, Q> formen un triangle de costats paral-lels als costats de
PO/ Pl/ PZ'

5. El triangle QpQ1Q> té el mateix centre de massa que PyP; P,

5 Subespais afins (varietats lineals)

5.1 Definicié de subespai afi. Un subespai afi d’'un espai afi A és un subconjunt de A
tancat per combinacions afins. Utilitzem també la paraula varietat lineal com a sindonim
de “subespai afi”.

5.2 Exemple. El conjunt buit és un subespai afi. Un punt és un subespai afi. La recta
PyP; definida per dos punts Py i P; és un subespai afi.

5.3 Lema. Si f : A — B és una aplicacié afi, i Q € B, llavors la imatge inversa de Q,
Q) ={PeAlf(P)=Q},
és un subespai afi.

Observeu que f~!(Q) pot ser buit.
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Demostracié. Suposem Py, ..., Py € f “1(Q) i Ca; = 1. Calculem, fent servir que f

preserva combinacions afins:

fQoaiP) =Y aif(P) =) a;Q=Q.
Aixi, Y a;P; també pertany a f ~1(Q). O

5.4 Exemple. Inicialment vam posar com a exemple fonamental de varietat afi el con-
junt de solucions d'un sistema d’equacions lineals, diguem

AT =w
onv € Viw € W soén vectors,i A : V — W és una aplicaci6 lineal. Aquest exemple és
un subexemple del lema anterior.

Més generalment, pel mateix argument:

5.5 Proposicié. Si f : A — B és una aplicacié afi, i si . C B és una subespai afi, llavors la
imatge inversa
fHL) ={PeA]|f(P) €L}

és un subespai afi.

Demostracié. Suposem Py,..., P, € f~1(L) i Ya; = 1. Calculem, fent servir que f
preserva combinacions afins: f(} «a;P;) = Y a;f(P;). Ates que cada f(P;) € L, i com
que L és tancat per combinacions afins, tenim }_«; f(P;) € L. O

Observem que f~!(IL) pot ser buit.
La nocié de subespai afi també es comporta bé per imatges:

5.6 Lema. Sigui f : B — A una aplicacié afi, i sigui L C B un subespai afi. Llavors la imatge
de L per f,
f(L):={PeA|3IX ecLamb f(X) =P}

és un subespai afi de A.

Demostracié. Hem d’agafar uns quants punts P, . .., Py de f(LL) i verificar que qualsevol
combinaci6 aff d’ells també és a f(IL). Que P; pertany a f(IL) vol dir que existeix algun
punt X; € L tal que f(X;) = P;. Volem veure que la combinaci6 afi y_¥_, a;P; pertany a
f(LL), per tant hem d’exibir un punt Y € L tal que f(Y) = Y¥_,a;P;. Fem servir els X;:
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com que L. és un subespai afi, sabem que qualsevol combinacié afi de tots els X; també
pertany a .. Posem doncs

k
Y = ZOCZ'XZ' elL

i=0
i verifiquem que funciona:
k k k
fOY) = f(XaiXi) =) wif (X;) = ) aiP;.
=0 i=0 i=0
Aixi veiem que ZLO w;P; pertany a F(LL). O

El resultat és interessant també al cas on LL és tot B:

5.7 Corol-lari. Siqui f : B — A una aplicacié afi. Llavors el conjunt Im(f) és un subespai
afi de A. O

5.8 Exemple. La parametritzacié d'una recta (donada per dos punts Py i P;) és un cas
particular: considerem l’aplicaci6 aff

Y:R — A
t — (1—t)Po-|—tP1,

llavors el corol-lari mostra que PyP; = Im Y és un subespai afi.

La recta generada per dos punts també és un cas particular del concepte segiient.

5.9 Lema. Siguin DPy,..., P, punts de A. Aleshores el conjunt de totes llurs combinacions
afins Y «;P; és un subespai afi denotat Py, . .., P, que s'anomena subespai generat pels P;.

Demostracio. Si Q; := } ;m;;P; son puntsde Py, ..., Py, i} aj =1, llavors el calcul

2iQ) = hooi (L) = ) (Yajmy) P
j j ! !

mostra que 2]- o ]Qj pertany a Py, ..., P;, com voliem veure. L]

5.10 Observaci6. Lanotacié Py, ..., P, per al subespai generat pels P; esta d’acord amb
la notacié PQ per a la recta generada per dos punts, excepte perqueé ometem la coma.
La notaci6 també ha de recordar que Py, ..., P, és el subespai afi més petit que conté
totes les rectes generades pels parells de punts de D, . . ., P, la clausura afi.
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Recordeu que Aff(n+1) denota l’espai afi estandard:
Aff(n4+1) == {(xo,...,x;) € R"™™ | Y x; = 1}.

Per conveni (d’aquestes llicons), escrivim amb claudators tot vector en el qual els com-
ponents tenen suma 1. Per tant, els punts de Aff(n+1) s’escriuen

[XO,. . .,xn].

5.11 Parametritzacié. El subespai P, .. ., P, és pot considerar un exemple d"una imat-
ge per una aplicaci6 afi: sempre que tenim a A una llista de n + 1 punts (P, ..., P,),
podem definir una aplicaci6 afi @ : Aff(n+1) — A tal que

Py, ..., Py =Im(D),
segons el segiient resultat.
5.12 Lema. L’aplicacié

@ : Aff(n+1) — A
X0 "

— inpi-
X, i=0

és una aplicacio afi.

Demostracié. Es una variaci6 de la prova del Lema 5.9, i altre exemple del principi “una
combinaci6 afi de combinacions aff és una combinacié afi”:
Siguin

k +1 punts de Aff(n+1). Tenim ®(X;) = }.i_ x;;P;. Ara considerem a Aff(n+1) una

combinacié aff

Xoj KXo + + +* + AgXok
Zﬂé]‘X]‘ = Zﬂé]‘ = : ’
j j

Xnj XQXpo + - - -+ XXk
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1 tenim per tant
(LX) = ) (Tojaij) By = ) o (LoijPi) = o @(X).
j i j ! j
Aixo mostra que @ preserva combinacions afins. O

A l'inrevés, sempre que tenim una aplicaci6 afi ® : Aff(n+1) — A, podem obtenir
una llista de punts, en posant

Es facil veure que aixo déna una bijeccié entre llistes de 7 + 1 punts de A i aplicacions
afins Aff(n+1) — A.

5.13 Paral-lelisme. Diem que dos subespais Lo i L1 son paral-lels si existeix una trans-
lacié TS que porta Lo a L; bijectivament. En aquest cas, la translacié inversa TE porta

L; a Ly bijectivament, és a dir, és la bijecci6 inversa.

5.14 Exemple. Un subespai afi és sempre paral-lel a ell mateix. En particular @ és
paral-lel a @. A 3.23 ja hem vist exemples de rectes paral-leles.

5.15 Lema. Si L i Ly son subespais afins paral-lels,isi Py € Loi Py € Ly, llavors la translacié
TIljlo porta Lo a Ly bijectivament.

Demostracié. Facil. (Vegeu 3.24.) 0

5.16 Corol-lari. Sidos subespais afins paral-lels tenen un punt en comii, llavors sén iguals.

Demostracié. Si P és un punt comt, llavors la translacié id = 75 porta un subespai
bijectivament en I’altre. Per tant sén iguals. g

5.17 Lema. Si f : B — A és una aplicacié afi, i si Lo i Ly sén subespais afins de B, llavors les
imatges f(Lo) i f(Lq) son paral-leles a A.

Demostracio. Si Tg és una translacié que porta Lo a L; bijectivament, llavors és facil

veure que la translacié /(P)

7(q) €s testemoni de que f(Lo) i f(Ly) son paral-lels. O
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5.18 Lema. Si f : B — A és una aplicacié afi exhaustiva, i si Lo i Ly son subvarietats lineals
de A, llavors les anti-imatges f~1(Lo) i f~1(Ly) s6n paral-leles a A.

Demostracié. Si Tg és una translacié que porta Ly a L; bijectivament, atés que f és ex-
haustiva podem escollir punts X € f~1(P)iY € f~1(Q). Ara és facil veure que la
translaci6 T és testemoni de que f~!(Lg) i f (L1 ) sén paral-leles. O

5.19 Exemple. Sigui f : R" — R una aplicaci6 lineal no constant, diguem f(¥) =
a1x1 + .. . apxy. Llavors sén paral-lels tots els subespais afins f ~1(b), pera b € R.

6 Independencia afii bases

6.1 Independéncia en espais vectorials. Recordeu que en un espai vectorial V, un
conjunt de vectors 7, . . ., U, s"anomena linealment independent si

n
Zriﬁi =0 = r,=0Vi.
i=1

Aquesta condici6 fa referéncia al vector zero, i per tant no la podem copiar directament
als espais afins. No obstant aix0, el vector zero apareix només per conveniéncia de for-
mulacié: la propietat important dels vectors linealment independents és que qualsevol
combinaci6 lineal d’ells és tinica. En altres paraules,

n n
Z Tiﬁi = Z SiZ_))i = I =5; Vi. (1)
i=1 i=1

Si V té dimensi6 n (és a dir, els 7; formen una base) aixo vol dir que qualsevol vector
W € V té coordenades ben definides respecte a 7, . . ., U,: 'aplicaci6

R" — V
n
(r,.. tn) — Y 1iT;
i=1
és bijectiva.
La condici6 (1) si que la podem copiar al context dels espais afins, si utilitzem només

combinacions afins. Aixi podem definir independeéncia afi, bases i dimensio.

6.2 Independencia afi. Un conjunt finit de punts Py, ..., P, es diu afinment independent
si

Y P =) Bk = =PV 2)
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sempre que Y_&; = ¥ B; = 1. Es a dir, un punt Q no es pot escriure de dues maneres di-
tferents com a combinaci6 afi dels Py, . .., P,. Si un conjunt no és afinment independent,
diem que és afinment dependent.

6.3 Parametritzaci6. Recordem que per a tota llista de n + 1 punts (P, ...., P;) tenim
una aplicaci6 aff

@ Aff(n+1) — A
X0 .

— inpi-
X, i=0

La definici6 d’independéncia diu exactament que els punts P, ..., P, sén indepen-
dents quan aquesta aplicacio és injectiva.

6.4 Lema. Un conjunt finit de punts Py, . .., P, és afinment dependent si i només si algun dels
punts és combinacio afi dels altres.

Demostracié. Suposem que algun punt, diguem Py, es pot escriure com a combinaci6 afi
dels altres:
PO = 2 DCZ'PZ'.
i£0
Aix0 ja sén dues maneres d’escriure Py com combinaci6 afi dels punts del conjunt, per
tant el conjunt és afinment dependent.
Suposem ara algun punt Q es pot escriure com a combinacié afi dels punts del

conjunt de dues maneres distintes:

n n
Y wPi=Q=) BiP.
i=0 i=0
Es a dir, per algun k tenim aj # Bi. Sempre podem escriure

_ 1 1
Pe= P — ﬂk—ﬁkQ + ax—PBr Q.

L’escull de coeficient és fet per que s’eliminin les ocurencies de Py al costat dret, com
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ara veiem. Hi substituim les dues expressions de Q:

B Pk_z k—ﬁk 1+Z ﬁl

(Xk -
— 4 Pp Z + Z ﬁz
WPk 5k & 0 Xk _.Bk
ﬁl P
i#k [Xk o ﬁk
que és una expresié de P com a combinaci6 aff dels altres punts. g

6.5 Observacié. Aquesta demonstracié pot apareixer com una magica: com descobrir
que a Py hem de sumar-li i restar-li

[xki 5 Q7 El segtient calcul “il-legal” ho sug-
gereix: a l'equacio ) a;P; = ) B;P; passem totes les ocurencies de Py cap a l'esquerra,
i tots els altres punts cap a la dreta. Obtenim (ay — Bx)Pr = — ¥ s (a; — B;)P;. Perd
aquestes expressions ja no tenen sentit: ni a 'equerra ni a la dreta sén combinacions
afins! Pero després de dividir per a; — B obtenim novament combinacions afins,

—Bi
pk: _Z Pl/
7t % — Pr

i de fet el resultat és correcte, ja que coincideix amb el resultat obtingut legalment en la
demonstracié. La demonstracié representa 1’esfor¢ necessari per legalitzar I’argument.
Més endavant veurem com el calcul amb vectors pot simplificar tals arguments.

6.6 Exemple. El conjunt buit és sempre afinment independent. Un sol punt Py és sem-
pre afinment independent. Un conjunt de dos punts Py i P; és afinment independent
exactament si Py # Pj. Si tres punts sén dependents diem que sén alineats.

6.7 Generacié. Un conjunt de punts Py, ..., P, genera A si tot punt de A es pot escriu-
re com a combinaci6 afi d’ells. O sigui, quan Py,..., P, = A. Si ordenem els punts
defineixen una aplicaci6 aff

@ Aff(n+1) — A

X0

n
— 2 xiPi/
i=0

Xn

i podem dir que els punts generan A exactament quan aquesta aplicaci6 és exhaustiva.
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6.8 Base afi. Un conjunt ordenat és una base afi de A si és independent i si genera A. En
termes de l'applicacié ® podem dir que els punts formen una base quan & és bijectiva.
Una base afi de A es diu també sistema de referéncia de A (o a vegades sistema de
referencia baricéntric de A).
Observeu que @ és una base de A = @.

6.9 Lema. Si Py, ..., P, és una base afi de A, llavors tot conjunt amb més que n + 1 elements
és afinment dependent.

Demostracié. Sigui m > n,isiguin Q, ..., Q un conjunt de punts. Suposem que tenim
dues combinacions afins amb el mateix resultat:

Y ajQi =) BiQ; (3)
=0 =0

Volem trobar per algun j que la diferencia 6; = B; — a; és diferent de zero. Ara fem
servir la base Py, ..., P;: podem escriure cada punt Qjcoma combinaci6 afi dels P;:

n
Q=) aiP:
i=0
Si substituim aquestes expression dins de de (3) obtenim
m n m n
> ) wdiiPi =) ) BdijPi
j=0i=0 j=0i=0

Ates que els punts P; sén afinment independents, per a cada i, els coeficients d’aquestes
dues expressions han de ser iguals. Es a dir, per a cada i tenim una equaci6

m m
2 aidij = ), Bidijs
j=0 j=0
o equivalentment
m
) 3j4ij = 0.
j=0

En total tenim 7 + 1 equacions lineals homogenies en les m + 1 incognites 6;. Com que
m > n, sabem de 1’algebra lineal que existeix llavors una solucié no trivial, és a dir
algun J; # 0, com voliem. En conclusid, els Qj s6n afinment dependents. O

6.10 Proposicid. Siun espai afi A posseeix una base afi amb n + 1 elements, llavors tota base
de A té n + 1 elements.

34



Demostracié. Si una base tendria més elements que 1'altre, el lema anterior implica que
seria un conjunt dependent. Contradiccié. Per tant han de tenir el mateix nombre
d’elements. U

6.11 Dimensié. Si un espai afi A posseeix una base amb n + 1 elements, diem que té
dimensié n. Exemples: L'espai afi buit té dimensié —1. Un punt té dimensi6é 0. Una
recta té dimensio 1.

Recordeu que Aff(n+1) denota l’espai afi estandard:
Aff(n4+1) == {(xo,...,x;) € R"™™ | Yx; = 1}.

Per conveni (d’aquestes llicons), escrivim amb claudators tot vector en el qual els com-
ponents tenen suma 1. Per tant, els punts de Aff(n+1) s’escriuen

(X0, ..., Xn).

6.12 Coordenades afins (o baricentriques). Que Py, ..., P, constitueixin una base afi
de A, vol dir que qualsevol punt Q s’escriu de manera tinica com a combinaci6 afi dels
P;. Aixo vol dir exactament que 'aplicacié

Aff(n+1) — A
n

[XO, ey xn] — xiPi

=0
és bijectiva. Es facil veure que aquesta aplicacié és una aplicaci6 afi. Per tant, donar
una base aff equival a donar una aplicaci6 afi invertible

Aff(n+1) = A.

Per tant, una base ens permet d’escriure tot en coordenades, i fer tots els calculs en
aquest espai estandard. El vector [xo, ..., X,| que correspon a un punt Q s’anomena
vector de coordenades afins de Q, respecte alabase Dy, . . ., Py. (Es practic escriure sempre
els vectors de coordenades afins amb claudators, per recordar que no és un vector
qualsevol, siné un vector on els components sumen 1.) Observeu que cap punt té
coordenades [0, ..., 0], com que la suma de les coordenades no és 1.

6.13 Exemple. Respecte a la base P, ..., P, el punt P té coordenades [1,0,...,0], i el
punt P, té coordenades [0,...,0,1]. Unpunt Q = ! ,a;P; té coordenades [ay, ..., a,].
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6.14 Exemple. Considereu l'espai aff R3,iun punt (x1, X2, x3). Quines sén les coorde-
nades afins respecte a la base afi (0,0,0), (1,0,0), (0,1,0),(0,0,1)? Sén

[1—2x1—x2—x3,%1, %2, X3].
Aixo vol dir que I'aplicacié

Aff(3+1) — RS

[xo,xlfxz,x3] — xo(

)on(

[elenlen)
OO

0 0y _ (4
Jr=(3)+n(h) = (3)
és bijectiva.

El lema segtient és molt ttil:

6.15 Lema. Siguin Py, ..., P punts de Aff(n+1) = {(xo,...,x,) € R""1 | ¥ x; = 1},
i siguin y, ..., Ty els corresponents vectors de R"*1. (O siqui, 3; = P;, pero denotant res-
pectivament vectors a R"*1 i punts a Aff(n+1).) Llavors els punts Py, ..., P, son afinment

independents a Aff(n+1) si i només si els vectors 0y, . .., U sén linealment independents a
R+,

Demostracid. Suposem que els vectors Ty, . .., U son linealment independents, i supo-

Y P =) BiP;,

amb ) a; =) B; = 1. Volem establir que a; = B;, Vi. Escrivim I'equacié com a vectors

sem que tenim una relacié

a R, és a dir Y a;7; = ¥ B;7:. Per independencia lineal concloem que «; = ; Vi. Per
tant, els punts D, . . ., Px sén afinment independents.

Ara suposem que P, ..., P, son afinment independents, i suposem que tenim una
relacié Y \;0; = 0 com a vectors a R"*1. Volem veure que A; = 0, Vi. Com hem
vist (2.9), en aquesta situacié necessariament ) A; = 0. Per tant, els dos costats de
I'equacio6 ¢y + Y A;0; = Tp + 0 en realitat sén combinacions afins, és a dir, pertanyen a
Aff(n+1). Llavors si escrivim equivalentment Py + Y- A;P; = Py, la independeéncia afi
dels P; implica A; = 0Vi, com voliem. [

6.16 Independeéncia en coordenades afins. Siguin P, . . ., P, una base afi de A, i siguin
Qo, - - ., Qr punts de A. Siguin

Joj

Unj
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les coordenades afins del punt Q;. Formen les columnes d"una matriu (n+1) x (k+1):

qoo - 4ok

(qij) =

[ qn0 " nk]

on cada columne té suma igual a 1 (la qual cosa la indiquem posant la matriu en
claudators).

Afirmem que els punts Qy, ..., Qk sén afinment independents si i només si el rang
de la matriu és k + 1. Aix0 és una conseqiiencia del lema anterior i del resultat conegut
de l'algebra lineal que caracteritza la independencia en termes del rang de la matriu
de coordenades.

6.17 Canvi de coordenades afins. Continuant la notacié de 'apartat anterior, com un
cas particular, suposem k = n. Llavors els punts Qy, ..., Qx sén afinment indepen-
dents (i per tant formen una referencia aff) si i només si la matriu de les coordenades
és invertible. Sigui ara X un punt arbitrari. S’escriu com X = };a;Q;. Es a dir, té

coordenades
xQ

Xk
respecte a la base dels Q;. Perd cada Q; s’escriu Q; = ) ; g;;P;. Per tant,
X = Z[X]ql]pl
i,j
Si escrivim les a; com un vector columna, concloem que el producte matricial

qoo - 4ok
. . 2

X

[ qn0 " nk]

déna exactament les coordenades de X respecte als P;. O sigui, és I’expressié matricial
del canvi de coordenades.
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7 Parametritzacions i equacions de subespais

7.1 Observacions d’algebra lineal: equacions versus parametritzacions. — Qué vol
dir resoldre un sistema d’equacions lineals? Vol dir trobar una descripcié parametrica
d’un cert subespai W definit per les equacions, i tipicament fem servir I’esglaonament
de Gauss. Per exemple, si les equacions sén

{ 4x1+2x) — x5+ 3%y = 2

2x1 — Xp + 3x3 — 4X4 =

la solucié es pot escriure com

X1 0 1 0
X2 —6 26 —-19
= +s +t s,t € R.
X3 -2 8 -5
X4 0 0 1

— Per que la descripcié parametrica és millor que la descripcid per equacions? La parametrit-
zaci6 és millor si volem construir alguna solucié particular: cal només assignar valors
a s it ala parametritzacid. Pero, per a verificar si algun vector és solucid, les equacions
son molt més practiques! (Com a experiment, intenteu determinar si (3,6,2,—1) és
solucié — veureu que la parametritzacié no té gaire utilitat.)

La moral és que tant les equacions com les parametritzacions sén ttils, i a vegades
cal dur a terme el procediment contrari a I’habitual: reconstruir unes equacions a partir
d’una parametritzacio.

En la situaci6 homogenia, construir equacions a partir d'una parametritzacié és,
de fet, el mateix procediment (per exemple esglaonament de Gauss, si transposem
correctament). La idea és que si representem els vectors com a columnes,

U1

<L
I

On

llavors una forma lineal ¢(X) = a;x1 + - - - 4+ a, X, es pot representar com un vector fila:
(a1,...,a,). Aixil'avaluaci6 7 — ¢(7) esdevé una multiplicaci6é de matrius:

01

(@) = (a1 - a)

On
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Si volem trobar les formes lineals que s’anul-lin en un vector donat 7, estem buscant
els vectors fila (ay,...,a,) tals que @- ¥ = 0. Si tenim k vectors @y, ..., T (on ; té
coordenades (columna) (v; jreees vn]')) i volem que ¢ s’anul li en tots els vectors 7}, estem
buscant els vectors fila (a1, ...,a,) tals que

011 0 Uik

(0 o a) | | =(0 - 0

Un1 - Upk

Si transposem aquesta equacié obtenim una equacié matricial de tota la vida, que po-

dem resoldre facilment, amb eliminacié de Gauss o com volguem.

7.2 Parametritzacions de subespais afins. Cada cop que descrivim un subespai afi L
com generat per alguns punts Qy, ..., Qk, estem donant implicitament una descripci6é
parametrica

Aff(k+1) — L

[X(), e ,xk] — ZXJQ],

i si els punts sén afinment independents formen doncs una base afi per a I. de manera
que la parametritzacié esdevé una aplicacié invertible. De qualsevol manera, aquesta
descripcié no depén de I'espai ambient. La resta de la 1lig6 tracta de la qiiestié de com
trobar equacions que defineixin IL dins de I'espai ambient A. Per fer aixo, evidentment

cal saber una mica més sobre la relacié entre L. i A, com veurem.

7.3 Equacions afins d'un subespai. Fixem un espai afi A amb una base afi P, ..., Py.
Sigui Qq, ..., Qr un conjunt de punts a A. La qiiesti6 que ens plantegem és: donat
un punt X = Y; x;P;, com sabem si pertany a la varietat lineal L = Qy, ..., Qx? La
resposta ha de passar per un sistema d’equacions amb les incognites x;, i naturalment
els coeficients han de dependre, d’alguna manera, dels punts Q;. Necessitem doncs de
les coordenades dels Q;. Escrivim cada punt Q; com a combinaci6 aff

Q=) aiP:
i=0

Observeu les convencions: i = 0,...,n sén els indexos de les coordenades afins res-
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pecte a labase Py, ..., P, iels vectors de coordenades sén sempre vectors columnes:

Xn Unj

Siels Q; s6n dependents, llavors hi ha algun d’ells que és combinaci6 aff dels altres.
Llavors descartem aquest punt per a simplificar. Podem suposar, doncs, a partir d’ara
que els punts Qy, ..., Qk sén afinment independents, és a dir que formen una base de
IL, que per tant té dimensi6 k. Aixo vol dir exactament que la matriu dels coeficients

[q00 -+ o]
[9i] =
[qn0 " k]
té rang maximal, rang|q;;] = k + 1. (Observeu que k < n: la matriu té més files que

columnes.)

Dir que X pertany a Il vol dir que X és combinaci6 afi dels Q;, o equivalentment,
que els punts Qy, ..., Qk, X sén afinment dependents. Equivalentment, els vectors de
coordenades son linealment dependents a R"*1 (cf. lema 6.15). Aix0 succeeix quan

qoo - - 4qok Xo

rang =k+1

|dn0 " Gnk Xn |

Aix0 equival a un sistema d’equacions amb una equaci6 per cada (k + 2)-menor (que
ha de ser igual a zero). Cada equaci6 és lineal i homogenia perque cada fila conté
exactament una incognita x;. Obtenim aixi un sistema d’equacions lineals homogeénies
que defineix L. Pero hi ha una redundancia entre totes aquestes equacions. Podem

trobar un sistema més economic si esglaonem la matriu. Com que sabem que la matriu
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té rang k + 1, arribem a

1 0 xo |
o --. 1 X ,
0 -+ 0 fr(¥)

_() oo 0 fn(f) |

on els f;(¥) sén formes lineals dels xy, . . ., x, que apareixen en fer operacions amb les fi-
les de la matriu. Arribem aixi al segiient sistema de n — k equacions lineal homogenies:

fk—i—l(xO/- . .,xn) =0

fn(xo,. . .xn) =0
que anomenem equacions de IL respecte a la base P, ..., P,. (Naturalment no podem
esperar que aquest sistema sigui tinic o canonic en algun sentit: depen de la manera
com esglaonem la matriu. Per exemple, podem arribar a un altre sistema (equivalent)
si sumem alguna de les equacions a una altra.)

7.4 Exemple: equacié d'una recta al pla. En el pla afi siguin Py, P;, P, tres punts de
referéncia. Volem trobar 1’equaci6 de la recta generada pels dos punts distints

Qo = qooPo+q10P1 + g20P>
Q1 = qguPo+qguP1+qgnbP>

(Observem que amb una equacié n'hi ha prou, perque el pla té dimensié 2 i una recta
dimensi6 1.) El sistema és
qoo o1 Xo
rang (qio qu X1| =2,
20 421 X2
que equival a
qoo qo1 Xo
det |q10 g11 x1| =0,
20 421 X2
que, expandit és

(910921 — 920911)%0 + (—q00921 + 920901)%1 + (ooq11 — G10901)x2 = O.
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7.5 Equacions d’hiperplans — funcionals afins. Els mateixos arguments mostren que
un hiperpla esta definit per una sola equacié. Exactament com en I’exemple anterior,
aquesta equaci6 apareix del procediment general com un determinant que ha de ser
zero.

Quan descrivim un hiperpla per una equaci6, com ara

H:={[xo,...,x3] € Aff(3+1) | 3xg — 5x; + x3 — 4 = 0}

podem interpretar el polinomi 3xyp — 5x1 + x3 — 4 com una aplicacio6 afi f : Aff(3+1) —
R, i I'hiperpla H es queda descrit com l’antiimatge per f del punt 0 € R.

Si I'espai ambient és un espai afi general A (de dimensi6 1), hi podem posar coor-
denades i repetir I'argument. Arribem a la conclusié que qualsevol hiperpla H d'un
espai afi A es descriu com 'antiimatge de 0 € R d’alguna aplicacié afi f : A — R,

H=f40),

i de fet veiem que aquesta aplicaci6 és tinicament determinada per H llevat un factor
constant no nul. Observeu que aquesta caracteritzacié dels hiperplans no depén de
coordenades!

L’'importancia que tenen les aplicacions afin d"un espai afi A a la recta real R motiva
a donar-les un nom: es diuen funcionals afins. Doncs tenim una corresponencia entre
hiperplans i funcionals afins (llevat un factor constant no nul).

7.6 Exemple: equacié dun punt del pla. Sigui Q = qoPy + g1 P1 + q2P> un punt del
pla. Com que un punt té dimensié 0 esperem ara que calguin dues equacions per
descriure’l. Aquestes dues equacions apareixen com

do Xo
rang (g1 x1| =L

q2 X2

Equival a tres(!) equacions:

det (‘71 xl) =0, det (‘70 xo) =0, det (‘70 xo) — 0.
q2 X2 q2 X2 q1 X1

Sabem que amb dues d’aquestes tres equacions n’hi ha prou, pero quines dues? Bé, si
algun g; # 0, llavors podriem pivotar en aquesta entrada de la matriu i esglaonar-la
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rapidament. Equival a dir que, si per exemple gg9 # 0, llavors amb les dues equacions

det (qo x0> —0, det (qo x0> — 0.
qz2 X2 71 X1

n’hi ha prou. Geometricament, gg # 0 vol dir que Q no pertany a la recta P, P,. Per
tant les rectes QP; i QP, no coincideixen (i no s6n paral-leles ja que Q pertany a les
dues!). Per tant, Q queda caracteritzat també pel fet de ser el punt d’interseccié d’a-
questes dues rectes. Com a sistema lineal definint Q podem agafar, doncs, les dues
equacions d’aquestes rectes. Es facil veure que del procediment de 1’exemple anterior
en resulten exactament les dues equacions corresponents als dos determinants. — Pero
amb aquests arguments ja estem anticipant el proper tema: la interseccié de varietats
lineals.

7.7 Proposicid. La interseccié de dues rectes al pla consisteix en un tinic punt, excepte si les
rectes son paral-leles (en el qual cas sabem que la interseccid és buida si les rectes son distintes,
i igual a tota la recta si les dues rectes coincideixen).

Demostracié. Suposem que les rectes no coincideixen. Llavors podem suposar que una
recta és Py P, i que I’altra recta conté un punt Py ¢ P P». Per tant, Py, P;, P> constitueixen
una base en la qual treballem. La segona recta és PpQ per algun punt

Q=ayPy+ a1P; + ar P>,

diferent de Py (és a dir, no tenim a; = a, = 0). Utilitzem la lletra x per a les coordenades
relatives a Py, P;, P,. L'equaci6 de la recta P; P, és doncs

X = 0
i 'equaci6 de la recta PpQ és

1 ap Xo
det |0 a1 x| =0,
0 ar Xo

o equivalentment,

a1Xp — X1 = 0.

Volem trobar les solucions simultanies de les dues equacions — recordant sempre que
xo +x1 +x2 = 1. De xg = 0 se segueix xp = 1 — x7.
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Si suposem a; + a; # 0, la segona equacio és doncs equivalent a

X1 = - X2 = = ,

a1+ az a1+ ap
que és 'tinica solucié en aquest cas.

En el cas a1 + a = 0, la segona equaci6 és equivalent a x; + xo = 0 que és im-
possible, ja que sabem que xyp = 0 i s’ha de complir també xp 4+ x; + xo = 1. Per
tant, en aquest cas no hi ha solucions. En aquest cas tenim gy = 1, de manera que
Q = Py + a1 Py + apP,. D’altra banda tenim el punt R := Py — P; + P, i els tres punts
Py, QiR estan alineats, ja que la matriu de les seves coordenades té determinant

1 1 1
det [0 a4 —1| =a1+ap=0.
0 as 1

Aixo vol dir que la recta PyQ coincideix amb la recta PyR, perd aquesta tltima clara-
ment és paral-lela a P; P, com que sén costats d"un paral-lelogram (vegeu 3.25).
Py R Q

O

7.8 Lema. Tres rectes sén concurrents o paral-leles si i només si la matriu de les seves coefici-
ents té determinant zero.

Demostracié. Suposem que les equacions de les rectes sén

apxg + a1x1 +axxy; =0
boxg + b1x1 + byxp =0
coxo + c1x1 +c2xp =0,
o en forma matricial:
ap a1 4az X0
bo by by| |x1| =

o o O

o €1 €2 X2

Si la matriu té determinant # 0, llavors sabem que (0,0,0) és 'tinica solucié en R3,
perd aquesta solucié no pertany a Aff(2+1). Per tant no hi ha cap punt en comu
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entre les tres rectes en aquest cas. A contrari, si el determinant és igual a 0, llavors
el conjunt de solucions forma un subespai vectorial W < R3 de dimensi6é > 1. O bé
aquest W intersecta Aff(2+1), i per tant les tres rectes tenen un punt en comu, o bé
W < {(x0,x1,x2) | x0 + x1 + x2 = 0}, que és el cas on les tres rectes son paral-leles. [J

7.9 Equacions versus parametritzacid, bis. (Vegeu 7.1.) Hem observat que en rea-
litat, una parametritzacié no és res més que una aplicacié amb domini algun espai
estandard: és una aplicacio

Aff(k+1) — L

[XO, ceey xk] — ZXJQ]

Per tant es tracta de descriure un subespai afi com a imatge d"una aplicacio.

Volem observar que l'altra descripcié que tenim, via equacions, en un sentit precis
és dual: es tracta de descriure la varietat lineal com a antiimatge. De fet, quan escrivim
una equacio, com ara l’hiperpla

H:= {[xo,...,x3] € Aff(3+1) | 3xg —5x1 +x3 —4 = 0}

podem interpretar el polinomi 3xg — 5x1 + x3 — 4 com una aplicacié afi f : Aff(3+1) —
R (funcional afi), i I'hiperpla H es queda descrit com l’antiimatge per f del punt0 € R.
Més generalment, si tenim una varietat lineal . C A descrita per k equacions, les
podem interpretar com k funcionals afins, i L s’interpreta llavors com la intersecci6 de
les k antiimatges. Alternativament, podem interpretar les k equacions junts com un
aplicaci6 afi ¢ : A — RK, i arribem a la interpretacié

L=g¢0,...,0).

Moral: parametritzacions sén descripcions per imatge; equacions sén descripcions

per antiimatges.

8 Raoé simple; teoremes de Tales, de Menelao i de Ceva

8.1 Raé simple. Siguin P i P; punts distints d"un espai afi. Suposem que un tercer
punt Q es troba en la recta generada per Py i Py, és a dir, és combinaci6 afi de Py i P;.
Aixo vol dir que per a un tnic r € R tenim

Q=0-rR+rh (4)
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Aquest nombre 7 es diu rad simple de Q i P relativa a Pp. La denotem

p(PO,Pl, Q)

8.2 Lema. Dues rectes paral-leles My i My tallen dues rectes concurrents en proporcions
iguals. Més exactament, amb la notacié de la figura

Ql QZ

Py P

M
M,

i suposant que el punt d’interseccié O no pertany a My o a My, tenim

p(O, P, Py) = p(O,Q1,Q2).

Demostracié. Primerament escrivim la condicié que M, és paral-lela a M;: completem
el paral-lelogram en posant S = Q1 — P; + P». Ara el fet que Q» pertany a M; s’escriu

Qy = (1 — }’)PZ + 7S,
per aalgunr € R. D’altra, si escrivim
PQZ(l—t)O—i-tPl, Q= (1—S)O+SQ1,

I'atirmaci6 és que s = t (i de fet veurem que ambdos sén iguals a r també). Calculem Q>
com a combinaci6 afi de O, P;, Q; en dues maneres. La primera manera és simplement

Q2= (1-5)0+sQ.

La segona és

Qz = (1—-r)P+7rS

)
— ) ((1=t) O+ tPy) +r(Q1 — Py + P»)
)
)

—r

(
(1
(I=r)(1—=t)O+1tP) +7r(Q1— P+ ((1—t)O +1tPy))
(1—-HO+ (t—7r)P; +rQq.

Si suposem que O, P, Q1 sén afinment independents com ho suggereix la figura, lla-
vors concloem que s = t = r per la unicitat de combinacions afins. Si O, P;, Q1 no sén
afinment independents llavors la configuracié és degenerada: o bé M; = M, o bé les
dues rectes concurrents coincideixen. En aquests casos 1'asserci6 és evident. O]
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8.3 Teorema de Tales. Tres rectes paral-leles, My, My, i M3, tallen dues rectes en proporcions
iguals. Més exactament, amb la notacié de la figura

tenim

p(P1/P2/P3) = p(Ql/ QZ/ Q3)

Demostracié. Dissenyeu la recta P; Q3 i apliqueu dues vegades el lema anterior. O]

8.4 La configuraci6 basica per als teoremes de Menelao i de Ceva. Siguin Py, P;,i P>
punts distints, i siguin Qyp, Q1, Q> tres punts pertanyents a les rectes aixi:

Qo € PP
Q1 € PP
Q2 € PPy,

suposats diferents dels tres punts originals.

8.5 Teorema de Menelao. Els punts Qo, Q1, Qo soén alineats si i només si

0(Qo, P1, P2) - p(Q1, Po, Py) - p(Q2, Po, P1) = 1.
Py

P,

Q> Q1 Qo

8.6 Teorema de Ceva. Les tres rectes PyQo, P1Q1, PoQy son concurrents o paral-leles si i
nomeés si

0(Qo, P1,P>) - p(Q1, P, Py) - p(Q2, Py, P1) = —1.
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Ql Pl//

Q1 \
Qo '

Py Q> P Py Qo

8.7 Preparacié per a les demostracions dels dos teoremes. Escrivim

Qo = AMoPy + Ay P,
Q1 =AnPy+ AP
Q2 = APy + A2 Py

Es a dir, en coordenades afins respecte a Py, P;, P> tenim

0 A1 A2
Qo= [Ap| Q1=1|0 Q2 = A
Mo Aot 0

(Naturalment, Ajg + Aog = Ag1 + A1 = A2 + A;p = 1, pero aquest fet no tindra im-
portancia en els calculs.) Llavors tenim

A
p(Qo, P1, ) = —A—ZO
10

A
p(Q1, P, Py) = —A—Ol
21
_Ap
P(Q21P01P1) — _A—’
02

per tant,
AoAn A
p(QO’pl’pZ) ’ P(Ql,Pz,Po) ’ p(Q21p01P1) = _/\10/\721/\02-
2001112
Demostracié del teorema de Menelao. Que els tres punts Qp, Q1, Q2 estan alineats, és a dir

son dependents, vol dir que

0 Ao Ap
det )\10 0 /\12 = 0.
Ay Az O
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Per tant, (fent el desenvolupament del determinant per la primera columna), AjgA21 A2 +
AxoAo1A12 = 0, que és equivalent a

_ MoAoiAe

210221202 _ 4
A20A01A12

com calia veure. d
Demostracié del teorema de Ceva. L'equacié que defineix PyQ és

1 0 X0
det |0 /\10 X1| = 0.
0 )\20 X2

Analogament, escrivim les equacions de les rectes P;Q; i PQ>. Expandint els tres
determinants, les equacions queden

—AX1 + Apxy =

0
Aa1xg —Agixa = 0
—Axg+Apxy = 0

0, en forma matricial:

0 —Axn A X0
Ao 0 —An| [x1] =
A2 Ap 0 X2

o O O

Les tres rectes son concurrents o paral-leles exactament quan les tres equacions sén
dependents (vegeu Lemma 7.8), és a dir quan

0 —Ax A
det )\21 0 —/\01 = 0.
—A2 Ap 0

Per tant (fent el desenvolupament del determinant per la primera columna), A1 AgaA 19 —
AMaA20A01 = 0, que és equivalent a

A21AmAl

A2 g
AM2A20A01

com calia veure. 0
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9 Aplicacions afins

9.1 Aplicacions afins. Recordem que una aplicacié f : A — B entre dos espais afins es
diu que és una aplicacié afi si preserva les combinacions afins. Es a dir

n

n
FOY_wil) =) aif (P),
i=0 i=0

sempre que )_&; = 1. Reservem el terme afinitat per a les aplicacions afins d’un espai
aff en ell mateix.

9.2 Lema. La composicié de dues aplicacions afins és una aplicacié afi. Per a tot espai afi A,
'aplicacié identitat Id : A — A és una aplicacié afi.

Demostracio. Exercici. [l

9.3 Observacié. Ellema diu, en llenguatje més culte, que els espais afins i les aplicaci-
ons afins formen una categoria. Altres exemples familiars de categories s6n

— espais vectorials i aplicacions lineals;

— grups i homomorfismes de grups;

— anels i homomorfismes d’anells;

— espais topologics i aplicacions continues
L’exemple més fonamental és la categoria dels conjunts i totes les aplicacions.

9.4 Isomorfisme afi. Un isomorfisme afi, o simplement un isomorfisme, entre espais afins,
és una aplicaci6 afi f : A — B per a la qual existeix una altra aplicaci6é afi g : B — A
talque go f =1Idy i f o ¢ = Idg. Diem també que f és invertible. Diem que dos espais
afins son isomorfs si existeix un isomorfisme afi entre ells. Quan dos espais afins sén
isomorfs podem passar informacié entre ells sense perdua. Per exemple, si tenim algu-
na construccié geometrica en un espai (és a dir alguna construccié amb combinacions
afins), la podem transferir a qualsevol espai afi isomorf, i les propietats de la construc-
ci6 seran preservades. Es clar, la nova construccié que en resulta depen de ’escull de

l'isomorfisme.

9.5 Lema. Si f : A — B és una aplicacié afi bijectiva, llavors la inversa f~1 : B — A també
és una aplicacié afi. En altres paraules: una aplicacio afi és invertible si i només si és bijectiva.

Demostracié. Siguin Q = ) «;Q; una combinacié afi a B. Com que f és exhaustiva,
sabem que existeixen punts P — Q, P; — Q;, i de fet s6n tnics, ja que f és bijectiva.
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Volem veure que P = ) «a;P;. Perd, com que f és injectiva, és suficient veure que
f(P) = f(X a;P;). Aixo és cert per construccié i perque f és aplicacio afi. O

9.6 Exemple. Una translaci6 (cf. 3.17) és un exemple d"un isomorfisme afi (d"un espai
aff a si mateix).

9.7 Lema. Un isomorfisme afi preserva bases afins. Es a dir, si Py, ..., P, és una base de A, i
si f : A — B és un isomorfisme afi, llavors f(Py), ..., f(Pn) és una base de B.

Demostracié. Es pot demostrar directament. Pero, és més interessant deduir el resultat
dels dos lemes segiients, que també sén ttils separadament: O

9.8 Lema. Si Py,..., P, generen A, i f : A — B és una aplicacié afi exhaustiva, llavors
f(Po),..., f(Py) generen B.

Demostracio. Que Py, ..., P, generen A vol dir que ®p,  p, és exhaustiva. Clarament,
romana exhaustiva la composada f o ®p, _p,, que no és res més que ®¢p)  p,)- U

ey

9.9 Lema. Si Py, ..., P, son afinment independents a A, i f : A — B és una aplicacié aft
injectiva, llavors f(Py), ..., f(Py) son afinment independents a B.

Demostracié. Es com la demostracié anterior, perd amb “injectiva” en comptes de
“exhaustiva”. O

9.10 Proposicié. Siguin A i B espais afins, i siqui Py, ..., P, una base afi de A. Llavors
especificar una aplicacié afi f : A — B és equivalent a especificar els valors en cadascii dels
n + 1 punts de la base.

Demostracié. Volem construir f a partir de seus valorsen Py, . . ., P,,. Com que tot punt X
és combinaci6 aff dels P; de manera tnica, diguem X = ) x;P;, i com que una aplicacié
afi ha de preservar combinacions afins, hem de posar f(X) = Y x;f(P;). Aixd defineix
'apliaci6 f en tots els punts. Falta verificar que 1’aplicaci6 definida és afi: és una ru-
tina de tipus “combinacions afins de combinacions afins sén novament combinacions
afins”. També és una conseqiiencia de 1'observaci6 segtient. Dir que els Py, ..., P, for-
men una base afi, és equivalent a dir que I'aplicacié afi ®p, _p, és bijectiva, és a dir
un isomorfisme afi. Per tant, per a definir f : A — B és suficient definir una aplicacié
de Aff(n+1). Les assignacions P; — f(P;) diuen que la f que hem definit correspon a
D (py),...f(p,) que és afi pel lema 5.12. g
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9.11 Proposici6. Dos espais afins de dimensié finita son isomorfs si i només si tenen la mateixa
dimensio.

Demostracié. El lema 9.7 implica que els isomorfismes preserven la dimensié. Recipro-
cament, si A i B tenen la mateixa dimensio6 #n, llavors existeixen una base Py, ..., P, de
A'iunabase Q,...,Q, de B. Segons la proposicié 9.10 podem construir una aplicacié
afi f : A — B especificant f(P;) = Qj, i una altra aplicacié afi g : B — A posant
¢(Q;) = P;. Es clar que aquestes dues aplicacions s6n inverses una de l'altra; per tant
A i B s6n isomorfs. 0

9.12 Proposicié. Una aplicacié injectiva entre espais afins és un aplicacié afi si i només si
preserva rectes i raons simples.

(La proposicié es refereix només a aplicacions injectives, perque podem només par-
lar de radns respecte a punts distints. Aixi és necessari abans de tot que l'aplicacié
“preservi punts distints”, és a dir, que sigui injectiva.)

Demostracié. Sabem que tota combinacié6 afi es pot escriure com a combinaci¢ iterativa
de combinacions de dos punts. Es a dir, és una construccié amb rectes i combinaci-
ons afins en rectes. Aixi, si f preserva rectes i raons simples aleshores preserva tota
combinaci6 afi. O

9.13 Equacions versus parametritzacions, bis-bis. (Vegeu 7.1 7.9.) Hem vist que
subespais afins descrites per parametritzacions sén en realitat imatges, i que subespais
afins descrites per equacions sén en realitat antiimatges. Les segiients observacions
banals s6n molt ttils. Sigui f : A — B una aplicaci6 afi.

Si un subespai afi . C A ve donat per una parametritzacié, diguem p : RY — A,
llavors és molt facil calcular la seva imatge per f: no és res més que la composicié

R 2y A LB,

de nou una descripcié per parametritzacio.

Si un subespai M C B ve donat per ¢ equacions, és a dir M = ¢~ 1(0,...,0) per a
alguna aplicaci6 afi g : B — RR€, llavors és molt facil calcular la seva antiimatge per f:
no és res més que calcular la composicié



llavors f~1(M) = (go f)~1(0,...,0), de nou una descripcié per equacions. (Observeu
no es tracta de resoldre equacions, només de substituir una en altra. Si escrivim tot en
coordenades, estem simplement multiplicant dues matrius — no es tracta de invertir
cap matriu.)

Aplicacions afins en coordenades (afins)

9.14 Coordenades afins d’una aplicacié afi. Sigui f : B — A una aplicaci6 afi. Fixem
una base afi Qo, ..., Qx de Biunabaseafi Iy, ..., P, de A. Escrivim les imatges dels Qj
en termes dels P;:

f(Q)) = Zaijpi

Aquests nombres a;; formen una matriu (n+1) x (k+1)

apo -+ Aok

(aij) =

apno - Ak

on cada columna té suma igual a 1.
Donat un punt X = }; x;Q; de B, podem calcular f(X) en termes dels a;;:

fX) = f(;fof)
= 2.%f(Q)
L]

Els x; s6n les coordenades de X, de manera que podem escriure 'aplicaci6 en coorde-
nades com

apo -+ Aok

X0 : : X0

Xk : : Xk

ano - Ank
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Conclusié: en coordenades afins, els dos espais sén Aff(k+1) C R i Aff(n+1) C
R"*1, i l'aplicaci6 aff ve donada per la multiplicacié per una matriu (on la suma de
cada columna és 1): és la restriccié d’una aplicaci6 lineal

Rk—Fl — Rn+1

als espais afins estandards Aff(k+1) — Aff(n+1). Es facil veure que la composici6 de
dues aplicacions afins ve donada exactament per la composicié de les matrius, és a dir
llur producte.

De fet tenim:

9.15 Lema. Una aplicacié lineal A : RF1 — R"*1 envia Aff(k+1) a Aff(n+1) si i només
si cada columna de la matriu A té suma igual a 1.

Demostracio. Si A és una matriu (n+1) x (k+1) amb sumes de columnes igual a 1, i si
x € Aff(k+1), llavors el producte A - x € R"*1 és res més que la combinaci6 afi de les
columnes de A amb x com a coeficients. Com que les columnes pertanyen a Aff(n+1),
aquesta combinacié també. A l'inrevés, suposem que A envia tot vector de Aff(k+1) a
Aff(n+1). En particular envia cada element de la base (lineal) &; a Aff(n+1). Es a dir
A - € € Aff(n+1). Pero aix0 és exactament la columna i de A, que per tant té suma
iguala 1. O

9.16 Canvi de coordenades (afins). En el cas particular que B = A i f és 'aplicacié
identitat, 'tnica cosa no trivial que resta és el fet que tenim dues bases: una donada
pels Qo, ..., Qn, il'altra donada pels P, ..., P,. En aquest cas la matriu (ai]') expressa
el canvi de coordenades: si X és el vector de coordenades afins d’un punt X respecte
a la base Qy, ..., Qy, llavors AX és el vector de coordenades afins del mateix punt X
respecte a la base Py, ..., Py.

10 Translacions i vectors

10.1 Translacions. Recordeu de 3.17 que dos punts P i Q de A # @ defineixen una
aplicaci6 aff

hiA — A
X — X—-P+Q
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que s’anomena translacio en la direccié de P a Q.

Ara fem un estudi més a fons de les translacions, i en particular provarem que for-
men naturalment un espai vectorial. Aixo és molt important per a importar resultats i
tecniques de 1’algebra lineal. Antecedint aquest resultat, ja canviem de notaci6 i escri-

%)

en comptes de Tg. A més, per a denotar I’avaluacié d"una translacié I@ en algun punt

vim

X, escriurem
X+P0 = X—P+Q.

Recordeu que el punts P i Q que representen una translacié I@ no soén tnics: Tenim
I@ = I@ si i només si P_I>{ = @, si i només si els punts formen un paral-lelogram,
S = R — P + Q. Recordeu també la identitat de Chasles:

PO + QR = PR.

10.2 Proposicié. Les translacions de A # @ formen un grup abelia. Es a dir:
1. La identitat és una translacio (donada per ﬁ).
2. La composicié de dues translacions (denotada +) és novament una translacio.
3. La composici6 és associativa.
4. La inversa de Iﬁ és @
5. Peratots P,Q, R, S tenim I@ —i—]@ = I@ —1—1@.

Demostracié. (1) Evident. .
(2) Volem veure que PQ + XY és una translaci6. Formem el paral-lelogram Z =

Q-X+Y:

—
Per tant, XY = Q7 . Ara podem escriure

PO+ XY = PO+ QZ = PZ.
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(3) Que la composici6 és associativa és automatic, ja que es tracta de composicié
d’aplicacions.
(4) i (5) Evidents. U

10.3 Acci6 de les translacions en I’espai. Denotem per T'(A) el grup de les translacions
de A # @, i fem servir simbols com 7, W per denotar els elements de T(A). (Veiem tot
seguit que T(A) és un espai vectorial.) Com a subgrup del grup dels automorfismes
de A tenim que actua sobre A. Recordeu que aix0 vol dir que tenim una aplicaci6
AxTA) — A
(P,7) —— P47

que satisfa els axiomes:
1. P4+0="P
2. P+ (0+w) = (P+79)+w.

(Observeu que el simbol “+” té dos sentits: en 1'expressi6 (7 + @) designa composicié
de translacions, mentre les altres ocurrencies designen l’accié. La confusié de simbols
es justifica pel fet que, a final de comptes, es tracta d'una suma en el sentit de combi-
nacio afi.)

10.4 Proposici6. L'accié de T(A) en A # @ és simplement transitiva. Vol dir que donats dos
punts P i Q, existeix una iinica translacié que porta P a Q.

Demostraczé.ﬂndentment, la translacié Iﬁ porta P a Q. Si XY és una altra translacié
tal que P+ XY = Q, aixo vol dir P — X + Y = Q. Pero aix0 diu exactament que els

—
quatre punts formen un paral-lelogram, i per tant I@ = XY, d’on la unicitat. g
10.5 Corol-lari. Tenim Iﬁ = PQ'siinoméssi Q = Q. O

10.6 Corol-lari. Si X + lﬁ = X per aalgun punt X, llavors P = Q. Es a dir, les translacions
no trivials no tenen punts fixos. g

10.7 Lema. EI grup de translacions de A # O és naturalment un espai vectorial. La multipli-
cacié d'una translacié I@ per un escalar A € R es defineix com

APO:A — A
X — X—AP+AQ
= X—-P+((1-A)P+AQ).

56



L’iiltima expressio mostra que és una translacié (de Pa (1 — A)P + AQ).

Demostracié. La primera cosa a verificar és que la multiplicacié per escalars esta ben
definida, és a dir que no depén dels representants de la translacié: hem de veure que
@ = XY implica A - I@ = A - XY. Suposem doncs I@ = XY. Aixo vol dir que
Y = X — P+ Q. Per a A fixat, posem

Q' =(1-A)P+AQ
Y = (1—A)X +AY.

— — =
Llavors per construccié tenim A - @ = PQ"iA-XY = XY'. Aixi, per provar que
aquestes dues translacions coincideixen, hem de veure que els punts P, Q, X, Y for-
men un paral-lelogram. Més precisament, Y/ = X — P+ Q"

P Q Q

X Y Y’
Es una verificaci6 directa (que ja varem fer en I'exercici 3.16): d"una banda
X-P+Q =X-P+(1—-AP+AQ=X—-AP+AQ,
i d’altra banda
Y=1-M)X+AY=X-AX+A(X—-P+Q)=X—-AP+AQ.

Una prova alternativa de Q' + PX = Y usa el caracter aff de les translacions:
Q'+ PX = ((1-A)P+AQ)) +PX = (1—A)(P+PX) +A(Q+PX) = (1-A)X +AY.

Es rutina verificar els axiomes de multiplicaci6 per escalars. . . U

10.8 Combinacié vectorial. L'operaci6é fonamental que tenim és la combinacié afi, ca-
racteritzada per la condici6é ) A; = 1. Introduim un nou tipus d’operaci, ara amb
Y. Ai = 0, que anomenem combinacié vectorial: el resultat no és pas un punt, siné un
vector: per a ) A; = 0 formem el vector

Z/\,‘Pi S T(A)
El lema segiient afirma que aix0 esta ben definit.
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10.9 Lema. Si ) A; = 0, llavors 'aplicacié

A — A
X — X+) AD

és una translacio.

Demostracié. L'aplicaci6 té la forma X +— X — O + P on O és un punt arbitrarii P =
O+ Y AP, O

10.10 Definici6 alternativa d’espai afi (com a torsor). Hi ha una altra definici6é d’espai
aff que és molt com1, cf. les referéncies: Un espai afi no buit es pot caracteritzar també
com una terna (A, V,T) on A # @ és un conjunt, V és un espai vectorial, i T és una
accio simplement transitiva (denotada per +)

AxV — A
(P,7) —— P+7,

és a dir una aplicacié que compleix
1. P+0=P, VPEA
2. P+ (+w)=(P+7)+w, VP e A, Vo,weV
3. Donats P, Q € A, existeix un tinic7 € V tal que P+ 7 = Q.

L'tnic 7 tal que P+ 7 = Q el denotem Zﬁ Ara (2) implica la identitat de Chasles,
PO + QR = PR.

Nota: El nom G-torsor és comu per a dir “conjunt amb una accié simplement transitiva
d'un grup G”. Altres terminologies sén “G-conjunt principal” i “G-espai principal
homogeni”.

10.11 Demostracié que les dues definicions sén equivalents, per a espais no buits.
Els arguments de 10.2-10.7 ja demostren que un espai afi en el sentit de combinacions
afins és també un espai afi en el sentit de torsors (a condicié que sigui no buit): 'espai
vectorial V es construeix com l'espai vectorial de les translacions. A I'inrevés, suposem
que (A, V, T) és una estructura afi com a 10.10. Podem definir combinacions afins de
la manera segtient. Si ) a; = 1 definim )} , a;P; mitjangant un punt auxiliar O com

n n
ZDCZ'PZ' = 0+ ZDCZ'O?Z'.
i=0

i=0
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El segiient calcul directe mostra que la definicié no depen del punt O.

O + thi(ﬁ =0 + Zoci((% + O?Z)
=0+ sziO'—O>+ sz,-O?i
=0+ 00 +) ai(ﬁ:
=0+ Zai(ﬁi.
10.12 Exercici: Definicié alternativa d’espai afi, versié “diferencia”. Demostreu que
la segiient definici6 (cf. [3]) és equivalent a 10.10: Un espai afi A # @ es caracterit-

za equivalentment com una terna (A,V,p) on A # @ és un conjunt, V és un espai

vectorial, i ¢ és una aplicacié ¢ : A x A — V que compleix
1. Peratot P € A, I'aplicacié

(ppIA — V
Q — ¢(P,Q)

és bijectiva. (Escrivim Iﬁ =¢(P,Q).)

2. Peratots P,Q,R € A tenim
¢(P,Q) + ¢(Q R) = ¢(P,R).

[Indicacié: la simple transitivitat estipulada a 10.10 permet de definir una ¢ que au-
tomaticament sera bijectiva. D’altra banda, donada ¢, es defineix ’acci6 d’un vector ¢
per P+ 7 := ¢, (%), és a dir, el punt Q tal que Iﬁ =7.]

10.13 Geometria amb vectors. Els calculs geomeétrics que vam fer amb punts i combi-
nacions afins, moltes vegades admeten formulacions més elegants quan fem servir la
flexibilitat de la notacié matricial.
Per exemple, la ra6 simple p(Py, P1, Q) es caracteritza també com 1'tinic r € R tal
que R
Q=DR+rPh ©)

i es caracteritza també com I"tnic r € R tal que

—
PyQ = rByP, ©)
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En el lema anterior a Tales, hi havia dues raons p(O, Py, P») i p(O, Q1, Q2) i també
un tercer nombre r que va ser una mica deselegant d’escriure. Amb vectors podem

caracteritzar r simplement com
PQy =r1-PQ1.

Altres calculs de la llig6 8 admeten formulacions una mica més elegants en termes de
vectors.

11 Independéncia afi i independéncia lineal

11.1 Proposicié. Un conjunt de punts Py, ..., P, (d'un espai afi A # @) és afinment inde-
pendent si i només si

n
Y AP, =0,YA =0 = A =0V (7)
i=0

Demostracié. Suposem que P, ..., P, son afinment independent en el sentit de (2), i
suposem que tenim una relacié 0 = Y A;P; (combinaci6 vectorial). Volem establir que
A; = 0Vi. Pero de la relacié obtenim

Po+) AP =R,

i per (2) aix0 implica A; = 0 Vi.

A l'inrevés, suposem (7), i suposem que tenim una relacié ) «;P; = ) B;P;. Volem
establir que a; = B; Vi. Per0 la relaci6 equivala ) (a; — ;) P; = 0,i(7) implica a; — B; =
0Vi. ]

11.2 Proposicié. Un conjunt de punts Py, ..., P, (d'un espai afi A # @) és afinment inde-
.. L. — — .. .
pendent a A si i només si els vectors PyPy, . . ., PyPy son linealment independents a T (A).

Demostracié. Suposem que els vectors P if_;,- son linealment independents. Volem utilit-
zar la proposici6 anterior per establir que P, ..., P, son afinment independents. Supo-
sem, doncs, que Y/ y AP = 0, amb Y oAi = 0ivolem provar Ag = --- = A, = 0.
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Amb l'ajut d"un punt auxiliar arbitrari Q calculem
n n
Y AP =), /\i@
i=0 i=0

= AOQ—PS + i /\i@
=1

= —(,nlfti)@Jr f)\i@
i= i—1
= Y \i(QF - QR)

i=1

n
= Z/Uﬁ-
i=1

Si aquest vector és zero, la independencia lineal dels Py 13;- ensdiuqueA; =--- = Ay =
0, iper tant Ay = 0 també.
Ara suposem que els punts P, ..., P, sén afinment independents. Escrivim una

— n
relacié )1 4 /\ilﬁ = 01ivolem concloure que Ay = --- = A, = 0. Posem Ay = — }_ A;.
i=1
Ara el calcul mostra que Y 4 A;P; = 0, i la proposici6 anterior implica que tots els
lambda sén 0 com voliem. [l

11.3 Observacié. Evidentment, a la proposicié 11.2, qualsevol dels punts podria jugar
el paper de Py. El mateix és cert per al lema segtient.

11.4 Lema. Un conjunt de punts Py, ..., P, genera A # @ si i només si el conjunt de vectors
— — :
PyPy, ..., PyP, genera T(A) linealment.

Demostracié. Variaci6é de la demostracié de la proposicié 11.2. O]

11.5 Corol-lari. Un conjunt (ordenat) de punts Py, . .., P, constitueix una base afi de A # @
.. .. -— — Lo .
si i nomeés si els vectors PyPy, . .., PyP, constitueixen una base lineal de T(A). ]

11.6 Corol-lari. Si A # @, la dimensié de A (com a espai afi) és igual a la dimensié de T (A)
(com a espai vectorial):
dim A = dim T(A).
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11.7 Coordenades cartesianes. Si Py, ..., P, constitueixen una base afi de A # @, tot
punt Q es pot representar de manera tnica com Py + ;49 Ailﬁ, segons la proposi-
ci6 11.2. Aixo vol dir que I'aplicacié
R" — A
n
(x1,---,%0) = Po+ inlﬁ
i=1

és bijectiva. Aixi doncs, podem fer els calculs a R".

Aquesta forma de coordenatitzacié ens sera molt til per la seva relacié més estreta
amb l'espai vectorial de les translacions. Per emfatitzar aquesta relacié fem una lleuge-
ra reformulacié: anomenem referencia cartesiana de A 1’escull d'un punt Py € A i d’una
base éy,...,¢, de T(A).

11.8 Comparacié. El dos tipus de coordenades sén molt similars. Es clar que hi ha una
bijecci6 entre bases afins i referéncies cartesianes, donada per

— —
(Py, Py,...,Py) < (Py; PoPy,...,PoPy).

A més a més, respecte a aquestes bases corresponents, les coordenades afins d"un punt
X =Y x;P;s6n

[x0, -+, Xn]
i les coordenades cartesianes del mateix punt sén

(x1,...,%n)

— per tant, es passa d"un tipus a 'altre oblidant x o afegint xo =1 — Y/ ; x;.

12 Subespais afins i direcci6

12.1 Translacions dins un subespai; direccié. Sigui B C A un subespai no buit. Per
definicié de translacid, cada parell de punts P, Q € B defineix una translacié

B — B
X — X—P+0Q,

que evidentment és la restricci6 de la translacié

A — A
X — X—-—P+0Q.
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De manera natural, doncs, les translacions de B formen un subespai vectorial
T(B) <T(A),

format per tots els vectors I@ amb P,Q € B (o més precisament: tots els vectors @
que admeten una representacié @ = PQ amb P,Q € B). Quan T(B) es considera un
subespai vectorial de T(A) s’anomena la direccié de B.

12.2 Observacié. Atenci6: “Direccié” no vol dir “cap a I'esquerra” o “cap a la dreta”:
és un espai vectorial, no pas un vector.

12.3 Exemple. Quina és 1a_c>11reccié d’una recta PQ? Es l’espai vectorial de totes les
translacions de la forma XY amb X € PQiY € PQ. Si X = (1—-s)P+sQiY =
(1 —t)P +tQ, llavors

H_

XY = —(t—s)P+ (t—s)Q = (t —s)PO.

Aixd mostra que tot vector de T(PQ) és proporcional a I@ En conclusié: T(PQ) és
'espai vectorial generat pel vector PQ.
Observem també que tot punt de PQ és de la forma P + tlﬁ peralgunt € R.

Un subespai afi B # @ queda completament determinat per un punt arbitrari P € B
ila direcci6 W := T(B): en efecte, sabem que per a tot punt Q € B hi ha un tnic vector
w € W tal que P 4 @ = Q; per tant, podem escriure

B=P+W={P+@|®ec Wl

Tot subespai afi de A és doncs de la forma P+ Won P € Aésunpunti W < T(A) un
subespai vectorial. El lema segiient mostra que tot subespai W és possible:

12.4 Lema. Sigui W < T(A) qualsevol subespai vectorial, i sigui P € A un punt. Llavors el
conjunt

PrW={P+@|@ecW)={QcA|POecW)

és un subespai afi de A amb direccio W.

Demostracié. Siguin Q; = P + @; punts de P + W. (Es a dir @; € W.) Volem veure que
tota combinaci6 afi ) a;Q; també pertany a P + W. Tenir Q; = P + w; és equivalent a
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w; = PQ;. Ara calculem

Y aiQi = P—P+) a0Q;

= P—YaP+) aQ;
= P+Z(Qi_p)
= P-l—Z(X,'ZT)i.

Ates que els w; pertanyen al subespai W, la combinaci6 lineal també hi pertany, de
manera que P + W és un subespai afi. Es facil veure que la seva direccié és W (la qual
assercio és una de les implicacions del lema 12.6 (2)). O

12.5 Lema. Els segiients enunciats son equivalents, per a punts P, Q € A i un subespai vec-
torial W < T(A):

1. P+W=Q+W.
2. POeW,
3. PeQ+W.
4. Qe P+ W.
Demostracié. Exercici. U

12.6 Lema. Sigui B C A un subespai afi no buit.

1. Sigui W := T(B). Llavors B =P+ W < P € B.

2. Sigui P un punt de B. Llavors B =P +W < W = T(B).
Demostracié. Exercici. U

12.7 Exemple. Hem vist que per a una aplicaci6 lineal A : R" — R¢, i per a b e R el
conjunt
L:= {7 eR"| AT = b},

de les solucions del sistema A7 = b és un subespai aff de R". Afirmem que si és no
buit, llavors la seva direcci6 és els conjunt

T(L) = {7 e R" | AT =0},
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de les solucions del sistema homogeni associat. De fet, per definici6 T (L) esta format
de totes les diferencies de punts de L. Ara, d’unabanda, la diferéncia de dues solucions
de AT = b és clarament una soluci6é de AT = 0, i d’altra banda, si P és una solucié de
AT = b i@ és una solucié del sistema homogeni associat AT = 6, llavors sabem que
P + @ també és solucié del sistema A7 = b.

En particular, 'espai aff estandard

Aff(?l—l—l) = {[XO,. . .,xn] c Rn_H | le' = 1}
de tots els coeficients possibles de combinacions afins té com a direcci6 1'espai

{(x0,...,xn) € R" [ Y x; =0}
de tots els coeficients possibles de combinacions vectorials.

12.8 Paral-lelisme. Ja haviem una nocié de paral-lelisme per a varietats lineals (5.13):
a saber l'existencia d’una translacié que porta una varietat en l'altra. Ara fem una
definici6 alternativa, equivalent: diem que dos subespais afins no buits d"un espai afi
son paral-lels si tenen la mateixa direccio.

12.9 Observacié. Alguns autors utilitzen la paraula “paral-lel]” en un sentit menys es-
tricte: diuen que dos subespais afins sén paral-lels si la direccié d'un esta continguda
en la direccié de l'altre. Segons aquesta definicio, pero, la relacié de paral-lelisme no
seria d’equivalencia! Per aquesta ra6 ens quedem amb la noci¢ estricta.

12.10 Proposicié. Les segiient condicions sén equivalents per a dos subespais afins no buits
Loillg de A.

1. Un és una translacié de I'altre. (Es a dir, existeix una translacié de A que porta els punts
de IL als punts de IL” bijectivament.)

2. Tenen la mateixa direccié: T(Lg) = T(LLy).

Demostmcié._%uposem que T(L) = T(L) = W. Siguin P € I[i)P’ € I/; afirmem que la
translacié PP’ estableix la bijeccgequerida. Efectivament, PP’ porta un punt arbitrari
P—I—ZT)€P—i—W:ILaP—l—ZT)—l—PP’:i—i—zﬁep’—i—W:L’.

D’altra banda, sigui P E_]I; i ?igui PP’ una translac_k)’) arbitraria; suposem que L/ és
la translacié de L segons PP'. Es a dir, L' = {X+ PP’ € A | X € L}. Per abreujar
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escrivim X' := X + PP’ per a qualsevol X € L. Ara T(L') = {P'Q" | Q € L}.
Pero P'Q" = lﬁ, perque per a qualsevol X € L tenim X + P'Q" = X
X-P 4+(Q-P+P)=X—P+Q=X+PQ. Per tant, T(L') = T(L). O

12.11 Lema. Donats un subespai afi B C A no buit i un punt P’ € A, existeix un iinic
subespai afi B paral-lel a B i que contingui P’

Demostracié. SiB = P+ W peraalgun W < T(A), llavors necessariament B’ = P’ + W.
U

12.12 Definicié alternativa de subespai afi. Segons la definici6 alternativa 10.10, un
espai afi no buit es pot representar com una terna (A, V, T) on A és un conjunt no buit,
V és un espai vectorial, i T : A X V — A és una acci6 simplement transitiva. Segons
aquesta definici6, hauriem de definir subespai afi de la segiient manera: Un subespai afi
(no buit) de (A, V, T) és un espai afi no buit (B, W, o) tal que

B C A (subconjunt)
W <V (subespai vectorial)
T‘BXW =J.
En altres paraules, és un subconjunt B C A amb un subespai vectorial W < V tals que
la restricci6 de TaB x W — B és un espai afi.
S’observa llavors que W < V queda completament determinat per B C A i per la
condicié que ¢ sigui restriccié de T. Aix0 és conseqiiencia de la transitivitat simple

de 7: I'espai W ha de ser exactament el subespai vectorial dels vectors que deixin IB
invariant.

12.13 Lema. El subespai generat per Py, ..., Py es pot representar com
Py+W
on W és I'espai vectorial generat linealment pels vectors PyPy, . .., PyP.
- k k
Demostracié. Py, . .., Py és el conjunt de combinacions afins ) A;P; (amb ) A; =1). Ara
i=0 i=0
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podem escriure

k n
Y AP = AgPo+ ) AP
i=0 i=1

= (1- TP+
i=1

n
Z A P;

i=1

n
= P+ Z/Hﬁ-
i=1

13 Interseccid, sumailes formules de Grassmann

13.1 Repas de la férmula de Grassmann per a espais vectorials. Per a subespais vec-
torials d"un espai vectorial tenim les dues operacions “interseccié” i “suma”: la inter-
secci6 de subespais vectorials V i W es pot definir com el subespai vectorial més gran
contingut a tots dos, i no és res més que la interseccié com a conjunts. Contrariament,
la suma de Vi W es pot definir com el subespai més petit que els conté. Es caracteritza
també com el subespai de totes les combinacions lineals possibles de tots els vectors
de Vide W. Un tret important de la interseccié de subespais vectorials és que sempre
conté I'origen. Aquest fet és un ingredient clau en la demostracié de la férmula de les
dimensions de Grassmann per a espais vectorials: si E és un espai vectorial de dimensié
finita, i V i W sén subespais vectorials de E, llavors

dim(V+4+ W) =dimV +dim W — dim(V NW). (8)

13.2 Envers una férmula de Grassmann per a espais afins. Per als espais afins, la
situaci6 és una mica més complicada: com que no hi ha origen, els subespais afins es
poden esquivar, fet aquest que causa algunes anomalies. Per exemple, dues rectes al
pla generalment es tallen en un punt, pero si sén paral-leles llur interseccié és buida
(recordeu que dim®@ = —1). La clau per entendre aquests fenomens és la noci6 de
direcci6 d'un subespai, que permet relacionar la qiiesti6 amb la férmula per al cas
d’espais vectorials.

13.3 Interseccié. La interseccié de dos subespais afins és simplement la interseccié com
a conjunts. Es caracteritza també com el subespai afi més gran contingut als dos.
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Observeu que la interseccié de dos subespais afins pot ser buida!
13.4 Lema. Siguin Lo i Ly dos subespais afins d'un espai afi donat. Si Lo N 1Ly # @, llavors
T(LoNlLq) = T(Lo) N T(Lq).

(Observeu que Ly NIL; # @ implica que ja no sén buits Ly i L1, de manera que també
té sentit parlar de T(ILy) i T(LL1).)

Demostracié. Es clar que T(ILo N L) C T(ILg) N T(IL1). Per veure la inclusié contraria,
considerem un vector 7 € T(Lg) N T(LL;). Sabem que existeix un punt X € Ly N L;.
Com que 7 € T(Ly) teniri)Y = X+7 € Ly, icom que 7 € T(Ly) tenim també
Y=X+7el. Aixit = XY € T(LoNLy). O

13.5 Suma afi. La suma afi — o simplement suma — de dos subespais afins Ly i L és el
subespai afi més petit que els conté; el denotem LLg + L;. Es doncs l'espai generat per
tots els punts de Lo i LL; junts, o sigui, el conjunt de totes les combinacions afins dels
punts de Ly i L; junts. Per un argument similar al del lema 4.4, si els dos espais sén no
buits podem realitzar qualsevol combinacié d’aquestes com una combinaci6 afi de dos
punts: un de Ly i un de Ly. En aquest cas (Lo # @, L; # @), tenim la férmula

Lo+ L = {apQo+a1Q1| Qo € Lo, Q1 € Ly, a9+ a1 = 1}.

En particular, per a tots Qp € Lo i Q1 € Ly, la recta QpQ; esta continguda a Ly + L.
Per aquest motiu, la notacié LyLL; també és bona per a denotar la suma.

13.6 Lema. SilLg N1y # @, llavors
T(LO + ]Ll) = T(Lo) + T(]Ll).

Demostracié. Sigui P un punt de la interseccié. Els vectors de T(Lg + LL;) sén de la
forma Iﬁ on Q € Lo+ L. Siescrivim Q = a9Qp + a1Q1, llavors podem escriure els
vectors de la forma

PO = —P+aQo+mQ
= ag(—P+ Qo) +a1(—P+ Q1)
= 0601’—>Q0 +061P—Q1>

exhibint Iﬁ com una combinacié lineal d'un vector de T(LLp) i un vector de T(L).
Aix0 estableix la inclusié T(ILg + LL;) < T(Lg) + T(Lq).
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Sigui ara @ € T(Lg) + T(Lq), és per tant una combinaci6 lineal d’un vector de
T(Lop) i un vector de T(L1). Multiplicant si cal aquest vectors per escalars adients,
podem suposar que la combinaci6 lineal és

@ = 2Wo + 31
o — . o .
on wy = PQp per a algun Qp € Ly iw; = PQq per algun Q7 € L;. Tenim doncs
@ = —P+3Q0+ 3Q1,

que és un vector de T(LLg + 1), segons la descripcié que ja hem donat d’aquest espai.
Per tant, T(ILg) + T(IL;) < T(Ly + L1), com voliem veure. O

Per tant, en el cas que Lo NL; # &, no hi ha sorpreses: la segiient versié de la
térmula de Grassmann és una conseqiiencia immediata de (8):

13.7 Proposicié. Siquin L i Ly subespais afins de dimensions finites, amb Lo N Ly # @.
Llavors
dll’n(]Lo + Ll) = dim ]Lo + dim Ll — dlm(LO N Ll)

De fet la férmula és valida també en el cas on L o IL; és buit.

Si la intersecci6é és buida, no té sentit parlar de la seva direccid, i I'argument no
funciona. De fet, la férmula anterior sovint és falsa en el cas d’interseccié buida, com
mostra el segiient exemple.

13.8 Exemple. Siguin L i .1 dues rectes paral-leles i distints del pla afi A. Llavors
Lo+ L; = A,ilaféormula donaria

2=1+1-(-1)
que és fals.

Per aconseguir una férmula correcta, hem d’introduir un ajust a nivell de les direc-
cions:

13.9 Proposicié. Siguin Ly i Ly subespais afins no buits, de dimensions finites, amb Lo N
L1 = @. Llavors

dim(Lo + Ll) =dimLy+ dimlL; — dim(T(]Lo) N T(]Ll)) + 1.
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La demostracié depén d’alguns lemes.
13.10 Lema. Siquin ILg i Ly subespais afins amb punts Py € Lo i P; € Ly. Llavors
T(LO + ]Ll) = T(Lo) + T(]Ll) + T(popl).

Demostracié. Ja sabem que la recta PyP; esta continguda a Ly + L1, de manera que Lg +
L, = Lo+ Ly + PP, = Lo+ (Ly + ByP;). Ara podem utilitzar el lema 13.6 dues
vegades: la primera vegada (fora del parentesis) perque la interseccié conté Py, i la
segona (dins del parentesis) perque la interseccié en qiiestié conté P;:

T(Lo+L;) = T(Lo+ (L + m))
= T(Lo) + T(Ly + PoPy)
= T(Lo) + T(Ly) + T(PoPy).

g

La quiesti6 és ara: quan és T(PyP;) necessari com a part generadora? La resposta ve
donada per aquest lema:

13.11 Lema. Siguin ILg i g subespais afins amb punts Py € Ly i P; € Ly. Llavors
-
PyP; € T(]Lo) + T(Ll) < LoNnly 75 Q.

Demostracié. Comparant la férmula del lema 13.10 amb la del lema 13.6 ja veiem que
si Lo N1y # @ lavors T(PyPy) C T(Lg) + T(Ly). Suposem ara que ITP; € T(Ly) +
T(L,). Vol dir PyP; = @y + @y, amb @y € T(Lg) i Wy, € T(L;). Podem escriure
Wy = PpQ, per aalgun Q € Ly, pero ara

o e 5 > >

@1 = PyPy — @y = PyPy — PpQ = QP!
Per tant Q € LL;. Hem establert que Q pertany a la interseccio. g
Demostracié de la proposicié 13.9. Amb l’ajut del lema 13.10 escrivim:

dim(Lg + L1) = dim T(Ly + Lq)
= dim ((T(Lo) + T(L1)) + T(PoPr))
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A_qt)ﬁ podem aplicar la férmula de Grassmann vectorial, observant que pel lema 13.11,
PoPy ¢ (T(Lo) + T(L1)):

= dim(T(]Lo) + T(]Ll)) + dim T(m)
= dim(T(Lo) + T(L1)) + 1

Finalment, apliquem la férmula de Grassmann vectorial altra vegada:

= dim T(Lo) + dim T(L;) — dim(T(Lo) N T(Ly)) + 1
=dimLy 4+ dimL; — dim(T(Lo) N T(Lq)) + 1
O

13.12 Exemple. Provem que dues rectes Ly # IL; del pla A es tallen en un sol punt si no
son paral-leles. De qualsevol manera tenim L + IL; = A. Si les rectes tenen interseccié
no buida, la férmula de Grassmann (13.7) déna

dim A = dimLy +dimL; — dimLy N Ly

o sigui
2=1+1-d.

Per tant, la dimensié d de la intersecci6 és 0, que vol dir que és un punt. Si les rectes no
el tallen, I'altra férmula (Proposicié 13.9) déna

dimA = dimLg+ dimL; —dim T(Ly) N T(ILy) + 1.

Per tant, dim T'(Ly) N T(L;) = 1, la qual cosa implica T(Lg) = T(L;) i les rectes sén
paral-leles.

14 Linealitzacio: diferencials i coordenades cartesianes

14.1 Translacions. Recordeu de la llicé 10 que una translacié d'un espai afi A és una
afinitat f = Iﬁ definida a partir de dos punts P, Q per

PO:A — A
X — X—-P+Q.
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Recordeu també que dos parells de punts, (P, Q) i (R, S), defineixen la mateixa trans-
laci6, és a dir PQ = I@, si i només si els quatre punts formen un paral-lelogram, és
adir S = R — P+ Q. Finalment, hem vist que les translacions de A formen un espai
vectorial T(A).

La notaci6 additiva X — X + Zﬁ per una translaci6 f = Zﬁ esta justificada perque
la composicié de translacions és commutativa. Per a les afinitats generals aixo no és
cert, i mai escrivim X + f per f(X).

14.2 La diferencial d’una aplicacié afi. Una aplicaci6 afi f : A — B entre espais afins
no buits indueix una aplicaci6 lineal

Df:T(A) —s T(B)

PG — F(P)F(Q)

que anomenem diferencial de ’aplicacié. Que aquesta definici6 té sentit és el contingut
del lema segiient.

14.3 Lema. 1. La definicié de D f no depen dels representants de les translacions. Es a dir,

PG =RS = f(PIf(Q) = F(R)f(S].
2. Df : T(A) — T(B) és una aplicacié lineal.

3. Df (I@) és I"tinica translacié que fa commutar el diagrama

AL B

I%6) Df(PO)
A T> B

Es a dir

f(P+7) = f(P) + Df(9)

Demostracio. Ad (1): Iﬁ = 1@ voldir S = R— P+ Q. Vegem ara que Df(@) =
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Df (1@) avaluant en un punt arbitrari B € B:

B+ Df(RS) =

ey

(R)f(S)
)

_I_
~

R

—

5)

=

(R) +
(R) +
(R) +
(P) +
(P)f(

—

(

(R=P+Q)

(R) = f(P) + f(Q)
(

)

\,\
— = =

— f(P)
T
+f(P)

Q
B+ Df(PQ).

—

Q)

Ad (2): hem de veure que Df (Y. 1 A;7;) = Y/' 1 A;Df(7;). Escollim un punt Py, i
escrivem cada vector ¥; = Iﬁ per algun punt P;. Ara posem

n

X:=Py+) At = (1 L) P+ LB,

i=0

—
de manera que ;' ; A;7; = PyX. Ara calculem:

DF(Y. AG) = DF(RX)
i=1

= f(R)f(X
= —f(Po) + f(X)

= —f(Po)+ (1 - A f(Ro) + f{Ai £(P)
= é/\if(PO)f(Pn =é7\in(z7i).

Ad (3) Exercici.

O

14.4 Lema. Una aplicacié afi f és injectiva, resp. exhaustiva, resp. bijectiva si i només si D f

és una aplicacié lineal injectiva, resp. exhaustiva, resp. bijectiva. U

La noci6 de diferencial d'una aplicacié afi és molt important perque captura la seva

part lineal. Més endavant classificarem les afinitats en termes de ’algebra lineal de les

seves diferencials. (El terme “diferencial” ve del calcul de les funcions diferenciables i

de la geometria diferencial. Advertim que en aquells contexts, la nocié de diferencial és

menys simple: una funcié diferenciable té una diferencial en cada punt. Es caracteristic
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de les aplicacions afins que les diferencials de tots els punts es poden identificar a u sol,

que anomenem /a diferencial.)

14.5 Proposicié. Donades aplicacions afins A B 25 Centre espais afins no buits, tenim

D(go f) = DgoDf.

A més, per a tot espai afi A, tenim
D(Idy) =1d.

(Es a dir, en llenguatje més culte, que la regla que a cada espai afi A # @ li associa I'espai
vectorial T(A) de les translacions de A i que a cada aplicacié afi li associa la seva diferencial és
un functor de la categoria dels espais afins no buits i aplicacions afins a la categoria dels espais
vectorials i aplicacions lineals.)

Demostracio. Exercici. [l

14.6 Proposicié. Dues aplicacions afins f,g : A — B entre espais afins no buits sén iguals si
i només si coincideixen en algun punt i si Df = Dg. O

Demostracié. Segueix del lema 14.3 (3). U

A més a més:

14.7 Proposici6. Siquin A i B espais afins no buits, i sigui ¢ : T(A) — T(B) una aplicaci6
lineal. Llavors existeix una aplicacio afi f : A — B tal que Df = /.

Demostracio. Exercici. [l

Recordeu que segons la nostra convencio, afinitat significa “aplicacié afi d"un espai

A en ell mateix”.

14.8 Proposicié. Una afinitat f : A — A és una translacié si i només si Df = Id.

Demostracié. Per a qualsevol punt fixat P € A escrivim P’ := f(P). Dir que Df és la
identitat és dir que per a tot Q tenim Zﬁ = I@ . Aix0 és equivalenta Q' = Q — P+ P’
(per a tot g)> Pero aixd vol dir exactament que f(Q) = Q + PP ,ésadir f ésla
translaci6 PP'. O
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14.9 El grup afi d’un espai. El conjunt de totes les afinitats invertibles d"un espai afi A
té estructura de grup. S’anomena el grup afi general de A i es denota

GA(A).

Aix0 és analeg a la definici6 del grup lineal general GL(V) d'un espai vectorial — el
grup de totes les aplicacions lineals invertibles.

14.10 Proposici6. Per a un espai afi A # O, I'aplicacio
GA(A) — GL(T(A))
f — Df

és un homomorfisme de grups exhaustiu, i el seu nucli és exactament el grup de les translacions
de A (és a dir el grup subjacent a T(A)).

Demostracié. Observem primer que l'aplicacié esta ben definida: si f és invertible, 11-
vaors Df ho és també, pel lema 14.4. Es un morfisme de grups per la proposicié 14.5;
és exhaustiu per la proposicié 14.7, i finalment lema 14.8 ens diu que el seu nucli és
exactament el grup de les translacions de A. g

14.11 Caracteritzacié de les aplicacions afins en termes de torsors (cf. 10.10). Si (A, V, 1)
i (A", V', 7") son dos espais afins, segons la caracteritzacié d’espais afins en termes de
torsors (10.10), una aplicaci6 afi de (A, V, t) en (A/, V/, ') consisteix en una aplicacié
de conjunts f : A — A/, i una aplicaci6 lineal f : V — V’, tal que

AxV-—"3A

f Xfl Jf

AP XV —— A
T
commuta. (Es pot comprovar que f esta completament determinada per f.)

Aplicacions afins en coordenades cartesianes

14.12 Coordenades cartesianes d'una aplicacié afi. A la llic6 9 hem descrit les aplica-
cions afins en coordenades afins. Ara veiem la descripcié en coordenades cartesianes.
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. . * 2z ’ — %
Considerem una aplicaci6 afi f : B — A. Posem @; = QoQ; formant una base car-

tesiana de B d’origen Qo, i ¥; = Py ﬁi, formant una base cartesiana de A d’origen D.
Escrivim

Df(@;) =Y _ mji7;
i
1 posem

f(Qo) = Py + Zbiﬁi,

és a dir, (by,...,b,) son les coordenades cartesianes de f(Qy) respecte a la base de A.
D’un punt X = Qo + }_; x;0; de B podem calcular la seva imatge

Y =f(X) = f(Qo)+Df(Lxi0;)
]
= P+ Zb,-z?i + ijmij5i~
; i
En coordenades:

Y1 b myp - Mg

X1

Xk

Yn by My1 -+ Mpyg

La presencia del vector constant dels b; molesta una mica, i no tenim en coorde-
nades cartesianes la mateixa descripci6 elegant lineal que tenim en coordenades afins.
L’economia en el nombre de coordenades (1 en lloc de n + 1) té un preu aqui, que és
la falta de linealitat. Perd amb un lleuger ajust, la podem obtenir: si augmentem les
coordenades amb una entrada extra a la posici6 zero i si convenim que aquesta entrada

sempre sera 1, llavors podem escriure 'equacié com

1 0 --- 0
1 by myp - myg 1
X1 X1
H . . .
Xk : : : Xk
by mpr - Mg
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Si posem Y = f(X) amb coordenades cartesianes (v, ...,y ), llavors podem escriure

(- 2)C)

Amb aquesta trampa, f té una expressio lineal, i és facil veure a més que la compo-

més compactament

sici6 d’aplicacions afins s’expressa com a multiplicacié de matrius ampliades d’aquesta
manera.

Clarament, la trampa consisteix en ficar el model vectorial R" (respectivament R¥)
dins de R"*! (respectivament R*1) com I'hiperpla definit per xo = 1. Aquest hiperpla,

E":= {¥ e R""™ | xy =1}

és un espai aff i no pas un espai vectorial, i en certa manera 1'expressié matricial és
gairebé una variant de les coordenades afins. Aixi, en aquest nou model afi amb les
matrius ampliades, tot espai afi de dimensi6é n es modelitza com I'hiperpla E", i les
aplicacions afins EF — E" sén modelitzades per matrius de la forma

o )

14.13 Lema. Una aplicacié lineal A : R — R"*1 envia EX a B" si i només si la matriu A
és de la forma (3 9 ). O

De fet, per analogia amb 9.15 tenim:

14.14 Exemple. Sabem que una translacié Iﬁ té diferencial igual a la identitat. Per
tant, en coordenades cartesianes respecte una referencia cartesiana amb origen P, la
matriu de I@ és (113 I% ), on B denota el vector de coordenades de Q.

14.15 Canvi de coordenades cartesianes. Observem, exactament com a 9.16, que en el
cas particular que B = A i f és'aplicaci6 identitat, I'inica cosa no trivial que resta és el

fet que tenim dues bases: una donada pels (Qp, QoQ1, - - ., QoQxr), il’altra donada pels
(Po, PoPy, ..., PoPy). En aquest cas la matriu ( B M ) expressa el canvi de coordenades: si
(1,x1,...,x,) és el vector de coordenades cartesianes d'un punt X respecte a la primera

(&) (%)

és el vector de coordenades cartesianes del mateix punt X respecte a la segona base.

base, llavors

77



14.16 La relaci6 entre les dues descripcions. Es un calcul directe establir la segiient

relacié entre les dues matrius:

apo aok -111 0 0
a1 i by my Mk
Cn+1 Ck+l
|00 An1 Ak | _bn My Myk
on
1 1
c 0
k+1 —
0
0 1

és la matriu R — R¥1 que envia Aff(k+1) C RF*! bijectivament a EF ¢ RF 1.

Tot i que la primera versié matricial, la de les coordenades afins estandards, pot
semblar més elegant, la segona versi6 té un avantatge molt important: la matriu de
Df = M és explicita! Moltes vegades és important saber la forma de Df, com ho
veurem en fer la classificaci6 de les afinitats.

15 Afinitats: alguns exemples i trets caracteristics

En aquesta 1lic6, comencem amb alguns exemples importants d’afinitat, o més preci-
sament, tipus d’afinitats, com ara tranlacions, homotecies, projeccions, reflexions. Per

caracteritzar els diferents tipus, estudiem els seus punts fixos i subespais invariants.

15.1 Lema. Sigui P € A un punt. Tota afinitat f : A — A factoritza de manera tinica com

on t és una translacié i /(P) = P.
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Demostracié. Si f(P) = Q, llavors si la factoritzaci6 existeix, necessariament
t= PO,
D’altra banda, com que ¢t és invertible, I'equaci6 f = t o £ és equivalent a
¢{=t"1o f,

que és testimoni que la factoritzaci6 existeix, i que a més defineix ¢ de manera tnica.

g

15.2 Observacié. En coordenades cartesianes respecte una referéncia cartesiana amb
origen P, la factoritzaci6 de f és

1 0) (1 0\(1 0
B Df) \B 1d) \0 Df)’
on B denota el vector de coordenades de f(P) (cf. exemple 14.14).

15.3 Punts fixos. Un punt fix d’una afinitat f : A — A és un punt P tal que f(P) = P.
Denotem per Fix(f) el conjunt de tots els punts fixos de f.

15.4 Exemple. Per trobar els punts fixos d’una afinitat donada en coordenades (di-
guem cartesianes), cal només resoldre 1'equacié f(X) = X. Per exemple si la matriu

ampliada de f és
1 0 0
4 1 -1
-1 0 2
llavors hem de resoldre
1 0 0 1 1
4 1 -1 x| =|x
-1 0 2 y y

En aquest cas el sistema és incompatible, per tant no hi ha punts fixos.

15.5 Lema. El conjunt Fix(f) de punts fixos de f és un subespai afi.

Demostracié. Si Py, . . ., P, son punts fixos, volem provar que tota combinaci6 afi ) «;P;
és un punt fix també. Es un calcul directe: f(Ya;P;) = Ya;f (D) = Ya;P;. O
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15.6 Lema. Si Fix(f) # @, la direccié de Fix(f) és I'espai propi de D f corresponent al valor
propi 1.

Demostracié. La restriccié de f a Fix(f) és la identitat, per tant la restriccié de Df a la
direcci6 de Fix(f) és la identitat i el valor propi corresponent és 1. Per tant, T (Fix(f))
esta contingut a V; ('espai propi de valor propi 1). D’altra banda, sigui P un punt fix.
Si Df té un espai propi Vi amb valor propi 1, llavors la restriccié de f a la varietat lineal
P + V; ha de ser una translacié. Perd, com que P pertany a la varietat i és un punt fix,
aquesta translacio és la identitat. Per tant, P + V; esta contingut a Fix(f). O

15.7 Lema. Si f : A — A té exactament un punt fix, isi v : A — A és una translacio, llavors
U o f també té exactament un punt fix.

Demostracid. Si f té només un punt fix, sabem del lema 15.6 que D f no té valor propi 1.
Es adir: (Df —1Id) és invertible. Hem de resoldre X = f(X) + 7, I'equacié dels punts
fixos de o f. Si escrivim X = P + @, on P és el punt fix de f, 'equaci6 és equivalent a
P+w =P+ Df(w)+ 7, 0encara (Df —Id)w = —7. Com que (Df —Id) és invertible,
aquesta equaci6 té una solucié tnica en @, i aixi ¥ o f té un tnic punt fix, com afirmat.

g

15.8 Proposicié. Una afinitat f té un punt fix aislat (és a dir tinic) si i només si Vi = {0} (és
a dir, 1 no és valor propi).

Demostracié. Hi ha tres casos. Cas 1: Si P és 1'tinic un punt fix, llavors pel lema 15.6
tenim dim V; = dimFix(f) = 0, com voliem. Cas 2: Si existeix més que un punt fix,
llavors agafem dos punts fixos P # Q, i calculem Df (lﬁ) = f(P)f(Q) = PQ. Veiem
que el vector Iﬁ + 0 és un vector propi de valor propi 1, i en particular V; # {0},
com voliem. Cas 3: Si f no té cap punt fix, agafem algun punt P i posem Q = f(P).
Llavors P és un punt fix de 'afinitat TPQ o f, perod segons el lema 15.7 no pot ser un punt
fix aislat, perque llavors f ja tendria un punt fix aislat. Per tant 1 és un valor propi de
D(TE o f) = Df (on fem servir que una translacié no afecta la diferencial). Es a dir
V; # {0}, com voliem. O

15.9 Subespais invariants. Un subespai afi . C A s’anomena invariant per una afinitat
f:A—Asi
Pel = f(P)el.
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En particular ens interessen les rectes invariants. Si L és una recta invariant per a
f,isiv € T(L), llavors és clar que Df(7) també pertany a T(L). Com que T(L) és de
dimensi6 1, vol dir que

Df(7) = A7,

és a dir: 7 és un vector propi de Df. Aixi, si ja coneixem l’afinitat en coordenades,
podem buscar els vectors propis, i a partir d’ells esbrinar si hi ha rectes invariants.

Per exemple, si P és un punt fix, i si U és un vector propide D f (amb valor propi A), llavors
la recta . = P + (0) és invariant. En efecte, f(P +r¥) = f(P) +rDf(7) = P+rAvU € L.
Observeu que pot haver-hi altres rectes invariants, fins i tot amb la mateixa direccio,
com ho veurem en 16.6.

Per trobar rectes invariants que no tenen un punt fix, és una mica més complicat:
per a cada vector propi 7 hem de buscar un punt P tal que el vector Pf(P) sigui un
multiple de @

—
15.10 Lema. Si ¥ és un vector propi de Df, i si tenim Pf(P) = rd, per algun punt P i per
algun r € R, llavors la recta P + () és invariant pera f.

Demostracié. Diguem Df(7) = AU. La segona hipotesi és equivalent a f(P) = P + r@.
Ara apliquem f a algun punt de la recta: f(P + t9) = f(P) + Df(t0) = P+ r0 + At7,
que clarament pertany a la recta també. g

15.11 Exemple. Sigui f I’afinitat amb matriu ampliada

1 0 0
4 1 -1
-1 0 2

Ja hem vist a 15.4 que aquesta afinitat no té cap punt fix. Trobem les seves rectes
invariants. Un calcul d’algebra lineal revela que la diferencial (| -,!) té valors propis 1 i
2; un vector propi associata 1 és (), i un vector propi associat a 2 és ( _11 ). Comencem
amb el vector propi (). En aquest cas busquem una recta horizontal: busquem algun

punt (%) tal que

1 0 0 1 1 0
4 1 -1 x| —|x|=r|1
-1 0 2 y y 0
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Si resolem el sistema trobem que hi ha una solucié amb y = 1ir = 3 (i llavors x pot
ser qualsevol). En conclusio, la recta

(ol

és una recta invariant, i f actua en aquesta recta com una translaci6 pel vector (3).
(Per al segon vector propi, el mateix procediment mostra que no hi ha solucié per a
cap valor de 7; per tant no hi har rectes invariants amb direcci6 (7).

15.12 Exemple. Construim una afinitat del pla amb les segiients propietats: algun punt
P és un punt fix, i hi ha una recta L tal que la restriccié de f a L és una translacié —
en particular, L és una recta invariant. Solucié. Sigui Q un punt de la recta i posem
R = f(Q). Vol dir que f; = @i Per tant, la recta esta generada per Q i R. Podem
treballar doncs en la base P, Q, R. Per donar una afinitat és suficient especificar el seu
valor en cada punt d'una base. Hem de posar f(P) = P (que ha de ser un punt fix),
f(Q) = R (per ser la translacid) i finalment f(R) = 2R — Q. Quina és la diferencial de
f? Calculem en la base cartesiana respecte a I% i PR. El punt Q té coordenades (}) i
R té coordenades (). Tenim Df (0) = 0 (per tant I'aplicacio f és “lineal” en aquesta
base), i Df( Iﬁ = ﬁ1 Df( ﬁ — 2PR — Iﬁ Aixi, Df ve donada per (9 7,!). L'tnic
valor propi és 1, amb vector propi ('), que és exactament la direcci6 de L. Vol dir
que P no és un punt fix aillat: tota la recta generada per P i el vector ( _11) és també
de punts fixos. Es exactament la recta paral-lela a L que passa per P. En general: Si la
restriccid de f a una recta és una translacio, i si P és un punt fix, llavors la recta paral-lela a L
que passa per P també és de punts fixos.

Dilatacions

15.13 Dilatacions. Una dilatacié f : A — A és per definici6é una afinitatamb Df = r1d,
r # 0. Com que excloem el cas r = 0, és clar que les dilatacions sén invertibles. També
és clar que la composicié de dues dilatacions és novament una dilatacié. Per tant, les
dilatacions formen un grup.

El cas particular r = 1 ja coneixem: son les translacions (14.8).

Ara estudiem el cas r # 1:

15.14 Homotecies. Per a un punt Z € A i un nombre real r # 0, 1, definim la homotecia
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de centre Z ira6 r # 0,1 com l'afinitat
hy A — A
X — (1-1)Z+rX.

(Excloem r = 0 perqueé seria una aplicaci6é constant. El cas r = 1 seria la identitat.) En
el casr = —1, la homotecia th és I'afinitat que també hem anomenat reflexié central en
Z (3.12). Observem que h’, és invertible amb inversa hlz/ "

La descripci6 de h’, en vectors és més suggestiva:

hy A — A

Z+7 — Z+4710.
Veiem que efectivament tenim D(h},) = rId, aixi les homotecies sén dilatacions.
15.15 Lema. El centre Z és 'tinic punt fix de I'homotecia hy, v # 1.

Demostracié. Aixo és clar de la descripcié en vectors. g

15.16 Lema. Una homotecia sequida d’una translacié és una altra homotecia.
Demostracio. Sigui h}, la homotecia i Zﬁ la translacié. La composicié ve donada per

X—1-rP+rX—P+Q=Q—rP+rX.

Si posem
Q—rP
Z:=
1—r
tenim 1, (X) = (1 —r)Z +rX = Q —rP + rX, també. O

15.17 Lema. Tota afinitat h : A — A amb Dh = r1d (amb r # 0,1) és una homotecia de raé
r (i algun centre que trobarem a la prova).

Demostracié. Suposem Dh = rId. Sigui P un punt i posem Q := h(P). Sabem pel
lema 15.1 que podem factoritzar h com una afinitat g que fixi P seguida de la translacié

PQ
A—" A
N R
R
Per tant, Dg = r1d i g(P) = P. Pero una afinitat esta completament determinada pel

seu valor en un punt i la seva diferencial, per tant necessariament ¢ = h},. Finalment,
el lema anterior mostra que h = h’,. O
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15.18 Exercici. Demostreu que la composicié de dues homotecies de raons r i s és
— 0 bé una homotecia (és els casos on rs # 1)
— 0 bé una translacio (és el cas especial on rs = 1).

15.19 Exercici. Demostreu que

rl@:hrzolﬁohlz/r.

Projeccions i reflexions

15.20 Projeccions. Una afinitat f : A — A s’anomena projecciési f o f = f.

Observeu que tot punt de la imatge de f és un punt fix, i és evident que tot punt
fix esta en la imatge. Posem E := Fix(f) = Im(f). Posem W := KerDf < T(A).
Afirmem que tot punt X € A s’escriu de manera tinica com X = P+ @, amb P € E i
w € W. Equivalentment, tenim

T(E) ® W = T(A).

Per trobar aquesta descomposicio, suposem primer que tenim X = P + @ com afirmat.
Llavors f(X) = f(P) + Df(@) = P40 = P. Per tant, si existeix la descomposicio,
necessariament tenim P = f(X), clarament un punt de E. Pero ara la equaci6 afirmada
determina @ també: @ = PX. Falta veure si @ € W. Calculem: D f(w) = Df (13)() =
f(P)f(X) = PP = 0, com voliem. Queda demonstrada I'afirmaci6.

Aixi, la projecci6é f queda determinada només amb la informacié de E C Ai W <
T(A) tals que T(E) @ W = T(A): la férmula és

f(P+w) =P, PcE, weW.

Podem dir que E és el subespai afi sobre el qual projectem, i W és la direccié de la pro-
jeccid. (Observeu que en geometria afi no tenim conceptes com “projeccié ortogonal”.
Per aix0 és necessari especificar la direccié de la projeccié.)

Si volem escriure en coordenades, escullim una referéncia cartesiana

(po;z_jl/---Iﬁklajll---lwn—k)

on Py € E, on 7,..., 7 formen una base lineal de T(E) i on @y, ..., %, _; formen una
base lineal de W. Ara la matriu ampliada de f és

1 0 0
0 I1d, 0
0 0 0,
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on Idy és la matriu identitat k xk, i 0,,_x és la matriu zero (n—k) x (n—k).

Hi ha dos casos extrems: si E és només un punt, llavors f és l'aplicacié constant
sobre aquest punt. Si E = A, llavors clarament f és la identitat.

Com a exemple concret intermediari, sigui A el pla, sigui E C A una recta, i sigui
w ¢ T(E) un vector (que genera un subespai vectorial de dimensi6 1). Agafem una
referéncia cartesiana (Py, ¥, @) amb Py € Eiamb ¢ € T(E). Ara la projecci6 té matriu
ampliada

o O =
S = O
o O O

15.21 Reflexions. Una afinitat f : A — A s’anomena reflexid si f o f = Id.

L’analisi de les reflexions és similar a la feta per a les projeccions, perd una mica
més subtil. Posem E := Fix(f), iposem W := V_; < T(A), l'espai propi de valor propi
—1. Afirmem que tot punt X € A s’escriu de manera tinica com X = P +w, amb P € Ei
w € W. Equivalentment, tenim

T(E)® W = T(A).

Per trobar aquesta descomposicid, suposem primer que tenim X = P + @ com afirmat.
Llavors X' := f(X) = f(P) + Df (@) = P — @. Tenim

X'+@w=P=X-w.
Si olvidem P un moment, la equacié mostra que necessariament
7 1~/
A partir d’ali també determinem P:
_x _ 1 1/

Falta veure que realment @ € W i que P € Fix(f). Son verificacions directes, fent
servir que X’ = f(X) ique f o f = Id: per tant f intercanvia X i X'. Per a @ calculem
Df(w) = Df(%X’X) = (X)f(X) = %ﬁ = —, per tant realment @ € W = V_;.
D’altra banda, per a P calculem

f(P) = F3X+1X) = 3X 4 }X =,
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és a dir que P és un punt fix. Queda demonstrada I’afirmacio.
Aixi, la reflexi6 f queda determinada només amb la informacié deE C Ai W <
T(A) talsque T(E) @ W = T(A):

f(P+@)=P—1w, PcE, weW.

Podem dir que el subespai afi [E és 1'eix de la reflexi6 (o el mirall), i que W és la direc-
ci6 de la reflexié. (Observeu que com que en la geometria afi no tenim un concepte
d’ortogonalitat, és necessari especificar la direccié per separat.)

Si volem escriure en coordenades, escullim una referéncia cartesiana
(pO}Ulz- c ey O, W1, - -Iwn—k)

on Py € E, on 7y,..., 7 formen una base lineal de T(E) i on @y, ..., %, _; formen una
base lineal de W. Ara la matriu ampliada de f és

1 0 0
0 Id, 0
0 0 —Id,

on Idy és la matriu identitat k xk, i I,y és la matriu identitat (n—k) x (n—k).

Hi ha dos casos extrems: si [E és només un punt, llavors f és la reflexi6é central en P,
ja estudiada en 3.12, i que és també una homotecia deraé —1. Si[E = A, llavors f ésla
identitat.

Com a exemple concret intermediari, sigui A el pla, sigui E C A una recta, i sigui
w ¢ T(E) un vector (que genera un subespai vectorial de dimensi6 1). Agafem una
referéncia cartesiana (Py, 7, @) amb Py € Eiamb 7 € T(E). Ara la reflexi6 té matriu

ampliada
10 0
01 0
00 -1

Es un exemple d’una homologia general, que estudiem en la propera lligo.

15.22 “Homotecies relatives”. Totes les afinitats estudiades fins ara sén exemples de
la construcci6 segiient. Sigui E C A un subespai afi, i sigui W < T(A) una direcci6
complementaria, és a dir T(E) @ W = T(A). Finalment, sigui r € R. Definim la
homotecia relativa amb base [E, direccié W i rad r com

P+®@W —— P+rw

86



on P € Ei@w € W. En coordenades tenim la segiient descripcié. Escullim una re-
ferencia cartesiana

(Po,"(_))l,. . .,27k,ZT)1,. . .,w,,_k)

on Py € E, on 7y,..., 7 formen una base lineal de T(E) i on @y, ..., %, _; formen una
base lineal de W. Ara la matriu ampliada de hy |, és

1 0 0
0 1d, O
0 0 rld, 4

on Id; és la matriu identitat kxk, i I,,_; és la matriu identitat (n—k) x (n—k).

Si E és només un punt Z, llavors es tracta d’'una homotecia de centre Z i ra6 r. Si
r = 0 es tracta d"una projecci6 sobre E de direccié W. Sir = —1 es tracta d"una reflexi6
d’eix [E i de direcci6 W. Com esmentat, el cas particular on [E és una recta del pla, es
tracta d"una homologia general (com veurem a la propera 11i¢6).

15.23 Exercici. Hem vist que tant una projeccié com una reflexié queda determinada
perlesdadesEiW (amb T(E) @ W = T(A)). Per tant hi ha una bijecci6 entre el conjunt
de projeccions de A i el conjunt de reflexions de A. L'exercici consisteix en demostrar
aquest resultat sense fer servir descomposicions, fent servir només que una projeccié
p satisfa p o p = p, i que una reflexi6 r satisfa r or = Id.

[Indicacié: donada p, defineix r com X +— 2p(X) — X . I donada r, defineix p
com X %X + %r(X ). Cal verificar que aquestes aplicacions sén respectivament una
reflexié i una projecci6, i mostrar que les dues construccions sén mutualment inverses. ]

Similitud
Hem vist uns exemples de tipus d’afinitats, i podem preguntar quins tipus existeixen.

Si volem realment clasificar tots els tipus — i ho farem per al pla a la propera 1lig6 —
hem de decidir quin és el criteri formal de classificacié. Un criteri b6 és similitud.

15.24 Similitud. Diem que dues afinitats f,¢ : A — A soén similars si existeix una
afinitat invertible c : A — A tal que

f:C_logoc.
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Es a dir, dues afinitats son similars quan pertanyen a la mateixa “classe de conjugaci6”.

La idea és que dues afinitats s6n similars quan tenen les mateixes “propietat afins”.
I “propietat afi” vol dir una propietat invariant per afinitats invertibles. Totes les pro-
pietats estudiades en aquestes lligons sén afins: per exemple

— ser base d"un subespai

— que tres rectes siguin concurrents

— que dos punts siguin identics

Clarament, en aquest tres exemples, si és cert ’enunciat llavors també ho és per a
la imatge sota una afinitat invertible. Un exemple d"una propietat no afi és “que dues
rectes son perpendiculars”. De fet, és una propietat que no té sentit en un espai aff
general.

Ara afinitats similars tenen les mateixes propietats afins, com per exemple

— no tenir punts fixos

— ser una projeccio.

15.25 Lema. Si dues afinitats son similars, llavors llurs diferencials sén similars (com a endo-
morfismes lineals).

Demostracié. Facil. O

La implicacié contraria no és certa: afinitats amb diferencials iguals no sén ne-
cessariament similars:

15.26 Observaci6é. L'tnica afinitat similar a la identitat és la identitat. En efecte, si
tenim f = ¢! oId oc clarament f = Id.

15.27 Lema. Les translacions és reparteixen en dues classes de similitud: la identitat i les
altres. (Es a dir: dues translacions no trivials sén similars.)

Demostracié. Sigui I@ la primera translaci6 i PR la segona. (Recordeu que qualsevol
translacié es pot representar per un parell de punts on el primer punt és P.) L'afinitat
invertible ¢ : A — A que necessitem l'escollim amb ¢(P) = Pic(Q) = R. (Lexistencia
d’una tal c es pot establir per exemple amb 1’ajut d"una base que contingui P i Q i una
altra base que contingui P i R. Tals bases existeixen perque hem suposat que cap de les
dues translacions és la identitat.) Ara afirmem que

@zc‘loﬁ o cC.

En efecte, I'afinitat composada té diferencial trivial, per tant és una translaci6 (14.8), i
com que el seu valor a P és Q, ha de ser 1@ ([l
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15.28 Lema. Si f ~ g llavors dim Fix(f) = dim Fix(g).

Lo

Demostracié. Suposem f = ¢~ 1o goc. Sigui P un punt fix de f. Llavors tenim ¢~
goc(P) = f(P) = P, iper tant goc(P) = ¢(P). Aixi ¢(P) és un punt fix de g. Vol dir
que c aplica punts fixos de f a punts fixos de g, i com que c és invertible, preserva la

independencia afi, les bases afins, i la dimensi6, d’on la conclusié. U

Tipicament, 'enunciat contrapositiu

dim Fix(f) # dimFix(g) = f # ¢

és el més 1til: ens permet de concloure que dues afinitats no sén similars. L’analisi dels
punts fixos ens permet doncs de fer una classificacié preliminar, tot i que menys fina
que la classificaci6 per similitud. Per exemple:

15.29 Proposicié. Dues afinitats de la recta sén similars si i només si tenen les mateixes
dim Fix i la mateixa diferencial. Les possibilitats son:

dim Fix(f) nom Df
-1 translacio Id
0 homotecies | r1d (r #0,1)
constant 0
1 identitat Id

Demostracié. Es clar que dim Fix ha de ser —1, 0, 0 1, i que les diferencials només poden
ser 0,1, 0r # 0,1. Ja hem vist tots els casos, excepte el de les afinitats constants. Clara-
ment, una afinitat constant té un tnic punt fix, i és pot considerar com una “homotecia
de ra6 0”. La diferencial és 0. [

16 Classificacid de les afinitats del pla

Ara passem a estudiar les afinitats del pla.

16.1 Lema. Si f ~ g son afinitats del pla similars, llavors tenen el mateix nombre de rectes
invariants.

Demostracié. Es clar. O
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16.2 Lema. Si dues rectes son invariants, i si tenen un tinic punt en comii P, llavors P és un
punt fix.

Demostracié. Es evident. [l

16.3 Lema. Al pla, si dues rectes paral-leles sén invariants per a una afinita f, llavors totes les
rectes paral-leles a elles son invariants.

Demostracié. Siguin Lo i L les rectes invariants paral-leles, i sigui P un punt fora de
les dues rectes. Sigui Pp un punt de Ly, i sigui P; un punt de L; tal que els tres punts
P, Py i P; estiguin alineats, diguim que tenim una combinacié afi P = agPy + a1 P;.
Sigui ¥ un generador de la direcci6 W := TLy = TL;. Per ser rectes invariants tenim
Pof(PO; =rg01 P f(P ) = r10. Ara calculem

Pf(Pj = aopof(P()S + a1P1f(P15 = aprod +aqrv = (110}’0 + 511’1)?7,

i aixi la recta P + W també és una recta invariant. [l

Afinitats del pla que tenen una recta de punts fixos

16.4 Lema. Si f : A = A és una afinitat invertible del pla, i si Fix f és una recta L, llavors
tot punt de A pertany a alguna recta invariant.

Demostracié. Sigui Q ¢ L, iposem Q' := f(Q). Afirmem que QQ’ és una recta invari-
ant. Hi ha dos casos: si la recta QQ’ talla L en algun punt P, llavors P i Q formen una
base de QQ’. Pero P — P € QQ'i Q — Q' € QQ/, per tant tots els punts de QQ’
s’envien a QQ/, és a dir QQ’ és invariant.

El segon cas és quan QQ’ és paral-lelaa L. Aixd voldirque Q' = Q+7,on % € T(L).
Pero ara f(Q") = f(Q) + Df(7) = Q + 27, que també pertany a QQ’. Per tant f deixa
QQ’ invariant. De fet veiem que la restriccié de f a QQ’ és la translacié 7 € T(L). [

16.5 Homologies generals. Si estem al primer cas de la demonstracio, és a dir, si la
recta QQ’ talla L en un punt P, llavors P és un punt fix de f‘@, iel vector W := Iﬁ és
un vector propi d’algun valor propi r que no pot ser 1 (ja que seria f = Id) i tampoc pot
ser 0 (ja que f no seria invertible). Ara tot punt de A s’escriu com X +awamb X € L, i
tenim

f(X +aw) = X + raw,
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la qual cosa prova que totes les rectes paral-leles a PQ també sén rectes invariants. En
cadascuna d’aquestes rectes, la restricci6 de f és una homotecia de raé r amb centre

sobre L.

r
L,w°

cas particular de les “homotecies relatives” de 15.22. Es determinada per L i la direcci6

Aquest tipus d’afinitat s'anomena homologia general de ra6 r;1a denotem 1, . (Es un
w. Afinitats d’aquest tipus son similars si i només si llur ra6 és igual: és clar que la
rad ha de ser igual, perque es pot determinar amb la diferencial. D’altra banda, si en
tenim una altra, hj, 5 (de la mateixa rad) existeix una afinitat c que aplica L a L' i tal
que Dc(@) = @'. Ara és facil veure que co b} ;= hi, , oc.

Un exemple representatiu d’homologia general de ra6 r (o descripcié en coordena-
des cartesianes apropiades) és

R> — R?
(v) — ()

La diferencial és (}9).

ATNT L
N |

Observeu en particular que per una homologia general, la diferencial tés valors pro-
pis1ir. Enel cas r = —1,tenim una reflexié (que per tant es pot considerar un cas
particular d’homologia general).

16.6 Homologies especials. Si estem al segon cas de la demostracio, és a dir, la recta
QQ’ no talla L, llavors tenim QQ’ € T(L). Es clar que totes les altres rectes sén pa-
ral-leles a aquesta: si no, hi hauria un punt d’intersecci6 fora de L, per tant un punt fix,
perd sabem que no hi ha punts fixos fora de L. La restricci6 de f a cadascuna d’aques-
tes rectes és per tant una translacié. Observem que com que totes les rectes invariants
son paral-leles, hi ha només un valor propi, que és la direccié de L, i 'tinic valor propi
és 1.
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Si agafem un punt Py € L i els vectors Q—>Q’ i PpQ com a refereéncia cartesiana, 1'afi-
nitat és
f:R* — R?
(3) — (%)
ila diferencial Df = (}1).

Una tal afinitat s’"anomena homologia especial. El terme angles shear és més suggerent.
Es facil veure que totes les homologies especials sén similars entre elles.

Aixo completa la classificaci6é de les afinitats amb recta fixa.

Afinitats del pla que tenen només un punt fix

Sigui O el punt fix.
Fem una classificacié segons les configuracions de rectes invariants. Si existeix una
recta invariant llavors ha de passar per O (cf. exemple 15.12). Hi ha quatre casos:

16.7 Totes les rectes passant per O s6n invariants: homotecia. Si hi ha tres o més rectes
invariants llavors totes les rectes que passen per O sén invariants. En efecte, cada recta
invariant correspon a un vector propi de Df, i si n’hi ha tres llavors és perqué sén tots
del mateix valor propi. Per tant, en aquest cas, tenim Df = () i f és una homotecia
de centre O irad r # 1. Dues afinitats aixi son similars si i només si tenen la mateixa
rao.

16.8 Dues rectes invariants: afinitat hiperbolica. Si hi ha dues rectes invariants L1 i Lo,
vol dir que hi ha dos vectors propis independents de valors propis distints (i distints
de 1). Aquest tipus d’afinitat es diu afinitat hiperbolica. En aquest cas tenim Df = (1 9).
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Una tal afinitat és una composicié d’'una homologia general d’eix L; i direcci6 L, i radé
s i una altra homologia general d’eix L i direcci6 L i raé r, en qualsevol ordre. No és

(65)=(6%) (6%) = (59) (5%)

Es pot realitzar també com una homologia general d’eix L; i direcci6 Ly i rad s/r se-

res més que dir que

guida d"una homotecia de centre O iraé r:

(69) = (o) (67)

i clarament hi ha altres variacions de com obtenir f usant homologies i homotecies. Es
clar que dues afinitats d’aquestes sén similars si i només si tenen el mateix conjunt de
valors propis {r,s}.

16.9 Una sola recta invariant: afinitat parabolica. Si f té només una recta invariant
(aquest tipus d’afinitat es diu afinitat parabolica), vol dir que Df té només un vector
propi, i que el valor propi corresponent r és diferent de 1 (siné seria una recta fixa
més aviat que invariant). Algebraicament aixo vol dir que la diferencial Df no és
diagonalitzable: ha de ser similar a la matriu (). (Observeu que aquest cas té el
mateix polinomi caracteristic que el cas de I’homotecia de raé r, exemplificant que el
polinomi caracteristic no és suficient per a classificar les matrius llevat similitud.) Per
descriure geométricament una afinitat amb aquesta diferencial, la podem realitzar com

la composicié d'una homoteécia de raé r i una homologia especial (en qualsevol ordre):

- 7 ) Y
\ \__/ N

16.10 Cap recta invariant: afinitat el-liptica. Finalment pot succeir que no hi hagi

cap recta invariant. Aquest tipus d’afinitat es diu afinitat el-liptica. Algebraicament es
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caracteritzen pel fet que la diferencial no té vectors propis, (és a dir, els valors pro-
pis sén complexos). Geometricament vol dir que hi ha algun tipus de rotacié en joc.

Ara bé, veritables rotacions com les coneixem de la geometria euclidiana, diguem una

cosf) —sinf
sinf cos6

molt de sentit en geometria afi, perqué després d’un canvi de coordenades deixaria

rotacié d’algun angle (diferencial igual a ( ) per algun “angle” ) no tenen
de ser una rotacié. En geometria euclidiana sabem (o sabrem) que tota rotaci6 és la
composicié de dues reflexions ortogonals respecte d’eixos que passen pel centre de la
rotacié. En geometria afi no té sentit parlar d’ortogonalitat, i especificar un eix no és
suficient per especificar una reflexi6. Hem d’especificar també la direcci6. Si diem “ro-
taci6 afi” (de centre O) per a qualsevol composicié de dues reflexions respecte d’eixos
que passen per O, llavors tenim una classe d’afinitats amb O com a punt fix i sense
rectes invariants. Les afinitats el-liptiques s’obtenen a partir d’aquestes rotacions afins
composant-les amb una homotecia.

Veure aixo depen de la classificacié de les matrius llevat similitud: sabem que tota

matriu sense valors propis reals és similar a

0 —¢ , b —4c <0
1 —b

o equivalentment, amb s2 =ci2ks = —b,

)
0 —s ., k<1
1 2ks

Per exemple, la matriu de rotacio,

cosf —sin6 0 -1
sinf cos® 1 2cosb )’

i per tant, s = 1ik = cosf. Les matrius amb s = 1 s6n exactament les rotacions afins:

R

i les dues matrius de la dreta son reflexions. (Pot ser que no sigui evident per la for-

podem escriure

ma de les matrius que aquestes siguin reflexions, pero és clar que els quadrats sén la
identitat.) Més generalment, podem escriure

0 —s*>\ [0 s\ (1 2ks\ (s 0
1 2ks) \st o/ \o -1/ \0 s
- N g

7

N
reflexié reflexié homotecia
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Afinitats del pla sense punt fix

Sino hi ha cap punt fix, ja sabem (15.8) que D f té valor propi 1. Llavors pot passar que
el valor propi 1 tingui multiplicitat 2, per tant Df = Id, i f ha de ser una translacié. Si
1 és 1"anic valor propi (i de multiplicitat 1), llavors és una homologia especial seguida
de translacié de direcci6 diferent al conjunt de rectes invariants. Si hi ha un altre valor
propi, llavors és una homologia general seguida de translacié de direcci6 la de la recta
de punts fixos de I'homologia. ..

16.11 Més que una recta invariant: translacié. Si existeixen dues rectes invariants,
han de ser paral-leles, perque qualsevol punt d’interseccié seria un punt fix. Llavors
és facil veure que totes les rectes paral-leles son invariants també, i que necessariament
f és una translacié. De fet la restricci6 de f a una de les rectes invariants L és una
translacié de vector 7 € T(L). Per tant, Ty o f té L com a recta fixa i les rectes paral-leles
com a rectes invariants pero no fixes, de manera que T o f és una homologia especial.
Pero una homologia especial seguida d'una translacié en la direccié de I’eix és de nou
una homologia especial, contradiccié. Per tant, f és una translacié.

16.12 Lema. Qualssevol dues translacions diferents de la identitat sén similars.

Demostracié. Considerem dos vectors 7 i @ i les translacions T3 i Ty. Hem de construir
c: A — Atal que Tzoc = co Tz Aix0 vol dir que per a tot P tenim ¢(P) + @ =
¢(P + ) = ¢(P) + Dc(7). Es doncs suficient trobar un ¢ amb Dc(7) = @, la qual cosa
és clarament sempre possible. O

16.13 Hi ha només una recta invariant. Si hi ha només una recta L invariant per f, la
restriccié de f a L seria una translaci6 de vector v € T(L), i per tant T_z o F tindria L
com a recta fixa i les rectes paral-leles no serien invariants. Per tant, T_j o f és una
homologia general d’eix L. Conclusié: f és una homologia general seguida d'una
translaci6 amb la direcci6 de 'eix L.

16.14 Exemple. L’afinitat f amb matriu ampliada

1 0 O
4 1 -1
-1 0 2
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hem vist en 15.4 que no té cap punt fix, i en 15.11 hem trobat que té una tnica recta

()f). e

i que f actua en aquesta recta com una translacié pel vector (3). Si composem f amb

invariant,

la translaci6 ( _03) obtenim

1 0 0
1 1 -1
-1 0 2

i un calcul directe mostra que ara la recta consisteix de punts fixos, i que de fet és una
homologia general.

16.15 No hi ha rectes invariants. Pero encara sabem que 1 és valor propi de Df, amb
vector propi algun 7. Aixo vol dir que tota recta L de direcci6 7 s’aplica a una altra recta
de direcci6 7. Ara si per algun punt P composem amb la translacié que envia f(P) a
P tenim una afinitat amb L com a recta fixa, i totes les rectes paral-leles a L invariants.
Per tant, és una homologia especial d’eix L. En conclusié, f és la composicié d'una
homologia especial seguida d"una translacié en una direccié independent de 1’eix.

Aixi hem finalitzat la classificaci6 de les afinitats del pla.
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A Apendix: Axiomatica de les combinacions afins

A.1 Combinacions afins. Hem dit que un espai aff és un conjunt A on es poden formar
combinacions afins:

n n
Y aP; on Y a; =1.
i=0 i=0

En la practica, gairebé tot els nostres exemples sén o bé espais vectorials o bé subes-
pais afins d’espais vectorials donats com conjunts de solucions de sistemes d’equacions
lineals. En aquests casos, les combinacions afins sén casos particulars de combinaci-
ons lineals a l'espai vectorial ambient, i per aix0 les manipulacions que fem amb elles
en tant que combinacions lineals també sén valides en tant que combinacions afins
(evidentment a condicié que romanen combinacions afins).

Para espais afins generals, és correcte la intuicié que les manipulacions valides s6n
aquelles valides per a combinacions lineals. Aixo no és perqué sigui automatic — com
ho mostra I’exemple segiient — sin6 perque exigim aquestes identitats com a axiomes.

A.2 No-exemple. Sense axiomes, podriem pensar que el segiient seria un espai afi: A
és el conjunt {A, B, C} de tres elements, i definim que qualsevol combinaci6 afi tingui
valor igual a A. Per exemple, 0-A +0-B+1-C = A. Aix0 és ara un conjunt on es
poden fer combinacions afins, perd no volem considerar-lo un espai afi, perque no té
les propietats geometriques que esperem d’un espai afi. Els axiomes segiient exclouen
tals exemples ridiculs.

A.3 Axiomes de Mac Lane i Birkhoff [Algebra, 1967]. Perque un conjunt amb com-
binacions afins sigui un espai afi, les combinacions afins han de satisfer ells segiients

axiomes:
Al: L'ordre dels termes no importa. (Per exemple, agPy + a1P; = a1 P + apF.)
A2:1-P=P.
A3: Si apareix un terme amb coeficient 0 el podem eliminar de la suma:

0-P + Y 5;Qj = LBjQ;.

A4: Si un punt P apareix dues vegades (0 més), podem agrupar els termes en una

sola ocurréncia sumant els coeficients:
AP+ MP + ) BiQ; = (Ao +A1)P + Y BiQ; onAg+ A +3Bi =1
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(Observeu que segons I’axioma A1, no importa on en la nova suma posem el nou

terme.)

Ab5: Podem distribuir coeficients sobre combinacions afins embutides:
n k n k
o aiP )+ ) BiQj = Y BowiPi+ ) BiQ
i=0 j=1 i=0 j=1

(La combinaci6 aff a I'esquerra és una suma amb k + 1 termes (és a dir Z}‘:O Bj =
1), i el primer punt és per si una combinaci6 afi amb 7 + 1 termes (és a dir ) a; =
1; el resultat és la combinaci6 aff a la dreta, que és una suma amb 1 4 k + 1 termes
(i automaticament ) Boa; + 2;-‘:1 Bi=1).)

A.4 Observacions. Una dificultat en escriure els axiomes és que no podem descompo-
sar una combinaci6 afi en subexpressions, posant parentesis en la suma. Per exemple,

no podem directament escriure
aoPy + a1 Py + apPr = (agPy + a1 Py) + ap Py,

amb l'intencié de calcular primer la suma en el paréntesis: el paréntesis no té sentit,
perqué no tenim &g + a1 = 1 en general. Per aquesta rad, no podem escriure A4 simple-
ment com aP + bP = (a + b)P; aquesta equaci6 representa una bona intuicié, perd no
té sentit formalment perque el seus constituents no sén combinacions afins. Tot el que
podem dir és que dins d"una combinacié afi ben-formada podem substituir qualsevol
ocurrencia de aP + bP per (a + b)P. Analogament, A5 diu que dins d’una combinacié
afi ben-formada podem substituir g (}_}' ,«;P;) per Y/, Ba; P;.

A.5 Notacié matricial. Hi ha una manera elegant de codificar tots els axiomes, que
a més es manifesten en un axioma d’associativitat i un d’unitalitat, dos dels principis
més fonamentals de les matematiques. Per formular els axiomes d’aquesta manera
hem d’introduir una notacié matricial, que a més és molt 1til per a tractar de canvis de
bases (cf. llicons 7 i 8).

Primer de tot, podem interpretar una combinacié afi com un producte matricial

d’una fila per una columna:

k Bo
Zﬁ]Q] = (Qo,---, Q) |
)0 Br
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Aqui la fila és una llista de punts (Qy, ..., Qx) i la columna esta formada pels coefici-
ents: la suma de les entrades és igual a 1 (la qual cosa la indiquem amb els claudators),
i és per tant un element de 1’espai que hem denotat Aff(k+1).

Aquesta construcci6 es pot iterar: Siguin Py, ..., P, uns quants punts; per a cada
j=0,...,k formem la combinacié aff

n
Qj =), wiP,
i=0
i ara formem una combinaci6 afi dels punts Qy, ..., Q:
k
) BiQj:
j=0

Tot axio es pot escriure amb productes matricials. Els coeficients a;; formen una matriu

koo - Kok

Xno - Kpk

on cada columna té suma 1. La llista dels punts Q; és el producte matricial

_0600 s “Ok-
(QOI“‘IQk) - (POI---IPTZ) ’
| 10 Xnk
ila combinaci6 afi final és
-0600 s D‘Ok-
Bo
k .
Y BiQi = | (Po,..., Py) ;
j=0 ’
Br
| X0 : Xk ]
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Axioma M2 més avall diu que podem igualment calcular aquest producte fent pri-
mer el producte matricial de la matriu [¢] amb la columna [f]:

Xoo - Kok Xoo - Kok

: || |Po : : | |Po
(Rov-w P | = Ro P | ARE

Br : S L

Xpo o Kk Xpo 0 Kk

Aqui la gran parentesis rond és una llista de punts (els punts Qp,..., Qx), i el gran
claudator a la dreta és un vector amb suma 1.

A.6 Axiomes matricials. Amb la notacié matricial introduida, els axiomes de combi-
nacio afi sén:

M1 : (unitalitat)

I3

le~
I

I3

M2 : (associativitat)

(Pa)p = Plap]

Aqui P és una llista de n + 1 punts, ¢ és la matriu identitat; « una matriu (n+1) x (k+1)
on cada columna té suma 1, i f una columna amb k + 1 entrades de suma 1.

A.7 Teorema. Els axiomes M1-M2 sén equivalents als axiomes A1-A2-A3-A4-Ab.

Demostracié. La part més interessant és que M1-M2 implica A1-A2-A3-A4-A5. Supo-
sem M1-M2.
El cas n = 0 de I'axioma M1 diu simplement

Py-1=Py
establint A2.
En general, M1 diu que
1 0 0
0
(POI lpi’l) . :(POI lpi’l)
0 0 1



és a dir, afirma que dues lllistes de punts sén iguals; en particular sén iguals entrada
per entrada. Si agafem 1'tltima entrada del cas general, tenim

0-p0 4+ ... + 0'pn—1 + 1Pn = Pn. (9)

Es a dir si tots els coeficients sén zero excepte u, llavors podem omitir tots els zero-
termes. D’aquesta equacié segueix que qualsevol matriu de permutacié actua com
permutacié. Per exemple,

0
(Do, Py)

1
0] = (0Py + 1Py, 1Py + 0Py) = (P1, By).

Ara l'axioma Al segueix facilment de I’associativitat M2 del cas

Do) ) = e [ ]

(Aixo és Al del cas de dos termes. El cas general s’'obté amb una matriu de permutacié

((Po,m

general.)
Per a etablir I'axioma A3,

0-P + Y5,Q; = LB;Qj

considerem productes amb una matriu que té una fila de zeros a més de la matriu

I

BoQo + f1Q1 = OP + Qo + f1Q1

identitat. En el cas més simple tenim

(P, QO/ Ql)

o = O
_ O O

I’axioma M2 juntament amb equaci6 (9) déna

com voliem. Es evident que aquest argument funciona igual per a combinacions afins
més llargs, amb zeros en qualsevol posici6 de la suma. En conclusié sempre podem
omitir zero-termes.

Considerem ara l'equaci6 A4
AP+ MP+)Y BiQ;i = (Ao+A)P+)_BiQj onAg+A+) Bi=1

101



La podem obtenir de I’axioma de 1’associativitat M2 aplicat a

_ 5 Mo
M
001
(P, Qo Qi) |, . . Bo
00 1l |
- = LBk

Finalment, 'equacié Ab5:

n k n k
Bo (Z wiPi | + ) BiQj = Y BowiPi+ ) BiQ;
i=0 j=1 j=1

i=0

la podem obtenir de I'axioma de I’associativitat M2 aplicat a

(g 0 -+ 0]
a, 0 0f |B1
(Po,...,Pn/Qll"'/Qk) ! :
0 1 :
: B
K 1]

Al'inrevés, si suposem els axiomes A1-A2-A3-A4-A5, és facil deduir M1 a partir de
A2iA3(iAl),idededuir M2 a partir de A4i A5 (i Al). U
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