Existencia de equilibrio

Ferran Sancho
Departament d’Economia i d’Historia Economica
Universitat Autonoma de Barcelona

ferran.sancho@uab.cat

$okok

Febrer 2024

Resum: En aquestes notes presentem, pas a pas, una prova d’existéncia d’un equilibri
competitiu en una economia d’intercanvi. Aquesta demostracié és auto-continguda i
intenta no amagar cap dels detalls técnics que habitualment no apareixen als llibres de
text ja que aquests es veuen sovint obligats a simplificar i saltar-se passos per raons
d'espai que sén del tot comprensibles. La prova va ser preparada per un curs de
Microeconomia avangada que vaig impartir circa 1990 en la llavors denominada
Facultat de Ciéncies Economiques i Empresarials de la UAB. Agraeixo al professor,
company i sobre tot amic Xavier Vila, qui actualment ensenya aquesta mateéria, el
repas i auditoria que ha fet d’aquest text per garantir que no hi havia cap errada
inadvertida. La demostracié més completa, general i elegant de Dexisténcia d’un
equilibri la continuem trobant en el classic “Theory of Value; an Axiomatic Analysis of
Economic Equilibrium” de Gerard Debreu (1959, Cowles Foundation Monograph 17,
Yale University Press) i que esta disponible en la nostre Biblioteca de Ciéncies Socials
de la UAB.
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Consideramos una economia de intercambio £ = (>_. , e_)
con un conjunto finito de agentes A. El par (ka ; €_)
representa las caracteristicas (preferencias y dotaciones inicia-
les) del agente a €A . Nos interesa el problema de encontrar

un vector de precios PE Ri gue compatibilice los planes
6ptimos de los agentes con la oferta total de bienes en la eco-
nomia g e; ’

Imaginemos que el vector de precios p & Ri es enunciado.

Cada agente contempla su conjunto presupuestario

B, (p) = {x€ Ri / px < pegy! y de acuerdo con sus preferencias

singulariza aquellos vectores en Ba(p) gque son dptimos, es de-

Dy(p) = {x€Ba(p) / xx v Vy €Balp)} .
a
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cir su conjunto de demanda
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Definicidn 1i: Una asignacidn (factible) para & es una funcidn

X : A — m& con la propiedad I (x5 —e3) £0
a

Definicidn 2: Un equilibrio walrasianc para & es un par
*

(x*, p*) que satisface
i) x*(a) = x; € Da(p*) (Va € a)
ii) x* es factible: I (x; - ea) § 0

a



Obsérvese que el conjunto presupuestario no depende de

la escala de precios, éstos es,

Ba(p) = B (X p)

Yr>0 vy

por tanto podemos normalizar el vector de precios, utilizaremos

2
A={p€TR+/_
1

Propiedad 1:
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El simplex
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A es el simplex 2-1

dimensional.

L
es compacto y convexo en R, .

+

Es obvio que no toda economia que podamos concebir tendrd un

equilibrio. Ejemplos abundan.

Sefiora 2

Ejemplos:
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Sefiora 1 ~
Sefiora 1
Sefiora 2
Figura 2 »
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Sefiora 1 .

Comprobar gue las economias

mientras €c

*a

Y %y

no poseen un equilibrio

s tiene un equilibrio. Observamos que sin convexi-

dad en las preferencias, pueden no existir equilibrios.
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El siguiente argumento grédfico sugiere que en economfas

convexas existen equilibrios en presencia de continuidad.
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curva de Figura 3
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La tangente T se mueve continuamente hasta T' sobre
la curva de contrato. Forzosamente ha de pasar por e . Ahf,
precisamente, tendremos un equilibrio. La palabra clave es
"continuidad".

Dado p € A el conjunto de los excesos de demanda del

agente a a los precios p es Za(p) = Dy(p) - e, - El con-

junto de los excesos de demanda de la economfa € es pues

Z(p) = 2 Z5(p) . Demostrar que existe un equilibrio wal-
a€Aa

rasiano (x*, p*) se reduce a demostrar que existe p*€ A tal
que z(p*) N Rf # ¢ . En efecto, si z*€ z(p")N R&
tenemos que existe z; € z2,(p*) (Ya€R) con la propiedad
I 23 & 0 . Haciendo x; = 2z} + e5 obtenemos
a€A . . N
1) xz €Dy(") (Y4 €4) y .
ii) I x3 & I e
a€A ac€aA

satisfaciéndose las condiciones de la definicidn 2.

a

Es facil de ver
Propiedad 2 (Ley de Walras): (Vp €4) p Z(p) g 0
Sea p € A dadoy 2z un elemento arbitrario de Z(p). Como

z= I 2z, sabemos que X, = z5 + e; € Dg(p) y asf
a€aA -

TG B S M S €0 wn N e g o e o g e s e o sy . x s Rpe—— RS E—




px, < Pe, - Por lo tanto,
I p(x_ -e)) = £ pz_=p I z_=pzgO0

Sea Hp = (x€ ® / px = 0} . La ley de Walras implica
que Z(p) es un subconjunto del semiespacio {x € IRQ’ / px £ 0}.
si z{p)N mf = ¢ movemos el vector de precios hasta conseguir
z(p)N IRf’ # ¢ . Ver la figura 4.
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z(p)(\ R® = ¢ Z(B) N RS # o

Figura 4

A continuacidén definimos el espacio de economias para el que

demostraremos que la cuestidén de existencia tiene una respuesta

afirmativa.
Hipbtesis “
H.1. (\faEfA) ka es un preorden completo y continuo,

H.2. (Va €n) k’a es estrictamente convexa:

x1’3’x§ Xy = Ax, + (1—>\)x2>a X, \'/)\ €(0,1) ,

H.3. (VaéA) ha es fuertemente monotdna:
X, » X, 3> ¥ >a X,

g
H.4. (Ya€n) e, € Int R,



La hipdtesis H.1. permite asegurar que cada 2 es continuamente

a
‘i L . .
representable por una utilidad u, IR+ +IR . H.2. implicaré la
existencia de funciones de demanda. H.3. dard lugar a que el vec-
tor de precios de equilibrio sea estrictamente positivo. H.4.
excluird el "caso excepcional de Arrow" permitiendo ver que las

funciones de demanda son continuas en todo el simplex.

A continuacidn truncaremos el conjunto presupuestario me-
diante un conjunto compacto K como, por ejemplo,
K = {x €IR£ / x < I ey + r} donde Y = 1-7 v
achA

Y €(0 , ») . Ver figura 5.

Figura 5
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El conjunto presupuestario truncado Ba(p) {x €K / px < pezl

satisface

Propiedad 3: (Vp € A) By(p) # ¢ , By(p) compacto y convexo

Propiedad 4: (Yp €4) Da(p) =D, (P)INK # ¢ , Dy(p) es
compacto y convexo.

En efecto, Da(p) = {x€B,s(p) / u (x) > u_(y) Vy € K} es no

vacio gracias al teorema de Weierstrass ya que Ba(p) es compac-
toy u, es continua. Para y dado, el conjunto

es continua).

{X€§a(p) / ug(x) 2 ua(y)} es cerrado (pues u,

T W e, Ly
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Aasf pues  Da(p) = () {xeB,(p) / uy(x) > uy(y)}

y € B, (p)
es cerrado (interseccibén de una coleccién de cerrados) y acotado
(por construccibén de K). Por convexidad de las preferencias el
conjunto {x €B5(p) / uz(x) > us(y)} es convexo para todo
y € Ba(p). La interseccidén de conjuntos convexos es un conjunto

convexo y por ello Dy (p) es convexo.

i~
a
de un sblo elemento.

Propiedad 5: Si 2} es estrictamente convexa, Bé(p) consta

En efecto, si x, # x, vy X,, X, € ﬁé(p) tenemos que x; 3 X2
y X%, =Ax, + (1 - \)x, € Ba(p) mientras que X, > ¥; , una
contradiccién. ‘

Podemos, por tanto definir la funcién de demanda =xz: A - R2 .

x5 (p) es el inico elemento de Dg(p) .

Propiedad 6: La funcién xg: A - Rz es continua.

Sea pp € A con pp > po. Hemos de ver que xj(p,) > x5(po)-.

Hagamos x, = xX5(pp). Para todo n , x5 € Ba(pp) &K y
estando la secuencia {xp} acotada podzmos asumir que converge
(sino, una subsecuencia convergerd). Sea XxXg = lim x.

Comprobamos: 1) Xo € Bz(pg) v 2) ualxy) 2uzly)

(Vy € By(py)). Para 1), =xp € Ba(pp) quiere decir ppxX, < P ey
y haciendo n » « obtenemos pgy X5 < Po €5 . (De hecho, -
Pn X, = P €5 por H.3. vy asi Py, X0 = Po ez) .

Para 2), sea Yy € Ba(po). Entonces Po ¥ < Py, €54 © bien

Po Y = Po €5 - En el primer caso cuando n €s grande

Ph Y < Py €, y por ello wug(x,) > uy(y) . Por continuidad de

Uy o uy(xg) = 1lim ug(xp) > uyly) .

En el segundo caso, DpPgy Y = Py €3 r COMO P, €5 > 0 (gracias

a H.4.) podemos construir una secuencia {y,} tal que

Yn € Ba(py) + ¥n > Yo Mmas y, < Yo+1 (¥ n). Tenemos pues



Po Yn < Po €a de donde u, (xg) > uyz(yp) . De nuevo por conti-
nuidad de u,, uz(xy) > lim uy(yn) = uz(y). En consecuencia,
Xo € Da(py) vy por tanto x5 = x,(po). (Ver figura 6)

caso 1: pg v < Py €3 caso 2: DpPo Y = Po €3
Figura 6

Si las dotaciones iniciales no pertenecen al interior

de Ri podria no darse la continuidad de la funcién de deman-
da.

Figura 7

Sea e = (1, 0) y Ph = (—%— , 1) . Para todo n , P, €a > 0
pero pp €3 > 0 de manera que el conjunto presupuestario se colap-
sa hacia la semirecta [0 , ®») cuando n + = y la demanda del
agente daria un salto.



Propiedad 7: La funcidén 2z: A =+ Rl de exceso de demanda de

la economia es continua. (Recordar, z(p) = L z,(p) con
a €A

Za(P) = Xa(p) - ea).
Para demostrar que z(p*) ¢ 0 para algGn p* € A necesitamos

introducir el teorema del punto fijo de Brouwer.

L

Teorema (Brouwer): Sea S € R un conjunto no-vacio, com-

pacto y convexo y sea f: S - S wuna funcibén continua. Entonces,
. *

existe x*€ S con f(x¥) = x*.

Teorema de Existencia: Sea & una economia que satisface

H.1-H.4. con funcidn de exceso de demanda z. Entonces, existe

p* € A con z(p¥)< 0.

Definase la funcién g: A - RQ v 9= (9,4, Gyr eeer Gy)

pi + max (0, z; (p))

g; (p)
14 ¥ max (0, zj (p))

i=1
(Nota: no confundir zj -exceso de demanda del bien i- con zj4

-exceso de dewanda del agente a)

Es facil de comprobar que 1) g: A > A (sGmese : 22 gi(p) = 1)
i=1
Y 2) g es continua. Ya hemos indicado que A es compacto y

convexo. Por tanto, el teorema de Brouwer nos asegura que
gi(p*) = p; para algfin p* € A . De

p; + max (0, z;(p*))

2
1+ 2z

max (0,z . (p*))
3 J

1

se sigue



2 (p*) b} max (0, z5(p*)) = z;(p*) max (0, zi(p¥))

N M=

j=1
% * * - * % * *
(Z P; zi(p") (L max(O,zj(p ))=I zj(p )max(0,zi(p"))
i=1 j=1 i=1

( € 0) ( > 0)
de donde

z; (p*) max (0, zi(p*)) < O
1

I M=

i
y finalmente z;(p*) < 0 (i=1,2,.,2) (si no, zp(p*) > 0

zi(p*) max (0, zj(p*)) >0 ,
1

para algan k implicaria

Il Mx

- L i
una contradiccidn)

El Gnico detalle que queda por ver es que la restriccibdn impues-

ta a través de K no juega ningGn papel. Sea p* tal que

z(p*)<0. Como z(p*) = I z,(p*) , haciendo x; = z,(p") + e,

3 _ :
tenemos que x; es 6ptimo para a en Ba(p*) segln ?‘:a
Propiedad 8: x; es también Optimo para a en Ba(p*) segflin

k,é . Supdngase que no. Existiria vy € Ba(p*) P Y ¢ K con

y > x,. Definase vy = Ay + (1 -M)xX , A €(0, 1) . Clara-
a

mente ¥y € Ba(p*) para todo A€ (0 , 1) mientras gque por

convexidad de &a 4 Yy >'aX; , para todo X &€(0 , 1). Obsérvese

que para algin A €(0 , 1) , ¥x €B,(p*) ya que

lim vy, = x; =} ﬁa(p*) . Pero entonces yy €Bs(p") vy ademis
A->0

* - s 2 .
VX >a X, + una contradiccidn (ver la figura 8)
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Propiedad 9: Si p* es un vector de precios de equilibrio

para & , entonces p* > 0.

Si algfn p; = 0 , tendriamos que Ba(p*) no estaria superior-

mente acotado y por monotonicidad no existiria un Sptimo para
a segfln E;a en By (p*) , en contradiccidn con p* dando 1lu-
gar a un equilibrio walrasiano.

Propiedad 10: Si p* es un vector de precios de equilibrio

para & , entcnces z;j(p*) = 0, vi.

Se sigue de forma inmediata de la ley de Walras a los precios
L

p* va que z p; zi(p*) =0 vy p; > 0 implica

i=1 -

zi(p*) =0 , ¥ i .

10





