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Resum: Introduim de manera senzilla un concepte de solucié cooperativa en un joc
abstracte. No som molt precisos en quant a la seva interpretacié malgrat que apuntem
possibilitats al llarg del text per vincular els conceptes en economia amb les idees de la
teoria dels jocs. La idea subjacent és que els individus poden, si ho desitgen, formar
coalicions entre ells per tal d'intentar potenciar els resultats que els corresponen en la
distribucié d'un cert recurs econdomic. Aquestes coalicions tenen poder de veto i per tant el
tipus de resultat buscat té a veure amb les distribucions que ningi, ni individualment ni
col-lectivament, poden vetar. Vaig escriure aquets text circa 1986 per un taller de difusié
d’aquestes idees. El text manté el format d’escriptura original que, en aquell moment,
representava l’estat de ’art en el processament de textos d’aleshores i que, als nostres ulls
actuals, es veu forga sec i primitiu.
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Un concepto de solucién cooperativa para un juego abstracto

Introduccion

Un juego puede definirse como una actividad en la que participan un grupo de
dos o més.mntes con objetivos distintos y potenciaimente conflictivos y en la que
cada uno de los participantes toma decisiones que afectan al resultado final de tal
actividad. Ejemplos son tanto los juegos de salén como una negociacion sindical o
diplomética. La teoria de juegos estudia desde una perspectiva matematica la estructura
comin de dichas situaciones de conflicto.

En economia los agentes toman decisiones sobre los cursos de accion a tomar
basandose en la valoracion de las consecuencias de las decisiones potenciales.
Usualmente se postulan el maiviaalismo y la racionalioad de 1os agentes econdmicos.
Individualismo quiere decir que los individuos solo se preocupan de su propio bienestar
mientras que la racionalidad implica que los agentes desean obtener el mayor
rendimiento posible de las decisiones que efectian. En términos un poco mas formales,
si A s el conjunto de alternativas o cursos de accion ablertas a un individuo y acA
una accion realizable, 1as consecuencias de eiegir a se miden a través de las ganancias
monetarias o de utflidad. Si v es la funcion de valoracion del individuo, v(a)
representa la valoracion o utilidad que a reporta al individuo. El individuo racional
escocjeré aquella alternativa aeA que maximice la funcion v sobre el conjunto A:
v(a *) 3 v(a) para todo acA. Asi por ejemplo, en la teoria del consumidor A
representa el conjunto de ias combinaciones asequibles (para precios y renta dados) y

v es la funcion de utilidad del consumidor, mientras que en la teoria de 1a empresa A
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representa las combinaciones input-output tecnologicamente factibles (para precios del
output y de los inputs dados) y v es la funcion de beneficios de la empresa.

En la teoria de juegos las decisiones realizadas por los agentes se basan
asimismo en los dos postulados mencionados. El elemento especifico es que las
consecuencias dependen de las decisiones conjuntamente tomadas por todos los
agentes. Esta observacion pone de relieve el interés de la teoria de juegos para
analizar problemas econémicos ya que es manifiesto que muchas situaciones econémicas
se caracterizan por que el resultado observado depende de las decisiones de todos los
agentes involucrados. Tenemos un ejemplo de esta afirmacion en los mercados de
competencia oligopolistica ya que en ellos los beneficios de una empresa dependen tanto
de sus decisiones de produccion como de las del resto de empresas presentes en el
mercado. En este tipo de situaciones oligopolisticas, la funcion de valoracion de una
empresa tiene como argumento' las decisiones de todas la§ empresas participantes.
Incluso si las funciones de valoracion de los age:i;tes sblo dependen de sus propias
decisiones, el resultado final que corresponde a cada individuo depende de la interaccion
existente en el entorno econémico. En la teoria del equilibrio general los agentes
maximizan sus funciones de utilidad respecto al (nico argumento presente en ellas
( combinaciones de consumo, combinaciones input-output ); sin embargo, es obvio que el
estado final de la economia viene condicionado por las decisiones que simultaneamente
toman todos los agentes.

En una situacién simple de un juego abstracto con n participantes, podemos

representar a N = {1, 2, ..., n} como el conjunto de los jugadores, AJ como el _



conjunto de las alternativas ablertas a j y aJcAj como una estrategia posibie para j.
Finalmente, las ganancias del jugador j vienen medidas por su funcidn de valoracion
vj( 31,32, ..., 3, ..o, an) cuando las decisiones estratégicas efectuadas son ajeAj,

para todo jeN . Es conveniente disponer de un analisis general que permita estudiar las
implicaciones de asumir que las consecuencias para un agente dependen de forma directa
a través de su funcién de valoracibn de sus propias decisiones y de las efectuadas
por los demas agentes, aln si una teoria econémica particular no contempla la
situacion descrita. En cualquier caso, la situacion sencilla siempre es interpretable

como un caso particular de una teorfa mas general.

Juegos Cooperativos

Los distintos juegos de estrategia pueden clasiﬁcarse segun criterios
diversos. En particular, podriamos pensar que los age;wtes se pueden comunicar y tomar
decisiones colectivamente. En tal caso, el juego se denomina cogperalivo, en caso
contrario, se denomina /o-cooperalivo. | Un juego de dos personas de suma cero es
claramente no-cooperativo: cada individuo toma decisiones sin cooperar con su rival.
En un juego cooperativo con n agentes existen multiples formas de establecer una
colaboracion. Cada subconjunto SS N es una coalicion de agentes. Si una coalicion se
constituye , sus miembros deciden cooperativamente que estrategias seleccionar y de
dicha seleccion se sigue una determinada ganancia. La peor sftuacion en que la

coalicion S puede encontrarse es cuando la coalicion complementaria (N-S) se

constituye como rival. En esta circunstancia, la situacién puede conceptualizarse como



un juego de dos personas, a saber la coalicion S§ y la coalicion (N-S). La feoria de
juegos de dos personas nos ensefia que el "jugador® S puede garantizarse una ganancia
minima independiente de lo que realice el “jugador” rival (N-S). Denotemos por V(S)
la ganancia garantizada de S en el juego. Evidentemente, esta regla permite definir
una funcion V: P(N)—R , donde P(N) es el conjunto de todas las coaliciones
posibles, que indica la ganancia que corresponde a cada coalicion SeP(N) por su
participacion en el juego. La funcion V se denomina funcion caracteristica del juego de
estrategia. En consecuencia, un juego cooperativo queda perfectamente especificado
por un conjunto de participantes N y una funcién caracteristica V que resume y
refleja la estructura del juego. En forma abstracta, un juego cooperativo se representa
por un par (N, V).

Un juego (N, V) queda éjecutadd cuando: 1) cada participante j selecciona
una estrategia 3y en su conjunto factible AJ : en un juego cooperativo dicha seleccion
se realiza segin una clerta estructura de coaliciones y los acuerdos internos
establecidos dentro de cada coalicion, y 2) cada participante j recibe un pago final Xi
por su participaciéon. El pago final al miembro j incluye tanto la ganancia directa
vj(a,, Q, e, B, a,) como cualquier otro pago lateral (o *soborno®) que j

pueda haber recibido para inducirle a integrarse en una coalicion.

De forma un poco imprecisa por el momento, la teoria de los juegos
cooperativos pretende caracterizar aquellos vectores de pagos x=(X{, - T ,xn)

que, en algun sentido, son “razonables®. En principio, X puede ser cualquier vector en

R", aunque naturaimente un gran numero de vectores pueden descartarse
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inmediatamente al no satisfacer unos requisitos minimos de factibilidad. Estos
requisitos han de ser comunes a cualquier teoria que pretenda explicar el porqué un
vector de pagos X se constituye como solucion de un juego (N, V). Las

restricciones comunes a toda teoria son

(1) x no serfa aceptable si existiera un agente k tal que Xy < V({k})

(2) xno seria aceptable si 2 Xj = V(N)
jeN

La restriccion (1) sefala que un agente no aceptara el pago propuesto bajo
ninguna circunstancia si puede garantizarse a si mismo una cantidad superior sin
pertenecer a ninguna coalicion.  Por otré parte, ZjeN X > V(N) es ciertamente

imposible pues la coalicion de todos los agentes no puede distribuir una ganancia

superior a V(N). Finaimente, x no es aceptable si Zjep Xj < V(N) pues la

cantidad V(N) - Zjey Xj > O puede ser distribuida entre los participantes mejorando

la situacién de todos ellos.

Una vez eliminados todos los vectores de pagos que no cumplen las
restricciones (1) y (2) , tenemos definido un subconjunto XSR ™ de vectores de
pagos que constituyen el sustrato comln sobre el que debe construirse cualquier teoria
o concepto de solucion. El conjunto X se conoce con el nombre de conjunto de las
imputaciones del juego (N, V). Asi pues, una imputacion xeX para el juego (N, V)

es un vector de pagos que satisface



(a) paratodo jeN, X 2V({IH

(b) V(N) = EJEN Xj
La condicion (a) refleja el principio de racionalidad maividual mientras que
(b) es una condicion de racionalidad de grupo, también denominada condiciéon de

optimalidad paretiana.

E] objeto de una teoria o concepto de solucion es definir unos criterios que

permiten singularizar un subconjunto dentro del conjunto X de todas las imputaciones

de un juego.

El niicleo de un juego cooperativo

El concepto de /uic/eo de un juego es una de las teorias posibies que permite
seleccionar un subconjunto de X  como solucién del juego (N, V). La idea detras de
este concepto es bastante sencilla: una imputacion xeX pertenece al nucleo de
(N, V) cuando satisface una extension de la condicioén de racionalidad de grupo a todos

los grupos o coaliciones posibles de agentes. Claramente, una coalicion S no aceptara
una imputacién x si V(S) » Zjes Xj , pues en tal caso el grupo puede garantizarse un
ganancia superior a la propuesta en la imputacion x . De ahi que X sea aceptable para

S si st Xj 2 V(S). El conjunto de las imputaciones X que satisface la condicion

"para todo SSN , Zjes Xj 2 V(S) * constituye el nucleo del juego Yy se denota

usualmente por C(N, V). Obsérvese que las condiciones (a) y (b) son simples

casos particulares de 1a propiedad que acabamos de enunciar.



Tradicionaimente, el concepto de nicleo de un juego se introduce a través de

la nocién de SLloguec. Se dice que una imputacidn x es blogueada sl existe una
.

coalicion S tal que V(S) es distribuible entre los miembros de S de forma tal que
todos ellos prefieren a distribucion de  V(S) al pago propuesto en x. En otras

palabras,
(1) existe un vector de pagos z = {zj}j¢g que es factible para S: V(S) 2 Zjeg 2
(i) ol vector z es preferido por los miembros de S alos pagos en X : Zj > Xj para

todo jeS.

La nocion de blogueo permite definir el nicleo de un juego (N, V) como el
subconjunto de las imputaciones que no son bloqueables por ninguna coalicidn. Asi
pues, hemos desarrollado dos definiciones en apariencia distintas de nucleo de un juego

cooperativo:

Definicion 1: €, (N, V) = {x/ para todo SS N, Tjeg X; 2 V(S)}

Definicion 2: €,(N, V) = {x/ x no es bloqueable}

No deberia sorprender que ambas conceptualizaciones sean equivalentes:

Resultago [: Cy(N, V) =Cy(N, V)
En efecto, supongamos en primer lugar que XeC, (N, V) pero que en cambio
x€ C,(N, V). En tal caso existiria una coalicion § vy un vector z tal que

V(8) 2 Zjeg 2y > Zyeg Xy pero xeCy(N, V) implica Zjeg Xy 2 V(S) vy obtenemos



una contradiccién.

Finalmente, supongamos que xecz( N, V). Si x¢ c,( N, V) existiria una

coalicion S tal que V(S) > Zjes Xj - Definamos m = V() - Zjes X y
distribuyamos esta cantidad de la siguiente manera entre los miembros de la coalicion

S: mj = Xj +m/(* §), donde * S denota el nimero de elementos en §.

Claramente {mj)eg satisface las condiciones (i) y (ii) y porlo tanto x seria

bloqueable, de nuevo una contradiccion.

La definicion de una nocién de equilibrio o concepto de solucidn de un juego
debe ir acompaiada por un estudio de las condiciones que garanticen que un juego tiene
solucién no vacia. A continuacion presentamos un ejemplo de un juego para el que no

existen imputaciones en el nlcleo.

Tres amigos hallan un ball con un tesoro en un paraje desierto y desolado.
Cada uno de los individuos es incapaz de arrastrar el baul por si mismo, pero
cualesquiera dos de ellos son lo suficientemente fuertes para cargar con el badl y con
todo el tesoro. La funcidén caracteristica de este juego seria:

V({e]) =0

vi{1h) =v({2}) =v({3}) =0

v({1,2}) =v({1,3}) =v({2,3}) =1

v({1,2,3}) =1



En efecto, la coalicién vacia no puede obtener, por definicion, ninguna ganancia. Las
coaliciones triviales de un Unico individuo tampoco pueden obtener ninguna ganancia,
mientras qué las coaliciones de dos individuos obtienen todo el valor del tesoro al igual
que 1a coalicion de los tres amigos. Una imputacion x pertenece al nacleo si y solo si

x satisface:

xj20, §=1,2,3

X1+ X2 21
Xy + x3zl
X + X321

X1+ X2 + X3 = 1
Sumando la segunda, tercera y cuarta desigualdad obtenemos X + Xp + x3 2 3/2 que

es claramente inconsistente con la restriccion de optimalidéd paretiana. Por consiguiente
el nucleo de este juego es vacio.

La constatacion de que existen juegos para los que el nicleo es vacio conduce
de forma natural a preguntarse que condiciones sobre la estructura de un juego originan
que C(N, V) =o.

La funcién caracteristica de cualquier juego ha de satisfacer dos propiedades
elementales. En primer lugar, V(e) = 0; esta condicion asegura simplemente que la
coalicion “sin ningin jugador® no puede generar ninguna ganancia. En segundo lugar, si
S y T son coaliciones disjuntas, entonces Y(SUT) 2 V(S) + Y(T) ; esta condicion

refleja el hecho obvio que 1a coalicion SUT puede obtener, por lo menos, 10 mismo que



S y T conseguian por separado. En otras palabras, 1a consolidacion de dos coaliciones
disjuntas en un grupo no puede ser perjudicial.

Una restriccion mas fuerte sobre V se deriva cuando el juego es de suma
constante. Un juego es de suma constante si cualquiera que sea la coalicion S se
cumple V(N) = V(S) + V(N-S) ; notese que un juego de suma cero es un caso
particular de un juego de suma constante cuando V(N) =0 .

Finalmente, en algunos juegos la cooperacion entre coaliciones aumenta las
ganancias mientras que en otros tal cosa no ocurre. Se dice que un juego es
inesencial si  cualesquiera que sean las coaliciones S y T disjuntas, se tiene que

V(SUT) = V(S) +V(T) . Se puede demostrar (ejercicio) gue un juego (N, V) es
inesencial siy solo si V(N) = Zjen V({J}) .

E) resultado hacia el que estamos llevando nuestra disgresion es bastante

desalentador:

Resuyltage 2 Sea (N, V) un juego de suma constante. Si C(N, V) = e entonces el
juego es inesencial.

En efecto, es una serfa dificultad para el concepto de nlcleo que todos los
juegos de suma constante para los que la formacion de coaliciones es relevante, tengan
un nicieo vacio. Esta circunstancia es, no obstante, mas importante para la teoria de
los juegos que no para las aplicaciones econémicas. De todo lo dicho hasta el momento
se sigue que la-ganancia de una coalicion se reparte linealmente entre sus miembros:
obviamente ello es posible solo si las ganancias son monetarias o la utilidad de 1a renta

es una funcion lineal. Sabemos que la teoria econdmica no efectua ningln postulado
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acerca de la linealidad de la funcion de utilidad, de ahi que no deba preocuparnos en
exceso ¢ problema expuesto. La hipbtesis que las ganancias de una coalicion se
distribuyen linealmente se denomina Apdtesis ae /a utiidad transrerible. Mas adelante
veremos como una economia de Intercambio puede modelarse como un juego i
utilidad transferible. Regresemos de nuevo a la teoria de juegos. El juego del ejemplo
anterior es ciertamente un juego de suma constante y esencial (puesto que se cumple

v({1,2,3}) = V({1}) + v({2}) + V({3}) ). El resultado enunciado nos asegura que

C(N, V) = o tal como tuvimos la oportunidad de comprobar.

Ejemplo 2

Contemplamos el mismo juego con la diferencia que solo la cooperacion de los

tres amigos permite el traslado del tesoro. El nicleo del juego viene definido por

xp2 V(] =0, j=1,2,3

X| +Xp 2V({1,21) =0

x| + xz2V({1,3}) =0
xp +x32V¥({2,3})=0

Xy + Xy +x3=V({1,2,3) =1

Claramente C(N, V) = {xeR+3/ X|+ Xy + X3 = 1}, es decir el nucleo coincide con el

conjunto de todas las imputaciones, que es infinito.
Los dos eiemplos presentados ponen de manifiesto algunas de las debilidades

del concepto de nucleo como teoria del equilibrio de un juego, al menos dentro del
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contexto prépio de 1a teorfa de juegos. En términos de las nociones de exiétencia Y
unicidad de soluciones, tan queridas de los economistas, el nucleo presenta un amplio
abanico de posibilidades: desde juegos donde el nucleo es vacio (ejemplo 1) a juegos en
los que engloba un nimero infinito incontable de imputaciones (ejemplo 2).

Si un concepto de equilibrio ha de ser operativo y aceptable, deberia ser
posible establecer condiciones que garanticen 1a existencia de soluciones. Ello es
perfectamente posible pero, al no ser el objeto de estas notas enunciar y discutir tales

condiciones, omitiremos su presentacion.

1. Demostrar que en la definicion de bloqueo puede sustituirse 1a condicién (i) por la
condicion (i)’ : existe un jugador keS con Zy > Xy ;/ Zj2 X para todo jeS .

2. Demostrar que el juego del ejemplo 1 tiene un n(cleo vacio usando la nocion de
bloqueo.

3. Demostrar que un juego cooperativo es inesencial si y solo si se cumple que

V(N)= ZjeN VD).
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Soluciones breves a los ejercicios

1. Una de las implicaciones es trivial. Pasemos al segundo caso. Si

existen S y {z} tal que Z sz v(S) vy z 2 X; para todo j con algin
j€ES

jugador k tal que z, > x , hemos de ver como {x} puede ser blogueada por S

k k’

~

con una asignacién {z} en la que todos los miembros de S estén mejor con z

que con X.

Puesto que z, > X, o también es cierto que z,- € > x, para un €>0

k k

convenientemente escogido. Tomese Ej = €/(#S-1) y definase z por

2=z + € , jtk.
j j y J

Entonces Z ;. = Z z. (y {;} es factible para S) y ademas z >x_  para
. i, j it
JES JE€S

todo JE€S.

2. Sea x=(x1, X, x3) una imputacién cualquiera con x3>0. Definase

z. = X_+ 0.5x3, z. = X_+ 0.5x3. Entonces z=(z1, z_) es factible para S pues

1 1 2 2 2

= x,+ x_+
z,* 2 X1 Xz X

N = = 1 y ademéas z1>x1 y z2>x2 con lo que x puede ser

3

bloqueada. Si X 5= 0, tomese entonces z,= X+ 0.5x2 Y 2,7 0.5x2. {z} es

factible para {1, 3} y permite bloquear x.

3. Queremos demostrar:
{v(N) = E vj} si y solo si {(SNT)=@ = v(SUT) = v(S) + v(T)}
JEN
En primer lugar, si {(SNT)=@ = v(SUT) = v(S) + V(T)}, entonces se cumple

que v(N) = v[(N\1)u{1}] = v(1) + v(N\1), y recursivamente:
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v(N) = v(1) + v(N\1) = v(1) + v[(N\1\2)u{2}] =

v(1) + v(2) + ... + v(N)
En segundo lugar, por superaditividad de la funcién caracteristica v
obtenemos

v(N) = v[(N\SUT)U(SUT)] 2 v(N\SUT) + v(SUT) 2

> v(N\SUT) + v(8) + v(T) 2 L v(j) + L v(i) + L v(i) = L v(i).

JEN\SUT  jJES JET JEN
Pero por hipétesis v(N) = Y v(j), de forma que las desigualdades se cumplen
JEN

de hecho como igualdad. Por ello v(N\SUT) + v(SUT) = v(N\SUT)+ v(S) + V(T)

y el resultado se sigue.
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