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CORBES
PARAMETRITZADES

En aquest primer capitol, estudiarem els objectes geometrics diferencials més elementals: les cor-
bes parametritzades. Intuitivament sentim que sén els més simples perquée sén de dimensié 1.
Veurem que els podem associar diversos quantitats: la curvatura (definida en qualsevol dimensié
ambient), la curvatura amb signe (en dimensi6 2), i el triedre de Frenet i la torsi6é (en dimensio 3).
Aleshores ens adonarem que aquestes quantitats son en realitat invariants geomeétrics: no depenen
de la parametritzaci6 particular triada si no de I'objecte geométric que constitueix la imatge de la
corba.

Denotem per I un interval obert de R.

“ Corbes parametritzades de R"

1.1.1 Definicions

Definicio 1.1.1
Una corba parametritzada de R" és una aplicacié v : I — R" diferenciable de classe C°.

El conjunt v(I) = {~(t) | t € I} s'anomena traca de ~.
El vector tangent de v en ¢, € T és el vector 7/ (tg) € R™.

La corba es diu regular si +/(t) # 0 per tot ¢ € I, i en aquest cas es defineix el vector
tangent unitari en el parametre ¢ per la férmula

(@)
T = Hrom

i la recta tangent de v en ty € I com la corba parametrizada t € R — ~(to) +t - +'(to).




Exemples.

0 Una recta de R™ que passa per dos punts p, g es pot parametritzar com la corba t € R —
tg+ (1 —1¢)p.

9 Un cercle de centre (zg,0) € R? i de radi r > 0 es pot parametritzar per la corba t € R
(xo + rcost,yo + rsint).

e Lacorbat € R — (cost,sint,t) és una helix continguda dins el cilindre
C={z*+y* =1} CR>%
Aquestes tres corbes son regulars.
O Lacorbat e R~ ~(t) = (t2,1) no és regular com 4/ (0) = (0,0).

@ Les tres corbes parametritzades

v1(t) = (cost,sint) ont € R,
v (t) = (cost,sint) ont € (—oo,27),
v3(t) = (cos(2t),sin(2t)) ont € R,

so6n diferents, pero tenen la mateixa traga.
1.1.2 Longitud d’'una corba

Definicio 1.1.2

Sigui v : I — R™ una corba (parametrizada) i [a,b] C I. Anomenem longitud de ~ entre a i
b al nombre

b
Oen) = [ I/ @)l

on || - || denota la norma euclidiana estandard de R™.

Recordem que la norma d’un vector « = (z1,...,x,) € R™ es pot calcular fent servir la férmula
2l = 220 o7
- i=1"i"

No sembla gens evident que aquesta definicié coincideixi amb la noci6 intuitiva de longitud, perd
el seguent resultat ens ajuda a entendre-ho.

Proposicio 1.1.1
Siguiy : I — R™ una corbai[a,b] C I. Llavors

p
(o) = Jim > 7 11y(t) = v(te-1))]
k=1

on hem posat tj, = a + k® pertotk = 0,...,p.




De fet es pot demostrar que més generalment

((Vfa) = sup Z [y(te) = v(t—1) |l

a=to<t1<...<t,=b k=1
En particular, observem que la longitud només depen de la traga ~([a, b]).

Demostracio. Fent servir el teorema del valor mitja, escrivim

n

Jim Sy =)l = m DTS k) = lten)?
k=1

k=1 \ i=1
p n
- phlgo ; z;(’yz{(tk) +0(1))?|ty — tp—1]

p
_ : 12 .
= lim I (8l — tacsl
k=1
- b
= i /t
pgr;o;nw )

b
- / I/ (8))dt

on hem conclos reconeixent una suma de Riemann. O
Exemples.
O siy (rcost,rsint) amb t € [0, 2] (cercle de radi r centrat en I'origen), llavors calculem

7' (t) = (—rsint,rcost),

i per tant

L(y) = \/ —rsint)? + (rcost)2dr = 2mr.
0

@ Si y(t) = (ae P cost,ae " sint) amb ¢t € (0,00) i a,b > 0 (espiral logaritimca), llavors

calculem
IVl = ||(—abe b cost — ae~’ sint, —abe ' sint + ae~% cost)||
= ae ’\/(=bcost —sint)2 + (—bsint + cost)?
= a1+,
i per tant

l(y) = am

€ siy (acost,asint,bt) amb t € [0, 27], llavors (exercici)

() =27/ a? + b2.



1.1.3 Canvi de parametre

Sigui J C R un altre interval obert.

Definicio 1.1.3

Diem que una corba 5 : J — R™ és una reparametritzacié d'una corba o : I — R” si
Jh : J — I difeomorfisme tal que 5 = a0 h.

Observacio.

@ Sih:J — I éslissaiexhaustiva, aleshores h és difeomorfisme < 1/ (s) # 0 Vs € J.

En efecte, si h és difeomorfisme llavors h'(z) # 0 com dhs(v) = h'(s) - v. Reciprocament,
si existeixen a,b € J tal que h(a) = h(b), el teorema de Rolle implica que podem trobar
x € (a,b) tal que A/ (z) = 0.

@ Sidenotem a ~ 3 quan 3 és reparametritzacio de «, aleshores ~ és una relacié d’equivalén-
cia.

9 Si a ~ (3, aleshores les dues corbes tenen mateixa traga. La reciproca no és certa: les dues
corbes definides sobre R per a(t) = (t,t) i B(t) = (t3,t3) tenen mateixa traga perd no sén
reparametritzacié I'un de I'altre.

Definici6 1.1.4
Si = a o h és una reparametritzacié de «, llavors el canvi de parametre / es diu positiu si
h' > 0inegatiu si A’ < 0.

Aix0 correspon a I'orientacié que podem definir de la corba.

Proposicio 1.1.2

Sigui 8 = a o h una reparametritzacié.
Llavors

o B regular < « regular.
© Sifa,b) C Iile,d] =h'([a,b]), lavors

a,p) = LB)[e,a))-

Demostracio.
@ Es consegiiencia directa de la relacié §'(s) = h/(s) - &/ (h(s)).
@ Suposem 1/(s) > 0, laltre cas es tracta igualment. Tenim h~!(a) = ¢i h~1(b) = d, i calculem
d hL(b) b
o) = [ 18@lds = [ 1o IR s = [ Ol =ty

fent servir que ' > 0 i el canvi de variable ¢t = h(s).



Exemples.
0 Lacorbaa:t € [0,R — (rcost,rsint) de R? es pot reparametritzar en la corba
S . S
B=aoh:s€R — (rcos (;) , 7 sin (;))
fent servir el difeomorfisme h : R — R definit per h(s) = s/r: (comprovem que h/(s) = 1/r #
0 i per tant que h és difeomorfisme).

9 (Canvi de sentit) Qualsevol corba v : I — R™ es pot reparametritzar en sentit contrari. Triem
un interval tancat [a, b] C I qualsevoliposem J:=a+b—1:={a+b—t|t € I}. Aleshores
el difeomorfisme h : J — I definit per

h(s)=a+b—s
permet reparamteritzar . en 8 = a o h tal que S(a) = a(b) i 8(b) = a(a).

€@ Qualsevol corba vy : (a,b) — R™ es pot reparametritzar sobre I'interval (0, 1) fent servir el
difeomorfisme h : (0,1) — (a, b) definit per

h(s) = (1 - s)a+ sb.
1.1.4 El parametre arc

Definicié 1.1.5
Direm que una corba v : I — R esta parametritzada per la longitud d’arc (abreviarem en

ppla) quan
IY®Il=1 (vtel),

i anomenarem parametre arc al parametre corresponent de la corba que denotarem per s.
Observem que si v : I — R"™ esta ppla, aleshores

+ T(s) = 7/(),
. Sifa,b] C I,
b
) = / I/ (s)llds = b — a,

és a dir, la longitud d’'una corba ppla entre a i b és b — a.

Proposici6 1.1.3
Tota corba regular es pot reparametritzar per longitud d’arc.

Demostracio. Sigui~y : I — R™ una corba regularia € I. Posem

t
Sq(t) := / I/ (u)||du.  (funcié longitud d’arc amb origen a a)



La funci6 s, és clarament C>° i compleix s, (t) = |7/ ()] > 0. Aixi, sq : I — J := s,(I) és
difeomorfisme, i si definim la corba

B::'yos;l:J—HR"7

comprovem que esta ppla: Vs € J,
B'(s) = (sa1)'(s) 7' (531 () = == -V (54 ()
i pertant ||5'(s)]| = 1. O

Proposicio 1.1.4

Sigui o una corba ppla, i 5 = « o h una reparametritzacié ppla. Llavors el canvi de parametre
s’escriu
h(s) = £s + 59

per un cert sg € R.

Demostracio. Com ('(s) = h/(s) - o/ (h(s)), deduim agafant la norma que |h/(s)| = 1 < h'(s) =
+1. Aixd implica el resultat. O

1.1.5 Curvaturai vector normal

Definicié 1.1.6
Sigui v : I — R™ una corba ppla. Definim la curvatura de v en s com el nombre

k(s) = 7" ().
Observacio. Sabem que T'(s) = +/(s) quan ~ esta ppla, per tant

k(s) = [|T"(s)]]
sempre que -y sigui ppla.

Recordem que el producte escalar canonic de dos vectors © = (z1,...,2,) iy = (Y1, -+, Yn)
de R™ es defineix per la formula
n
1=1

Proposici6 1.1.5
Siguin o, 5 : I — R™ dues corbes parametritzades sobre el mateix interval. Llavors

d

2 {a(®): B(1)) = (a/(2), B(®)) + (a(t), B'(1))-
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Demostracio. Denotem «a(t) = (ay(t),...,a,(t)) i B8(t) = (B1(t),...,Bn(t)). Aleshores

v

d
dt
_ Z( al(t) - Bi(t) + ai(t) - Bi(t))

En particular, si v : I — R™ esta ppla,
(NP =1= (I ($)I*) = 0= (+'(s),7"(s)) = 0.
Aix0 justifica la seglent definicié.
Definici6 1.1.7

Sigui v : I — R™ una corba pplai s € I tal que k(s) # 0. Definim el vector normal de v en
s com el vector
7" (s)

N = e

que compleix N(s) L ~/(s

)
Alternativament N (s) = =& )

T7(s)

i i per tant tenim la relacié

Exemple. Lacorbay:s € R — r(cos(s/r),1+ sin(s/r)) on r > 0 és la ppla d’'un cercle de radi r
centrat en el punt (0,7) de R, i calculem
" . / 1 . 1
¥"(s) = [(—sin(s/r),cos(s/r))] = =(—cos(s/r), —sin(s/r)) = k(s) = -
T
Veiem que el cercle tendeix geométricament quan »r — oo cap alarectat € R — (¢,0) que té
curvatura nul-la.

La definicié de curvatura esta justificada pel seglent resultat.

Proposici6 1.1.6
Sigui v : I — R™ una corba ppla i fixem sy € I tal que k(sp) # 0. ' cercle C : I — R”
parametritzat per longitud d’arc que compleix les seglients condicions (ordre de contacte en
sp al menys 2):

C(s0) = (s0)

C'(s0) = 7' (s0)

C"(s0) = 7" (0)-
Lunic cercle determinat per aquestes condicions es diu cercle osculador a v en sy. Aquest
cercle té com a radi ﬁ (anomenat radi de curvatura), i com a centre el punt v(sg) +

ﬁN(So).

11



Demostracio. Fent el canvi seglent del domini de la parametritzacié per longitud d’'arc s € I —
s —sp € I — sy, podem suposar que so = 0. Busquem el cercle parametritzat per longitud d’arc sota

la forma
C(s) = q+rcos(s/r)-v+rsin(s/r) - w

on g € R™iv,w s6n dos vectors unitaris ortogonals. Llavors

w =T(0)

1
r= W i v=-N(0)
7=5(0)+ 5N 0)

Per tant el cercle C buscat s’escriu

C(s) = (V(O) + ﬁ (0)) + ﬁ (= cos(k(0)s)N(0) + sin(k(0)s)T'(0)) .

Finalment demostrem que la curvatura és un invariant que no depén de la ppla triada.

Proposicié 1.1.7
Sigui 8 = a o h : J — R”™ una reparametritzacié per longitud d’arc d’'une corba a : I — R”
ppla. Llavors si fixem sg = h(5g) € I, tenim

kg(30) = ka(s0)-

Demostracio. Sabem que h(§) = 35 + c per un cert ¢ € R, i per tant h'(s) = £11i h"(s) = 0.
Llavors

ka(30) = [(avo h)"(So)ll = [I(R" - (a" 0 h))' (Bo)ll = I((h')* - (@ 0 B)(B0)l| = o (s0)]| = Ka(s0)-
O

Aquest ultim resultat ens permet definir la curvatura de la traga d’'una corba sense fer referéncia
a cap parametritzacié.

Definici6 1.1.8

Sigui C' un subconjunt de R™ tal que al voltant de cada punt p € C' es pugui parametritzar
de forma inequivoca per una parametritzacio regular, es a dir que existeix per cada punt
p de C un entorn obert U de p i una parametritzacié regular v : I — R™ tal que ~ sigui
homeomorfisme de I sobre U N C.

12



Aleshores es defineix la curvatura de C' en un punt p = ~(¢) com la curvatura de qualsevol
reparametritzacié ¥ = vy o h : J — R™ per longitud d’arc en el parametre h=1(t).

La condicié que ~ sigui homeomorfisme de I sobre U N C' serveix per excloure les corbes que
no son simples (per les quals és evident que no podem definir de forma inequivoca la nocié de cur-
vatura en un punt), perd també serveix per excloure la figura en vuit del pla que es pot parametritzar
per una corba regular injectiva. Aquesta condicié també garanteix que si tenim una segona parame-
tritzacio regular de C' al voltant de p llavors sera una reparametritzacié de la corba v com ho veurem
més endavant.

Aquestes observacions seran fonamentals a I'hora de generalitzar les corbes a objectes geo-

metrics de dimensié superior, i entendre perqué fem servir la noci6é de subvarietats que requereix
aquesta condicié de homeomorficitat.

13



n Geometria de les corbes de R?

Dins aquesta secci6 treballem en dimensié n = 2.

1.2.1 Curvatura amb signe d’una corba plana

Recordem que si una corba v : I — R? esta ppla i si k(s) = ||T7(s)|| > 0, llavors el vector normal
esta definit per N(s) = T"(s)/||T"(s)||. Quan k(s) = 0, el problem és que en general no tenim cap
elecci6 canonica d’un vector normal, es a dir d’un vector dins I'hiperpla {(-,T'(s)) = 0}, a la corba.
LUnica excepcio és la dimension n = 2, per la qual aquest hiperpla té dimensié 1.

Definicio 1.2.1

Sigui v : I — R? una corba ppla i fixem s € I. Llavors 3'N(s) € R tal que (T'(s), N(s)) sigui
una base ortonormal positiva de R2.
La curvatura amb signe de ~ en el parametre s és I'tinic real «(s) tal que T"(s) = (s)- N (s),
i compleix

k(s) = det(T(s),T'(s))

com det(T(s), N(s)) = 1.

El seglient resultat relaciona la curvatura amb signe i la curvatura que hem definit a la seccié
anterior.

Proposici6 1.2.1
Sigui v : I — R? una corba ppla i fixem s € I tal que k(s) > 0. Llavors

Demostracio. De fet
k(s) = IT"(s)]| = ls(s)N(s)[| = [1(s)] - [N (s)]| = |re(s)]-

La igualtat N (s) = £N(s) és consequiéncia del fet que (T'(s), N(s)) i (T(s), N(s)) son totes dues
bases ortonormals de R?. O

La curvatura amb signe es pot interpretar com la derivada de I'angle que forma el vector tangent
amb l'eix horizontal de pla:

Teorema 1.2.1
Sigui v : I — R? una corba ppla. 36 : I — R de classe C*° tal que podem escriure

T(s) = cosf(s)e; + sinf(s)ea,

i llavors k(s) = 0'(s).

Demostracié. Sidenotem (e, e2) la base canonica de R?, llavors podem escriure

T(s) = (T(s),e1)er + (T(s),e2)ea,

14



i de la igualtat ||7'(s)||* = 1 deduim I'equaci6
(T(s),e1)? 4+ (T(s),e2)? = 1. (Vs eI)
Utilitzarem el resultat segient.
Lema 1.2.1
Siguin a,b : I — R dos funcions de classe C*° tal que Vs € I,
a(s)? +b(s)? = 1.

Fixem so € I'i 0y € R tal que a(sg) = cos by i b(sg) = sin by.
Aleshores la funcié de classe C'*° definida per

6:1 — R
s = 0(s):= 0 —|—/ (ab’ — a'b)(u)du

compleix a(s) = cos6(s) i b(s) = sinf(s).?

Demostracio. Volem demostrar que

{a(s) = cos6(s)

b(s) = sinb(s)

<~ (a(s) —cosO(s))* + (b(s) —sinf(s))* =0
= 2 —2(a(s) cosB(s) + b(s)sinf(s)) =0

= A(s) :=a(s) cosO(s) + b(s)sinf(s) = 1.

Observem que

« La definicié de 6 = 6(s) implica la igualtat 8’ = ab’ — a'b;

+ De laigualtat a® + b = 1 obtenim aa’ + bb’ = 0.
Aleshores calculem

A" = d cosh —ab sinf + b sinh + b cos

a’ cosf + b’ sinf + (bcos @ — asinf)(ab’ — a’b)
cosf(a’ + abt! — a'b?) 4+ sinO(V — a®V’ + aa'b)
= cosf(d —a*d — a'b?) +sin0( — a®b' — b?V)
a’ cosO(1 —a® — b%) + ' sinf(1 — a® — b?)
0.

Finalment, A(s) = A(s¢) = 1i obtenim el resultat. O

4Per s € I fixat, sabem que 36(s) que compleix aquestes igualtats. La dificultat és obtenir una solucié de classe
C'° en el parametre s.

Ara, utilitzant el lema anterior, 30 : I — R tal que (T'(s),e1) = cos0(s) i (T'(s),e2) = sinf(s), 0

15



de forma equivalent
T(s) = cosf(s)er + sinf(s)es.

Ara bé, podem escriure

N(s) = cos(0(s) + m/2)e; + sin(f(s) + 7/2)es = —sinf(s)ey + cosO(s)ea,

i obtenim A
T'(s) = 0'(s)(—sinf(s)e; + cosO(s)ez) = 0'(s) - N(s).

Per tant, finalment veiem que x(s) = det(T'(s),7(s)) = 6'(s) com voliem. a

1.2.2 Punts singulars de les corbes planes
Sigui v : I — R? una corba parametritzada i fixem to € 1.
Definicié 1.2.2
Diem que v és singular en ¢, si v/'(ty) = 0.
En el cas contrari diem que -y és regular en t,.

En particular una corba regular és regular en cada t € I.

En el cas d’'un punt singular (¢ ), no podem utilitzar el vector tangent per estudiar el comporta-
ment local de la corba v en ¢,. Perd podem estudiar la quantitat segiient.

Proposicio 1.2.2

[y IR . . . R
Sigui una corba parametritzada i v(to) un punt singular. Si el limit
t = (z(t), y(t))

. y(t) = y(ho)
lim —+———~ =(¢e[-
i ) L€ ool
existeix, llavors la recta R; = (y(to)7(t)) convergeix a la recta tangent a v en ~(ty) definida
per
R CA RS R ) si £ # +oo
1T Y a = a(to) si (= +oc.

Observacio. Si~/(tg) # 0, llavors

oy el vt
tlgrtlo z(t) —z(ty) 2 (to) € [Foo.od)

i tornem a trobar la definicié de recta tangent en un punt regular.
Demostracio. La corba ~ s’escriu localement com

by 1 [P0 =30+ o)) — (o) si (# +0o
v 2(to) + o(1)(y(t) — y(to)) si €= +o0



i per tant la recta passant per els punts v(t) i y(to) s’escriu

Ry . [yt + (o) —alto) Si £ %o
YT Yo =alte) + o(1)(y — y(to)) si (= +o0.
Per tant podem concloure el resultat que haviem anunciat. O

Exemple. Considerem v : t € R ~— (t2,¢3). La corba és regular excepte en t = 0, ja que 7' (t) =
(2t, 3t?). Aixi doncs, podem estudiar les variacions de les seves components per dibuixar la forma
de la corba. En el punt singular, calculem
t) —y(0 3

lim YO =8O &g,

t—0 x(t) — x(0)  t—0¢?
Per tant la recta tangent en v(0) = (0,0) és la recta horizontal {y = 0}. De fet, podem escriure la
corba v com

y(t) = t3(1,0) + t3(0,1) = t?e; + t3ey,

fet que ens permet determinar completament el comportament local de la corba al voltant del punt
singular:

De fet, més generalment, podem classificar els diferents tipus de punts singulars de les corbes
planes fent servir el comportament respecte a la tangent, quan aquesta existeix.

Definicié 1.2.3
Sigui vy : I — R? una corba plana, i suposem que Jv, w € R? vectors linealment independents

i 3p < ¢ € Ntal que
Y(t) =(to) + (t —t0)” - v+ (t —to)? - w+ o((t —t0)?).
Llavors la corba té recta tangent en t; de vector director v, i tenim la classificacié seglent:

. .. |psenar,
@ El punt y(ty) es diu punt ordinari si
q parell.

p senar,

El punt v(¢p) es diu punt d’inflexio si
9 punt (o) p {qsenar.
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€@ Elpunt«(to) es diu cispide de primer tipus si p parell,
e P P P q senar.

p parell,

El ty(t diu cuspide de segon tipus si
O El punt y(ty) es diu clspi gon tipus si {qparell.

Observacio. La corba de la definicié anterior té recta tangent en ¢y de vector director v: si denotem
v = (v1,vs), aleshores

x(t) = z(to) + (t — to)Pv1 + o((t — to)?)
y(t) = y(to) + (t —to)Pva + o((t — to)?)

i trobem que
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“ Geometria de les corbes de R*

En aquesta secci6 treballarem en dimensié ambient n = 3.

1.3.1 Torsio i formules de Frenet

Definici6 1.3.1
Una corba 7 : I — R? ppla es diu biregular si, Vs € I, es compleix la condicié

7' (s) # 0.

(De forma equivalent, la corba ~ és biregular si la seva curvatura no s’anul-la mai: Vs € I,
k(s) #0)
Si vy : I — R3 és una corba ppla i biregular, definim el seu vector binormal en el parametre
s per la férmula?

B(s) :=T(s) AN(s).

De forma equivalent, B(s) és I'lnic vector de R? tal que (T'(s), N(s), B(s)) defineix una base
ortonormal positiva. El triplet (T'(s), N(s), B(s)) s'anomena triedre de Frenet.

4Recordem que el producte vectorial esta definit per la formula
x1 Y1 T2Y3 — T3Y2
T2 | A Yy2 | = | Z3y1 — T1Y3 | -
z3 Y3 T1Y2 — T2Y1

B(s) LT(s) i B(s)L N(s).

Per construccié,

Proposici6 1.3.1
Sigui v : I — R3 una corba ppla i biregular. 3!7 : I — R tal que Vs € T

B'(s) = 7(s) - N(s).

La funcié = s'anomena torsioé de ~.

Demostracio. Podem descomposar el vector B’(s) en aquesta base ortonormal com

(

B'(s) = (B'(s),T(s)) - T(s) + (B'(s), N(s)) - N(s) + (B'(s), B(s)) - B(s)-
)=
)

Com ||B(s)||* = 1, obtenim derivant (B’(s), B(s)) = 0. | de la relaci6 (B(s),T(s)) = 0 veiem que

(B'(s),T(s)) = —(B(s),T'(s)) = —k(s) - (B(s), N(s)) = 0.
Per tant, la funcié 7 existeix i és Unicament determinada com 7(s) := (B'(s), N(s)). a

A diferéncia de la curvatura, la torsié pot prendre valors negatius. La torsié mesura el defecte
d’'una corba a ser plana, com podem intuir en el seglent resultat.
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Proposicio 1.3.2

Sigui v : I — R3 una corba ppla i biregular. Llavors la corba és plana (i.e. esta continguda
en un subespai afi de dimensi6 2) si i només si 7 = 0.

Demostracio. Fixem sy € I qualsevol.

Si la corba és plana, 3f € L(R?,R) = (R3)* tal que f(v(s)) = f(v(so)) per tot s € I. (De
forma equivalent y(s) € v(so) + ker f, un pla afi.) Derivant obtenim f(v'(s)) = 01i f(7"(s)) = 0,
és adir f(T(s)) = 0,1 f(N(s)) = 0 com k(s) # 0 (y és biregular). Ara bé 3'X € R? tal que
f={(,X),illavors necessariament B(s) = A(s)- X amb A € C°(I),jaque X L T(s)i X L N(s).
Aixi || B(s)|] = 1 = |A(s)| - [|X]| i per tant B(s) = £X/||X||. En particular B és constant, i llavors
T=(B,N)=0.

Reciprocament, si 7 = 0, primer observem que B(s) = B(sg) com B’(s) = 7(s)N(s), i després
calculem

((v(s) =(s0), B(s0)))" = (7(s), B(s0))
= (T(s), B(s))
= 0.

Doncs (y(s) — v(so), B(s0)) = {(7v(s0) — v(s0), B(so)) = 0 trobem que Vs € I

v(s) € v(s0) + ker(-, B(s0))-

Es a dir la corba és plana. O
Teorema 1.3.1 (Férmules de Frenet)
Sigui v : I — R3 una corba ppla i biregular. Llavors
T = kN
N' = —kT —7B
B = TN
o, de forma equivalent,
T 0 k£ O T
Nl|l=|-k 0 —7|[N].
B’ 0 7 O B
Demostracio. Només ens falta demostrar la formula N’ = —kT — 7B. Com (T'(s), N(s), B(s)) és

una base ortonormal positiva, podem escriure N = B AT.

Lema 1.3.1
Siguin o, B : I — R? dues corbes parametritzades sobre el mateix interval. Llavors

%(a(t) AB(t)) = o/ (t) A B(E) + alt) AB'(2).
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Demostracié. Es un calcul:

d d [ b1 4 [@2B3 —aspa
a(a(t)/\ﬂ(t)) =zl AN B2 = 7 azfy — a3
Qs B3 a1 — anfh

a3 — a3 a3 — asfy

= |36 —aiBs | + | @3B —a1fB;

ayf2 — agbr a1y — azf

= d(t) AB(t) + alt) AB'(t).

Pertant N/ = B' AT + BAT = (tN)AT + BA (kN) = —7B — kT.

1.3.2 Forma canonica local

En aquesta secci6 donarem la interpretacié geometrica de la torsié.

Proposicié 1.3.3 (Forma canénica local)

Sigui 7 : (—¢,¢) — R? una corba biregular ppla.

Les coordenades (x(s), y(s), z(s)) de la corba v dins la referéncia {~(0), (7'(0), N(0), B(0))}
s’expressen de la forma seguent:

2
xz(s) =s— @53 + o(s%)
y(s) = @52 I @53 + o(s?)

Demostracio. Busquem les funcions coordenades x(s), y(s), z(s) tal que
V(s) = 7(0) +2(s)T(0) + y(s)N(0) + z(s) B(0).

Considerem el desenvolupament de Taylor de ~(s) d’ordre 3en t = 0:

2 3
Y(s) = 7(0) +7'(0) + 7(0) + =7"(0) + ofs").

Com

v =T

v =kN

v =K'N+kN =kN+k(—kT — 7B) = —k*T + k'N — k7B
resulta que

2 /
+(5) = 7(0) + (s - k(g) 33) T(0) + (’“(20)32 Lk ((50) 53) N(O) — k(o)g(o) SB(0) + o).

Aix0 ens dona el resultat anunciat.

21



La proposicié anterior ens permet interpretar la torsié de la manera segiient:

Definicié 1.3.2
Sigui v : (—¢,¢) — R? una corba biregular ppla.

@ Si 7(0) < 0, la corba ~ travessa en s = 0 el pla osculador (0) 4 Vect(T'(0), N(0))
dirigint-se cap al costat que conté B(0) (sentit dextrogir).

9 Si 7(0) > 0, la corba +y travessa el pla osculador en sentit contrari (sentit levogir).

La forma canodnica local ens permet intepretar igualment el pla osculador de la manera segiient.

Proposicio 1.3.4

Sigui v : I — R3 una corba biregular ppla i fixem sy € I. El pla osculador en sg és el limit
dels plans que contenen la recta tangent a v en sq i un punt v(s) quan s — sg.

Demostracio. Suposem fent una possible translacié de domini de parametritzacié que so = 0, i
observem que el pla osculador s’escriu {z = 0} dins la referencia R = {~(0), (T(0), N(0), B(0))}.
Denotem II; el pla afi que conté la recta tangent t € R — ~(0) 4+t -+/(0) i el punt v(s). Aquest pla
es pot descriure dins les coordenades associades a la referéncia R mitjangant I'equacio

(IIs) :  asx + bey + csz = ds.

El pla II, conté +(0) = (0,0, 0)%, pel que ds = 0. També conté el punt v(0) + 7'(0) = (1,0,0)%,
per tant as = 0. En fi, la condicié v(s) = (z(s),y(s), z2(s))r € IIs s’escriu bsy(s) + csz(s) = 0.
Com la corba és biregular, en particular k£(0) > 0 i deduim de I'expressié

y(s) = @52 + @33 + o(s?)

que y(s) # 0 per s # 0 prou petit. Per tant ¢; # 0 i podem suposar que ¢, = 1. Al final obtenim que
(I1y) : bsy + z = 0 amb

y(s)
Ara bé
z(s) —7k(0)g(0) s34+ o(s?) N 0
y(s) %0)32 + k/éo) s3 + o(s3 S0
i doncs lim,_,o [Ty = {2z = 0}. O

També obtenim una interpretacié de la curvatura.
Proposicioé 1.3.5

La curvatura de « en sq coincideix amb la curvatura de la corba plana obtinguda projectant
ortogonalment  sobre el seu pla osculador en sg.
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Demostracio. Suposem sy = 0 i considerem la forma canonoica local de ~. Llavors la projeccié
ortogonal sobre el pla osculador a v en sy s’escriu (x, y, z)r = (x,y)r. Doncs, la corba projectada
que busquem s’escriu
k(0)? 4 3y K(0) o
T o S)=(8§— —S8 o\s ), ——S§
Is) = (s = =g+ o(s”), st + =
Ara bé, no podem calcular la seva curvatura com la quantitat ||(7 o v)”(0)|| donat que la corba no
esta ppla.

Primer observem que la curvatura de la corba plana s — 7 o v(s) coincideix amb la curvatura de
la corba a I'espai s — (7 o 7(s),0), i que s6n biregulars per s prou petit en el sentit de la definicié
1.3.3.

Segon utilitzarem que la curvatura d’'una corba biregular « es pot calcular fent servir la férmula

@83 + 0(s*)).

_ o/ Ao

ko = ———7—
[le/]?
que veurem més endavant. Aqui veiem que la corba a(s) := (7 o y(s),0) compleix
a’'(0) = (1,0,0) i «’(0) = k(0)(0,1,0),

del qual deduim que

com voliem veure. O

1.3.3 Teorema fonamental de la teoria local de les corbes

El resultat segiient és fonamental: ens diu que curvatura i torsié determinen completament les cor-
bes parametritzades per longitud d’arc llevat d’isometries positives de I'espai R3. Per tant aquests
dues funcions (o invariants) determinen completament les corbes ppla biregulars de I'espai.

Teorema 1.3.2

Siguin k : I — (0,00) i 7 : I — R dues funcions de classe C'*°. Fixem sy € I, un puntp € R3
i una base ortonormal positiva (Ty, No, By). Aleshores 3! corba ppla i biregular v : I — R?
que compleix les condicions:

{ = {7(80) =7,
Ty =T, (T'(s0), N (s0), B(s0)) = (To, No, Bo).

Demostracio. Considerem les férmules de Frenet

T = kN
N = —kT —7B
B = TN

Es un sistema d’equacions diferencials ordinaries de primer ordre lineal. Per tant, 3! solucions
T,N,B : I — R3tal que
(T'(s0), N(s0), B(s0)) = (To, No, Bo).

El fet que les solucions estiguin definides a tot I'interval I és conseqléncia de la linealitat del sistema.
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Provem ara que (7'(s), N(s), B(s)) és una base ortonormal positiva per tot s € I. Si posem

0 k 0 T(S) Tl(S) TQ(S) Tg(s)
A(s):=-k 0 -1 i G(s):=|[N(s)| = Ni(s) Nas) Ns(s)|,
0 7 0 B(s) Bi(s) Ba(s) Bs(s)

llavors les férmules de Frenet es poden escriure com G’ = AG. A banda d'aixo, observem que
la familia (7'(s), N(s), B(s)) sera una base ortonormal positiva si i només si G(s) € SO(3) <~
G(s)!G(s) = I3, ja que G(sg) € SO(3) i per continuitat del determinant. Tenint en compte que
At = — A, calculem

(G'GY = (G")'G + G'G' = (AG)'G + G'(AG) = G'A'G + G'AG = G'(A' + A)G = 0.
Per tant la matriu producte G*G i la matriu identitat I3 sén solucions de I'equacio diferencial matricial

X’ = 0 amb la condici6 inicial X (so) = I5. Per unicitat obtenim que efectivament G(s)'G(s) = I3 i
doncs (T'(s), N(s), B(s)) és una base ortonormal positiva per tot s € I.

Ara definim la corba buscada per

v(s):=p+ /s T(t)dt.

S0

Notem que (sg) = p i+’ = T. En particular la corba + esta parametritzada per I'arc i T és el seu
vector tangent. De la relaxi6é 7/ = kN deduim que la curvatura de  coincideix efectivement amb
k i que el seu vector normal és N. Aleshores el vector binormal de v és T'A N = B, i la relacié
B’ = 7N implica que 7 és la torsi6 de .

Lunicitat de la corba v es dedueix de I'unicitat de les solucions del sistema G’ = AG amb
condicid inicial G(so) = (Ty, No, Bo) i del sistema +' = T amb y(sp) = p. O

1.3.4 Triedre de Frenet i torsié en el cas general

Moltes vegades no podem explicitar la parametritzacié per la longitud d’arc. En aquesta seccio
veurem com tot i aquesta dificultat podem definir les nocions de triedre de Frenet, curvatura i torsi6
fent servir la parametritzacié donada, i calcular aquests invariants.

Definici6 1.3.3
Una corba v : I — R3 es diu biregular si compleix la condicié

,y/ /\,y// # 0
En particular, una corba biregular és regular.

Proposici6 1.3.6
Sigui v : I — R? una corba regular. Fixem tq € I i recordem la funcié longitud d’arc amb
origen t, definida per

t

hi=s,(t) = [ |7 (u)]du.

to
Sabem que h és difeomorfisme amb A’ > 0, i que la corba 7 := yo h=! : h(I) — R? és una
reparametritzacié positiva de ~y per la longitud d’arc.
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Aleshores  és biregular si i només si ¥ és biregular:
AAO = Y Ay A0
Demostracio. Derivant obtenim
Y =@Foh)=h-5oh = y'=h"-Foh+ ()5 oh
i trobem la férmula
VAN = ()5 o h) A (T o h).

Aixi doncs, clarament ' A" #£ 0 = 7" #0. )
Reciprocament, la condicié 4" # 0 permet definir el vector normal a ¥ com N = 3"/||7"]| i
tindrem 4’ L 34" = 4’ A4” # 0. Com L’ > 0 deduim de I'anterior formula que v/ A" #0. O

Definicio 1.3.4

Sigui v : I — R? una corba biregular, i 7 = v o h~! una reparametritzacié positiva per la
longitud d’arc. Denotarem per (T', N, B) el triedre de Frenet, k la curvatura i 7 la torsié de la
corba 7. Les quantitats

T Ii“oh Eo—
N Noh i {T B
B = Boh -

T
[¢]
> S

N

s’anomenen respectivament triedre de Frenet, curvatura i torsio de ~.

Aquestes quantitats no depenen de la reparametritzacioé triada. En particular es poden determi-
nar mitjangant les seglents formules.

Proposicié 1.3.7
Sigui v : I — R? una corba biregular. Llavors

’

J/A— .
. Iy 1I1
- M i
B = Iy Av"1| I
o= (A A
Iy A2
N = BAT

Demostracio. Larelaci6 N = B AT és evident.
En primer lloc derivem v = 4 o h. Fent servir que ' = ||+/||, obtenim

/

.
Il

YV =W Foh=|| - Toh=|y|-T = T=

En segon lloc derivem ~’. Obtenim

v =1 Toh+ W2 -T oh= (') - T +klly'[|* - N.
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Aleshores deduim que
VAY =k P TAN =k IPB = | Ayl =kIVIP,

i doncs a

po WA s YA
(oAl v Ay
En tercer lloc derivem ~”. Obtenim

V== (I T+ kY- NY
= (VI T+ DT+ KIVIP) - N+ kY[ N
= (VDT + I KlIVIN + KIYI1P) - N+ Ky N

Llavors, fent servir les férmules de Frenet,

(A" = I A (BT
= | AYIl-KIWIZ - (B, N)

I Al
= [V Al <||7/||2 (B, =kl IT = || B)

7112
I A2 /
= =7l
[ed
= —7- [V Ay
i per tant 7 compleix la férmula anunciada. O

El triedre de Frenet compleix férmules similars a les formules de Frenet.

Proposici6 1.3.8
Sigui v : I — R? una corba biregular. Llavors

T = HIyIN
N = —k|lyT ~7llv|IB
B = Ty IN

Demostracio. Aquestes férmules s6n consequéncies directes del fet que b’/ = ||+/|| i de les férmules
de Frenet en el cas ppla. O
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SUBVARIETATS

En el primer capitol, vam considerar les corbes parametritzades com objectes centrals del nostre es-
tudi, i en varem definir diversos invariants: la curvatura (definida en qualsevol dimensio), la curvatura
amb signe (en dimensié 2), i el triedre de Frenet i la torsié (en dimensioé 3). Una observacié fonamen-
tal ha estat que aquests invariants s6n de fet geomeétrics: no depenen de la parametritzacio triada
en concret, sin6 de la imatge de la corba (la seva traga). Aixd imposa algunes condicions sobre la
traca d’'una corba com objecte geometric, i en el cas concret de la curvatura (I'Gnic invariant definit
per les corbes en qualsevol dimensid), vam veure al final de la primera secci6é que el subconjunt de
R™ que constitueix la traga d’'una corba s’havia de poder parametritzar de forma regular per una apli-
cacié que fos un homeomorfisme sobre la seva imatge per poder definir la seva curvatura en un punt.

En aquest capitol estudiarem la nocié que generalitza aquestes corbes que admeten parame-
tritzacions regulars injectives que sén homeomorfisme sobre la seva imatge a qualsevol dimensié
superior, és a dir la nocié de subvarietat. La seva definicié requereix alguns resultats previs de calcul
diferencial, interessants en si mateixos, i que presentem a continuacié.

m Estructura local de les immersions i submersions

En aquesta seccid, fixem m,n € N*, U un obertde R™ i f : U C R™ — R™ una aplicaci6 diferenci-
able de classe C°.

Recordem que I'aplicacié f es diu difeomorfisme local si per tot p € U existeix un entorn obert
V C U de p tal que f|y sigui un difeomorfisme’ (i aleshores m = n), i que el teorema de la funcié
inversa afirma que f és difeomorfisme local si i només si df,, és invertible entot p € U. Es a dir, f
és localment invertible si i només si f és invertible infinitessimalment. Veurem ara que aquest tipus
d’enunciat té analegs per les nocions d’injectivitat i d’exhaustivitat.

Primer definim les nocions d’injectivitat i d’exhaustivitat infinitessimal que necessitem.

'f|v és difeomorfisme <= f|y invertible d'inversa C'>°
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2.1.1 Definicions

Definicié 2.1.1 (Immersié i submersio)

€@ Diem que f és una immersié en p € U si la seva diferencial df, € .Z(R™,R") és
injectiva. Aleshores m < n. Diem que f és una immersié sobre U si ho és en cada
punt de U.

9 Diem que f és una submersioé en p € U si la seva diferencial df, € .Z(R™,R") és
exhaustiva. Aleshores m > n. Diem que f és una submersi6 sobre U si ho és en cada
punt de U.

Exemples.
@ (Inclusioé canonica) Quan m < n, I'aplicacié
1:R™" — R"xR" ™ ~R"
p=(21,...,Zm) = (21,...,Zm,0,...,0)

és una immersid, ja que di, = i és injectiva per tot p. Aleshores per tot difeomorfisme ¢ : V' C
R™ — (V) C R™ I'aplicacié ¢ o i és una immersié ja que

d(p o)y = dpip) o dip = dp;p) 0
és injectiva. Veurem que tota immersié s’escriu localment d’aquesta manera.
9 (Projeccié canonica) Quan m > n, I'aplicacié
m:R™ — R"
p=(1,. ., Zm) = (T1,...,Z,)

és una submersi6 perque dm, = 7 és exhaustiva per tot p. Aleshores per tot difeomorfisme
p:U CR™ — ¢(U) C R™ l'aplicacié 7 o ¢ és una submersié ja que

d(mop)y, =modp,
és exhaustiva. Veurem que tota submersié en un punt s’escriu localment d’aquesta manera.
6 (Grafica d’una funcié) La grafica de la funcié f
I(f):UCR™ — R™xR"~R"™™"
p = (fp)

és una immersid ja que dI'(f), = (Idgr~, df,) és injectiva. Notem que I'(f) també és automa-
ticament injectiva.

Ara recordem com descriure geometricament de forma simple una aplicaci6 lineal.
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Proposicio 2.1.1
Sigui L € Z(R™,R™). Llavors 3B base de R™ i 3B’ base de R" tal que

I, 0
Matg B/ (L) — (0 O) o

Demostracio. Siguir < min{m,n} el rang de L. Per definicié podem trobar una familia de vectors
e1,...,e.de R™ tal que (L(e1), ..., L(e)) sigui base de ImL. La familia (e, ..., e,) és linealment
independent, i es pot completar en una base (e1,...,er Upr1,. - Upy) d@ R™. Vi=7r+4+1,... m,
N1, N € Rtalque L(u;) = > 5 _; NikL(eg), idenoteme; = u; — >, Aiwer = €; € ker L.
Aleshores posem B = (ey, ..., ex,) que encara sera base, i completem la familia (L(eq), ..., L(e,))
en una base B’ de R™. La matriu de L dins aquestes bases s’escriu com s’ha enunciat. O

En particular veiem que
@ si:R™ — R” és unaimmersi6 lineal, 3 bases B, B’ tal que
I,
MatBﬁg/(I): 0 <~ I((.’tl,...,ZL'm)B):(CUl,...,:L’nﬁb,ow.‘,o)]g/7
@ sill: R™ — R™ és una submersié lineal, 3 bases B, B’ tal que

MatB7B/(H): (In 0) < H((zl,...,xm)B):(Il,...,xn)B/.
El mateix passa amb les aplicacions diferencials: només cal utilitzar difeomorfismes enlloc d’uti-

litzar difeomorfismes lineals (que s6n de fet els canvis de base).

2.1.2 Estructura local de les immersions
Comencem amb les immersions.

Teorema 2.1.1 (Estructura local de les immersions)

Suposem que f : U C R™ — R"™ és una immersié enp € U.
Existeixen U’ C U entorn obert de p, V' C R™ entorn obert de f(U") i ® : V! — (V')
difeomorfisme tals que

(I)Of(xlw"vmm):(mlv'”’xmao?'“ao)

Vg = (21,...,2m) € U.

En particular, si f és immersi6 en p, f és localment injectiva.

Demostracio. Recordem que m < n. Posem v; = dfp(e;) pertoti = 1,...,mon (e1,...,em)
és la base canonica de R™. Com df, és injectiva, la familia de vectors (v1, ..., v,,) és linealment
independent i es pot completar en una base (v1, ..., v,) de R™. Definim

v:UxR"™™ — R"

(@1, yxn) = flxr,.. ., xm) + Z XU

1=m-+1
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que compleix ¥(p,0) = f(p) i és diferenciable de classe C>°. A més
dV(,0) =dfpom+ Z vi-ef:dep(ei)-ef—i— Z vi-ef:Zvae;k
i=m+1 i=1 i=m+1 i=1

i trobem que Matcq, (d¥(p,0)) = (vi...v,). En particular d¥, és invertible, i pel teorema de la
funcié inversa, ¥ és difeomorfisme d’un entorn obert de (p,0) sobre un entorn obert V! C R™ de
U(p,0) = f(p). Podem suposar I'obert ¥~1(V’) de la forma U’ x W’ amb U’ entorn obert de p
i W' obert de R*~™ (aquests oberts formen una base de la topologia producte). Aleshores, per
construccié

U(x1,e ey Ty 0,0.,0) = f(@1,.0 0y Tm) = YUl o f(r,...,2m) = (T1,...,2m,0,...,0)

ertot (z1,...,x,,) € U’, i per tant el teorema és cert amb ® = U1, O
p

2.1.3 Estructura local de les submersions

Ara tractem el cas de les submersions.

Teorema 2.1.2 (Estructura local de les submersions)

Suposem que f : U C R™ — R"™ és submersié enp € U.
Existeixen U’ C U entorn obertde pi @ : U’ — ®(U’) difeomorfisme tal que

foé_l(xh'"amm) = (-'L'l,...,.’l?n)

Vg = (21,...,2m) € ®(U').

En particular, si f és submersi6 en p, f és localment exhaustiva.

Demostracio. Recordem que m > n. Com df, és exhaustiva, la matriu

Matcan (dfl (p))
Matcqy, (dfy) =

Matcan (dfn (p))

té rang n. Aixo vol dir que la familia (dfi(p), ..., df.(p)) de (R™)* és lliure, i es pot completar en
una base (df1(p),...,dfn(p), dnt1,- -, Om) de (R™)*. Definim Ve € U

(I)(x) = (fl(w)v . wfn(x)aganrl(w)v . 7¢m(x))

que és diferenciable de classe C*° i compleix d®, = (df1(p),...,dfn(D); dn+1,--.,Pm). En parti-
cular d®,, és invertible, i pel teorema de la funcié inversa, ® és difeomorfisme d’'un entorn obert U’
de p sobre la seva imatge. Aleshores, per construccio

o ®(z) = (f1(2),..., falz)) = f(2)
on recordem que 7 : R™ — R™ és la projeccid canonica, i per tant obtenim que
Tod=f <= fodl=n

i per tant el teorema és cert. O
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m Subvarietats

Siguin 1 < m < n dos nombres enters.

2.2.1 Definicio

Definicio 2.2.1

Diem que un subconjunt M C R"™ és subvarietat de dimensié m si per tot p € M existeixen
un entorn obert U C R™ de p i un difeomorfisme h : U — h(U) tal que

h(U N M) = h(U) N (R™ x {0}).

Laplicacié h es diu difeomorfisme linealitzant de M al voltant de p.

Es a dir, una subvarietat de dimensié m és un subconjunt de R”™ localment difeomorf a un subes-
pai vectorial de dimensié m. En particular 'imatge d’una subvarietat per un difeomorfisme és una
subvarietat.

Exemple. Tot subespai vectorial de dimensié m de R™ és una subvarietat, i per tant tota imatge per
un difeomorfisme d’un subespai vectorial de dimensié m és subvarietat. També és evident que si
M™ C R™ és subvarietat i V' C R"™ és un obert tal que V' N M = (§, aleshores el subconjunt V' N M
és igualment una subvarietat de la mateixa dimensié.

2.2.2 Caracteritzacions
El resultat seglient dona diversos criteris per demostrar que un subconjunt és subvarietat.

Teorema 2.2.1

Un subconjunt M de R™ és una subvarietat de dimensi6 m si i només si compleix una de les
proprietats equivalents seguents.

o (Grafica) Per tot punt p de M, existeixen un entorn obert U C R™ de p, un difeomorfis-
me ® : U — ®(U), un obert 2 de R™ i una funcié f : Q@ C R™ — R" ™ de classe C*
tal que

qeUNM <= Fz=(x1,...,2,) €Q talque D(q) = (z, f(z)) =T(f)(x)

Es a dir, M és una subvarietat si i només si M és localment difeomorf a la grafica d’'una
funci6.

9 (Descripcié implicita) Per tot punt p de M, existeixen un entorn obert U C R™ de p i
una submersié F : U — R™~™ tal que

UnM = F1(0).
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Es a dir, M és una subvarietat si i només si esta donada localment com la solucié d’'un
sistema de n — m equacions

Fm-‘r—l(q) =0
F.(¢99 =0
sota la condicié que la familia de formes lineals (dFy,+1(q), - - . , dF,,(q)) sigui linealment

independent a (R™)*.

9 (Parametritzacio) Per tot punt p de M, existeixen un entorn obert U C R™ de p, un
obert 2 de R™ i una immersi6 ¢ : Q0 — R™ tal que ¢ indueix un homeomorfisme

p: QS UNM

de I'obert €2 sobre el subconjunt U N M proveit amb la topologia induida.

El parell (€2, ) es diu parametritzacio local de M al voltant de p, mentre que el parell
(UN M, ¢~1)) s'anomena carta local de M al voltant de p.

Es a dir, M és una subvarietat si i només si M és localment I'imatge d’una immersio
que sigui homeomorfisme sobre la seva imatge.

La dltima caracteritzaci6 implica en particular que la traga d’'una corba regular v : I — R"™ no és
necessariament subvarietat de dimensio 1, i cal ser més exigent. Tal com vam comentar a la primera
secci6 del capitol anterior, és necessari que v sigui homeomorfisme de I sobre la seva imatge per
poder elaborar correctament la geomeétria diferencial d’aquests subconjunts.

Demostracio.
0 (=) Suposem que
geUNM < ®(q) = (z, f(x)) amb z € Q
per un cert difeomofisme ® i una aplicacié f : 2 — R™~ ™. Definim

h:QxR™™ — R"

(3;17 sy Ty Tt ly - - - 71'n) = ('7:17 vy Ty Tm41 — fm—i—l(xla s 7-Tm)7 ceey Ty — fn(xla s axm))

Matcan(dh):<[m 0 )

* Infm

que compleix

Per tant dh és invertible en cada punt. En particular i és difeomorfisme sobre un entorn obert
V =V; x Vade ®(p) = (zp, f(zp)), i siposem U’ = U N ®~1(V), tenim

qeUNM=UnNM)N® (V) < &(q) = (z, f(z)) peruncert z € QNV;
<= ho®(q) =h(z, f(z)) = (z,0) peruncert z € ANV,

®(
— hod(q) € R™ x {0} N (V) =V; x {0}.

En particular ho ®(U' N M) = ho ®(U’) N ((R™ x {0}), i h o ® és difeomorfisme linealitzant.
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(«<=) Reciprocament escrivim h(U N M) = Q x {0} on 2 és un obert de R™, definim f : Q C
R™ — R™ ™ per f(x) = 0. Llavors
qeUNM <= h(q)€h(UNM)=0Qx {0}
= h(g) = (h(q), .- hm(q),0,...,0) € 2 x {0}
= hlg) =T(f)(= )ambw—(hl( ) - hm(q)) € Q

i obtenim el resultat posant ® := h.

@ (—) Suposem que UN M = F~'(0) amb F : U c R* — R™ ™ submersié. El teorem
d’estructura local ens dona un difeomorfisme @ : U — ®(U) (podem suposar U’ = U) tal que

Fod Yoy, ...,zn) = (@pmat, -y xn). (M)
Llavors

geUNM < qgeUambF(q)=0
= qcUamb Fo® 1(®(q)) =0
<= ¢q€Uamb ®(q) € R™ x {0}
<— P(q) e (U)NR™ x {0}

i obtenim que el difeomorfisme @ és linealitzant.

(<) Si h és difeomorfisme linealitzant sobre un obert U al voltant d’'un punt p, llavors F' : U —
R™~™ definida per F(¢) = (hm+1(q),--.,hn(q)) és una submersié com dF = d(my 0 h) =
7o o dh amb g : R® — R™™ submersi6 lineal definida per w(x1,...,2n) = (Tmt1, .- -5 Tn)-
Al final obtenim que

geEMNU <= h(q) e h(U)N(R™ x{0}) <= qecUiF(q) =0.

9 (=) Suposem que ¢ : 2 — R™ és una immersio tal que ¢ : Q = U N M sigui un homeomor-
fism. Pel teorema d’estructura local de les immersions, per tot p € U N M existeix un entorn
obert Q' C 2 de z, U’ C U un entorn obert de ¢(€?') i un difeomorfisme h : U’ — h(U’) C R™
tal que

how(x1,...,&m) = (21,...,Zm,0,...,0)

pertot (x1,...,2z,) € . Podem suposar que h(U’) = Q' x W per algun obert W de R"~™,
Tenim

qelU'nNM < (x1,...,2,) € Q talque ¢ = p(x1,...,2,) €U’
< hiq) e h(U")NR™ x {0})

i veiem que h és linealitzant.
(«<=) Si agafem un difeomorfisme h linealitzant M al voltant d’'un punt, podem suposar que
h(UNM)=Q x {0} amb Q un obert de R™. Posem

o=h"loi: QU

on ¢ és la injeccié canonica. Llavors ¢ és una immersio injectiva, i per tant és bijectiva sobre
la seva imatge. Per construccio ¢(2) = U N M. Podem triar U C K compacte i llavors 1
és tancada doncs continua.
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Exemple. Lesfera unitat de R™ definida per
St ={(x1,.. ., 2n) ER™ |22+ .. 422 =1}

és una subvarietat de dimensié n — 1. De fet l'aplicacié F(z1,...,z,) = Z?:l r? — 1 és una
submersi6 sobre R™ \ {0} com Jac(F) = (21 ...2z,).

Per acabar aquesta seccid, anomenem les subvarietats en les quals centrarem els nostres es-
forgos en el proper capitol.

Definici6 2.2.2
Una subvarietat de dimensi6 2 de R3 s'anomena una superficie regular.

Per tant una superficie regular és un subconjunt de R3 que admet localment parametritzacions
(Q, p(u, v)) regulars en el sentit que ¢ és immersi6, i a més homeomorfisme sobre la seva imatge
(en particular injectiva). Des d’aquest punt de vista les superficies regulars sén la generalitzacié que
buscavem de les corbes regulars.

2.2.3 Parametritzacions locals d’una subvarietat

El seglent criteri sera molt dtil a 'nora de demostrar que un parell (£2,¢) és efectivament una
parametritzacié local d’'una subvarietat.

Proposici6 2.2.1
Siguin M™ C R™ una subvarietati ¢ : 2 C R™ — M unaimmersié injectiva on 2 és un obert.

Llavors (€2, ¢) és una parametritzacioé local de M.

El punt clau de la proposicié anterior és que suposem que M ja és subvarietat. Si no, no és cert
com es pot veure amb I'immersi6 injectiva seguent

v:0,2r[ — R
t = () ::(

sint sintcost
14cos2t’ 14 cos?t /"

La seva imatge, en forma de vuit, no és subvarietat, i v no és homeomorfisme sobre la seva imatge.

Demostracio. Cal demostrar que ¢ : 2 — M és un homeomorfisme sobre la seva imatge. Com
sabem que ¢ és invertible (és injectiva, i per tant bijectiva sobre la seva imatge), només s’ha de
comprovar que ¢! és continua.

Aquesta propietat és local, i per tant podem suposar que disposem d’un difeomorfisme linealit-
zanth: UNM = p(2) = h(U) N (R™ x {0}). Aleshores I'aplicacié6 ¥ = 71 o h o ¢ compleix que
dWV és bijectiva.

Més precisament, tenim en tot punt p de Q2

d¥,(R™) = d(miohop),(R™)
miod(hop),(R™),
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icomhop(Q2) C R™ x {0} ique d(ho ), és injectiva, obtenim que d(h o ¢),(R™) = R™ x {0}, i
per tant

d¥,(R™)

m(R™ x {0})
= R™.

Doncs d¥,, és exhaustiva, i doncs bijectiva.
Pel teorema de la funcié inversa, I'aplicacié ¥ és invertible localment i la seva inversa ¥ ~! és de
classe C'*°. Per tant trobem que localment podem escriure sempre

Pt =T omohlyg)
que és C*°, i en particular continua. O

Exemple. (Coordenades esfériques) Si considerem S? C R?, ja sabem que és una subvarietat de
dimensi6 2. Considerem I'aplicacié ¢ : Q := (0,7) x (0,27) — S? definida per la férmula

o(u,v) = (sinucosv, sinusinv, cos u).

Podem veure facilment que ¢ és injectiva, i calcular

COSUCOSvV —sinwusinv
Jac(yp) = | cosusinv  sinwucosv
—sinu 0

que té sempre rang 2 i doncs ¢ és immersid. Per tant fent servir la proposicié anterior obtenim que
(Q, ) és una parametritzacio local.

Ara demostrarem la propietat seglient que vam comentar al capitol anterior: si tenim dues para-
metritzacions regulars d’'una subvarietat de dimensi6 1 al voltant d’'un mateix punt, llavors localment
les parametritzacions sén reparametritzacions I'una de l'altra. De fet aix0 és cert en qualsevol di-
mensio, i sera fonamental a 'hora de generalitzar la nocié de subvarietats a la nocié de varietats.

Proposici6 2.2.2

Siguin (21, 1) i (Q2, 2) dues parametritzacions locals d’'una subvarietat M de R™. Llavors
<p2_1 o : <p1_1(<p1(91) N 2(22)) — gogl(<p1(91) N ¢2(£22)) és un difeomorfisme.

Demostracio. Només cal demostrar que <p2_1 o 1 és diferenciable de classe C*° (la seva inver-
sa <p1_1 o o ho sera automaticament intervertint els indexos), ja que <p2_1 o 1 és bijectiva de
01 (91(21) N w2(Q2)) sobre 5 (¢1(21) N w2(22)) com cada ¢; és homeomorfisme sobre la se-
va imatge. La propietat de diferenciabilitat és local, i per tant podem suposar que disposem d’'un
difeomorfisme linealitzant

h: Lpl(Ql) n QDQ(QQ) CcCM— h((p1(91) n LPQ(QQ)) C R™ x {0}
Aleshores per cada i = 1,2 'aplicacié 7 o h o ¢; és un difeomorfisme local: en tot punt p, tenim que
d(mohoy;),(R™) =R™,iper tant

d(mohop)p
és exhaustiva, i doncs bijectiva. Aix0 ens assegura que o h o ; és un difeomorfisme local, i com
és injectiva, deduim que és difeomorfisme i que la seva inversa és de classe C*°.
Al final obtenim que
w2 op1=(mohow) to(mohop)

és de classe C*°. O
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2.2.4 Espai tangent a una subvarietat

Definici6é 2.2.3
Sigui M™ C R™ una subvarietatip € M.

Siv : (—e,e) — M és una corba diferenciable de classe C*° tal que v(0) = p, diem que el
vector /(0) és tangent a M en p.

El conjunt de tots els vectors tangents a M en p s’anomena espai tangent a M en p i es
denota per

T,M = {~'(0) | 7: (—e,e) <> M tal que v(0) = p}

El resultat seglient ens permetra determinar facilment I'espai tangent d’'una subvarietat presen-
tada implicitament o paramétricament.

Proposici6 2.2.3
Sigui M™ C R™ una subvarietatip € M.

© Si (9, ©) és una parametritzacié local de M al voltant de p, llavors

TpM = Imd<p¢71(p) .

@ Si U c R" és un entorn obert de p i F : U — R™ ™ una submersié tal que
F~Y0) = U N M, llavors
TpyM = ker dFj,.

En particular T}, M és subespai vectorial de dimensié m de R".

Demostracio. Primer observem que per tot X = dp,-1(,)(Y) € Imdgp,-1,), la corba vy : t
(—e,e) — p(p~t(p) +tY) € M esta ben definida per ¢ prou petit, i compleix v(0) = p i 7/(0)
dpy-1()(Y) = X. Per tant tenim la inclusié Imdy,, -1,y C T, M.

En segon lloc si v : (—e,e) — M és una corba diferenciable de classe C*° tal que v(0) = p,
podem suposar ¢ prou petit perque F(~(t)) sigui ben definit, i aleshores derivant en 0 obtenim
dF,(+v'(0)) = 0. Aixi doncs, tenim la doble inclusié

S

Imdp, -1, CTpM C ker dF),
———— N——
dim=m dim=m
i concloem fent servir les dimensions. O
Exemple. Calculem el tangent a S? en un punt p fent servir els dos punts de la proposici6 anterior.
@ Recordem la parametritzaci6 (€2, ¢) on € := (0, 7) x (0, 27) i
o(u,v) = (sinwu cos v, sinu sin v, cos u).

Vam observar que

cosucosv —sinusinwv
__ (9¢ O¢)\ _ . .
Jac(p) = (42 %2) = | cosusinv  sinucoswv
—sinu 0
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i per tant si p = p(u, v) aleshores

TpM = |md(p(u,v) = Vect <gii, ?;5) .

@ Recordem que S2 = F~1(0) amb F(21, x2, x3) = 22 + 22 4+ 22 — 1 submersié sobre R3\ {0}.
ComJac(F) = (2z1 2z 2x3), obtenim per qualsevol p = (z1,z2,x3) € S* que

T,8% = {X = (X1, X2, X3) € R® | dF,(X) = 2(21 X1 + 22X + 23X3) = 0} = p*.
En el cas d’'una superficie regular S C R3, si (Q, ¢ = ¢(u,v)) és una parametritzacio local de S
al voltant d’un punt p, denotarem per

Oy _ Oy
sDu_@u Po = ov

els vectors coordenades que formen una base de 7,5 = Imdp,-1 ;)

2.2.5 Aplicacions diferenciables

Definici6 2.2.4
Sigui M™ C R™ una subvarietat, p € M i k € N*.

Una aplicacié f : M — RF es diu diferenciable en p si, per a tota parametritzacié local
(92, p) de M al voltant de p, I'aplicacié f o ¢ és diferenciable en ¢~ (p).

Laplicacié f : M — R es diu diferenciable si ho és en cada punt de M.

Observacions.

o Per comprovar que una aplicacié f : M — R* és diferenciable en un punt p de M, només
cal comprovar-ho per una parametritzacié local (€2, ¢) al voltant de p. Més precisament, si
(€Y', %) és una altra parametritzacié local al voltant de p, sabem que I'aplicacié ¢! o v és un
difeomorfisme, i per tant f o ¢ = (f o ) o (¢~ 0 4)) és diferenciable en v~ 1(p) si i només si
fophoésenypi(p).

@ Evidentment la restricié a M d’'una aplicacié diferenciable f : U ¢ R" — R* definida sobre
un obert U que conté M és automaticament diferenciable sobre M.

Proposici6 2.2.4
Sigui f : M c R™ — R* una aplicacié diferenciable, i v : I — M una corba de classe C*°.

Aleshores la corba f oy : I — RF és de classe C™.

Demostracio. Fixem ty € I i triem una parametritzacié local (€2, ¢) de M al voltant de ~y(¢o). Pel
teorema d’estructura local de les immersions, 3® : U C R" — ®(U) C R" difeomorfisme d’un
entorn obert U de ~(to) sobre la seva imatge tal que

DPop(xy,...,Tm)=(T1,..,Zm,0,...,0)
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per tot (z1,...,2,) € ¢~ (U N M). En particular observem que ® és difeomorfisme linealitzant de
M. Fent una possible restricci6 de €2 podem suposar que ¢(£2) C U.
Triem I’ un subinterval obert de I tal que to € I" i v(I') C (), i definim m funcions

Ul ... U I = R

per la condicié
(wit), .., um(t) == ¢~ (4(2))
pertott € I'. Com ® o p(uy(t),...,um(t)) = (ui(t),...,um(t),0...,0) veiem que
(ui(t), ..., um(t),0...,0) = ®oy(t)

i que per tant les funcions uy, . . ., u,, s6n de classe C*° com ® et v ho sén.
Finalment escrivim que

foy(t)=fod todory(t)=fod todop(ui(t),...,um(t)) = fow(ui(t),...,un(t))

per tot t € I’, i podem concloure que f o~y és de classe C* sobre I’ com a composicié de les
aplicacions fopit e I' — (uy(t),...,un(t) que ho son. O

Proposici6 2.2.5
Sigui f : M™ C R® — N C RF una aplicacié diferenciable, i p un punt de M.

Per tota corba v : (—e,e) — M de classe C* tal que v(0) = p, el valor

F(v(®)

0

dt

depen només del vector tangent X, i ho denotarem df, (X).

En particular I'aplicacio

dfp : TpM — Tf(p)N

X o dfy(X) S

WLCI0)

0

on v : (—e,e) — M és qualsevol corba tal que v(0) = pi~+'(0) = X és una aplicacié lineal
ben definida que s’Tanomena aplicacié tangent, o diferencial, de f en p.

Demostracio. Ja sabem per la proposicié anterior que la funcié f o -y esta de classe C'°*°. Compro-

vem que
d
2| 16w

0
no depen efectivament de la corba triada. Suposem que h : U — R™ és difeomorfisme linealitzant
de M al voltantde p tal que A(U) = Q1 x W C R™ x R"~™ (sempre ho podem suposar per definicié
de la topologia producte). Posem pertot ¢ € U

flq)=foh " omoh(q),
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és a dir que si h(q) = (z1,-- -, Tm, Tmy1,- - -, Tpn) definim f(q) = fo h=Y(x1,...,2m,0,...,0).
Aleshores l'aplicacié f : U ¢ R® — R és diferenciable i, com f i f coincideixen sobre U N M,

d d| - _
_— = — = X
7| J0W) = | Fo®) = i),

valor que no depén de la corba triada. O

Es un exercici veure que la regla de la cadena es compleix per I'aplicacié tangent: si g : M™ C
R™ — NP C RFi f: NP ¢ R* — R’ sén aplicacions diferenciables entre subvarietats, llavors per
tot p € M tenim la igualtat

d(f o 9)p = dfy(p) © dgp.
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CAPITOL

SUPERFICIES REGULARS

Sigui S una superficie regular i fixem p € S. Recordem que una superficie regular és una subvarietat
de dimensi6 2 de R3.

“ Primera forma fonamental

3.1.1 Definicio

Definicio6 3.1.1
El producte escalar de R? definit per (X,Y) = Z?:1 X,Y; indueix un producte escalar

I,:T,8xT,5 — R
(X,Y) = (X,)Y)

sobre I'espai tangent anomenat primera forma fonamental de S en p.

Si (Q, ¢) és parametritzacié local de S al voltant de p, recordem que els vectors coordenades
o = Op/0ui @, = dp/0v formen una base de T, M = Imdip,-1,), | escriurem

C ({pwew) (Gwon) . (Ewv) Fluv)
Mat(e..pn) (Tp) = (m,w m,m) = <F<u,v> Glu, v>> '

Quan no hi hagi risc de confusié denotarem simplement I, la matriu Mat,,, .. )(I,).

Exemples.

@ Considerem la superficie regular % = {22 + y* + 22 = R?} C R3 i fixem la parametritzacié
local (©2,¢) amb = (0,7) x (0,27) i p(u,v) = R(sinwcosv,sinusinv,cosu). Llavors
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calculem facilment
L _ R? 0
P—\ 0 R?sin’u/’

9 El cilindre {z? +y? = 1} és una superficie regular que admet com a parametritzaci6 ¢ (u,v) =
(cosu, sinu,v) amb (u,v) € Q = (0,27) x R per exemple. Aleshores

1 0
W= (3 0).

3.1.2 Calcul de longitud

Aquesta forma fonamental ens permet calcular la longitud d’'una corba de la qual la traga esta con-
tinguda dins una carta local.

Proposicio 3.1.1

Sigui (£2, ) una parametritzaci6 local de S, i~ : I — S C R? una corba tal que la seva traga
compleix v(I) C ¢(Q). Si posem (u(t),v(t)) = ¢ ((t)), recordem que les funcions u, v
son automaticament dins C'*°(1) i fixem [a, b] C I.

Aleshores la longitud de  de a a b esta donada per la formula:

b
(Vo) = / VE(u(t), v() (w/(1))? + 2F (u(t), v(t))w' ()0’ () + G(u(t), v(t)) (v (1)),

0, de forma més condensada,

b
L(V[a,p) = / VEW)? + 2Fu'v' + G(v')2dt.

Demostracio. Tenim
Y (t) = ' (#)p(u(t), v(t) + v () pu (u(t), v(t)),

i per tant
VO = V&' @®),y(1)
= VE(u(t),v(t)(w ()2 + 2F (u(t), v(t))u (1)o' (t) + G (u(t), v(1)) (v'(t)?).
Deduim el resultat de la definicié de la longitud: £(7|(4.5)) = ff I/ (t)]|dt. O

El resultat anterior és sobretot interessant quan la corba esta ja donada en coordenades locals
com en I'exemple a continuacio.

Exemple. Considerem la superficie anterior S% = {2 + y* + 22 = R?} C R3 i la seva parametrit-
zacié local (2, ¢) donada per ¢ : (u,v) € Q = (0,7) x (0,27) — R(sinu cos v, sinusin v, cos u).
Per qualsevol 6y € (0, ), definim la corba parametritzada ~y, : (0,27) — S per
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Llavors u(t) = 6y i v(t) = t, i la proposicié anterior ens permet calcular per a tot interval [a,b] C
(0,27) la longitud segient:

b
L(Vap) = /\/E(u’)2+2Fu’v’+G(v’2)dt

b
= / \/R2 02 42.0.0.1 + R2sin? 6, - 12dt
= (b—a)Rsinby.

En particular observem que la longitud total del paral-lel ((0, 27)) val 27 sin .
3.1.3 Area en coordenades locals

Definicié 3.1.2
Un subconjunt D C S s’anomena domini si

» D és un obert connex per la topologia induida;

* 0D =~ U...U~ amb k € Niels ~;’s s6n corbes diferenciables a trogos per tot
i=1,...,k, amb el convenique k = 0 < 0D = (.

Lunié R := D U dD s’anomena regio.

Considerem el paral-lelogram
P = {sX +tY | (s,t) € [0,1]*}
determinat per dos vectors X i Y de R3. Aquest subconjunt té area
Area(P) = || X||||Y]| sin @

on 6 € [0, 7] esta determinat per la condicié (X,Y) = || X||||Y|| cos 6. Perd recordem que || X AY|| =
[IX|[|IY || sin @ i per tant trobem la férmula

Area(P) = | X A Y.

Aix0 ens ajuda a entendre la seglent definicid.

Definicio 3.1.3
Siguin (€2, ¢) parametritzacié local de S i R una regié compacta de S de domini associat D
tal que R C ¢(2).

Definim I’area de la regié R com

Area”(R) := /

%)

low A oy ||dudv.
D)

Comprovem en el proper resultat que aquesta definicid no depén de la parametritzacié triada, i
que podrem escriure Area(R) sense fer cap referéncia a la parametritzacié ¢.
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Proposicio 3.1.2
Siguin (€2, ¢) una parametritzacié local de S i R una regié compacta de S de domini associat
D tal que R C ¢(Q).

Aleshores primer

Area”(R) = / VEG — F? dudv,
»=1(D)

i en segon lloc aquesta quantitat no depén de la parametritzacié triada.

Demostracio. Pel primer punt, denotem 6 I'angle dins [0, 7] determinat per I'equaci6 (., ,) =
0wl Iy || cos @ i calculem

2 sin? 0

[

leull?[leull*(1 = cos® )

= ||<puH2||§0vH2*<<pu7$0v>2

= {(Pu, Pu) (Do, Po) — (Pus v)?
= EG-F?

lu A 0y

i veiem que la férmula anunciada és correcte.

El segon punt necessita més feina. Sigui (€, ) una segona parametritzacié de S que compleix
R C (). Fent una possible reduccié dels oberts Qi £, suposarem que ¢(Q2) = ¥ (). Sabem
que l'aplicacié

hi=¢ylop:Q —
(u,v) — h(u,v)=(u,0)

és un difeomorfisme tal que h(¢~1(R)) = 1~ *(R). Laplicacié h es pot interpretar com un canvi de
variables i donat que dadv = | det Jac(h)|dudv obtenim

/ JEuGy — F2 dudi = / JFuGy — F2 o h det Jac(h)|dudv.
p=1(D) »—1(D)

Lema 3.1.1

Si 1, i1y son les matrius que representen la forma fonamental de .S en les bases (., ¢y) i
(va, ¥5) respectivament, llavors

I, = Jac(h)" - (I o h) - Jac(h).
Demostracio. De la relacié ¢(u,v) = 1 (hi(u,v), ha(u,v)) obtenim

oh %) Oh 9
pu=Gt x Groh+ G2 x ook

oo G x Boht G xS o
i observem que Jac(h) és la matriu de canvi entre les base (., ) i (¢4, ¥5). De la féormula
del canvi de base de la representacié matricial d’'una forma quadratica deduim el resultat.

O
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Al final calculem
det I, = det(Jac(h))? - det(I,) o h,

icom
detl, = E,G, — F? i det(ly) = EyGy — Fy,

deduim el resultat:

/¢ o) \/ BuGy — F2 dudv = / . \JEoGy — F2 dudv.
. o

O

Exemple. Considerem la superficie anterior S% = {z% + y? + 2? = R?} C R? i la seva parametrit-
zacié local (€2, ¢) donada per ¢ : (u,v) € Q = (0,7) x (0,27) — R(sinw cos v, sinusin v, cos ).
El subconjunt S% és una regié compacta associada al domini D := (), donat que D és un obert
com ¢ és homeomorfisme sobre la seva imatge, i que S% = ¢(Q). Llavors, calculem

™ 27
Area(S%) = / VR? - R?sinu — 02dudv = 47 R>.
0o Jo

3.1.4 Isometries entre superficies

Siguin S1, S2 C R? dues superficies regulars, i f : S; — S» una aplicacio diferenciable.

Definicio 3.1.4

Laplicacio f es diu isometria local si per tot p € S; la diferencial df,, : 1,51 — T'¢)S2 €s
isometria, és a dir compleix V.X,Y € 1,5, la igualtat

(dfp(X), df(Y)) = (X, Y).

Diem que f és isometria si a més f és invertible.

Observacions.

© / isometria local = Vp € Sy, df, : T,S1 — Ty(p)S2 €s invertible. Llavors es pot demostrar,
prenent parametritzacions locals, que f és localment invertible.

@ Si f ésisometria, f~! ho és.

Ara analitzarem com una isometria preserva les longituds i les arees. En el cas de les longituds,
tenim una caracteritzacié de les isometries locals.

Proposici6 3.1.3
[f és isometria local] <= [f preserva les longituds: V+ corba sobre S, £(f o) = £(7)].

Demostracio. Si f és isometria local, llavors

1V )l = lldf ) (' @)ll2 = 1 2 7) ()2,

formula de la qual deduim per integracié que v i f o -y tenen la mateixa longitud.
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Reciprocament, si f conserva les longituds, aleshores Vp € S; i VX € T,,51 siguiy : (—¢,e) —
Sy tal que v(0) = pi+/(0) = X. Tenim per tot ¢t € (—¢,¢)

t t
| e = 102y )
i derivant aquesta relaci6é en ¢ = 0 obtenim

17 (O]l = lldfs (Y ONl2 = [IX[l = ldfp(X)]l2.

Aixi la diferencial df, preserva la norma, i doncs preserva el producte escalar via la identitat de
polaritzacié. O

Proposicio 3.1.4
[f és isometria] = [f preserva les arees].

Demostracio. Sigui R C Sy una regié compacta i (2, o(u,v)) una parametritzacié local de S; tal
que R C (). Com f és isometria, f o ¢ : Q — f(p(Q)) és diferenciable, injectiva i immersio.
Aixo implica que (2,% := f o ) és una parametritzacié local de S, i compleix f(R) C ¥(2). De la
relacié ¢ = f o ¢, veiem que
Yu =df(pu) 1 Yo =df (pu).

Aixi

Ey = <7/}uku> = <df(90u)adf(90u)> = <S0u790u> = E,,
i de la mateixa manera F, = F, i Gy, = G,. Aleshores

Area(R) = / \/ EoGy — F2dudv = / \/ BwGy — F2dudv = Area(f(R)).
¢=1(D) (fow) =M (F(D))
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m Segona forma fonamental

Sigui S una superficie regular.

3.2.1 Orientacio de les superficies
Denotem S? la esfera de radi 1 centrada a I'origen de I'espai R? definida per

S = {p=(2.9,2) € B® |a® +° + 22 = 1}.

Definicio 3.2.1

Diem que S és orientable si existeix una aplicacié v : S — S? diferenciable de classe C* tal
que pertotp € S
v(p) € (T,9)* <<= T,5=rv(p)".

Una tal aplicacié v es diu aplicacié de Gauss o camp normal unitari de S.

Si S és orientable per un camp normal unitari v, llavors S admet exactement dos camps
normals unitaris que seran v i —v, ja que dim(7},S)* = 1. Leleccié d'un camp normal unitari
d’una superficie orientable s’anomena orientacioé de S.

Si S és orientada per un camp normal unitari v, llavors Vp € S'i X,Y € T,S, diem que
(X,Y) és base positiva de 7,5 si es compleix la condicié:

det(X,Y,v(p)) > 0.

Exemples.

o La esfera S? és una superficie regular orientable, i un exemple d’orientaci6 és el vector normal
unitari definit per tot p € S? com

v(p) = p,
perqué T,S = Vect(p)* i [[p] = 1.

@ Localment sempre existeix una orientacié. Precisament, si (Q, ¢ = o(u,v)) és una parame-
tritzacié local de S, llavors

Pu N
l/((p(u,v)) = m(uvv)

és, per construccid, un camp normal unitari tal que (., (u, v), @, (u,v)) sigui base positiva de
Tp(u,v)S €n cada punt de ¢(2).

€@ La banda de Moebius no és orientable com veurem a classe de problemes.

El resultat segiient relaciona les orientacions locals (que existeixen sempre) amb l'orientacié
global.
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Proposicio 3.2.1
Si existeix una col-leccié de parametritzacions locals {(£2;, ;) }ier de S tal que

S = Uierpi ()

i tal que per toti # j € I?
det Jac(c,oj_1 op;) >0

sobre ¢ ' (p:(Q:) N ¢;(Q;)), aleshores S és orientable.

Demostracio. Vam veure que si posem h = (hy, hg) = Lp}l o ; llavors escrivint ¢; = @j o h
obtenim

(Pi)u = G2 (pj)aoh+ G2(pj)5 0 h . <(<m)u> _ Jac(h)! (EW)“> oh.

(i) = 22 (p)g 0 b+ 22(p;)5 0 b

Per tant si det Jac(h)" = det Jac(h) > 0 deduim que

>

i)u A i)v i) a i) v
VZ.O%:”EW (i (0i)aN@ido oy oo =00

ei)u N (i)oll (i) A (@5)a

és a dir que v; = v; sobre el domini ¢;(£2;) N, (€2;). Per tant podem definir un camp normal unitari
posant per totp € S
v(p) = vi(p)

si p € p;(S). Agquesta aplicacié esta ben definida, de classe C*° i defineix un camp normal unitari
sobre S. O

Per acabar introduim la definicié seguent.
Definicio 3.2.2

Suposem S orientada per v camp normal unitari. Una parametritzaci6 local (€2, ) de S es
diu compatible amb I’orientaci6 si tenim

u(p) = 2 I
0w A ol

per tot p = (u,v) € p(Q).
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3.2.2 Definicio de la segona forma fonamental

En aquesta secci6 suposarem S orientada per un camp normal unitari v : S — S? C R3 i fixarem
peS.

Definici6 3.2.3
Via la igualtat 7,,S = T,,(,)S?(= (v(p))™*), obtenim que I'aplicacio lineal

Wp:TpS — Ty(p)SQ
X = —dy(X)

és un endormofisme de T},.S conegut com endomorfisme de Weingarten, i I'aplicaci6 bilineal
associada

,:T,SxT,5 — R
(X,Y) = IL(X,Y) :=(Wy(X),Y) = —(dvp(X),Y)

s’anomena segona forma fonamental de S en p.

Observem que si coneixem la primera forma fonamental I,,, determinar 'endmorfisme de Wein-
garten W, és estricament equivalent a determinar la segona forma fonamental II,,.

Exemples.
@ Si{z=0},llavors v = (0,0,1) i deduim W = 0i Il = 0.
@ Sobre S? podem escollir el camp normal unitari (p) = p, es a dir v = Ids2. Llavors

W, =—Idpe i 1, =1,

9 Considerem el cilindre C = {z? + y? = 1} C R? orientat per el camp normal unitari
v(z,y,z) = (z,9,0).
Fixem uy € R i considerem la parametritzacié local

v (ug,up+27) xR —=C

(u,v) +—  p(u,v) = (cosu,sinu,v).
Veiem que

—dv(py) = —(—sinu, cosu,0) = —p,

—vop(u,v) = —(cosu,sinu,0) = {—du((pv) _0

i llavors, utilitzant que (., ¢, ) és ortonormal, obtenim

-1 0} -1 0
mat(%va)(Wp) = ( 0 0) | mat(¢1L7¢1))(IIp) = ( 0 O)

El resultat seglient és fonamental i ens permetra definir les diferents nocions de curvatures.
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Proposicio 3.2.2

La segona forma fonamental és simeétrica, o de forma equivalent, 'endomorfisme W), és au-
toadjunt:
(X, Y) = (Wp(X),Y) = (X, Wp(Y)) = IV, X)

pertot X,Y € T,S.

Demostracio. Sigui (€2, ¢) una parametritzacié local de S al voltant de p = ¢(ug, vg). Per linealitat
de W, i simetria del producte escalar, només cal demostrar la igualtat pel parell (¢, ¢, ), ja que és
base de 7,,S. Recordem que

Wylpu) = —dvp(pu)

d
= T -, v(p(uo +t,v0))
_ _8Vo<p( )
- au Up, Vo),

i de la mateixa manera W (¢,) = — agg“" (uo, vo). Observem que

a/0v
0 (0w 0 9) /00, u) + (1 0 9y pu) =0,

i de la mateixa manera (9(voy)/Ou, @, )+ (vop, pu.,) = 0. Llavors, tenint en compte que v, = Yuu,
Wplpu), ou) = —(0(vop)/du, pu)
= (VoY up)
(Vo p, puu)
—(0(v o) /0v, pu)
= (Wp(ew), Pu)

i concloem fent servir la simetria del producte escalar. O

(vop(u,v), pu(u,v)) =0

3.2.3 Curvatures principals, de Gauss i mitjana

Ara podem definir les diferents nocions de curvatura d’'una superficie regular orientada. Suposem S
orientada per un camp normal unitari v i fixem p € S.

Definici6 3.2.4

Com W, : T,,S — T,S és un endomorfisme autoadjunt, W, té valors propis reals k1 (p) i
k2(p), i diagonalitza en una base ortonormal (X7, X3) de T,,S. En particular tindrem

k 0
Mat(XhXZ)(IIp) = Mat(X17X2)(Wp) = < lép) kz(p)) .

Els subespais propis Vect(X;) i Vect(X3) s’anomenen direccions principals de S en p, i
els valors propis k1 (p) i k2(p) s'anomenen curvatures principals de S en p.

Si k1(p) # k2(p) les direccions principals sén uniques.
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Quan k1 (p) = k2(p) = k(p), la superficie es diu umbilical en p i tenim que W, = k(p) Id|TpS:
totes les direccions de T},S s6n principals.

Definim la curvatura de Gauss de S en p com
K(p) := det(W,) = ki(p) - k2(p),
i la curvatura mitjana de .S en p com

k1(p) + ka2(p)

H(p) = tr(Wy) = 222

Observacio. Sicanviem l'orientacié de S de v a —v, W), es convertira an —W), i per tant veiem que
curvatures principals i mitjana es multiplican per —1. En canvi, la curvatura de Gauss no depén de
I'orientacio triada.

Aquestes diferents nocions de curvatura estan relacionades com segueix.

Proposici6 3.2.3
Les curvatures principals estan determinades per la férmula:

ki(p) = H(p) £ VH(p)* — K(p).

Demostracio. Sidenotem P(\) = det(W, — AId), i, donada una parametritzacié local (€2, ) de S
al voltant de p, denotem

a b
Mat(w,w)Wp = (b c) )

llavors
a— A b
PN = det( b c—)\)

= (a=N)(c—A) —b?

= ac—b* —(a+c)A+ N\

= K-—2H\+ )\

= A= (H+VH?-K))- (A= (H — VH?2 - K))
i per tant obtenim el resultat. O

3.2.4 Expressio local

Ara expliguem com determinar les expressions de W, i 11, dins una parametritzacio local.

Proposicio 3.2.4 (expressions locals de I1,, i 7))
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Suposem S orientada per v : S — S?, i sigui (€2, ) una parametritzacio local de S compatible
amb l'orientacié. Posem o = v o o = @, Ay, /||@u A oo ]| | definim

€= <’7a ‘Puu>a

f = <ﬂ790uv>7 (: <17a Spﬂu»

g = <ﬂ7‘pvv>~
Llavors

e f
Mat II,) =
(@u#ﬁv)( p) <f g)

i

B 1 eG — fF Gf—Fg

Moo (Vo) = G~ 72 <—eF +fE —fF+gE)"

En particular,

_ 2 _

5 &9 f i H:eG 2fF+gE.
EG — F? 2(EG — F?)

Observem que quan Mat,, ,.)(I,) = Iz enun cert punt p, llavors £ = G = 1i F' = 0 i per tant

Mat(,, ,)(Ip) = Mat(p, o, (Wp) = (Jec f) )
com dins el cas del cilindre (exemple 3 de la secci6 3.2.2).
Demostracio. Calculem primer
p(u, ou) = (=dvp(pu),pu) = (~Puu) = AV o) =€,
i de la mateixa manera obtenim
I (uspo) = f 1 1p(0u,00) = g

_ IIP(SDu»SOu) Hp(‘PmSDv) (e f
Mat(“’“’w”)(ﬂp)<Hp(somwu) Wp(pospu))  \f 9)°

Arabé, comII,(X,Y) = I,(W,(X),Y) veiem que en termes de matrius

Per tant

Mat(%,%)(llp) = Mat(%,%)(Wp)t . Mat(w,%)(lp).

Aleshores
_ 1\t
Mat(, o) (Wp) = (Mat(y, o)1) x Mat(, ) (L) 7")
= Mat(,, ., Ip) 7" x Mat,, .. (IL,) (I, i II, s6n simétriques)
~ (E F\! (et
- \F G f g
_ 1 G -F < (€ f
~ EG-F2\-F FE f g
B 1 eG—-fF Gf—Fg
T EG-F2\-eF+fE —fF+gE)"
Les formules per K i H en sén conseqliéncia directa. O
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3.2.5 Curvatura normal

En aquesta seccié relacionem les curvatures principals de la superficie regular .S amb la curvatura
de les corbes que conté. Suposem S orientada per v : S — S2.

Definicio 3.2.5

Sigui v : I — S una corba parametritzada per la longitud d’arc i fixem s € I. Llavors la
curvatura normal de v en s es defineix com la quantitat

kn(s) = (v"(s), v(7(s)))-

Aquesta quantitat es pot calcular fent servir la segona forma fonamental:

Proposici6 3.2.5

Sigui v : I — S una corba parametritzada per la longitud d’arc i fixem s € I. Es compleix la
igualtat:
kn(s) = II'y(s) (71(3)7 ’}//(S))

Demostracio. Sabem que +/(s) € TS i per tant (/(s),v o y(s)) = 0 per tot s € I. Derivant
aquesta relacié obtenim

(Y'(s),v09(s)) + (7' (s), (v o 7)'(s5)) = 0.

Aleshores veiem que

En particular, observem que la curvatura normal només depén del punt i del vector tangent a la
corba en aquest parametre. Aix0 justifica la seglient definicio.

Definicio 3.2.6
Fixemp e SiX € T,S talque I,(X, X) = 1.
La curvatura normal de S en la direccié X és el nUmero

ko (X) = IL,(X, X).
Observem que k, (—X) = k,(X).

Aquesta quantitat coincideix amb la curvatura normal de qualsevol corba v : (—e,e) — S
ppla tal que v(0) = pi+/(0) = X.

En particular, k,(X) és la curvatura normal de la corba parametritzada per la longitud d’arc
resultant de la interseccié de S amb el pla afi p + Vect(X, v(p)).
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Ara relacionem curvatures principals i curvatura normal:

Teorema 3.2.1 (Formula d’Euler)

Fixem p € S. Siguin k1, k2 les curvatures principals de S en p, i (e1, e2) una base ortonormal
de vectors propis de I'endomorfisme de Weingarten, és a dir

k 0
Mat(el,@)(Wp) = (01 kz) 5

Aleshores
kn(0) := ky(cos ey + sinfes) = kq cos? 0 + kg sin? 6

per tot 0 € R.
En particular les curvatures principals k1 i k3 de S en p corresponen als extrems, maxim i

minim respectivament, de la funcié k,, : {X € T,,5 | | X|| = 1} — R curvatura normal de S
en p.

Demostracio. Primer calculem

k,(0) = k,(cosfe; +sinfley) = II,(cosbe; + sinfey, cosber + sinfes)
= (Wp(cosbes + sinfes), cosbes + sinfes)
= (cosOWy(e1) + sin OW)(ez), cos ey + sin fes)
= (cosBkie; + sinOkqeq, cos ey + sin fes)
= kycos®0 + kysin? 6.

Aleshores obtenim que &/, (6) = 2cosfsinf(—ky + k2), i doncs si k1 # ko veiem que els valors
extrems s’assoleixen quan cosfsinf = 0 <= 0 = 0[r /2] <= k,,(0) = k1 0 ko. O

En particular veiem que la curvatura de Gauss es pot interpretar com el producte del minim pel
maxim de les curvatures normals. Quant a la curvatura mitjana tenim el resultat segient.

Corol-lari 3.2.1

La curvatura mitjana en p € S compleix

1

27
= — k. (0)do.
=g | ka0

Demostracio.

27 27 27
/ kn(0)d0 = Ky / cos? 0df + ks / sin® 0d6
0 0 0

= (k1+k2)~7r.

53



3.2.6 Linies de curvatura i linies asimptotiques

Definicio 3.2.7

+ Diem que la direccié de TS determinada per un vector tangent X € 7S tal que
I,(X, X) =1 és una direccio6 asimptotica si k,,(X) = 0.

« Diem que una corba v : I — S regular és linia de curvatura (respectivament linia
asimptotica) si en cada ¢ € I la direcci6 determinada pel seu vector tangent v/(t) és
direccio principal (respectivament direccié asimptotica).

Esta clar que les linies asimptotiques estan caracteritzades per la propietat seglent : v és linia
asimptotica sii només si IL, ;) (7/(t), 7' (t)) = 0. Podem donar la caracteritzacié seglient de les linies

de curvatura.

Proposici6 3.2.6
Una corba « : I — S regular és linia de curvatura si i només si 3\ € C°(I) tal que

(v o) (t) = Alt) - (1)

pertott € 1.

Demostracio. (=) Si ~y és linia de curvatura, llavors +/(¢) esta contingut en una direccié principal,
i podem escriure dv.,)(¥'(t)) = A(t)7'(t) on —A(t) sera una de les curvatures principals en ~(t).

Pertant (vov) = X-+.
(<) Reciprocament, si (v o)’ = A-+/, aleshores +/(t) és vector propri de I'aplicacié de Weingarten
W.,(+) 1 deduim que pertany a un de les direccions principals. O

Per acabar, donem les descripcions locals de les linies de curvatura i asimptotica.

Proposicié 3.2.7
Sigui (2, ) una parametritzacié local de S, i y(¢t) = ¢(u(t),v(t)) una corba v : I — S tal
que v(I) C ¢(£2). Aleshores

@ La corba v és linia asimptotica si i només si

e(u')? +2f (u'v') + g(v')* = 0.

@ La corba v és linia de curvatura si i només si
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Demostracio. Gom que +' = v/, + v’ ¢, calculem

L) = (iff)t(j; N()
= e(W)? + 2f (W) + g(v')2.

Per tant, com sabem que  és linia asimptotica si i només si I, (v’,~’), obtenim el primer punt.
Pel segon punt, la relacié W, (y') = —\ -+’ s’escriu

u’ u’
Mat(sau,sov)(W'y) (Ul) =-X- (v’)

(eG— fF)YW + (Gf — Fg)v' o'\ _
> det ((—eF + fEY 4+ (—fF + gE)Y/ v’) =0

= (fE—eF)(u)*+ (9E — eG)Wv' + (gF — fG)(v')> =0

(,U/)Z _u/v/ (u/)Q
<= det E F G =0.
e f g
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“ Teorema Egregium de Gauss

En aquesta secci6é considerem S una superficie regular parametritzada per (2, ¢). En particular
la superficie esta orientada per el camp normal unitari v(¢(u, v)) = ©u A ©u/|leu A ©ol| | posem
vV = v o com sempre.

3.3.1 Simbols de Christoffel

Definicio 3.3.1

3! funcions {I'}; : @ — R}; ;=12 anomenades simbols de Christoffel de .S definides per
les relacions

uu =T110u + T 0y +ev

Puv = lgpu + Digpy + [

Pou = F%l@u + 1“%1% + fo

Pov = F%290u + F%Z‘pv +gv

| COM Yy, = Puu, Obtenim que I'}; = I'}; pertot i, j, k = 1,2.

Ara relacionem aquests simbols de Christoffel amb la primera forma fonamental.

Proposici6 3.3.1
Es compleixen les formules seglentes:

I'hE+THE =E,/2,
TLF +T2,G = F, — E,/2,
I',E +T4L,F = E,/2,
TLF + %G = G,/2,
TLE+T%,F = F, — Gy /2,

TLF +T%,G = G,/2.

En particular els simbols de Christoffel estan completament determinats per la primera forma
fonamental, i s6n de classe C°.

Demostracio. La demostracié és molt senzilla. Partim de I'expressié
Puu = T110u + Ty + €7
i fent el producte escalar amb ¢,, obtenim
(Ouusou) =THE+T5 F+e-0.
Alshores podem concloure per la primera relacié, ja que

10 FE,
(Puns Pu) = §%<Sﬁuv@u> 9
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Per exemple per la segona relacié, farem servir un calcul del tipus

0
(Puu, pv) = %“ﬁua@ﬁ*“ﬁuv@uﬁ

= Fu_<90u7§01)u>
10

= Fuffi uy Fu
5 9y \Pus Pu)
E

= F,—=.
2

3.3.2 Expressio de la curvatura de Gauss

Les equacions de la proposicié anterior permeten trobar formules explicites pels simbols de Chris-
toffel en termes de F, F, GG i de les seves derivades. No les detallarem aqui, i a efectes practics
sera suficient resoldre cadascun d’aquests tres sistemes lineals independents.

Més enlla, el simbols de Christoffel determinen la curvatura de Gauss.

Teorema 3.3.1 (Teorema Egregium de Gauss)
La curvatura de Gauss esta donada per la férmula

1
K= _E[(Ffz)u — (T31)v + Tl — Tl + T1IT, — I T3]

En particular K és invariant per isometries locals.

Demostracio. Aquesta equacié es dedueix del sistema anterior per un calcul directe perd molt labo-
riés que no farem aqui. De fet aquesta equacié forma part d’'un conjunt de sis identitats, les quatres
primeres anomenades equacions de Gauss mentre que les dues Ultimes s’anomenen equacions
de Codazzi-Mainardi. Aquest conjunt de sis identitats és fonamental perquée es pot demostrar que
caracteritzen localment les superficies regulars llevat de les isometries de R? (Teorema de Bonnet).

La conclusio que K és invariant per isometries locals s’obté de la forma segtient. Si f : S — S’
és una isometria local i si (£2,¢) és parametritzacié local, llavors sabem que (2, f o ¢) és una
parametritzacio local de S’ tal que

Ey, = (Vs o) = (df (0u), Af () = (Pus Pu) = E,,

i de la mateixa manera Fy, = F, i Gy, = G,. Com les primeres formes fonamentals coincideixen, els
simbols de Christoffel també i deduim que Ks(p) = Ko (f(p)) de la férmula donant K en termes
dels simbols de Christoffel. O
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m Geodesiques

Sigui S una superficie regular iy : I — S una corba de classe C°.
3.4.1 Camps vectorials al llarg d’una corba

Definicio 3.4.1

Un camp vectorial tangent a S al llarg de la corba ~ és una aplicacié X : I — R3 tal que
pertott €
X(t) € T,Y(t)S

i tal que per cada parametritzacié local (2, ¢) i cada interval obert J C I tal que v(J) C (),
si definim les funcions u,v € C>°(J) per (u(t),v(t)) = ¢ 1(y(t)), aleshores les Uniques
funcions a,b : J — R determinades per I'equacio

X(t) = a(t)pu(u(t), v(t) + b(t)pu(u(t), v(t))

siguin de classe C'*°.

Exemples.

o Un exemple important de camp vectorial tangent a una superficie al llarg d’una corba és el
seglent. Sigui X : S — R3? un camp vectorial tangent sobre S, és a dir una aplicacié
X : S — R3 diferenciable tal que per tot p € S es compleix la condicié X (p) € T,,S. Aleshores
X o+ és un camp vectorial tangent a S a llarg de ~.

9 Un altre exemple fonamental és el propi vector tangent a la corba v’ : I — R3. De fet, la
condici6 y(I) C S implica v'(t) € TS pertott € I, i per tant o/ és un camp vectorial
tangent a la superficie al llarg de v com

V'(#) = ' (O)pu(u(t), v(t)) + v/ (t)pu (ul(t), v(t))
per tot parametritzacié local (€2, ¢) it € I tal que v(t) € ¢(Q).

3.4.2 Derivada covariant

Definicio 3.4.2

Sigui X un camp vectorial al llarg de v. Es defineix la derivada covariant de X al llarg de ~
com el camp vectorial tangent a S al llarg d’aquesta corba definit per la férmula

DX | (dX
a " e

on - : R® — T,y S és la projeccié ortognal.

Per tant, la derivada covariant és allo que podem observar, des del punt de vista de la superficie
de la derivada d’un camp vectorial tangent a .S al llarg d’'una corba.
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En particular, observem que

dt Tt
és la projecci6 ortogonal del vector acceleracié sobre I'espai tangent a la superficie. Es I'acceleracié
de la corba vista des del punt de vista de la superficie. Més endavant definirem les geodésiques
com les corbes que tenen acceleracié nul-la en aquest sentit.

D /
Y ﬂ_l ('YN)

La proposicio segiient dona I'expressio local de la derivada covariant en termes dels simbols de
Christoffel.

Proposici6 3.4.1

Siguin (£2, ¢) una parametritzacié local de S, J C I un interval obert tal que v(J) C () i
X un camp vectorial tangent a S al llarg de . Aleshores, si escrivim v(t) = p(u(t),v(t)) i
X (t) = a(t) gy (u(t),v(t)) + b(t)p, (u(t), v(t)) pertot t € J, es compleix

DX

— = (@’ +T1au’ + Tlyav’ + Tbu’ + Thbv" )

+( + T2, av + T2a0" + T2, 0w + T2,00")py.

Demostracio. Derivant I'expressio X (t) = a(t)y. (u(t), v(t)) + b(t)p, (u(t),v(t)), obtenim

X
dt = dpu+ a(ulﬂﬁuu + Ul‘Pvu) + 0o, + b(ul%v + U/Sovv)
= dou+beo, + au'(thou + Ffl% + ev)
+ (av' +bu)(Plgpu + Thapu + f7) + b0 (Doppu + D0 + g7)
i obtenim el resultat enunciat projectant sobre Vect(,,, ¢, ) ortogonalment a 7. O

3.4.3 Transport paral-lel

Definicio 3.4.3
Diem que un camp vectorial X al llarg de ~y és paral-lel si compleix

DX
— =0.
dt

La proposicié seglient ens permet definir la nocié de transport paral-lel.

Proposici6 3.4.2
Fixemty e Ii Xy € Ty(tO)S.

Aleshores 3! camp vectorial paral-lel X : I — R? al llarg de ~ tal que X (ty) = X,. S’anomena
transport paral-lel de X, al llarg de ~.
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Demostracio. En una parametritzaci6 local (2, ¢) tal que ~(to) € ¢(£2), podem escriure que
X(t) = a(t)p, + b(t)py, i busquem a i b solucions dels sistema lineal d’equacions diferencials
ordinaries

a' +THau' +Tiyav’ + Tlbu’ +Thbv' =0

b 4+ T3 au + Tiav +T3,bu’ + T30 =0
amb condicions inicials donades per X (to) = a(to)pw + b(to)ps = Xo. Aqui u,v : J — R sén
funcions C*° definides per ¢(u(t),v(t)) = ~(t) per tot t € J, i definim J C I com linterval obert
maximal que conté ¢, tal que y(t) € () pertott € J.
Aleshores 3! solucions a,b : J — R, i obtenim el transport paral-lel de X, sobre aquest interval

J. Fent servir un recobriment de la corba per parametritzacié locals, veiem que podrem extendre
aquesta solucié de manera Unica en una solucié sobre tot 'interval 1. O

El transport paral-lel preserva el producte escalar.

Proposici6 3.4.3

Siguin X,Y dos camps vectorials parallel al llarg de ~. Aleshores la funcié
telw— (X(t),Y(t)) és constant.

En particular les normes de X i Y s6n funcions constants sobre 1.

Demostracio. Primer

d dX dy
—(X(t),Y(t)) = (—.Y X, —).
X @)Y () = (—-Y) + (X, =)
Perd com DX ix ix
== = L) = TS
7 0 <= ( 7 ) 0 7 NOLT
trobem que (%X, Y) = 0, i de la mateixa manera (X, ¥°) = 0. En deduim el resultat. O

3.4.4 Definicio de la nocié de geodeésica
Ara definim la nocié de geodésica com la de corba I'acceleracié de la qual, vista des del punt de

vista de la superficie, és nul-la.

Definici6 3.4.4
Diem que la corba parametritzada v : I — S és geodeésica si
Dy

d

0 < °'(t)LT,uS pertot tel.

Com que una definicié equivalent a la de geodésica és que el vector tangent a la corba sigui
paral-lel, obtenim el resultat seglent.

Proposici6 3.4.4
Si v és geodesica, llavors la funcié t — ||/(t)|| és constant. En particular, el parametre d’'una

geodeésica és un multiple del parametre d’arc de la corba: Ja, b € R tal que ¢t = as + b.

El resultat seglient ens dona les equacions de les geodésiques en una parametritzacio local.
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Proposici6 3.4.5

Sigui (€2, ¢) una parametritzacié local de S'i~y : I — ¢(€2) una corba. Aleshores, si escrivim
~v(t) = p(u(t),v(t)), la corba v és geodésica si i només si es compleix

u” + T} (u)? + 2T Lu/v' + Ty (v)? = 0,

v" + T2, (u)? + 2T%,u'v’ +T3,(v')2 = 0.

Demostracio. Aqui calculem ~' = v/, + v/, i si recordem I'expressi6 local de % per X =

ap, + by, obtenim el resultat substituint i utilitzant la simetria dels simbols de Christoffel (I'}, = T'%,;
peri=1,2). O

Observem que el sistema d’equacions diferencials ordinaries anterior és de grau 2 en les varia-
bles u i v, i per tant obtenim com a consequéncia del teorema d’existéncia local de les solucions el
resultat seglent.

Proposici6 3.4.6

Donats p € Si X € T,S, 3¢ > 0 tal que 3!y : (—¢,e) — S geodesica tal que v(0) = p i
7'(0) = X.

El sistema anterior no és lineal, i per tant no podem assegurar que la geodésica sigui definida
sobre tot R.

Exemple. Sobre II = {z = 0} = ¢(R?) amb ¢(u,v) = (u,v,0), podem calcular facilment que
Ffj = 0, i per tant que el transport paral-lel d’un vector X al llarg de qualsevol corba v és el camp
constant X (t) = X,. També obtenim que les geodésiques de II s6n les rectes.

Exemple. Sobre S? pertop € S?i X € T,S*talque || X| = 1,lacorba~y :t € R — pcost+ X sint
és una geodésica de S?. Efectivament, primer recordem que 7,S? = p, i doncs per tot ¢ € R tenim

(v(t),v(t)) = (pcost + X sint,pcost + X sint) = 1.
Aleshores calculem que 7" (t) = —v(t), i per tant v (t) L T.,;)S?, d’on deduim que

Dy

0
dt

i doncs que ~ és geodesica.

Demostrem ara que les geodesiques son localment els camins de longitud minimal entre dos
punts. Per aixo aquestes corbes sén tant important !

Teorema 3.4.1
Sigui S una superficie regular orientada.

Aleshores les geodésiques minimitzen localment la seva longitud.

Demostracio. Fixem una geodésica 3 : (—n,n) — S que suposarem parametritzada per longitud

d’arc. Sigui o : I — S qualsevol altre corba parametritzada per longitud d’arc sobre un interval obert

I que conté 0, tal que a(0) = £(0) i (&/(0), 8’(0)) sigui una base ortonormal positiva de Tj3(g)S.
Per tot v € I denotem 3, la Unica geodésica definida sobre un interval obert J, maximal tal que
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c0ed,;
* Bu(0) = a(v);
* (d/(v), 5,(0)) és una base ortonormal positiva de Ty, (,S.

En particular, veiem que 8y = 8 sobre (—7,n). Notem també que per construccié les geodesiques
B, sén parametritzades per longitud d’arc.

A més, es pot demostrar que existeix un subinterval I’ C I que conté 0ie > 0 tal que (—¢,¢) C
J, per tot v € I'. Suposarem d’ara endavant que I’ := 1.

Ara observem que I'aplicacio

o(u,v) = By(u)
indueix una parametritzacié local (€2, ) per un cert entorn obert 2 de (0,0). De fet, ¢ és dife-
renciable per la dependencia diferenciable de la solucié d’una equacié diferenciable respecte a les
condicions inicials. A més, com
% —goi 2] =o'
ou (0,0) v (0,0)

i (o/(v),B,(0)) és una base ortonormal positiva de 77, (.S, veiem que ¢ és localment una immersi6
injectiva sobre un cert entorn obert Q2 de (0, 0) per el teorema d’estructura de les immersions. Final-
ment obtenim que és parametritzacié local com ja sabem que S és superficie regular. Suposarem
que Q = (—e¢,¢) x I sense pérdua de generalitat.

Ara demostrem que

I, =0
on {I'}j;} son els simbols de Christoffel associats amb la parametritzacié local (€2, ). Per aix6
recordem que la corba 5, (t) = ¢(t, vy) és geodesica, i que una corba p(u(t),v(t)) és geodésica si
i només si
u” + T (u)? + 20 pu'v’ + T (v')? =0,

V" + T2 (u)? + 2T%,u'v’ + T35(v')2 = 0.
Veiem aleshores que la segona equacié amb u(t) = ¢ i v(t) = vy, que correspon a la corba 3,,, ens

dona directament que I'?; = 0.

De les relacions ) )
rE+T5,F=E,/2,

ILF+T%4G=F, - E,/2,

on E, F,G sén els coeficients de la matriu de la primera forma fonamental en la base (¢, ¢s),

deduim facilment que
2EF, — EE, — FE,

2 _
I = 2(EG — F?)
Amb el fet que
_ /O 0o\ o vie
B= (55500 = Il = 1

deduim que F,, = 0.

D’altra banda 5 5
FO.0) = { 50,0, 520.0)) = (1000} 0.

i pertant F' = 0.
Per tant, hem obtingut el
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Lema 3.4.1 (Lema de Gauss)
Les corbes de la forma t — ¢ (ug, t) son ortogonals a les geodésiques S,,.

Demostracio. Tenim per tot (ug,tg) €
d
dt

Fixem ara [a,b] C (—¢,¢) un interval tancat, i comprovem el resultat anunciat de minimalitat de
les geodesiques: de totes les corbes ¢ : [a, b] — S de la forma

c(t) = o(t, ¥(t))

@<uo,t>,ﬁzo<uo>> — (55 s to), G2 0 t0) ) = Flun,to) =0.

t=to

on ¢ : [a,b] — I és qualsevol funci6 de classe C'*° tal que ¢ (a) = 1 (b) = 0, la geodeésica 3(t) =
©(t,0) té longitud minimal: com w(t) = t,v(t) = ¥(t),E = 1,F = 01i G > 0, veiem efectivament
que
b b b
{(c) = / VEW)2 + 2Fuv' + G(v')2dt = / V14 G')2dt > / Ldt=b—a={(Bay)

O

Observem que, donat que la condicié de minimalitat de les geodésiques és local, el teorema
anterior també és cert si la superficie regular no és orientable.

3.4.5 Curvatura geodeésica

Considerem S una superficie regular orientada per v : S — S2. Fixem v : I — S una corba C™ i un
camp vectorial tangent a .S unitari X : I — R? al llarg de .

Definicio 3.4.5
Denotarem X : I — R3 I'nic camp vectorial unitari al llarg de ~ definit par la condici6

(X(t),X(t),v(v(t)) base ortonormal directe de R?

pertott e I.

Observem que la condicio (X (), (v(t))) = 0 assegura que X (t) € T, ;S i aleshores el
camp vectorial X és automaticament tangent a S.

A més aquest camp vectorial esta donat per la férmula: vVt € I,

X(t) = viy(D) A X (2).

Ara,comque X : [ — R? és unitari es compleix

dX DX
—. X ) = X V)=
<dt’>°”<dt’>°
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ja que tenim ligualtat (%X, Y) = (X Y) = pertot Y € T, ;) S.
Per tant 9\ € R tal que % = X - X, iaquest \ es pot determinar de la manera segiient:

DX DX dX
= _— = _— X = _— X .
A <dt,x> <dt7<uow > <dt,<uow >
aixo justifica la segtient definicié.

Definici6 3.4.6

Definim el valor algebraic de la derivada covariant de X en ¢t com el nombre

[ o)

Valor algebraic vol dir que pot ser positiu 0 negatiu (o nul evidentment), i notem que el signe de
[Z2X] depen de I'elecci6 de v. Perd en tot cas tenim:

DX| |[DX
dat || || dt ||
Fent servir la noci6 de valor algebraic de la derivada covariant, podem definir la nocié de curva-
tura geodésica.

Definicio 3.4.7

Sigui v : I — S una corba parametritzada per longitud d’arc. Aleshores per tot s € I el

nombre Do
Y
kg(s) = { }

ds
s’anomena curvatura geodésica de «y en s.
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Observacions.

0 Una corba v : I — S ppla és geodeésica si i només si la seva curvatura geodesica compleix
k, = 0.
)

9 El signe de k, depéen dbviament de 'orientacié triada.

0 Sipg:J — S ésunacorbaregular, i v : I — S n’és una reparametritzacié positiva per la
longitud d’arc, la curvatura geodésica en s = s(t) s’anomena curvatura geodésica de 3 en
B(t). Com que dues reparametritzacions positives per la longitud d’arc difereixen només d’una
translacié del domini de definicid, veiem que aquesta noci6 esta ben definida.

0 Veiem facilment de I'expressié anterior de [Z—f] quesivy:I— Sésppla

kg(s) = (7" (s),v(7(s) A7'(s))-
Una férmula similar es pot demostrar per la curvatura geodesica d’'una corba no ppla.

El resultat seglient relaciona les diferents curvatures d’una corba sobre una superficie.

Proposicié 3.4.7
Sigui v : I — S una corba parametritzada per longitud d’arc. Si denotem per

k(s) = |7 ()l (la seva curvatura)
kg(s) = (v"(s),v(7(s)) A¥'(s)) (laseva curvatura geodésica),
kn(s) = (v"(s),v(v(s))) (la seva curvatura normal)

aleshores
K=k, + k.

Demostracio. Apliquem el teorema de Pitagores:

k(s)? = [V"(s)II* = (7"(5), v(7(5)) A ()% + ("' (8), v(4(5)))* = kg (5)* + kim(5)".
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CAPITOL

FORMES DIFERENCIALS

“ Camps vectorials de R”

Sigui U C R™ un obert. Recordem que (e, ..., e,) denota la base canonica a R™.

4.1.1 Definicions i notacions

Definicio6 4.1.1
Un camp vectorial differenciable sobre U és una aplicacié X : U — R" diferenciable de
classe C*.

Denotarem per x(U) el conjunt dels camps vectorials diferenciables sobre U, que és un
C*>°(U)-modul com pertots h € C°(U) i X,Y € x(U) tenimh- X +Y € x(U).

Si pertot i = 1,...,n denotem 6% € x(R™) el camp vectorial diferenciable definit per la
formula
0 0 )
— e = e’i
8171' p (9$1 -
en tot p € R, aleshores tot camp vectorial diferenciable X sobre U s’escriu de manera Gnica
n
0
X = X, —
> Xig-

=1
on les components X; son funcions diferenciables sobre U, com per tot p € U tenim

X(@) = (00) XalB) = 3 Xilwes = Y- Xilb) 5

p
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Donats f € C*(U)i X = > X, mx x(U), es defineix la derivada de f en la direccié de
X com la funcié X (f) € C*>(U) eflnlda per

(W) = 3 %) - L),

En particular veiem a posteriori que la notaci6 és consistent, ja que

o ..  Of

Es defineix el producte escalar sobre x(U) com la funcié definida per
() x(U) xx(U) = C=(U)

(X,Y) = ((X,Y>:pGUH<X(p),Y(p)>=ZX¢(p)Yi(p)>-

Aqui hem escrit X = Y"1 1X13x iV =37, 'Laz

Aleshores es compleixen les seglents proprietats.
Proposici6 4.1.1

* X(\f+9)=AX(f) +X(9);
* X(fg)=X(flg+ fX(g);
« X(f) = (X,gradf) on gradfzzi%ai.

Demostracio. Demostrem només I'Gltim punt.

X)) = X))

(Cxp Tt )w

(X, gradf) (p).

4.1.2 Corbes integrals

Definicio 4.1.2
Sigui X € x(U). Diem que v : (a,b) C R — R" és una corba integral de X si satisfa
vt € (a,b)
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Si escrivim y(t) = (21(),...,za(t)) i X = 3, X; 52, aleshores ~y és una corba integral de X
si i només si
zi(t) = Xi(z1(t),- .., 2 (t))
Vt € (a,b) iVi = 1,...,n. De forma equivalent v és corba integral si i només si 7/ = Xoxy
on X = (X1,...,X,,). Comels X; € C~(U), veiem que és un sistema d’equacions diferencials
ordinaries, i per tant es compleix el segiient resultat.
Proposici6 4.1.2 (Existéncia local de les corbes integrals)

Sigui X € x(U)ipe U. 3V C U entorn obertde p, 3e > 0i IV : (—¢,e) X V < Utals que
U(0,2) = zitals que pertotx € V lacorbat € (—¢,e) — U(t,z) és una corba integral de
X.

Denotarem ¥, la funcié ¥(¢, ) : V — U.

Proposicié 4.1.3 (Grup uniparametric local o flux)
Amb les notacions de la proposicié anterior, tenim:

s Ug =idy,
° \Ijt O\I/s = \I/t-i-S'

En particular ¥ _; o U, = idy per tott € (e,¢), i doncs {¥;}; és una familia a un parametre
de difeomorfismes.

Demostracio. El primer punt és directe. Pel segon, si fixem s, calculem

4
dt’

d

Vpps(@) = —
t

= Ui(z) = X(¥(t+s,2)),

t+s

icomque ¥oi4(x) = ¥y(x) deduim que t — Uy, () és una corba integral de X passant per ¥4 (x)
en t = 0. Per unicitat de les solucions d’un sistema d’EDOs, obtenim que aquesta corba coincideix
amb la corba integral t — ¥, (¥, (x)). O

Definici6 4.1.3
Direm que F' € C*°(U) és una integral primera de X € x(U) si

+ I és submersi6: dF}, # O pertotp € U,

« F és constant sobre les corbes integrals de X.

Observacions.
0 Si F és integral primera de X, qualsevol corba integral v : (—¢,¢) — U esta continguda dins
la subvarietat de dimensi6 n — 1 definida per F~*(F (v(0))).

En particular si disposem de n — 1 integrals primeres Fi, ..., F,_1 talque entotp € U les for-
mes lineals {dF;(p)}i=1,... n—1 SON linealment independents, aleshores la imatge d’una corba
integrala esta localment determinada geomeétricament per la interseccié N~ ' F; ' (F;(v(0)).
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@ Si~ és corbaintegral de X = Y., X; 2, tenim que

V(1) = (X1(v(®)), -, Xn(v(1))

i doncs

Fésunaintegral primerade X & 0= (Fo~)(t)=dF,u(Y(t) = ZXi(fy(t))

i=1

oF
ox i

(v(#)

& 0= X(F).

Proposici6 4.1.4
Siguip e U,i X € x(U) tal que X (p) # 0.
Aleshores 3V C U entorn obertde pi F' : V “ Rtal que F' sigui integral primera de X.

Demostracio. Sabem que 3V C U entorn obertde pi ¢ : V — ¢(V) C R" difeomorfisme tal que
dpe(X(q)) = e1on X = (Xq,...,X,) pertot ¢ € V. Per tant les corbes integrals de X sén de la
format — =1 (p(p) + ter) com

d

Y (t) = 2 (¢ (e0) + ter)) = doy) e, (1) = X(3(1)).

Aleshores definim F = rop amb 7t(z1,...,2,) = x2, i tenim F (o~ (p(p) +te1)) = m(o(p)+tey) =
m(¢(p)), aixi doncs F' és integral primera. O
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“ Algebra multilineal

Sigui E un R-espai vectorial de dimensié n del qual fixem una base B = (eq,...,e,). Designem
per E* = L(FE,R) I'espai dual de les formes lineals sobre E, i denotarem B* = (e7,...,e) la base
dual de E* definida per les relacions e} (e;) = d;; pertoti,j =1,...,n.

4.2.1 Formes multilineals

Definici6 4.2.1
Sigui £ > 1. Una aplicacié k-multilineal sobre £

w:Ex.* xE—>R

es diu alternada si es compleix la igualtat

W(uau), e 7Ua(k)) =¢e(o) w(ug,--.,uk)

per tota k-tupla (u1,...,ux) € E¥ ipertot o € G2
Una aplicaci6 k-multilineal alternada sobre E s’anomena una k-forma multilineal, i denota-
rem

A*E*

I'espai vectorial sobre R de les k-formes (multilineals) sobre E. En particular A'E* = E*, i
posem A°E* = R per conveni.

aRecordem que una aplicacié w : E x .%. x E — R es diu k-multilineal si és lineal respecte cadascuna de les

seves variables, i que & és el grup de permutacions de k& elements, també conegut com a grup simétric.

Exemple. Laplicaci6é determinant det : R™ x .. x R™ — R és una aplicacié n-multilineal alternada
sobre R, és a dir det € A"R*.

Observacions.

(2]

Una aplicacié k-multilineal de grau & es diu antisimétrica si w es cancel-la sempre que dues
de les seves variables siguin igual (és a dir la condicié u; = u; per dos indexs i # j implica
w(ug, ..., ug) =0).

Es pot comprovar facilment (exercici) que w és alternada si i només si w és antisimétrica.
Per k > n tenim A*E* = 0.

De fet, si agafem k vectors uq, ..., u; € E i descomposem aquests vectors en la base B com
u; = . ui;e;, tindrem per multilinealitat

n

W(ULy ey Uy Upg 1y ey UR) = Z ULiy - - Uk, W(€iyy--vy i)
i1,..,i=1
Com cada terme (e;,,...,€;,,¢€i,.,,---,¢€;, ) té al menys dues components idéntiques i que w
és alternada, concloem que w(uq,...,u;) = 0 sempre.
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4.2.2 Producte exterior

Definicio 4.2.2

féormula

1
W/\n(ula-"aup-i-q):m

Observacions.

@ Sia,pe AN'E* = E*, llavors

Siguin w € A*E* in € A*E*. Es definex el seu producte exterior w A € A*T*E* per la

D> &0) Wlte(r)s - -1 o)) NUo(hit)s - > Uo(krs))-

[ Cw)

aA B (v,w) =alv)s(w) — B)a(w).

En particular a A B = =8 A a.

@ Comprovem que w A € AFTEE*: |la multilinealitat és clara, i V7 € &

WA (Ur(rys ooy Ur(kpe) =

1

T D e(0) Wto(r))s - - Uo(r (k) MUo(r(esr1))s - - -+ Uo(r(ete)))

A G

1 _
Nl S elpom N wtpy, s Up(i) MUp(k1)s - - -5 Up(iort)

’ p=O'OT€6k+z

4 1
e(r 1)@ Z e(p) w(p(1ys - -+ s Up(k)) N(Wp(kt1)s - - - Up(ktr))

PES Lt
e(T)w AN (Ut ..., Ukye)-

La dltima igualtat és conseqiiéncia del fet que ¢ : &, — Zs és un morfisme de grups.

Proposicio 4.2.1

s wAn=(=1)knAw.

Yw € AFE* n € A’E*, v € A™E*,

« El producte exterior és associatiu: w A (n Ay) = (w A n) A~y.

Demostracio. Demostrarem aquesta proposicio a classe de problemes. O
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4.2.3 Avaluacioé del producte exterior via el determinant

El seglient resultat sera molt Gtil a I'hora de calcular.

Proposici6 4.2.2
Siguin o, ..., c € A'E* = E* i uy, ..., up € E.
Alehores
ar(ur) ... ap(ug)
ar A A ag(ur, ... ug) = det(og(yj)) = _ _
ap(ur) ... ag(ug)

Demostracio. El resultat és cert per k=1. Suposem-ho cert per k — 1. Primer escrivim fent servir la
definicié de producte exterior

1
ar AN ag(ug, .. ug) = = Z e(0) - a1(Ug(ry) - [ A v oo Aag(Ug(2), - -+ s Ug(r))]
.O'EGIC

k

1

= mZal(ui) Z g(o) - ag Ao N ag(Ug(2), - - s Ug(k))
=1 0c€SG|o(1)=1

i observem el segient.

Lema 4.2.1
Vo € & tal que o(1) = ¢ es compleix la igualtat segient:

g(0)-az Ao Nag(Ug(2), - - Ug(k)) = (=) g A Aag(ug, .o gy ug).

Demostracio. Definim 7 € Gy_1 ik, 7 € & per
7:(L,2,...,t,..., k)= (0(2),...,0(k))
k(1,200 k) = (6,1, 4, k)
(i1, ... k) e (5,0(2),. .., 0(k)).

En particular o = 7 o k, i per tant (1) = (—=1)""le(o) com e(7) = e(1) i e(k) = (—1)*"L.
Aleshores

5(0’)0[2 AN ak(uU@), 0 ,ug(k)) = (71)2'716(7') cag AL LN ak(u;m(g), ce. ,u;m(k))
= (- te(m)e(®) aa A A k(U@ - -5 Un(r))
= (—l)i_le(T)Q~a2A.../\ak(ul,...,di,...,uk)

i concloem com g(7)? = 1. 0

Llavors, fent servir la hipotesi d’induccié i el fet que el conjunt {o € &, | o(1) = i} és de cardinal
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(k —1)!, obtenim

k
a1 Ao AN ag(ug, .o ug) = 2:(—1)1‘*1 caq(ui) car Ao AN ag(ur, e Ty ug)
=1
e oz (u1) o2 (u;) a2 (uk)
= Z(—l)l_1 aq (u;)
_1 —_—
' o (ur) o (u) ovg (uy)
o (u1) oz (uk)
ar(ur) ... ag(ug)
on la darrera igualtat s’obté fent servir el desenvolupament de Laplace.
Com a consequéncia directa obtenim:
Corol-lari 4.2.1
s ef AL A€ (ur,. .., un) = det(ug;) siescrivim u,; = Zj u;je; pertoti=1,...,m,

* * +1 si 7:17--'77;1c = jl jk’
oeil/\.../\eik(ejla""ejk):{0 sin{é. PP

En particular, dins el cas on E = R™ i on B és la base canodnica, obtenim

det =€l A...Ae).

4.2.4 Descomposicio de les formes multilineals

De forma menys directa, la proposicié anterior implica el resultat de descomposicié seglent:

Proposici6 4.2.3
Yw € A¥E*, tenim la férmula

* *
w= E I @ e 0 9 @y} Ty A a0 NG
I L ool
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Demostracié. Per qualsevol (u1,...,u;) € E¥, calculem

n n
wlug,...,up) = w E u1j1€j17~~~»§ Uk, €5,
Jji=1 Je=1
n
= E uljl...ukjk-w(ejl,...,ejk)
Ji--de=1

= Z Z Uljoqy -+ Ukjoqy ~ W (6j0(1)7"'7ejo(k))

1</ <. <jr<n 0c€6

= Z Z (o) - Uljoqry «+ - Ukjo(ry "W (ejl IRERR ejk)

J1<..<jr 0ES

= Z w(ejlﬂ""ejk) : < Z 6(0—) 'e;a(l)(ul)"'e;‘;(m (uk)>

J1<...<Jk cES

_ * *

= E W(ejyseeeseg) € Ao Aeg (U, ..., ug).
J1<...<Jk

Corol-lari 4.2.2
Lespai vectorial A¥ E* admet com a base el conjunt (e, Ao hep |1 <1 <...<jr<n).
En particular A*E* t& dimensi6 (7).

Demostracio. Sabem que la familia de k-formes {ej1 Ao Nef |1 <j1<...<jr<n}genera

AFE* per la proposici6 anterior, i com és de cardinal (2) només cal comprovar que sén linealment
independents. Pero la igualtat

Z A1 6;1 /\.../\e;k =0

J1<...<Jk
avaluada sobre la k-tupla (e;,, - . ., €;, ) implica que cada coeficient \;, .. ;, és zero. O
Observacions.
En particular A"E* = Vect(e; A...Ae). Quan E =R" i B = (ey,...,e,) és la base canonica,
llavors existeix un A € Rtal que det = A-ef A...Ael. Avaluant sobre la n-tupla (ey, ..., e,) deduim

A =1 itornem a obtenir que
det =ejA...Ae€}.
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“ Formes diferencials sobre R"

Fixem k& > 1.
4.3.1 Definicio de forma diferencial
Definicié 4.3.1 (k-formes sobre un obert)
Una k-forma sobre U (o forma de grau k& sobre U) és una correspondéncia
w:p €U s w, € AFR™)*.
Sipertot: =1,...,n denotem dz; la 1-forma sobre R”™ definida per la férmula
dzi|, = €]

en tot p € R”, aleshores en tot punt p de R” la familia de k-formes (multilineals)
(d.’lﬁj1|p/\.../\d$jk|p | 1< <. <Jk Sn)
és una base de A*(R™)*, i per tant tota k-forma w sobre U s’escriu en tot punt p € U com

wp = Z Wjr..je (D) - dzjy |, Ao A dg, |,
J1<...<Jk

on els coeficients reals wj, . j, (p) estan unicament determinats.

Una k-forma diferencial sobre U és una k-forma w sobre U que s’escriu en tot punt p € U

wp = Z Wi (P) - dagy |, A A dg |
J1<...<jk

amb les funcions coeficients w;, .. ;, € C*(U).

Denotem QF(U) el conjunt de k-formes diferencials sobre U, i posem Q°(U) = C*°(U) per
conveni. Aleshores QF(U) és un C>°(U)-modul, i en particular un R-espai vectorial.

Estenem ara de forma natural la noci6 de producte exterior a les k-formes diferencials.

Definicid 4.3.2 (Producte exterior de k-formes diferencials)

Siguin w € QF(U) in € QY(U). Es defineix el seu producte exterior w A n € Q*4(U) a
través de la féormula seglent: posem en tot punt p de U

(wAN)p = wp Amp € AFTER™)*.
En particular podrem escriure

w = E Wit gw 'dl‘jl /\.../\dl‘jk,
J1<...<Jk
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i podem comprovar faciiment que
1. wAn=(-D*.pAw,

2. El producte exterior és associatiu.

Exemple. Sobre R3,

+ Una 0-forma diferencial sera una funcié C'*°-diferenciable f(x,y, z),

+ Una 1-forma diferencial sera per exemple la forma o = z2ydx — e*dy + sinzdz,

+ Una 2-form diferencial s'escirura 8 = fdz A dy + gdy A dz + hdz A dz amb f, g, h € C>(R3),
+ Una 3-forma sera per exemple la forma v = (22 — y3)zdx A dy A dz.

Proposici6 4.3.1

Sigui w € QF(U). Aleshores I'aplicacio

@:x(U) x kx(U) = C=(U)
(X1,...,X5) = @EU P wp(X1i(p),- .., Xe(p))

és C°°(U)-multilineal de grau & alternada.
Denotarem w per w.

Demostracio. Siescrivim X; = Zj aijaimi amb a;; € C*>(U), és facil veure que pertotp € U
W<X173Xk)(p) = Z wj1..‘jk(p) 'a1j1<p)"'akjk(p)a
J1<...<Jk

i doncs efectivament que w(X7,..., Xy) € C*(U). Les altres proprietats es desmostren de forma
similar. O

Exemple. Sobre R? considerem
o a=zdxr Ady,
. — g9 iy = _,0
X =—yz +zg; iy = 254
Aleshores

a(X,)Y) = zdrxAdy (—yaé; —|—x88y,—zaay>

0 0 o 0
— 2 = ) 2 —
= yz°dzx Ndy (&r’ 3y) xzodz A\ dy (ay, 3y>

= y22
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4.3.2 Diferencial exterior

Comencem amb les 0-formes.

Definicio 4.3.3 (Diferencial (exterior) d’'una funcio)
La diferencial exterior d'una O-forma h € Q°(U) = C(U) és la 1-forma dh € Q'(U)

definida per
dh =
Z axl

Observem que aquesta definicié6 és coherent amb la nocié classica de diferencial d’'una funcié
h € C*>(U) com la 1-forma dh,, coincideix amb I'inica forma lineal sobre R™ també denotada dh,,
que satisfa
h(p +v) = h(p) + dhp(v) + o([|v]]).

Proposici6 4.3.2
Vh e C=(U)iVX € x(U) es compleix

dh(X) = X (h)
Demostracio. Tenim
" h " G,
dh(X) = L

Egsa(l)

i=1 j=1

Aquesta noci6 de diferencial es generalitza a qualsevol grau de la forma seguent.

Definici6 4.3.4 (Diferencial exterior)
Sigui k£ > 0. La diferencial exterior d’'una k-forma diferencial

Z Wiy dxi Ao A dxg, EQk(U)

J1<...<Jk

és la (k + 1)-forma diferencial sobre U definida com

dw = Z dwjl___jk /\d:cjl /\.../\diﬂjk.

J1<..<jk

Laplicaci6 lineal aixi obtinguda d : QF(U) — QF+1(U) s'anomena diferencial exterior, i
satisfa les seguients proprietats :
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1. Ya € QF(U) VB € QYU),
d(a A B) =daA B+ (—1)FandB.

2. Va € QF(U),
d(da)) = 0.

Observacio.

Tenim
- Ow;, . i
dwzg E #i]’“dxi/\dle/\.../\dxjk,

i=1 j1<...<jg

i comprovem efectivament que, si h € Q°(U) = C*°(U), tornem a trobar la férmula anterior dh =
Sy Hedai.

Demostracio. Per demostrar la primera propietat, escrivim
d ((Z aj1-~~jk . dl‘jl VANPAN dl']k) A (z Bh..-ie . dIil VANPAN dIiZ>)
d (Z Oéjl___jkﬁilmiz . dle VANPAN dxjk N dl‘il AN dl‘iz)

Zd(a.jbujkﬁil-uiz) AN d.’l?jl VANPIAAN d.’lﬁjk A\ dl’il VANPIAN dxie

(e A )

i acabem amb un calcul senzill com

(0, Bir.id) = Y

1

daj, ... OBiy...i
<Mﬂllw + iy 6 - Z) Hm:

0T, 0y,

Per la segon propietat, observerm que, per linealitat de la diferencial exterior d, ni ha prou a demos-
trar que d*(hdxj, A ...dxz;, ) = 0. Arabé

"~ Oh
m=1 m
o 9%h
- Z o dzg Adzy, ANdzj, A ... A dz,
B 83?@6.’177.” ¢ m J1 . n
m#L
0%h 0%h
- - day A day, Adzj, A ... A de;
mz<:£ (3xg(9xm axmamz> To A dxm Adxg, AN deg,
=0
pel teorema de Schwarz. ]

La seglent definicié proposa una operacié inversa de la diferencial exterior. Sera molt Gtil a I’hora
d’integrar formes diferencials.
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Definicio 4.3.5 (Contraccio interior)

Siguin X € x(U)iw € QF(U) amb k > 1. Es defineix la contraccié interior de w per X com
la (k — 1)-forma diferencial i xw € Q¥~1(U) definida per

in(YQ, coo0g Yk) o= w(X, Yg, coog Yk).
Per conveni posem ixh = 0 si h € Q°(U). Es compleix la segiient férmula (exercici):
ix(aAB)=ixaAB+(—1)*anixp

si a és de grau k.

4.3.3 Pullback d’una forma diferencial

Si tenim una aplicaci6 diferenciable entre oberts, podem transportar les formes pero en el sentit
contrari:

Definicio 4.3.6 (Pullback d’una forma diferencial)

Sigui f : U ¢ R® — V C R™ una aplicacié C*. Yk > 1iw € Q¥(V), definim el pullback de
w per f com la k-forma diferencial f*w € Q*(U) definida VX1,..., X € x(U) ip € U per

(fw)p(X1(p), - -, Xk (p)) = wr(p) (dfp(X1(p), - - - dfp (Xk(P)))-

Sih e QOU)(= C>=(U)), posem f*h =ho f.
Aleshores obtenim V& > 0 una aplicacié

kW) = Q~U)
anomenada pullback per f que és lineal: Va € R, Yw,n € QF(V),
fHlaw+n) =afw+ f*n.

El pullback per una funcié té moltes proprietats:

Proposici6 4.3.3
Sigui f: U c R* &S v c R™

O fwAn) = frwnf, (Vw € Q(V) in € QUV))
O (gof) =fog Vg:V S W R
O /(h-w)=(hof) frw, (Vh € C2(V) iw € Qk(V))
O f*od=do f* i, enparticular, d(f*h) = d(ho f) = f*dh, (Vh € C=(V))
O fdz; = df;. (Vi=1,...,m)

Demostracié. Fixem X, X1,..., X, € x(U)ipeU.
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@ calculem

f*(W/\n)(Xla"'vXk—‘rf) = (W/\n)(df(Xl)7,df(Xk+l))
1
= Z e(o)w(df (X)) - df (Xo)))0(f (Xo(kt1))s - - -5 Af (Xo(h10)))
I
1
= n Z (o) frw(Xoys - Xo)) I N Xoht1)s - - s Xo (ko))
oEG e

= (ffuAf (X1, .., Xkre)-

O Aqui

(go fywp(Xu(p)s-- -, Xk(p)) = wy(s(d(g o f)p(Xi(p)),- ... d(g o f)p(Xk(p))
Wo(£p) (495 ) (dfp(X1(P))); - -+ dg(p) (dfp (Xk(P)))
9 w(p) ([dfp(X1(p), - - - dfp (Xk(p)))

= [y w)p(Xa(p), .- Xi(p))-

O [ (hw)p(X) = (hw) ) (dfp (X)) = B (D)) w s (p) (dfp(X)) = (o f)(p) f*wp(X).
O Per inducci6 sobre k:
* Primer comprovem facilment que d(f*h) = d(ho f) = dh o df = f*dh com
dhp) (dfp (X (p))) = f*dhy(X (p))-

» Suposem la formula certa per k — 1 i sigui w € Q*~1(U):

frdde; Aw) = f(dPx; Aw — da; A dw)
= —f*(dz; A dw)
(perH.l) = —d(f*x;) ANd(f*w)

= d(f*dx; N ffw)
= do f*(dz; Nw,

i concloem fent servir el punt anterior.

O (fdzi)p(X) = (dz:) 1) (dfp(X (p))) = dxs(dfp (X (p))) = dfil,, (X ().

Corol-lari 4.3.1
Si
Z Wi1 ...k 'di?jl /\.../\d:Ejk € Qk(V),

J1<...<Jr

llavors

Z Wjy.ge O f - dfi Ao Ndfj,

J1<..<Jr
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4.3.4 Forma volum sobre R"

Definicio 4.3.7 (Element de volum de R")

La forma
g :=dxy A ... ANdz, € Q"(R"™)

s’anomena element de volum de R" i esta caracteritzada per la segiient propietat (x):
nre |, (U1, -y un) =1

Vp € R™i (ug,...,u,) base ortonormal positiva de T,R™ ~ R™.

Efectivament, si (u1,. .., u,) €s una base ortonormal positiva de R™ i escrivim u; = > a;j % ,
J
p

aleshores det((a;;)) = 1idoncs

anp(ul,...,un) = dx1|p/\.../\dmn|p(u1,...,un)
= eJN...Ae (UL, ..., up)
— det(e} ()
det(a;;) = 1.

D’altra banda, si 7 € Q" (R™) té aquesta propietat, com que dim A™(R™)* = 1, llavors 3h € C>=(R")
tal que 7 = h - ngr~ veiem facilment que h = 1 i per tant 7 = ng=.
El seglient resultat ens sera molt Util per integrar.

Proposici6 4.3.4
Sigui f : U ¢ R* %5 v ¢ R™. Aleshores

frnre = det(Jac(f)) - nre.

Demostracio. Denotem 7y~ per n en aquesta demostracié. Sabem que existeix h € C>°(U) tal
que f*n = h-njaque dim A"(R™)* = 1, i aquesta funcié esta determinada per

0 0
h = (f*ﬁ) ((%57%)

0 0
- ()0 (2)

of; 0f;
= det < aiijlej, ey 8£lej)
= det(Jac(f)).
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“ Subvarietats amb vora

Denotem

RY = {(z1,...,2m) €R™ |2y, 20} i ORY ={(21,...,2m) € R™ |z, = 0}.

4.4.1 Definicions

Primer necessitem una nocié de diferenciabilitat de les funcions definides sobre oberts de R’}

Definici6 4.4.1
Sigui V' C R un obert.

Diem que f : V — R és diferenciable (de classe C) si per tot p € V existeix W un
entorn obert de p dins R i una aplicacié f : W — R* de classe C* tal que fvaw = fivaw-

Aleshores es defineix la diferencial de f en p € V com df, := dfp.

Evidentment, sip ¢ V NOR’ tornem a trobar la noci6 classica de diferenciabilitat de les funcions
sobre R™ amb valors a RF agafant f = f. La novetat és elcasp € V' N ORE | i llavors cal observar
que la diferencial de f no depén de I'extensi6 f triada.

Definicio 4.4.2

Un subconjunt M C R™ és una subvarietat amb vora de dimensi6 m si per tot p € M existeix
un entorn obert U de p dins R™, un obert } C R’ i una aplicacio diferenciable ¢ : {2 — R"
tal que

© ¢ : Q> Un M és homeomorfisme ;
9 w, €s unaimmersio, és a dir, dp, és injectiva Vx € ().

El parell (2, ¢) s’anomena parametritzacio local de ).

Un primer exemple facil de subvarietat amb vora no buida és el subconjunt
RT x {0} CR™ x R"™™ = R".

Veiem intuitivament que hi ha dos tipus de punts dins una subvarietat amb vora.

Definicio 4.4.3

Sigui M™ C R™ una subvarietat de dimensié m amb vora.

Diem que p € M és un punt interior si hi ha una parametritzacié local (2, ¢) de M al voltant
de p tal que p € ¢(Q \ JRT"). Denotem int(M) el subconjunt de punts interiors de M i
OM = M \ int(M) el subconjunt complementari que s’anomena vora de M.

Es facil observar que la definicié anterior de punt interior no depén de la parametritzacié local
triada, i que tota parametritzacié local porta un punt de la vora topologica R’ a la vora 9M de M.
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Observem també que la vora d’una subvarietat definida al capitol 2 és buida. Aixi podrem identificar
des d’ara les subvarietats amb vora buida amb les subvarietats que vam definir al capitol 2.

Sorprenentment, quan no és buida, la vora d’'una subvarietat €s un objecte geométric molt rao-
nable.

Proposici6 4.4.1

Sigui M™ C R™ una subvarietat de dimensié m amb vora. Llavors OM és una subvarietat
(sense vora) de dimensié m — 1.

Demostracio. La demostracié és molt senzilla. Siguip € OM i (2, ¢ = ¢(uy,...,un)) Una para-
metritzacié local de M al voltant de p. Llavors (2 N OR?, ¢ = p(uy, ..., un-1,0)) sera parame-
tritzacio local de dM al voltant de p. De fet Q N OR7" sera un obert de R ~ R™~!, i ¢ sera
homeomorfisme sobre la seva imatge i immersié, per ser una restriccié de ¢, que també ho és. [

Per tal de decidir quan un subconjunt és subvarietat amb vora de la mateixa dimensi6 que I'espai
ambient, disposem del criteri seguent.

Proposici6 4.4.2

Un subconjunt M C R™ és subvarietat amb vora de dimensié n si per tot p € M existeix una
aplicacié diferenciable F' : U — R definida sobre un entorn obert U de p tal que U N M =
F~1(Ry)i F és submersi6 sobre F~1(0).

Demostracio. Notem en primer lloc que F~1((0,00)) és un obert de R™ i doncs una subvarietat
sense vora de dimension n.

Suposem ara que p és un punt de M tal que F(p) = 0 i, sense pérdua de generalitat, que
L 2£0. Laplicaci6

YiR" = R
(1, xn) = V(@1 xn) = (21, s o1, Fx1, 0y 20))

sera un difeomorfisme en algun entorn U de p, i denotem llavors la seva inversa per o = ¢~1: Q C
R™ — R™. Aleshores el parell (2 "R, ) sera una parametritzacio6 local de M al voltant de p. En
particular, OM sera parametritzada com una subvarietat de dimensié n — 1 considerant I'aplicacié

(21, n_1) €Y = @(z1,...,Zn_1,0)
on l'obert ' de R™~! esta definit per 2 N OR™ = Q' x {0} i veiem que p € IM. O
Exemple. Utilitzant la submersi6 F(z1,...,z,) =1— Y ., z? veiem que la bola
B" := {Zﬁ < 1} = FY(Ry)
=1

és una subvarietat de dimensié n R™ amb vora 0B" = S*~1,
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4.4.2 Camps vectorials

Primer estenem la definicié d’espai tangent a la vora d’'una subvarietat.

Definicio 4.4.4

Sigui M™ C R™ una subvarietat de dimensié6 m amb vora, i (Q,¢ = p(u1,...,uny)) Una
parametritzacio local al voltant d’un punt p € dM. Definim 'espai tangent a M en p com

T,M = Vect(@u, (0 (D)), - - -, Pu,, (¢ 1 (p))) C R"

on ¢ és qualsevol extensié de .

Lanterior definici6 no depéen de I'eleccié de I'extensié ni tampoc de la parametritzacié triada, i
d’ara endavant denotarem els vectors ¢,,, per ¢,,. De fet podriem definir alternativament els ¢,
fent les derivades direccionals

-1
-1 (e (p) Hte) —p
» =1
Pu(p™ (p) = lim ;
on recordem que (eq,...,en,) és la base canonica de R™. Per un punt p € int(M) guardem la

mateixa definicié d’espai tangent que en el capitol 2.
Els vectors tangents en un punt de la vora es poden classificar en dues classes.

Definici6 4.4.5
Sigui M™ C R™ una subvarietat de dimensié m amb vora i p € 9M. Es defineix el conjunt
de vectors interiors de 7}, com

int R . cT _
T, M :={y'(0) [y:[0,e) = M amb ~(0)=p}
que sera un semi espai tancat de 7}, M de frontera T,,0M ~ R™~1,

Si (2, p) és parametritzacié local de M al voltant de p, llavors

X = in% ETMM <+ X, >0.

=1

Els elements de 7, M \ T;"* M s’anomenen vectors exteriors.

Aleshores definim la nocié de camps vectorials sobre una subvarietat amb vora de la manera
seguent.

Definici6 4.4.6
Sigui M™ C R"™ una subvarietat de dimensi6é m amb vora.

Un camp vectorial tangent de 1 és una aplicacié X : M — R" diferenciable tal que per tot

p € M es compleix
X(p) € T,M.

Per X diferenciable entenem que V(f2, ¢) parametritzaci6 local de M la composicié X o ¢
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és de classe C'™ sobre 2. Aleshores, com (¢y,,---,¢u,, ) €s una base de T,,M per tot
p = o(uq,...,uy), obtenim la definicié equivalent seglient: X és camp vectorial tangent
sobre M si es pot escriure en cada parametritzacio local (2, ¢) com

m

Xop(U,...,Up) = ZXi(U1, ey U ) P
i=1

amb els X; funcions diferenciables sobre (2.

Denotarem x (M) el conjunt de camps vectorials tangent de M.

Exemple. Sigui U C R™ un obert tal que M C U, iY € x(U) un camp vectorial tal que per tot
p € M tenim Y (p) € T,,M. Aleshores Y|, és camp vectorial tangent de M.

De fet aquest exemple és el cas general: tot camp vectorial sobre M es pot constuire d’aquesta
manera fent servir un teorema potent i que no demostrarem aqui que s’anomena teorema de I'entorn
tubular.

4.4.3 Formes diferencials i orientacio

Sigui M™ una subvarietat amb vora de R™ de dimensié m.

Recordem que si (2, = ©(u1,...,un)) €s una parametritzacié local de M al voltant d’'un punt
p € M (possiblament p € M), aleshores la familia de vectors (., (¢~ 1(p)), - -, Pu,, (¢~ 1(p))) és
una base de T),M. Denotem per (duil, , ..., dun|,) la base de (7,,M)* dual.

Definici6 4.4.7
Una k-forma diferencial sobre M és una correspondéncia
w:p €M w, € AN(T,M)*
tal que per tota parametritzacio local (2, ¢) la k-forma w es descomposa sobre ¢(£2) com

W (ursenstin) = Z Wiy (UL, U )dug, AL A dug,
J1<.<Jr

on les aplicacions wj, .. ;, son diferenciables sobre 2. Denotem QF(M) el conjunt de
k-formes diferencials sobre M que és un C°°(M)-modul, i en particular un R-espai vectorial.

Aleshores totes les propietats de les formes diferencials sobre un obert de R™ s’estenen
sense dificultat a les formes diferencials sobre una subvarietat fent servir parametritzacions
locals. En particular definim

owj, ..
dw = Z #dui/\duh/\.../\dun

©J150 0k

i aixd no depén de I'expressié local de w.
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Utilitzant aquestes formes diferencials podem definir la nocié d’orientacié de les subvarietats amb
vora.

Definici6é 4.4.8
Diem que M és orientable si 3w € Q™ (M) tal que per tot p € M es compleix la condici6
wp # 0.

Aleshores una base (X3, ..., X,,) de vectors de T,,M es diu positiva si es compleix la con-
dici6 wp(X1,...,Xm) > 0.

Per exemple, la subvarietat M = R™ de R" és orientable per ng» = dz1 A...Adx,. Com ho vam
demostrar aquesta forma té la propietat seglient: per tot p € R™ i per tota base ortonormal positiva
(u1,...,up) de T,R™, tenim ngn |, (u1, ..., upy) = 1.

Aixd es pot generalitzar a qualsevol subvarietat amb vora.

Proposici6 4.4.3

Si M és orientable, aleshores 3! m-forma diferencial denotada per ny; € Q™ (M) tal que si
(X1,...,Xm) és base ortonormal? positiva de T, M llavors nas|,(X1, ..., Xom) = 1.

Aquesta m-forma 7, s'anomena element de volum.

4és a dir, base de T, M tal que (X;, X;) = d;; pertoté,j =1,...,m.

Demostracio. Si M esta orientada per una m-forma diferencial w, sabem que qualsevol m-forma
sobre M s’escriura de la forma f - w per una certa funcié f : M — R diferenciable. Aleshores si
(X1,...,Xm) és una base ortonormal positiva de 7, M/ posem

1

W = Xy

Aquesta expressié no dependra de la base ortonormal positiva triada (per les proprietats de les
formes multilineals) i defineix una funcié diferenciable. Per tant deduim el resultat. O

Exemple. Sigui S C R? una superficie regular orientada per un camp normal unitari v : S — S2.
Aleshores S sera orientable per I'element de volum

ns = i, (dx A dy A dz),

i les dues nocions d’orientacié que vam definir per a les superficies coincideixen: per tota base
ortonormal (X1, X») de T},S positiva dins el sentit que (X1, X2, v) és base ortonormal positiva de
R3 per la seva forma volum (orientaci6 induida per v), tindrem que

Ns(X1,X2) = d,(de NdyAdz)(X1, Xo)
(dx A dy A dz)(v, X1, X2)
= det(c, es,eq) (¥ X1, X2)
=1

i sera positiva per I'orientaci6 induida per la 2-forma ng.

En el cas de les superficies regulars, la forma volum tindra I'expressié local segiient.
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Proposici6 4.4.4

Siguin S una superficie regular orientada per v, i (€2, ¢) una parametritzacié local compatible
amb l'orientacié?. Aleshores

v*'ns =V EG — F2du A dv.

2Es a dir que v = pu A u/llpu A woll

Demostracio. Sabem que ¢*ng = Adu A dvamb A > 0, i calculem

AN 9 d
A = @”S<m’fh))"5(d‘p<m)’dw<av>)

= 15 (Pus Po) = 1R (Pus Pv)
= 7R3 (V’QOWQOU) :Hﬁpu/\@v”:m.
N————

volum paral-lelepipede

En fi, observem que la vora d’'una subvarietat amb vora esta naturalement orientada.
Definicié 4.4.9
Suposem OM # (). Definim el camp exterior normal unitari com la correspondéncia
Vom = p € OM — vanm(p) € T,M
determinada de manera Unica per les condicions segients:
* lvanm(p)ll = 1;
0 V@M(p) S T;xtM;
* vom(p) L T,0M.

Aleshores, si M és orientada, i si ny; € Q2"(M) és I'element de volum de M associat a
I'orientacid, tindrem que la forma diferencial

Nom = ivgy (M) € X (OM)

sobre OM no s’anul-la, i 'orientacié associada de 0 s’anomena orientacié induida.

Exemple. Si el semi espai R esta orientat per I'element de volum dxzy A ... A dx,, aleshores

0

0T,

Vory = —

i obtenim
Norm = iv(faw dei N .. ANdxy, = (—1)"dzy Ao A dTp—q.
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“ Integracio de formes i Teorema de Stokes

4.5.1 Integracio

Comencem amb l'integracié d’'una forma diferencial sobre un obert de R™.

Definicio 4.5.1
Siguin
+ Q un obert de I'espai R™ del qual denotem (uy, ..., u,,) les seves coordenades,

cw="h-dug A...Nduy, € Q™(R™) una m-forma diferencial on h € C>°(R™) tal que el
seu suport

spt(w) := {p € R™ | w, # 0}
sigui compacte i contingut dins I'obert .

Es defineix la integral de w sobre €2 com la quantitat

/w:/hdul/\.../\dum::/hdul...dum
Q Q Q

Observem que la condicié que el suport sigui compacte ens assegura que la integral sigui ben
definida. Ara passem a la definicié de la integral d’'una forma sobre un domini d’'una subvarietat que
sigui parametritzat.

Definicio 4.5.2
Siguin
« M™ C R™ una subvarietat amb vora orientada

* (2, ¢) una parametritzaci6 local de M compatible amb I'orientacié?,

* we Q™(M) tal que spt(w) := {p € M | w, # 0} sigui compacte i contingut dins 'obert
P(42).

Es defineix la integral de w sobre M com la quantitat

_ dp o
/w /(pw—/ (é)ul "’8um>du1/\"'/\dum’
¢
/w—/ <8u1 ,aum>du1...dum.

aEs a dir que la familia (@u, , - - - , Pu,, ) €S Una base ortonormal positiva de 7), M.

i per tant

Proposici6 4.5.1
Lanterior definicié no depén de I'elecci6 de la parametritzacié local (£2, ¢).
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Demostracio. Sigui (€',) una altre parametritzacié complint les mateixes condicions. Suposarem
que ¢(Q) = (') sense pérdua de generalitat. La composici6 f = ¢! o 9 esta definida sobre
i spt(w) C () = (). Posem p*w = A duy A ... Aduy, on A = w(py,, .-, ¢Pu,, ) Llavors es
compleix

P = / (po ffw= P (Aduy Ao Adugy,)
% o Q
_ //(Aof) Fo(duy A A dug)
) / (Ao f) det(Jac(f))duy ... dun

(x2) / A duy .. du,,
(=0

Q

on la igualtat () resulta de la férmula f*ngm = det(Jac(f)) - ngm que vam demostrar i la igualtat
(xx) del teorema del canvi de variables ja que det(Jac(f)) > 0. O

Per tal d’integrar les formes diferencials de grau m sobre les subvarietats de dimensi6é m, neces-
sitarem la nocié de particié de la unitat.

Proposici6 4.5.2

Sigui K € R™ un compacte i {V,}aca un recobriment obert? de K. Aleshores 3k > 1
funcions p1, ..., pr € C*°(R™) tal que

e Pertoti=1,...,k, p; >0ispt(p;) C V,, peruna; € A,

. Zle pi(z) =1 pertotpuntz € K.

La familia de funcions {p; }; s'anomena particié de la unitat de K subordonada a {V, }.

4Es a dir que els Vi, sén oberts i K C UpecaVa-

Demostracio. Per a cada punt z € K escollim un parell de boles obertes centrades en x, que
denotem B(x) i D(x), de manera que B(z) C D(x) C D(z) C V, per algun a € A. Perser K
compacte, hi ha un nombre finit de punts z1, ...,z € K tals que K C B(zy) U...U B(xy). Podem
trobar funcions f; : R™ — R diferenciables i, amb valors a [0, 1] tals que f; = 1 sobre B(x;) i
spt(f;) € D(x;). Definim

p1 = [,

p2 = (1 — f1)f,

pe=TLo (L= fi) - fi.
Aquestes funcions sén totes > 0 i veiem per induccié que

m k

dopi=1-]]0-f)

=1 =1
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Per tant tenim que pertot x € K
m
>on =1
=1
ja que z pertany a alguna bola B(x;). Aixd conclou la demostracio. O

La demostracioé de la proposicié anterior s’adapta sense dificulats per provar que si K és un
subconjunt compacte d’una subvarietat M™ de R™ i {(Qa, ¥a)}o és una familia de parametritzaci-
ons de M amb K C Uapa(€), llavors hi ha una particié de la unitat {p; }; de K subordinada al
recobriment {¢, (2, )} on els p; € C>°(M).

Definicio 4.5.3

Sigui M™ una subvarietat amb vora de R™. Denotarem per Q7 (M) I'espai vectorial de les
m-formes diferencials de M amb suport compacte.

Utilitzant aquestes particions de la unitat, podem finalment definir la integral d’'una forma diferen-
cial amb suport compacte sobre una subvarietat amb vora.

Definicio 4.5.4
Siguin
 M™ C R™ una subvarietat orientada,

* {(Qq, pa)}a una familia de parametritzacions locals de M compatible amb I'orientaci6
i tal que M = U, (924) (una tal familia es diu un atles de M),

* we Q7(M)idenotem K := spt(w) el seu suport compacte,
* {pi}ti=1,... 1 una particié de la unitat de K subordinada al recobriment {¢,(24)},
« pertoti =1,...,k denotem «; I'index que compleix spt(p;) C @a, (Qa,)-

i

Es defineix la integral de w sobre M com la quantitat

k k
w = piw = / (pi © pa;) Po,w-
/]V[ ; /M ; Qo
Com anteriorment, aquesta definicié no depén de la particié de la unitat o de I'atles escollides.

Definici6 4.5.5
Sigui M™ C R™ una subvarietat orientada compacte. Definim el seu volum com la quantitat

VO|(M) = /M MM -

A I'hora de calcular integrals de formes diferencials sobre subvarietats, no utilitzarem les partici-
ons de la unitat sin6 que farem servir el resultat que segueix, del qual deixem la demostracié com a
exercici.
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Proposici6 4.5.3

Siguin M™ C R™ una subvarietat orientada, i {(;,¢;)}; una familia de parametritzacions
locals de M compatible amb I'orientacié tal que

@ M\ Ui, () és una unié de subvarietats de dimensié < m,

O (%) Ny;(y) =0 pertoti # 3.

Aleshores es compleix
k
*
fu=3[ v
b i=1 7

per tot w € Q7" (M).

Un altre resultat técnic Gtil a 'hora de calcular aquestes integrals és el seglent.

Proposici6 4.5.4

Sigui f : M™ c R® — N™ c R* un difeomorfisme entre subvarietats orientables tal que per
tot p € M la seva diferencial df,, : T,M — T}y, N preserva orientacions. Llavors

oL

per tot w € Q7" (M).

Demostracio. Només cal recordar que si (w, ) és una parametritzacié local de M, llavors (w, fop)
és parametritzaci6 local de N. O

4.5.2 Teorema de Stokes
Aquest teorema s’enuncia aixi.

Teorema 4.5.1 (Stokes)
Siguin M™ C R™ una subvarietat orientada, i w € Q=1 (M). Aleshores

/ dw:/ w.
M oM

Demostracio. Denotem
* {(Qa, pa)}a un atles de M compatible amb I'orientacio,
« K := spt(w) compacte,
* {pi}i=1,... 1 una particié de la unitat de K subordinada a {¢.(Q4)},

« oy I'index pertoti = 1,..., k que compleix spt(p;) C va,(Qa,)-
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Posem J := {i € I | spt(p;) N OM # 0} i suposarem que «; = i. Escrivimw = >, p;w, i llavors

[ = X[ am)-% [ i)

> / d o} (piw)
7 IR S~

=:Ww;

i observem que les formes &; son elements de Q71 (R7").

Lema 4.5.1
Siw € Q" 1(RT), aleshores

© Sispt(@) NORT = 0 aleshores Jgm d& = 0.
+

@ Sispt(w) NORT # 0 aleshores [, dio = [, @
¥ ¥

Demostracio. Escrivim
m
(D:Zfi(ul,...,um) dup A ... ANdug A ... A dugy,
i=1

i per tant

dw:zgfi du; Aduy A Adug A A dity, = (Z(—l)i”afz) duy A ... A ditgy,.

=1 i=1 Ou;
Aleshores
/ do = (71)1‘*1/ Of; duy ... dun,
R i=1 Ry Ous
m—1 , too gf, -
(Fubini) = Z(_l)H/ </ ’dui) duy ... du; ... duy,
i=1 RPN \J oo Ot
+oo 3f‘ P
—1)m-t Ydu; ) duy ... dug ... di,.
et [ ([ SR )
Ara bé, com el suport de w és compacte, tenimperi=1,...,m—1
+oo 6‘]2
/ %dui = fi(u1,~-.,Ui—17+OO,U¢+1,-~~,Um)—fi(ulw-~,Uz‘—17—007ui+17~~7um)
o 3
=0
i
20 3 fin
/ Tdum = fm(u17"'7um717+oo)_fm(ula-"7um71)0)
0 Um

= _fm(ula"'vum—lao)'
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Al final obtenim

J

com JR" esta orientada per (—1)"duy A ... A duly,—1.

d@:/ f(ul"”’um_l’o).(—1)mdU1...dum—1:/ w,
Rm-1 ’

¥ R
Més precisament, dins el cas on m € 2N, considerem la parametritzaci6 local
—1 -1
@:(ut, .. um—1) €ER™ = (ug, ..., Upm-1,0) € ORT =R™"" x {0}

que és compatible amb I'orientacié Nor = (=1)™duq A ... A dumy—1 cOm

) 5,
nNoRry (80 1d ) =(-1)" =1.

6u1""’8um_1

Dins aquest cas,

/ 1f(ul,...7um,1,0) (=1)"™duy ... dug,—1
R

:/ 1f<u17---,um71,0) d’U/l...dum,1
Rm—

= _( 9¢ Op
B Am—lw (au17"'7aum1) dul"'dum—l
_(9¢ Oy
/R’”*lw <8u1’ ’3um1) u1 Um—1
[ o
Rm,—l
[ =
ORT

Sino, m € 2N + 1, i considerem la parametritzacié local

0 (Ut ., Um_1) € R™ s (ug,uy,uz, ..., Um_1,0) € ORY" = R™ ! x {0}

que és compatible amb I'orientacié com

0 0
ToRr (50 14 ) = (—1)™* = 1.

Our’ 7 Ot
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Aleshores

/ f(ul,...,um_l,O) . (—1)mdU1 ...dum_1
Rm—1

:—/ flur, . Um—1,0) duy ... dum—_1
Rm—1

= 7/ f(ul,...,um_l,()) duzduldm),...dum_l
Rm—1

0 0
:—/ w —(p,..., 14 dus ANdug A ... A dtgy,—1
Rm—1 3U1 8Um—1
_( Oy Oy
= — .., — | d v AN dug,—
/Rm—lw <8U1’ ’8um_1> oL /du !

Acabem la demostraci6:

/dw:
M

El corollari seglient és directe.

Corol-lari 4.5.1

Z/ do; + Y | dw;

icg /RY igJ ' RY

S oa= ] i
ieJ VORY ieJ 7 HNIRTY

S [ opw=[ S

ieg oM OM e

[ w
oM

Sigui M™ C R"™ una subvarietat orientada amb 9M = (. Llavors

per totw € QT L(M).

/ dw=20
M
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El corollari seglient és classic (Teorema de Green).

Corol-lari 4.5.2
Sigui D C una subvarietat amb vora de dimensi6 2, i P,Q € C*°(D). Llavors

9Q _op _
/D (637 8y> dxdy /8D(de + Qdy).

Demostracio. Apliquem el teorema de Stokes amb la 2-forma w = Pdx + Qdy.
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