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Capitol 1

Integracié numerica

Recordatori Interpolacié de Lagrange i d’Hermite

Donats m + 1 punts d’interpolacié (zy, fr) amb k& = 0 <+ m, existeix un unic polinomi p,,(z) de
grau menor o igual a m, anomenat polinomi interpolador de Lagrange, tal que

pm(Tk) = fr Vk =0-=m.

L’expressié de p,, es pot donar amb la férmula d’interpolacié de Lagrange

m(T) = [ b [ = -
pule) =Y fib@) amb (o) = [] S
k=0 1=0,i#k
Si f € O™ i p,, és el polinomi interpolador de f sobre els nodes xg, 1, ..., T, (és a dir p,,

interpola els punts (xy, f(zx)) amb k = 0 <+ m), aleshores 'error d’interpolacié és

FrI(E(e))

f(CC) —pm(ZL‘) = (m n 1)|

(x —zo)(x —21) - (T — 1)
on &(x) és un punt de I'interval d’interpolacié (i.e. 'interval més petit que conté x, zg, x1, ..., Zy).

També existeix un tnic polinomi de grau menor o igual a 2m + 1 que, a més a més de coincidir
amb una funcié f diferenciable sobre els nodes xg, z1, ..., x,,, té la mateixa derivada que f sobre
aquests nodes. S’anomena polinomi interpolador d’Hermite, i es pot expressar com

m

Dot (@) = D fill = 20 () (v — @) p(2) + ) fule — 2l (),

k=0 k=0

amb fr = f(z) 1 fi = f'(z). Si f € C*™*2 Terror d’interpolaci6 és

(2m+2) (¢ (4
f(@) = pamia(x) = f(Qm—ii()'))(x —20)*(x — 1) (1 — 1)

on &(x) és un punt de l'interval d’interpolacié (i.e. I'interval més petit que conté x, zg, x1, ..., ).
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1.1 Integracié numerica per quadratures

Donada una funcié f definida sobre [a, b] volem calcular

- / b f(x)dz

La idea que desenvoluparem en aquest tema per calcular numericament aquesta integral consisteix
en discretitzar convenientment el domini [a, b] en una serie de nodes zg, x1,. .., x,, 1 aproximar la
integral mitjancant una suma de la forma

= Z Wi f(xr)
k=0

on W, s’anomenen pesos d’integracié. Aquestes aproximacions es coneixen amb el nom de qua-
dratures ja que en cert sentit el que es fa és aproximar ’area sota la corba de la funcié f utilitzant
una forma poligonal adequada.

El problema basic consisteix en trobar el nodes i els pesos de manera que 'error d’integracio

sigui petit.

1.2 Formules d’integracid interpolatories

Siguin a < zp < 71 < T3 < -+ < Ty, < b un conjunt de m + 1 nodes del segment [a,b], i p,,(x)
el polinomi interpolador de f sobre aquests nodes. La férmula interpolatoria sobre aquests m + 1
nodes consisteix en aproximar la integral J(f) per J(p,,), és a dir:

/ fla / pu(a)de.
Aixo equival a dir que

b m .’I‘—.IZ
/Gf(x)dekZ:%ka(%) amb Wk:/ Ik( dx—/a H xk—ﬂfz

1=0,i#k

Observeu que els pesos W), depenen de linterval [a,b] i dels nodes xq,x1, ..., z,, perd no de la
funcié f.

Exemple. La féormula dels trapezis és la formula interpolatoria que s’obté prenent m = 1 i els
nodes ro =aixz; =b.

Per la unicitat del polinomi interpolador, una férmula interpoladora de m+1 nodes és exacte
per a qualsevol polinomi de grau menor o igual a m (perque el polinomi interpolador sobre
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els m + 1 nodes sera el propi polinomi que pretenem interpolar). Aixd déna d’una banda una
mesura del grau de precisio de les férmules interpoladores. Es diu que una férmula interpoladora
és d’ordre r si la formula és exacte per a tots els polinomis de grau menor o igual a r i falla per
algun polinomi de grau r + 1. Pel que hem comentat, una férmula interpoladora d’m + 1 nodes és
com a minim d’ordre m, perd veurem que en alguns casos ’ordre és inclis superior. La unicitat del
polinomi interpolador també permet calcular els pesos W), sense necessitat d’integrar els polinomis
[1.(x): n’hi ha prou en imposar que I'aproximacié sigui certa pels monomis 1, z, 2%, ..., 2™ i resoldre
el sistema lineal resultant per a les incognites Wy per k = 0 <+ m, que sera un sistema de m + 1
equacions amb m+ 1 incognites amb una tnica solucié (aquesta estrategia es coneix com el meétode
dels coeficients indeterminats). La proposicié segiient mostra que si aproximacié és exacte pels
monomis 1, z, 2%, ..., 2™ aleshores també és exacte per tot polinomi de grau més petit o igual a m
(és conseqiiencia del fet que J i J,,, sén funcions lineals, i.e. del fet que J(Af+pug) = AJ(f)+pJ(9)
1 (A + 1g) = A (f) + pdim(g)). Després de la proposicié es dona un exemple d’aplicacié del
metode dels coeficients indeterminats.

Proposicié. Si f = ag+ a1x + agx® + -+ + ™ i J,,(2") = J(z") per tot r € 0 = m, aleshores

Im(f) = J(f).

Prova. En efecte,
Jm(f) = Z ka(l‘k) = Z Wk(Oéo + 1T -+ OéQSL’z + -+ OénLZE?)
k=0 =

= k=0
= @OZWk+@1Zkak+a2ZWk$i+"'+amZka7];n
k=1 k=1 k=1

k=1
= g (1) 4+ ay o () + agdp (22) + - + ap (™)
= apJ(1) + o J(z) + axJ(2%) + -+ + S (™)

b b b b
:ao/ 1d:1:+oz1/ xdx+oz2/ xde+---+ozm/ z"dx

b b
:/ a0+a1x+a2x2+---+amxmdx:/ f(z)dx = J(f)
a a |:|

Exemple. Férmula de Simpson. Es volen trobar els pesos d’'integracié w_i,wg i wy tals que
la féormula

/_ 90t % w1g(=1) + g 0) + wrg(1)

sigui exacte per a tots els polinomis de grau menor o igual a 2.
Imposem l'exactitud per g(t) =1, g(t) =t i g(t) = t*

2 =w_1 + wo + wq



Es a dir hem obtingut la férmula

/ 11 g(B)dt ~

Aquesta férmula es pot traslladar a qualsevol interval [a, b] utilitzant el canvi de variable

(9(=1) +49(0) + g(1)) .

Wl =

() = b;“H b;“.
En efecte:
[ s = [ paeoi= [ e 5
~ DL () + 4 (@(0) + £ (1)

- 62“3(f<a> vaf(“57) + o)

Observacié. El metode de Simpson és exacte també per polinomis de grau 3:

1
1
/t3dt:0 i g((—1)3+0f”+15’>):0,
-1

és a dir la integral de ¢* coincideix amb la férmula aplicada a t3. La férmula traslladada a I'interval
la, b] també és exacte per a tots els polinomis de grau menor o igual a 3. En efecte, si k < 3, es té

b 1 k
b—a b—a b+a
k _
/Gxdx— 5 /_1(215—1— Z)dt

i la integral de la dreta és exacte quan s’utilitza la féormula de Simpson a Uinterval [—1,1] ja que
I'integrand és un polinomi de grau menor o igual a 3, i la formula és exacte per aquests polinomis
(per construccié fins a polinomis de grau 2 i de “propina”, a causa d’una certa simetria de fet, per
a polinomis de fins a grau 3 com hem comprovat al principi d’aquesta observacid).

1.3 Foérmules de Newton-Cotes

La féormula dels trapezis i la de Simpson sén casos particulars del que es coneix com a férmules
tancades de Newton-Cotes. Aquestes formules s’obtenen quan es prenen m + 1 nodes equiespaiats
a 'interval [a, b]:

_b—a

xr = a+ kh, k=0=+m i h ,
m

1 aleshores

/ f(z)dz ~ Z Wi f(z)-
a k=0



Recordem que

b m
T —a—1h
Wi = d
F aAH a+kh—a—zhx
1=0,i#k
b m r—a
—a g4
—/ Z dx
a oz T
mo
=h 11 5t = hay
0 =0,k

on a la peniltima igualtat s’ha utilitzat el canvi de variable ¢t = (z — a)/h. Observem que els
coeficients «y; no depenen ni de l'interval [a, b] ni de la funcié f. En termes dels coeficients «y, la
férmula s’escriu

:b_a i [Ekzd‘l‘k‘h

NC,(f.[a,0)) :==h> oagpf(zy) amb  h
k=0

m

Proposicié. L’error de la férmula de Newton-Cotes satisfa:

b b (p+1)
Bl a)i= [ ) = pu(oide = [ flade = NCo(f.lab) = Ko iS00

amb & € (a,b) i

e Sim éssenar, p=mi K,, = E,,(z™" [a,b])/h"?

e Sim és parell, p=m+ 11K, = E, (2™, [a,b]) /"3

Exemple. Per trobar el factor Ky pel cas m = 2 (és a dir per la férmula de Simpson) observem
que h = (b —a)/2 i calculem

K= Ba(at, o )1 = ( / et - 12 <a4+4 (%b)M))
- - () ) -

Comentari. Es pot veure (tot i que no és facil de provar) que les constants K, no depenen de
'interval [a, b].




A continuacié es dona una taula amb els coeficients «y per a les formules de Newton-Cotes en
funcié del nombre de nodes:

m| d |d-o K,, Nom
1] 2 |11 —1/6 | Trapezis
21 3 141 —4/15 | Simpson
318/3]1331 —9/10 3/8

4 145/2|73212327| —128/21| Milne

Utilitzar el metode de Newton-Cotes amb un nombre m elevat (i.e. utiltzar m + 1 nodes equi-
espaiats) no és recomenable perque hi ha funcions que no es poden aproximar arbitrariament bé
utilitzant polinomis interpoladors sobre nodes equiespaiats (és el que es coneix com a fenomen
de Runge, i 'exemple paradigmatic és la funcié f(z) = 1/(1 + 252?) sobre l'interval [—1,1]). Si
el polinomi interpolador no aproxima bé la funcid, no és esperable que la integral del polinomi
interpolador sigui una bona aproximacié de la integral de la funcié. Una estrategia per obtenir
formules més precises utilitzant metodes de Newton-Cotes d’ordre baix consisteix en dividir I'in-
terval d’integracié en sub-intervals més petits i aplicar una féormula interpolatoria d’ordre baix
(per exemple Trapezis o Simpson) en cada un dels subintervals. Aquesta estrategia dona lloc a les
formules compostes.

A continuaci6 es dona la prova de la proposicié sobre I'error de les férmules de Newton-Cotes pel
cas m = 1. Per poder donar la demostracié és oporti introduir primer el segiient resultat.

Teorema del valor mitja per integrals. Sigui w : [a,b] — [0,00) una funcié integrable no
negativa. Aleshores per tota f : [a,b] — R continua es té

b b
/ flz)w(z)de = f(f)/ w(zr)dx per algun ¢ de (a, b).

Prova. En efecte, per ser f coninua en [a, b exiteixen i, Tmax € [a, b] tals que per tot x € [a, D]
es té

f(@min) < f(2) < f(@max)-

Ara, com que w és no negativa, es té

f(Zmin) /abw(x)d:c < /abf(x)w(;v)dx < f(Zmax) /abw(a:)da:, (1.1)

i aixo implica, per la continuitat de f, que existexi & € I(Zmin, Tmax) C (@, ), on I(Zmin, Tmax)
denota l'interval obert amb extrems x i, 1 Tmax, tal que

f(&) /abw(a:)dx:/abf(a:)w(x)dx.

Per veure aix0o més clarament podeu reescriure (|1.1]) com

o) [ wiords — [ fae@ie <05 ) [Cu@ie— [ st



i aplicar el Teorema de Bolzano a la funci6 & — f(§) f w(x)dx— f f(z)w(z)dz definida a l'interval
I(Zmin, Tmax), 1la qual cosa assegura l'existencia d'un valor £ € I(Zpin, Tmax) tal que

e [ Cw(a)de / fewl)de = 0. o

Prova de la proposicié per m = 1 (Trapezis). Recordem que si p;(z) és el polinomi interpo-
lador de la funcié f sobre els nodes o = a i 1 = b, aleshores es té

1@) = i) + 8D 0 aya ),
de manera que
b rn
/ f(x dx—/a @(m—a)(x—b)dw.
Observem ara que la funcié w(z) = —(x — a)(x — b) es no negativa a |[a, b], per tant pel Teorema

del valor mitja per integrals es té
/a f”(é(x))<x _ a)(:c _ b)dl’ _ _f”(é(n)) /a U)(l')d$ _ f”(é(ﬁ)) /a (SL’ o a)(x _ b)dl‘

on £(n) € (a,b) perque n € (a,b), i com que 7 esta fixat, podem escriure ¢ enlloc de &(n), és a dir

es té
" b
B ) =58 [ - o - v,

a

com es volia veure. De propina s’obté una expressio alternativa per K5, només cal aplicar la ultima
férmula a f(z) = 2? de manera que

Ey(x?,[a,b]) f:(x —a)(x — b)dx.

Ro=—=g g = (b—a)?

1.4 Foérmules compostes

Per calcular la integral

/a ’ Ha)d

emprant una férmula de Newton-Cotes de m + 1 punts composta cal:

e Dividir U'interval [a,b] en I subintervals:

amb 1€0-=1.

[zi,xiq] on z;=a+1i



e Aplicar la formula de Newton-Cotes de m + 1 punts a cada subinterval i sumar els resultats.
Concretament s’escriu

/ ' fla)da - / e+ | fa)ds + -+ /m’“ Fle)ds

i s'utilitza

o (r+1)(¢. _ g\
/xi f(z)dx = NC,,(f, [, Tit1])FEm(f, [2i, wiga]) = NCo(f, [2, xi+1])+Kmf(p . %z') (me >

on & € (ry,m; 1) ip=msiméssenarip=m+ 1sim és parell. Aixi es té

b -1 1 b—a p+2 I-1 oD
[ #ee = NCu(r o nead + Ky () 26

Si fP+1) és continua, el terme d’error de la férmula composta

eCulf ol = oy () 27

es pot escriure com

Ecm(f7 [0“7 b]) =

ml

K, b—a (b—a
p+1)! m

>p FrED(E) (1.2)

amb ¢ € (a,b), la qual cosa facilita ’analisi de l'error en casos practics. Per veure aquesta
igualtat observem que si f € CP™!(a,b), aleshores

~

-1

FrE(g) = f#(E) (1.3)

~ =
I
=

i
per algun & € (a,b). En efecte, com que la part esquerra de la igualtat anterior és la mit-
jana aritmetica dels valors {fP+1 (&), f@TV(&)), ..., fPTU(& 1)}, necessariament existeix
un valor en aquest conjunt que és menor que la mitjana i un valor en aquest conjunt que es

major que la mitjana. En altres paraules, existeixen valors &nin, Emax € {€0,&1, 82, -+, Emo1}
tals que

~

-1

SO Gmin) < 7 D FOE) < SO (G- (14)

~| =
Il
=)

i
Ara bé, com que la funcié f®P*+1 és continua, existeix un valor £ contingut a I'interval obert
que té per extrems els valors &y 1 Emax tal que

I-1

P = 13 fr (g,

Per veure més clarament aixo podeu reescriure ([1.4) com

~

-1

-1
f(p+1)(€min) - f(p+1)(§z) S 0 S f(p—’_l)(gmax) - %Z f(p—H)(Sl)
i=0

~| =

I
o

i
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i aplicar el Teorema de Bolzano per concloure que existeix £ entre &, 1 Emax tal que

~

-1

FrE©) = 7 27 E) =o.

~| =
s
I
)

Exercici. En quants subintervals s’ha de dividir I'interval [0, 1] per calcular la integral

1 2
/ e “dx
0

amb un error menor a ¢ si s'utilitza la férmula dels Trapezis composta (donar el nombre d’intervals
en funcié de valor ¢).

Sabem que l'error de la férmula composta és
11

E=EC(f.0,1) = -5

f"(€)

amb f(z) =e* i€ € (0,1), on I és el nombre de subintervals utilitzats. Com que
1 1 1 1
E - 1 . < _ 1 _
n’hi ha prou en buscar el valor I € N més petit que satisfa
1 g 1
— — <
mgﬁfﬁy2e,

és a dir el valor [ tal que

I>)— "
1%£%f@)

Es pot veure (fent la grafica de f” : [0, 1] — R si cal) que

1!
—9
gﬁf@) ,

de manera que la desigualtat anterior esdevé

1
I'>4—.
6e
En particular si e = 107* cal prendre I = 41 > 40.82 ~ /10%/6.

Observeu que aquest procediment per trobar en quants subintervals s’ha de refinar 'interval original
la, b] per tal que 'aproximacié de la integral tingui un error menor a e requereix coneixer cotes de
les derivades de la funcié f. Aix0 no és molt practic si el que es vol és implementar un programa
que rebi com argument la funcié f i la tolerancia ¢ retorni una aproximacié de la integral amb
error menor a ¢ (la feinada que hauria de fer el programa per determinar el maxim i el minim que
assoleix f” a l'interval d’integracié tindria un cost computacional més alt que aproximar la propia
integral). Més endavant veurem un procediment que permet estimar 1’error d’aproximacié sense
utilitzar informaci6 sobre les derivades de la funcié f, la qual cosa permet implementar algorismes
d’intergacié automatica. Abans, pero, introduim una altra familia de férmules interpolatories.
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1.5 Formules (Gaussianes

En les féormules interpolatories que hem vist es fixaven els m + 1 punts d’interpolacié i deixavem
com a tnica llibertat els m+1 pesos Wj,. Aixo fa que a priori aquestes formules puguin ser a exactes
per a polinomis de fins a grau m. A continuacié veurem que si es trien els nodes xg, z1, ..., 2,
de forma apropiada, aleshores les formules poden ser exactes per polinomis de fins a grau 2m + 1.
Per fer-ho cal introduir el concepte de polinomis ortogonals.

Definicié. Un conjunt de polinomis {g, %1, 19, ...} és una familia de polinomis ortogonals res-
pecte un interval [a,b] 1 una funcié pes w : [a.b] — (0,00) (observeu que la funci6 pes és positiva)
si grau(¢y(z)) = k per tot k € NU {0} i

/abw(x)%/h‘(x)l/}j(x)dx _ { 21 0 i)

si 1=7

Es pot veure que el subconjunt {1y (), ¥ (z), ¥a(x), ..., Yx(x)} és una base de 'espai de polinomis
de grau menor o igual a k, és a dir tot polinomi p(z) de grau menor o igual a k s’expressa de forma
Unica com

plx) = Z i (),

en el sentit que existeix una i només una combinacié de coeficients «; que fan certa la igualtat
anterior. Per veure-ho n’hi ha prou en igualar els coeficients de p (donats) amb els coeficients del
polinomi Zf:o a;1;(x), la qual cosa resulta amb un sistema lineal de k + 1 equacions amb k + 1
incognites (els valors g, aq, ..., ax), 1 gracies al fet que grau(y;(x)) = i, el sistema és triangular
amb elements diferents de zero a la diagonal, la qual cosa implica que el sistema és compatible
determinat.

Notacid. Per simplificar les expressions, quan sigui oporti denotarem
b
(1.9) = [ wlo)f(e)gta)da
per a tot parell de funcions f, ¢ : [a,b] — R.

Propitetat. Si p(x) és un polinomi de grau menor a k aleshores

(p,x) = 0.

Prova. En efecte, p(z) es pot escriure com
k—1
p(z) = Z aii()
i=0
de manera que, per la linealitat de la integral, es té

k—1 k—1
(p,¥r) = <Z Oéi¢i;¢k> = Z a; (i, ) = 0,
i=0 i=0

on la darrera igualtat és conseqiiencia de 'ortogonalitat dels polinomis ¢;(x) i ¥, (z) quan k # i.
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Propietat. El polinomi ¢ (x) té k zeros simples a 'interval (a, b).

Prova. En efecte, si 1, (x) només canviés de signe en els nodes x1, x5, ..., x; € (a,b) amb i < k, (la
qual cosa implicaria en particular que 1, (z) té com a molt i < k zeros simples perque en tot zero
simple d’un polinomi el polinomi presenta necessariament un canvi de signe), aleshores el polinomi

q(z) ()

amb ¢(z) = (z — z1)(x — x3) ... (x — x;), no canviaria de signe en tot [a,b] (ja que g(z) i ¥y(x)
canvien de signe en els mateixos punts). Aixo implicaria que

/ w(a)q(@) s () = (g, ) # 0,

pel fet que la funcié pes w és positiva, la qual cosa contradiu la propietat anterior ja que ¢ és de
grau i < k. Es dedueix, per tant, que ¢, (z) ha de canviar de signe en almenys k punts continguts
a (a,b), que equival a dir que ¥y (x) té almenys k zeros a (a,b), perd x(x) no pot tenir més de
k zeros per ser un polinomi de grau k. Es conclou aixi que () té k zeros simples continguts a

(a,b).
0J

Exemple: polinomis de Legendre. Considerem [a,b] = [—1,1] i la funcié pes w(x) = 1 sobre
aquest interval. Una manera per donar una familia de polinomis otrogonals respecte aquest interval
i aquesta funcié pes és la segiient:

e S’agafa un polinomi de grau zero qualsevol, per exemple 1)o(x) = 1.

e Es considera un polinomi de grau 1 genéric, ¢4 (x) = Ajx + Ap 1 s'imposa que sigui ortogonal
a 1y 1 no nul, és a dir s'imposa que (tenint en compte que [a,b] = [—1,1] i que w(z) = 1)

1 1
0= /_1%(:6)2&1(:5)6[:6 = /_lAlx—i—Agdm
1

0 # /_11 W (z) (z)de = / (A + Ag)?dx |

-1

Observem que de la primera equacio se segueix

A 2 =1
0= |: 121’ —I—A()(L':| =2A0 = AOZO,

r=—1

i utilitzant Ay = 0 a la segona equacié es té

r=1
A%Bx3:| _ gA%’

07| :

r=—1

que se satisfa si, per exemple, A; = 1. Per tant podem agafar ¢; = x.
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e Es considera un polinomi de grau 2 generic, ¥y(x) = Asz? + Az + Ap i s'imposa que sigui
ortogonal a 1y i 11 1 no nul, és a dir s’imposa que

( 1 1
0= / Yo(x) o (z)dr = / Ay + Az + Ay dx
—1 —1

1
-1

1
0= /_1 1 (x) o (z)dr = / x(Ayx® + Ajx + Ag) dx

1
1

0 # Yo (x) o (z)dr = / (Agz® + Ay + Ag)* dx
\ -1 _

De la primera equacié es té

A 3 2 =1 2
0= { gr —quﬁg-%—fbli :igfb'+iL40 = fb ZZ—S/L”

r=-—1

i de la segona equacié

Ayt x3 227! 2
Ay 4 Ay =ZA, = A, =0.
¥ { 4 '3 09 31 1=0

r=—1

Utilitzant aquestes relacions a la tercera equacio es té

Ay® o =t 4 18 12
0 2A3 40— + A} = A5+ —AyAg+ 245 = | — — = +2) A}
7£|: 5 _'_ 2 03+ O'Tx:_l 5 2+3 2 O+ 0 5 3+ 0

que se satisfa si, per exemple, Ag = —1. Per tant podem agafar 1), = 32% — 1.

e FEtcetera.

D’aquesta manera es genera la familia de polinomis ortogonals de Legendre (que és la familia de
polinomis ortogonals respecte 'interval [—1, 1] i la funcié pes w(z) = 1).

Observacié. La llibertat que hi ha per escollir algun dels coeficients a cada pas fa que hi hagi
diferents families de polinomis de Legendre. Per evitar aquest fenomen se sol definir la familia
de polinomis ortogonals de Legendre “estandaritzada” com la familia de polinomis ortogonals
respecte U'interval [—1,1] i la funcié pes w(z) = 1 que satisfan, a més a més, que ¢;(1) = 1 per
tot £ > 0. Noteu que els polinomis 1g(x) i 11(x) donats a dalt ja estan estandaritzats, pero el
polinomi (z) no. Perqueé ho fos hauriem d’haver agafat Ay = —1/2, ja que aleshores hauriem
obtingut 1(z) = (3% — 1)/2 que s satisfa ¥»(1) = 1. Es pot veure que els polinomis de Legendre
estandaritzats son unics. En general quan es fa referencia als polinomis de Legendre s’entén que
s’esta parlant de la familia estandaritzada.

Férmula d’integracié Gaussiana de Legendre (Férmula de Gauss-Legendre). Es la

férmula interpolatoria de m + 1 punts sobre l'interval [—1, 1] que s’obté quan s’utilitzen els zeros
del polinomi de Legendre 1,,,1 com a nodes d’interpolacié.
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Férmula d’integracié Gaussiana (General)

(associada a una familia de polinomis ortogonals {1, 1, 19, ... } respecte l'interval [a, b] i la funcié
pes w)

Considerem la férmula d’aproximacié
b m
/ w(z) f(x)de ~ > Wif(wy)
a k=0

on zx amb k = 0-m son els m+ 1 zeros simples del polinomi v, en [a, b] (sabem que existeixen
per la propietat provada a I’apartat anterior). De la mateixa manera que hem vist amb les férmules
interpolatories sense pes w, si volem que la férmula anterior sigui certa per a tots els polinomis de
grau menor o igual a m cal imposar que els pesos W), satisfacin

b - r — T
Wy = / w(x)l(z)dx on li(z) = H p—— (1.5)
a i=0,i#k v

ja que si f és un polinomi de grau menor o igual a m, f coincideix amb el polinomi interpolador
de grau m, és a dir per aquestes f es té que

fla) =" fla)l(x),
k=0
i imposar que la férmula sigui exacte en aquests casos implica (1.5]).

El cas és que amb aquests pesos (i gracies a que els nodes sén els zeros de 1,1 1(x)) la férmula és
exacte per a polinomis de fins a grau 2m + 1.

Propitetat. Si py,,11(z) és un polinomi de grau menor o igual a 2m + 1 aleshores

b m

/ w()pam+1(z)dr = Z Wipami1(w)

@ k=0
Prova. Com que pa,,+1(x) és un polinomi de grau menor o igual a 2m + 1, aleshores es pot escriure
(dividint el polinomi pa,41(x) per Yy,41(x)) com

P2m+1(%) = G (2)Vms1(2) + 7 (2)

on ¢ () ir,(xr) tenen com a molt grau m. Llavors, com que

b

[ @)@ = (g ) =0
per ser ¢,,(z) de grau menor a m + 1, es té
b b b
[ @) = [ w@an@inn @i + [ w@reds= [ w@@d

m

Wit () = Z Wi @ (k) Vmg1 (2x) + 7 (71))

k=0

M=

[
NE

Wipam+1(zk)

=
Il
o
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on a l'antepeniltima igualtat hem utilitzat que la férmula interpolatoria és exacte per ser r,,(z) un
polinomi de grau menor o igual a m (recordeu que tota féormula d’integracié interpolatoria de m+ 1
punts és exacte per a polinomis de grau m o menor), i a la peniltima igualtat hem utilitzat que
x), s6n zeros de ¥, 11 (de manera que 1,1 (x;) = 0). Es a dir, la férmula és exacte pel polinomi

Pom+1 (ZL‘) 0

Error de les féormules Gaussianes

Per a funcions f € C*™*2(a,b) es pot donar una expressié per a error. Per fer-ho considerem el
polinomi interpolador d’Hermite (veure el recordatori sobre els polinomis interpoladors) sobre els
nodes g, 1, ..., T, (és a dir els zeros de 1,,,1). Per aquest polinomi, que denotem com py,, 1,
la férmula gaussiana (associada a la familia de polinomis ortogonals {tg, 1,1, ...} respecte
I'interval [a, b] i funcid pes w) és exacte ja que el grau de po,, 11 és 2m + 1 com a molt.

Considerem ara la formula per 'error entre f(z) i pami1, que és

FerA(g(x))

(2m + 2)! (z — mo)* (2 — 1)+ (z — Tpy)”

f(x) = pamyar () =
on £(x) és un punt de l'interval d’interpolacié (i.e. I'interval més petit que conté x, zg, x1, ..., Z;y,).
Observem que
Umi1(2) = A (x — o) (@ — 21) -+ (2 — )

per alguna constant A,,.; (que és el coeficient dominant de ,,,1(x)), ja que ambdos polinomis
(el de la dreta de la igualtat i el de 'esquerra) tenen el mateix grau i els mateixos zeros. Amb
aixo en ment, ara integrem a banda i banda entre a i b després de multiplicar a banda i banda
per la funci6 pes w. En fer-ho (i tenint en compte que la férmula Gaussiana és exacte per po, 1)
obtenim

[ wrsas =S Wasto) = gt [ et i

que es pot reescriure gracies al Teorema del valor mitja per integrals (ja que la funcié w(z)y?2, . (z)
és no negativa en [a, b|) com

b (2m+2) 1 b
[ e dx—zwkf )= e @ 0

on £(n) € (a,b) perque 1, g, 1, ..., T, € (a,b), de manera que (com 7 és un valor fixat) es pot
escriure £ € (a,b) directament enlloc de £(n) a 'expressié anterior.

Observacié. El factor de 'error

b
| w@a @i

m+1
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2m—+2

es pot obtenir aplicant la formula Gaussiana a f(z) =z , ja que aleshores

JeEm(E)
(2m+1)!

Observacié (Legendre). Per la formula de Gauss-Legendre, I’error es pot simplificar com

om + 3)((2m + 2)))

[ 1@ =Y s = R ey b g€ (L)
-1 k=0

Per més detalls consultar Aubanell-Benseny-Delshams, Problema IV.8 de la pagina 392.

Calcul de families de polinomis ortogonals: férmula de recurréencia

Vegem un manera més sistematica de trobar una familia de polinomis ortogonals respecte [a, ] i
una funcié pes w(zx) en general. La idea és trobar una férmula tancada que ens expressi ¥, en

termes de g, 1, ..., que s’hauran calculat previament. Per fer-ho comencem considerant el
polinomi ¢y1 = z¢k(x). Com que {tg,¥1,..., 9,41} ha de ser una base de 'espai de polinomis
de grau menor o igual a k + 1, existeixen coeficients ay, ...,z tals que

k41

Orp1 = Z oy (x), (1.7)
1=0

i a més a més sabem que a1 # 0 ja que ¢p1 té grau k + 1 de manera que no n’hi ha prou amb
els polinomis {4y, ..., 1, } per generar ¢y 1.

D’altra banda, com que {1, ¥1, ..., %1} han de ser ortogonals dos a dos, és a dir han de satisfer

0= (), 1) = / W@ @@)de s AL

Per tant, si es multiplica per w(z);(x) a banda i banda de (1.7)) i s'integra entre a i b es té

k+1 k+1
(Pri1, ) = <Z Oéﬂﬂl,%'> = Zal (Wi, 95) = a; (Y3, 95)
1=0 1=0

la qual cosa determina els valors a;; per j = 0 + £, concretament

(D1, 05)  (xn,¥y)  (Un, 21y)

YT W) (W )

on a la darrera igualtat s’ha utilitzat que (xvx, ;) = (U, 20;), la qual cosa és directa si es reescriu
la igualtat anterior utilitzant les integrals. Observem que z);(x) és un polinomi de grau j + 1, de
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manera que si j + 1 < k es té que a; = 0 ja que, com es va veure, (U, pr—1) = 0 si py_1 és un
polinomi de grau menor a k. Aixi, aillant ¢, 1 a (1.7)), es té

Y (z) = a:H (Gr1 — uthp — 1 p1) = a:+1 (x)r(2) — apthp(x) — o101 ()
= —— (r — (@) — nrtna(2)).
Oy

Observem ara que el coeficient dominant de 1,1, que denotem Ay, ha de ser igual al coeficient
dominant del polinomi que es troba a la dreta de l’equacié anterior, és a dir el coeficient que

acompanya el terme "1, Aixi, si A; denota el coeficient dominant de 1, es té que
1 1 A
Apy1 = Ag = = .
k41 k1 Ay

Per tant, el polinomi 4, queda determinat si s’especifica Ax.; i es coneixen els polinomis v i
VYr-1, ja que

e = L (@ = (o) — an- s () (18)
amb
o — (Vr, v1d) . = (g, Pr_1)
(Y, ) (V-1 k1)

Aquesta recurrencia es coneix com a recurrencia dels polinomis ortogonals. Observem que
els dos primers polinomis ¢y (que és una constant de la forma Ap) i ¢; (que és un polinomi de la
forma Az + ag) s’han de calcular sense la recurréncia. Es facil veure, pero, que estan determinats
si Ag 1 Ay estan especificats, ja que aleshores 1y(x) = A i

on aquesta férmula s’obte imposant que (1, 10) = 0. En particular observem que es pot obtenir
11 aplicant la férmula de recurrencia dels polinomis ortogonals prenent vy = Ag i definint ¢»_; = 0.

Observacié. La férmula de recurrencia per a polinomis ortogonals permet concloure que una
familia de polinomis ortogonals respecte [a, b] i una funcié pes w(x) esta tinivocament determinada
si els coeficients dominants dels polinomis v, 11,99, . .., que denotem Ag, Ay, Ao, ... respectiva-
ment (i que no poden prendre el valor 0), estan prefixats.

Observacié (Legendre). Analitzant quina forma prenen els termes oy i ay_; de la férmula de
recurrencia dels polinomis ortogonals quan es consideren els polinomis de Legendre (estandarit-
zats), és a dir quan [a,b] = [—1,1] i w(z) = 1ivYx(1) = 1 per tot & > 0, la féormula es pot expressar
de forma simplificada com

2k + 1 k
PR

Vi1 () = Vp-1(z)  per k=1 (1.9)

amb tg(x) = 11 ¢(z) = x. Per a més informacié consultar la bibliografia basica (per exemple
Aubanell-Benseny-Delshams, pagina 223). A problemes veureu que els polinomis de Legendre
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també es poden obtenir amb la férmula

Yo(z) =1 i () = 2%!%[@2 ~ 1 per k>1. (1.10)

Calcul dels pesos de les formules (Gaussianes

Quan es coneixen els polinomis ortogonals {1, 11,19, ...} respecte un interval [a,b] i una funcié
pes w(x), aixi com els zeros xo, z1, . .., &, del polinomi t,, 1, per aplicar la férmula Gaussiana

JRCHEZE SN

només cal concretar el valor dels pesos Wy per k = 0 = m. Sempre es podria calcular els pesos
directament utilitzant la férmula ([1.5)), pero a continuacié es dona una férmula directa més practica.

Proposicié. Els pesos W, definits a (1.5)) satisfan

Am+1 <1/}m7wm>
Wi, = er k=0=-m. 1.11
S W R TR e (1)
Prova. Considerem la funcid s ( )
) = P2 (o).

que és un polinomi de grau 2m + 2 (noteu que = — x;, és un factor de ¥, 1(x) ja qe xy és un zero
d’aquest polinomi) i satisfa gi.(zr) = V7, (€r)Vmy2(2r) (utilitzeu la regla de ’'Hopital per resoldre
la indeterminacid) i gx(z;) = 0 per la resta de zeros de ¥, 11 (ja que ¥y,1(x;) = 0). De la férmula
d’integracié Gaussiana ((1.6)) es té

b m (2m+2) b
[ vt =Y W) = S [t @

=0

Observem que:

/abw(x)gk(x)dx: /abw(x)wwmm(x)dx <?/)m+1( x) R )> 0

T — I} r—x

perque ¥y, +1(x)/(x — xy) és un polinomi de grau m (i s’ha vist que (p, 1,,12) = 0 per tot polinomi
p de grau igual o menor a m + 1),

> Wigk(w1) = Wigk(wx)

perque gi(x;) = 0 per tot | # k, i

(2m+2) b
Ik € 1 2 _ Ao
emt2) 2/, w(@ )y, 4 (x)de = At (Vmt1, Ymt) s
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perque la derivada (2m + 2)-éssima d’un polinomi de grau 2m + 2 és igual al coeficient dominant
del polinomi per (2m + 2)!, i el coeficient dominant de gx(z) és A1 A2, Aixi es pot aillar W

per obtenir
W, — A (Ui, Pmi)  Amisz - Qg Ymaa)
Ay grl(w) A1 Yy (T0) Y2 (1)

i utilitzant la recurrencia dels polinomis ortogonals, es pot reexpressar la féormula anterior com

Am-l—l <¢m; wm>
Ap i (1) m (k)

ja que de ([1.8)) es té clarament (recordeu que zj, és un zero de 1, 1)

Am+2 <¢m+17 x¢m>
Aerl <wm7 ¢m>

Wy, =

wm+2(xk) = - wm<xk)7

i aleshores

<¢m+17 wm+1> <wm7wm>
<¢m+lax¢m> ;n+1(xk)¢m(xk) 7

i, d’altra banda, multiplicant a banda i banda de (1.8)) per w(z)ix.1 1 integrant entre a i b es té

Wy =

A
Ay

(Vrg1, Yg1) = (U1, 2n),

de manera que prenent k = m es té

<wm+17wm+1> - Am+1

<wm+1a xwm> Am

i la formula per W), queda provada. .

Observaci6 (Legendre). Els pesos de la formula de Gauss-Legendre amb m + 1 punts es poden
expressar com

2
Wy = per k=0-+m.
(= ) ()

Per més detalls consultar Aubanell-Benseny-Delshams, Problema IV.8 de la pagina 392.

Exercici. a) Feu explicites la férmula de Gauss-Legendre de 3 punts (i.e. m + 1 = 3).

Com que tg(x) = 119 (z) = 2, a partir de la recurrencia (1.9)) obtenim
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Els zeros de 13 sén xg = —/15/5, 1 = 01 x9 = —xp, i aplicant els resultats generals anunciats
per la formula de Gauss-Legendre es té

1)

/_ e - 2 o)+ o flon) + o o) + TS

b) Utilitzeu la férmula anterior per calcular la integral

5
/ ye O dy
0

i doneu un cota de 'error que es fa. Després compareu aquesta cota amb 'error real que es comet
(per la qual cosa heu de resoldre la intergral exactament).

Fem un canvi de variable (lineal) per reescriure la integral sobre 'interval [—1, 1]. Es a dir, busquem
z(y) = ay+ b de manera que z(0) = —11z(5) = 1. Aix0 determina b= —11ia = 2/5. Amb aquest
canvi de variables es té y = (x — b)/a = 5(z + 1)/2 i dy = dx/a = 5/2dx, i la intergral es reescriu
com

5 z(5) . 1

e 012 gy — R

Y Y
0 z0) @ a -12 2

25 (! 25 (5112 25 (5 8 5
7 _1(x + 1)6_0'1T5(x+1) dr = T <§f($o) + §f(x1) + §f(I2) +

f(G)(€)>
15750

amb f(z) = (r + 1)6’0'1275(”1)2. Fent el calcul (ometent el terme d’error) ens surt 'aproximaci6
> 2
/ ye %1 dy ~ 4.59268...,
0
i el valor exacte és (la integral es pot calcular directament)
° 2
/ ye 1Y dy = 4.58958...
0

de manera que es comet un error menor a 0.02. Si es fa una grafica de f entre —1 1 1, s’observa
que | £ (2)| < 60 per tot x € [—1, 1], la qual cosa ens permet acotar error de la férmula gaussiana
per
251f9(O] _ 25 60
4 15750 — 4 15750
la qual cosa esta d’acord amb els resultats obtinguts.

= 0.0238095,

¢) Comproveu que 'aproximacié de la intergral

5 2
/ ye Y dy
0

amb a > 0 gran (per exemple o = 3) és forca dolenta. En aquest cas la derivada f© pren valors
molt grans entre —1 i 1.
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Foérmula de Gauss-Txebyshew

Considerem les funcions definides a [—1, 1] donades per
Ty(x) = cos(k arccos(x)).

Aquestes funcions sén polinomis. Clarament

Ty(x) = cos(2arccos(x)) =7
Per estudiar 7T5(x) definim o = arccos(z) i utilitzem la féormula de 'angle doble, de manera que
cos(2a) = cos(a)? — sin(a)? = cos(a)? — (1 — cos(a)?) = 2 cos(a)? — 1,
i desfent el canvi es té
Ty(z) = cos(2arccos(z)) = 2 cos(arccos(r))? — 1 = 22 — 1.
En general es té la recurrencia
Tii1(z) = 22Ty (x) — Ti—1(2) per ke {1,23,..}.

En efecte, utilitzant la formula pel cosinus de 'angle suma es té, per tot angle «,

cos((k + 1)av)) = cos(ka) cos(a) — sin(ka) sin(cv)

cos((k — 1)av)) = cos(ka) cos(—a) — sin(ka) sin(—a)

= cos(ka) cos(a) + sin(ka) sin(a).

Sumant aquestes dues equacio s’obté
cos((k + 1)) + cos((k — 1)a)) = 2 cos(ka) cos(a),
i prenent ara o = arccos(x) es conclou
Ti1(z) + Ty (x) = 22T, ().
Per tant tots els polinomis de Txebyshew son polinomis.

Observem que de la recurréncia anterior, i del fet que Ty(x) = 11 Ti(x) = =, es dedueix que el
coeficient dominant de T}, (z) és 2871,

Els polinomis de Txebyshew s6n una familia de polinomis ortogonals respecte U'interval [—1,1] i la
funcié pes w(x) = 1/4/1 — 2. Per veure aixo cal comprovar que

(T3 T, ()Tia)de =0 si k#I

oy -
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i que (Ty, Ty) # 0 per tot k € {0,1,2,...}. Per veure-ho fem el canvi de variables oo = arccos(z) a
la integral anterior:

/1 11_x2Tk(9€)Tl($)d$ = /1 Jll_iﬁcos(krarccos(x))cos(l arccos(z))dx

arccos(1) T
= —/ cos(ka) cos(la)do = / cos(ka) cos(la)do
a 0

rccos(—1)
ja que arccos'(x) = 1/v/1 — 22, D’aqui és clar que (Ty, Tp) = 7. D’altra banda, com que
cos((k + l)a)) = cos(ka) cos(la) — sin(ka) sin(la)
cos((k — l)a)) = cos(kar) cos(—la) — sin(ka) sin(—l«)
= cos(ka) cos(la) + sin(ka) sin(la),
sumant aquestes dues equacions es té que

cos(ka) cos(la) = %cos((k + o)) + %cos((k‘ —Da)).

Observem finalment que, com k + [ és enter no nul si k € {1,2,3, ...},

/07r cos((k + la))da = - 1+ l [sin((k + 1)a)]o—g = 0

isi k—1[1+# 0, de manera que k — [ també és enter no nul,

/0 cos((k — a))da = - [sin((k —a)]o_g =0

/ cos(0)da :/ do = .
0 0

Per tant es conclou (T}, 7)) =0si k #11

mentre que si k = [ es té

<Tk,Tk>:g s ke{l1,2,3,.}

i <T0,T0> = T.

Una de les avantatges dels polinomis de Txebyshew respecte els de Legendre és que els seus zeros
sén molt facils de calcular. En efecte, els zeros de Ty (x) s’obtenen imposant

cos(karccos(z)) =0 = karccos(x) = g+j7r per jEZ

1+25
= arccos(z) = % per jeZ
(1 +2j)

= = cos
X COb( 2]{:

) per jE€Z
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Aquesta férmula pren valors diferents si j € {0,1,2,...,k — 1}, i cada un d’aquests valors és un
zero simple de T (z) (recordeu que per la teoria general de polinomis ortogonals sabem que n’hi
ha tants com el grau del polinomi).

Per tant, lligant amb les férmules Gaussianes, es té que els m + 1 zeros de T,,1(x) sén

1+ 2k
kaCOS<%) per ke€{0,1,2,3,...,m}

i la formula de Gauss-Txebishew de m + 1 punts pren la forma

/_ 11 \/%xzf (z) = é Wi f (%) + Error = ;Zo Wef (COS (%)) + Error.

Els pesos W), també sén facils de calcular a partir de (1.11]). Per aplicar aquesta férmula, definim
oy = arccos(xy), 1 observem que

T, . 1(x) = (m =+ 1) cos'((m + 1) arccos(zy)) arccos'(xy,)

1
= 1) si 1
(m 4+ 1) sin((m + 1) arccos(xy)) sin{arccos(zy))
1

= 1) si 1

(m + 1) sin((m + )ak)sin(ak)’

on hem utilitzat que
1
/ -
arceos'(z) = sin(arccos(x))’

D’altra banda, aplicant una vegada més la féormula de I’angle suma (amb els angles (m + 1)ay, i
T (k) = cos(m arccos(xy))
= cos(may) = cos((m + 1)ay) cos(—ay) — sin((m + 1)ay,) sin(—ay,)
= cos((m + 1)ay) cos(ag) + sin((m + 1)ay) sin(ay,)
= sin((m + 1)ay) sin(ag),

on a la darrera igualtat hem utilitzat que 0 = cos((m+1)ay) = cos((m+1) arccos(x)) = Ty (xy)
per ser z; un zero de T, .1 (z). Per tant, de la férmula (1.11)) i utilitzant que A,,11/A,, =21 que
(T, Th) = /2, es té finalment

s T 7r

W @) Tn(er) ~ (m+ Dysin((m + Dax?  (m + (1 = cos((m + a)?)

~ (m+1)(1 = cos((m + 1) arccos(7))2)  (m+1)(1 —Tpyi(zg)) m+1

Observeu que els pesos W, no depenen de I'index k.
La senzillesa dels pesos W, i dels zeros del polinomi 7,,,,(z) fa que sigui molt facil

aplicar la férmula de Gauss-Txebyshew amb un elevat nombre de punts. De fet es pot
donar la férmula explicita per un nombre de punts m + 1 general:

[ e () e
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on a partir de (1.6 (i utilitzant que el coeficient dominant de 7,41 és A, 11 = 2™ ique (T)i1, Tini1) =
7/2) es pot veure que l'error és

— i (2m+2) —
Error = 22m+1(2m+2)!f (&) amb &€ (—1,1).

Observacié. Per calcular la integral de f(x) a l'interval [—1, 1], on f és continua, podem reescriure
la integral com

/ij@mdxzz/1275%33VT13§ﬂxym

i aplicar la férmula de Gauss-Txebyshew a la funcié g(z) = /1 — 22 f(z), que també és continua
a[—1,1]. Si f és C*™T2(—1,1), la funcié g també ho sera i per tant es tindra férmula per I'error,
pero noteu que en els extrems de 'interval les derivades de g no estan acotades de manera que no
es pot donar una cota de ¢®*™*2) sobre tot I'interval.

1.6 Metodes d’integracié adaptatius

Com s’ha comentat, establir 'error d’integracio utilitzant cotes de les derivades de la funcié que
s’esta integrant no és practic si es vol un algorisme automatic. Per poder obtenir aproximacions
d’una integral amb un error fixat a priori sense haver d’estudiar les derivades de la funcié que
s'integra cal recérrer als metodes adaptatius. Aquests metodes consisteixen en anar calculant
aproximacions de la integral cada vegada més precises i en utilitzar les aproximacions que es van
obtenint per estimar I’error que es comet.

Meétode de Romberg

Suposem que volem integrar la funcié f entre a i b, i definim

le”@ﬂm

Sigui Ty (b — a) la férmula dels trapezis, Ty ((b — a)/2) la férmula dels trapezis composta amb dos
subintervals, To((b — a)/4) la férmula dels trapezis composta amb 4 subintervals, i en general
To((b—a)/2" 1) la férmula dels trapezis amb n subintervals.

Observem que si x;11 —2x; = hiy; = (2; + x;41)/2 aleshores (utilitzant el desenvolupament de
Taylor de f entorn de ;)

| e = [ 0+ ot w0+ G 0 )+ e )+ g ) e

= f(y)h + a2h® ' (ys) + aah® " (y;) + ...

(1.12)
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on am, ay, etc. son coeficients que no ens cal coneixer. D’altra banda,

h h*1 h31 ht 1

F@) = F) = 2P ) + P = S )+ e )+
h h?1 h 1 m ht 1 nm
P = 1)+ 2700 + o )+ 2k ) + )

de manera que

ACD) +2f(xm> = (i) + B2h? [ (ys) + Boh ™" (yi) + ..

i utilitzant aquesta relacié a (1.12)) es té

/IHI f(@)ds = hf(xz‘) +2f($i+1) + (ag = Bo) I " (i) + (o — BO)R® f" (yi) + ...

i

Aixi, si h = (b—a)/2" ' i x; = a+ih, es té que

n—1 Tit1 n—1 n—1
T=> / fx)de = To(h) + (s = Ba)B* Y (i) + (a = B)B® Y " (i) + .
i=0 Y% i=0 1=0
= To(h) + ( " 044 _ 64 - ////

1=

= To(h) + (az — B2) (b — a)}”(ﬁ) + (a = Bk (b~ a)f”"(??) S

on s’ha utilitzat el teorema del valor mitja per sumes (veure (1.3))) a la dltima igualtat. Es a dir
I'error de la férmula de trapezis composta amb n subintervals es pot expressar com

J — T()(h) = 6070h2 + CO71h4 + 6072h6 + ... (113)

on o0, Co1, Co2, ... sON coeficients que no cal coneixer. Aquesta férmula per I'error del metode dels
trapezis compost confirma que I'aproximaci6 és d’ordre h? (cosa que ja haviem vist), pero la serie
completa en termes de potencies de h sera 1til per donar un metode adaptatiu.

Observem que la relacié ([1.13)) és valida per qualsevol h, per tant

J = To(h) + C070h2 + Co7lh4 —+ Co7zh6 —+

h h\> h\* h\°
1=n(g) e (3) +ma(3) +o(3) <

de manera que si es multiplica la segona equacié per 4 i es resta a la primera equacio es té
h
J—4J = To(h) — 4To (5) + (0071 — 40071/24>h4 + (60’2 — 46072/26)h6 -+

i aillant J es té ) )
J = —g <T0(h) — 4T0 <§)> + C1,1h4 + Cl’ghﬁ —+

Aixo equival a dir que la férmula d’aproximacio

Ty(h) = —% (To(h) v (g))
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és d’ordre h* (millor que I'aproximacié per trapezis), de fet es té que
J — Tl(h) == 01’1h4 + 01’2h6 + CLghs +

i podem repetir el procediment per definir

Ty(h) = ﬁ <T1(h) —2'Ty (g))

J — Tg(h) = 6272h6 + 0273h8 -+

En general es calcula 7). (h) utilitzant la férmula

Tja(h) = 1_143 (T<h) 4T (2))

J - 7}+1<h) = Cj+17j+1h2(j+2) + ...

Obserevem finalment que, si h és petit,

que satisfa

iesté que

Tisa(h) = Tj(h) = =(J = Tpa () + (7 = Ty(R) = e + (=1 + e300 4.
~ ¢ h?0TY = T = Ty(h),
i per tant dos iterats consecutius Tj1q(h) 1 7;(h) ens permeten estimar I'error de I'aproximaci6

j-essima.

El metode de Romberg consisteix, doncs, en calcular la successié To(h), Ti(h), To(h), ete. fins que
Ierror entre dos iterats consecutius sigui menor a una tolerancia ¢ > 0 fixada, és a dir fins que
|Tj41(h) = T;(h)| < e. Els passos del metode de Romberg sén els segiients:

1. caleul de Ty(b — a),
2. caleul de Ty((b — a)/2) i Th(b — a),

3. caclul de Ty((b— a)/4) i Ty((b — a)/2) i Ta(b — a),

4. caclul de To((b — a)/8) i Ty ((b — a)/4) i To((b— a)/2) i Ty(b— a),

5. etc.

fins que se satisfaci |Tj41(h) — T;(h)] < e. Observeu que per calcular Ty((b — a)/27%!) es pot
aprofitar el calcul de Tp((b — a)/27), ja que la meitat dels termes del sumatori de Tp((b — a)/27")
estan presents al sumatori de Ty((b — a)/27) (i és absurd tornar-los a calcular ). Concretament es
té la recurrencia

b—a TO( b—aw ! _ _ Ti+ Tit . b—a
T0(2j+1>_ 2J+1fo on xi:T i z,=a+1 5
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Meétode estandard (per férmules de Newton-Cotes)

Considerem la férmula de Newton-Cotes amb m + 1 nodes (és a dir m intervals), que és d’ordre

_fm si m senar
P m+1 si m parell

Denotem per NC,,(f, [a, b]) el resultat d’aplicar la férmula de Newton-Cotes a la funcié amb m+ 1
punts a la funcié f sobre 'interval [a, b], i recordem que l’error ve donat per

b
/ f(x)dx - NCm(fv [av b]) = Cmf(p+1)(£)hp+2

amb h = (b—a)/m, £ € (a,b) 1 C,, = K,,/(p+ 1)! amb K, una constant independent de f i de
'interval [a, b].

Suposem que volem calcular la integral

[ /  Ha)de

amb una precisié6 donada . A continuacié veurem que, definint

2m—1

Z NC,.(f, [z, iy1]) amb ri=a+ (b— a) o

per n € {0,1,2,...}, que no és altra cosa que la férmula composta de Newton-Cotes de m + 1
sobre 2" subintervals de [a, b], aleshores es té que

1
I— Qn-‘rl 2p+1 (Qn—i—l Qn) t+o (W) ’ (114)

on el terme o(1/2P+1)") tendeix a zero quan n — oo, la qual cosa ens diu que podem utilitzar
I’aproximacio

I— QnJrl 2p+1 (QnJrl Qn)

Aixi, si el terme de la dreta de 'aproximacié anterior és menor que ¢, es podra dir que I'error entre
(Qn.1 1 la integral és menor a . Per tant, la idea és anar calculant )y, @1, Qs, . .. fins que el valor
de dos iterats consecutius satisfaci

ja que aleshores (), 1 sera 'aproximacié de la integral amb la precisié demanada.
Vegem que se satisfa ([1.14]). Per simplificar la notacié denotem
Q) = NCu(f, [wi, wisa]),
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que es corresponen amb els sumands de I'expressio que defineix (),,. Observem que els sumands de
()n+1 s’obtenen quan es divideix per 2 cada interval [z;, z;41] i s’aplica la férmula de Newton-Cotes
en cada subinterval. Per tant (), 1 es pot escriure com

2" —1
Q”+1 Z Qn ref
amb
C257,)1”ef

= NCou(f, [, 7)) + NCou(f, [T, 201))  amb 2, = a+ (b— a)—

Lo T+

on L TT Ty
que equival a 'aproximacié de la integral sobre 'interval [x;, z;1] després de refinar aquest interval
en dos subintervals. Definim

Ti+1
IO = / f(z)dz.
x;
Noteu que és suficient veure la relacié

(i) _ »HE  _ 1 (@) _ ) 1
I Qn,ref - o+l — 1 (Qn,ref Qn ) +o (2(p+2)n) (115>
a U'interval arbitrari [z;, z;41], ja que aleshores
1 21 1 1
I Qn-l—l - ZO [ Qn ref — ZO (2p+1 1 (Qn,ref Qn ) +o (2(p+2)n))
" 1
2p+1 (Qn—H Qn) -+ 2 0] m
1 1
T ol 1 (Q”+1 @n) +o0 (W) '
Per veure (1.15)), definim
h b—a
hn = 5. = 5
2n m2"
que es correspon amb la longitud de Uinterval [z;, ;. 1] dividida per m, i observem d’una banda
que (desenvolupant per Taylor f®+1(¢) entorn de ;)
70 Q,(f)

= CpfO DI = ConfO D @R + o)
ja que | — ;| < mh, (perque ¢ € (z;, ;1)) i aleshores hPT2(&

— ;) és o(hPT?).
D’altra banda (aplicant novament el desenvolupament de Taylor dues vegades)

6 nﬂ_:/.ﬂ@ﬂx—NCMjﬁmfm%:Kélﬂ¢Mx—NC (F, (25, 721])
h h p+2 h h p+2
— mf(erl)(&) (él) + Cmf(erl)(fQ) (7”)
h pt+2 h p+2
= Cn " (z:) (?) +o(h"?) + Cr f7 (&) (_) (R5)
1

2
= 5577 Cm FED ()2 4 o(hEF2).
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Combinant aquestes dues expressions s’obté la relacié

7 ? 1 7 7
10— Qi = 57 (17 = Q) +o(h2*).

Aillant 1 de 'equacié anterior es té

21V, — QY

70 — T + o(hﬁ”)
de manera que | |
19— Q) = QPH%I_]QS) +o(h2+?) — QY
= 21)+1—1_1(fo)+1 — QD) + o(hr*?),

i com que o(h?*?) = o(1/227), la relacié (1.15) queda provada.

Observacié. Com s’ha comentat al final de la seccié on s’explica el metode de Romberg, quan
s’aplica el procediment anterior utilitzant la formula dels trapezis, per calcular @, 11 podem apro-
fitar el terme @), ja que la meitat dels termes del sumatori de (),,,; estan presents al sumatori de
Q). (i és absurd tornar-los a calcular ja que alenteix el temps de comput). Concretament es té la
recurrencia

2" 1
T+ T : B b—a
Qnt1 = 2%1 E f(Z:) on  Z=—7p— 1 m=atig

amb

Problema. El procediment anterior va refinant els diferents intervals de forma homogenia fins a
arribar a la tolerancia demanada. Un procediment més eficient assignaria una tolerancia a cada
interval proporcional a la seva longitud, i el refinament es faria només en els intervals en els que
la tolerancia encara no s’hagués assolit. Per exemple, donada una tolerancia ¢, es calcula )y i @1
com en el cas anterior i suposem

’Ql Qo > ¢,

de manera que el refinament ha de continuar. Ara tenim dos intervals de longitud (b — a)/2,

concretament els intervals
a+b ) a+bb
a i )
) 2 2 b

La idea és assignar ara la tolerancia /2 a cada un d’aquest intervals, i refinar-los fins assolir

2P+ op+l _ q

< . ., . . ., . . , 0) .
aquesta tolerancia. Segons la notacié anterior, 'aproximacié al primer subinterval és Qg) ila
del segon Qg ). Aixd comengariem pel primer interval i calculariem la integral refinada en aquest
. . 0 .
interval, que seria Qg Bef. Si

2p+1 ’Ql ;ref Ql ’

[\')I(‘n
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aleshores a 'interval [a, (a+0) /2] prendriem ’aproximacié er)ef i ja no caldria refinar-lo més (en cas
contrari hauriem de seguir refinant, pero per fixar idees suposem que no cal). Passariem aleshores
a con51derar el segon interval, i calculariem novament la integral refinada en aquest interval, que
seria Q1 refe Ol

(1) £
2p+1 |Q1 ;ref Ql | > 57

aleshores Qfﬁef no seria una aproximacié amb la precisié demanada a linterval [(a + b)/2,0] i
hauriem de refinar els dos subintervals en els que s’ha dividit aquest interval, és a dir els intervals

{‘“2”’, (a+ b)ﬂ i {(H b)z,b] |

A cada subinterval assignariem la tolerancia £/4 i els refinariem fins assolir aquesta tolerancia
seguint el mateix procediment.

Per pensar. Escriviu un codi que, donada la tolerancia €, calculi la integral amb aquesta tolerancia
realitzant refinaments no homogenis com s’acaba d’il-lustrar (utilitzeu la férmula dels trapezis).
Si guardeu la informacié sobre els refinaments que es fan, al final del procés podeu graficar en
quines zones s’han utilitzat més punts i en quines menys. Podeu posar-lo a prova amb la funcié
f(x) = xe™™ i linterval [a,b] = [0, 2].

1.7 Integrals singulars

El férmules d’integracié interpolatoria sén valides per funcions continues en intervals tancats [a, b].
Quan la funcié que es vol integrar presenta singularitats, cal fer un tractament previ de la integral
per tal d’aplicar les férmules interpolatories satisfactoriament. Vegem algunes de les situacions
que ens podem trobar i com gestionar-les.

e Funcié f que té una discontinuitat de salt en ¢ € (a,b). En aquests casos, si f és regular als
subintervals [a, c] 1 [c, b], aleshores cal treballar per separat amb les integrals

[1:/acf(x)dx 1 [2:/be(a:)da:

e Funcié f que tendeix a infinit en a, concretament funcions que sén de la forma

¢(x)
(x —a)

amb u € [0,1) i ¢ € C'([a,b]). Noteu que aquestes propietats garanteixen que la integral de
f(z) en [a,b] és finita. En aquest cas es pot reescriure la integral com

/abf(x)dx:/ (x—a /¢x—a dx +/ (a:(b—(;) dzx.

fx) =



Aleshores la segona integral es pot resoldre de forma exacte (ja que coneixem la primitiva
de (r — a)™") i la primera integral es pot resoldre numericament sense problemes ja que
I'integrand és una funcié continua en [a, b]. En efecte, pel teorema del valor mitja es té que

o(z) — ¢(a) = ¢'(£(z))(x — a), de manera que
¢(x) — ¢(2)

(z —a)¥

=¢'(§()) (@ —a) "

que clarament no presenta la singularitat a a si p € [0, 1).

e Integral en un interval no acotat. Si es vol calcular

/ " Ha)da,

de la qual se sap que té un valor finit, cal trobar ¢ > a de manera que

/c " Fw)ds < g

i després calcular numericament la integral

/a " f()da

amb un error menor a 0/2. D’aquesta manera l'error entre I’aproximacié de l'integral a
I'interval [a, ¢] i la integral real sobre [a,00) sera menor a 9.

Interpretacié de la ortoganilitat

L’espai de funcions continues reals definides sobre un interval [a, b] té estructura d’espai vectorial
sobre R (la suma de funcions continues és una funcié continua i el producte d’una funcié continua
per un real és una funcié continua). A diferencia de R", la dimensié d’aquest espai és infinita, pero
és possible donar subespais d’aquest espai que tinguin dimensié finita. Per exemple, els polinomis
de grau menor o igual a m és un subespai d’aquest espai funcional que té dimensié m + 1 (ja que
qualsevol polinomi de grau m o menor es pot expressar com a combinacio lineal dels polinomis 1,
x, 2% ™).

Donada w : [a,b] — R, una funci6 pes positiva, es pot definir sobre aquest espai de funcions el
producte escalar:

b
(f,9) Z/ w(x) f(x)g(x)de.

Aleshores, si {1g, 11,19, ...} és una familia de polinomis ortogonals respecte [a, b] i w, es té que la
projeccié d’una funcié f sobre el subespai generat per {1y, 11, s, ..., 1, } és el polinomi de grau
m 0 menor que minimitza
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La projeccié de f sobre el subespai generat per {t¢g, 91, s, ..., ¥n}, que denotem per p,,(f), és
analoga a com es fa a R", concretament

- f%
D=2 T

Es pot veure que p,,(f) aixi definit coincideix amb el la interpolacié de f sobre els zeros del
polinomi v, 1, és a dir que
= fla)l

k=0

on zy, és el zero k-essim de 1,41 i [ és el polinomi que val 0 sobre z; per j # k i val 1 sobre xy.
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Capitol 2

Metodes de Montecarlo

Bibliografia. Per aprofundir i ampliar els continguts d’aquest tema es pot consultar qualsevol
llibre que tracti sobre els metodes de Montecarlo. Per elaborar aquestes notes s’ha seguit el material
del professor Tom Kennedy publicat a https://www.math.arizona.edu/ " tgk/mc/ que al seu torn
segueix el llibre del professor Art Owen disponible a https://artowen.su.domains/mc.

2.1 Base teorica dels métodes de Montecarlo

Els metodes anomenats de Montecarlo permeten calcular determinades quantitats de forma pro-
babilistica. Vegem primer un parell d’exemples per il-lustrar el metode per després desenvolupar
la teoria d'una forma més general.

Exemple 1. Considerem el conjunt del pla donat per
C={(z,y) eR*|z*+y* <4 i x>1}

que graficament es correspon a l’area ombrejada del segiient grafic:
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Observem que aquest conjunt esta inclos en el rectangle
R={(z,y) eR*|l<2<2 i —2<y<2}
del qual coneixem I'area, Area(R) =14 = 4.

Una manera probabilistica de calcular 'area de C consisteix en generar n punts aleatoris amb
distribucié uniforme sobre el rectangle R i comptar quants d’aquest punts es troben dins del
conjunt C'. Com que la probabilitat que cada punt es trobi dins de C' és igual a la fraccié entre
I'area de C' i l'area de R, es té que

Area(C)

~— = Area(C) ~ 4
Area(R)

_c
“n n

on ¢ denota el nombre de punts que es troben dins del conjunt C' (dels n punts generats). Aixi,
podriem trobar I'area de C' implementant el pseudocodi

c=0;

n=1000;

for (i =1, i < n+1, i++) {
x = Unif(1,2);
y = Unif(-2,2);
if (x"2 +y"2 < 4) {

Cc++;

+

}

areaC = 4 * ¢ / n;
on la funcié Unif (a,b) retorna un nombre aleatori amb distribucié uniforme sobre l'interval (a, b).

34



Observem que el procediment que hi ha rere ’algorisme consisteix en calcular la mitjana empirica
d’una variable aleatoria, concretament la variable

Z =41¢(X,Y)

on X ~ U(1,2) 1Y ~ U(—2,2) s6n uniformes sobre els intervals indicats, i on 1o(z,y) = 1
si (z,y) € Cile(z,y) = 0 altrament (es diu que la funcié 1o és la funcié indicador sobre el
conjunt C'). Per tant, 'aproximaci6é que dona ’algorisme per I'area de C' tindra sentit sempre que
I'esperanca de Z sigui exactament 'area de C' (perque la mitjana empirica amb n realitzacions de
la variable Z és un estimador de E(Z)). Anem a comprovar que aixo ¢és aixi (fins ara només ho
hem “intuit” o “anticipat”, perd no ho hem provat formalment), és a dir vegem que

E(Z) = Area(C).
Com que Z només pren dos valors (0 o 4), la seva esperanga és
E(Z)=0-P(Z=0)+4-P(Z=4)=4-P(Z=4),

per tant cal calcular simplement P(Z = 4), que equival a la probabilitat que el vector (X,Y") sigui
un element de C, és a dir que P((X,Y) € C). Aquesta probabilitat es pot expressar com

/C Ty (z,y)dady,

on f(x,y) denota la funcié de densitat del vector aleatori (X,Y"). Cal, per tant, coneixer la densitat
de (X,Y). Com que les components del vector (X,Y’) sén independents, es té que

fan(@,y) = fx(@)fy(y)
on fx ésla densitat de X i fy ésla densitat de Y. Com que X ~ U(1,2)iY ~ U(-2,2), es té

1

f(X,Y)(33>?J) = fX($)fY(y) = ]1[—1,2] ($)Zﬂ[—2,2] (y)

Aixi es conclou finalment que
E(Z)=4-P(Z=4)=4-P(X,Y) € C) = 4/ Jour (@, y)dedy
c
1 .
= 4/ L1 g(2) 1oy (y)dedy = / dxdy = Area(C),
c 4 c

on a la peniltima igualtat s’ha utilitzat que C' C [1,2] x [—2,2] (de manera que l'integrand val
1 en tot el domini d’integraci6), i a 1'iltima igualtat s’ha utilitzat que la integral de la funcié
constant igual a 1 sobre un domini és igual a la mesura del domini (i la mesura és l'area si el
domini d’integracié és un conjunt de R?).

1= [ gty

Una manera de calcular aquesta integral consisteix en generar n punts amb distribucié uniforme so-
bre l'interval (a, b), que denotem per xy, zs, . . ., z,, i fer la mitjana dels valors g(x1), g(z2), . .., g(x,),

Exemple 2. Considerem la integral
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ja que aquesta mitjana multiplicada per b — a és una aproximacié de [ si n és prou gran i el valor
de I és finit. Es a dir, es té 'aproximacio

/ g(x)dxr ~ (b — a)% Zg(xz) (2.1)

Aquesta aproximacié es basa en que, si X és una variable aleatoria amb densitat fy, aleshores
I'esperanca de g(X), que és una altra variable aleatoria, satisfa

Emmm>=/fg@nwam

Aixi, si X és una variable aleatoria uniformement distribuida a (a,b), la seva funci6 de densitat és

1
fx(r) = mﬂ(a,b)(x)

on 1p és la funcié indicador sobre B, és a dir

]13(513)2{1 sizeB

0 sizgB’

de manera que

1 b
Bo(¥) = 7= | st
Per tant, com que 'esperanca E(g(X)) es pot aproximar com
1 n
E(g(X)) =~ _g(x:).
i=1
I'aproximacié (2.1)) queda justificada.

Amb aquests exemples hem vist la base del meétode de Montecarlo:

St una quantitat p es pot expressar com l'esperanca d’una variable aleatoria X, aleshores la quan-
titat | en questio es pot aproximar si sabem generar realitzacions de la variable aleatoria X.

La metodologia per fer-ho es fonamenta en el segiient teorema:

Llei dels grans nombres. Siguin X, Xo, X3,... variables aleatories identicament distribuides
tals que E(X;) = p per tot 1 € N. Aleshores per tot € > 0 es té que

1 n
lim P =S X, —ul>c) =0.
fin <n§; M—f)

Aquest teorema ens diu, per tant, que donat ¢ > 0, podem prendre n prou gran tal que, per

exemple,
1 n
Pl |- X; —
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que equival a dir que
P(u€ (n—e,ptn+€)) >1—0.01 =0.99,

on /i, és la variable aleatoria
1 n
n=—) X 2.2
pn = 2 (2.2)

En altres paraules: si es pren una realitzacié fi,, de u,, a 'atzar, és a dir es pren
1 n
n <
=1
amb z; una realitzacié de X;, es té que el valor buscat p esta a 'interval

(ﬂn _5aﬂn+€) (2‘3)

amb un grau de confianca del 99% (es pot dir amb una certesa del 99% que u es troba en aquest
interval). En general si es vol que

€ (fin — €, fin +€)

amb un grau de confianca de 1 — «, aleshores cal prendre un n prou gran de manera que

1TL
Pl |- X — pul > < a.
(Exrfze) <

Cal remarcar un punt important aqui: un metode probabilistic, com el de Montecarlo, no ens
pot donar mai el resultat que busquem amb una certesa absoluta. Si a és molt petit podem estar
molts segurs que el valor y estara dins de 'interval de confianga , pero no absolutament segurs.
Aixo és radicalment diferent als metodes deterministes, ja que aquests metodes, si s’apliquessin
per calcular y, si permetrien dir que u esta en un determinat interval amb una seguretat del 100%
(per exemple, els metodes que vam veure per calcular integrals en el tema 1 ens permetrien dir
que el valor de la intergral es troba segur a a l'interval amb centre el valor calculat pel metode i
amb radi igual a una cota superior de l’error que comet el metode).

El teorema anterior, pero, no ens permet dir com de gran ha de ser n en funcié d'a i d’e.

Per abordar aquesta qiiestio cal saber com es comporten les variables aleatories ji,, a mesura creix
n. Com que u, és suma de variables aleatories independents, la variancia de pu,, és igual a la suma
de les variancies de les variables que s’estan sumant. Com que, a més a més, les X; peri=1-+n
sén identicament distribuides, si les seves variancies sén iguals a o2, és a dir si Var(X;) = o2 per
t = 1 -+ n, aleshores es conclou que

2

1< 1 u 1 , o
Var(u,) = Var (ﬁ ;XZ> = E\/ar (; XZ»> = gnot =

La variancia déna l'esperanca del quadrat de la distancia entre una variable aleatoria i la seva
mitjana. Aixi, pel cas concret en que la variable és u,, com que la seva mitjana és pu, es té

Var(pin) = E((ptn — 1)?),
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i per tant la distancia entre p,, i u és d’ordre o/y/n.

Tornem a veure, doncs, que com més gran sigui n més a prop estara p de les realitzacions de
[tn, Pero amb aquest analisi una mica més fi hem pogut determinar com millora ’aproximacié a
mesura augmentem n. Concretament si volem que ’esperanca de la distancia entre p, i el valor
it es redueixi a la meitat, cal multiplicar per 4 el valor de n, és a dir cal considerar ’estimador
ftan- Per al calcul d’integrals definides sobre un interval de la recta real aquesta velocitat de
convergencia és relativament baixa en comparacié als metodes deterministes estudiats al tema 1
(com a comparativa observeu que multiplicar per 4 el nombre d’intervals quan s’utilitza la férmula
dels trapezis composta implica que lerror de 'aproximacié es divideix per 16). Amb integrals
definides sobre subconjunts del pla o de 'espai, pero, multiplicar per 4 el nombre d’intervals en
cada direccié espacial implica multiplicar per 42 o per 4% el nombre d’operacions que es fan per
aproximar la integral, i per tant en aquests casos s’hauria de comparar com millora el metode
de Montecarlo per calcular aquestes integrals quan el nombre de punts per calcular la mitjana
es multiplica per 4% o 4? respectivament. Una de les virtuts del metode de Montecarlo és que la
velocitat de convergencia és d’ordre o/+/n independentment de si la integral és 1-dimensional o
multidimensional, i per tant multiplicar per 4 el nombre de punts que es fan servir per calcular
la mitjana que aproxima la quantitat x4 que es busca implica multiplicar per 2¥ la precisié de
I’aproximacié. Veiem com el metode de Montecarlo comenca a ser competitiu per calcular integrals
definides en dimensié no massa petita (de fet, si donem per fet que la convergencia d’'una formula
dels trapezis generalitzada a dimensions més alta es comporta com en el cas 1-dimensional, en el
sentit que multiplicar per 4 el nombre d’intervals en cada dimensié comporta multiplicar per 16
la precisié de I'aproximacio, aleshores la velocitat de convergencia del metode de Montecarlo en
dimensié 4 seria analoga a la que s’obtindria utilitzant la formula dels trapezis, ja que 2* = 16, i
si la dimensio és superior a 4 el metode de Montecarlo convergiria més rapidament que el metode
determinista).

Tot i que I'observacié anterior ens indica com es comporta I'aproximacié a mesura s’augmenta
n no ens permet encara dir quin n hem de prendre si volem un determinat grau de confianca en
relacié a la quantitat que estem aproximant. Per donar resposta a aquesta qiiestio ens cal un segon
teorema:

Teorema central del limit. Siguin X, X5, X3, ... variables aleatories identicament distribuides
tals que E(X;) = p i Var(X;) = 0® < oo per tot i € N. Definim la variable aleatoria

1
Hn = ﬁ;Xz

Aleshores
Vn

g

Zn (,un - M)

convergeiz en llei a una variable aleatoria normal amb mitjana 0 @ variancia 1. FEs a dir, st
Z ~ N(0,1), aleshores

S B
lm P(z,<2) =Pz <= [ ——=
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Observacio. FEn el context del teorema anterior, si es redefineix Z, com

n 1 “
o= L= ) amb 0w = —— S (X~ )

o n—1
n i=1

aleshores la successio Z, també convergeir en llei a una normal de mitjana 0 i variancia 1. Aixo és
practic perque permet utilitzar el teorema central del limit sense necessitat de coneizer la variancia
de X, és a dir o>.

Aquest resultat permet calcular intervals de confianca per p. Per fer-ho observem que

—\O{—fé‘ < @(ﬂn —p) < —8)

On o

P(ue(un—&unJré‘))ZP(—€<un—u<€)=P(
zp(_ﬂg<2<@g).

On On

Aixi, si z(a) > 0 es defineix com el valor tal que P(—z(a) < Z < z(«)) =1 — a, es té que

pE€ (fin — €, fin +€) amb €=

amb un grau de confianca de 1 — «a;, on

n

i=1

ix,20,...,2, sOn n realitzacions de la variable X.

Se solen utilitzar graus de confianca del 95% o del 99%, la qual cosa equival a prendre o = 0.05 i
a = 0.01 respectivament, i per aquests valors d’« els valors de z(«) sén z(0.05) ~ 1.96 i z(0.01) ~
2.58 respectivament.

Observacié 1. L’interval de confianga que s’obté és només aproximat (ja que es basa en un
resultat assimptotic, i per tant ’aproximacié és tant millor com més gran sigui n). Si n no és prou
gran pot passar, de fet, que 6, = 0 i es conclogui erroniament que yu és igual a p,, amb un grau
de confianca del 100%. Per exemple, si X és una variable aleatoria que val 0 amb probabilitat p i
1 amb probabilitat 1 — p i la probabilitat p és molt petita, aleshores si n és petit és probable que
fn =116, =0.

Observacié 2. Si es vol donar un interval de confianca en termes de la desviacié tipica o, i no
de lestimador o, caldra coneixer una cota superior de o (noteu que en casos practics dificilment
es disposara del valor exacte de o, ja que si d'una variable aleatoria no en sabem la seva mitjana
el més segur és que tampoc en sapiguem la seva desviacié tipica). Si la variable aleatoria X esta
acotada entre a i b, és a dir si els valors que pot prendre X estan inclosos a l'interval [a, b], aleshores
es té que o < (b — a)/2. Per veure que aix0 és aixi n’hi ha prou en adonar-se que una variable
aleatoria que pren valors entre a i b no pot superar la dispersié d’una variable aleatoria que pren
el valor a amb probabilitat 1/2 i el valor b amb probabilitat 1/2, i la desviaci6 tipica d’aquesta
ultima variable és precisament (b — a)/2.
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Exercici. Expliqueu com calcularieu la integral

2 1
/ / x? + 1 drdy
0 J-1

utilitzant el metode de Montecarlo. Especifiqueu una variable aleatoria I’esperanca de la qual sigui
el valor de la integral. Després escriviu un programa (en pseudocodi) que calculi el valor estimat
de la integral i doni I'interval de confianga (aproximat) del 99% quan s’utilitzen n realitzacions de
la variable aleatoria especificada.

2.2 Reduccio de la variancia

Com s’ha vist, lerror en el meétode de Montecarlo es comporta com o/y/n quan n es fa gran,
on o2 és la variancia de la variable aleatoria de la qual es vol coneixer la mitjana. Hi ha dos
maneres de reduir l'error per tant, o bé augmentar n (la qual cosa no té secret perd comporta
temps computacional que potser no es té) o bé treballar amb variables aleatories alternatives que
tinguin el mateix valor esperat pero menor variancia. A continuacié veurem diverses estrategies
per aconseguir aixo.

Per concretar I'exposicié ens centrarem en el problema de calcular la integral

/ gl

que equival a dir que es vol trobar I'esperanca E(Y) d’una variable aleatoria Y = g(X), on X és
una distribucié uniforme a linterval (0,1). Anem a veure com trobar variables Y alternatives tals

que E(Y) = E(Y) pero Var(Y) < Var(Y), de manera que 'estimador
I~
S
n -
=1

estigui més concentrat que ’estimador
n

1
52213/”

on Y; i Y; soén copies independents de les variables aleatories Y i Y respectivament.

Mostreig d’importancia

La idea del mostreig d’importancia és reescriure la mitjana de g(.X') on X és una variable aletoria
que té densitat fy (anomenada densitat nominal) en termes d’una altra variable aleatoria X que
té densitat fg (anomenada densitat d’importancia). Concretament es reescriu

E(g(X)) = / " o) fx (@)da

[e.9]
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com

g X)fx(X)) [ g(x)fx(v) (Ve
E( Fo(X) )‘/_oo Fel) X

Aleshores, com que les integrals anteriors donen el mateix, es té que la variable aleatoria Y := g(X)

i la variable aleatoria ~ ~
o g ()
f3(X)
tenen la mateixa esperanga. Per tant, si Y té menor varidncia que Y, la mitjana empirica utilitzant
n realitzacions de la variable Y sera més precisa que la mitjana empirica utilitzant n realitzacions
de la variable Y. Es clar que per poder generar realitzacions de la variable Y" hem de ser capagos

de generar realitzacions de la variable X (com que la variable Y = ¢g(X) forma part del problema
original es dona per fet que és possible generar realitzacions de la variable X).

Observem que la variancia de Y, si denotem p = E(Y), és

Var(¥) = (V- ) = [ Oo( oz lﬁxg o) _ )Qf)z(w)dw
)

- [ (MRS g oy

la qual cosa indica que si g(x) és positiva, aleshores la densitat d’importancia optima és

() = 9@ fx(2)
fx(x) PR

ja que té variancia nul-la (la qual cosa vol dir que Y pren el valor i amb probabilitat 1, i per
tant amb una tnica realitzacié de Y, és a dir de X, serfem capagos de trobar 'esperanca de Y
amb una certesa absoluta). Es clar, pero, que aquesta densitat optima no la podem coneixer ja
que requereix coneixer el valor de i que és precisament el que busquem. No obstant, ens déna
una idea de com han de ser les densitat d’importancia tutils: sén aquelles que es troben a prop
d’aquesta densitat dOptima, i aixd equival a dir que la variable aleatoria X ha de prendre valors més
freqlientment en zones on la funcié ¢g(z)fx(x) pren valors alts, mentre que ha de prendre valors
menys freqiientment en zones on la funcié g(z)fx(z) pren valors propers a zero. Concretament
s’ha d’aconseguir que f¢(z) sigui tan proporcional a g(x)fx(z) com es pugui (en altres paraules,
que la funcié g(z)fx(z)/fs(x) sigui tan constant com es pugui).

Si g(z) no és positiva, aleshores es pot demostrar que la densitat optima és

o lg@)lfx)
filw) = LR,

tot i que en aquest cas la varidncia de Y ja no és nul-la quan s'utilitza aquesta densitat dOptima.
L’important és que ens dona igualment una densitat de referencia per buscar densitats d’im-
portancia utils (en aquest cas cal que |g(z)|fx(z)/fs(z) sigui tan constant com es pugui).

1
1
/ x 2e dx,
0
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1/2 ,—z

que com sabem equival a trobar l'esperanca de Y = ¢g(X) on X ~ Unif(0,1) i g(x) = 2~ '/%
Observem que la funcié no és acotada en l'interval (0,1), té una asimptota vertical a = 0. La
grafica de la funcié és

Si es vol utilitzar el metode de Montecarlo directament, utilitzant com a densitat nominal la
densitat de X, aleshores l'estimacié que obtenim per la mitjana de Y (que equival a la integral
anterior) sera forga dolenta ja que la variancia de Y és infinita, com es veu calculant el segon
moment de Y:

1
E(Y?) = / v e ¥ dr = oo
0

ja que a prop de x = 0 lintegrand es comporta com la funcié x=! que no és integrable. Per
solucionar aixo cal considerar una densitat d’importancia que permeti mostrejar els punts propers
a r = 0 molt més que els punts propers a r = 1.

1/2 1/2

Com que la part de la funcié g(z) = x~'/?e™* que ddéna problemes és el factor x~'/* i sabem

calcular la integral
1
/ 72 dy = 2,
0

podem agafar com a densitat d’importancia una densitat proporcional a la funcié x_%]l(071)(x),

concretament la densitat )
1

f)”((l') = 5[13_51(071) (IL')

Aleshores, si som capacos de generar realitzacions d’una variable aleatoria X que tingui per densitat
f%, podrem generar realitzacions de

g 9OX) Kt X

fz(X) 1X—3

i I'estimaci6 de la mitjana de Y que obtindrem sera relativament bona en comparaci6 a I'estimacio
utilitzant realitzacions de Y, ja que Y si té variancia finita ja que aquesta variable esta acotada
(perque X € (0,1)).

La pregunta que cal abordar, per tant, és si és factible generar realitzacions de X. A la segiient
seccio s’explica com fer-ho.
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2.3 Generacio de variables aleatories

La teoria sobre generacié de variables aleatories es divideix en dos temes. D’una banda s’estudia
com generar realitzacions d'una variable uniforme a l'interval (0,1). Es tracta de metodes de-
terministes que generen seqiiencies de nombres que es distribueixen de forma molt similar al que
seria una seqiiencia de realitzacions independents d’una uniforme a l'interval (0,1). Com que els
nombres que generen aquests metodes no sén nombres aleatoris propiament dits, es diu que aquests
metodes generen nombres pseudoaleatoris que es comporten com una Unif(0, 1). Per veure’'n alguns
d’ells podeu consultar https://www.math.arizona.edu/ tgk/mc/book_chap3.pdf.

L’altra tema consisteix en donar metodes que permetin generar realitzacions de variables aleatories
arbitraries utilitzant realitzacions de variables aleatories uniformes a l'interval (0, 1). A continuacié
s’expliquen dos metodes per aconseguir aixo: el metode de la inversa i el metode d’acceptacio
rebuig.

Meétode de la inversa

Un metode eficient per generar variables aleatories és el del mostreig de la distribucié inversa (o
metode de la inversa), el qual peremet generar realitzacions d’una variable aleatoria X si coneixem
la seva funcié de distribucid, és a dir si coneixem que val

Fx(z):= P(X < ).

Per fer-ho cal definir
Fil(u) = inf {x € R| Fx(x) > u}, (2.4)

que és una especie de funcié inversa de Fiy (és la inversa si Fix és invertible, perd noteu que Fy'
aixi definida té sentit també si F'x no és invertible). El meétode es basa en el segiient resultat:

Teorema.  Sigui Fx la funcié de distribucié de la variable X. Sigui Fy' la funcié inversa
generalitzada de Fx definida a [2.4). Sigui U ~ Unif(0,1). Aleshores la variable aleatoria F*(U)

té la mateiza distribucio que la variable X .

Prova. Per demostrar el teorema cal veure que P(Fy'(U) < x) = Fx(z). Observem que si la
condicié Fiy'(U) < x equival a la condicié U < Fx(z), aleshores ja ho tenim ja que

P(Fy'(U) < @) = P(U < Fx(2)) = Fx(x)

on la darrera igualtat es deu del fet que U és una uniforme en interval (0,1) i Fx(z) € [0,1].
Vegem, doncs, que efectivament Fiy'(U) < @ si i només si U < Fy(x).

Comencem suposant que Fy'(U) < z, és a dir que
v > inf{y € R| Fx(y) > U},

i vegem que aleshores necessariament U < Fx(z). Per fer-ho obserevem que el conjunt {y €
R|Fx(y) > U} és de la forma [c,00) on ¢ = inf{y € R| Fx(y) > U}. Aix0 és aixi perque Fx és
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no-decreixent i continua per la dreta (perque és la funcié de distribucié d’una variable aleatoria).
Per tant > ¢ implica que = € [c,00) = {y € R| Fx(y) > U} i per tant Fx(z) > U com voliem
veure.

Suposem ara que Fx(z) > U i vegem que aixo implica Fy'(U) < z. En efecte, si Fy(z) > U
aleshores * € {y € R|Fx(y) > U} i en particular = és igual o major a I'infim del conjunt
{y e R|Fx(y) > U}, és adir

v >inf{y € R| Fx(y) > U} = F'(U). -

Exemple. Per generar realitzacions d’una exponencial de parametre A, considerem la seva funcié
de distribucio, que és

Frxp(n) (z) = / Ae_)\ydy =1—e six>0
0

i Fxpo(2) = 0si 2 < 0. Com que Fyyp(n) ¢s invertible en [0,00), la seva inversa sera la inversa
generalitzada del teorema anterior, per tant per trobar nglp( » () resolem Pequaci6 Fpo () = u
per la incognita x:

Az

l—e™M=u = l—u=e" = log(1 —u) =—A\z

1
x = —Xlog(l —u).

Per tant, la variable
1

on U ~ Unif(0, 1) es distribueix com una exponencial de parametre \.

Exercici. Considereu la densitat

donada a l'exemple de apartat (2.2).

a) Doneu una formula que permeti generar realitzacions d’una variable X que tingui fx per
funci6 de densitat.

b) Apliqueu la formula que heu donat per estimar la mitjana de la variable Y = 2¢X utilit-
zant 10000 realitzacions de Y. Doneu l'interval de confianca del 95% per la mitjana de Y.
Comproveu si el valor de la integral

1 1
/ r 2¢ "dr ~ 1.49365
0

es troba dins de I'interval que heu donat (en principi hi hauria d’estar 95 de cada 100 vegades).
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Metode d’acceptacié rebuig

El problema del metode de la inversa és que cal disposar de la inversa de la funcié de distribucié
F );1 de la variable aleatoria X que es vol generar. Aixo representa problemes tecnics importants
que quan no es té una férmula explicita per F'y ! la qual cosa pot fa que el metode de la inversa
perdi eficiencia i sigui complicat d’'implementar en aquests casos.

El metode d’acceptacié rebuig permet generar realitzacions d’una variable aleatoria X fent ava-
luacions només de la seva funcié de densitat, és a dir de la funcié fx(x). Per poder utilitzar
aquest metode, cal, pero, saber generar realitzacions d’una variables aleatoria Y amb una funcié
de densitat fy que satisfaci fx(z) < mfy(x) per un m > 0 fixat i per a tot = € R.

Donades X, Y, fx, fy 1 m, 'algorisme del metode és el segiient:

1. Generem una realitzacié de Y, que denotem per x.
2. Generem una relaitzacié de U ~ Unif(0, 1), que denotem per w.

3. Si
fx(z)

U< ————

mfy ()

aleshores acceptem x com a realitzacié de X. En cas contrari rebutgem z i tornem al pas 1.

Per veure que aquest algorisme funciona, és a dir que les realitzacions aixi generades es distribu-
eixen amb la llei de X, n’hi ha prou en veure que el vector aleatori (Y, Umfy(Y)) es distribueix
uniformement sobre 'area sota la grafica de la funcié m fy. Observeu que aquest fet implica que les
realitzacions (x, umfy(x)) de (Y, Umfy(Y)) que satisfan um fy () < fx(x) també es distribueixen
uniformement sobre ’area sota la grafica de fx, la qual cosa implica que la quantitat d’aquestes
realitzacions amb la primera coordenada continguda a [x,z + dz] és proporcional a fy(x)dx (si
dx és arbitrariament petit), i per tant la densitat de la primera coordenada del vector aleatori
(anomenada distribucié marginal del vector aleatori respecte la primera component) és fx.

La segiient proposicié mostra que, en efecte, el vector aleatori (Y, Umfy(Y')) es distribueix unifor-
mement sobre l'area sota la grafica de m fy-.

Proposicié. La funcid de densitat del vector aleatori (Y,Umfy(Y)) és

1
f(Y,Umfy (Y)) (I’, ?J) - E]]-[O,mfy ()] (y)7

és a dir la densitat és constant igual a 1/m si (x,y) satisfa 0 < y < mfy(z) (és a dir si el punt
(z,y) esta sobre l’area sota la grafica de la funcid mfy), i la densitat és 0 si el punt (x,y) no
pertany a aquesta regio.

Prova. Reescrivim la densitat del vector aleatori com

f(y,Umfy(Y))(%,y):/ f(Y,Umfy(Y))|Y:z(xay)fY(Z)dz:/ feumpy (@, y) fr(2)dz.
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Observem ara que

f(z,Ume(z))(xa y) =9, (x)fUme(z)(y)
ja que la primera component del vector (z, Umfy(z)) no és aleatoria (és la constant z), i per tant
la densitat respecte aquesta component esta concentrada a z. La funcié o, denota la delta de
Dirac centrada en z, una funcié que integra 1 i val 0 a tot arreu menys a z. Aquesta funcié es pot
interpretar com el limit de les densitats d’uniformes sobre intervals [z — ¢,z 4+ €| quan ¢ — 0, és a
dir com 6. (x) = lim._,o 1/(2¢)1 .- .1<) (). Aleshores

/_ f(z,Umfy(z))(x>y)fY(Z)dZ = /_ 5z(x)fUmfy(z)(y)fY(Z>dz = fUmfy(:E)(:y)fY(x)J

i com que Umfy(x) és una uniforme sobre U'interval [0, m fy ()], es té

mfy (x - 1 mfy(z )
fompy @) (@) oy () Hom ()

1 per tant
1
Forvmpy ) (@ 9) = —Liompy @1 (1) N

Exemple. Suposem que volem generar punts uniformement distribuits sobre 1’el-lipse

x?

S = {(x,y) € R? 7

Per fer-ho considereu la segiient parametritzacio de S

r: [0,27] — R?
a = (2cos(a),sin(a))

La idea és definir una variable aleatoria X que prengui valors al segment [0, 27] de manera que
['(X) sera un vector aleatori amb valors sobre S. La pregunta és quina ha de ser la densitat
de la variable X per tal que els punts sobre S estiguin distribuits uniformement. Per respondre
aquesta pregunta observem que la velocitat en que es recorre 'el-lipse amb aquesta parametritzacié
ve donada per la derivada de I', concretament ||I'(«)|| dona com de rapid s’esta parametritzant
'el-lipse en el punt I'(«). Com que la densitat de punts sobre l'el-lipse volem que sigui uniforme,
cal imposar que la densitat de X en « sigui proporcional a ||[I"(«)|| (ja que el segment [, o + da
es transforma en un arc d’el-lipse de longitud ||I(«)|/do quan da és arbitrariament petit, i per
tant la quantitat de punts que hi ha d’haver entre [, a + da] ha de ser proporcional a ||T”(«)||de),
és a dir cal que
@)

2
fx (@) . amb ¢ = / IT(a)]|da.
0
Ara bé, com que [[I"(a)| = \/4sin(a)? + cos(a)? < V/5, es té
I ()l _ V5

S_
Cc Cc

fx(a) =
i per tant per generar realitzacions de X es pot utilitzar el metode d’acceptacio rebuig amb

Y ~ Unif(0, 2) i m = ZWE.

c
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Observem que per aplicar el metode d’acceptacié rebuig amb aquesta m no cal coneixer el valor
de ¢, ja que el quocient que s’utilitza al punt 3. de ’algorisme esdevé

fx(o) L ra)|  y/Asin(a)? + cos(a)?
mfy(@)  2x5L NG |

A la figura segiient es mostra la distribucié de punts sobre l'el-lipse que s’obté quan s’utilitza
I’algorisme d’acceptacié rebuig per a generar realitzacions de X juntament amb la distribucié
de punts quan s’agafen angles uniformement distribuits sobre l'interval [0,27]. Observeu que en
aquest segon cas els punts tendeixen a estar més acumulats en zones de 1’el-lipse properes als punts
(—=2,0) 1 (2,0) i més dispersos en zones properes als punts (0, —1) i (0,1) (la diferéncia seria més
evident si la diferéncia entre els eixos de 1'el-lipse fos més gran).

1={};
For[i=1, i <3000, i++,
While[True,
y = RandomReal[2 Pi];
u = RandomReal[1] ;
If[u< Sqrt[4Sin[y]“*2+ Cos[y] ~2]/sSqrt[5],
Break[] 1={};
1; For[i=1, i <3000, i++,
1; y = RandomReal [2 Pi] ;

1 =Append[1l, {2Cos[y], Sin[y]}] 1 =Append[l, {2Cos[y], Sin[y]}]
] ]
ListPlot[1] ListPlot[1]
1.0 1:0
0.5 0.5
’ \
\
* -1 1 2 -2 -1 1 ]
-05 ’ N -0.5
=0 ~4:0

Problemes per practicar

1. Considereu el conjunt C' donat a ’'Exemple 1. Expliqueu com aplicarieu un metode de Monte-
carlo per calcular la integral

/ g(x,y)dxdy
C

on g és una funcio integrable sobre C' que pren valors entre a i b (a < b). Especifiqueu com donarieu
un interval de confianca del 95% utilitzant una cota superior per la desviacié tipica de la variable
aleatoria que utilitzeu per calcular la integral.

10 )
/ (1 + w) e *dx.
0 10

a. Expliqueu com calcularieu la integral anterior utilitzant realitzacions d’una uniforme.

2. Considereu la integral
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b. Expliqueu com calcularieu la integral anterior utilitzant realitzacions d’una variable aleatoria
X amb funcié de densitat

Ix(x) = ce " 1jgq10)(2)

on la constant ¢ és tal que [° fy(z)dz = 1.

c. Quin dels dos metodes espereu que aproximi millor la integral?

3. Expliqueu com generarieu realitzacions de la variable X definida a I'apartat b. del problema
anterior utilitzant realitzacions d’una uniforme sobre 'interval [0, 1].

4. Exercici proposat a la pagina 12 d’aquest document.

5. Escriviu un codi (o pseudocodi) per una funcié que retorni una realitzacié d’una variable
aleatoria X la funcié de distribucié de la qual és

0 si v <1
Fy(z) = (x—1)/2 sio 1<z <2
(3+ 1525) /4 si 2<a

6. Expliqueu com generarieu punts aleatoris uniformement distribuits sobre el tros de parabola

S={(z,y) eR* |y=42" amb =z € [-1,1]}
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Capitol 3

Metodes numerics per resoldre EDOs

En aquest tema considerem el problema de valor inicial general de la forma

{ y'(t) = fy(t), 1)

y(to) = Yo

amb f una funcié continua i Lipschitz respecte el primer argument (la variable y), la qual cosa
assegura que existeix una tnica funcié solucié del problema (de manera que té sentit plantejar-se
trobar la solucid ja sigui analiticament o numericament).

La solucié del problema anterior no sempre es pot calcular utilitzant tecniques analitiques com
poden ser la separacio de variables, I'is de factors integrants o fent canvis de variables, per citar-ne
alguns.

Per la majoria de casos practics cal implementar metodes numerics per aproximar la solucié del
problema anterior. En aquests casos el que es vol coneixer és el valor de la funcié y en un punt ¢
donat (f de final). Com que t; pot estar molt allunyat de ¢y, no és raonable pensar que es pugui
aproximar y(ty) amb una tnica operaci6. Si ens podem plantejar, pero, aproximar y(ty + h) si h
és petit, ja que tenim informaci6 sobre que val y en ¢y (la condicié inicial y(ty) = yo) i sobre com
varia la funcié y (I'equacié diferencial y/'(t) = f(y(t),t)). La idea és, per tant, aproximar y(ty) fent
aproximacions previes de y en els punts t; =ty + h, to = to + 2h, t3 =ty + 3h, etc., de manera que
per aproximar y en el punt ¢;.1 = to+ (i + 1)h s’utilitza I'aproximacié de y en el punt t; = to + ih.

3.1 Alguns esquemes a mode introductori

Esquemes de Taylor

Vegem un primer exemple que il-lustra aquesta mecanica. Observeu que, fixat ¢, per aproximar
y(t + h) en termes de y(t) i t podem utilitzar el desenvolupament de Taylor

y(t+h) =y(t) + hy'(t) + O(h?)
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on O(h?) per p > 0 es pot interpretar com una funcié que satisfa lim sup,,_,, |O(h?)|/h? < oo, on
limsup vol dir limit superior. En paraules aixo equival a dir que O(h?)/h? esta acotat quan h
tendeix a 0. Observeu que de la definicié se segueix que lim,_,o O(h?)/h? =051 0 < g < p.

Ara bé, y/(t) = f(y(t),t), per tant si h és petit es pot aproximar y(t + h) com

y(t+h) = y(t) +y'(Oh = y(t) + hf(y(t), t).
Si denotem per Y; 'aproximacié de y(t;) on t; = to + ih, aleshores I"aproximacié anterior déna lloc
a I’esquema numeric

Y=Y, +hf(Y,t)
Yo = vo.

Aquest esquema numeric es coneix com a Metode d’Euler explicit. Es un esquema monopas,
que vol dir que per calcular Y;;; ('aproximacié de y en el punt ¢;,1) només s’utilitza Y; (I’aproxi-
macié de y calculada en el pas previ, és a dir en el punt ¢;). Després veurem un exemple d’esquema
multipas en el que per calcular Y., s’utilitzen les aproximacions de y en multiples passo previs
(per exemple en un esquema de dos passos es calcula Y;,; utilitzant ¥; 1 Y; ;). D’altra banda és un
esquema explicit perque Y;,; s’expressa de forma explicita en termes de Y;. Al final de la secci6
veurem el metode d’Euler implicit que és un esquema implicit ja que Y;,; s’expressara en funcio
de Y; de forma implicita.

El metode d’Euler és un cas particular d’esquema de Taylor, concretament 1’esquema de Taylor
d’ordre 1. Si considerem més termes del desenvolupament de Taylor de la funcié y(t + h) respecte
h, podem obtenir esquemes de Taylor d’ordre superior. Per exemple, ’esquema de Taylor d’ordre

2 s’obté observant que
2

h
y(t+h) = y(t) + hy'(6) + o' (1) + O(h?),
de manera que si h és petit es pot aproximar y(t + h) com
h2
y(t+h) = y(t) + hy'(t) + 4" (t)

on observeu que y'(t) i y”(t) es poden escriure en termes de t i y(t) gracies a ’equacié diferencial.
En efecte, /(t) = f(y(t),t) i

y'(t) = Ouf(y(), )y (t) + 0o f (y(t),t) = O f(y(t), ) fy(t), 1) + Oaf (y(t),1).
Aixi, 'aproximaci6 anterior déna lloc a I’esquema de Taylor d’ordre 2:

{ Yigr =Y+ hf(Yi ta) + 5 (00 f (Ya, t:) F (Vi ) + 0o f (Yis t3))
Yo = vo.

Observacié. Els esquemes de Taylor d’ordre més gran que 1 requereixen coneixer les derivades de
la funcié f, i aixo fa que no sigui facil automatitzar la seva implementacié en problemes generals.
Sén tils, pero, quan es vol estudiar una equacié diferencial particular i acotar de forma precisa
I’error que es comet.
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Esquemes d’Adams (un exemple d’esquema multipas)

Integrant a banda i banda 'equaci6 y/(t) = f(y(t),t) entre ¢t i t + h s’obté de la relacié

y(t+h) = y(t / fly (3.1)

Per aproximar la funcié 7 — f(y(7), 7) utilitzant només avaluacions de la funcié y sobre valors de
7 menors o iguals a ¢ (que se suposa que sén valors de y que hem aproximat en passos anteriors)
podem utilitzar, per exemple la recta que passa pels punts (t —h, f(y(t —h),t —h)) i (¢, f(y(t),1)),

que és la recta

Aix0 ens dona 'aproximacié

Sf(y(t)7t> — f(y(t — h)>t — h)
5 .

oeem) =)+ [ T ) P ~ )+ / e e)dr = y(t)+h

L’aproximaci6 anterior es correspon amb un esquema de dos passos (perque per aproximar y(t+ h)
s'utilitza y(t) i y(t — h)). Concretament I'esquema s’escriu en termes de Y; (on, com abans, Y;
denota l'aproximaci6 de y(t;) amb t; =ty + ih) com

Yipn=Y,+3 (3f(Yz;t) f(Yic1,tis1))
Yo = vo
Y] es calcula amb un metode monopas a partir de Yj.

Si enlloc d’utilitzar la recta que passa pels punts (t —h, f(y(t—h),t—h)) i (¢, f(y(t),t)) haguessim
aproximat la funcié 7 — f(y(7),7) utilitzant la parabola que passa pels punts (¢ — 2h, f(y(t —
2h),t — 2h)), (t — h, f(y(t — h),t — h)) 1 (t, f(y(t),t)), obtindriem un esquema de 3 passos (en
principi més precis que el de dos passos perque la funcié estaria millor aproximada si h és petit).
En general, si s’utilitza el polinomi interpolador sobre els punts (t—kh, f(y(t—kh),t—kh)), ..., (t—
h, fly(t—"h),t—nh)), (t, f(y(t),t)) per aproximar la funcié 7 — f(y(7),7) s’obté un metode de k+1
passos (concretament el metode d’Adams de k + 1 passos).

Un exemple d’esquema de Runge-Kutta

Una altra manera d’aproximar la funcié 7 — f(y(7),7) entre ¢ i ¢ + h és utilitzant la recta que
passa pels punts (¢, f(y(t),t)) i (t+h, f(y(t+h),t+h)). El problema que té aquesta aproximacié és
que no coneixem que val y(t + h) (aixo és precisament el que volem calcular), i per tant no podem
utilitzar I'equacié d’aquesta recta. Observeu, pero, que el punt (¢t + h, f(y(t + h),t + h)) és proper
al punt (¢ + h, f(y(t) + hf(y(t),t),t + h)) si h és petit, ja que y(t + h) = y(t) + hf(y(t),t) + o(h).
Per tant, podem aproximar la funcié 7 +— f(y(7),7) entre ¢ i ¢ + h utilitzant la recta que passa pels
punts (t, f(y(t),t)) 1 (t+h, f(y(t)+hf(y(t),t),t+h)). Com que la integral d’aquesta recta entre ¢
it-+h ésarea del trapezi que formen els punts (¢,0),(¢, f(y(t),t)),(t+h, f(y(t)+hf(y(t),t),t+h))
i(t+h,0),1aquesta area val (utilitzant la formula de 1'area del trapezi)

R LW, + fy(t) + 1f(y(t),t), t + 1)
5 7
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es té 'aproximacié

Sy@),t) + fly@) + hfyt), 1), t + h)
5 ,

t+h
e+ 0 =y)+ [ ()~ 0+
t
que dona 'esquema d’un pas

{ Vi =Yi+ 2(f(Yi, i) + f(Yi + hf(Yi, t), tia))
Yo =wo

Y

que és un exemple de la familia d’esquema de Runge-Kutta, la qual es descriura més endavant.

Un exemple d’esquema implicit (Métode d’Euler implicit)

Si s’escriu el desenvolupament en serie de poténcies de y(t) centrat en el punt ¢ + h es té
y(t) =yt +h)—y'(t+h)h+ %y”(t + h)h? — %y"'(t +h)h® + ...
Utilitzant només els dos primer termes del desenvolupament anterior es té I’aproximacié
y(t) =yt +h) —y'(t+ h)h = y(t + h) = hf(y(t + h),t + h),
que equival a y(t + h) = y(t) + hf(y(t + h),t + h), la qual cosa dona I’esquema numeric

{ Yien = Yi+hf(Yigr, tiv1)

Yo = wo

que és un esquema implicit perque el valor de Y;.; no s’expressa de forma explicita en termes de
Y;, i de fet per calcular Y;,; caldria utilitzar algun metode de cerca de solucions d’equacions no
lineals (per exemple el metode de Newton). Tot i que els esquemes implicits poden semblar poc
practics, veurem que presenten algunes propietats que els fan adients en certes situacions.

3.2 Esquemes monopas generals: convergencia i consistencia

Un esquema monopas general es pot expressar en la forma
Yigr =Y+ ho(ts, Y, b f)

on ¢ és una funcié que depen del node ¢;, el valor de 'aproximacio al pas i (és a dir Y;), el pas h i
la funcié f (la dependeéncia de la funcié f inclou que es puguin prendre derivades de f o avaluar
f en qualssevol punt).

Noteu que en el cas de I’esquema d’Euler explicit es té

o(ts, Y, h; f) = f(Yi ti)
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i per 'esquema de Taylor d’ordre 2 es té

o(ti, Yi, hy f) = f(Yi, i) + g (O f(Yi, ) f(Yi, i) + 0o f (Y3, 1)) -

Com hem comentat, el que es vol d'un esquema numeric és que ens permeti aproximar bé la solucié
d’un problema de valor inicial per a un valor ¢; donat. Concretament cal que ’aproximacié sigui
tant millor com més petit es faci el pas h de '’esquema, i en particular cal que quan el pas tendeix
a zero la solucié numerica convergeixi a la solucié del problema de valor inicial. Recollim aquesta
caracteristica en la segiient definicié.

Definicié. Es diu que un esquema
Yipr =Yi+ ho(t, Vi, h; f)
amb condici6 inicial Yy = yo convergeix a la solucié del PVI

{ y'(t) = fy(t),t)

y(to) = Yo
si per tot ¢ del domini de definicié de la funcié incognita y es té que

lim Y, (hy) = y(ty)

n— o0

on Y, (hy,) és la solucié al pas n de 'esquema quan s’utilitza el pas h,, = (t; —to)/n.

Per analitzar la convergencia d'un esquema és oporti considerar quin és l'error que es produeix
quan s’aplica l'esquema a la solucid exacte de l'equacié diferencial v/(t) = f(y(t),t). Es a dir,
considerem l'error error(t) que fa certa la férmula

y(t+h) =y(t) + ho(t,y(t), h; f) + error(t)

per un ¢t donat. La quantitat que ens interessa de cara a estudiar la convergencia és aquest error
normalitzat pel pas h. El motiu d’aquesta normalitzacio es deu al fet que si es divideix el pas per
la meitat caldra doblar el nombre de passos per arribar a ¢, la qual cosa implica que s’acumularan
el doble d’errors. Per tant, I'error efectiu que es produeix en un pas de longitud A quan s’esta al
punt ¢ és de l'ordre error(t)/h, ja que l'error es reparteix al llarg de tot el segment que s’avanga.
Aquest error normalitzat es denomina error de truncament local, i queda recollit en la seglient
definicio.

Definicié. L’error de truncament local en un punt ¢ s’obté fent la diferencia entre la solucié de
I'equacié diferencial y/(t) = f(y(t),t) al punt y(t + h) i la solucié que déna I'esquema partint de
y(t) i utilitzant el pas h, i dividint aquesta diferéencia per h. Es denota per 7(h,t) (ja que depen
tant del punt ¢ com del pas h utilitzat), i formalment s’expressa com

y(t +h) —y(t) — ho(t, y(t), b f)

T(h,t) = : :
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Definicié. Es diu que un esquema és d’ordre p (o que té ordre de consisténcia p) si p és el nombre
natural més gran pel qual

. 7(h,1)

lim < 00

h—0  hP

per tot t. Es diu que un esquema és consistent si és d’ordre més gran o igual a 1.

Calcular 'ordre de consistencia d’'un metode és relativament senzill, només cal expressar I’error de
truncament (és a dir 7(h,t)) com a serie de poténcies de h.

Exemple. L’esquema d’Euler explicit és d’ordre 1. En efecte, com que
h2
y(t+h) =y(t) +y' (Oh+y" ()5 + O(R?),
iy'(t) = f(y(t),t), aleshores

y(t+h) —y(t) — hfy(t), 1)

() = .
)+ fy®), DR+ y (O + O(R®) —y(t) — hf(y(t).t) . h . o(h?)
= =y'(t)5 +
h 2 h
Per tant o)
T(ht) . Y05+ Y O ()
T W h T 2 e o2 %

si la derivada segona de y esta acotada en intervals tancats. Noteu que hem utilitzat que lim;,_,o O(h?)/h* =
0, que se segueix del resultat general limy,_,o O(h?)/h? = 0 si 0 < ¢ < p comentat abans.

Observeu d’altra banda que ’esquema no és d’ordre 2 perque en general y”(t) no és igual a zero
per tot ¢, de manera que en aquests casos

3
y”(t)% + O(}’I1 ) i y”(t) N O(hB) o
h—0  h?2 h—0 h? h—0 2h h3

ja que el terme O(h3)/h3 esta acotat quan h tendeix a 0 per definicié.

A continuacié donem un resultat que implica que un esquema monopas és convergent si és consis-
tent. Aixo, permet determinar la convergencia d’un metode monopas comprovant que l’esquema
és consistent, que com hem dit equival a verificar que

lim 7(h,t) < 00
h—0

Veurem que en metodes multipas aquesta relacié entre convergencia i consistencia ja no es té, i
caldra analitzar una altra caracteristica de I’esquema per poder assegurar la seva convergencia.

Teorema. Suposem que ¢(t,y,h; f) és continua respecte els tres primers arguments i que a més
a més és Lipschitz respecte el segon argument, és a dir suposem que existeix k tal que

|¢<tay17h7 f) - ¢(t7y27h7 f>| S k|y1 - y2|
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per tota parella de punts yy i y. Aleshores (utilitzant la mateixa notacié que en la definicio de
convergencia) es té

Vo(hn) = y(tg)] < ebtrrl (eo + @)

on ey = Yy — yo €s lerror en la condicid inicial (si sabem exactament quina és la condicid inicial
i es pot gquardar exactament a la computadora, aleshores eg =0) i on

T(hy) := max |7(h,,t)|.
t€lto,ts]

Prova. Definim e¢; = Y; — y(t;) on t; = ty + ith,. La idea és acotar l’error en el pas i + 1, és a
dir |e;4+1] en termes dels passos anteriors. Observem que (utilitzant la definicié d’error local de
truncament)

Yier =Yi+ hao(ti, Vi, b f).

Per tant, utilitzant la desigualtat triangular i la propietat Lipschitz de ¢ respecte y i utilitzant h
enlloc de h,, per simplificar la lectura, es té

leiva] < [Yi+y(to)] + hlo(ts, Yi, b f) — o(ti, y(ta), bs )] + ki (h, t;)]
< |e;| + hkle;| + hT(h) = (1 + hk)|e;| + hT(h).
Aplicant la desigualtat anterior de forma recursiva s’obté que

leiv1] < leol(1 + k)™ + hr(h) Z(l + hk)? = |eo|(1 + k)™ + hT(h)(

j=0

1+ hk)™*t—1
hk '

Ara bé, com que (1 + hk)™* < (DR (3ixd es conseqiiencia del fet que 1+ z < e* per tot z > 0,
i per tant també (1 + 2)"*! < e2(FY que és el que es diu amb z = hk), la desigualtat anterior es
pot reescriure com

: 1+ hE)it! — 1
‘€i+1| < |€0‘<1 + hk)l+1 + hT(h>( + h)k

= (leo+ Z2) iy = T < (feop o 0 1y

< (|60| + —T(h)> i1k

k

i en particular (utilitzant que h = h,, = (t; —ty)/n) es conclou

T7(h, n 7(h, _
1Y (h) — y(ts)] = Jen] < <‘€0| n %) Sk _ (!eo| N %) olts—to)k
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Observacidé. Si un esquema té ordre de consistencia p, aleshores es té que

7(h) := max 7(h,t) = O(hP).
tG[to,tf]
En particular es té 7(h) < C'h” si h és petit per una constant C' fixada. D’aquest fet se segueix que,
si eg = 0, aleshores la velocitat de convergencia de 'esquema a la solucié y(ts) sera de l'ordre h”.
En altres paraules, si es divideix el pas h per 2, aleshores es dividira per 2P 'error de ’aproximacié
de la solucié. En efecte:

|Yn(hn) . y(tf)| S T(Zn)e(tf—t())k S %hﬁe(t'f_to)k.

3.3 Esquemes Implicits

Els metodes monopas implicits son esquemes que es poden escriure de la forma
}/;+1 - K+h(;(tl7}/;7}/l+17h7 f) (32)

Noteu que es diu implicit perque per calcular Y;,; no es té una férmula explicita sino que s’ha de
resoldre una equacié implicita.

Observacié. Tot i que per analitzar 'error de truncament local dels esquemes implicits va bé
utilitzar la férmula (3.2)), tot esquema explicit es pot escriure com esquemes de la forma Y1 =
Y: 4+ ho(t;, Yi, h; f). En efecte, n’hi ha prou en reescriure la formula (3.2)) com

Yig =Y+ hé(t;, Vi, Y + K (Yi, 1), s f)

amb K (Y}, t;) definit com la solucié de equacié K (Y;, t;) = o(t;,Y:, Vi +hK(Y;, t;), h; f). Per tant,
els resultats donats a I’apartat son també valids pels esquemes implicits.

Exemple. Considerem 'esquema d’Euler implicit, donat per
Yigr =Y+ hf(Yier tigr)

on recordeu que t;.1 = t; +h. Anem a calcular I'ordre de consisténcia d’aquest metode. Per fer-ho
escrivim (com hem fet en l'exemple anterior) l'error de truncament local en série de poteéncies.
L’error de truncament local d’aquest esquema és

y(t+h) —y(t) = hf(y(t+h),t + h)

T(h,t) = h :

Com que f(y(t+h),t+h) =y (t+h) és convenient reescriure 7(h,t) en termes de ¢ enlloc de f (ja
que si no caldria derivar respecte la primera i la segona component de f i ens donarien expressions
més llargues, tot i que el resultat seria igualment valid). Aix{ tenim

t+h)—y(t)—hy'(t+h)

oy
T(h,t) = 7 :
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Ara, com que
2

-+ ) = (1) + by (1) + o) + O

y(t+h) =y'(t) + hy'(t) + O(h?),

es té que

y(t) + hy'(8) + y"(8) + O(h®) —y(t) — h (y'(t) + hy"(t) + O(h?))

h,t) =
7—( ? ) h
—5y' (1) + O(h?
Y .
Per tant 'esquema és d’ordre 1 ja que
. T(h,t) o 1 "
AL

i no és d’ordre 2 ja que en general 3”(¢) no és 0.

Exercici. Considereu la familia d’esquemes
Yiprn =Y +h(af (Vi t) + (1 —a) f(Yigr, tigr).
1. Proveu que I'esquema és consistent per tot .

2. Existeix algun valor d’a pel qual I'esquema sigui d’ordre 27.

3.4 Esquemes de Runge-Kutta

La idea dels esquemes RK és utilitzar una mitjana ponderada del camp f(y(¢),t) en punts “propers”
a la corba t — y(t) entre ¢; i t;\p.

Vegem un exemple senzill d’esquema RK. Considerem 'esquema
Yigr =Y + h(a K1 (Yi, t) + o Ko(Y5, 1))

amb
Ky(Yi, ;) = (Y5 + hba Ko (Y5, 1), t; + hag)

on ¢y, co, by 1 as sén parametres que cal ajustar perque 'esquema tingui ordre de consistencia
el més gran possible. Per determinar el valor dels parametres, cal, per tant, escriure l'error de
truncament local en serie de potencies del pas h. Per fer-ho recordem que

hr(h,t) = y(t +h) —y(t) = h(cr Ka(y(t), 1) + c2K2(y (1), 1)),

i observem que

y(t+h) =y(t) +y/ (Oh+y"(H)h*/2 + O(h?),
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que K1(y(t),t) = y'(t) i
Ka(y(t),t) = fy(t),t) + 01f (y(t), t)y (t)hbar + 0o f (y(t), t)har + O(h?).
Per tant, utilitzant que y”(t) = 01 f(y(t), 1)y (t) + Oaf (y(t), 1), es té

hr(h,t) = y(t) + ' ()h +y" (t)h* /2 + O(R®) — y(t) — hery'(t)
— hea (Y (t) + Ouf (y(t), )y (£)hbar + Do f (y(t), t)has + O(?))
=y ()h(1 —c1 — ¢) (3.3)

1 1
O le). 00/ O (= cabn ) + a0, 0/ 01 (5 = caea) + O
de manera que I'esquema sera d’ordre 2 si

Ozl—Cl—CQ

1
0==—cyb
9 C2021

0— 1
—2 CoQ9

Aixo és un sistema de tres equacions amb 4 incognites. Hi ha infinites solucions que es poden
expressar en termes d’un parametre o # 0 com

1 1
= =1- =— i by=—.
Co a, C1 a, a9 2% 1 21 5

Per cada valor d’a # 0 es té un esquema d’ordre de consisténcia 2 (com a minim), que es denoten
esquemes RK2.

Si a =1 s’obté el metode
h h
Yimm=Yi+hf K+§f(3/;>ti),ti+§

que el que fa és utilitzar una aproximaci6 de la derivada de y en el punt ¢; + h/2 suposant que a
t; el valor de y és Y;.

Si v = 1/2 s’obté el metode
1
Yimn =Y+ h§ (f(Yi, ti) + £ (Yi+ hf(Yi ti), ti + h))

que el que fa és fer la mitjana entre el pendent de y en ¢; i una aproximacié del pendent de y en
t; + h suposant que a t; el valor de y és Y.

Observeu que el parametre « és lliure, i té sentit preguntar-se si existeix algun valor d’a pel qual
I’esquema sigui d’ordre 3. Si es té en compte el terme d’ordre 3 en la serie de poteéncies es
pot veure que no hi ha cap valor a que cancel-li aquest terme (obviament utilitzant que ¢y, cq, as
i byy estan donat en funcié d’a per tal que I'esquema sigui almenys d’ordre 2). Per tant, per tot
a # 0 'esquema que s’obté és d’ordre 2.
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Esquemes Runge-Kutta generals

La idea anterior es pot generalitzar per construir esquemes de més etapes. Concretement, un
esquema RK de m etapes és de la forma

m

}/;—I—l :}/;_thb(tl)}/;)ha f) amb ¢(tlaY;7ha f) :ZCTKT(t’H}/;7h) f)

r=1
on les funcions K, estan donades per
K, = f(Y; + hz brsKsati + har)'
s=1

Els parametres ¢,, a, i b.s per r,;s € {1,2,...,m} se seleccionen de manera que I'esquema sigui
d’ordre el més gran possible.

Observeu que si b,; = 0 si s > r aleshores el valor de Ky, Ks, ..., K,, es pot calcular de forma
explicita comencant per K5 i per ordre, concretament fent

Ky =f(Yi, t; + hay)

KQ :f(Yz + hbglKl, ti + ha2)
K3 =f(Yi + h(bs1 K1 + b3 K3), i + has)

Km :f(}/z + h<bm1K1 + hmeKQ + -+ bm,m—le—1)7 tz + hCLm>

Si b.s # 0 per algun s > r, aleshores els valors de Ky, K, ..., K,, no es poden calcular de forma
explicita i s’ha de resoldre un sistema d’equacions no lineals per trobar els seus valors. En general
s’utilitzen sistemes RK del primer tipus, anomenats esquemes RK explicits (en aquest b, es fixa a
zero si s > r, i s’ajusten la resta de paramtres per obtenir esquemes d’ordre el més gran possible).

Un esquema RK4 explicit (el 4 indica que té ordre de consisténcia igual a 4) molt utilitzat és
I'esquema de 4 etapes:

1
Y=Y+ hé(Kl + 2K, + 2K + Ky)

amb
Kl :f(}/;v t’b)

h h
Ky =f (Yi + §K1,7fz‘ + 5)

2 2
Ky =f(Y; + hKs, t; + h)

h R\
Ko (Vi yRati+ )
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Teorema (Butcher, 1964). Donat un esquema RK de m etapes explicit es té que 'ordre de
consistencia (p) maxim que es pot assolir és

m |
p

123 4
12 3 4

| Ot

3.5 Control de pas

Fins ara hem considerat que per calcular y(¢;) es discretitza l'interval [to, t ;] en n passos de longitud
h = (t; — ty)/n. Aixo, pero, no és molt eficient perque ens forga a agafar passos molt petits tota
I'estona si hi ha alguna regié de l'interval [to, t /] que requereix aquests passos petits. Per evitar aixo
es pot utilitzar la informacié local que déna 7(h,t) per escollir la longitud del pas més adeqiiada
en cada situacid (la idea és que s’utilitzaran passos “llargs” si 7(h,t) és petit i passos “curts” si
7(h,t) és gran). Vegem un primer exemple d’aquesta técnica.

Exemple. Considerem el problema

{0 =160,

y(to) = Yo

Volem resoldre el problema de manera que l'error que es produeix en cada pas sigui menor a un
determinada tolerencia € > 0, és a dir es vol que

ly(ti + hi) — Yina| <e
on h; és la longitud del pas que s’utilitza a 'iterat 1 + 11 t; =ty = Zé;é h;.
Suposem que utilitzem 'esquema d’Euler explicit a cada pas, és a dir que
Yipn =Yi+hf(Yi i)

L’error de truncament local de ’esquema, definit com

y(t+h) —y(t) = ~fy(t), 1)

7(h,t) = 7 ,

s’expressa en en serie de potencies de A com
_ho 2
T(h,t) = §y (t) + O(h%).

Per tant, demanar que
y(ti +hi) =Y <e

és com demanar que

hﬂ'(hi, t,) <€
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sota 'assumpcié que y(t;) = Y; (la qual cosa no és certa, pero si és cert que y(¢;) =~ Y; si 'esquema
funciona, i per tant imposar aquesta darrera igualtat té sentit al menys des d’un punt de vista
practic).

Si s’obvien els termes O(h?) de 7(hs,t;), la qual cosa té sentit si h és prou petit, aleshores la

desigualtat anterior se satisfa si
h2
?Zy//(ti) < €.

Observem finalment que

y'(t:) = 0uf(y(ts), t:) f(y(te), i) + o f (y(ts), ti) = O f (Yi, ts) f(Yi, i) + Do f (Vi )

on assumim novament que y(t;) = Y;. Per tant, per tal que |y(¢; + h;) — Y;41] < £ n’hi ha prou en
prendre h; que satisfaci

b < 2e

A la practica es prendria el pas més llarg possible sempre que no sigui més gran que una determinat
pas maxim h fixat a priori, és a dir es prendria

(. 2e
hi = min {’% \/ O F (Vi t) f(Yirti) + 0of (Vi 1) } |

Es clar que I'exemple anterior es pot generalitzar per esquemes arbitraris. Vegem-ho considerant
un esquema de la forma

que té ordre de consistencia p i que 'error de truncament s’expressa en serie de potencies com
7(h,t) = d(t)h? + O(hPt1).

Aquesta informacié es pot utilitzar per deteminar el pas més gran possible h; que cal utilitzar a
l'iterat ¢ + 1 de manera que |y(t; + h) — Y;;1] < € per un € > 0 donat. Concretament, com que

ly(ti + i) — Yiga| = [haT(hi, i),

n’hi ha prou (obviant el terme O(hP™!) de l'error de truncament i assumint que y(¢;) = Y;) en
prendre h; tal que
dt)hP™ < e

és a dir

I
hi s 3
= "V

i com a ’exemple s’agafaria el minim entre la part dreta de la desigualtat i un pas maxim h fixat
a priori.

Observem que per utilitzar la técnica de control de pas de ’esquema anterior cal coneixer el terme
dominant de 7(h,t) quan s’expressa com a serie de potencies respecte de h, concretament el factor
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d(t). Quan s’empren esquemes de Taylor és relativament facil calcular aquest factor (es faria
essencialment com a l'exemple). Quan s’utilitzen altres esquemes, per exemple els esquemes RK,
aleshores calcular el factor d(t) no és tan facil. D’altra banda, 'avantatge dels esquemes RK és que
es poden implementar sense necessitat de coneixer les derivades de la funcié f, i aixo és quelcom
que es perdria si es volgués calcular d(t) com s’ha fet en 'exemple anterior, ja que per expressar
7(h,t) com a serie de potencies de h caldria derivar la funcié f diverses vegades.

Observacié. Quan s’utilitzen metodes de control de pas per calcular y(ty) a partir de y(to) és
practicament segur que en algun moment passara que t; + h; > ty. Quan aix0 passa cal prendre h
com h =ty —t; per tal que Y;.; representi I'aproximacié de y(ts) (és a dir, per tal de no passar-nos
de llarg de la coordenada t; que és sobre la qual es vol calcular la funcié y).

Calcul automatic del terme d(t)

Per evitar I'inconvenient anerior i calcular d(¢) de forma aproximada sense necessitat d’expandir en
serie de potencies de h la funcié 7(h,t) es pot seguir la segiient estrategia, que requereix utilitzar
dos esquemes numerics de diferent ordre (per qiiestions d’eficiencia computacional el millor és que
tinguin ordres de consistencia consecutius). Siguin, per tant, els metodes

Y=Y+ h(lg(tzﬁ Y, h; f)

els dos metodes, i suposem que 'ordre de consisténcia del primer és p i el del segon és p+ 1. Aix0
implica que
hr(h,t;) = y(t; + h) = Y = d(t;)hPT 4+ O(hP*?),
(ti + ) — Yiey = d(t;)hPT2 + O(RP+3),
on

Yier = y(ts) + ho(ti,y(t), hi f) 1 Vi = y(t) + hoti, y(t), bs f).

Observem, per tant, que si restem les dues equacions es cancel-la el terme y(¢; + h) i es té que
}72'4_1 - )/i—l-l - d(ti)hp+1 + O(hp+2).
En particular, obviant el terme O(h?™2) es pot aproximar d(t;) com

Yier = Yin

d(tZ) = hp+1

En aquesta expressié hem de pensar el pas h = h; com quelcom que s’ha determinat en l'iterat
anterior (és a dir a literat que ha permes calcular Y; a partir de Y;_1), i el valor d(¢;) que dona
I'expressié s’utilitza com a aproximacié de d(t;41), de manera que el pas h;,; que s’utilitza a 'iterat
i+ 2 (literat que calcula Y 5 a partir de U'iterat Y;;; s’ha d’agafar com

A 5 ~ E:
hi 1= min {h, p+1 } — min {h7 hZ p+1 ~—} ’
) (6] V o =i
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on novament / seria un pas maxim fixat a priori. Observeu que per utilitzar aquesta técnica
automatica de control de pas cal donar un pas hg inicial (la resta de passos h; per i > 1 es calculen
utilitzant la férmula anterior).

La tecnica anterior pot representar un cost computacional notable ja que s’estan utilitzant dos
esquemes a cada pas. Existeixen parelles de metodes RK, pero, que tenen la propietat que per
calcular ffiﬂ a partir de Y; s’aprofiten tots els calculs que es fan per calcular Y;,; a partir de Y;
i només cal calcular una mica més per obtenir YQH. La idea és que molts parametres del primer
esquema s’aprofiten pel segon. Aquests esquemes combinats es coneixen com esquemes Runge-
Kutta-Fehlberg. Vegem l'esquema RK2,3, format per un esquema RK2 (de tres etapes) i un
altre RK3 (de 4 etapes) que s’obtenen com

Yig1 =Yi+ ho(t, Y, h; f) amb ot Yi, hi f) = c1 Ky + co Ky + 3K
Vi = Y;—i-hé(ti,}@h; f) amb O(ti,Yi, hy f) = 61Ky + 6o Ko + G3K3 + 64Ky

amb

f(Yi, t5)

f(Yi + hba Ky, t; + has)

J(Yi + h(bs1 K1 + b3 K3), t; + has)

Ky = f(Yi+ h(bsr K1 + bya Ko + by3 K3), t; + hay)

Els parametres queden recollits a la segiient taula:

K
Ko
K3

r a, Cyp Cyr b,s

1 0 214/891 | 533/2106 0 0 0

2| 1/4 1/33 0 1/4 0 0
3127/40 | 650/891 | 800/1053 | —189/800 729/800 0

4 1 0 —1/78 214/891 1/33  650/891

Altres esquemes Runge-Kutta-Fehlberg forga utilitzats sén 'RK4,5 i 'RK7,8.

3.6 Regid6 d’estabilitat absoluta

Donat un esquema de la forma
Yipr =Y+ ho(ts, Y, b f)
i un nombre )\ € C, es diu que 'esquema associat al pas h és abolutament estable si I'esquema
aplicat al PVT lineal
{ y'(t) = Ay(t)

y(0) = yo
amb el pas h satisfa que Y; — 0 quan ¢ — oo. Observeu que si Re(\) < 0, aleshores la solucié y(t)
del PVI va a zero quan ¢ va a infinit, de manera que és desitjable que I’esquema numeric també
exhibeixi aquesta propietat (és a dir, que si Re()\) < 0 la solucié numerica Y; tendeixi a zero quan
i tendeix a infinit). En general aixo sera quelcom que passara en metodes d’un pas consistents
si h és suficientment petit (ja que els metodes monopas consistents sén convergents, la qual cosa
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pot no ser certa en metodes mulipas consistents). Ens interessa, pero, saber a partir de quin h
I’esquema sera absolutament estable.

Exemple. Considerem el metode d’Euler explicit, i apliquem aquest estquema al PVI anterior.
La recurrencia per la solucié numerica és

Yip1 =Y+ ARY;.
Es clar el terme general de la recurrencia és
Yi = (1+ h\)Y,,

de manera que Y; — 0 si i només si |1 + hA| < 1. Si A és real i negatiu, aquesta darrera inequaci6
se satisfa si i només si

2
h < —.
Al
Per tant, si A = —200 per exemple, la qual cosa implica que la solucié y(t) del PVI tendeix a zero

molt rapidament, es té que 'esquema d’Euler no convergira a zero si h > 2/200 = 0.01 (de fet
I'esquema divergira a +00 si h > 0.01). Per tal que I'esquema exhibeixi el comportament adequat
en aquest cas caldria agafar un pas h molt petit.

En molts esquemes (en particular els esquemes de Taylor i els RK) la recurréncia associada a
I'esquema quan s’aplica al PVI anterior és de la forma

Yig1 = P(hA)Yi

on p(z) és un polinomi (en 'exemple anterior p(z) = 1 + z). En aquests casos es té, per tant,
que Y; tendeix a zero si i només si [p(hA)| < 1. Aixo motiva la definicié de regié d’estabilitat
absoluta d’aquests esquemes com el conjunt de C

Ry :={z e C|p(z)] <1},

Observeu que aquesta regié només depen de ’esquema considerat, i no dels valors A i h utilitzats.
Observeu també que la condicié [p(hA)| < 1 és certa si i només si hA € R, i per tant es té que
I'esquema associat al pas h és absolutament estable pel PVI si hA € R,. En particular, fixat A el
pas h més gran que es pot agafar seria el pas més gran pel qual h\ € R,,.

Exercici. Considerem el PVI bidimensional

(1) = —10x(t) — y(t)
y'(t) = x(t) — 10y(t)

/

a) Cap a on tendeix la soluci6 t — (z(t), y(t)) del PVI anterior quan ¢ va a infinit?

b) Com de petit ha de ser h perque la solucié numerica (X;,Y;) de 'esquema d’Euler explicit
tendeixi a zero quan ¢ tendeix a infinit?
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Resolucio. a) Com que es tracta d'un sistema d’EDOs lineal, la dinamica esta descrita pels valors

propis de la matriu
—-10 -1
a=(7" o).

que s6m Ay = —10+1i i Ay = —10 — 7. Com que tots els valors propis tenen part real negativa, la
solucié del PVI tendeix al punt (0,0) quan ¢t — oc.

b) L’esquema d’euler explicit aplicat al problema anterior és de la forma

Xia\ [ X X\ X;\ [ 1-10h —h X;
(Y;+1)_(E)+hA(m)_(Id+hA)(§i>_( h 1—10h)(3@>'

Es clar que el terme general de successié associada a la solucié numerica que s’obté en aplicar
l'iteracié anterior és (en termes de la condicié inicial)

()éi):(lquhA)”()}%).

Per tal que el terme general anterior convergeix a zero quan el nombre d’iterats va a infinit (sigui
quina sigui la condicié inicial), cal que els valors propis de la matriu Id + hA tinguin médul més
petit que 1. Com que els vectors propis de (Id + hA) sén els mateixos que els vectors propis de A
i els valors propis respectius sén A = 1+ ;i Ao = 1 4 Ay (comproveu-ho), la solucié tendira a
0 (independentment de la condicié inicial) només si |1 + hA;| < 11 |1+ hdg| < 1, és a dir si b\ i
hAy estan tot dos dins de la regié d’estabilitat associada al metode d’Euler explicit.

Aixi, com que |1 + hX\| = |1 = 10h +ih| = /(1 —10h)2 + k% i |1 + hXs| = |1 — 10h — ih| =
/(1 —10R)2 + k2, cal imposar que /(1 — 10h)2 + h2 < 1, que equival a demanar

(1—10h)*+h* <1
i aixo és cert si h < 20/101.

Exercici. Considerem el PVI bidimensional

2/ (t) = anx(t) + aoy(t)

Y'(t) = anw(t) + azy(t)
z(0) =1 ’
y(0) =0

on )
A — air a9 _ 1 1 —50 0 1 1 -
a1 Q922 1 -1 0 —0.1 1 -1 ’
a) Cap a on tendeix la soluci6 t — (z(t), y(t)) del PVI anterior quan ¢ va a infinit?

b) Com de petit ha de ser h perque la solucié numerica (X;,Y;) de 'esquema d’Euler explicit
tendeixi a zero quan ¢ tendeix a infinit?

¢) Com de petit ha de ser h perque la solucié numerica (X;,Y;) de I'esquema d’Euler implicit
tendeixi a zero quan ¢ tendeix a infinit?
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Exercici. Considereu la familia d’esquemes

{ Yn+l = Yn + h(afn + (1 - a).fn-i—l)
Xo = 29

Y

on f, := f(Y,,t,) amb t, = nh ion « € [0, 1], associats al problema

{ y'(t) = fly(t).1)
y(O) =Y

a) Proveu que en general els esquemes sén d’ordre 1. Trobeu un valor o que faci que I'esquema
tingui ordre 2.

b) Per aquest « particular, preneu f(y,t) = Ay, amb A\ € C. Proveu que l'esquema, indepen-
dentment del pas de temps h, divergeix si Re(\) > 0 i convergeix a 0 si Re(A\) < 0 (observeu que
aquesta propietat no la satisfa ni el metode d’Euler explicit ni el metode d’Euler implicit, que es
corresponen als casos v = 1 1 o = 0 respectivament).

Exercici. Considereu el segiient metode multipas per a 'equacié /() = f(y(t),1):

h
Yorr =Y, + E(an — fa-1)
on f, := f(Y,,t,). Proveu que 'error de truncament local és d’ordre 2, i.e. que 7 = O(h?).

Resolucio. Es procedeix igual que pels metodes d'un sol pas. L’error de truncament es defineix
com la diferéncia entre la solucié real i la solucié que déna el metode (quan s’aplica al punt t), i
tot aixo dividit pel pas h, és a dir

() = (ot 1)~ (1) — S BF(0), 1)~ Tyl — ).t — ).

Com que f(y(t),t) =y'(t) i f(y(t —h),t —h) =/ (t — h), per escriure 7(h,t) en serie de potencies
(fins a ordre 2, que és el que ens demanen), utilitzem que

_
2

Y+ h) = () + ¥ (Oh + 'O 43O + o),

2 6
V(= 1) = y/(1) ~ o Oh + " () + 00,

de manera que

7(h,t) = y" (t)h? (é + i) + O(h?),

i per tant el metode és d’ordre 2 (ja que el terme dominant no s’anul-la en general).

Exercici. Recordeu que els metodes de Runge-Kutta d’m etapes sén de la forma:

Yo =Y. +h i b K;

i=1
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amb
Ki = f <Yn + hz ainj, tn + Czh> .
j=1

Proveu que aquests metodes son consistents si i només si

=1

Resolucio. Es fa de forma similar als altres exercicis en que s’ha calculat l'error de truncament
(per aquest exercici n’hi ha prou en escriure la serie de potencies de 7(h, t) fins a ordre 0, i imposar
que el terme d’ordre 0 és zero, la qual cosa implica que el metode és almenys d’ordre 1 i per tant
consistent).

Exercici. Recordem la famila d’esquemes RK2 (i.e. d’ordre 2) de la forma
Yigr =Y+ ha K (Yi, ti) + e Ko (Y3, 1)

amb
Ky (Y, t;) = f(Yi + hbo K1 (Y3, ), t; + has)
on
B _1 B 1 — 1
Co = Q, Cc1 = «, a9 = 9% 1 21 — 2@.

Estudieu si la regié d’estabilitat absoluta dels esquemes anteriors depen del parametre « o no.

Resolucio. Cal analitzar com és la recurrencia de la solucié numerica quan s’aplica el metode a un

porblema de la forma
y'(t
y(0) =

Observem que per aquest problema es té que f(y, ) = )y, i per tant
Ki(Yi, t;) = AY;
Ky (Y, t;) = A(Y; + hbot \Y;) = A(1 + hby MY,

Utilitzant ara ’expressio del metode i el valor dels coeficients a,c i b es té

\

1 1
Yiii =Y+ (1 — a)h\Y; + ah) (1 + %h)\) Y, = (1 + (1 — @)hA + ahA (1 + %h)\)) Y;
Per tant, definint

- (v o (14 1)

es té que la regi6 d’estabilitat absoluta del metode és el conjunt
Ry:={z€C|lp(z)| < 1}.

Ara bé, desenvolupant el polinomi p s’observa que p no depen del parametre a:

p(z) = (1 +z+ %zQ) :

i per tant es conclou que la regié d’estabilitat absoluta de la familia de metodes anteriors no depen
del parametre .
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