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Resumen

En el presente trabajo se obtiene una férmula para valorar opciones de compra bermuda
con precios de ejercicio variables sobre un activo subjayente que no paga dividendos y
cuya dindmica viene descrita por un proceso browniano geométrico o lognormal. En el
marco tedrico planteado la féormula de Black-Scholes para opciones de compra europeas
resulta ser un caso particular de la expresion obtenida. La discretizacion del conjunto de
oportunidades de ejercicio permite aproximar el valor de una opccién de compra que pue-
de ejercerse en cualquier instante a un precio de ejercicio estrictamente creciente respect
al tiempo.

Palabras clave:arbitraje, opcién de compra bermuda, proceso de difusién lognormal.

Abstract. Valuation of bermuda call options with variable exercise prices

In this paper a formula is deduced in order to value bermuda call options with variable
exercise prices on a non-dividend-paying stock. It is assumed that the dynamics of under-
lying asset prices are defined by a lognormal difussion process. The Black Scholes formula
for European call options is a particular case within the established valuation framework.
The discretization of exercice opportunities allows an approximation of the call option’s
value which can be executed at any moment to an exercice price that strictly increases with
time.

Key words: arbitrage, bermuda call option, lognormal difussion process.

1. Introduccién

La moderna teoria de valoracién de opciones tiene su origen en el articulo de
Black-Scholes (1973). La importancia del mismo radica, mas que en su modelo
de opciones, en el andlisis cualitativo que subyace en el mismo. Este marco de
valoracion se fundamenta en una relacién de arbitraje y el objetivo es establecer
una dependencia funcional entre el valor de un activo (activo derivado) y el
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valor, supuestamente conocido, de otros (activos subyacémiesjlea funda-
mental de los modelos contindate arbitraje es que, bajo ciertas hipotesis, es
posible crear una cartera de cobertura, formada por un nimero determinado de
activos derivados y de activos subyacentes negociables, de manera que ajustan
do continua y convenientemente el nUmero de éstos obtengamos una cartere
exenta de riesgo. Entonces, suponiendo que el mercado no permite oportunida-
des de arbitraje, la rentabilidad nominal instantanea esperada de la cartera deb:
coincidir con el tipo de interés libre de riesgo. La conjuncién de estas hipdtesis
proporciona un modelo de valoracion descrito por una ecuacion diferencial par-
cial (EDP), cuyas condiciones de contorno-arbitraje recogen las caracteristicas
esenciales del titulo a valorar. Aunque este método de valoracion es muy flexi-
ble, la mayoria de sus aplicaciones dan origen a ecuaciones diferenciales sin
solucién analitica. Esto a dado lugar a una extensa literatura sobre métodos
numeéricos aplicados a la valoracion de opciones y de activos contingentes, en
general. Una forma practica de acotar el problema, ampliamente utilizada, es
introducir hip6tesis que permiten expresar el titulo objeto de valoracion como
combinacion de opciones, reduciéndolo a encontrar soluciones a las ecuaciones
diferenciales que definan a éstas ultimas.

Una extension natural de las opciones de compra europeas son las llamada:
opciones de compra bermddgue pueden ser ejercidas en un nimero discreto de
fechas, lo que constituye un caso intermedio entre las europeas y las americanas.

Podemos encontrar algunos trabajos sobre determinados tipos de opciones
bermuda. Por ejemplo, en Flesaker (1992), Chance (1992) y Trippi y Chance
(1993) se estudian l&ermuda capped optiogue combinan la caracteristica de
ejercicio al final del vencimiento, en cuanto que el poseedor de la opcién no tiene
derecho a ejercerla antes del mismo, y el ejercicio automatico en un conjunto pre-
determinado de fechas si el valor del subyacente alcanza un determinado nivel
(cap). El primer autor aproxima su valor aplicando el método de simulacién de
Monte Carlo, el segundo utiliza el algoritmo de las diferencias finitas. En Trippi y
Chance (1993) se presenta una valoracion analitica aproximada utilizando el
modelo de Black-Scholes con pago continuo de dividendos ajustado por Merton
(1973). En Leguey (1995) se estudian las opciones de venta bermuda con precios
de ejercicio constante como una via de aproximacién al valor de las opciones de
venta americanas. Este tipo de bermuda difiere dealseden cuanto que no
contempla la posibilidad de ejercicio automatico y puede ser ejercida en un con-
junto discreto de fechas antes del vencimiento.

Nuestro trabajo se centrara en las opciones de compra bermuda con precios
de ejercicio no uniformes, con el objeto de obtener una férmula cerrada para su
valoracion. Como hipétesis de trabajo supondremos que el subyacente no reali-

1. Activos en sentido amplio; es decir, no necesariamente negociables.

2. Continuos en cuanto que consideran que la contratacion en el mercado se realiza de forma continue
en el tiempo.

3. Este tipo de opciones también son conocidas @dfantic option, Limited exercise optigrQua-
si-American optionVer Gastineau (1992).
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za pagos durante la vida de la opcién y que la dindmica de su valor sigue un
proceso browniano geométrico o lognorrha&xisten aproximaciones algorit-
micas a este problema: por ejemplo, Merton (1973) y, mas recientemente,
Dewynne-Howison-Wilmott (1997). Merton describe un método sistematico
para valorar opciones americanas en el supuesto que existanbios en el
precio de ejercicio. Se demuestra, bajo ciertas condiciones, que el ejercicio anti-
cipado Unicamente puede ser 6ptimo justo antes de la variacion del precio de
ejercicio. Por tanto, esta opcion es equivalente a una bermuda con precios de
ejercicio variables. En Dewynne-Howison-Wilmott se implementa un pseudo-
cadigo del algoritmo SOR (Successive Over Relaxatipaja valorar este tipo

de opciones bermuda. Nuestro enfoque, a diferencia de los anteriores que
requieren de algoritmos iterativos para su resolucion, proporciona una expre-
sion cerrada para su valoracion.

Es sabido que, en ausencia de dividendos, la opciéon de compra americana nc
vale mas que su correspondiente europea. Evidentemente, este limite también
sera valido para opciones bermuda con precios de ejercicio constantes. Nuestrc
punto de partida sera establecer la relacion que debe existir entre los precios de
ejercicio para que el problema tenga sentido. Esto se expone en la seccion 3.1
Previamente, en la seccion 2, se define el marco tedrico de valoracion. En las sec-
ciones 3.2, 3.3y 3.4 se plantean la EDP y la condicién de contorno que definen a
la opcién descrita, resolviéndose inductivamente. La discretizacion del conjunto
de fechas de ejercicio nos permitir4 aproximar el valor de una opcién de compra
que puede ejercerse en cualquier instante a un precio de ejercicio estrictamente
creciente respecto al tiempo. En la seccion 4, mediante un ejemplo numérico, se
analiza el comportamiento de la opcion frente a variaciones de la volatilidad, de
los precios de ejercicio y del tipo de interés sin riesgo. En la seccién 5, y Ultima,
se exponen las conclusiones del trabajo.

2. Hipdtesis y notacion

La EDP a resolver puede deducirse bajo supuestos distintos. Asi, por ejemplo, los
trabajos de Black-Scholes (1973), Merton (1973) y Merton (1977) parten de hipo-
tesis diferentes para llegar a la misma EDP. De todas ellas, las fundamentales sor
la posibilidad de realizar transacciones de forma continua, la ausencia de oportu-
nidades de arbitraje y el proceso estocastico que describe la dinamica del valor de
los activos subyacentes.

4. Laeleccion de un proceso lognormal responde mas a criterios de operatividad en cuanto a obtenet
una férmula de valoracién, que no, posiblemente, a una realidad empirica. Una técnica estadistica
para corregir el error que cometemos al considerar una funcién de distribucion alternativa, distinta
de la verdadera, es la denominad@pliacion de las series de Edgewoasicamente, el método
consiste en minimizar el error a través de los momentos de segundo orden y superiores de ambas
distribuciones. Véase Jarrow-Rudd (1982) para una aplicacién de esta técnica a la valoracion de
opciones europeas.

5. El método SOR es utilizado frecuentemente para resolver ciertos tipos de ecuaciones matriciales.
Ver, Por ejemplo, Stoer y Bulirsch (1993).
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La notacion béasica usada en el texto es la siguiente:

t fecha de valoracion,

T; fecha de ejerciciol; 0{Ty,...,T3},T;<Ti,1 ,

ki precio de ejercicio asociaddralk, 0{ky,...,.k}

vy, v.a. «valor del subyacente en la fecha de ejergjeidt = Ty, 7; = Ti—t,
C=C(vy, Tq,...., Ty kq, ..., k) valor ent de la opcion de compra bermuda descri-

oc_ dc_ oC
ta,——Cl, avtz—cll, 6t

v,
Ce=Ce(vy, Tj,; kj) valor enT; de una opcion de compra europea sobre el mismo

subyacente que la opcion bermuda, ejercitabl® €f >T; ) a un precio de
ejercicio dek;,

:Ct'

Ca=Cy(vr,T,; kj) valor enT; de una opcion de compra americana sobre el

mismo subyacente que la opcion bermuda, ejercitable en el inteTydid &
un precio de ejercicio de,
r tipo de interés sin riesgo a corto plazo, conocido y constantelgn [
f(T;, T;) valor enT; de un bono sin riesgo que paga 1 u.ml;; >T; ),
dv; = uvdt + ovdz proceso lognormal que modeliza las variaciones instantaneas
del valor del subyacente, siendlp un proceso estandar de Wiener,
p(vTi‘vTj) probabilidad de transicién de que el valor del subyacenis sea
vy, condicionada al valor que tome §n(i>j).

Cuando se requiera una notacién adicional se la definira en el texto.

3. Valoracién de opciones de compra bermuda
3.1. Delimitaciéon del problema

Es bien sabido que una opcion de compra americana sobre un subyacente que n
paga dividendos no vale mas que su correspondiente europea. Siendo la opcior
bermuda un caso intermedio entre la americana y la europea, cabe preguntarse
bajo las hipotesis de ausencia de arbitraje (o de activos dominados) y de inversore:
gue prefieren mas a menos, para que precios de ejercicio el problema tiene sentido

a) Consideremos en primer lugar una opcién de compra bermuda con dos fechas
de ejercicio {1, To} Y con precios de ejercicio asociados #ég &}, respecti-
vamente.

— Si k3 =Ky, Co(vy, Ty Kp) < C(v, T4, Ty Ky, kp) < Cy(v, Ty, ky) . Puesto
que en ausencia de dividendos las opciones europea y americana tienen e
mismo valor, se tiene

Clvy, Ty, Ty Ky, Kp) = Co(v, Tos Kp) = Cy(vy, Tos Ky)
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b)

— Sik; >k y la opcion se ejerce @i su valor seray —k;<vy —k, . Como

Celvr, Toi k)zmax O,vr — ky (T, Ty} 2vg = Ky F(T2, Ty) >0 —kp y
Clvr, Ty k) = Covr,, Ty ky), se tienevy —k; <C(vy, Ty ky) . Es decir,
enT; la opcidén vale méas viva que muerta y, en consecuencia, no se ejerce-

ra, coincidiendo su valor con él de una opcion de compra europea con
fecha y precio de ejercicio dg y k,, respectivamente:

Clvy, Ty, Ty Ky, kp) = Ce(vy, Ty k)

ki <kp. La opcion se ejercera €n si vy —k,>C(vr,Ty; ky). Como
C(le’TZ; k2) = Ce(UTl,Tz; kz)ZUTl— k2 f(Tz, Tl)’ se tlene UTl—kl >

k
> vy~ Ky f(T,,Ty), siy s6lo si k—1< f(T,,T,) . Bajo la hipétesis de tipo
2

—1(T=Ty)

de interés conocido y constanté(T,,T,) = e , de donde:

Ki  —r(1,-T)
k_2<e 2 1. [1]

La desigualdad [1] es una condicién necesaria de ejercicio anticipado, por

Ky —r(T,-T)
tanto, sik—>e Y a opcion bermuda no se ejercerd;enoincidien-
2

do su valor con €l de una opcién de compra europea con fecha y precio de
ejercicioT, y k,, respectivamente:

Clvy, Ty, Ty kg, kp) = Ce(vy, Ty k)

Evidentemente, si la volatilidad del subyacente es nula la condicion [1] se

convierte en necesaria y suficiente.
Consideremos ahora el caso general de una opcién de compra bermuda cor

fechas de ejercicioR, ..., T,} y precios de ejercicio asociados de.{..,k.},
respectivamente.

— Si Ky =... =Ky, Co(vp T K) SCp T oo, T Ky oo Ke) S Ca(wp T K -

Como en ausencia de dividendos el valor de las opciones de compra euro-
pea y americana coinciden, se tiene:

Cvp Ty, .o, T ke, oo Kp) = Co(vy, Ty Ki) = Ca(wy, Ty K)

— Sik >k1 Y la opcion se ejerce &R, su valor seray —ki<vy —K,; <

<Ce(vr, Tisai Kiv) < C(vr, Tivg, -, T Kivy, - Ky) - Es decir, la opcion
vale mas viva que muerta y, en consecuencia, no se ejercgra en
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— ki <ki+1. La opcion se ejercera @nsi:
v1 =K >C(v1, Tisgs s Ty Kivgs oK) 2Co(v7, T g Kigg) 2

2UTi _ki+1f(Ti+1’ Ti) . Si tomamosf (Ti+1, Ti) = e_r(THl_Ti) )

se tienevr, —k>vy, —ke T siy solosi:
Ki g M) 2
ki+1

Obsérvese también aqui que la expresion [2] es una condicion necesaria de

ejercicio anticipado, por tanto, ski/ki+1>e_r(r‘”_T‘) para algin

i0d{1,...,nt , podemos eliminaF; como posible fecha de ejercicio.
Es importante resaltar que las condiciones anteriores no presuponen que el
valor del subyacente venga descrito por un determinado proceso estocéstico.
3.2. La ecuacion de valoracion

La funciénC que simboliza el valor de la opcién de compra bermuda respondera
ala EDP:

0= Cyru+3Cyf0°+CmrC [3]
sujeta a
enT;, C=max0,vr —ky,C(vr, To, ..., Tii Ky, .o, K [3.1]

cuya solucién és
C = e_rrlEt [maX{O,UTl—kl,C(UTl, Tz, ,Tn; k2, ceey kn)‘ Ut]

tomando como dindmica corregida del valor del subyacente a
dv, =rvdt+ov,dz , dondedZ es un proceso estandar de Wiener.

Resolveremos la EDP [3] sujeta a [3.1] inductivamente.

6. Consideremos una EDP del tipo:

0 = Cyro+3Cyrv?o’ + C-rC,
sujeta a

C(v,T) = f(vy)
Se demuestra (ver, por ejemplo, Rochet-Demange (1992: 216 y 217), que el precio del activo de-
rivado C{, t) es igual a la esperanza matematica (para una cierta ley de probabilidad, fleonada
babilidad riesgo neutrpde la suma actualizada, al tipo de interés libre de riesgo, de los pagos
generados por el titulo, ya sean en forma de flujo continuo de cupones o dividendos, y/o bajo la
forma de un reembolso final. En el caso que nos ocupa, la solucion es

o) = Bl "t n)v) = o
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3.3. Opciones de compra bermuda con dos fechas de ejercicio

Consideremos una opcion de compra que Unicamente puede ejercerse en la
fechasT, y T, a unos precios de ejercicio kigy ky, respectivamente.

Suponer quedv, = uvdt+ov,dz  equivale, en términos de distribucion, a
que”:

g¥tno
InngHDDN(a, b)

siendo:

=y 1
0=u-50",

a=0(Ti-Ti_y),

b= Uz(Ti -Ti_1),
y N(a,b) la funcién de distribucién normal de medig varianciab.

Calculo deC(vy, T, T, Ky, kp) .

C(v, Ty, Ty kyky) = e_”lEt[ma>{0,le—k1,C(le,T2; k)}|vi] . teniendo en
cuenta quelv, = rv,dt+ov,dZ 8ydondeC(le,Tz; k,) representa el valor®en

de una opcién de compra europea con vencimienia grprecio de ejerciciésy,
estando definido por la férmula de Black-Scholes.

Para calcular la esperanza matematica, debemos estudiar previamente los
puntos de corte entre las funciones—k;  Cfvr, Ty ky) . Para ello definire-

mos la funcién auxiliarf (v) = v—C(v, T,; Ky)—k;

f(v) es una funcioén continua y derivable do@)>0. Env = 0,f(0) = &k;<0.
Sivooold f(v) - kze_r(TZ_Tl)—kl. Para asegurarnos gf(@) tiene una Unica
raiz debemos imponer la condicicvbi[nwf(v)>0 - kze_r(TZ_Tl)—kl>0 , la cual se

cumplird si y soélo si

ki _ —r(m-T)
L<e [4]

7. Ver, por ejemplo, Hull (1993: 82 y 83).
8. Portanto, a efectos de calculo se tiene que

InEEHONG (T =T, *(T =Ti-)).
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Observacion 1:

Ky —r(T,-T)

1 27 . . .

Si -k—> , entonces, como la funcidv) es estrictamente creciente se
2

tiene quef(v) =v-C(v, T,; ky)—k; <0 para todey la opcidn se ejercera &a
coincidiendo su valor con él de una clasica con precio de ejeksigiovenci-
mientoT,. Obsérvese que la expresién [4] coincide con la desigualdad [1].

En estas condiciones, existe un unico valdial quef(v,) =0y:
Ov>vy, f(v)>0 <« v—k; >C(v, Ty; ky) ,
v O[0,v,), f(v)<0 < v—k; <C(v,T,; ky) .
Asi pues,
ConTo Ty kky) =€ "E [Max0, vy, —ky, C(vr, Toi ko)} ]
y teniendo en cuenta que:

r(Tz T1)

Clvr,, Ty ko) = E [maX0,vr,—ko} |vr ]

se tiene:

Clvp Ty Ty ki ko) = 0, P5—€ k@i +0,D(d)—€ ky®(dy)  [5]

siendo,
1
m, = %_QUE(TFI) =o(T1-1),
1
m; = %_EOE(TZ_TD =0(Ty-Ty),
, 1
m, = %+§0E(T1—t) ,
" 10
M= +50(T2=Ta),

d,=d,+0 /T,-t,
E‘PtD

gj‘[]"’Q(Tl—t)
s ?
D(x) = J’ ex 20x

2
(T —t) 0 %D R

[Mm,0 O
@2 =P N, O ,
D00 0 oX(T,-Tym
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(M, 0 Oo%(T,— [
o2 =p| N, 7 M-y 0 Hogl
mm',0 D 0 o (T2 -T)m

0 2 (P . KD 0
R=[0z,z)00" tal que —0<z,<In - In <z,+2,<oq].
5(1 2 f TR PR

La consideracion de una fecha y precio de ejercicio adicional requiere estu-
diar el valor de la derivada @& definida por la férmula [5], con respectowje
Dado el numero de parametros que contempla la expresion [5], el célculo directo
de C; nos ha resultado infructuoso. No obstante, siendo, en cierto sentido, la
opcién bermuda una generalizacion de la opcién europea, parecia légico pensal
gue compartirian algunas propiedades; en concreto, la convexidad con respecto a
valor del subyacente. Ademas, la eleccion de un proceso lognormal sugeria la

17,

existencia de una asintota oblicuawgnr-k,e . El cumplimiento de estas dos
propiedades implica qué, < 1. Para demostrarlas hemos replicado un conjunto
de proposiciones de Merton (1973: 146, 147 y 150).

Proposicion 1. C(v,, T4, T,; ky,k;) es homogénea de grado 1 con respecto al
valor del subyacente, y a los precios de ejercici@ y k.

Demostracion: Hay que probar que el recmto de integrd&idm varia si
el valor del subyacente pasawf@av,, cona 00"

Seav, 00" tal quey, = k;+C(vy, To; ky) ; sabemos quees Gnico.
Seana,v,000" tales que, = ak,+C(v,, T,; aks)

C(vr, T2 kp) viene definida por la formula de Black-Scholes que es
homogenea de grado 1 con respectefe k,. For tanto,

v, = aa(1+C 2 Ty ke 2=k + CS;Z Ty k3,
y por la unicidad se tiene qu&fr:vl = vy,=av,

La proposicién 1 afirma que el valor de la cartaréormada por una
opcién de compra bermuda sobracciones con un vector de precios de ejer-
cicio de (k;, ak,) coincide con él de una cart@dormada por opciones de
compra bermuda sobre una accién con vector de precios de ejeegi&. (

Se demuestra facilmente que si los valores de ambas carteras son distintos s
da una situacién de arbitraje, basta considerar que en cualquier fecha de ejer-
cicio T, los valores de la cartefay la carterd son iguales.

Proposicion 2.C(v,, Ty, T,; ki, Ky) €s convexa con respecto a los precios de ejer-
cicioky y k.
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Demostracion.Sean:
k = (k,k)OO*xO", coni = 1,2,3,
kL = kL +(1-2)kb, conj = 1,2,
A0[0,1,
T=(T,, T,) 00" x0".
Obsérvese quk\;skgsk{ 0j=1,2
Hagamos el cambio de notacid@{v,, T, T,; kil, kiZ)EC(Ut,r; ki)
Hay que demostrar quet1[0,1]  se cumple:
C(vy 73 k) SAC(vy 73 Ky) +(1-2) Cvy, 75 Ky)
siendo,
C(v,7; k) =€ "E [max0,vy, k', Clvr, To; K} v

y C(vr, Ty; kiz) el valor enT; de una opcién de compra estandar definido por
la formula de Black-Scholes, para{1,2, 3

De las propiedades de la funcidrax de la convexidad d€(vy , Ty; ki2)
respecto del precio de ejercicio y de la monotonia de la esperanza matematica
se llega al resultado:

AC(v, T; Ky) +(1-2)C(v, T; Ky) =
=e "E [Amax0,vr, —ky,C(vr, Ty K} +
+(1-4) max0, vy, —kz, C(vr, Ty; k§)}\ut] >
=e "E[maX0,vy, —k5, C(vr, Ty K3)} v = Clor, 75 kg) -

La proposicion 2 nos dice que el valor de una cakefarmada pori
opciones de compra bermuda con vector de precios de eje(lkﬁd{ﬁ)) mas
1-1 opciones de compra bermuda con vector de precios de eje(lk:iid@)
es mayor o igual que el valor de una carrf@rmada por una opcién de
compra bermuda con vector de precios de ejer¢k§,¢<§) . Obsérvese que si
el valor de la cartera fuera estrictamente menor que él de la caferse
daria una situacién de arbitraje puesto que en cualquier fecha de €jeeticio
valor de la carterA es, como minimo, igual que él de la car&ra

Proposicion 3.C(v,, T1,T,; ki, k) es convexa con respecto al valor del subya-
cente.

Demostracion.Sean:
k= (k. k)00 x0", coni = 1,2,3,

k=(K,K*)OO " xO",
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ks = vk +(1-A)k;,0y 0[0, 1],
v3 = Av,+(1-A)v,,040[0,1], v;00°0i = 1,2, 3,
t=(T,T,)O0 x0O".

Hay que demostrar quél J[0,1]  se cumple:
C(vs,7; K)<AC(v4,7; K) +(1-1)C(v,,7; K)
dondeC(vy, 7; K)=C(v,, T4, T, K',K™) .
Por la proposicion 2 sabemos qug [0, 1 se verifica:

C(1,7; ks) S¥C(L 7 k) +(1—-y)C(L, 7; ky) [1]

Av . e
Tomemosy = v—l (obsérvese quesi definida toma valores entre cero
3

yund) y k = %Ekcon‘lm =1,2,3.

Multiplicando la desigualdad [1] pax:
v3C(1,7; k3)<v3vC(L,7; ky) +v3(1—y)C(L,7; ky) =
={yvs=Avy; (1-y)vz=vy(1-A)} =
=1v,C(1,7; ky) +v,(1-1)C(1,7; k,) = { Por la proposicién}1=
=AC(v4,7; K) +(1-1)C(v,, 7; k) .

La proposiciéon 3 se deduce de las proposiciones 1 y 2; por tanto, su
incumplimiento implica que la proposicién 1 o la proposicion 2 no se verifi-
guen, provocando una situacion de arbitraje.

9. En efecto, de la igualdad=Av,+(1-4)v, se tiene

Ml+(1 ) ZD 0<L<1

1=
10. Obsérvese qule definido de esta forma venflca la |gualdkl§i yki+(1-)k,. En efecto, si
k' = klu1 = k2v2 y k™ = klv1 = kzvz,ycomo.
ki = yki+(1—p)ks [1]y K = yK+(1—p)K; [2], se tiene:
De [1],
1-00_ A AD K

1 .
= — = kyvy = k.
3V3
vz [b3 Vs Vg

1o K oK e
k3—7v1+(1 V)vz—ktbl"'
Y de [2],

2 _ K" K* _ ey L1 . K o u
= —+ — —_ = = + = —_— e = .
AT et By F T, 0 Ty T T K
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7

Proposicion 4.C(v,, T, T,; ki,k;) tiene una asintota oblicua ep—k;e
Demostracion
Cloy To, Ty ki ko) = v(@3+ D(dp)—e pbi—e 'y ().

Cuandov, — [ &3 - 0,d3 - 0,®(d;) -~ 1 yd(d,) — 1 ; por tanto,
Cvy Ty, Ty ki ko) = v—kpe

3.4. Valoracion de opciones de compra bermudarciathas de ejercicio

Mediante un proceso de induccion, el resultado anterior puede generalizarse al
caso en que la opcion permite el ejerciciméachas.

Sean:
= (T Tiege T
ki:(kikalr---vkn)
Clor, Tive s Ty k'+1""'kn):C(UTi,ti+l; KD

fi(vTi) =y, _ki_C(vTi! ‘Ei+1; ki+1)

io{1,...,n-1
Por inducién se demuestra quéi, C(vr, 7 k”l) verifica las proposicio-
nesli, 2, 3y 4. Por tanto:
fi(0) =—k <0 [6.1]
(o) =kge Tk [6.2]
fi(vr)>0 [6.3]
Lo que nos interesa es estudiar las raices de la furhp(mm) para determinar

los valores del subyacente en que es preferible ejercer la opcion y aquellos para
los cuales es mejor mantenerla viva. Para asegurar la existencia de una Unica rai
debemos imponer la condicidi(«)>0 , la cual se cumplira siy solo si:

ki <e_r(Ti+1_T‘) 7]
ki1

11. Ver apéndice.
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Observacion 2:

T ,.-T, i i ., .
Si —Lse M) entoncesyr —k <C(vr, 7 L K1 la opcion no se ejerce-
k: 1 T i T y J

1+

ra enT;. Obsérvese que la desigualdad [7] coincide con la expresion [2].

De [6.1],[6.2], [6.3] y [7] se deduce que existe un Unico valor de la aegjon,
tal quef;(v;)=0 vy

Ovr 0[0,,), fi(vr.)<0 = vy —k<C(vr, 7 4 K™Y,
Oy >v;, fi(vr.)>0 = vy —k>C(vg, 7 K™Y
Por tanto:
C(UT,‘L’i+l; ki+l):

(T =T+

o Clom T 5K, for)dvr + )

i+1

UTi)dvaE

"'J'v_ (v7,,,—ki+)p(vr,, |

Asi pues, el valor de una opcién de compra bermuda que permite el ejercicio
en las fecha$,,...,T, con precios de ejercicio respectilgs...,k, vendra deter-
minado por:

Clv, k) =€ "E, [max{O,le—kl,C(le,'cz; kz}‘vt]
y teniendo en cuenta [8] se llega a:

Cp Ty T Ky, ko) = Z(vt<152 ke @) [9]
i=1

con:
m = %_%G%(Ti_-ri—l) ,
m, =+ 2o HT =T, 0i = 1,

Ty=t,
dl = d2+0 Tl_t )
[PtD

g) Tote(Ti-t)
S S
Dy=d(dy),

P1=d(d,),
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X 1 2
di(x):J' ex/2dx,
—o /20T
U 02 m
Tm o 0o (D) o . O m
i MO0 o o0(T,=Ty)- 0 m
¢=PIND:300 . , . . MOR_, |,
M- 00 M
MmO 0 ) D
0 o o 0 Lo (T=T,_pm
0 02 N
.0 00 (D) o . 0
i M 00 o 0(T,=Ty) .- 0 M
G,=PIND: 00 . _ . MOR_, |,
M. 00 : : : M
mmi0 O ) M
O [l 0 0 . O (Ti_Ti—l)DD

R_;={(z, ...,zi)DDi tal que

—oo<zl<|nDU i —oo<zl+22<lnEb e

—0<Z+...+Z_ l<In%PI % '”@E<Zl+---+4<m},
Oi=2,...,n-1,
R, ;={(z,....z,)00" tal que

—oo<zl<|n[1)JD

—°°<Zl+...+zn_l<|n|j'—|], %()—E<Zl .+Zn<00},

Un—j_kn—j :C(Un—jiTn—j+17-"an; kn—j+l-'--!kn)!
0j=1,...,n-1,
ki
nES < (. ,,-T).0j .n-1,
U(]+1D (Tj+2—Tj).0j =
N

7;=T~t,0j=1,...,n.

Obsérvese que la expresion [9] incluye como caso particular la conocida for-
mula de Black-Scholes (1973).

Si consideramos particiones cada vez mas finas del intervalo tentpggpl [
cuyo diametro (maxima longitud de los intervalos incluidos) tiende a cero, pode-
mos aproximar el valor de una opcién de compra que puede ejercerse en cualquie
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instanterd[t, T,] a un precio de ejercicio estrictamente creciénten través
del limite:

lim C(v, Ty, ... Ty Kys ... K1) = C(v,, 7; (7)) [10]

n- o

4. Un ejemplo numérico

Consideremos una opcion de compra bermuda que puede ejercerse en tres instar
tes: a los tres, a los seis y a los nueve meses de su emision, y con los parametrg
siguientesvy: 50u.m. k;=40u.m. k=43 u.m.k;=45u.m.,0=0,22 yr=0,1.

Con estos valores se tiene

C(50, 0,25, 0,5, 0,75; 40, 43, 45) =

= 5003 —45e7 0753 + 505 — 4% 055 + 50d(dy) — 408 025 (d,) =
=11,00771+0,00771+0,00716 = 11,02258 u.m.

Los valores obtenidos para las tres opciones europeas son:

C.(50, 0,25; 40) = 11,00771 u.nC, (50, 0,5; 43) = 9,42294 u.m. y

C. (50, 0,75; 45) = 9,05126 u.m.

En las siguientes tablas se recogen las variaciones del valor de la opcién de
compra bermuda y de las opciones de compra europeas con vencimientos respec
tivos der = 0,25;7 = 0,5;7 = 0,75 frente a cambios parciales de los parametros:

Parametro 0=0 o=1 r=0,12 ki=41
v®(d) -k, “d(dy) 10,98760 1531207  11,20019  10,05050
v Dok, D2 0 13,81992  0,00975  0,04448
v Di-kse D3 0 4,74202  0,00120  0,01682
valor bermuda 10,98760 33,87400 11,21113 10,1118
Ce (50, 0,25k,) 10,98760  15,31207  11,20019  10,05050
Ce (50, 0,5k) 9,09713  17,58839  9,78687  9,42294
Ce (50, 0,75ks) 8,25154  19,80413 955660  9,05126

Como era de esperar, la opcién de compra bermuda se comporta del mismo
modo que la opcion de compra europea frente a variaciones de la volatilidad, de los
precios de ejercicio y del tipo de interés sin riesgo: incrementos de volatilidad y
tipos de interés provocan incrementos del valor de la opcién; contrariamente, incre-
mentos en los precios de ejercicio implican una disminucién en el valor de la
opcién. Ademas, cuanto mayor es la volatilidad mayor es el peso de los instantes
de ejercicior = 0,5 yr =0,75. Si la volatilidad es nula la opcién se ejercera en
7= 0,25 y su valor coincidira con él de su homéloga europea. La coincidencia del
valor de las opciones europeas con vencimiento=8,25 con el primer suman-
do, se debe a que la raiz de la ecuaojérk, = C(vy, T,, T; Ky Ka) estd muy cerca
del precio de ejerciciky y, a efectos computacionales, se desprecia la diferencia.
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5. Conclusiones

Tomando como objeto de estudio las opciones de compra bermuda con precios de
ejercicio no uniformes, hemos obtenido una férmula cerrada para su valoracién
en el caso en que el activo subyacente no paga dividendos y cuya dinamica viene
descrita por un proceso browniano geométrico (expresion [9]). La discretizacion
del tiempo permite, tomando limites en [9], valorar una opcién de compra que
puede ejercerse en cualquier instante con un precio de ejercicio asociado estricta
mente creciente respecto al tiempo (expresion [10]). La formula deducida es apli-
cable a aquellos titulos cuya componente opcional puede interpretarse como unga
opcidn de este tipo (por ejemplo, bonos convertibles con distintas fechas y pre-
cios de conversion o empréstitos amortizables en distintas fechas y con precios de
amortizacion diferentes). También, y a efectos de aplicacién préactica, podria utili-
zarse un proceso mas general usando los parametros de tendencia y difusior
como parametros de méxima verosimilitud para ajustar el comportamiento de la
opcion, no necesariamente él del subyacente.

El método de valoracion empleado se basa en la actualizacién, al tipo de inte-
rés libre de riesgo, de los flujos esperados que definen a la opcién para una deter
minada ley de probabilidagrobabilidad riesgo neuto Bajo la hipotesis de
ausencia de arbitraje, y con independencia del proceso estocastico que modeliza €
valor del subyacente, se comprueba facilmente que el problema Gnicamente tiene
sentido cuando los precios de ejercicio guardan la relakiénk.,,f(Ti11,T;).

Para precios de ejercicio constantes el valor de la opcién bermuda coincide con
€l de una opcion europea (o0 amerciana por la ausencia de dividendos) con feche
de vencimientdl,,. La desigualdad anterior es una condicion necesaria de ejer-
cicio anticipado, por tanto, si para algiio{1,...,n} no se verifica podemos
eliminarT; como posible fecha de ejercicio. Evidentemente, en el marco teérico
planteado, la férmula de Black-Scholes para opciones europeas resulta ser un
caso patrticular.

Un papel importante en la obtencién de los resultados lo juega el valor de
g%. De hecho, para la deduccion de la expresién [9] Unicamente interesa pro-

t
bar que es menor que la unidad. Para ello hemos replicado un conjunto de pro-
posiciones de Merton (1973), demostrando que la opcion bermuda descrita
verifica las siguientes propiedades: P1) es homogénea de grado 1 con respecic
al valor de subyacente y a los precios de ejercicio, P2) es convexa con respectc
a los precios de ejercicio, P3) es convexa con respecto al valor del subyacente

y P4) tiene una asintota oblicua ep-k,e’ ™ . El resultado buscado se deriva
de las propiedades P3y P4. P3 se deduce de P1y P2. Precisamente, la dificulta
de célculo de las derivadas parciales respecto a determinados parametros nos h
impedido calcular los ratios de cobertura (delta, gamma, ...) para este tipo de
opcién. Sin embargo, la implementacion informatica permite cuantificar la
influencia de los instantes de ejercicio en el valor de la opcién, lo que posibilita
la construccién de una cesta de opciones europeas equivalente. En este context
computacional podria ser Gtil, en cuanto a minimizar errores de aproximacién,
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la siguiente propiedad: la sucesion de rai¢e$,_, ., de la ecuacion
vi—k = C(v;, Tis1, ..., Ty Kis1,---,Ky) €S monétona creciente.

Una posible linea para futuros analisis seria la consideracion de subyacentes
con volatilidades estocasticas y pago de dividendos. Actualmente estamos
estudiando la valoracién de opciones de venta bermuda con precios de ejercicio
variables.

Apéndice
Las proposiciones 1, 2, 3 y 4 pueden generalizarse, mediante un proceso de
induccién completa, a todo

Paran =1: C(v,, Ty; k;) verifica las cuatro proposiciones ya que esté defini-
da por la férmula de Black-Scholes.

Supongamos que se verifican paral.
Paran:
Proposicién 1.Seac 00" yv, ;00" el Gnico valor del subyacente en el ins-
tanteT; que cumple la igualdad:
vn—l_kl = C(Un_l,Tz, e ,Tn; k2, ,kn)
Seav;_,00" tal que
vp_1—aky = C(vp 1, To, ..., Ty ako, .. Ky)

Como, por hipotesis de induccioB(vr, Ty, ..., T; Ky, ..., Kp) verifica la
proposicion 1, se tiene:
Vi1
a

_klzcg’“T-l,Tz,...,Tn; Koy ke

y por la unicidadvy,_; = av,_; .
Proposici_(;n 2.La demostracion es andaloga al caso2, haciendo el cambio de
notacion:
K =K, ... koo™t
k=(k,..khOO"K>0,0j=1,...n,i=1,2,3,
kb= Akl +(1-A)kh, 0j = 1,...,n,020[0, 1],

7' =(Ty...,T)O00",

t=(Ty,...,T)O0T;>0,0j=1,...,n.
Cp Ty o, T Koo, KN =C(0, 73 k)
Clpti k) =€ "E [max0,vr, —ki,C(vr,, 7" K} vl .
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Proposicién 3.La demostracion es analoga al caso2, teniendo en cuenta que:
k=(k',...,k)OO"K'>0,07=1,....n,i=1,2,3,
E=(E,....E)00"E>0,0)=1,...,n,
kg = yky+(1-y)ky, Oy O[O, 1],
vy = Avy+(1-A)v,, 0AO[0,1,v,00%,i =1,2,3,
t=(Ty,....,T)O0T;>0,0j=1,...,n,

C(v, 1, E)=C(v,, Ty, ..., T, Ep, .., ) .

Proposicién 4.
i —T
Clv, Ty, ... ’Tn; ki ky) = UtZin=1¢l2_Zin:1kie T D, .

Cuando v, » w0 @, - 0,®} - 0,0i=2,...,n,Ps-1, y dr-1 ; por

tanto,C(vy Ty, ..., T Kyy oo Kn) = vi—kKe€
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