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IBNMMRODUCCION
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Ademfs de los tratados de carheter sistemfitico, los arti-
culos y memorias relativos a la Sptica electrbnica son numero-
sisimoes incluso los de carfcter tebrico. Pero, orientados las
més de las veces por las necesidades de la thenien, en elles
sblo se considera el campo de las lentes electrdnicas como un
t0do, no en su estructura. Desde el punto de vieta de los prin-
eipios, la &ptica electrbnice geombirica hubiera ya sido posi-
ble inmediatamente despubs que Hamilton estebleeid la analogla
entre Sptica geombtrica y mechnica, Por otra parte, es sabido
que la mecfnice de los sistemzs holbnomos admite une interpre-
taclbn geombtrica en cirtos ecasos, conforme demostrd Schrédine
ger al introducir la méirica riemanniana definide por ls enere
gla cindtica, cuando los vinculos no dependen del tiempo, en el
espacio de las configuraciones. Sin embargo, las posibles traw
yectorias naturales del sisteme no coineiden, en general, con
las geodbsicas de dicha mbirieca. Perc hay mis: la identificacibn
de trayectorias y geodésicas exigird, a veces, la introduceibn
de métricas mls generales gue las de Riemann. Tenemos asl tres
modelos intimemente relacionados: el bptico, el mechnico y el
geombtricoc, En 1la bptica elsctrbnica sblo se han considerado
hasta hoy los nexog entre leas dos primeros, Nosotros, en lo gue
sigue, nos proponemos sentar las bases para la intervenciln del
tercero, el cual permite vincular 2 cada sistema bpitico electrd-
nico de campo esthtico un espacio métrico cuya estructura es la
traduceibn geombirica de 1n del sistemsa,

Madrid,junioc de 1947,



I. IAS ONDAS DE HAMILTON EN MECANICA CIASICA,

l.- Sea Z(9%... 2%, 97 .., 574 la funcibn de Lagrange que
ecaracteriza el comportamiento de un sistema de puntos materia-
les, funcidn en la que 17’ son las coordenadas del punto repre-
sentativo del mismo en el espacio de las configuraciones, %5=§?‘
son las componentes de la velocidad del mismo y 7 el tieumpo.
las ecuaciones de evolucibn son las de lae extremales del pro=-

blema de variacidn
(1.1) /L xb=0,

siendo el elemento de comparacibn el conjunto de todas las tra~
yectorias infinitamente prbéximas que pasan por dos puntos dados
y recorridas entre dos instantes asimismo dados,. Es‘decir, la
evolucibn natural s¢=7#/ es una integfal del sistema euleria-
no de ecuaciones diferenciales

(1.2) //QZ _ _?_é: 0.
27 27
£1 espacio de las configuraciones es, en el presente esta-
dio, una variedad continua amorfa (, , amorfa en el sentido de
gue en ella no se ha definido conexibn alguna entre los espacios
vectorinles afines tangentes. Estos 81 existen, en tanto que un
cambio de coordenadas en la variedad

(1.3)  go=g7(5 .,57

subordina una traasLarmagléﬁ lineal entera homogénesa <%7‘ 97 47
entre las diferenciales d7 y sus transformadas por (1. 3). De
agui resulta, en particular, el carfcter contravariante del vee~
tor velocidad 5°

El es@alar /(97 ..,9" 9. ..7" ?/  depende de las variae
bles 7 , que no son sino meras variables numéricas, y de las 7'
gue son componentes de un vector contravariante. Si ccnuiﬁar&*
mos o*..., #7 ¢ como parémetros fijos, la expresibn /= ? 2Z o5 *
es un escalar cualesquiera que sean las componentes dsl vector

contravariante infinitesimal 4{75 ; luego ;%é son componentes
7
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de un vectcr coveriante, Perc hay més: sean 7 « las compoe
nentes de un tensor de orden /= A excese £= A é , componentes
que dependen no sblo de las coordenadas 7 , 8ino también de las
componentes de otro tensor fm;,,,m, : ‘

7—--7/';-—413'/:: 7-‘1 / f”‘ ,/

AN 7/ .//' v z;t -
En estas condiclones, las derivadas parcizles g’:. ’{ son lus

.
ek, Mg . . 7

componentes de un tensor /Q e de orden /:/A‘ & [+ Lrts/

igual a la suma de los 6rdenes de T vy t, ¥ de exceso s=l4-r/-tk+s) =

= (h-x/=(5~r) igual a la éiferenela entre el exceso de T y el de
(}'} En particular, / -~ 24 son las componentes de un tensor de

arden 1l y exceso 1, es deeir, de un vector covariante, el momen-

to conjugado de la coordenada 73' : luego la expresibn
Lo+ H =5t |
es un escalar y, por lo tanto, tambibn lo es /=47 =2 , Suponga-

mos que el determinante funcional [/ 5;%%;}/ ko # 0 o Las ecuaciones

_ 2
/= o
definen entonces las 7‘ como funciones de las / la gque a su vez
permite expressr el escalar /~ como funeibn de 7 s Ay 2 s e8t0 es,

Hi5 ool = fo 5 ot =L 356 2.0

Es fheil wver que el veector contravariante 9‘;/ coincide con 7 d
En efecta, derivando la ecuacidn que precede resulte

‘r b 27" _ } '

7 %/ aﬂ ;7 / 7 .
Resumiendo, & cada funeibn de Lagrange / podemos asociar

una funcibn # , la funcibn de Hamilton ligada & £ , y al vee-

ter contravariante 7 * el vector covariante / demanera que valgan
las sigulentes :ce}.acmnes.

L0g5 3° 8+ Hieh Ao b = /7
2L ‘z'
arE - %

(1) A, de Mira Pernandes, Rend, della R, Accademia N, dei Lineei,i,
(6), 21, 1935, pgs. 555-562.

(I.4)
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Se reconoce en ellas fheoilmente una transformacibn de Legendre
entre las variables ¢° y 4 . (1) pe (I.4) results desde luego
oL, 2L FH , 2l 4 2
292 o7< Aot 7° 2P 97
es deeir,
2L 24 o
577 27°
lo que, junto con (I.4), permite establecer el sistema ocanbnico
(I.2'), equivalente al (I.2), |
dat_ 24,
g T B4
7:’

A7 24
¢ T 2

La extensibn que del concepto de invariante integral intro-
dueido por Poineard ha llevado a eabe Cartan le ha permitide de-
mostrar la equivalencia del prineipio de Hamilton-Lagrange (I.1l)
con la cohdielbn de que las ecuaciones de la dinkmicas han de ad~
mitir el invariante integral relativo

| /é A - H 3L,

donde la integral curvilinea. se extlende a un contorno cerrado
ecuzlquiera del espaoio de los estados (espacio de las fases-tiempo).

(1.2') J

(2)

2,~ En 1a mechnica ellsiea no relativista y sapuesto que
las fuerzas que acitfian sobre el sistema deriven de un potencial ’
la funcibn de Lagrenge / (potencial cindticc) es de la forma

Lo bV K (9555 ) K (9555 4/« Ko (5 8/ V35 ¢/

donde K,(9° 4 ¢/ ( p = 821,2) son formas de grado # respecto
de las veriables 5° y K 1la energla cinbtica., La funeién de Hamil~
ton apoeisda 88 la
ke ok, oKk, , 2k ]| i« v
H=teg "‘/+V=(9—-—; AR A
7 7 7
¥ sparece asl como suma de una forme euadrftlea, £, , en las com-
ponentes 7° de la velocidad gemeralizada y de la funcién /— &,

(1) eemnt‘éﬁil’bsrt, PE. 28,
(2) carten [1] , pgd. 13 y 24 (eap. III).
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que deperde sblo de las coordenadas ;75 y del tiempo. Siguiendo
a Cartan (! llamaremos a A energia generalizada del sistema
relativa a la referencia (¢ ) en el espacio de las configuracio-
nes, He los dos tbrminos que la integran, uno, el £, , es de
carficter eindtico, dado yue en &l aparecen las componentes 75’
de la veloecidad, mientras que el otro, el /— K. , es de natura-

leza dinfnice. la Gefinieidn de /7 como energla generalizada
estd justifiecada por el hecho de gque puede muy bien ceurrir qas/J
ses una integral primera de (I.2') sin que 1lo sea la suma K+ /V
de las energlas cinética vy potencial, Zs sabido, en efecto, que
le condicidn necesaria y suficiente para que /4 sea integral
primera de (I.2') es que

_@/__é/____ %:&'
AL o 7

luego la magnitud mechnica A cuyas dimensiones son las de una
energla se mentiene constente a lo largo de la evolucidn natural
del sistems siempre y sblo cuando la funeibn #~=A7 — A+

no depende explicitamente del tiempo y ello no implica necesaria-
mente que sea /7= A~+/ , Cabe hablar, por ende, de conservacibn
de la energla siempre cue A resulte independiente de 7 s €N
el sentido de conservacidn de la energla generalizads. Por otra
parte, dado que

LY ALK V20KV Y4 (2)

7 A = ToF TT L

resulta que para cue se conserve dicha energla es necesario y bag-
ta que el potencial cinético Z no dependa explicitamente del

tiempo. Es esencial adverzir que gé- supone constantes las K?ifﬁY
mientrse que en fg{ lo que mantenemos fijo em las (?57401

3,= Sea o0 un dominio del espacio de las configuraciones
e 7 un intervalo temporal tales que para dos puntos cualesquiew
ra de X , c@(%i/ y &(¢’/ , y dos instentes asimismo cuales-
quiera /4 y 7 de I , 1lof sistemas de valores /9°... 7. &)y
(% .., 7 £/ determinen una extrema@-y 86lo una del problema de
variaseibn (I.1). Si «° son lzs coordenadas de un punto genérico

(1) Certan [1] , pg. 11,
(2) Brillouin, ps. 152. 7 >
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de OK& y designamos con s un valor genérico del tiempo, de mode
gque (I.l) se escriba
(£)

las ecuaciones finitas de dicha extremag seran
(1.6) = G985 b4 g5 8,

y los correspondientes im;mléas
(1.7% =28 (5,95 4,95 ¢).

En virtud de la hipbtesis hecha tocante al dominio g y al intew
valof I, se tendr& evidentemente

gi= it s b 95,

7= Ll gl )
Ademhs, si se aerivé (1.6) respecto de s y hacemos luego s=4 y

s=7 se obtendrén las componentes contravariantes de la veloci-
dad en los instantes 4, £ :

= /l'/é/, 7°K; ‘(‘/'7‘: é/’

7'z': /;'///- 7:‘, b9 " £/.

Finalmente, los correspondientes momentos conjugados son
%z‘az 8&(&{»/ 7: ‘{/7‘/ Ll/;

Las funciones (I1.9) y (I.lO) de las Zr~- variables (9.4, @%5¢/
son las llamadas por Courant funciones da campo .

(1.8)

(1.9)

(1.10)

la substitueibn de (I.6) en la /Z/,a ' s/oAds  noas da una
funeibn de dichas Jr+2 variables

(T.11) W55 475 /= Z//&'?"fﬁ/‘7f‘7/?%'7a’f/»/'7f‘(//{/d5-
| ¢

(1) Courant-Hilbert, pss. 96 ¥ S8,
(2) Courant-Hilberit, pgs. 98.
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Su valor para dos ;untos particulares « (v ./ ¥y Céfkf/ de &
y dos instantes determinados £ y éﬁ ha recibido el nombre de
aceibn hemiltoniana entre los instantes £ y £ & lo largoe de
la extremal ZZ;'%/-—(ZZ,f;/, o mejor variacidn de 1a accibn
en dichas condiciones. En la bptica geométriea corresponde a
este oconcepto, conforme es sabido, el de iconal (2) puntual,
Ambos conceptos estin comprendidos en el mbs general de disitan~
eia geodbsica, relativa a un problema de variacibn de la forma (I.5)
entre los dos puntos (27 &/ y (9% £/ de la variedad Z.. (wi, s/
gque representaremos con el &imbolo (. xZ7 . Supuesta £ continua
y con derivadas parcieles continuas hasta el segundo orden en el
dominio @ xJ7 , se puede demostrar gue la funcibn # aduite de-
rivadas parciales primeras respecto de ftodos sus argumentos, deril-
vadas dadas por las férmulas

J M = — -E—Z‘ =—F 2o
297 272 ?
(1.12) ZV o y .
, '? 5_{ ==L (%} 7o £/ + 7 2_2}} - ///7"/ fie -/,

77 s

97z' 9?"5

(}:;13) P 'x_é_é___ /5 3 (t{}
7 WL 77 = A

}M:%:

en las gue hay que substituir las 7ié, 7%, # ¥ /% 7por las
funciones de campo (I.9) y (I1.10). 3) $1 mantenemos fijo el punto

(@, 4/ , la funcibn /# 1o es sblo de las variables /9° £/ y, en
virtud de (I.12), es una integral de la ecuscibn entre derivadas
parciales de primer orden

(1.14) fé?4_ Aﬁf?i-%ég,é/@= 7 (Hamilton-Jdacobi) .

El sistema caracteristico de la ecuacibn (I.14), esto es,
el sistema de ecuaciones diferenciales de las bandas ceracteris-

‘ et

(1) Cabve definir la accibn, en efecto, mediante /?=/%+v/ﬁ“545945

donde /7 es la extremal en cuestibdn. :

(2) H. Bruns, Das Eikonal (Leipz. Sitzgsber., 1895, 31, 521-436)

Hemos adoptado este término en vez del de gleconsl por dos razoness
primero, porque las voces griegas tales cOmO &lxwy, sisdilioy ety

3 4 q - 2 . ) Q _ i
o togado @ egpglol, las, formas 1oonos 101Li0s o 1S 1554508 1
griegs que el té&rmino Eikonal infrodueido por Bruns, A
(3) Courant~Hilbert, pg. 99.

-
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ticas cérrespondientes & ella, es precisamente el sistema cand~
nico (1,2‘) junto con '
% 24 _ K APt Hy
Py 2 AE
de donde resulta que la integracibn del sistema candbnico permite
integrar la ecuacibdn (I.14). Reciprocamente, si se conoce una in-
tegral completa W(5%..5%&al. . 2"/ + a de la ecumcibn de Ha-
milton-Jdacobi, integral en la que las «° son » parhmetros inde-
pendientes, ninguno de los cuales es una constante aditiva, las
ecuaciones finitas .
oW
2z Z-p [ [:=1#°)
definen .2~ funciones 9= 9*({ a” be) f=p(balle) dependientes de
los {»n parhmetros (a“s.) que constituyen un haz, dependiente de
dichos parfmetros, de integrales del sistema canbnieo (I.2').
{(Teorema de Jacobi).

4+~ Esto gsentado consideremos el haz de integrales &e}/&ia—-
tema coracteristico de (I.14)

A7 2 W 424

= o5 Zi=1 o T
(I.15)

Y 4 Ape__ oH

PR F = oF

que corresponde & los valores iniclales /4, ¢/ , fijos, y dejm-
do indeterminados los momentos iniciales / . La integraeibn
se lleva a cabo en dos fases: si

P ‘(f/ z’a/, 7;'5 /u‘//a/. a.o/’
(1.16) 7 7/ % 74
fi= & (6 f), fo= &b ),
es el haz de integrales de 7 = f 3?2 determinado por ague~

1las condiciones, lus *"‘unelenes W(&‘ oo/, flC o) s¢ obtienen me-
diante caaﬁ“a%uraw

W//%,/ W, + [g? (s; “/v/-/[/"ff o) 0 (S o)y 5] = H[LCS fio), 8 (5, fiofus] f s

A b= 4, / SHIL G o), 2P 3] 5
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El valor inicial/de J/ puede ser cualguiera. No asi el de 4

ya que debe satisfacer la condicibn
F # H(9%, peo b:)=0.

Ls ecuacibn /( f,“%,;,, ) =W, establece, para cada valor l-f de T
un nexo entre los narfmetros hasta ashora srbitrarios 4. . Bl
lugar geombtrico de los puntos 72 S fio) 4 donde los Ay
independientes son en nimero de »-7 en virtud de la condicibn
Wit 4,)= Wo + €8 una hipersuperficie del espacio de lss con-
figuraciones en todos los puntos de la cual es W= /. . Esta
superficie de eguiaccidn, se mueve en dicho espacio en el trans-
curso del tiempo y se reduce al punto 75' en el instante 7 en
virtud de {I.16)., La llamarcmos onda de Hemilton de origen en
@(9:/ en el instante 7 . Fijado un va-
lor £ de 7 y elegldo un punto @7°/ en
la hipersuperficie gue, en el insiante £ s

;z"Q (4%

_ W=t , define la posicidn de la onda mbvil de Ha-
-4 /
t=t \1/@'(75}‘ milton, la extremal /7 de (I.l) determi-
AN nada por las condiciones en los limites
/[ [7,{/ ¢/, (9 £/ es tal que
7 /,,,/ ;'ﬂ P Q’/?’y (/—7 t ) .
L T , Ll® e s) A= 0.
G/ ,0,/ ~ //,,// r ‘
— g 1 Esta extremal esth determinada por los va-
’ e lores 4, solucibn de
F= g fie), W(E; o) =, ¢
ot
Al mismo resultado se llega psrtiendo de la acecibn W=/ + / (a* G F 5/
como funcidn de las Z#+2 variasbles o, 7., 9° 7 . La onda de

-Hanmilton de centro en 7,‘ en el instante 7, es la hipersuperficie
mbvil del C,

W(sl b 9%, /= W,

B}
donde 4, y 4 se conciben como valores numsricos dados.

El comportamiento que muestran las ondas de Hamilton gque en
un ciertv instante inicial se reducen a un punto es un caso parti-
cular del de las ondas de Hamiliton mAs generales que se propagan
-a partir, no de un punis, sino de una hipersuperficie iniecial., No
nos serhd menester, sin embargo, ocuparnos de Astas por lo cual



prescindiremos de su estudio y prepiedadesa(l) o

.= Considerenos de nu .

en evo la funecidn WH/o? ;

eantes definida : /?’/ ‘{’/ 7 74
t .

Wit 95 ¢/= I, +/} (b P s) ds
) o . A ’
¥, supuesto fijos 7, £, , 1a onda de Hamilton W79, 6 ;9% &/= s

S 4 s s
ean S y > sus posiciones en el G, en los instantes Z y froff

T etive 4
_\Z’ espectivamente y o°= 7%%/ la extremal /~
e correspondiente al punto €57/ de
\\\ Q" conslderada en el iastante 7 . Se tiene
N, . asi, en inste 2 | |
. GrginsgP oL ‘_el.*lnst;nte Z i
\ i 27, 3 f T, WO A SR = M
/"/ i . -
e -»,;‘\Q{q, . Por otra parte, la eunacibn de S es
W= W, L+dt

Wisi b 9%+ 39" Ledt]= W,

:.\l {-

7{ P donde ¢° son lus coordenadas de un punto

e » cualquiera de S 3 luego @'(9°+89%/

esth en >, si J7° es tal que

oW 507 4 W 46 <0

A

Determinemos, en particular, la interseccibn de la extremal 77

considerada geométricamente, como 14nes de C. » Un punto de /7

snfinitamente préxico al & (%) tiene por coordenadas Gie £/

donde Jf es una veriacibn infinitesimal del Yerfmetre 7 . Para

que este punto pertenezca & >’ debe ser
M T dH At =

o 1o que es 1o mismo
Vo Y R
de donde . T I
i Wt (Fm 77E/,
77 |
59 = ./‘/;:? LA
w77

Anors bien, A9i=5°Af es el corrimiento rsasl del punto repres

(1) Courant-Hilbert, pgs. 102105,




tativo del sistema, punto que en el i:stante £+ At ocupa 1la
posicidén @° cuando la onda de Ramilton esth en =7, Por lo tan-
t0, en el mismo intervalo 47 durante el cual dicha onda pasa de

® a @  , aguel punto 1o hace de € a ®” y entre las componen-
tes de ambos ecorrimientos sxisten las rolaciones
59*. H

A7 g

Cualguiers gue sea la mbétrica que se elija, por lo tanto, la rae
zbn de velocidades serd

(I.17) 7_ 59 H
K8

Este resultado, del que haremos uso mis adelante, es inde~
pendiente de la siznificacibn meclnica que hemos atribuido a la
funcibn 4 y subsiste cualquiera que gea la funeibn ./ de un pro-
blema de variacibn del tipo & /m»;»:es/ As= o0  Ademkhs, el
gue no depénda de la méirica que se adopte en el espacioc de las ot
vermite una absoluta lihertad en 1la eleceibn de dicha néirica,
eleceidn en la gue puede gudarnos la naturalezs del problema par-
ticular gue se estudie., Si £/ es de la forma antes indicada

L= 4,(955% t)w K.(95 556/ + Ko (95 8/— V(5% &

¥s por ende,
H= &~ K, + V,
se tendrh
@_m+K - » .

;—
v Kyt L4,

En particular, si el sistema es conservativo en el sentido de
Brillouin . vinculos independientes del tiempo y constancia
de la energia total f=/(+V =, la energia cindtica se reduce al
t&mine £, ¥y, por consiguiente,

I K+V _ £ £
o

2K 2K gV

(1.18)

Cuando se trata de un Gnico corphsculo de masa » y se adopta come
métrica la del espacio euclideo de modo que Emuvt= £V la velow

(1) Brillouin, pg. /62 .
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ecidad 7 de la onda seghn esta mbtrica seréd

—_—
= Vzﬁﬂwy £
Jﬂr—ky Yl me~v)
0 bilen
— £
PV = e———
yace-v/

en la métrica de Schrﬁﬁisgeri(l)

6.~ Estoblecidas ya estas.generalidades supongamos cue el
sistema canbnico

.zzzgyZ) 75 _
Qf& 2= 972 -

" admite la funcibn 4 de Hamilion como integrael primera, esto es,
que se conserva la energla gencralizads - pare 1o cusl es necesa-
rio y basta que é%gfgﬂ « Sea C(&/ ¢l conjunto de todas las
evolucionse del sistema cue corresponden a un mismo valor £ de

la energla generalizada. In estas condiciones las trayectorias
neturales del sistema son las extremnles de la integrel

‘ ]
(1.19) /:'—:/%z'd?b’
@

respecto de todas las trayectorias infinitamente prbézimas que pa—
san por las posicisnes'inieial y final del sistema y gue satisfa.
cen la relaecibn /QY%iiéy%: . Bl valor A de la integral (I,19)
es iz variacibn de la sccibn en el sentido de MNauporinis al pasar
de & a @ , o simplemente la accidn de Mauperiunisg.

Cabe dar otra forma a la integral (I1.19) partiendo de las
relaciones

k‘z-—/(.+ V:E; '/(l,(a(f”./= /(4(?.&/(;{{/&

Se tiere, en efescio

7 _ /3:{/“, 3/(‘4 . .
i dy'= /7~ 2% ar' s KildrY
y
dyf_ Ayt VRV
7’1 7 ;K&(7/ oy

{1) Ann. Physik, 79, 1926, ps. 494.
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de donde
b A5 = LKh,(5) VK(HS) | K, (d7)= [fBlE—vike) Y2lda) + Ky (t3)
E-V+ K,
o 3ea

@
/:=/{\/3m Hg 7747 + Med7' ]
(7

sl LK=1;9'97 y LK,= M, $° , Los coeficientes /4, son
los coeficlentes de inercia 42l sistema respecto de la referencia
(731 del espacio de las configuraciones. Las trayectorias, por
lo tanto, consideradas como linea geoméiricas del (, , indepen-
dientemente de la ley de movimiento a lo largo de ellas del punto
representativo del sistema, resultan como extrewsles del problema
de variacibn {/§é<x7 = 0 . S 75— 7%1/7 son las ecuaciones
de uns de esas ex*re@ales ~ 1la gue pasa por & §y & , por ejemplow
la ley de movimiento resulta de la inversibn de la integral

{to=t / 0¥ & 8
L(E-V +A//
lo que define el parémetrc A como iuncién del tiempo y, por ende,
en fltino términc, las coordenadas 7 como funciones de 7 .

7o~ Quando los vineulos y / son independientes del tieumpo
(sistemas conservaiivos) todos los # y K son nulos, la ener-
gla cindtica £ coineide con la forma cuadrbtica A, y £=4+V
¥n tal caso el principio de Mesupertuls estd expreszdo por la cone
dicibn ' '

Q
(:{'2@} J Wl/fﬂ'jdf' 7-"-_—.- o
[+

Ahora bien, puesto gue la forma cuadritica diferencial /V*a7£d?;
es definida positiva, la d-terminacibn métrica As*= /M, dpiely’

es riemenniusna en sentido estricto. Luego si convenimos en intro-
ducir en la variedad <, , amorfa hasta ahora, las conexiones
afin y métrica mhs restrictivas compatibles con aquella determina-
¢cibn, el espacio de las confhguraciones pasarf a ser un espacio
riemunniano en sentido estricto. Llamaremos a esta métrica introe
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ducida en el aspzcio de las configuracicnes la métriecs do Schrd-
dingey asociadz al problema dinfmico. ue sepamos, ha sido Schrie
‘dinger, en eiecto, el primero en usar sisﬁemétieameata de una
tal métrieca, aunque existian precedentes de traduccidn al len-
guaje geombtrico de ciertos conceptos mechnicos. (2)

La scuscifn (I.14) de Hamilton-Jacobi, que en el caso que
conslderanos se reduce &

QW // /V”':,_/@ 9”4_ V=0
3¢ pgi D97
o también a
NP 2F 2F _ L(E-v),
577 o
supuesto W= F-£¢ , expresa que el cuadrsdo del mbdulo del vec-
5 gt o s 2L
tor covariante grad F = [97, " g
J(£~V/) ., Con &1 coineide, por otra parte, el grad /7 . Merced
a la introduceibn de la nétrica de SchrBdinger es posible inter-
pretar la relacibn existente re los vectores 75»—— 28 - 24

es igusl precisamente a

y el 7 ’, Imaginemqs el conjunto de trayectorias de enersia £
que parten de ¢ (fig. 1) y la onds de Hamilton de origen en &

en el instante t, .Esta onda coincide sucesivamente con las hiper-
superficies /f= W.+£¢ , donde

Q V ' . -
F(9% 9%) = |f2E0] a5+ (Ho £L/, (wsim My 55ty
Q‘

L

ea F =, una cualguiers de estas hipersuperiicies, @ un pun-
to de ella y ¢° las componentes de la velocidad en @ del punto
representativo del sistema que réame le extremal @ @, El momento

conjugado eorrespondiente / es normal a dicha superficie, dado

que cualguiers que sea J9° , tangente a ella, es 527_?5? e .
¥, por lo tanto, / s9‘=0 . Perv las componentes covariantes de ¢
son

luego 7'" , esto es, la extremal @ & , es ortogonal a la hiper-

(1) Schr8dinger, loc. cit. pge. 491,
{(2) vinittuker, pgs. 254 y 8. s,
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superficie F=C, y, por ende, a la posicibn de la onda de Hamile
ton en el instante 7 dado por M.+ £f=C.. :

Del principio de Maupertuis se sigue adenfia gqus lasextrema~
les del problema dinfmico coinciden con las geodésicas de la mé-
trica de Schr#dinger en ausencia de campo agente (/=C%/ , pero
no si éste existe. Por este motive y si pretendemos gue dichas
extremales coincidan con las geodéscicas relativas a una cierta
mbtrica, deberemos adoptar como forma fundamental de la métrica
riemenniana no la de Schr8dinger, sino la

(I. 21) st = 20E=) Ky dpitp? &

que resulta de ella mediante une transformacibn conforme. (2) La
adopeibn de esta nueva nétrica no modifica en modo alguno las re -
laciones asngulares que se dsban de acuerdo con la métrica primi-
tiva - por ejemplo, las trayectorias que parten de G siguen slen-
do ortogonales & las sucesives posiciones de la onda de Hamilton
de origen en ¢ . Pero si, en cambio, quedan alteradas las propie-
dades métricas no angulares - por ejemplo grad / = grad &/ es
ahora un vector uﬂitarie,'puegﬁa gue las componentes caztrag?riaam

tes del nuevo tensor fundamental de la nbtrice socn 27°= 77
Y4

La transformacidn conforme
£'K = j(f—y//(zk

pernite, por lo tanto, interpretar las trayectorias naturales del
gtstema como geodésicas del espacio riemanniano que resulta de in-
troducir en Cn la métrice riemanniana »,, .Conviene insistir em
ue ecte regultado se concigue modiante una transformacibn conforme
v no zoudiends & un cambic-de coordensdas en el Ci %)

W

o

(1) ¢f. Vhittaker, pg. 254, Brillouin, pgs. 146 y 165
(2) Schouten, p&. 168.

- (3) No deja de ser sorprendente el siguiente phrrafo de Jexw Maria-

ni (Journ, de ?hy@i%ﬁeglﬁégﬁiﬂf} "La probléme de la dynamique des

systémes est ainsl remend & un probldme de dynamigue du point maté-
riel dans i‘espace:Z (introduciendc en sste la métrieca MuLr47") ;

2 son tour, ce dernfer peut &tre réduit & un probléme purement géo-
metiigue, en introduisant une extension en configuration nouvelle,

dont les coordonnées 7“‘ son telles que d¢“=pganmfd7" et qui

est par conséquent applicable conformement sur la multiplicité de~
firil par les #° ", Evidentemente no puede tratarse de un simple cam.
bioc de coordenadas - de una transformacibn puntual entre dos espa- -
cios, si se guiere -~ pues las relaciones de definicibn que adopta,
A7t = f2EV] AF® ne cumplen las condleiones de integrabilidad.

—————— ————————— e




8.~ Evidentemente no serf siempre posible el estableeer
une métrica riemanniana en el (, que esté intrinsecamente liga-
da al problema dindmico,en el sentido de que la evolucidn del
sistema se pueda describir como movimiento del punto represenw
tativo del mismo & lo largo de una geodésica. En algunos casos la
identificacibn aproximada puede efectuarse en el "espacio~tiempo®,
C.x7 4 conforme ha demostrado Brillauin.(l) In efecto, defing-
mos en el Cuox7? la métrica riemannisena

LS (A4 2= 2V]EE, (k=M §EF 2 G e 2K,
donde 4 es una constante muy grande respzcic de A y de [ .
logs componentes £op (up=o 4. ) del tensor méirico son,
pues,
&, = Ae 2K -2V, : [7"=?f/

é’azl = gz.a — /‘/z ,
é’g;' = /lZ;]

y las ecuaciones &ixareneiales de las geodbsicas, en funcibn del
parémetro af:;,n, S , serhn

d// / 926"’ d’? T
6‘3/5 < =,
o también
A/ p AL //x Py G K e “
/5’/% 25/ 7% lds) ae% 7 7=2, (7 dz‘//

donde %,, son las componentes covariantes del vector 7/51

oy (7= 2/
En particular
o= 8 7l o My 7= 25

My 4
%o = 50/57/-:.4+—gl(,‘—-2y+K1 .

Ahora bien, g, 94 97= 41 2k-2V ; luego

&% ///a{,é« a(A’V/ — 0

A5 7

gs decir

//Zr 9(/’(-V/__:

(I.22) %/7 STl

(1) Brillouin, pg. 152. Bl rezonamiento gue sigue difiere algo del
de Brilliouin.



Adembs
a% A=t
At _ AT
é?z dr2K~2V
A5

de suerte yue se pusde prescindir del primer término en (I1.22)
8i A4 es suficlentemente grande v para o =l,;2,4e0.90. Obtenemos asi

A 2l ., 0 ' (Lagrange)
AF BT T ?

es deeir, las ecusciones de lbagrange como primera aproximacibn,
Fn cnante a le ecuseibn (I.22) para a=0 , resulia:

_ A+LE =2 ¥+ K, dd;W+_dMu£&—zV+Ky_gp¢w;O
A+ Ll=2V ¢ A7 o7 ’
o lo gue es lo misumo

kLK Ak A K=K b 21
T Zp2b  AE Af 2t ’

lusgo
K+ LK, A=V K 24

—— ——a ———— T

Argk—-2LV A ot ot

y para A suficientemente grande

Aff 2K Al 2o
SF T GF T 3F T3¢

que es la ecuacidn clisica relativa s la energla generalizada,

Ge= Veremos en 1o que sigue gue el espacio adecusdo a una
lente electrbaica esthtica de tipo elbetrico es un espacio rieman-
niano euclideo-conforme 1}, mientras. gue las que resultan de la
superposicibn de un campo 6lbetrico y de un campo magnético es-
t4ticos requisren una métrica de un muy otro carbeter. La razén
t4sica de ello es obvia: la a2zeibn dsl campo elbtrieco sobre un
corplisculo dotado de carga no depende ni de la direccibn ni del
sentido en que agudl se mueve; la del ceupo magnético, en camblo,
varlse no 8810 con le direccibn del movimiento, sino también con
su sentido. Lus geodbeicas de un espacic riemennisnc no pueden,

(1) SQhauééﬁ, Pe.« 169,
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por lo tanto, coineidir con las trayectorias de los corplsculoes

cargados que se mueven en una lente del tipo Gltimamente citado:
aquéllas son esencialmente reversibles, &stas no.

La propiedad del campo magnético gque acabamos de recordar,
ese depender la accibén del campo de la direccibn y sentido en
que se mueve el corplisculo, presenta una gran analogia con la es-
tructura que mmestran los espacios de Finsler. 1 Y, en efecto,
demos trarenos mis adelante gue a cada lente electrbnica elbetri-
ca y magnética corresponde, por modo intrinseco, un espacio de
Finsler cuyas geolbsicas coinciden con lazs trayectorias posibles
de un corplsculo de energis dada que se mueve en el campo de
aquélla,

‘(1)HB. Finsler, "Uber Kurven und Fl#chen in allgemeinen Riumen®
Digsert., GBttingen, 1918,
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II.- EL ESPACIO EUCLIDEO-CCNFORME ASOCIADO A
UNA LUNTE ELECTRONICA EIECTRICA,

N S N S I S R R T IR I IR I A e

10,~ Conforme hicimos notar en el § 5 & cada problema de

variaeibn {/2(/ﬂixkﬂ s/HAs=0 , caraecterizado por una deter-
minada funcidn de Lagrange / , podemos vincular ciertas hiper-
superficies que interpretébamos como hipersuperficies mbviles en
el espacio (, de las «° al atribuir a la variable s 1la signi-
ficacidn de variable temporal y & las que dimos el nombre de on-
das de Hamilton, Vimos, ademés, que entre la velocidad 7= con que
se mueve en el instante 7 un punte &(%°/ de la onda de Hamil-
ton de origen @.(9Z/ en el instante # a lo largo de la extre-
mel (¢5¢/—(9),¢6) y la veloeidad 2~ , en el mismo instante
del punto que describe &sta existe la relacibn (I,17),

(1.17) ;,v,§?=%

independiente de la métrica adoptada en ¢, para definir la dis-
tancia entre dos puntos infinitamente prbximeos, definieclbn que

a su vez es necesaria si pretendemos hablar de yslor de la velo-
cidad,

11l.~ Consideremos en particular la funcidn de Lagrange re-
lativista que corresponde al movimiento de un corplhsculo de masa ,
en reposo m y carga elédtrica ¢ bajo la accibdn de un campo eléc-
trico de potencial electrostético ¢ y de un campo magnético de~
terminado por el potencial vector PO

(Ilnl) Z——:—mc"t/)—r;_’”:;y.,t_e ,7X7—-e¢.

-

En esta expresibn e , & v A ae suponen medidos en unidades
electromagnbticas CGS y ¢ es la veloeidad de la luz. Elegido
un sistema cualquiera de coordenadas curvilineas x° en el espa-
¢lo ambiente (euclideo), la funcibn £ se escribe

(11_1!) =-m6‘°‘//—c‘-2?="xii’?7z-/-e4‘)ed—6¢, (iﬁltzﬁ)i
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donde ), son las componentes en coordenadas curvilineag del
tensor de la métrica euclidea, 4 las componentes covariantes

del potencial vector y 25=»3§[ las componentes congravariantes
del vector velocidad., las componentes covariantes del campo eléc-
trico zZ son

(11.2) F=/-2¢,_22, - fx‘f/-

En cuanto al campo magnético, sus componentes naturales constitu-
yen el tensor covariante de segundo orden antisimétrico ’
£ 24, A

T G T G

Este carfcter antisimétrico permite definirlo mediante la densi-
dad vectorial contravariante

H = Fy, (77 «)=permutacifin par de
0 1o que es lo mismo, por medio del vector contravariante

(II.3} E /7/K= 7—;/“ %Kz}/'}%-/: 5.7' ‘ V [}’: ///y&/t///

Las funciones ¢ ¥y 4 no pueden ser cualesguiers, sino que
esthn sujetas a las condiciones

Af= drwecrp, dA = dn7
que se reducen &

(I1.4) A¢= 0 ad=o

sl son nulos en el dominio del espacio gue consideramos la densi-
dad o de las cargas libres y el vector intansiéaéf?f 4 es el
operador de Laplace

- A7)

De (IX.1') se deducen desde luego los impulsos conjugados
= 2L miXl A, -
/é 9?(2" - l//__/gab +e ? //5 ¢/
sums, del imoulso cindtico 2% y del impulso potencial e,
A - . Va-p*
y le funcibn de Hamilton

+e¢, ©

%X’Z—L/:“_ﬁ—



suma de la energlia en reposo del corphsculo y de sn anergia einbti~
ca y de la energia potencial ¢e# . Pado que /4 nec depende expli.
citamente del tiempo existe conservucibn de la energla y podemos
escribir

met —/—e¢= mct+ e Vo R

Vo po

donde ¥ es el potencial del campo eléectrico en aguellos puntos
en que se anula la veloeidad <« del corplsculo, Bn lo que sigue
tomarenos 1a ecuacibn anterior en la forma

2
(Iltﬁ) /}.z;-& +¢=7C4—/—% 5 7::_.27—

de 1la gque se deduce que si el cempo es puramente magnético, la
velocidad o del corplsculo es constante.

‘ 12,.- Esto sentado la razbn 7 v entre la velocidad de la
onds de Hamilton y la del corphsculo -ale, en virtud de (I.17),

. _,m,cz

-+ e
T VE
v m Y e AXV
/vfﬁ
de donde .
7¢ +_¢
O il Vot gc?
NV AxT, AL AxE

Fl vector 5 que aparece en el segundo miembro es el vector uni-
tario euglideo tangente a la trayectoria del corplsculo y acorde

con el sentido del movimiento de £ste., Ahora bien, la relacibn (II.5
nos define 2~ como funecibn de punto. Se tiene, en efecto,

7 - b= Jq‘- = -—¢/ /%¢+ 27/
///Nﬁz, ct 7 7 =& 1/‘~¢ b4

- (11.6)

A Vo—¢) [ =2, ey = .
A = elretifigte s (o= hl)

Twego ovtenemos en definitiva

Vo g c?

1I. V= =
(12.7) z,/(u_¢/[%;~<’+zr;/+/x'§
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fbrmula que expresa la velocidad 7 de 1z onda de Hemilion en
funcibn del punto @(x?/ y de la direceidr y gentido, = , del
movimiento. |

Por otra parte, el principio de Maupertuis Jyeﬁ;a7‘7=,0
nos permite afirmar que las posibles trayectosrias del corplseulo
(my,e) de energla total mc?+el., gon las extremales de la integral

Jp vt = [pgiatt= /gvd@/g—’/da

siendo #5, el elemento lineal euclideo: ofs*= ., oAx° oAx”

Dichas trayectorias, pvor lo tanto, son los rayos de la bptica geo-
nétrica de un medio, no-homogéneo y no-isbtropc en general, CAraCw
terizado por el indice de refraccibn rzn»ég ) |

=/

)€ /[P0 2] IxZ
(11.8) ~»/e 5,/._%4_76& [21/(1/, ¢/( =2+ 7/—;-//'xs],
rayos que son las extremales de {/k¢x==o (prinecipio de Fermat).
Las ondas de Hamilton son precisamente las gsuperficlies de onda de
esta dptiea geombtrica y - 1la velocidad de fase,

En la definiecibn (11.8) del indice » se da una indetermi-
naeibn gque procede de que / esth determinado salvo una constante
aditiva, No asi el factor entre paréntesis que 10 estds univocamen-
te. / , potencial de un punito en que es nula la velocidad del
corplsculo, coincide sensiblemente con el potencial del chtodo
cuando aquél es un electrbn de incandescencia., Se suele tomar di-
cho potencial como potencial cero con lo que /2 queda determinade
sin ambigledud, De todos modos sl en vez de tomar / como poten-
cial del chtodo se tome el valor V., , ello no tisne otr: conse-
cuencia gue multiplicar el indice n por un factor constante :

n = Vot c* ”

Yo+ c*® }
lo que, a su vez, no repercute en absoluto en las trayectorias del
corplisculo posidbles.

(1) cf. W, Glaser, Uber optische Abbildung durch mechenische Syse
teme und die Uptik Allgemeiner Medien (Ann, Physik, 1933, 18, 557
585). La expresidn que da del indice de refraccibn, que llama 1
RO &8 GOrrecia 10 que es debido a un error en eledleulo de 7

En el valor de este producte no ha tenido en cuenta, en efecto,
que 7 puede ser positive o negativo y, ademhs, falta en &1 el
factor g.
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- 13+~ Las consideraciones gemerales gue preceden las aplie-
caremos a Ja éptica electrbnica, es decir, el corplisculo (mye)
serh un electrbn como volores caracteristicos del cual tomaremos

- 28

m= 9 £0F - 47" gr = — 4 25F7. 407

_ 5}-5-,5’5‘.//0‘7}/4‘(’”‘ 655

@ = _ A 602 Jo~%°
Ademis en las fbrmulas que preceden, deberd hacerse £=— 7+ En
Sptica electrbnica se considera el electrbn como précticamente 1i-
bre, es decir, se prescinde de los brocesos qgue resultan de choques
de los electrones entre s o con moléculas de gas. las trayecto-
rlas, por lo tanto, dependerfin sblo de 1a seccidn de los campos dge
dos, eléetrico, magndtico o elbetrico y magnético, campos que supon.
dremos esthticos. En cuanto a la adopeidn del valor (II.8) o el
aproximado

noev =2y h-8) + AxS, P

todo depende del orden de magnitud de /4;‘”/ respecto de » , o lo
que en el fondo es lo nismo, de que pueda prescindirse 0 no de la
variacibdn de la mesa con la velocidad, Para potencisles del orden
de 500 kV, .//?:} es ya igual a2 7 . Sin embargo, el potencial
acelerador en los microscopios electrbnicos suele ser, como mixi-
mo, de 50 a 80 kV y, generalmente, bastanie menor. Hasta 10 kV

puede prescindirse de la conexibn relativista y tomar simplemente

noe~ Yepit-4) - ZXE, = - ;/‘/)/Jyf%-ﬁf/ . (7=<2e/

81 A=0 y dentro de los limites de esta aproximacidn, el indice
resulta ser igual al cociente f4- ¥/c , supuesto normalizado »
a base de la condiecibn /=0

Recordaremos finalmente que, en rigor, el electrén no obe-
dece a la mecinica relativista puntual cldsica, de modo que bsta
debe concebirse como una aproximacibn vAlida sblo para pequefios
valores de la lonsitud de onda ?g)da Broglie asociada al electrdn,

sz«%— Vamgr = o VA2 p2 ' . En las condiciones normales
hoy en Gptica eiectrbnica esta longitud de onda es suficientemente
pequefia respecto de las dimensiones de 1los ohjetos cue se examinen

(1) Briiche-Scherzer, pg. 49. / |
(2) L= longitud de onda de Compton =

[+
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v do la variacibén del indice de refraccibn eleetrbnico ~ con la
distaneia como para poder limitarnos a la mecéniea clésica, lo
gue vale tanto como ajustarnos a una a modo de mecinica geométri-
ca en oposlicibn a la ondulatoria, 1 Dicho ean otras palabras,
en 1la thenica electrbnica que conikideramos,el electrbn se compor-
ta siempre como corphsculo. ¥ comsie gue al hablar de comporta-
miento corpuscular contraponiéndolo al ondulatorio, nos referi-
mos & la dualidad de naturalesza entendida en el sentido que hoy
se atridbuye a tal palabra. De hecho, un solo electrbn no se com~
porita como onda. Lo gue ésta traduce es el comporitamiento global
de un enja@bre de clectrones, Con un solo electrén - y 1o mismo
vale pors un solo fotdn - no cabe obiener fenbmenos de interfe-
reneia. En camblo, ello si es posible cuando se dispone de une
colectividad de elechrones - o de fotones, Ia longitud de onda

de 1z onds de de Broglie permite predecir y rige, la distribu-
¢idn de un emnjambre homogéneno de electrones depués que estos han
atravesado una malla cristalina, ponemos Jor casp; pero es claro
gue 10s anilles de Debye-Scherrer no resultarfn nunca con un Gni-

co electrén.(g)

14,~ Consideremos un dominlo, e ¢ del espacio en el que
se manifiesta un campo puremente elédirico /Zizcg grad g#£ o /
que presenta la gimetria de revolucibn reaspecto de una reda, Del
dominio &% diremos cue consbituye una lente eleotrbnica eléetr;gg(3
y llamaremos = dicha recta gje de la lente. La clasificacibn de
las leptes de este tipo se hace atendiendo a log valores / del
potencial ¢ a lo largo del eje. . !

ILa mbs sencilla de entre ellas, la lente de orificio (Loenblan
denlinse), consiste en esencia en un condensedor planc en una de
cuyas armaduras 8 se ha practicsdo una abertura circular. Supues-
tas a distinto potencial una de otra, se origina un campo elebtri-
20 de revolucibn en torno de la recta normal a las armaduras y que
pasa por el centro de dicha abertura, En general se colocs adenés
un tercer electrode C , perpendicular asimismo al eje, dispuesto

(1) Brillouin, pgs. 197 ¥ 5.8.

(2} ¢f. por ejemplo, Jean~Louls Destouches, Principes fondsmentaux
de Physique théorique, Paris, Hermann, 1942, vol III. pg. 807.

(3) Briiche-Scherzer, pgs. 33 y 58. -
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de modo que el electrode 8 guede entre &1 v da otra armadurs
del condegsa@sz.( ) Lo distribuecibn del potencial & lo largs del
ej¢ depende de 1os rotercizles de 4y By € v estd esqueniticaw
mente representada en la fig. 3.

D\-

Hemos supuesto plancs los eleetrodos, aungue no siempre 1o
gon, nero si normales & un nismo eje. &n realidad 1o que caracie=
riza la lente de orificio es la existencis de un electrodo dotade
de una abertura circular de plano normal al eje de la lente v la
vresercis de uno o nmfs electrodos de modo que, en conjunto, se ‘
origine uwn eampo slbcirico bien ses & la derecha, a 1la izoulerda
& ambos lados 4:1 »rimero, es decir, medioss, uno poxr 10 menos

0 3
de los cuales es de fndice de refraceibn variable, no homoghneo,

De la combinacibn de dos o nfs de dos lenies de ¢rificio ree
sultan lentes electrbnicas de tipo eléetrico, mhs o menocs compli-
cadas, que separan 4d0s medios de indices de refraceibn eldetrica
cens%aﬁte, esto es, de potenciales constantes. 5i los indices de
estos son igusies, se habla de una lente simple (fig. 4); si son
distintos, se dice que la lente es una lente de inmersibn (fig.5)

fig.5

Al igual que en la &ptica ordinaria, se digﬁinga@’ﬁntre le
tes electrbnicas delgadas y gruesas, segfin sea pequela o grande
raz%n entre la longitud del segmento del eje en gue gl campo ell

(l) ¥133 UK 3 ygo 61(
{2} Brtiche-Scaerzer, pz. 58.



trico es diferente de cerc y la distancia focal de la 1ente.(]);w

15.~ Sea, pues, &, une lente electrbnica alliehri :
Jamoa comn sistema de referencia un sistema de coordenadas ciline
dricas cuyo eje © ¢oincide con el sje de 1a lente, Fste eiste
de coordenadas curvilineas en

A R(Z,,
5 {fig«6)3% En el espacio base d2l cempo o1
trico suponemos adoptada la métrics suclie
dea ordinaria, de modo aue 2l cusdrado

&

e subordinza una referencia loezal
., 2:/ on cada punto AP de 2

o

elemento lins2l en diecho ambiente ¥ en
sguel sistema es ' :

dst= At Art+ f‘zds”&i

- —an,
) S 5
PR A e ]

¥En cuanto al potencial é "
cxelusivamente funcibn de = v de +

62}

o .pero no de @ 5, en virtud de 1o supnesta
simetria en torno de = . Ademfs, los zfectos de la eargs espa-
eial sblo agarecen:éuands‘un gran nhmero de eslectrones se encven~
tran en pecueiius regiones del espacic o bien cuando éstos atraviee
san un campo de cargas positivas (prodveidas acase por ellos mis-
mos al ionizar moléculss gaseosas con 188 que choesn [Gaskonzen—
tratlon ] ). Fara un potencial scelsrador de 10 k¥ y una densidad
de coriiente electrbnica de 107% A emi?®, 1z cunl rara vey se pre-
genta en bpiica electrbnica, un haz homogbneo de electrones que
primitivauenie se movian paralelamente al eje anmentz su sececibn ,
en un 10 % a 6% em, de la seccibdn inieilal, Presdndiremos, por ello,
de tales efectos ¥, en consecuencia,

: @)
(II;Q) ﬁ¢= azf.k‘_::/;;é,;..g%—: o

22

(1) Pare la teoris de las lentes electrbnicas, véase, p.e,, la
obra de Pilcht en particulaer los ecapitwulos Cu ¥y D,

(27 La snulacibn de A¢ se traduce en un ineonveniente 5010 evie
table introduciends einguluridades en el ecampo (rejas): la curvas
tuga de las superficles refractantes depende del indice de refree
cion, - '
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Ias trayecteriszss retursles de
80

loo electrones de lauvel eneve
(1) gue atravieszn 12 lente pE

7

gls

28 extreraies de la integral

f (=) Ybr 2] s,

y eoinciden, por lo tanto, con las geodésicas de la m&trica euclb-
dea~conforne

(I1,10) ASstm o (AFPr AP+ r Y]

donds herpon hscho, pars abreviar,

(I1.31) o=(k-¢/ “’c'f+£7/.

La conexibn mbirica definide por (II1,10) estd ligada insrin-
secamente a la lente &J, vor 1o cual la adoptaremos como métrica
en el campo de la lente, independientemente de la mbtrics encli-
dea del espacic base de 12 misma {ef. e¢on lo dichc en 18 introdue—
eibn).

En ia Q?TQXLE 1eibdn no-relstivista , o=-Z(4-9/ y
(T1,1u") AsF = — ,27(/‘,.- d/ Jip AXCARE

Bvidentemerte, si muliiplicamos las lengltudes ecuclideas vpor la
constante positive %i s €1 potencial J—2. por la ﬂé, ¥y » por lafi
la forma cusdrhtice (II1.10') queds multiplicada por

K= 75:%‘,%,>0,

1o cusl, por ser K unu constunte, no altera en absoluto las ecul-
ciones de les geodésicas corvespondientes a la métreta (1I,10').
Rsto significs fisicemente gus en dos lenteo electrénlcas cuyos
electrodos sean semejantss gecﬁetwlhamente razin ﬁe gseme janza li-
neal %é ) ¥ en las que la razdn de los potenciales en los puntos
homblogos es constante (= %i), lag trayectorias de todos los core
phaeules cuya 7=-@ tenga el mismo signo son semejantes en el eg-
pacio ordinario (razbn de sens jan za;f } ¥ recorridas sn el mismo
sentido., La invarianeia de las scuaciones de lzs geodbsicas por

(1) Conseguir esta igus 1?ﬂ¢5;aa de los problemas mbs dificiles de
resolver, e inclusc lo es el consegulir reducir lun erectos g que
da lugur ai gune doje de cumplirss efﬁa condic 1un;\aberr'elansJ Cro-
mhticus, Vhase, por ejemplo, Picht, pg. 190, 0 von Ardenne, pg.dT)
S¢herzer ha denostrado cue las aberracliones cramétlcas son practiw
~ gumente inevitables en la mayor parte de los casos (7, £8% Physik,
18%6, 101,523-603)
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una tal transfarm?oéén es, pues, la traduceibn geombirica de la
1) '

ley de sene olbd.

16,- Seghm (I1.10) las componentes covariantes del tensor
mbtrico son, on el sistems de coordenadis adopiado,

a (72 o

(ilnll) é,z‘k = 7 ead o ". H g‘./(”‘: FIr¥
o o or?

nopr 1o tanto, las componeastes gontravarisntes del mismo serfn
s X
4 o o
<
v o 3 //
(Ilelit) é’ZK:: o T e
A

A

e ello se signe que las referencias locale 2, . ¢s/) ‘son

De ello igue 12 ferencias loeales K(e,, ¢ o

ortogonales, y qus las langitu&§s de log vectores de base en F
, : 2

medidas con la unidad absoluta ‘el gom

12, = Vot , . 1&i=Volrl, V& | = r Vocrs ,
resultado oue sre de prever dads la forma de (11,10},

o » i el hai-d g
Pers determinar lss componentes /. de la conexibn afin,
formemos primperc los simbolos de Christofrel de primera especle

I )-'.7'(-‘}_»_ A 2Ly +’3€mf _ ?57}'/_
k=L E 17T & 3 %7 s

Se obtiene asi

— A 2T A 2C £
(=2, fou=t5E Ton=9r Nea=-F 5L, lu=0 Lyairls

355 T 5z HeF 70

77 . 77 .
/J -'(r"z.__a_d: /7 -—-’0 /323:—{/"&7%‘—"7"’0_’ /T33=0

¢
de donde resaltan ficilmente las componentes T.. vuscadas teni

i
17 4y ey P 3 - e :75 —_ '7‘/< 4
do en cusnta (Ir.11') y dado que C*._{if==g‘,qj

(2) Rscubrdese yue on fodo euvpeclo riemanniano el transporte dey
longitudes es integreble ¥y yue, por ende, los determinaciones

tricas pueden suponerse contrastadas de modo tal qgue el lrancp®
por congruencia no altere las longitudes. La unidad utilizzda ¢
conirastacidn es le unidad absoluta.




7 4 / 7
Ar [ AP [ [ s S A P
Va=ge . Na=g 20 s ¢ lee=- L G fs=0, [i=—g
(II 32;)//" A o a2 20 12 0 /’724.._{_5'1 72, /”:__4,_-
* = ~ 3 3! .z—g z’ s .L—’ea_ 7/ T e3= L 53 2
3
3 2 3 s 70 2 42 A [0
fi=0, fo=0, li=g5Z, Tee=0 Ju=gdiZ+5, lu=2?

; c* 5
(11.13) ‘
T gt 2o s hd ),
Lo oF o c< ar o ct

slendo £z ¥y 4. las conponentes ordinarias del vector CcCampo
elictrico £ .

Veamos cuhl os la intluencia de &ste en el transporte por
paralelismo. Sea «° un veetor, mplicsdic en A(x7 x* x’/  dace |
por sus omponentes contravarisniss en referencial local RCPL
Si mediante una translecibn lo ilevamos al punto AP/(x‘,..x'/ , sus

componentes en 3& relere“c:J_a R(P,E 2, &) sarbn

o
ot
H
&

e ity et i [ et

Congideremus en particulsr tres corri-
mientos, J;, ¥ , uno en cada una de lasgs die
recelbnes de &, 4 <, y ¢, , es decir, para-
lelamente al eje de la lente el primero,

en el planv meridizac que page por £ ¥ pere
pendicularmenie al eje ol segunde y normal
en P & epte plano el tercero {(Tig, T)

“Las matrices que representan les correse
pondientes afinidades infinitesimales son;

[ h=d "

éz‘? T -5 £ o |4E,
( ;T
(11.14) £ g o y o
&:-g(-%i’sw) £ £ Olgr-|o 0 Z dAr,
o 72 N c 7 F
0 o0 ~rif o o o0 X
& £, 6 0 ;’é o



De sn estruveturn se deduce: &) los corvimientos £ F v AP
conservan en el plano meridicno 1los veciores situados an &1 ¥
vendiculares al mismo los vectores oue 1o son & dicho planog
ghn vector se consewrva, para el observudor euclideo del ambienteg
salvo si en P el campo es nulo, en cuyo caso se conservan todosg
b) el corrimiento de 4 P deja invariantes, para cse observador,
los veetores del plano meridiano perpendiculares gi campo cléctie
co ¥y conegerva todos log vectores zi el campo es nulo.

¥ fhell deducir dz (II1,14) ove si transladamos el vactor
velocidad de un electrbn de energla mc*+ce/ que parte de X tane
geneizalmente al eje local <, al punto P= P+Tof |, las componentes
del vector transladade son proporcionales a las componentes de l1a
velocidnd del eleetrdn en el punto P’ . No podia dsjar sllo de
Agar asi, en tanto oue la trayectoris del mismo es una zeoddsica. ‘
|
|
|

La suma de lag tres matrices (IX.14) noe da la matriz de la
afinidad infinitesimal ocue znlaza los P‘ﬁdaiﬁ

i

f;a{;.,g ~Ar Ldp—Lpolr ~r5dp o 0 0

(I1,15) 5““/‘(‘/’;47 }-é;amé;df Ldrwlodr —p2Edp |-l 0 0 —rdy

[on
Ay r
£, dy L dy Gzt lpd] | 0 2 &
De Jaa dne wmatricss sumandos, la primera eg da gqus traduce 12 desw
vimelbn del transporte riemanniano inducido por la mé%rica (

-~ goi0 es, Geterminado upor el campo cléeirico - respec

\T
"]
i

O L8

a
lacibn puramente euelidea que esth represeniads por la segundA e
triz. 91 en vez de coordenadas cilindricas hubidseimos slegido en
el ambicute un sistema de referencia cartesiano, los elementos de.
este segunde metrdz hubleran resultado ser, evidentemente, todos
FUR AT

17.- 4l cetndio de la curvatura afin y clemannizna de la
e @Lsotrbuict oY requiere 2l conocimiento del tensor de ¢
ra de Riemann~Christef{fel



. - i . - (z)
lez‘ _ 9/";’; 3[_;K+['& /-,.r_ ¢ r
Tk IxF —_ axh rrK ' oA rh ik .

Bn virtud de las propi dades de simetria y antisimetris de las
componentes covariantes /kaﬁ de este tensor 2 las ~»%=F7
componentes covariantes se reducen a Lr*2-4/= &  independien-
tes, cuyos valores, deducidos de (II.12), son

Rypps= L rif35)2 £ p2(22)° r¥/f 50 o'r Rysrs = 0
2343 Lr  lor) T Zr 52/ "3 rFar T o) 2372 ;

) <2
L 2 1 2, 1
(LAY Lo = £ )L i)~ F (2304 3] Bommfirtiride gl
a

5% ror e er a3 2 3Eer

y P2 Z 2 2
Boppp= L |20, (207 _ £ [2a  da L =0,
7202 Lol a2 + ar L | 224 +ar"’ ’ l‘?"”

|
|
De ellos se siguen, por elevacibn de indices mediante (II.11l') ¥y i
teniendo en cuenta las condiciones sntes citadas, las componentes
R,  del tensor de curvatura, No tiene gran interbs el exw
plicitarlas; pero s{ lo tiene, en cambio, transformar las foérmu-
las (II.16) poniendo de manifiesto las megnitudes fisicas que in-
volucran., Observemos en primer lugar gue, de acuerdo con las fbr- ‘
mulas (II.1%), para las derivadas parciales de o +valen las sie
guientes relaciones:

oy b 4 - 4 s L 2 z

(11.17)

e 2 2 V—¢ o R Y V= 224
—-‘E;“'Z—'EZ"'PV?Z—-‘” :;’_—i'-_—gzé:-—-z e‘°¢+7/lar1’ '

de las gue se deduce fheilmente

(3/
4hwéﬁ+1gza%_£fﬂ£@ﬁ+yﬁ¢
=t r ot oreT s cd

Perc en virtud de la hipbtesis (I1I1.9), Jé=0 ; luego
g 2

Esto sentado, la nueva forma de las componentes 4.,  es

(1) Schouten, pg. 86; Brillouin, pg. 88, lLas notaciones empleadas |
varisn bastante de unos asutords a otros. Aqui seguimos la de Bri- |
llouin, lo que trae consigo que algunas férmulas aparezcan con s
no contrario a aquel con que se encuentran en Schouten,
§2; Schouten, pgs. 87-89; Brillouin, ecuaciones VII. 83, 89 y 90. |
3) Con el simbolo 4 representamos aqui la laplacians eu?lfagalli

, of,§ -
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(Kiss = r*{[é_(%ﬁ_,_ﬁié}g*_ ;{/%ﬁ+7/2;£+(%9‘+7/%§?} ,
b= o+l ) 0t e 2
arz—[/% ) JJE_,__/V ¢+7/é

L%zs/z,z 0, Kyp3=-1% 2[0.(%&45"”7) }-’—[;é; "% +7/a£3}, 7237 =©

(11.19) {

o bien, introduciendo la veleocidad 2~ en vez del potencial,
Resse=r| g-g/f;tgfz ;;z e } Rusrz =0,
> p 2 [
(1109 G- 2| [Ad )" A5 T $E), Ao g ]

R rrs = /31 L) E T LA

4;-»% < . }/;:/‘;Z r
Lo mismo (IX.19) que (II.19') muestran cbmo se pueden deducir de
los resultados de mediciones pursmente fisicas las componentes del
tensor de Ri&mnﬂ-—t}hrmteffel ligado a la lente o@

18.~ Sea P un punto de o% ¥ = una orientacibn plana
que lo contiene, ‘orientacidn definida, por ejemplo, por un biveo-
tor; sea S anaénperficie cualquiera que pasa por A y posee en
81 aquella orientacibn. Supongamos, ademés, que en S , en un cledw
t0 entorno de © , se ha trazado un doble sistema simplemente in-
finito de lineas tales gue por cada punto de dicho entorno pasa
una sola linea de la primera familia y una sola linea de la segun
da sin ser tangentes entre si, Finalmente, designemos con  y 4
las aiiernricidlea respecto de los parimetros # y 7, & que estéai
referidas las 1lineas de los dos sistemas. (A o x'= o A x%/

Por el punto £ de la linea « -c# que pasa por 7 e

nitamente prbdximo a P , pasa una linea v=C¥% ; por el puntu
de 1la linee s ,-c£4 que pesa por # e infinitamente prbximo §
pasa una linea ,_c4 . Sea /,=4, el punto de inf;eraee;
de estas dos lineas prbximo al P (fig. 8) y consideremos el}
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pre podemos suponer que el bhivector :

4, Frd,x" = As*<  define la misma orientéw ‘

. \ cibn = - en Gltimo término bastariap, si |
/,/'“}{\\525 s no, llamar &, a 1o que hemos llamado 4 §

B \ reciprocamente. Imaginemos ahora gue trans—

~ 1adamos un veetor <« del easpacio veetorialJ

tangente en ~ & e a lo large del ciclo.

|
clo infinitesimal FEL L, A F . Siem-

/?/P/gic*‘ p 2 2, 2 /P  en este sentido precisa-
s mente, hasta llegar de nuevo & = . La tran

L~ i
lacibn se efectha, claro esta, por nedio de

/ |

(P
| 7&9'8 lag componentes [ de la conexidn afin

1

de oge . Tenemos asi finalmente dos veciores aplicados en ~ , ele-
mentos por lo tanto de 77 3+ el veector «° y el 7¢ que resulta de la
translacibn. Se demuestra qus, entre las componentes /47"_'3 2° oxige
ten, en estas condiciones, las relaciones siguientes:

(11,20) .‘/1/7{”7—/4'{—— Kjd 7t Ky,

Esto nos dice que, fijado un cielo de agquellas caracteristie
cas, la correspondencia entre un vector 2 aplicado en © y su
transladado hasta A a lo largo del ciclo es una dMemografia vecw
torial infinitésima que transforma en si mismo el espacio vecto-
rial, /7 , tengente en /© a Q. . Esta homografia vectorial, es de=

cir, la
(11.20) A = et ]

donde, siguiendo & Cartan, hemos designado con (2 1a forma bilim
alternada ﬁ;: - /e.z,“ a/,x"aéx/z s e8 la llemada homografis vectos
rial asociada 8l olclo, ILos coeficientes ()} de la misma dependen,
en efecto, tan solo de &sta, '

Para que la homografia (11,20') se reduzes a la identidad es
necesario y basta que .Q; w’=0 cualquiera que sea 4 y €8 decir,

Mi=0 4 81 adexnés pretendemos que ello valga para cualquier orie

(1) ¢f. por ejemplo, Schouten, pg. 83, © Carten,"lLegons sur la gde
mbtrie des spaces de Riemann" (Paris, ‘Gauthir-Villars, 1928, pgs.
183 y 184). 1a demostracién gque de Brillouin (pgs. 87-88) no es o6
_pyrecta, pues se basa en la integrabiligaﬁ del transporte por parad

Jelismo cuando substituye 24  por /i «” . Ni tan s8lo tiene

sentido hablar de una tal derivada, a menos de ser £ ek =O.

= T
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tacibn, deverd ser R, ,=c . Cuando esto ocurre en todos los
puntos de un dominio =% , o sea, cuando en QD es R, =0, la
tramnlacibn de un vector a lo largo de un contorno cerrado gual-

quiers contenido en & conduce a la identidad al volver al punto
 de partida y la transkacibn de los vectores es integrable en N>
El espacio & es entonces un espacio planc y si la conexidn afin
es riemenniana, el espacio es euclideo. El espacio & de la
lente electrbnica no es, por 1lo tanto, ewclideo y en esto descansa "
precisamente la posibilidad de obtener, por modo aproximado (abe=
rraciones), un punto como imagen de otro punto mediante geodbsicas
de &, (trayectorias electrbnicas).

19,~ Escribamos la relaeibn (II.20) en la forma

. z : z . pKh
(11.21)  dui= - L Ky ﬂ’a’,/%x”=-:gﬁmw/ AS,

en la que

S y
Sute Lot At i = dx e - A x

/ “4 s el biveotor unitarie correspondiente al Ax%Lx*  y A5

el 4rea de bste, En consecueneia, la variaeibén J«° originada por
1a translacibn a lo large del ciclo depende sblo de la orientacibn,
/_"/' , vy del &rea, 4S5 , del mismo a la que resulta ser proporcio=
nal. Para estudiar como varia Ju? gon la primera introduciremos

el tensor antisimétrieo (¢//

L2 g=llewl= r*o* .
K;; _—._E{, Riseh E(ZM/_—_ permutacibn par de 1 2 3 '
$i, ademds, /= 1/2/”' (L s = permutacibn par de 1 2 3 ) son ‘
las componentes covariantes del veetor unitario normal a la oriene
$acibn dada, 1la ecuacibn (II.21) se escride 1

. ./ .
(13:321’) JM’:[K.Z/‘ . /4[/,0('7/5

o bien, simplemente,

(11,21%) Sut= fEi 7S,

H Schouten, pg. 1“({1.. :
2) Esta condicién ( Al +#¢ ) no basta por sl sola, perp es nee
ria, Los primeros trabajos tebricos ancerca de la cbtencibn de
nes de objetos con electrones se deben a H. Busech
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Ahors bien, ii:;(b,%ﬂ/ es antisimbtrico (77 ), por serlo « ;.

luego (II.21"), es decir, (11.21) constituye una rotacibn infini-
tesimal. Las componentes contravariantes del vector eje de ¥:3
rotacibn 1) son

- ¥
»

- Lo o . '
/ =é—.. ﬁ,-:é_ K. ny, (mij)= permutecibn par de 123

0 bien

(11.22) A= £
donde

(mid)
{11.23) /(”'!: A K&.'J.',(= — LR ies permutaciones pares de 1 2 3
3 £ 2 .

En cuanto a sus componentes ordinariss ( fe, Fro P/ 4 UM chlculo
fhoil nos las da en funcibn de A, .4 ¥ de las componentes ordi-

narias (4, 7. Rg/ del vector normal 7 euclideo unitario, Te-
niendo en cuents (II.22), (I1.23) y las relaclones generales
Ak, - A=Ak,
A=A, 4:0‘/42.30-//,_)
A=L A, A=ricAd=rody,

entre las componentes locales de un vector 7 (né&trica 11,10 de &)
y sus componentes locales ordinarias (métrice euclidea ambiente),
se obiiens

é-‘ =—r? ""g(/ezsu 77y + K330 1r/,

(13:*.24} / =-r o% /'63/43 Ry + Rusi 7/

fo=— & F s Xy .
Finalmente, para (II,.21) resulta la fhrmula elemental

(11,21 ) JZ=—ctdag 45

en la cusl AJ5. es el brea del cicle medida con la unidad del & 4
biente, ' ‘

(1) Casi ‘huelgéz decirlo, pero claro estd que podemos hablar de
de la rotacibn, al igusl gue anties de yecto _normal a la orientd
¢cibn plana, porque 5, es un espacio de tres dimensiones. 1
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‘ Consideremos, en particular, el vectar}z de Iz rotacibn aso~
ciada a 1z orientacibn definide por el vector campo eléotrico, es

decir, alvector unitario euclideo 7= f?,ég, 07/ ; tendremos,
recordando, por ejemplo, (II.19')

3

z _ A& 7 £ £E= YL+ 52

b= 5 =) fonras

3

= AEE 71 25

o %r 5:(:11—’2 - /__é.b Pla i

O%fy’

o lo gque eg lo mismo,

I

o

i

(11.24') o'ffzz

oig?_ 7 /W(E, /fmdf:/ﬁé%%%f%%:o/

o YA-g*

de donde
> —_ - .
::/%/f/_é-f.__ﬁ, f/.ﬁl_ﬁ
(11,21 ) =75 ,ﬁ»l__/,,bf"‘" =

La relacibn vectorisl (II1,21 ) nos define la rotacibn asoecia-
ds & un eielo slemental descrito a partir de un punto P~ , en senw
tido directo respecto de £cF) y en un plano perpendicular a Zcp)

Su validez subsiste en todo punto de . , incluso sdbre el eje de
1s lente, pues los segundos miembros de (1I.24) se conservan fini-
tos para >0 debido a la pfe%enaia del faecitor % en las ¢omponens
tes Loses s Kuse ¥ Kussz del tensor de curvatura (ec.iI.l16,
©19,19'). El eje de la rotacibn, como era de prever, esth situado
en el pleno meridiano gue pasa por P 4 pero su direceidn no cincis
de, en general, con la del canpo eléotrico 2?C€/ . Por lo tanto, &t
transladenos el vector ZcP) 8 lo largo de un ciclo elemental
perpendicular a 2?F7 , @n sentido directo: respecto de &ste, 0bw
tendremos como vector transladado en © &l vector \

, . ’*%—_ "7_ 4 = £ AR
(11.25) £¥=£ WEAW Lo .
— —
1a eondicibn necesaria y suficiente para que £* coinelde con £
es que £ y gralf sean paralelos a nulo graﬁz?‘(l), La primera
cireunstancia se da precisamente a 1o largo del eje de la lente
electrénica & , puesto que, en nn punto genbrico del campo

e

(1) Evigentemente hay gue excluir que sea F=o0 , pues 31 £=0
deja de tener sentido hablar de 7z.
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wffazponi).  Fefafec )
¥y & lo largo del oje es
G- VB, £=o,

giendo /' y /" las derivadas primera y segunda de la funcibn
que define el potencial del campo electrostético en las dife-

rentes puntos del eje de la 1ente.(l) Bs natural, por otra parte,
que sea asi, dade la simetria del campo respecto de &ste.

_ La fbdrmula (II.25) es susceptible de una curiosa interpre-
tacibn filsica., Consideremos en A~ una perticula dieléetiica en
forme de cilindro cuya base sea el elemento ded &Area 45 del
ciclo y de altura pequefia 4 « Ses £ su susceptibilidad dieléc~

Z = trica y su momento eléctrico, por consiguien-

m

te, H= A EL 45, . Ia nccibn del campo so-
bre ella se #raduce en una fuersza

Fe (elE e dd s i

| Imegos en virtud de (IT.25),
/ — —> -

%Ao‘)/—ﬁ'z
siendo «r el versor euclideo del vector
campo elbetrice. (fig. 9).

, 20.~ En el phrrafo anterior hemos determinado las componen-
tes contraveriantes 47 del vector que define la rotacibn infinite-
simal del eiclo (7, £5) (ec.II,22). les 7é”’ son funciones line@-
les y homogéneas de las 77, ¢ es decir, la correspondencia entre el
vector /’” de l1la rotacibén ascciada sl ciclo y el vector unitario »,
gque fija ls orientacibn de bste es una homogréfia vectorial, la de
matriz K”° | Llamaremos curvatura riemanniana del espacio % en

(1) La funcibn #G, ) s en efecio, e8 susceptible de ser desarro-
11l2d0o en serie de potenclas de r eonvergente para valores suficien-
temente pequefios de » . El desarrollo es de la forma

¢f£’, ,_/:j'(‘_//k(;,'{}b (z,:/zk chx/(z/

Cf., por ejemnlo, Picht, pgs 9., o Heach [*] ,49%- 976.
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el punto £ y en la orientacibn 2, , al producto escalar del
vector 7, y su homblogo A7 en diche homografia, esto es

4
(11.26) K= p7= Kt

La cubdrica esociade a la homografia (II,22) es la cubdrics indi-
eatriz de Riemann, C; , del espacio em el punite 7~ ; su ecuacibn

es la
(11.27) K7 5 xy = 2, Koo M
Ve
0, en componentes contravariantes,
P ) kh
(I1.27%) Kone x7x8= 4. (Kme= 8,0 £, K

La longitud (imétrica (II.10)!) del segmento 7/ deterninado por
el panto P 4, centro de la m@;ériea, y el punto // en que la recta
bass del vector /, corta a C; vaie, por ende, ;7% « Ia perpendicue
lar, trazada por F , al plano tangente a & en / coincide con la
recta base del vector rotacibn %"’” .

X o Para obtener una representacibn euclidea
‘ /’ de C; vypodemos proceder de la siguiente ma-
7/;,‘9/0 f? / | nera. Sea v el vector, aplicado en ~
A2 de componentes ordinsrias (fig. 10)
/ ’ Z: Xz = Xz Yo X .
i’ Ve’ G ,

84 el punto ( x, 5 x 4 ) pertencce a G ,
el fuadrado del mbdule euclideo de 7= es
precisamente ?{ » puesto que

S .
FA £ . ,
{? 7z, +)(Z +Y'§" 7'+ X # = L f6ur e Oaptn ()2 [ = 0% xoe = <.

Iuego, dado un plane « que pase por A , la curvaturs rieman—
nisna en £ del espacio Je en la orientacidn de v es la inverss daol
cnadrade de la distancia guclides del punto 2 &l punio # en que
la normsl en P al plano s corta a la culdrica ©° de ecuscidn

(1I1.28) o (KT KN r Koral kB KV QKT ST 1 270N )=
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vespecto de la referencia euclidea local (2, , .y 27/ « Eviden-
© tamente las culdricas ; ¥ C; son homotéticas respeeto del cenw
tro P y caracteristica £- /= ‘

1a ecuscibn de & se escribe, poniendo de manifiesto los
valores de K¢ {(ec, II.23% y I1.19'),

54 8) e AR AT B

o2l v*  \ort e® Vige 2% 2 P P ,Z,?ar
(11.28") |
-z (_@_z);:_v__/f]y+ }5[_ %;Jg,r z
o2 |\rt c* Wr W—z c* W or

Sus coeficientes se conservan finitos en tode . (1) inelbuso para
r>0 , es decir, en el ele de 1a lente, donde ;f; es igual a /&/
(c£. § 20, Hota).

ILos ejes de las owldrieces ¢ y C; coinciden. Estos ejes,
les direcciones principaies de Rivel en el punto ~ , estén deter-
minados por el sm‘b&mﬁ. 1:‘;:1@&1 homogbned

A /Z + KX = 0,
(s) /("Z LK) X =0,
(r"/(lz-/k/)/:: 0]

en el gque . es raiz de la ecuacibn seocular

K”- /\ /(/.& 0

K(L/\ K/z, .
/(.5/ K,sz__/\ 0 — (I""‘Kﬁ-— /\] — 0 ,
o 0 AL S
A £7 < 7 2
/\t": r.Z Ksj , /\,:,/ /\3_____ Kz+K& .:t \/(Kz— K‘27+((/3/'&‘

Si la raiz |, =r2&% es simple, la direccibrp principal correspon-
diente es la J=/X= 0 , esto es, la normal al planc meridiano que
pasa por P . Si es doble, para 10 cuasl es necesario y basta que

(k= r2 ¥ )k rik®)-(k*4)* = 0 4 la cubidrica es de revolucibn res-

(1) En el interior de la lente electrbnica es #+£0 , o 1o que es lg
nismoy pL /. ’



pecic de un eje situado en el plano meridianc, Si es triple, la
cufdrica es una esfera, em cuyo caso el espacic es isbtropo en P H
de otro modoy ¥ es en P de curvatura riemanniana localmente conse
tante, En euwalguler caso, por lo tanto, ¥y encualguier punto de &Qe;
la direccibn perpsndicular al plano meridianc es una direceidn
principal de Ricei. ™ cuande A, es simple, las otros dos diregw

ciones principales son las de¢ los vectores
Z'-‘ L/M Z- A//.(,

24 g 11 712 22 40t 12 714
szzf_+ﬂ%jk/+“w*X;kjkmwggw )
)/:.—,0 /::0

supuesto A% o , y pueden obtenerse grhficamente a pertir de los
valores de (™ y J(k*%-£“/ (£ig.ll). En particular, si <<% o , las
X / ~ direcciones prineipales scn las de los ejese
| /o locales y si £“L¢"" , las direccicnes
/o ~ principales situadas en el plano meridiano
son simétricas respecto de la direceibn
del eje de 1a lente,

,// “'(K!i /f;?_Ka/d o

Sea A un punto de’bste, En tal caso,
B la ecuzcibn (II.,28') tome Iz Torma
Sa— 7

LT Lyt R v ey = 2
05"/1_;” +W—,3‘V z a* {V‘ <% +,2V4-;‘£ ‘ '
7@3,// (r.28")

(@=&-Wﬂ§f+%d,
en la que reconocemos gue en cualquier punto

del eje de la lente electrbniea &ste y todas las direcciones perpen-—

dicnlares a &1 son direcciones principales de Riecci. Ia curvature '

riemenniene correspondiente a la orientecidr perpendicular al eje

en 7 wvale, seghn (II.28"),

IT.2 o = L[V 1"
( gn) fove, Py +V7:/37

¥y la relativa & una orientaeibn meridiena cualquiera
9 g = L2 2]V 1 v'|.
(3:1*2#”, meked . = d:f' 72 s -PZ,—f;f

[«

{1) Cabe dcducir este mismo resultado directemente de (IL.24): |
gl sg=#7=0 , las componentes 4 y # del vector rotacibn son nu-—
les y, por ende, 7 &8 perpendicular al plano meridianoc, paralelo -
& 7 . En consecuencis, dicha perpendicular es direceibdn prineipai.
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Basta tener en cuenta las ecuaciones (II,6) para poder expresar
estos valores en funcidn exclusivamsnte de N&=/ s &8 deoclr, de
~la distribueibn del potencial a lo largo del eje.

Obstrvese, ademés, que si V¥ 0 , la fhrmula (I1.29,) es un
caso particular de la relacibn genersal

e 4 T -+ -
B X@"z_{._._’./ Q_{..Jw_‘f F}
RO [-d,&/ L
(Ces (1X,24'), 8§ 19)¢ 4 1o largo del eje se ﬁiene, en efecto,
- |
Fe(ovio o) .. FoIV £ 2 a/
(=7, 4 7 /wkx /V/

y substituyendo en la expresibn anterior se obtiene ein mbs (I11.29 )*§
Sin embarge, desde otre punto de vista, la validez de (II1.,29 ) es ‘
més general que la de (&) Geducida de (I11.24'), La raszbn de ello
descansa sn que, conforme hicimos notar, este hltima vale en tan-

to sea £ # 0 ¥y, por consiguiente, deja de tener sentido en aque-
1los puntos del e¢je-en 108 que es V=0 . En cmhia,' {I1.,29 ) vale

en cualguier punto del mismo, por cusnito dg la curvetura riemannia-
na en la arzaxﬁaaﬂﬁn geryendiealar al ejey, ¥y no ya a la orientecién
normal a £ » Claro estd que, si £ %ﬂ s tmbas tsriamaems&es COine
ciden en los punios £ de aqubl; pero cuando es Fe o s la prime-

ra tiene aun sentido, mientras la segunda earece ya de significacibn,

21l.~ Las consideraciones gue preceden Justifican la de los
dos siguientes cascs pariioulares, Sea 7~ an punto del eje en el
eusl V=0 , V"#0 , es deeir, un punio en que la distribucibn
del potencizl electrbathtico o lo large del eje de la lente presen- l
t2 un méxime o un minimo. Ie ecuacibdn de la culdrica C; serf, de
seuerdo con (II,28"), E

nV gt gV eI 4 (<o
G gt e

Por consiguiente, en loe puntos en gue / es mhximo o minimo
- gin que ses /'=o - la ecuhdriea T, us un hiperboioide de revolue
¢ibn respecto del eje de la lente eleetrénica, de una hoja si />0
esto es, en los minimos, y de dos hojas si V<o , es decir, en
los méximss.(l Las mismas caracteristicas presenta la onhdrics

(1) Se trats de mAximos y minimos a lo largo del eje. | "L




indicatriz de Ricmarn, homotética de la C; , Tanto en uno como em
otro caso el cons asintditico /7 es siempre ol mismoy

27% (ke yY= o

ﬁ

Ahore bien, el punto A=, 2 2/ es un puntc singular de la
superficle equipotencial #(Z /= /2.; que pasa por &1, La ccuacibm”
de dicha puperficie es de la forms

¥ no depende, por lc %tantc, de la funeiln 1z
|
|

BV L= VUK LYY + F Y~ o “

donde F(KYSZ/ es un polinomio de segundo grado en X4 JV™* ouyos
coeficientes son a su vez funciones de X% *y de Z . El punto ©»
siy V'#0 , es, en conseouencia, un punto cbnico de la superficie

$lar/= v(z.) » Bl cono de las tangsntes en &1 a la guperficie es
preclsamente el cono /7 . Podemos, pues, afirmer gue en wn punto
cbnice de una superficie equipotencial situmdo en la interseccibn
de ésta com el eJé de 1s lente, el cono de iss tangentes & 12 miBe
ma en dicho punto coineide con el conv asintbtico de la euvhdrioa
indiestriz de Rlemenn e centro en 51. La semiabertura de ests
cono combln, el cual no depende de la forma de /% , pine de la
presencla en £ de un mbximo o minimo regular (V'# ¢/  ge w2/
vale

ff:l/;’; y 54°44°

81 en £ sce da un mhximo de ¥ , la curvatura £ o,... es
positiva y las curvaturas Kl son lguales y negativay, RNee
eiprocamente, si /(/  presenta en P un minimo, e o8 neghe
tiva y positivas las K,uuw . En ambos casos, trhtese de un mbe
ximo o de un minimo, las normales o lss orientaciones de curvatura
positive estln dirigidas en el sentlcso de los potenciales $(3 r)
ereeientes (fig., 12).

Ci. 9 19, Fota. Besta hacer er ella z%a+Z/7 Fi= Xe V2
e famvien, brﬁcker~$ehayzer, P&s 66.



\ v>o( fsa/iez Oc/ecr

V>0 (%ir?) <0

Batas o ?3&&3@&&&&%8 se dan en la practies en algunos tivos de
lentes de orificio y en las lentes simples, 3

Supongamos ahora gue an P , slempre sobre el ejle, la deriw
vada V' es £ O, pero que ea 51 /=0 . La ecuacibn de 1z cuhdriea
se esaribifé

o, 7/1' S ;—Qg’)

Ses cual fuere el signo de V' , se irata, pues, de un hiperboloi-
de de revolucidn de dos hojas, lz ecvacidn de cuyo cono asintbtie
¢o {real) es

5 Xy Y= £

o

Z’t[,z-g—;‘/(xu)"/:ﬂ.
Bl valor de la semiabertura de ézte

Yo = 24 4
2.z
-4

depende do lu veloeidad, es decir, 4sl potencinl en £
b=V '14—1/+ g,;,

vt T
- =
< Va-—

E

Evigentenmente, pero, %g « esth comprendida entre yZ 4 0 sea

A
vz
3548 < o0 < 45°, ‘

Ie variscibn de la raz&n./gzznr con el valor del potencisl &~V >0

(1) ¢f, Brh¥che - Scherzer, pgs. 66 ¥y 71 y 91 (fig. 72)



ag p@@u&ﬁanlési, Por ejemplo, para é-4 = £V s del orden ds
0,002 y para ¢- 1. = 100 v, £ 0455 lo que da para o en el Prie
mer ecaso prioticamente la cota inferior sntes indicada ¥y en el
segunde o« o 37930', Bn cuanto & las curvaturas riemannisnas £
¥ Lpawt. + sus valores son

|
’(Mbm.-‘: V,L; Kmowd.r—-—zhz—é—-c%//- . 1‘
8

agtu? gt (ve

También el caso particular gue acabanos de considerar se
yresente en la préetiea.”ﬁecuérﬁese, POr ejemplo, la marcha del
potencial a 1o large del eje de una lente electrbnica de immer
sibn (fig, 5 y Picht, P8« 136, fig, 30},

2.~ Otra propieded de la mbirics de éﬁ s Intinamente vinocu-
lada al tensor de Riemann-Christoffel, es el esealar de curvatura,
O curvaturs escalar del eswecio &, ,€1) Para ecelevlarlo, deteriie
nemos primero el tensor contracic de Ricel-Bincte n

(11,209 S A

Haclendo use de las férmulas (II.19'), por ejemplo, se obtiene

fheilmente

-l o4 36 Ao

vt o2 ;73 72t gt ct V/{_:ﬁj ;;" J

Ry=(4,-4 1{(4-1/5*_ 7 ﬂ-‘,}r% E,F/_/_u(; d)es 2 _Béf

vttt ¢/ -t T v A/t et

De estos valores resulta desde luego el escalsr de curvatnrs

(11.7%1) R=R = 4.4 _/_4/"/;32_5 £

7‘/ r2 ct c!

el cusl, por eaﬁgecuﬁﬁcia, es popltive, proporeional al cuadrado
de la intensidad del canpo eldeirico ¥ nulo siempre y s8lo cusndo
A?E;OQ 1l facior de propeoreionslided, cue es uns funcidn de

runto, ge mantiene constante en cadsa superficie equipotencial;

T .

(2.) Schouten, pg. 86, sgs, 124 ¥y 125; Brillouin, pg. 132, En =
cuanto a le notacibn, téngase presente 1o dicho en la Hota al prine
cipic del § 17 ’
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Inego, medido el campo elbetrico en dos puntos de una misma de
tales superficles, se tiene sin mhs 1u razbn de las curvaiuras 3
escalares en e¢llos, Si nos limitamos & le Zproxinenidn ne roloe
tivista, se puede escribir con bastante exactitud (hasita unos 10

Rew _3E°
Ly (h—8/3
Finalmente, el tensor /. = 4, _Z/Eéo,,,( y Que en nuestro ce

tiene por componentes

2 2
ZM:%’{/J /gcg-—f,:,,—é‘—ﬁ' oL LT ?_é_}}, L, =0,

y.l—c"—“' z,v"" I///~ﬁ1, 2 <3
_L/4_LiN5 7 {1 £* 7 34 o
14‘&_-'72 7/_'1”(? 3'—1;&-53 5—1—2—;&4__/}—6& 2r ‘F’ Zj{_ !
/ z__tu__///’_/_ Y Ly 214 413 _4)Epm_ 1 28]
PR E T F i e ) = R (d) g )7

cumple las condiciones %L,,],= o (1) que expresan la intsgrabie
lidad del sisienma '

f{[u‘-' LV s 55, "LZ/ ()2, .

81 éste es integrable, es decir, si existe une funcibn 427 o/ %al
que el veetor s = 9_94)’(&}' lo satisface idénticamente, 1la wbtries oo,
en euclidea, o merecce 1a pera coumprobar gue /M satisface SQUew
1laa condiciones, pues sabemos a priori gue el asistems anterior es.
integrable: la mbétrica < - lix/ es euclideas (of, § 10), de modo
que existe o'= bfé 7 ’

23.~ Con estc demos por terminads la vieidn do ecnjunto de
las propiedades mbs gencrmles del sapacio easli&asmeanfarme'&gegiau
do & una lente electrbnica de tipo electrosthiico, el estudic de
la geomstria en pequefio del campo que la caracteriza. De acusrdo
con lo que enunciamos (§ 9), la introdnceidn del campo magnético
modificard profundamente el esquena geonélrico adecundo gue acabae

) V3ase Schouten, pgs. 189-17l. Como de cogtunbre, V. es el sime
iv de derdvacidn covariante respacito de x* g r 1 indica la o
cifu i¢ wltormzeldn efeectundz sobre log indices comprendidos dem- °-

re del parf;nfseaig recto s Yanteo 19 aue sigue cuanto la definieidn
ads. anten cel tensor Lix wale sblo bara un espacio tridimensionsl .
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ros de considerar, hasts el runto de conducirnos a vra geometria
esencialmente difercnte, gecmetria en la que =l olemento generadey
no €8 ya el punto, sino el conjunitoc de un punto ¥y vna recia que
pasa por el, a la geomedris de los espacios de Finsler,




I1I.~ EL ESPACIO DE FPINSLER ASOCIADO A UNA LENTE
ELECTRONICA ELECTRO-MAGHNETOSTATICA,

24+~ En el § 12 demostramos que las trayectorias natura-
les posibles de un corplisculo de masa en reposo ” , y carga
eléetrica ¢ sometido & ia accibn de dos eampos superpuestos,
electrosthtico y de potencial ¢ el uno, magnetosthtico y de po-
tencial veetor 4 el otro, coineidlan con los rayos de la bpti-
ca geométricea de un medio de indice de refraceibn

(11.8) (@5 =l = IR 4 N R
es decir, eran 18s extremales del problema de variacién ay ndy =2,
donde A5, es el elemento 3.3.;1@&1 euclideo, A5'= /0 Ax’ Ax®

si /47 ea funcibn.de punto y no se reduce a una constante, es de~
eir, si efectivamente actfia sobre el corplisculo un campo magnbti- |
co - 10 gue supondremos siempre en 10 que siguew, el medio en h
cuestibn es no-homogéneo y anisbiropo; pero hay algo en el indi-
ce que lo distingue de los indiees de refraccibn que se suelen
estudiar en el bptica geombtriea de tales medios. En general, se
supone que el indice 7 de un medic de aguellas ecaracteristicss
depende, sl, del punto y de la direccibn del rayo que se considera .
que pasa por &1, pero no del sentido en que se juzga recorrido el ,
rayo (anisotrople sinbiriea).'"’ Bl indiee ~ (I1.8), en cambio, , |
depende esencialmente de la direceibn del rayo y del sentido en
que lo pensamos deserito.

(1) Bs curioso que Picht, tan preciso en general, no heys insistie
do en esta diferencia gue es patente en la ec.(3,15) de la DEe 364
Tambibn hay que advertir que la expresibn que da &1 de (PW?*/ ’
donde W/*= 27 [sA¢ y es errbnea, Las fbrmulas (I1,12) y (II.1)
'nos dan, en efecto, MW=L (A7 +¢ 4 s siendo 7 la masa en
movimiento, y claro eatd que (WYL 2l (mvey e*A* 1 L e 4 )

Yy ne igual a £xi(miets etdP i Lie vl =y + Lo gue ocurre
es que el vector normal 7 , en el sentide de Herzberger (pg. 9)
eoineide eon Y ypw* ¥ys por consiguiente, en la dirececibn y
ﬁmtiﬁgi,/{:ﬁ/z Y 4 : ;
”

Aixs. .(?777+e7/X'§ 22 %
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También aqui, el caso que particularmente nos interesa es
aguel en que el corplscule (~ 4¢ ) es un electrdn, por lo cual
deberemos hacer en (II.8) &=_ « « Las posibles trayectorias
naturales son las extremales de la integral

(111.1) /{ (v~ @) (1E 4 2/ 7X_£/¢‘-” =/(‘/ﬂ/a—¢/ %}24—2'//1/}_;,(_,\’-‘:’7—/4[*‘/”’-& '

en la que x’= %i » Ahora bien, es sabido gue Wna integral de la

farma‘zé&xf-JXE*ﬁ-uiﬂ’d?z depende no sblo de las funciones =
xics.) s ©8t0 es, de la lines a lo largo de la cusl se la calculs
y del sentido en que la regorremos, sino tambibn, en general, de M
representacibn parambtrica, de la naturaleza del parfmetro s. .
Con otras palabras: si substituimos el parfmetro s, por otro o , .
S = %w) y siendo 's,  continua y creciente de s a 5/ cuando o
crece de o, a o', con derivada eontinua y no nula en dicho intere .
valo, el valor de la integral transfermadaJ/kfxm&wWDY?&%V$ﬂ%/df .
serd distinto del de la primitiva, a pesar E& edtenderse a lo lare §
go de la misma curva y recorrida en el mismo sentido, 1 Hay un
caso, pero, en que ambas integrales coinciden, es decir, en que 1a
integral depende finicamente dé la linea y del sentido en que se la
describe: es el que se da cuando la fumcidn «7x° %‘/ es homoghnea -
positiva respecto de las x¥° , o sea, cuando eualquiera gue gea £, ]
ogitivo, es ” :

Ll k= KL 5,

relacidn en la que » es el grado de homogeneidad. Y este es preed.
samente el caso en el integrands de (III.1l), que es homogéneo posda
tivo de primer grade. Luego, podemos preseindir de la significa- 3
cibn del parémetro s, y adepter otro cualquier, aungue ligado gons,
por las relaciones antes indicadas, Para indicer esta libertad de
eleccifin, eseribiremos (III.1) en la forma |

(IIL.l*)/{ (ﬂ—-;é///;'f./.,fy/ f;.kﬂ/x"plxx_ ,ﬁ'dx"f://()r‘f O/X{/}
donde, para abreviar, hemos hecho -

(III.E) //?y‘/ Ax) = (,-4&/(_%6,:_4/_17/ Jox A AXE_ Acctx= o Tixoeiclct — A o,

(1) Cf. Goursat, III. pge. 625-626. Desde el punto de vista cinemfes
tico cabe interprestar este resultado dieciendo que dicha integral
depende no sblo de la trayectoria ¥y del sentido en que es descrita,
sino tambisn de 1a ley delmoviaiento sobre ells,

e e T



25.~ Bl chleulo de les extremales de ¢/uTxs /=0
exige la integracidn del sistema euleriano

d/od | _ 2o _ i et
{111.3) P ;; sz o, | (/x = 2

sistema no cabe aplicar la transformacibn de Legendre (§ 1) que

1o eondueiria a la forma hamiltenlana, en primer lugar porgue el

1
1
en el que 7 es un parfmetro cuslquiera de referencia. Pero a este 1
\
i
9 20l 1

determinante funcional I FTETT: es ldenticamente nulo como cone-
secuencia de la homogedeidsd de grado 1 deo/ ¥ la no anulacibn |
idbntieca de dicho determinante es mna,ashéieién necesaria para la
posibilidad de despejar en 75w=3%§ © ., las x“ como funciones unis§
formes y continuss de los impulsos conjugados; en segundo lugar, |
porque la funcibn é? Hamilton correspondiente a una talo’ resulta
idénticamente nula, Aﬂ&méa, esa misma homogeneidad trae consi-
go que las sousciones (JII,3) no sean independientes entre si.

Bin e&bar& ¥y en-casos como este es posible obviar las difi-
cultades que acsbamos de seflalsr eligiendo epartunmmante el pard- i
metro de ls represenhaelén de las extremales, del que, conforme f
sabemos, csbe disponer libremente. En efecto: introduzcames en el |
sistema (III.%) la funeibn

(I1I.4) f/xﬁ.._,x",x;...,w/s‘%}a/(xf..,,xzif.,,,;e"/}i

donde, @ ra mayor generalidad, suponemos of cualgulera, aungque
homogénea positiva de primer grado, no ya precissmente de la fore
ms (II1.2). La funcibn & es tambibn, claro estd, homoghnea posi-
tiva, pero de segundo graén, En estas condiciones, el sistema (III.
equivale al ‘

J/s2F] S of
(xlxﬂg’) 6-‘/—7 JW —JJX"— 7

Pijado el parbmetro 7 , elijamos otro parfmetro s ligedo con *
a lo largo de cada extremal por la condicibn

(I11.5) - ofx, &%)

La nueve representacidn parambtrica x'(s/ de una extremal cualquies

(1) Courent-Hilbert, pgs. 100-101.
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re serh une integral del sistema

ds d A/aw BoF ) A [ds -9 s
d&f ds(ol AE 2x7 // ox* .; / 73’/
es decir, en virtud de (III.5) del sistema

(111.6) B 7~k
Por lo tanto, toda curva emtremal de {/@ﬂ@f‘%XUE=0 s referida
o un parfmetro oportunamente elegido, es una integral de (III.6),
aunque nod una cualquiera, en principis, sino una a lo largo de la
cual es F(x’x/= /X&Q*‘XWU « Pero es fheil ver que el
sistema (III.6) admite la §rapi& funcidn ¥ como integral primera:
a 1o largo de una linea integral cuslquiera de (II1.6) se tiene,
de una parte,

a//’ 9?")(/» ai"xu'

As = oxt

y; de otra,
eZd/ﬂﬂ /9/ 9/5)(”‘

XIL X/(

en fuerza dalltearema!de Euler relativo a las funclones hﬂmagénea£§)4
81 restamos de la segunds ecuacibn la primers ¥ dade gque X%/ es
una linea integral de (II11.6), ovtendremos en definitiva

L 2(22)- 2o Aok
M{; Is ox
lo gue queriamos demostrar, Luego, si los valores iniciales x/ x.°
cumplen la condicibn ,¢Kg€4”7=‘g , esta condicidn subsiste s
1o largo de la linea integral de (III.6) por ellas determinada,
1inea integral que, por consiguiente, es una extremal de nuestro
problems de variacibn.

- ,
51 el determinante funcional “ ﬁ%ﬁ%&” es # 0, €l sistena
(I11.6) de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden

(Ixz.ﬁi) 9'8(/& X//j_*_ 3‘&}5 X’j— 9% o,
2XEIxV ad oxt

puede conducirse a la forma normal pues define las X"  eomo fun-
ciones uniformes y continuas de las x* ,~xd « Por cada punio de un
dominie cd(xi/ en el que ¥ sea cdntinua, con derivadas parcia-

(1) Este teorema subsiste para las funciones homogbneas pesitivasg ~

aun siendo este concepto mepss resirictive que el de homogbneas
simplemente.
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les eontinuas, Por lo menos hasta el tercer orden, cualesquiera

que sean las X7 (finitas no todas
A
minante ” 9‘¢j

oz

nulas), y en el cual el deterw

sea # 0, pasa entonces una exiremal ¥y solo unsa

del problema de variacibn :97'/0(‘,' “x’/= o ., E1 problems de varia-
cidn se califieca en este cago de regular, Tal es el correspondiente
a la funeidn of de (III.,2) cunando el campo electro-magnetosthtico

no presente singularidades en el do
Pinalmente, en las eondicione

nminio o&.

8 dichas, la reduceidn 2 1a

forme canfnice de (II1.6) es posible: los impulsos conjugados son

ﬁ--—@ﬁ ¥ la funcibn de Hamilton

b 9)(“'

&4 y-Xa ‘ e P
AVX/fZ/_.x 597_.ﬁ%,x j%k/x

tode ello con la condiecibm A= 59—

26+~ Sea /,. una variedad =31

.
)

mensional referida s un sistema

de coordenadas (v , variedad enm 1a que se ha planteado un proble-

& Ce variscibn rvegulsy

(111.7) a%// X, ) S b= S8 ) o,

donde og ©8 ung funeibn homogénea p
derivable, con derivadas continuas

.

osltive de las X° eontinus ¥
hasta el cusrdo erden, 54 conve-

nimos en interpretar el valor de la integral

vl ,
S= [Z(x% Axt)
‘ @
como lonmitud del arco orientado de

y @ 4 diremos que la variedad /

ourve /7 eomprendido entre &
es un espacio métrico general (1)

y tambidn que ol rroblema de varisceidn taracterizado por la funcidn of

ha induecido en /, una determinacibn mbtrica

Zene

e Bl porgué ge

esta terminologia 1o veremos en al pﬁr&fe& 28. Ies extremales de

(111.7), lineas integrales de (III.

infelal F(x) x"/= £ [o lyi yie £ )

de dicha determinseibn mbtrica gene
estacionaria. La distancis entre do
Pixe], P'x%p Axt) es el nfimero

(111.8) ds= Llx" i) -

(1) Bewaf}.d, pgs. 42wl

3) o de (II1.6) con 1a condicibn
+ 80n las geodésicas en 4
ral - lineas de /4 gde longitud
8 puntos infinitamente préximos



la distancla entre dos puntos Q (x/ ¥ On’/ o el velor de
SN /L
sex®, x’/:/a/(xf Axt/
Qa

caleulads & lo largo de la extremal (E) que une 4 ¥y @ 4+ Esta dise
taneia, que, cuando o/ es la (III,2), es proporcional al cemino bp~
tleo entre ¢. y @ relativo al indice de refraceibn (11.8); o, lo-
que e85 lo mismo, a la aceibn de Maupertuis entre ©C ¥ @ relativa

a la funcibn gde Lagrange (II.1) (of. § 12), ed’el caso generel ,

wna funeibn de las <~ variables ' x/ , funcibn que admite derie
vadas parciales de primer orden respecto de los J» argumentos, El
chieulo da betas es ya cléisico (cf. § 3); los valores gue. resultan
son

25 __ 2& 25 2
k7 T T T 7 T Skl

independientes, evidenfemente, del parfmetro a que se haya refsri-
do (&), dado que —2%’—/ ¥ %‘é’ son funciones homogéneas positivas
de grade cero. La diferencial de la distancia sce., @/ €8y POr COnNw
siguiente, PR

s 2 4pi_ ﬁ?ﬁ/’x”.

X% x?

Elegldo un punto P(x’/ y una direcoifn orientada, la determi-
nada, por ejemplo, por un veetor contravariante A% » 8 18 figura
constituide por uno y otras la llamaremos un glemento dineal de
centro P/X‘/Q{l} Los parfmetros independientes gue lo fijsn son en
nlmero de Ln-« , pues 1as7é’ pueden substituirse por Kp% siando &
positive cualquiera, La funcibn of permite vinewlar a cada elemento
lineal /X@f”'/ una orientacibn, la definida por

De toda direceibn ox” contenida en ella diremos que es transversal
al elemonto lineal dado y tembibn que Bote es transversal a dicha
orientacibn., En particular, los rayes gue parten de un punto & en
la bptica geométrica (I1.8) son transversddles a une superficie de

(1) No se confunds estz noelbn con 1a de elemento lineal en los ese

pacios puntuales de conexién métvieca. BEn estos se suelellamar, alap

impropiamente, elemento lineal a la distancia entre dos puntos infl-
zgiﬁamgn‘te préximes P y P’ , sobreentendiendo longitnud del elemento
ineal pp’

o 12
o~
% |
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onda cualguiers de origen ¥ en los puntos en que la cortan, es
decir, las posiiles irayectorias naturales del corphseculo (7, ¢/ |
de energia total mct+ ¢ I que obedece al potencisl eindtico (II.1)
cortan trensversalmente & las ondas de Hamilton de origen < .
Es inmediato que la noeibn de transversalidad se reduce & la de
ortogonalidad en sentido ordinario cuando o es de ia forma

Oéﬂz \/éz’/{ (x) AxFoAx”,

lo cuzl ocurre, por ejemplo, cuando en (II.1l), (I1.8) es A= o0
esto es, en las lenites electrbnicas de tipo elbetrico,

27.~ Hasta ahora sdlo sabemos clmo medir longitudes en la J,
pues tnicamente se ha definido la distancia entre dos puntos in-
finitemente prbéximos, Perc le extemsibn a /2 de los conceptos
fundamentales de la geometris diferencial por modo intrinseca-
mente ligado al problema de variscibn (III.7) exige la introduceidn
del concepto de paraleliemo y de determinacibn mbirica, los cusc a
su vez suponen el de tensgor, Exeninemos, pues, &stos en primer
lugar.

Advirtamos, ante todo, gue en este egtadio no conechimos ya
los puntos de [, en sl, sino como centros de elementos lineades;
es decir, pensamos en /» no un espacio pgntual, sino un espacio
de elementos 1ina&1$ae{1' Esto sentado, llamaremop tensor locali-
zado o de base gn el elemento lineal (x°/47/ , de orden S=4+4
¥ exceso £= A4 {(covariantem de Qrﬁan A y contravariante de ore
éen-% ) & un ente determinado respecto de 12 referencia &7/ por ~7
componentes

Zyo T .
? (A,

faociones homogéneas positivas de las 755 ,(2) tales que al efec-
tuar un camblo de coordenades regular
Z_ Z, e -n
j Ki= xXt. XY, | ax"

[ i_ oyt Tk oX*
F=Ep

(1} Bs este el esta&io al que alude Berfmwald cuando escribe:...

or denen wir zun#ichas gedem Punkte (x) unseres Rasumes einen infinie
tesimalen Vektor (. ) in diesem Punkte zu, den wir das sus Mseiﬁhﬁ
nete Iinicnelement des Punktes (x) neunen...” (pg. 45). "
sin embarge, gue el mismo elemento lineal puede detenmiaars@ con an
vector e@ntr&variante finitc cuyas componentes sean proporcionales -
& aqusllasay’.

(2) En los tensores propiamente tales, la homogeneidsd es de grado
eero,
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se transforman de acuerdo con la ley

2, 4= 2o 2onaxt Eh 7T MR gy
En apariencia, la definicibn es la misma que en los espacios pun-
tuales; pero, en realidad, existe una diferencia eseneial que no
se advierte en la ley de transformacibn cuando entre los argumen~ L
tos de que dependen explicitamente las componentes no figuran las /ﬁ;,
en un espaclo de elementos lineales carece de sentido hablar de
tensor sin indicar explieditamente el_glemento linsal al que se con-
sidera aplicado y ello es asl ipcluso en el caso en que 1as COmpoO~
nentes no depend _ de los parfmetros 4° . En parti-

den snallticamente
cular, el vector contravariante £°, que junto son A&/ fija el
elemento (x% £°/, se juzga aplicado a gste elemento.

El segundo estadio es el méirico-afin, es deeir, la introduc-
cibn en el espacio /, de elementos lineales de una mbtrica y de
ung diferencial absoluta., La primers se define mediasnte el tensor
fundemental covariente de segunde orden, 8, ' #°/ , cuyas come
ponentes son funeciones homogbneas positivas de grado cero de las p°. |
A partir de &l se establecen lus magnitudes y opsraciones ordinsw |
rias en chloulo iensorial - mbdulo de un vector, producto escalar
de dos vectores, elevacibn y descenso de indices, efec, - en el
bien entendido, pero, de que ouantos entes intervegan en ellas de-
ben tener como elemento base gl mismo elemento lineal (x?, 4 =21
que estén vinoulados los valores & (x*, 7/ « Asi por ejemplo, el
producto escalar de dos vectores [/’ , VY aplicados al elemento
(5 ﬁé”/' es el nfimero

& A1

-

mientras que si los pensamos aplicades al elemento /{ffﬁV sy ST
producto escalar serf en general otro:

& .t 490"

(1) Una generalizacidn de este concepto de tensor y del de determi-
nacibn métrica y derivacién coveriantie a los espacioces cuyos elew
mentos son puntos y orientacibmes ~-dimensionales, puede verge en
el articulo de A, Kawaguchi "Bimmetrischer Raum, der eine Verallge-
meinerung dee Finslerschen Raumes ist" (Monatsh, fur Math, und
Phys., 1936, 43, 289-297), El caso m=2 se eneuentira estudiado en
Cartan, "lLes espaces metriques fondés sur ls notion d'aire"

(Act. Seient. et Indust,, n® 72, Paris, Hermann, 193%).




Anblogamente, los mbdulos de los vectores de base 2. de la re~
ferencia local y los &ngulos gue forman dependen esencialmente }
de la direccibn orientada que se elija para haecer del origen de ‘
dieha referencia un elemento lineal,

\
|
En cuanto al transporte paralelo de veectores ¥ engene- ;
ral de tensores- se referirf a la translacibn desde mi elemento |
lineal (x?, /Z/ a otro infinitamente préximo (xieaxt, pTrdp?) : 1
acafio de igual centro (ofx’= o, Lp'¥0/ , Su definieibn, por lo de- }
mhs, es semejante a la que se da en geometria ordinarie de les |
espaclos puntuales de conexidn afin: el veetor transladado A °
- de X' desde el elemento (x5, 4%/ al  (x' o Axt, e ApT)
es, por definieibn, el veator

*, :
(111.9) X=x- F Voot = CL X up",

izualdaien la que los coeficientes /”,Zk » G« son funciones de
(x?, 76 / homogéness positivas de grado cero respecto de las 4£°

si X ‘pertenece a un campo de veectores, (N'= N'(wp/) |, las

componentes del veetor del campo aplicado en (x‘+dx‘/7§+a/&‘/ son

No(xrdse, prcdp)= X'(xp) 4 gdxr+g//k
¥y 1a diferencial absoluta vale
| £l # 7 i d i
(I11.30) D= Xeess, po st/ J =/§f'):(+ /;k,\fy,/x«+/gg{+ c,[xyd/“.

La fusibn de la metr;e& £;x ¥ la conexibn afin (I11.9) se
efectha de acuerdo con el eriterio de que el mbdulo de un vector
no varia en la translacidn. Se obtienen asi entre Ce 2 1 ¥ Go
las relasciones sizuientes:

2.
ai’[:gjr Ckh_“‘gl'/( JAﬁC,J;L-I—Ci;kﬁ)

2 " " ,
———”f”‘ &, /:A +Ex /;A = T + lieh .

Por lo demhs, dichas Tuneiones son w&l&aqm&am - aparte la enndi«-
eibn de hamageaai dad antes indiosda, ‘™7

(1) ﬁam la ‘!;-eéria de los espacios generalizados, véase, E. CartanIs:
Para la teoria general de los espacios de Finsler, of., Cartanl2]
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Un espacio de elementos lineales caraecterizado por cuanto

llevamos dicho en este phrrafo posee la @atra?tura de un espacio
de conexibn euclides en el sentido de Cartan. Y

. 284~ Finalmente indiecaremos que
%&ﬁ;(z) de toda variedad V. + concebida como soporte de elementos
linesles, se puede hamcer un espacio de elementos linesles dotado
de una conexibn euclidea vineulsds intrinsecamente s 1a funcabn of
de un probleme de variscibn de la forma (111.7) plantesdo en V.
las condiciones que impone a la conexidn, eu n&msra de eina&,(g)

» conforme ha demostrade Caxew

*

conducen & los siguientes valores de Ze, Tiw, Gl
o, - 2°F ' Cop= o 2% _ 4 2°F
i aptopl 2 opt T L opiypiyt
(I11.11) , !
. Y 2&; 382' r 6,r ~
Forn=§ /%8« 282254, Chr s = o s — Gur 28
. i
i
s
) 2 o
\\?ka,.(xf”%fﬂ,.UA”_:E?/&%}f.fo j.u&p?jz
¥

G = G o™ 26, - 9"7”‘“7#“2{

W ex”

La distancia os entre dos puntos de Vo, oxt ), (x%e oty
préximos, centros de dos elementos lineales [x¢ P, (xir et e sy,
definide como mbdulo del vector infinitesimalﬁgglieada a8 x5 4% yale

. ; 2 ; :
a/.s-_—.l/rgi,x, (X%, f2) Ax7 ox® ;3—%* Ay ” )

En particular, si ¢ ¥ #° tienen igual direceibn y sentido, s

€>0)ys por ende, )
= .?_Z;Z; & = 7 4l /_— Z ¢ _ a ,r,.
Y G F P T - i g 5

de acuerdo con (III.8),

4

*/, infinitemente

(1) Gar"kan, [2] § 3, pg. 5; of. teambién, Cartan [3] , Cap, IX y X,
{2) cartan, [2] pgs. 10 y 11,
(3) A, de Mirs Fernandes las reduce a tres ("Assio

matica degll spa-
zi 41 elemento lineare®, Portugaliae Math., 1941, 2, 7-12).

"\’?
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Llzmaremos gspseio de Finsler asociado al problema de variaw
eibn (III.7) al espacio /. de elementos lineales estructurado por
la conexibn eud fdea (III.11) subordinada a la funeibn o(x<ss/. <

Bonsideremos en particular las geodésicas de un tal espacio.
Es sabido que de una geodbsics cabe dar dos definiciones, métries
la una, afin la otra, Geodbsica en el primer sentido 1o es toda
linea de longitud estacionaria. Se entiende por geodésica en el ,
segundo sentlide una 1inea tal que todos sus vectores tangentes son o
paralelos, 2 veotores gque, en el espacio de Finsler, se suponen
aplicados al elemento lineal que definen., Desde el primer punto
de wiste y referidas al parfimetro s , a la aboisa curvilinea, son
las integrales de (IZI;&*}, sistemas que podemos eseribir ahora,
en viriud de (III.11),

2.7 7 X""
gy GE+ 2 (x &)= 0, #'= %
o bien
(:113.,12): %’;M’(x,g_; = 0.

Consideremos shora uns linea geodbsica en sentido afin y refirf-

moslaun parbmetro ¢ oualquiera, Bl vedtor tangente ;%é=§%i, cuyo

elemento de apoyo es el (x% 47/ , tramsladado al elemento (x%p’<t,
S+ pd¢) tiene como componentes (ef, II1.9)

%’\;:%J_ /;i(—/b’/bk;{f —Cji%’%’kﬂ/f
gt o 2,

=

(1) Para las relacionss entre el cllculo de variaciones y 1los espa-
cios méiricos generales, ¢f. por ejemple, el articulo de L., Kosch~
mieder, "Die neuere formale Varistionsrechnung" (Jahr, der Deutsch, |
Math, Verein, 1931, 40, 109~132), en particular pgs. 113 a 124,

Es menester adveriir, con todo, que se refiere a la conexibn afin
de Bermwald en tales espacios, (Bermwald, pg. 45), no a la mls gew |
neral de Cartan, |

(2) Es esta la definicibn general de geodbsica en un espacio de |
conexibn afin y no la que dan algunos sutorés, Brillouin, por ejem-
plo, Dur=0 , donde «? es el vector tangente relativo a un cierto
parémetro (parfmetro afin),

(3) Cartan no estudia las geodbsicas desde este punto de vista.

La finica relacibn gue utilizamog aqul y que no hemos demostrado en
lo gue precede es la 4/ - 2% (ef. Cartan [2]) , pg. 16,
ec. X), Todo lo dembs se deduce de cuanto venimos diciendo,
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Por otra parte, el vector tangende en (r‘~s'l) s el SErplAl .
31 ambos vectores, asociados al mismo elemento lineal,; han de ser
paralelos, debe existir uns funeibn @4/  tal gque

Wé-_— A= pl) AE,
pre gt

de donde
(111.13) %Q L6 p)= 4ty s+ 0 bien, f’%‘;%" ¥; 2 J js’ézjyfé/.”

Eate en, pues, el sistena Ge ecusciones diferenciales de las 88 Oue

désicas comc linecas cuyas tangentes son paralelas entre sl. Introe.
duzecamos en vez de T otro parfmetro cualguiera o=cr¢é/ 3 un chle
culo fheil conduce a la ecuaoibn transformada

§§;& Jé[xcﬂ/}d/ /ﬂﬁﬂ%ﬂ-—r

Basta determiner o c¢on la condieibn

t pu .

Ly ey o ) () A%

W/d&f—,—@’p =0 .. a=6;+@/efff” ol
. 4

]

(parfmetro afin) pars que el sistema (II1.13) se convierte en el

,&
;'//0‘£+42§/X //_.
es deocir, en el (III.12). Ambas definicliones son, pues, equivalenw
tes y o3 obvio que entre o y s debe existir una relacibn de la
fﬁ}m& T =a+hbs.

29.~ Con esto queda demostradc lo que repetidamente venimos
anunciando: a cada lente electréniea resultante de la superposi-
eibn de un canpo elbetrico y de un canpo pagndtico estéticos corres-
ponde un espacio de Finsler univocamente determinado, al igual que
a oanda lente electrbnica de tipo elbetrico eorresponde un espacio
euclideo~conforme, 4 &ste se reduce precisamente aquél. cuando A=0
en tode el dominie ocupado por la lente; basta, para verlo, con
hacer en (II1.2) 4 =0 (i=1,2 ,3}( 1) La funcibn deterninante de 1s
métries fineleriana es la (III.2):

(XIX02) (% 451 = o= b) (b 1) Y T — 4 7,

funeibn que, evidentemente, es homogbnea positiva de primer grade .

éﬁ; Siamﬁra paﬁemes suponer A= 0 euando no existe campo magnétiea,
1:) sirﬁunstanaia gsta que tiene sentido fisico.
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respecto de las %”' , pero no simplemente homogénea., las geodési-
cas e ecte espacio son las trayectorias posibles de un electron
gue penctra en el campo de la len'te. Sus ecuuciones Hn invariane
tes de la transformacibn A = A + i lo que corresponde al hecho
de estar definido el potenecial veetar 7 salvo bn gradiente adltivo,
que deberf serlo de una funcibn armbnica si a 4 se na impuesto

18 condicibn de Lorentz (div/=2 en el caso esthtieco),

Al contrario de 1lo que sucedfa en el espacio euclideo~conforme
de una lente puramente eléetrica en la aproximacibn no-relativige
ta (§ 15), la estructura del espacio de Pinsler de une lente elec-
trbnice del tipo (¥, 4/ canbia en general alvmeter &sta a una
transformacibn ‘

x"—»é X ,7_.,/257,
¢~l/a—» ’é,,[{é'//o/, ;7-7/47,

en la que %‘ . A ’ /A y %j, son constantes positivas, incluso
dentro de los limites de aquella aproximacibn, En particular; las
geodésicas correspondientes a campos igusles (-d-7) § a corphs-
culos de 7 distintas (é' #4/ son distintas, y de ahl la posibilidad
de utilizar campos (& 4/ en la espeetwografia de masas. Pero
es claro que la estruectura se conserva cuasndo entre las fé existe

la relacidn
Vi b =4,

4 >
Tanbibn en las lentes ( ¢,// / +walen, pues, cilertas leyes de semejan-
Z&, pero son menos amplias que la s correspondientes a las meramen~
te elboiricas,'”

30,~ Lo definicibn de lente elbctrdnica (% 4] es en todo m b~
loga & 1a de lente electrénica sléctrica: un dominio &, del espa=
elo en que se maniliestan un campo elbetrico, ¢ , ¥y un campo mage
nétice, A’ , los cusles presentan la simetrla de revolucibn en tor= i
no de uns recie (eje de 1a lente). Se closifican atendiendo a la. ‘
trivueibnVael poteneial elbetrico, ¢ , & 1o largo del eje {(cf.
4)e 31 @ es constante {lente eléoirbnica magnbtica), la claw
ificecibn carece de objeto, puss entonces también es constante 1a

m s f"a
-y 5'“‘

¢1) Cf. Briiche-Recknagel, pg. 16.
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velocidad o del eleotrbn {ef. § 11).

Adoptemos en &,, un sistema de eoordenadas cilindrieas

(x*-2 x*=r, xX’=2/ 4 E1 potencial vectior A es funeclbn exclusive
mente de = y de » . Ademhs, dado que las corrientes eléctrices
gque engendren el campo magnbtico earecen de componentes paralelas
al eje de la lente, deberh ser 4=¢ , Finalmente, la can&ieién |
div 7= 0 nos da, en virtud de lo que acabemos de decir, Z=o

o sea, rA =/"A=2Z{z ., Ahora bien, en el eje /=0 ; luego
e J=/=0 , esto es, 4,—0 ., la fnieca componente no nula es la
Aptz, v/ = Acz, ) de forma que (III.2) se eseribirk simplemente

(}’.ILM} F//Xz’)‘fpi/: Vo W/‘-ﬁ@é‘/’#f‘/f’/ﬂ —-/4!‘?'3

Para valores de r suficientemente pequefiosy, 4= r/  puede des~
arrollarse en serie de potencies de r :

/4_‘2 (— {/ /.2k+//l7/(2k/

K/ K+ x/ (k+271 2

en la que A(z/ es la componente = del ganpo magnético en un
punto g&nériea del eje de-1a lente .

De (IXI.14) se deduce para Fixt £/= /o((x‘ 2// la expresibn
(I11.15) .?‘szcr(z"q- Fogrt ) At oGt 2AVE r g |[Fer P rigt |
en la que, por comodidad de notacidn, hemos substitvide las £ por
las variables # 5 r , ¢ 8in gue con ello se pretenda interprew
tarias como derivadas respecto de un pardmetro. En consecuencia
(III 3.6) =oz-Afer %, .g.r?: O'I:—AVU_:F%C., %—ifa-ﬁ/ﬂ/r:fj_ /_4%—'[/2--&4-#44-,»:‘951/

R=\/22+rF2+rigt

¥s por lo tanto,

Ep=0- —4—5@5”‘(%&4""56;’7; ,4-:’4’/;'-537“5? g,jz_/z’;;ré;fz"ﬂbr:‘/,
(1I1.17) 8, =o— /4""‘5,- yf[é‘-/-r‘sﬁ‘/,v Les= -————-—2/;" P+ rY, '

8yy=(o+ A2 é{__/gl—f r2?(3é*+355+2r3¢7,
V4

Las componentes o, del tensor métrieo se reducen, cusl debe ser,

a las (II.11) pers A= 0 » Pero la presencis de 4 &ltera las propie

(1) Bupoh [*] ; pgs 978



-

60«

dades del espacio métrico intrinsecamente asociado a la lente hasta
tal extremo, que las magnitudes metricas no dependen ya del punto
ecomo & tal, sino del complejo punto-direccibn orientada, delele-
mento lineal. Si en un punto del campo se encuentra el electrdn,
existe un elemento lineal, con centro en este punto, que nos apa-
rege gomo privilegiado respecto de las demhs de igual centro: Adquel
cuya direceibn y sentido coinciden con los del movimiento de aguel.

En este sentido, las cosas ocurren como si el electrdn en movimien-—

to determinara- la métries local, For ejemplo, los vectores de ba-
ge &, de la referencia local k(P/ sen ortogonales, siempre ¥y
ablo cusndo el electrbn se mueve en < perpendicularmente al plano
meridisno que pasa por P (i=r=2 g#o/-

Sea (X%, x°) un elemento lineal de &, » El mbdulo del vector
contfavariante X’ de base (x/i’/ vale

) = | B (X, %) KX = oLlx, %/

El vector x‘/J(x*%/.e8, DOT consiguiente, unitario ¥y sus componentes
covariantes son

a4 otF e A 2T 2K
“e = é7”"‘0/0(,)'(/ T LR %X X S T 25 K
8i recordamos, adembs, gque el indice de vegraceibn x/o %, . esth
ligade con o/ por la relacibn
' T, __¢ £yt ! §34
n(es3.) = I/,+'7€’"/(X} x/ (cf )

esto nos dice gue el vector normal 22 4, enel sentido de la bpti-
\ 1 ‘ o
oa ordinaria, (1) gorrespondiente & un rayo luminoso que pase por *7
en 1z direccibn y sentide (¥°/ , tiene la misma direccibn y sentido

que bste (/h+yct<o / Js y& que

on_ e ol _ __¢ 2 c .

— O m —

Xt Vryet o' T fprnct 2%? Voruc®

Al pronto este resultado parece un tanto paradbgico, ante el heche
de que, en la bptica ordinparia, un vector tangente al rayo luminosi
y el vector normal asooiado son distintos, Pero este ser distintol
es consecuencia de interpreter las dos termas (£%/, /%’l/ como ¢
ponentes de vectores en el gentido elemental de la geometria euel

(1) ‘Herzberger, pgs 9-
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dea, En rigor, X° es un vector apalitico contravariante y 22

un veetor analitico covariante * y claro estd que la comparo
cibn de uno y de otro no es pesible sin la introduccibn de una
métriea g, em el espacio; seghn sea &sta, asi serd la relacibn
entre los vectores geombtricvs individumlizades por aguellas ter-
nas de nfmeros, vectores gque juzgamos susceptibles de sstar deter-
minados, indistintamente, por vecitores analliticos covariantes o
contravariantes, En el esquenma geombéirico euclideo, el rayo lu~
minoso es transversal a la superfieie de onda, el vector normel —
de azhi su nombre - perpendiculer a la miema, Tambibn en el esque
ma finslerisno el vector %ﬁ: es ortogonal a la superficie de
onda; pero eon &1 lo es a le vez el rayo luminoso. ¥ la razbn de
ello es obvia: en el espacio de Finsler determinado por el proble~
ma de variseibn J /ol(x ox/=0 , le noeibn de transversalided a que
tste da lugar coincide con 1la de ortogonalidad,

Otra interpretacibn ecabe todavias: en el sistems canbnico que
deriva de la funcibn 7 (§ 25), el impulso conjugado, #; , de la
cbordenada X°  es 4=27 , igualded ésta que se puede escribir

L pF 2t F ik L ok X
F = 5= e ¥ = B =

luego 4 coineide con el impulso conjugedo de X °

31,- En el § 18 vimos que la translacibn de un vector a lo
largo de un elelo infinitesimal subordinaba en el espacio afin
tangente en el punto de partida » una homografia vectorial. 8i
sfectnanos el desarrollo del ¢ielo en este espacio, el clclo en
general no se eilerra, sino gque obtenemos como punto homdlogo del F
en el desarrollo dos puntosy el ~ y el 2  , imagen bste de ~
eoncebido como punto final del ecielo en el esmpuaeio, la amrreépenm
dencie entre el ocuerpo de veoitores en £ y ¢l de sus transladados
a P’ en el desarrolle es el produecto de una translaeibn y una
homografia vectorial infinitesimsl. Para que la primera se anule,
es necesario y basta que mea cerc el tensor de torsidn

Shem (14T,
es decir, que la conexibn afin sea simbtrica, Los espacios riemans

nianos, en particular los @uﬁli&e&«@eniermea, carecen de torsibn
en virtud de la simetria (74/ de los simbolos de Christoffel /7°f

i

(i5 éf;hﬁ'i; ﬁaﬁa.

i
:
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En cuanio a la segunda, sabemos ga que se reduce & la identidad
slempre y sblo cuando es nulo el tensor de curvatura,

Consideraciones enflogas eahe hacer en los espacios de Fins-
lerg(l) salvo que en ellos el ciclo no es un clele puntual, aine

de elementos lineales. La curvatura aparte, nos interesa aqui en

partiouler ia'tarsién, caracterizada por el tensor

z , . (el
Ae= &7 A= L& G

Dade que | &™) +# ¢, la eondieibn necesaria y suficiente para que
¢l tensor de torsidn se anule y con &1 se reduszea & la identidad

la translacibdn ssociada al ciclo de elementos lineales, es que sean
nulas las componentes (.. definidas en (III,11), simétricas,
evidentemente, respecto de los tres imdices (4~4/ , En el espacio
de Pinsler é%m . caracterizado por la funeiéﬁ.af {(11X.14), los
valores de dichas componentes son

//1————/”/5'1’/5’2 /23)‘,. ‘41 = //41/— /V" Zl””y, z:j//— SPZ Sr‘zyy
r Rl 252
Coaz= 34 "Ef/%s—— 0] Cumg i r/ 4 IrE / cm=_zmr 22, grei /
3 ey I g 4231 iy 37‘.?23
SNV G e R

C;és:fﬂﬁr/%’f- 3’”22;”'?7.

La torsibn sblo se anula, pues, en todo o5, cuando es A=0 , es
decir, cuande la lente electrdnica es una lente . , una lente
de tipo pursmente eléetrieo. Pero entonces el espacio de la lente
‘1o es ya un espacio de Pinsler, sino un espacio euclideo-conforme °
gque se transforme en euclideo cuando es <¢=<?§ y €85%0 es, en apmen-
cla total de eampo., Algo hay en el comportamiento del elbetrdn

- e igual diriamoe de otro corplscule cualquiera dotado de carga
elbetrica - que nos evocs esos itres estadios, Imaginemas primero
un electrbn libre; sus trayectoriss, para el observador eueclideo,
son rectas; no hay campo y el espacio es euclideo« Si shora entra
en juego un canmpo eléotrico, las trayectorias dejan de ser rectas
para transformerse en geodésiecas de un espacio ecurve; es el espae

(1) Qartan4Ié]“, Cap. X111,
(2) cartan [2] , pas. 13 y 32.
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cio esuclideo~conforfme que ya estudismos,cuyo tensor de curvatura
es diferente de cero (§ 17). Finalmente, si se superpone sl cam-
po eldetrico un campo magnbtico, las trayectorias son geodbsicas
de un espacio de Pinsler dotado de torsibn y es notable gue, a la
vez, aparezea.en dichas trayectorias, y desde el punto de vista de
observador euclideo, un alabeamiento de todas ellas debido preci-
samente al campe magnbtico, 1

s A e R R AN R R

(1) Pieht, pg. 22 ; Briche-Scherzer, pg. 117.
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