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CONSIDERACIONES PRELIMINARES

Entre los temas maés apasionantes que se ofrecen a la especula-
cion en la esfera de la fisica teorética figuran, sin ningtn género
de dudas, el de la naturaleza de la luz, el de la naturaleza de |a
materia y el de la interaccién entre luz y materia. En los primeros
afios del dltimo tercio dél pasado siglo se habia alcanzado un tan
alto grado de claridad en la concepcién del esquema formal corres-
pondiente, que ello era motivo de legitimo orgullo para todo aquel
que se dedicaba al cultivo de la ciencia natural exacta. Pero-el
esquema se mostro, al correr de los afios, cada vez menos y menos
eficaz para representar los hechos que la experimentacién iba po-
niendo de manifiesto. Finalmente, fué preciso desecharlo,

Dentro del orden de ideas que se acogen bajo el concepto de
teorfa de la luz y para este orden de ideas, los.afios 1900 (teorfa de
la radiacién negra de Planck) y 1905 (teoria de los fotones de Eins-
. téin (1)) marcan dos estadios decisivos del pensamiento cientifico.
El tema- corpuscular empezé a hacerse ofr de nuevo, y, cobrando
cada vez mas y mds vigor, igualé primero y ha acabado por ahogar
después el tema ondulatorio, leitmotiv de la teoria cldsica. No
quiere esto decir que hoy se crea que la luz estd constituida por
corpusculos y se repudie la idea de su estructuracién en ondas. Lo
que ocurre, simplemente—y no es poco—, es que el modelo cot-
puscular da cuenta de los mismos hechos que el ondulatorio.. .V
de algunos miés. Toda teorfa fisica parte de una imagen defermi-

nada y viste un formalismo determinado, -y est4 caracterizada por
uno v otra. El que hoy se conciba la luz como un enjambre de
corptisculos y el aspecto ondulatorio como una traduccién estadis-
tica del comportamiento colectivo de dichos corptisculos, v el que
hoy se haya adoptado el formalismo cudntico, no. significa otra
cosa sino que esta imagen y este formalismo nos permiten predecir
v explicar en sentido fisico-teorético un mayor numero de hechos

{1) 'El nombre original es el de quantum lummoso (Lichtquantum). E! de
fetén es muy posterlor (G. N. Lewis, Nature, 1926, dic. 18).



que se conseguirfa adoptando otra imagen y otro formalismo de
entre los. hasta el presente conocidos (1). Y no hay més. El dia
'qu¢ deje de ocurrir asi, se arrinconaran una y otro'y en paz. En
(el dmbito de lo cientifico 'y respecto de las teorias, el encariiamien-
' to no debe tener lugar. Por lo demds, si en algin caso concreto
{ suceden las cosas de otro modo, lo mismo da: la teorfa en cuestidn
muere de todas maneras. ' '
Ahora bien, hay que confesar que actualmente no existe ningu-
na teoria de la luz plenamente satisfactoria, afirmacién esta ultima
justificada por la existencia de més de una. Todas, eso si, parten
de la imagen corpuscular o conducen a ella y también todas adop-
tan el formalismo cudrntico ; pero en éste caben matices y tampoco
esTo mismo partir de qiie ir a parar a, y en esto se distinguen esen-
cialmente los dos grupos de teorias hoy en boga. De Broglie, por
ejemplo, parte del concepto de fotén como complejo de dos cor-
pusculos elementales y construye un formalismo cuéntico al que
debe obedecer la mec4nica ondulatoria del fotén. Heisenberg-Pauli,
en cambio, edifican la teorfa cudntica de los campos, aplican-este:
formalismo al modelo cldsico de Maxwell y obtienen como resulta-
do la representacién del campo electromagﬁético como enjambre
de fotones dotados de las propiedades postuladas por Einstein. Las’
dificultades con que tropiezdsi” ya al aplicar los modelos que pro-
ponen a la radiacién en el vacio, se multiplican considerablemiente:
al estudiar las relaciones entre materia 'y radiacién. La aparicidn
de in‘tegrales o series divergentes es un rasgo ccmin a las feorfas
cudnticas del campo electromagnético e incluso de otros campos (2),
“dificultad a la que se afiade la tan debatida cuestién de la energia
propia del electrén. Pero, sea como fuere, hay una amplia categorfa
de fendmenos a que son aplicables y es de esperar que finalmente
se liegue, valiéndose quizd de nuevos métodos mateméticos, a una
teorfa que venza y supere aquellos obsticulos. ‘

{1} "Adn més radical, escribe Dirac refiriéndose al electrén (Classical theory
ol radiating electrons, Proc. Roy. Soc., 167, 1938, 148-169) : «Our aim.. wiil
be -not: so much to get a model ‘of ‘the electron as to get a :simple scheme of
equations ‘which can be used to calculate all the results that can be obtained
from. experimerit.» (p. 149), v ‘sigue algo mas adelante (p. 155) : «Such a model
(del electrén) is hardly a plausible one according to current physical ideas but...
this is not an objection to the theory provided we have a reasonable mathe.
nratical scheme.n Conste que es un fisico, no uh matemadtico, quien asi se
expresa. '

(2) Cf. Wentzel, p. 34 y Dirac, «The physical interpretation of quantum

mechanics» (Proc, Roy. Soc., 180, 1942, 1-40). En uno de los apéndices expone
su nueva electrodindmica cuéntica. ’
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No cabe dentro de una introduccidén tratar con cierto detalle ni

‘tan sélo lo esencial de cuanto acabamos de indicar. Es necesario,

pues, elegir. Y no por ningtn otro motivo, sino por ser facil de
resumir sin perder rasgo fundamental alguno, elegiremos como
ejemplo la teorfa cudntica del campo electrqgagnetlco debida a

Hemsenberg v Pauh limitdndonos al comportamlento de\ aquél en

el vacio. \)/i (b

I.—LA FORMA CANONICA DE LAS ECUACIONES DE UN CAMPO

Desde el punto de vista de la fisica clasxca en el sentido de
no-cuéntlca, es dec1r, comprendlendo tamblen en ella Ias ‘teorias |

‘ciones reales U, (x., Y, 2, t) (a~l, 2, ...;v) cuyo dominio de existencia

es una cierfa regién del espacio-tiempo. He aqui algunos ejemplos
de elio : El campo gravitatorio en un punto del espacio-tiempo esta
caracterizado por los diez potenciales de Einstein ga(x', x* x3‘x) |
(1), siendo gzk(x) un tensor covarlante de segundo orden simétrico.
En la electrodindmica de Mie, el elemento fundamental es el vector

[

‘@), que corlesponde al potencial del campo clectromagnético, cu-
vas componentes en un sistema localmente galileano son :

By=—A, B,=—A, b= A, &=V

(xlj\xzy «°, QC“)*: (%, 9, 2, ct),

donde 4 es el potencial-vector, V' el potencial escalar y donde se
ha supuesto que la expresién del cuadrado del intervalo respecto
de la referericia local es ‘

ds?=c* dlc27dx2._dy2—d22

(1) En todo lo que slque, salvo indicacién éxpresa, los indices i, §, %, ...
variardn entre 1 y 4, los a, 8, y, ... entre 1- v v, v los indices #, s, #, ... entre
1y 3. Adoptamos tamblén el convenio de Emstem un indice que en una mis-
ma_expresién formalmente monomia aparece -en posicién covariante y contra- '

variante indica que debe sumarse respecto de &l -

W;ﬂ . ./»Mf

e



de suerte ‘que, en dicho punto,

-1 0 00

~ 0 -1 00

@ =N 0 0 —1 o
0 0 01

"Si el espacio-tiempo es plano en la regién del mismo que se consi-

dera, estos valores de las Za Se consérvan en toda ella eligiendo
convenientemente las referencias locales, subordindndolas al sis-
tema de coordenadas galileano. Las componentes &, hubieran sido
(A, A, A, =T) de haber definido el cuadrado del intervalo por
ds?=dx? 4 dy? 4+ dz* —c? dt?. Aunque ambas definiciones se encuen-
tran, en la literatura relativista, la primera es la mis. a menudo

-adoptada v a la que nos atendremos. Recordemos, ademés, que una

referencia local es galileana cuando: 1.°) corresponde a un sistema
de coordenadas en el espacio-tiempo .geodésico en el punto que se
considera (origen de la referencia local); 2.°) los valores de las S
en dicho punto son los valores galileanos (G). Se puede demostrar
que en cada punto del espacio-tiempo cabe definir infinitas referen-
cias locales galileanas, pasdndose.de una de ellas a cualquier otra.
mediante una transformacién de. Lorentz (cf.;, por e;emplo, Eddmg- ‘
ton, pag 80). Pero sigamos con nuestros ejemplo

En las electrodindmicas que admiten el gTupo de las transfor-
maciones de contraste (1), esto ‘es, aquellas que son mvarlantes
respecto de toda transformacién de la forma

. AT
(I) R,
+ ?at

-

cualquiera que sea el escalar U, por ejemplo, la de .Born-Infeld
v, en particular, la de Maxwell, lo que en rigor caracteriza al cam-

(1) Acerca de la invariancia de contraste y la indeterminacién del poten-
cial ®@;, cf. de Broglie, 1, pag. 14, Opina que si bien del estudic de lps fenéme-
nos mecanicos en los que sélo intervienen los campos no se puede deducir uni-
vocamente el potencial ®;, acaso no sea imposible que ®; sea una magnitud
fisica que posee un valor determinado, e indica que la mecédnica ondulatoria

“del fotén parece conducir precisamente a este resultade. La indeterminacién

teaparece si la masa propia del fotén es nula (vol. I, pag. 162).
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po es, no un conjunto de funciones, las @, sino la funcional, mejor

dicho, la funcién de linea

@[Ol;sﬁ@iczxi.
-

" Sin embargo, también este caso estd comprendido en nuestro es-
quema, pues cabe substituir ®[C] por sus derivadas, las cuales
son funciones en el sentido ordinario:

¢®L dxi . )
¢ o0, 2,

Cfa@) = lim L e S0 '
T T s A S CEA

En estas electrodinamicas lo que define el campo es el conjunto
de las seis componentes independientes del tensor covariante an-
tisimétrico fu(x), componentes que en un espacio-tiempo plano, o
relativas a un sistema local galileano, toman la forma

T T (fae fav f1z)=';B). (f143 fos fod=—E,
donde :B es la induccién magnética y E el campo eléctrico (cf. §7.

Las funciones ,(x), claro estd, no son cualesquiera sino que :
deben satisfacer a ciertas ecuaciones entre derivadas parciales, las
ecuaciones del campo en cuestién. Y es un hecho que o estas ecua-
ciones se han derivado desde el primer momento de un principio
de variacién o, cuando no fueron obtenidas originalmente de esta
manera, se ha procurado por todos los medios conseguir deducir
las ya establecidas a partir de un tal principio. Casi huelga decir
que el origen de esa confianza en que las leyes- naturales reconoz-
can su origen formal en un principio de estacionariedad se encuen-
tra en la mecénica de Hamilton-Lagrange. Pero hay que recono-
cer que se trata sélo de una creencia, de una moda si se quiere,
pero no de una necesidad ineludible de que asi sea. Por ello no
han faltado las criticas contra una tal posicién. Sea como fuere, el
hecho es, repetimos, que las teorias clasicas de los campos quedan
comprendidas en el siguiente esquema.
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: 2d b | 4. .

9.—Sea ¢ |4 e P a_ﬁ , una densidad escalar

q/ s oy Q y b = .
{1 a x" LR/ ) TO a t

que no ‘'depende explicitamente de las coordenadas x"(r=1, 2, 8) ni
del tiempo, pero si de las funciones ¥, y de sus derivadas de primer
orden espaciales y temporales. La llamaremos indistintamente den-
sidad de accidn del camipo v, o funcidn de Lagrange diferencial.
Sea D un dominio espacial y (£, ¢”) un intervalo temporal. El
escalar » o

LN ) 9(1_) . v
1.1 - A:[ cztf Q(d) y — >dw(dac=dac1dx2 dacd)
J D R ,

es la accidn del campo (electromagnética, gravitatoria, etc.) en la
regién -D entre los instantes ', t"——mds exactamente, en la corres-
- pondiente regién, R, del espacio-tiempo. Consideremos la varia-
cién 34 de 4 que resulta, para R fijo, de variaciones 3y, (%, 1) de
las ¢, (%, 1)

b, (@, 1) — b, (@, 8) 4+, @, 1
nulas en la frontera de R, este-es :
B, (@)=0 . <<
1.2 : .
[ . ] P, 0], = [0, @ 1], =0,

donde S es la frontera espacial de D. En estas condiciones, escri-

3d;
o

biendo para abreviar ¢ en vez de ,
Tre L

£ (é) - )

CEY L 30 -\ .
B = . . =D - = 3y b N ;=
0 A _[ dt’fD (Q%N“Jﬁwr'a 3.1,a*1‘9<b Otl)?)da"

G @ .
) 2 3 9 2
A B S
v Jp \99, CE et 2, ) °

* T

Impongamos ahora a las ¢,(x, 1) la condicién de que la accién a.
que dan lugar sea estacionaria cualesquiers que sean las 3¢,(%, 1),

(1) Dado que ni las «7 ni t figuran explicitamente en €, no hemos crefdo
pecesario utilizar un simbolo especial para la derivada total respecto de %7
5 de t, aunque de hecho de tales derivadas se trata.
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aunque nulas en la frontera de R; y cualquiera que sea R. Esto
conduce a que las §_(x, {) deben ser extremales del problema de va-
riacion 34:=0, es decir, soluciones del sistema euleriano

°og 9 9% o 3¢

[1.8] =0

ob, v 2%, et 2d,
para todo valor de x', x? %%, t. Claro estd que si prescindiéramos
de la segunda condicién—de la arbitrariedad de R—las [1.8] de-
berfan quedar satisfechas sélo en R. Las ecuaciones [I.3] son las
ecuaciones del campo ¢ (x, t). Se ve desde luego que, cualesquiera
que sean las funciones y(¢,), las ecuaciones [I.3] se conservan en
la transformacién

e I ST

La contribucién de las \* al valor de A se reduce, en efecto, a una
integral extendida al contorno de R vy, por consiguiente, el valor
de 34 para variaciones 3¢, que cumplen [I.2] queda inalterado res-
" pecto del que corresponde a £ y con él las ecuaciones [1.3]. Por
otra parte la comprobacién directa es facil: se tiene

oAt

“ ' OF o oy
¢ ‘ £ 20, Vit
d PF 22 Xi . 4) 0% axi
. X 0’ - )
3 d')a 4 d‘)a @ (PB # 0 q’z‘a 2) d"o:
de donde .
50 3 E % '_ 22 /1, b 2y . b =0
b, duai agbm> 29,94, i 39529, if

v esto cualesquiera que sean las v, (%, 1),

Dado que € depende sélo de las derivadas parciales de primer
orden de las ¢, (x, 1), las ecuaciones del campo son ecuaciones en- .
tre derivadas parciales de segunde orden como’ maximo (1).

(1) Aun cuando @ depende de las derivadas parciales de segundo orden,
. caso ‘éste. que no hemos considerado, puede ocurrir que el sistema eulériano

que se sigue del principio de variacién § fgdf=0f sea.de segundo orden. Tal
ocurre en el campo gravitatorio seglin la teorfa de Einstein, Los potenciales
(l G—l)V———gd:, donde A

g son extremales de la accién gravitatoriaf
) R
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3.—Las ecuaciones [I.3] pueden escribirse en otra forma que
pone de manifiesto la analogia existente entre las ecuaciones del
&cam,po y las ecuaciones de Lagrange de la mecanica analitica. Ella,
S’aademés, nos conducird a la forma hamiltoniana de las ecuacio-

nes [1.8], una vez obtenida la cual el prdceso de la cuantificacién -

del campo tendrd lugar siguiendo el comocido proceso de la me-
cénica cudntica puntua Sea L(1) la funcién de ¢ definida por

4 fs: ar b b ) d

v a la que llamaremos funcidn de Lagrange por el motivo que se
vera més adelante. Para D fijo, eventualmente todo el espacio, L
es funcién de t una vez fijadas las funciones ¢ , (%, 1), sean o no so~
luciones de [T.3]. Pero con51derada en su dependen(na de cuéles
sean éstas, L es una funcional de las Y,

L=L[s,]

Y t aparece como un parametro. Atribuyendo a las y, variaciones-

3¢9, nulas en la frontera S de D resulta:

.
D

v, por consiguiente, si representamos por el 51mbolo
0

¢ 2 ae aQ
— —— 3
Crar s oo R T L

\

la deriva-

cion funcional tespecto de U ¢
3 L 3¢ ] 2¢ b e -
. = — - = (1).
I-5] 3, 3, 990"(34)“1), by 3, b

es la constante césmica, G el escalar de curvatura del espacio- tiempo
(G=g™"Gg) y g=||gall. El correspondiente sistema eéuleriano son las ecuacio- .«
nes de Einstein para el vacfo:

Sik

1 | .
Gik'—_("z'" G“)\)gik:() S Gy —hgy =0,

ecuaciones que, evidentemente, son de segundo orde. (Cf. Eddmgton pag1—
nas 82, 139.)

-{1)" Entendemos aqui derivada funcional en el sentido de He1senberg-Pau—
Ii (p 4). Este concepto  corresponde, salvo un factor M —g, al de derivada
hamiltoniana, segin Eddmgton (p. 139), del escalar (—g) H ¢ v al de derivada
variacional de @, segin de Donder.

Conviene tener presente esta diferente termmologfa v notacién entre los

'

|
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Con esto, las ecuaciones del campo ¢, [I .3] toman ia forma

(1.6] | d <81.; >— °L .

) \,‘b
9t \ 04, 09,

Es facil ver que, cuanda existe,

3L . Ly, ed = LY,
5D = lim : :
2% famzx

D)

para 8¢,~—>0"y cuando D(P), tnico dominio en el cual es 3¢,
2y
oL

9d

+0),

tiende a reducirse al punto P. La derivada funcional , que es

a
una funcién en el sentido del anilisis elemental, toma entonces el

valor-que le cof1esponde en el punto P.

El problema de la determinacién de las ’runc1ones b, (%, 1) a par-
tir de las ecuaciones del campo [1.3], [1.6] presupone, con vis-
tas a la unicidad de la solucién, el conccimiento de ciertas condi-
ciones adicionales (datos). Se suscita aqui toda la cuestién relativa
_a cudndo un- problema de ecuaciones difercnciales estd bien plan-
" teado (sachgemiges Problem (Courant-Hilbert, p. 176)), de forma
que la-“solucidn exista, sea tinica y dependa por modo continuo de
los datos. Los problemas a que da lugar-el estudio del equilibrio
de un sistema fisico son de tipo .eliptico (p. . e., la ecuacién de la
electrostatica) y los datos correctos son condiciones de contorno.
En cambio, los que surgen de la Con51d61a010n de la dindmica de
un tal sistema son de tipo h1pe1bohco (p e., las eéuamones gene-
rales de Maxwell) y estard, en general, bien pTanteado cuando se
den, para t=0, las condiciones iniciales vy, ademas, las condicio-
nes en los limites. Se trata, pues, de problemas mixtos (1). Ahora
bien, para cada tipo de campo las condiciones de contorno son

varios autores: -;—f— (Heisenberg-Pauli)=y/ —g -%M (Eddington)= £
(de Donder), (deriri’;la funcional de L=y g (deri{frada hamiltoniana dr/e
V% ) =(derivada variacional de £).

(;) Para un estudio detallado, ¢f. Courant-Hilbert, cap. T1II, § 7.
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genéricamente las mismas (1), independientemente de las condicio-
nes iniciales, por lo ‘que es muy frecuente decir que el campo
b (x, t) que obedece a [I.3] estd univocamente determinado por
estas Gltimas, es decir, por los valores ¢,(x, 0), Ug(x, 0), sobre-
entendiendo, pero, qué se conocen ya las condiciones de contorno.

4.—Esto Sentédo, recordemos que en mecdnica analitica el és-
tado de un sistema dindmico holénomo se define en cada instante
mediante los pardmetros g, en ntimero finito (coordenadas gene-
ralizadas de Lagrange en el espacio de las configuraciones), y sus
derivadas respecto del tiempo g» v que cualquier otra magnitud F

ligada al sistema es una funcién F de ¢, ¢, v eventualmente del

tiempo :

F=Fig, ¢, t)-

E! conocimiento del estado de un campo en un instante £, en

cambio, exige el conocimiento de los valores de ¢, v ¢, en cada
punto del campo y para dicho instante. Y asi como el estado de
un sistema holénomo en un instante ¢ es una funcion de las ¢; y

de las éi, el estado del campo;en un -instante ¢ es una funcional de

las ¢, y de sus derivadas temporales. "Jo Pero es el caso que estos
dos estados de cosas no son tan -dispares como podria parecer en
el primer momento. Supongamos, para simplificar, que el dominio
espacial en que las ¥ (¥, f) no son nulas es finito v descompongé-
moslo en pequefias celdillas paralelepipédicas congruentes de vo-
Tumen Av=Ax'Ax?Ax®. En cada celdilla elijamos un punto P, de
coordenadas (I, m, n), y definamos Ja celdilla por los numeros
(I, m, n), coordenadas del punto P correspondiente. Evidentemente,
el conocimiento del estado del campo que resulta de poseer, para
cualquier valor de t, los valores f;a,hn,lz%(l, m, n;1t) no es comple-
to, pero si tanto mas aproximado cuanto menores sean las celdillas
en que <e ha dividido el espacio. Con esto la dependencia de di-
cho estado respecto de Jas 4,(x, t) se substituye por la dependencia
respecto de las variables Y, 5. que son funciones solo del tiempo.

"Con otras palabras, el campo- aparece, desde este punto de vista,

(1) Asi, por ejemplo, el campo electromagnético en el interior de un recinto
cerrado limitado por paredes perfectamente reflectoras, debe ser tal que la
componente normal en la pared del potencial vector sea nula.
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~ como un sistema holénomo, con un ntéimero muy grande de grados

de libertad, cuyas coordenadas de Lagrange g, son las variables
b, e Y al 1gua1 como la evolucién del sistema holénomo estd
dada por g;=q(t), la evolucién del eampo lo estd por Yy, mm=
=4, ma(t). Ese concebir las funcionales como limite, en un sen-
tido heuristico, de funciones de gran numero de variables es algo
sumamente frecuente en las cuestiones de andlisis funcional (1).
Todo ocurre como si las 4, (%%, x%, %% 5 1) se considerasen como coor-
denadas ‘generalizadas de Lagrange func1ones sblo de t, caracteri-
zadas por los indices o (discreto) y «', %%, %° (continuos), y el cam-
po como un sistema holénomo con infinitos grados de libertad, tri-
plemente infinito no-numerable. Por supuesto que, en ese orden de

ideas, las funciones ¢, = 5 i se consideran como limite del co-
ctente de diferencias : _‘x . '
* -
Yo, 1, mn Yo, tmn
N =
Vi, nn At T
y anélogamente d‘)20!,lnm’ d‘)3a,»lmn'
Sea, por definicidn,
0 d -\ =
L ((‘)(Z, Imn’ \‘)0:, lmn)
e :
b et ¢ . .
Vi, L+, ma Yo, Im 3
_ (141, Yo, ; Aol Ag2 A S
Z Aalnm, A ooy by ) A% AXY Az
1, m,n

la funcidén de Lagrange del sistema-campo, es decir, del sistema
holénomo con un ntimero finito de grados de libertad cuyo com-
portamiento” coincide aproximadamente con el del campo U, (x',
a2 «3; t). Las ecuaciones diferenciales de lLagrange correspondien-
tes se escribirdn :, '

d 3L 3L

.61 7Ry S

T, lmn T, Inin

(1) Cf., por ejemplo, P. Lévy, .Le}cons d'Analyse fonctionnelle, pag. 6.
Gauthier-Villars, Parfs, 1922.
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Introduciendo los momentos conjugados =% ™", definidos por

oL

[I 7'] A v ‘E% tmn — : <1>
— "i)a, Imn
v la funcién de Hamilton
by 2 T N A "‘ N j
[1'8 ] 'H(\‘)d,lmn’ T ):Tt ‘f/.,lnm'/'\v L ((‘)a,lnm’ “)a,lmn>

se obtiene la forma candnica de las ecuaciones del movimien-
to [1.6]: :

iy 2 H

FAp-d —

\ v Yo, linn Py

1%
Ly .
[ } Av- Oy e oH _ 2L
e b 3
o, lmn va, inn

Imaginemos ahora que la divisién en celdillas del dominio es-

pacial -D es cada vez mds y més fina, de suerte que, a la vez que
el ntimero de celdillas tiende a infinito, cada una de ellas tiende

a reducirse a un punto. La funcién de Lagrange del sistema-
“campo [1.4'], tiende-a la funcién de Lagrange del campo

- ) 'ad) Y
A N L ] Tee
L[4, 4] fz( e,

) D

. . aL ) . . : o, lmn
la derivada ————, que define el impulso = ,
) ’l)a,lmn ‘
a7, 2
o L _(22)
e ‘-)(Z,lnm ¢ ’AJG. mn
: U y o 2L '
—donde, para simplificar la notacién, hemos escritof —=—] en vez de
' Pe lmn
b — & .
K] Yo, I+, mn Lo, lmn ,
eg (‘Jd.,lmn, Al vt l‘)a,lmn,>
3d
o, lmn

(1) Evidentemente, la presencia del factor constante Az, introducido por
razones de convergencia, no altera enenada el razonamiento clsico, pues
equivale a descomponer el momento ordinario en el factor numérico Av y la

., lmn

variable = y Hamar momento a esta ultima.
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es tal que

* . . N
Oy Imn 1 ( aJJ ) — 92 ’ O“L
/ Imn

i .
s A A A
Av \ 2y, - © P 0d,

y el segundo miembro hay que tomarlo en el punto (x*, %%, %%) a
e L

que se reduce la celdilla (I, m, n) ; la derivada varia de
acuerdo con - ) - d?r/., D
28\ (22
1 3L (32 _ ( ° ﬂ)l ( S >z-.1,-,,,,,
Av 3 d"a, Tnn B (3 b, )lmn Azt
AN AN 3g\ (8¢
B (GQ)M >lmn ( 94}2« >l—1,mn . ( 94)3(1 )bnn ( 8({)3a )l—l mi.
Ag? : Ax?
o oL e 3L _ 3L
9¢a——9wT<9%ﬂ)~"99a'

En cuanto a la funcién de Hamilton [T.8'], se convierte en la
funcional : '

T @
8] H(s,, =)= [
. . D

oL
3 dy

b =2 (b, b &02dx,_6¥-ag)
7

173 Vo) Torg? _Sd;
To

que resulta de integrar la funcién de Hamilton diferencial

(¢4 [ . 5
"\ = —_ o !
Y= b, = L(h, 2 Oa )

L8] H (b ¥

ro?

y las canénicas [1.9'] pasan a ser

o bH 2%
\'” 3 %’
[1.9] ., > H a5 @ %t
T = — == — _— " y
\ 84, od, CEA 2'{”1

puesto que
1 2H (3%) 3 O H
provey 8 _% "

tmn

A v 2 da, lmn Ia 2 7:7' B T,/
1 _°H (aﬂ 2 3%) 39 3 33 _2H
- — ; — ==
23 4 g o 4 24 AL A N
A v 0 \?Oi,lnm d L‘)a 2 x ° Yrd / nn © ‘)’1 cx ¢ ~)]-r/_ 0 7)(/2
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Las ecuaciones [1.9] son, por definicién, las écuaciones cano-
nicas del campo y, caracterizado por la funcién de Lagrange di-
ferencial ¢ o por la de Hamilton H dada por [I1.8]. Constituyen
un sistema de 2v ecuaciones entre derivadas parciales de primer
orden respecto de la variable f, las cuales permiten determinar las
funciones ¢, v los impulsos o momentos conjugados =” cuando se
conocen, para t=t,, los valores de unas y de otros en todo el domi-
nio-D, aparte, claro estd, las condiciones de contorno.

5. Cuanto precede no es una demostracién, ni pretende ser-
lo—¢ demostracién de qué ?—, pero muestra el porqué de los con-
ceptos que se introducirdn y de la importancia de la funcién de
Hamilton diferencial 3 . EI lector -que sienta un cierto malestar’
ante los pasos al limite que nos han conducido a [1.9] pueden ra-
zonar de la siguiente manera: Introduzcamos la transformacién

de Legendre entre las variables La y =* definida por

—-ﬂz——”:t@)
3,3 ||

=) qué lo estd por

7% = ———b——a’.g ' (
2 9y

v la funcién FH(b,, ¢,

2 g 2L
&Gf — =2 -l _ — =
AaH=x"dd, +b d= 30 dd, 5 ddgw_ vy db, =
H P T
3¢ og
=b dn = db, — —dd,
o 9{0‘ o aq)ﬂy [4
de donde
3K b OH g 3FH 2¢
2% e 2d, 3, g, db,

v basta substituir en las ecuaciones [1.6] para obtener, junto con
o

b, = —-, las ecuaciones canénicas [I.9]. Pero si ahora le pedi-

I
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‘mos que considere como energia del campo en un instante ¢ el
valor. de la integral

{£.8] -H(t):/fi{(a (2, 0), % (=, t) % (x, t)dx

donde b (x, Z‘),Qx’/- (x,1) son soluciones de [1.9], nos preguntard
por qué se elige esta expresién y no otra cualquiera. Esperamos
que el razonamiento que precede se lo hard ver: [I.8] es el va-
Jor de la energia del sistema-campo, es decir, el valor aproximado
de ld energia del campo; y en cuanto a que el limite de [I.8']
e.s,/[ .8], cuando existe, no cabe duda ninguna.

- Quedamos, pues, en que [I.8] es la energia del campo rela-
tiva al dominio D (fijo) y en el instante ¢. La derivada de esta ener-
g’a respecto del tiempo se expresa como flujo de un cierto vector
densidad. Se tiene, en efecto, como consecuencia de [I.9],

1 OH o :
a0 Lo (2R R R PO P
(Z?f‘ an’a 'ra 70
@
:¢ aﬂJLMdcz—é §'N.do
CR I -
_ s b : 8
donde~N son - las componentes' de la n01ma1 exterior (umtarla),
ds el elemento de superficie v
ol NSCE: S SN L 2

39 T 8y v

Tro

la corriente de densidad de energia (1). La ecuacién [I.10] {ra-
duce la conservacidn de la energia del campo: el aumento de ener-
gfa en D por unidad de tiempo es igual al f flujo entrante de ener-
gia, por unidad de tiempo, a través de la frontera S de D. Si D .
comprende todo el campo, la integral de superficie se anula para
‘todo valor de ¢ y el contenido energético de D es independiente
del tiempo (2). La ecuacién de conservacién [I.10] puede escri-
birse también, en forma diferencial,

: ) -
[1.107 —£?+dw5=0

(1) H es 1a densidad de energia, puesto que J{ dx da la energia contenida
en el elemento de volumen dx,
(2) La convergencia de dicha integral implica una tendencia a cero sufi-
cientemente rapida del campo cuando D es el espacio infinito. En todo caso,
“esto serfa una de las condiciones de contorno a que antes aludimos.
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Finalmente, la integral

1.12] G () = — [Ia¢ iz

o
D

puede considerarse.como la componente 7, en el instante ¢, del im-
pulso total del campo relativo al dominio D. Calculemos su deri-

vada respecto del tiempo. Se tendra, I‘(i‘LOIdandO que =%, 4, satis-
facen al sistema [I 9],

' G, -,
[1.13] -7——f(:- 5ot )
’ D
35 2% 2 o5\ 2%, %%,
:[ J v 8 ! 7 _7‘-_0' 7 dx:
g ed, dx 3 3930_ 2 dx
3 3 .3 (a2 3d,
[ 55-——;,—<rw>~,s(q?‘ o
sl 2 dx @’ dxt\ 9% - "
3 . 29¢ 29,
= [ 5Al(F =y -2 5{) T N,ds
p o o e, dx”
donde hemos hecho
s a5 2%,
_ 73 - ¢ DS L —
(I.14] T, = (="b, —FH)3," 55 aw
Y
) b0 3
P R - R P
aq‘,sa axv S‘Psa Tro

Vemos, pues; que también la derivada temporal del impulso total
del campo en D se expresa como integral de superficie extendida
a la frontera S de D. El impulso total G se conserva, por consi-

guiente, al igual que la energia total H. La ley de conservacién
del mismo [1.18] se escribe, en forma diferencial,

2g. 8T’ a¢
. ! — ——— = — 2 _ — — ]
18] 2=t =0, ( W, = 4:)

Las ecuaciones de conservacién [1.10'] v [I 13] pueden resu-
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mirse en una sola ecuacién tensorial sin mas que introducir la den-
sidad tensorial mixta

beay (G E=1,2,84; at =)

generalizacién de [1.14] al espacio-tiempo. Se obtiene, en efecto,
segun la definicién [1.15] y [1.11], [1.187]

T T T s

) .2 .2 .2 1 N

i (oo T T T L
CC;:; CC; 7:33 -_»i 35

¢S ¢G, ¢G, — K

y las leyes [1.10°] y [1.18'] "s‘e reducen a

T
d xt

ff.16]

La densidad tensorial T, ¢ definida porA.[I .15] 6 [1.15'] da lugar

al tensor mixto 77 ‘= -—,-*, que es el llamado tensor canonico de
> Ak E ;

- —g

energia-impulso del campo Y, que deriva de la densidad de ac-
cién (funcién de Lagrange diferencial) € (b,, 9, b,). El que este
tensor sea o no simétrico, bien sea atendiendo a sus componentes
contravariantes T* o a las covariantes T, depende de cudl sea la
funcién €. Pero si no lo es, cabe siempre fa posibilidad de con-
vertirlo en simétrico mediante la adicién de otro tensor cogre-
diente cuya divergencia sea idénticamente nula. Tal ocurre en el
caso que particularmente nos interesa de la electrodindmica, . caso
que pasamos a examinar someramiente para tener asi un ejemplo

concreto de las consideraciones generales que preceden.

6. Conforme hicimos notar (§ 1), en las electrodinimicas que
admiten como grypo invariante el de las transformaciones de con-
traste, el elemento esencial lo constituye el tensor antisimétrico

30, od,
fio = —"— —%.

, 297 3k

[\
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Dicha condicién de invariancia conduce a que en la densidad de

» . y . 2 ) ;o

accion del campo electromagnético £(®i, ﬂf’)(l), (1, k=1, 2, 3, 4;
Jut ~

x*=ct), no figuren las componentes &, del potencial y a que las

D,

x'L

derivadas

aparezcan en la combinacidén antisimétrica
ﬁik': (Dik - (bki .

Las ecuaciones del campo electromagnético se escribiran, por con-
siguiente, (cf. 1.8)

[1.16] _an ( 92,):0.
; dx* \ 2 By :

Ei sistema [1.16] es de segundo orden respecto de los potenciales
®,, pero de primero respecto de las seis funciones fy. Iste hecho

v, ademds, el ser precisamente [, lo que caracteriza el campo, con-
" ducen a considerar como incégnitas fundamentales y a deter-

minar luego a partir de ellas los potenciales ®;, salvo un gradiente

v Al : . .
aditivo -»—L—, mediante las relaciones
o dx ' _ .
' : do, 3,
[1.17) SRR ACA. SYRL
: LAt 2k
Ahora bien, aparte incluso la cuestién de la antisimetria, las fun-
ciones fz no son independientes, pues de [I.17] se sigue que
deben cumplir las condiciones de integrabilidad :

2o f;k + &l fkrn 2 fmi‘ — 0

[.18
[ ] 3™ 2 xt 2k )

(i, k, m=combinacién ternaria de 1, 2, 3, 4). L
‘Las cuatro ecuaciones [1.16] v ias cuatro [1 .18] son las ecuacio-
-nes del campo electromagnético. La particularizacién de la fun-
cién € nos dard diferentes electrodindmicas. Pero.antes introducie
remos la densidad teilsofial P de-finida‘por ' .

°g _ 9¢ . 2%
2, 3 fi 3f’

(1) Las ®; son ahora lo que llamabamos en general ¥, de modo que v=4
- ¥ Yrg se escribird dy,;, donde ambos fndices varfan de 1 a 4, independientemente




R o
~—— P*, Evidentemente, p", al

—
s

de la que resulta el tensor p*=

igual que fi, es antisimétrico y, por lo tanto, el ntmero de compo-
nentes p* independientes es de 6. Tenemos asi, en resumen, las
ocho ecuaciones del campo, mas las seis ecuaciones [I.19] que
definen p* en funcién de las componentes fy, total 14 ecuaciones.
'Las incédgnitas son en numero de 6+6=12, pero, afortunadamente,
dos de las 14 ecuaciones actian como condiciones -iniciales en el
sentido de que, si se cumplen para t=0, siguen quedando satis-
fechas para >0 en virtud de las 12 restantes. Pero ahora surge
una dificultad : la densidad tensorial candnica- de enurma—lmpulso,
(lefmldq de acuerdo con [1.15], serfa:

CCA - Q ;\)kz _ <?fm (D]”“ .

que ni es simétrica (basta considerar sus componentes contravarian-
tes T¥) ni es invariante en las transformaciones de contraste. Sin
embargo, observemos que ‘ " ‘

2 im im 22
9 (\? (I)'mk) P 0 220 ko
= (Dmk i (Ql J

. ot ?xt 2w

¢s idénticamente nula, el primer sumando, en virtud de [I1.16]

[1.19], el segundo por ser ™ antisimétrico. Es decir, la diver-
gencia"kde' PP, es idénticamente nula y, por otta parte, la den-
sidad tensorial A

Q'BIci - <21'm (I)km + ?fm (Dmk =g ka - ?'m fkm

es simétrica (1) e invariante en toda transformacion de contraste. De
acuerdo con lo que antes indicdbamos, tomaremos, pues, como
densidad tensorial de energia impulso la densidad que acabamos
de obtener, y como tensor de energfa-impulso el tensor

S0l T = Lai—pnfa, (:__1:_Q)
7 V¢

7. Veamos qué forma toman las ecuaciones del campo [I.16]
[1.18] en un punto genérico P(x', »*, x%, x*) respecto de una
referencia local galeliana correspondiente a P v, hecha con esto

(1) No es que sea simétrica en ‘general, pero si en los casos que consi-
deraremos.



— w0 =

la separacién entre coordenadas espaciales y tiempo, introduzca-
mos la notacién vectorial ordinaria. Se tiene, en primer lugar,
(zt, 2% xs, xt) = (z, ¥, ¢, ct)

(®1: (I,)?s (I)Sa (I)4) :(—A@) —’Ayy '—Az‘i V) .

(A=potencial vector, V=potencial escalar), v haciendo

~

(fyer far Fio)= — B, (induccién magnética)
{1.91} (fier fow f34):—E, (campo eléctrico)
%, PP, P = _H, (campo magnético) - -
L (pre, 2, p3)= D, . (induccién eléctrica)

‘ ias ecuaciones [1.16] se escribiran, a causa de la definicién {1.19]
'y de ser en la referencia elegida v —g=1 1),

o

" 2D }
rot H — L D =0, (1=1,2 3
c ot :
divD =0, =4

v las ecuaciones de condicion [1.18] se reducen a-

Ly EC |
rot B + —E— “Jt) =0, (ikm =234, 814, 124),
.3 :

divB =0, (ikm = 123).

Obtenemos asi como ecuaciones del campo electromagnético
unas ecuaciones que coinciden formalmente con las de Maxwell en
ol caso de ausencia de cargas libres. Pero nuestras ecuaciones
se refieren al campo electromagnético puro, esto es, en ausencia
de materia ; luego en el caso general, el vacio presenta una pola-

risacién, considerando ese estado de cosas desde el punto de vista-
clasico.

La susceptibilidad v-la constante dieléctrica del vacio resultan

de las relaciones [1.19] entre H v D de una parte y B v E de otra,

. . . S g
(1) No se pierda de vista que en P las derivadas ——*

% son tedas nulas,
. . . 2w
por ser el sistema de coordenadas elegido geodésico en P {cf. § 1).
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las cuales dependen de la naturaleza de €. En cuanto al tensor de
: energ1a-1mpulso [1.20], la componente T** va]e, como es facil

ver, T*= E «D+L, y el vector —S=c(Ti*, Ti?, Ti ), (cf. 1.15),
- S"\: o f[, (vector de Poynting).

Tomemos, en particular,

VT WIFF—G—1) . L= — o= VITF— o1,
: ~ V g
donde
R |
-I:_Q_fkflk _B2 Ez
1_1—ﬁkf“zk~3>< E

y % es el tensor dual de f; definido por v —gf** =7, (1, k, m, n=
= permutacién par de 1, 2, 3, 4). Un célculo facil nos da entonces,
recordando [ I.19],

cj__ B-@E __  5__ E+GB

Vit F-& V1+F—@’

gue son las relaciones de Born-Infeld (]\ entre los vectores F H,

SR T L

D v B. Si el campo elecuomagnetlco es tal que se puede prescindir
,dev las potencias de las magnitudes f,, p* superiores a la segun-
da, € se reduce a o

szz'VfE-—i—.—F:V?E-—i— W, L= = B

v, adema4s,

H=B, D=FE T“Z%ﬂﬁ+ﬁ%

(1) Born-Infeld, (2), pag. 437.



Es la electrodindmica de Maxwell (1). Esta, por consgumnte, estd
caracterizada por la densidad de accion

Q= _Kj_g_ Fu F%

)

que, en un sistema galileano, toma la forma

——»

, 1 '

8.—No podemos aqui entrar en los pormenores de esas teorias,
tanto mds cuanto que las consideraciones cldsicas que. preceden
son para nosotros ahora sélo la base para tratar de la g\gwanuflca—
cién del campo electromagnetlco, con la que se pondrd de mani-
fiesto. el aspecto corpuscular deJa Tuz. Pero no queremos terminar
este primer capitulo sin subm ar algunos puntos. Primero, que
decir del campo que es pequefio, tanto que valga la aproximacién
maxwelliana, supone una cierta unidad. Las définiciones (I.21)
suponen los campos . referidos a unidades naturales. Del razona-
miento de Born-Infeld (loc. cit., p. 446) v de los resultados expe-’
rimentales resulta que la constante b, llamada por ellos absolute
- field, razon de la medida del campo en unidades convencionales
(C. G. S., por e]emplo\ ala del mismo en unidades naturales, vale
b=9,18. 1015 u. e. s. Esto e\phca que la electrodindmica de Max-
well valga en condiciones ordinarias, pero no en los campos inten-
sos (vecindad del electrédn, por ejemplo). Segundo, que aun reco~
nociendo la importancia practica de la objecidn de Dirac a la teorfa
de Born-Infeld (2), es innegable que ofrece un glan interés el hecho
de que conduzca a una energia propia finita para el modelo pun-
tual del electrén. Finalmente, que tanto la electrodindmica de Max-
I well cuanto la de Born-Infetd originan electrodindmicas cuénticas
I que presentan atn puntos débiles y que el problema debe conside-
" rarse como todavia no resuelto definitivamente.

PR

(1) - Eddington, Born y varios otros autores, espemalmente en Plectmdma-
mica; toman como valor de la energia del campo la componente Th=Te, v

como componentes del vector S las componpnte: T, es decir, valores opuestos

¢ los antes definidos. En lo que sigue nos a]ustaremos a estas definiciones ge-
neralmente adoptadas.
(2) P. A. M. Dirac, 1938.
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IT.—CUANTIFICACION DEL CAMPO ELECTROMAGNETICO

9.—Establecidas ya en forma candnica las ecuaciones del cam-
po ¢, definido por la densidad de accién by s »’La) (ec. 1.9)
el proceso de cuantificacién que nos conducir4 a las correspondien- .
tes ecuaciones cudnticas, es decir, el trdnsito de la teoria clésica a |
la teorfa cuéntica, serd en todo anafogo al que lleva de la dindmica
cldsica de los sistemas holdnomos a la mecéinica cuantica, Recor- /
démoslo brevemente en sus fases esenciales.
Sea .S, un sistema holénomo, ¢,, ..., q, sus. coordenadas genve-
ralizadas (coordenadas del punto representativo de S, en el espacio’

de las configuraciones), p*;, ..., #” los impulsos o momentos con-

jugados, L(q, g,1) y H(q, p,1) las furiciones de Lagrange y de Ha-
milton, respectivamente, de suerte que

2L . oH o :
pa: ag ’ qa': E‘)p ’ » (O(:l,Q, ...,*))
. . 2,
) ) H=yp"q,— L.

La evolucién del sistema estd regida por las ecuaciones canénicas

EY:
4y = 2 p ’
.o P .
P =— QH, :
2q,

de las que se deduce la ley de conservacidn

adH o H
dt ot

La mecénica cudntica émpieza por substituir las variables conjuga-
das (g,, p%) por operadores hermiticos, que representaremos con
las mismas letras (q,, p*), entre los cuales postula Ias sxgumntes
ecuaciones cudnticas de condicidn :

['HF]’ . - 7 i _ a ,_L\ .
- e {QO?QS] Or [pyp] 0; [p,Qo]— U

’l\’




o

donde h es una constante universal, cociente por 2% de la cons-

h

tante h de Planck (h—_—_ 2—-), 3; el simbolo de Kronecker (8 =0
Tt .)

para o¥p, igual a 1 para «=8) ¥ [ ] el operador de conmutacién
[A,B]l=AB-BA.
Consetva, en segundo lugar, la dependencia funcional

H=H(q,, 1", t)

- entre el operador hamiltoniano H y los operadores 4, %, aunque,
~como es bien sabido, no siempre puede esto conseguirse univoca-

mente, dada la no permutabilidad de q, v p* postulada en (E,).
Finalmente, postula las ecudciones cudnticas de evolucion :

Bl =1 (Hg,]. =

Es menester advertir que, si la variable ¢ aparece explicitamente,
debe considerarse como un pardmetro. -Las ecuaciones (E,) determi-
nan 2v operadores g, (¢), p®(1), dependientes del tiempo, #, cuande
se conocen sus valores para t=1,,y cabe preguntarse si los operado-
res asi obtenidos satisfacen, para todo valor de f, las ecuaciones

' de condicién (E) Veremos mds adelante que, en efecto, asi suce-

de, supuesto que los operadores iniciales g, (f,), p”(t) cumplan las .
condiciones (E,). Pero antes estableceremos algunas relaciones, con-
secuencia de (E.), que, no por ser sobradamente conocidas, deja
de ser conveniente recordar aqui en vista de la provectada extension

de esas Cuestlones al continuo.

10.—Sea 4 un operador que corresponde a una magnitud cla-
sica definida por una funcién A(t, G V") desarrollable en serie de
po‘tencias de q,, p*. El operador 4 es, pues, funcién de los opera-
dofes«’ q,, P* y depende, eventualmente, del pardmetro ¢ por modo

explicito. Si en' A(, q,, p*) substituimos los operadores ¢, p* por
una solucién de (F.), se obtendrd un operador funcién de t cuva

derivada temporal A es facil calcular. Se tiene, en efecto,




. :%(zm. 1y P )= Sl g g

) +Yeti( Q‘c...])a . 75 - p'rj )=
:}:é(t)...qa...pg...-'r_‘_,‘((t)(..%[H,qg} PPt 7. .{;{H,p‘g] )7
de donde

L] | 4=;1 »%hi[H,A],

‘todo ello en v1rtud de la supuesta validez del desarrollo de A en
serie de q,, p* , de las ecuaciones [11 .E.} v de la identidad

la, by, «o oy b= vb1 oo biglay, bl by oDy

i=1

Esto sentado, supongamos que A(!, q.,- D7) es tal que, si ‘qa:?ja
¥ p% = p® (independientes de i) cumplen las condiciones cudnticas
[IT. E.], el operador Q=A(t, q,, p'“ ) es independiente de t y per-
mutable con H(l, &,/ , "), En este supuesto el operador

| | A
> 441(t797517>33—t+—;1‘lﬂwﬂ

24

es nulo, para q,=q,, p* = p“, cualquiera -que sea 1. En efecto:

- ) A t7é_773a - o - —
Al(wam“):—(gf—l o (g, 07), A g, )] =

Luego, 4.(1, q,, ") se encuentra en las mismas condiciones qué
A, 7,> P*), siendo Q=0. De ahf se sigue que todos los operado-
res A,(t, q,, »*) definidos por recurrencia a p(utlr de A, =A(, q,, 1)

mediante la férmula

N " _
Y i ?[H ‘1n<1]

41)2 (t ’],, ’ pf/> =
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son idénticamente nulos para q,= .q,y p*=p® a partir del primero
Aj(t, g, p™) inclusive. Por lo tanto, si para un cierto valor ¢, det,
los operadores. q,(1), . “(f), solucién de [II.E,], se reducen a

q4, V%, el operador A(t, g, (1), p*(1)) es mdependlente de t en vir-
tud de las ecuaciones cuénticas de evolucién, va que para t=t, ad-
mite derivadas totales respecto. de t de cuaiquier orden nulas para
dicho valor de t. Tal operador coincide, pues, con Q:

Alé, g, 0, P 0] = 0.

En particular, los operadores

(92 251, [»% 2") [pa;qg]

se reducen, para g,=q,, P*=p%, a 0. U 0. U ’BQ U, respec-
)

tivamente, siendo U el operador unidad y, por consiguiente, de
acuerdo con lo demostrade, para todo valor de f serd

~
0,

'LKQ

. 9 h
[0, 0) 2;0] =0, [1)«.;t>,,;&“<¢>]f<,?, [2710), 5 0] = -0

Psto nos dice que las ecuaciones cuanticas de condicién son conse-
cuencia de las de evolucion si quedan satisfechas por los operado-
res iniciales 7, (L)=4,, p*(t)=P" 10 que supondremos constante-
mente en lo que sigue.. Este importantisimo resultado, que muy a
menudo se deja sin demostrar o s¢ demuestra mal (1), nos permite
escribir las ecuaciones [H E,] en otra forma ahora va equivalente
a ella. Result ta, en efecto, en virtud de [1J.E,]

[H, ([a] Z%'[(Eh(f) i g p*g>, qa] =

ﬁh(t)(..v. [gg, (]a] ...pa —{—i.'..qlg [pf', qa] >:

e
o7
<o

:Eh(t)(....ﬂ;‘. PproLLL+ bl e a\...), : |

1) ' Cf. Heisenberg-Pauli, pig, 14; Wentzel, pag. 16.




ero
> £,

11—
1d-

\ra

de donde
. i ' °H
¢,=+ [H q,]= o
Andlogamente, .
. . 7 ) oH
p“:_h_ [H, p*] == 34, 1

ecuaciones éstas v aquéllas entre operadores que coinciden formal-
mente con las ecuaciones candnicas cldsicas.

11.—Pues bien, consideremos de nuevo el sistema-campo (§ 4);
sistema holénomo caracterizado por la funcién de Lagrange {1.4']
o la de Hamilton [I.8']. Para cuantificarlo, siguiendo el método del
§ 9, substituiremos las variables Pa 1+ AT w0 por operadores
hermiticos tales que ‘

T . — L0y lmn ,__B , Um'a’ — .
[1121] [(‘)g_) T ? %’ l’m’n’] - O) [K y M ] O: .

' h o
< o T, bmn 1 — B
[LL.2,]... S Av [‘L ’ (‘)ﬂ» l’m'n’] 2 3§ O >
donde
Imn _ A \m’ B” )
Vm'n' RET T

El paso al limite de [11.2,] para Av=Ax'Ax*Ax®~>0 no ofrece nin- i

guna dificultad. Significa, simplemente, que las funciones del cam-

po ¢, (%), n*(x) deben substituirse por operadores, funcién de punto,
tales que

[4. @) b)) =0, . [x*(@), ¥ )] =0.

(1) La derivada de un operador 4, funcién de otro B, ‘respecto de éste es,
por definicién, el operador ’
A(B+:U) — A(B).

m B k)

—Q . <
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Muy otro es el caso en [I1 .2,]. Pero introduzcamos una* funcién
(juna funcién numérica, no un operador!y "% cuyo valor sea
constante en cada celdilla y que, cuando éstas tienden a cero a la
vez que su numero tiende a infinito, se comporte. como una fun-
cién f(x', x*, x°) integrable en D. Sea entonces A un dormmo con-
tenido en D y multlphquemos las ecuaciones [IT.2,], escritas para
(I, m, n) fqo y cada (I', m', ') relativo a celdilla contenida en A, por
fYmy sumemos. Se tendr4 :

Az*—lh—Ba‘ [l si- (Imm) estd en A,

] T B (lmn) no estd en A,

o r
fl m'n’ [ 2o, Inm’ ,!)& e
B, Um'n

y para Az—(

[ f(x) si{x) estd en A,

a
0g -2 .
2 [ 0 si(x)no estd en A,

: ‘ ~h
J =@, by =2

Por consiguiente, la condicién [11.9,] se convierte en el“limite en

) h =«
[=* (@), (E)B(x’)] = 733 3z — =),

donde en el segundo miembro aparece la funcién singular de Dlrac
definida per ’

Y — @) =0 — ),

[T1.3] [f(x (@ — o) du = { [(z) si (x)A estd en A,
’ 0 sl (x) no estd en A.

“Resumiendo : al cuantificar el campo 4, defnndo por la fun-
cién de Laglancre diferencial € (cf. § 2) o por la de Hamilton %

24

(cf. [I.8,]), las funciones Y, , ® Se_substituyen por opera-

29y
dores w,(x), =*(x), funciones de punto, que deben cumplir las con-

diciones Cucmtlcas de condicidn

[T1.5]
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cuya analogia formal con las [II.E,] es patente. De ellas se dedu-
cen.desde luego las siguientes relaciones de permutacién :

2 . 3dy
b , v (@) 4 (2, B = 0,
9.12‘)‘ P L4 axrr

A= o ’\»—.g
{I1.6] [9" =P ']:[T“ A }: (r=1,2, 38
axr 3 (x )_ ] e (l)7 37/‘17- O)
k 27" , hl @ ‘ a';’g
[M b <x>]=783 o,.(x_x):_[xa@, x]

donde 5,.(x\—x'):w , a causa de [11.3], es una funcién im-

4

par de (x—x') caracterizada por ser-

[11.6]

= [ fla') o, (x— ) dx' =
JA

r .
S S (%) estd en A,

I

0  si{x) no estd en A.
. Del mismo modo se deducirian las relativas a derivadas parciales
de orden superior.
Finalmente, conservando la dependiencia funcional

H=Hlt, b, ﬂa] Z.fﬂc(t, b TCa>C];LI}
D

de la teorfa cldsica (cf. 1.8 y § 9) postularemos las ecuaciones
cudnticas de evolucidn
|

: Dot o
(1.6} qa;?[ﬂ 5], =

’IU

i P
W [H, = ]k,
las ‘cuales determinan el comportamiento de los operadores b, (%, 1),
z%(%, t) respecto de la variable temporal ¢ cuando se conocen MEANS
“(x, t)). El razonamiento del § 10 demuestra que si ¢ . (0 ty),
=% (x, t,) cumplen las condiciones.[11 .4], también las sahsfaran los

Operadores Y, (%, £); m*(x, 1),solucién de [I1.6] con dichos valores
iniciales, para cualquier valor de t.

\
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Consideremos ahora una funcional cldsica

o . - a! _a
Al 'EJa,ﬁ“]:fﬂl(t z, 9, ", 2o, 2% )dx,
N £l D -

2" da”

donde 9 es una densidad, funcién de los argumentos indicados,
‘ 24

' S
N - . o [£74
desarrollable cn serie de potencias de ¢, , = -

2 i

§ 10).
[

Un célculo féacil nos da para el conespondlente ope1ado1 hermiti-
co (1), recordando [II.4]}, [II.5] y [II.6],

[4, 4, @) f —,—( aﬁ) (\xvx')——ljl—<~%ﬂ_7—,>, (w2 | do’ =
BN = . i T o S

N
D ¢ 2 axT
h ( oA 2 3 )
=TT e T » 2 ,
% ’ an 2x (a G »77 )
B : o

7

donde fa notacién ( > indica  que la funcién denuo del parénte-
sis debe tomarse en el punto (x). Analogamente

[A,ﬁ“(ac)]: g— — a% Ble— 3’):4-l "223‘“ ar'(d%—”")),dj;/:-
2 i)\ 3d S A Vo

D ., - ex'l“ ’ /‘
_h 2R 2 2R 2
- 7 CETE (O a'l.’f/: S
2a

introduciendo las derivadas funcionales de A obtendremos en de-
finitiva :

' h a4 _h 54
1.7 A, (@) = — 17, x) —_
M7 4, 4, @) i st 4, R ] = 1 O, ’
y, en particular,'
h »H h 3H
H & (2)] =— — H x| =—— )
) =52 )=
(1) La hermiticidad de A4 -obliga a disponer en e desauollo los factmes
o @
$ oy z%, ta o "  convenientemente, aunque no siempre el orden quede uni-
o 2 3 .

vocamente fijado por esta condicién.
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relaciones éstas que nos permiten escribir las ccuamoms entre ope-
.radores [II.6] en la forma :

E
ks

[11.6] g = i = ,
A ,\b'

=

que coincide con la de las ecuaciones cldsicas del campo, [I 91.

Evidentemente, tanto para.el opmadox A cuanto para el' A va-
len las relac1ones ’ :

mre Si=-"2b o Lygoey, d-2d Ty g,

a las que cabe llegar siguiendo el mismo proceso que en el § 10.
Substituyendo en la segunda de ellas A por el operador hamilto-
niano H, cuyos valores propios son los posibles valores de la ener-
gia del sistema, lleganios a la conservacién de la energia del campo

= — H: s
F{ o (H, H]=0

dado -que -H no depende_explicitamente‘ del tiempo.
12.—Antes de.terminar el estudio de esas cuestiones generales,

apliquemos- las férmulas [11 . 4] y [11.5] al operador G, correspon-
diente a la componente 7 del impulso total del campo (cf. 1.19):

Grz—‘/‘”c b, de.
o Jy

De la def1n1c1on de &, y de las citadas relaciones de pe1mutac1on
se deduce sin m4s

i

(G, &, (@)]=— fD [x* ) ""1-6(";')’ b ()] dor=— fD [+*@), 3, 114, 5 (07) da’

2

- es decir,



Andlogamente,

de donde
B () Ll
' 7 2"

s sumarrente interesante comparar los resultados que preceden,

37y (@) 7
|

[G,v, flga(x)] ,
[11.9] g .
( 3% (x) ‘

axv‘ :_?[G77 sz(@)]7 .

con las leyes cuanticas de evolucidn [I1.6], que nos dicen que

- ‘aat H?{EL ‘Aa(x’ t)]’
1.6l / o h
co a8 3 .
e

) S 2
Todo ocurre como si el operador rgwl por lo menos cuando se
X

aplica a ¢, v a =%, estuviese asociado al operador de impulso G,,

9

mientras que el

lo estaria al operador de energia. Pero las

[11.9] difieren de las [II.6] enr el signo y esto en apariencia com-
plica algo las cosas. Sin embargo es natural que asi-sea, pues basta
recordar [1.15"] para ver que [I1.6] v [11.9) entran en €' esque-
ma Unico '

Iz

T o
74’0(]: EEZ‘T[TJCLI,":O(]"

(k=1,2, 8,4 ot =cb),

T dxk-

_.4':_/‘97"1'7‘“:(}1*) ifz——i—[ﬂdx=—LH.
D . € Jp ¢
. ) ,
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13.~—Sentado cuanto precede, apliquemos el esquema general
obtenido al campo electromagnético. La conexién intima de la teo-
ria que sigue con el proceso de segunda cuantificacién, de una

“parte, y con la teoria del campo vectorial de mesones, de otra, ha

sido sefialada repe’udas veces vy por diferentes autores (1). Desde
el primer punto de vista tedo ocurre como si la cuantificacién del
campo electromagnético persiguiera’ la segunda cuantificacién de

~ la funcién de onda del fotén aun sin conocer ésta, pero partiendo

de las ecuaciones de la_ elctrodmamlca clésica, bien sea ia de Max-
well (cuantificada por ]ordan, Helsenberg, Pauli), la de Born- )
Infeld (que lo ha sido por sus mismos autores) o la de Mie. Es
precisamente esa ignorancia de la-ecuacién de onda del fotén' lo
que ha intentado superar de Broglie con su teorfa de la luz de la
que no hablaremos para no dar una extensién desmesurada a este
opusculo. Desde el segundo punto de vista, el campo de fotones
aparece como un campo real, eléctricamente neutro por consiguien-
te, en el que la masa propia de cada corptsculo es cero, en oposi-
cién al campo vectorial de mesones, los cuales poseen cargas igua-
les y de signos opuestos y cuyas masas en reposo son no nulas.
Este es el punto de vista en que nos colocaremos en lo que sigue
aunque, siguiendo 2 Wentzel, abordemos el problema directamente.

Sabemos ya (§§ 6 y 7)-que las ecuaciones de Maxwell relativas

“.al vacio derivan de la funcién de Lagrange diferencial €=+ fu ",

donde ;.- N 20, 20,
[1.17) fo=— 0~ ar
y ‘ ! q)i:(~A:n?”A?/’ —AS’ V)'
- Dichas ecuaciones son, de una parte, el sistema euleriano -
3 fki
{I.16] Ppra

y, de otra, las condiciones de integrabilidad

aﬁk N afkm afmz
dam 9y Q¥

[T.18] =0. @

(1) Cf. por ejemplo, Wentzel, caps. 11T y IV y de Broglie, vol. I, cap. IX.
(2) Dado que supondremos que el espacio-tiempo es el espacio-tiempo pseudo-
euclideo ‘de la relatividad restringida (cf.” § 1), podemos dejar de distinguir
entre tenscres y pseudotensores {densidades y capacidades). Ademis (§ 7),

“en la electrodindmica de Maxwell

Pt = °f _ oL
afi'c fki

—_ ]"ik
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En Ia notacién vectorial ordinaria, el tensor electromagnético se
escribe

‘\ ' ’ 0 _Hz Hy _Ex
: H, 0 —H, —E

[IT.11] =1 7 i 1
S —H, H, 0 -E

’ E, E, E, 0

las ecuaciones [I.16] toman la forma

. . oK . )
- [T.124] rotH—L*E=O, div £ = 0,
¢ 2t , .
y las [1.18] se reducen a
— 2 2] =g
[11.12,] rot 42 o aivi—o.

: » ¢ 9t

. Dados E’(x, 0 vy ﬁ(x, 0), quedan determinados univocamente
E(‘x,vt) y ﬁ(x, t) por las tres primeras ecuaciones [11.12,], y las
‘tres’ primeras ecuaciones [II.12,], desempefiando las dos restan-
~ tes el papel de condicionges ‘que deben imponerse a los datos ini-
ciales E(x, 0), H(x, 0)- Es fécil ver, en efecto, que div E=0, div H=0
son consécuenciavde aquéllas si-quedan satisfechas para $=0.

En cuanto a los impulsos conjugados =, sus valores son

;o °¢ 1 - 29¢ 1 4{‘
T N T T
Jat
es decir,
T4 w—- g, me-tpg, wm=—2>lg =0
C ] C c .

La anulacién idéntica de =* es causa de considerables dificultades
al intentar aplicar al campo electromagnético el método de cuanti- °
ficacién de los campos que hemos descrito antes, en particular en
lo que atafie a las relaciones de permutacfén [11.4] (1). No cabe,

- (1) De Broglie, I, pag. 248, Heisenberg-Pauli, pag. 25.
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en efecto, mantener las cuatro componéntes ®;, pues, de hacerlo,
y de acuerdo con [II.4],

[7 (), 0, ) = 00— o),

condicién que resulta incompatible con z*=0. Por ello tomaremos

como funcién de Lagrange, no la Q:If,-kf”‘, .sino la expresién
més general '

1

1.1 =—
[TT.15] £=-

. fik - s
f;k f + 2 ( 2 xh )

2

P
ponentes contravariantes (4, A, A, V) del potenciaIAdel campo.
De [I1.15] se deduce’ '

que se reduce a la clasica si. =0y en la cual " son las com-

: P X
[II.16] pik = fik 4 gik o ;
’ X
lquo Al AN ‘,. B
2 2 2 Hh 2 Bk
LA el L L LB
2 2t dxt P xz 3yt 32t ™
0= 1 22 22 22 .22 \)
T2 e o s o)

esto es, los potenciales ®* satisfacen a la ecuacién de las ondas

o2 O*
d12

[11.17] ' D@k:—l-z—, —ADF =0.

En cuanto a las componentes del campo f*, las ecuaciones [IT.17]
las sujetan‘ a las condiciones

’ 2
[11.18] O w2 =0, (X: 20 )

Rl gt ?

ik

que se reducen a las [I1.16] de Maxwell si y sélo si g™ ai}(— =0,
m'l
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es decir, para y=C'"., en particular igual a cero. La condicién x=0
fué ya utilizada por Lorentz, ha recibido su nombre en la teoria
clasica y en forma explicita se escribe

opr 24, 24y 24, 1 9V
= | + = =
Y dy 2z ¢ a3t

=div4 + 1 % 0, (condicién de Lorentz).

O1.19] %=

Es facil demostrar que x(x, 1) serd nula en cualquier punto del cam-
po y en cualquier instante en virtud de [II.17] si x(x,0)=0 y
x(x,0)=0, de suerte que la condicién suplementaria de Lorentz
[11.19] equivale de hecho a las dos condiciones iniciales

[T.20] Lz 00=0, L 0)=0.

Se tiene, en efecto,

I o Ph ]
LY = =
ny D(aﬂ) (sl LR

de donde, ’ -

Lo =aiwo=0, Lizo=17@0=0
T

A 0) = AT, 0) =0, ...
et

luego x(x,t) es tal que ella y todas sus derivadas respecto de ¢ son
nulas para £=0 en todo el campo si x(x, 0)=0, x(x,0)=0, y, por
consiguiente, basta desarrollarla en serie de potencias de ¢ para
. cerciorarse de que lo es asimismo para t#0 en dichas condiciones.
Con otras palabras, los potenciales ®*, soluciones de [II.17], ori-
ginan un campo f, [I.17] que satisface a las ecuaciones de Max-
well [1.16] si los valores iniciales de ®* cumplen las condicio-
nes [IT.20]. Los campos maxwellianos, por lo tanto, agotan sélo
una parte de las soluciones de [I1.17].

14.—Para ‘llegar a la forma canénica [I.19] de las ecuaciones
del campo es menester ante todo determinar las componentes

Tt =

del impulso conjugado de ®; de acuerdo con [IT .15]‘y

i
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- formar luego la funcién de Hamilton d1ferenc1al (; Cf. 1o dicho en

la nota del § 71). Se obtiene asf para =’ -

T = ER) 41
. (i gtiy)
"0 bien, vectorialmente,
-_—r : 1 = .
et F—— 1A=L i Lenay, w=ty-Lawzsi Ly
¢ C [ ¢

donde = es el vector del espacio ordinario cuyas componentes car-
tesianas ortogonales son las =" (r=1, 2, 8), vy para la funcién 5

5{:g—7”"i)i:7~5)><;‘1)—TE4V-|*—;—§(1"0‘0A2 e+

[1.92] F(=— ¢ 72— (nd ;‘+% (vot A% —¢ (% x grad V— = div 4).

]

DO |

- Las ecuaciones canénicas [1.9] se escribirdn, pues,

:‘:CZ;;"'Cgra,dV; V:—CZK4V—CdiV15’, .
[T1.23] 8y

=—rot rotA + ¢ grad =t = edivz.

bl

al.

Conforme sabemos, el paso a la electrodindmica cuantlca se lleva
a cabo substituyendo las funciones @, = por operadores hermiticos
®,(x), ©'(x) (puesto que tanto @, como =* son reales) sujetos a las re-
laciones de permutacién [II.4], que en nuestro caso toman la
forma

(@ (2), &@]=0, [/ (@), =) =0,
ey | h :
i

[ @), & @)] =—2 3z~ ),

(1) Ténganse en cuenta el cambio de signo que implica en [I.9] la nueva
definicién de JH{ y las relaciones entre los @, y (?i, V).




y determinando los operadores hermiticos ®,(x, t), ='(x, £) mediante
las ecuaciones cudnticas de evolucién (cf. II.6)

[I1.25,] ¢ =l Al P =50, H
o bien
o R
AZT[A,H]y TCZ"hf[TE,H],
[11.25,] ) ,
' V=V, 1], w =[x, ],
en las que ~

[I1.26] - H= f —;-cz[%_w )+ %(mA P (Fxgrad Ve div 4| dz-.
/ o
DY

No lo haremos, pero si en [II1.25,] se substituye H por su expre-
sién [I1.26] y se utilizan las relaciones de permutacién [11.24],
los segundos miembros de [I1.925] coinciden formalmente con las
-ecuaciones clésicas [1I.23], cual debe ocurrir segun demostramos
en el § 11. ,

Dado que el operador hamiltoniano H no depende exphmta-
mente del tiempo, resulta muy fAcil la integracién de las ecuaciones
‘entre ‘operadores [II.25]. Consideremos el operador unitario
S=e "y su adjunto S*=¢" " (2). El operador
it it

— — = — - -
h

[IL.27] A )= A (x)et =‘SA (x) S*

se reduce a Z(x), dado, para t=0, y satisface la primera de las ecua-
ciones [I1.25]. En efecto, de [I1.27] se sigue sin dificultad

Alx ) =— % SHAS* -+ % SATS* —

- %(SAS* SHS* — SHS*- SAS*,

. (2) Evidentemente SS*=S5%S=1.
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es decir,

-

Tt ="1F@0 B,

7
como querfamos demostrar. Siguiendo el mismo esquema [II.27]
se integran las restantes ecuaciones.

1

15.—Se plantea ahora una cuestién que al pronto parece muy
delicada, si no insoluble. La modificacién que en la funcién € in-

trodujimos en el § 13—el término _complementario;—Xz—tenia por

objeto que el momento =* no se anulase idénticamente, todo ello
con vistas a la ulterior cuantificacién. Esto de una parte. Pero de

otra, =* ha resultado ser igual a QL x v x debe ser nulo, en la teo- -
: ¢ . oo

. . 3 .
rfa clésica, para que el campo sea maxwelliano. Luego, por lo me-
nos en apariencia, volvemos a estar como al principio. Afortuna-
damente, no es necesario, en rigor, que el operador x, esto es, =*,
sea nulo como a tal operador para que los valores medios de los

observables E, H obedezcan a las leyes clasicas de Maxwell, punto
éste al fin y al cabo el tinico en que la teorfa cldsica y la cudntica
pueden-entrar en conflicto. Para verlo debemos introducir nueva-
".mente el concepto de sistema-campo de que tratamos ya en el §'4.

El sistema-campo, conforme sabemos, es un sistema holénomo
cuyo comportamiento reproduce, con mayor o menor aproximacion,
el del campo propiamente dicho. Cada una de sus posibles confi-

guraciones estd caracterizada por los valores numéricos de las coor-

denadas generalizadas ¢, coordenadas que, en el sistema-campo,
son las variables numéricas ®,, .. La ecuacién de Schrodinger de
dicho sistema es, por lo tanto,

b

h 24(g, 1)
7

[1T.28] ‘ H(g, t) = Py

donde ¢(q, t) es la funcién de onda que define el estado del sistema
en sentido cudntico y H el operador de Hamilton, representacién
aproximada del operador [I1.26]. La ecuacién ondulatoria que
precede es de primer orden respecto del tiempo, y, por consiguien-
te, determina d¢(q, ty si se da ¢(g, 0). Una vez més, el no depender
H explicitamente de ¢ nos permite resolverla ficilmente, puesto que

1t

big ) =e" big,0)
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se reduce a Y(q, 0) para t=0y es solucién de la solucién de Schro-
dinger. Pues bien, impongamos a -¢(q,%) la condicién de que
x(x) &(gq, £)=0. Esta condicién no afecta al operador x(x), es decir,
a ©*(x), sino que limita la clase de las funciones ¢(q, £), soluciones
de [II.928], que son adecuadas para la descripcién del estado del
sistema: gCuéIes son los caracteres de esa limitacién? Evidente-
mente, de la condicién impuesta a 4(q, ),

[IT.29} 1@, =0, (L@ =cn*(2)

. g it
. ——H
se sigue sin mas que multiplicar a la izquierda por e b su equi-

valencia con la siguiente :

it it

¢ e (g, 0 =0,
esto es, con la condicién
[11.29'] L A, ) g, 0).

Basta entonces repetir con el operador x(x, t), aplicado a la funcién

(g, 0), el razonamiento del § 13 relativo a la funcién x(x, f) para
llegar a la conclusién de que [11.29'] y, por consiguiente, también
111.29], equivalen a las dos condiciones iniciales

ML80] %@ 0=0, A@i0=0,

que pueden asimismo escribirse, en virtud de [11.21] y [I1.23],
[11.30/] () dg 0)=0, divz@®)-d(g 0)=0.

Resumiendo, al estado inicial (g, 0) del sistema-campo impone-
mos las condiciones '[I11.380'] v sélo consideramos como estados
posibles ¢(g, t) del sistema-campo aquellos que resultan por evolu-
© cién regida por [11.28] a partir de los ¥(g, 0) de tal modo caracte-
rizados. Si, pues, ¢(q, f) pertenece a esa clase restringida -de solu-
ciones de [11.28], es claro que

(h ?) H)4
T () b Q,)—O
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es decir, recordando [1I.925,] y [I1.23],
[11.31] ozgx4<x)H—Hx4<x>g¢(t,g)z[n4(x),HJq).<q,t>=l;~¥c4<x>a‘e(q,t),
div® (x)-d(g,t) = 0.

Ahora bien, sabemos que entre los operadores (Z V) de una

parte y los operadores (x, =) de otra subsisten las relaciones clasi-
cas [11.23], de Io cual, por lo demds, hemos hecho ya uso en lo
que precede. Luego, dado que ¢(q,?) cumple [IT.81] y [II.29]
(la primera como consecuencia de la segunda y de la ecuacién de
Schrédinger), se tendrd (cf. II.21)

g <_LE+ rotfl>¢ (Q: 1) = O;
[11.32,] ? ¢

L AivE-d(g &) =0

v en cualquier caso

| S L i rot B=o,
(AR PY52% R I

( divH=0. -

Si la f}ﬁn&(’)_n de onda ¢(g,t) estd normalizada (f Yg, (g, ¢ dq=1),
las esperanzas matemdticas de los observables E ysH en el estado
(g, t), es decir, los valores medios E(x, 1), ﬁ(x £) del campo eléc-

trico y del campo magnético en el estado ¢(q, 1) del campo electro-
magnético valen (1)

wt fﬁl)* 0. E@blg, 0dg, t>=f<‘e*(q, t) Hx)d(g, H)dg,
D(g) (@) . .
y como

3 iz, 1 I ' 2t
D

2 0
¢ @ 7 ¢ D (9)

(1) Véase cualquier tratado de mecémca cuantica, p. e. J. Von Neumann,
«Mathematische Grundlagen der Quantemmechanik», Berlin, Springer, 1932,
IV, 4% es la funmén comple]a conjugada de 4.
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obtenemos en definitiva, en virtud de [11.32,] y [1I .82,1,

a:» ) . =
_]-%(%Q =fq>*(g, t)-crot H (w)- $(g, 1) dg = crot H (=, ),
D(g)

div (b = f ¥ (g, ) div B (@) b (g, ) dg = O,

_ D(g)
oH b ' — =
——;f—)=— [@*(q, £ -erot B (@) 9 (q, dg =— crot Kz, 1),
D(q) ) ‘ .
div H @z, t = [.4%(q, 0 div H (@) b (g, t)dg = 0.

Dg)

Queda ast demostrado lo que anuncidbamos al principio de este
~ parrafo: la teorfa cuéntica del campo electromagnético que veni-
| mos desarrollando conduce al establecimiento de la validez de las

ecuaciones de Maxwell entre los valores medios E y H de los ob-

¢ servables E y H, considerados dichos valores medios como funcio-
nes de las coordenadas x y del tiempo.

16.—Vimos ya en el § 6 que el tensor g3i—p™ D,y yel tensor
C[1.20] €31 —p™ fou eran equivalentes -desde el punto de-vista glo-
bal, pues difieren en p™ @,y cuya divergencia de espacio-tiempo es
idénticamente nula. Claro estd que este resultado no puede aplicar-
se sin mds a la densidad de accién € definida en [II.15], puesto
que en el razonamiento del citado péarrafo se supuso explicitamen-

. od, ; ..
te que las derivadas 9(1);“’ de los potenciales aparecen en £ unica-
i € .
o s 3®, 9d; .
mente ‘en la combinacién antisimétrica fo= —"=—-"""> hipéte-
9 d xk ‘

sis que es esencial para la validez de aquél. En la € [1I.15], en

. . Xk . : .
cambio, figura x= Pyl Sin embargo, y por lo que concierne a
x" )

la formacién del operador hamiltoniano H= f H dx, es claro que
D(x) -

H no altera si a la densidad de energia 3 se suma una divergencia

espacial, por ejemplo ¢ div (= V). Luego, el operador

1.~ e e ~
Ec? fr2—(zt2} + %(rot A +e(divA =t + Vdiva) (1)

1) _’Segt’m [1I . 24], T y V son permutables. entre si y- también lo son a*
v div 4. ‘
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es equivalente al [II.22], % como en él podemos. prescindir de los -

términos que contienen =* o divw, a causa de [IT.297 y [II.81],
resulta finalmente que cabe adoptar ‘como operador J( el

(11.33] H, = %aﬁz —}—%(rot Az = % (B2 + H2)

y como operador hamiltoniano H de la ecuacién de Schrodinger el

[11.34] Hy= f§ { B @? + I (2] do.

17.—Imaginemos ahora que la estructura del campo es tal que
®,(x) es periddico y, para fijar ideas, supongamos que los tres pe-
riodos correspondientes a las tres coordenadas espaciales x', x?, x°
son iguales entre si. Sea I su valor comtin, con lo que €l volumen V.
del dominio fundamental D, serd v=1I3. Si f(x', x2, x°) es una fun-
cidn cualquiera que cumple las condiciones de Dirichlet relativas
a D, més general, si f(x!, % %x%) es de cuadrado sumable en D,
-se tendrd

A o 2T
1 Z ‘Z (ny & +nox2 0557

f(xl» x2y CE3)= qnl-ng g € y

%

o

Ny, Rz, N3==—0

donde fa éfnplitud compleja g, . resulta de la férmula general

271
@ (&t + 1w +1g28)

f f(at, 2%, 2% ¢ R dxt da? dxs
Dr

qm Nz Ny %

v

v la convergencia de la serie es una convergencia en media.
Para simplificar la escritura introducirémos el vector de ntimero
2% 2=z 27

de onda K = ( Tm T, —Z—m) y la notacién

» . ' - B 3 JE
1851 flw) =% Z 007 = [ @ P,
P2 e 5

K 1
2
v 7

cuyo significado resulta de la comparacién con las dos férmulas
anteriores. "Obsérvese, en primer lugar, que, conforme es sabido,
existe una correspondencia biunivoca entre las funciones f(x) de
cuadrado sumable en D, y las sucesiones {q, t tales que resulta
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'convergente la serie 2 Iquz. Toda funcional de las f(x) se con-
K ® .

vierte asf en una funcién de las variables ¢.. En segundo lugar,
para l—>po la -serie de Fourier pasa a ser una integral de Fourier
y [11.385] se substituye por

1 ® N 1 @ .
fe) = ot f b 700 10 = fD fl) e da.

El sistema discreto de los vectores K que corresponde a ! finito se
presenta como. sistema continuo de vectores K para [—po, com-

‘portamiento que se advierte latente en la propia definicién de K
Finalmente, si f(x) es, no una funcién ordinaria, sino un opera-
dor, los coeficientes q . de [11.35] serdn no ya coeficientes numé-
ricos, sino asimismo operadores (1). En funcién de éstos obten-
dremos : ' '

I1.36] @@ Zq GO gy Ny T
K -

y como lo mismo ®,(x) que w¥x)-son operadores hermiticos, idénti-
cos a sus respectivos operadores adjuntos, - los operadores ¢, . ¥

v), cumplen necesariamente -las -condictones

[11.37] -

_ i*
b _x= G Pp=Dy.

De las relaciones de permutaciéon [11.24] y de [I11.85] se de-
duce que

[% = q;',K'];%f f P [ @)@), &5 ()] e_—ﬁ'xgdxdx'v:()
Dy

y, andlogamente, que

o [P L] =0

(1) Téngase presente constantemente que las coordenadas &" son nume-
ros —c¢, no afectados por ninguno de los operadores ®;(x), =f(x) y, por ende,
toeda funcién ordinaria de s6lo las x7 es permutable con cualquiera de ellos,
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En cuanto a [pfz, gy, x|, se tiene:
J 1 = Nndii A - ,
o gyl =5 [ [ e FEF ), @y @] dodst =
' v Dy Dy

1 h B i~ AV | , ,
=4 eL(KXa: AX@)B’.,B(x_m)dxdx’
v 1 JosJp J

O sea

. h . 1 [ L= .
J - J i (K—K") X _ J
[PK, QJ.,K,] == 0% i e “dr = 3]-, L

J
f

b
(2

.~

En resumen, entre los operadores %Gy pJK valen las relaciones . .
de permutacion

: \ (400 0] =0 [P P]=0,
(11.38] )
¥ 3

;e
I KK

. h
J
) ["pK,'qj',K']ZT

vy Se.comportan, por consiguiente, como operadores candnicamente

- conjugados. Luego, cabe desarrollar la teoria considerando ¢ x

como variables numéricas y tomando ‘para p) el operador diferen-

cial —— 3 o al revés, considerando como variables numéricas’
7 qj, e . K
. . - h
vV a ¢; g como operadores diferenciales, qj,K:_—Z Spj . Convenga-

K
mos en seguir el primer método. .En tal caso, la funcién de onda

caracteristica del estado del sistema serd una funcién de las va-
riables ¢q; x y definird dicho estado, no como antes de un modo

aproximado, sino exactamente. Y dado que

noj

N s h 9
= ‘26 ZKXx—."—a‘————" Sy
K 4 9 &

la- condicién [I1.29] nos dice que
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Pero esta relacién debe valer cualquiera que sea x ;-luego

o
(I1.39] 29l h _ g

%4, x

es decir, ¢(g, !) no puede depender de las g, 4. Por otra parte, de
. -1 —iE Xz
: x’:v?Ee’Kx er
‘ =
se sigue
x”

R I iR X% s —

divx = S 226 ¢ xx(pr ),

. dx" K .
. K

y comio, [II .31], di_{/—;c- 4(q, £)=0 para todo ;G’, necesariamente seri

(Kxpy)$(a,t)=0.

Para ver el significado de esta tltima condicién, asociemos a cada

vector K un sistema de coordenadas curtesianas ortogonales defi-

nido por Ig base (eLK, € 63,1() conforme indica la figura adjun-

tay sean Q;, P'I'{ las componentes ordiparias de los vectores
espaciales qK(qKz”— U xr ~ 09 50 ‘13,1;) Y Pit

IL.40)  ° qe=Qxe ., pr=Pre .. °
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En estas condiciones la relacién tltimamente obtenida equivale a

0=(Exp.)b(g, ) =Kpyb(g
es decir,
3d (g, 1)

:O)
QQK

[T1.41]
de suerte que ¢(q, 1) tampoco depende de las componentes longltu—

dinales de los vectores qK. Hemos llegado asf al importante resul-
tado segin el cual la funcién de onda ¢ no depende ni de las com-
ponentes temporales q4Kn1 de las componentes longltudlnales de

los vectores espaciales qK

18.—Veamos qué ocurre con la energia H. Dijimos ya que para
calcularla podriamos partir de la densidad de energia J(, [II.33]:

Substituyamos, pues, en dicha férmula = y rotA por sus valores,

deducidos de [11.36] s
(1)

- 1 —iKXw — —HK——K)Xx —

K

(I1.42] | rot 4 =iv? ”“”(KAQK)
. : K
(ot Ay = o1 > & ETF (RN G (BN g).
e
Integrando entonces 3, en el dominio fundamental- D; se llega al

valor ' ~

1 o [ HRRNE
Hy=—=2 §c2p*K, ><~pK,f oI EEE gy
. Dy

2v g x

~|—(]_ff/\§’j{,)x(l?/\§;(>f RETONE dx%’
Dy

- — i (R+K — —H(E—-K)Xz — -
1) 1:2—.:17*’12 ‘ 1( + )Xxp Xp =01 Ze HE—E)X= P Xp, =
K, K’ . K, K' . '
o —i(B—K%z =, >
= Ze Pt X Py (Cf. IL. 87).
By X
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esto ‘es,

—_—

v=s e, +(K/\9K><KA a0 |
= K

puesto que -
IE-K)X7 ;o
fe Cdr =0 0.
Dy .

En la expresién que acabamos de obtener del operador H,—suma

1
de los operadores 5 gcsz X p, -+ (KA 45) % (K/\q )W cada uno de

los ‘cuales estd vinculado a un vector K— flguran todas las com-
ponentes de los vectores simbélicos pK ¥ QK y es conveniente, por
. lo que vimos en el ‘péarrafo anterior, separar las componentes longi-
tudinales de las trénsxiersales. Evidentemente

NI»—A

§6pKXpK+<K/\qK) (KJ\QK>€_
c? 1* . 1 NN} - xa o

E (K:KVX;;,K)

y, por ende,
HO long + H:crausi
donde
¢? E1 )l
Hwngs—z—}K] Py,
[11.48] ‘

L\')IH

\ .
v = 2 2 PP IR Q0L
K =2 )

~ Pero-¢(q,?) no depende de las componentes longitudinales Q;;
luego

b . HO (1) (Q7 t) = ’H-trans d-) (QV t)
v la ecuacién de Schrddinger se reduce a

h 34(g 0

[II 44] Erans L.) (Q’ t) 7/ 3 t
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19.—La determinacién de los niveles de energia posibles det
campo electromagnético, que obedece a la ecuacion temporal [11 .44],
puede llevarse a cabo o bien resolviendo directamente el problema

de valores propios Hirans 9(q)=Eo(q), o bien sustituyendo Q;,

P por matrices que cumplan las condiciones de permutacién

[0, @f]=0,  [P: P%] =0,
[11.45]

, h ,
(74 (24 (7474
[PK’ QK'] :78 BKK"

deducidas de [II.88], y tales, ademds, que o ellas o ciertas com-
binaciones lineales de las mismas reduzcan H,,,, a una matriz dia-
gonal. En nuestro caso, es este tiltimo método el que conduce mas
directamente a la solucién.

Convengamos en elegir para K y —K la misma referencia
k=6,_x(r=1, 2, 8), e introduz-
camos los operadores aK, a’y * definidos por las relaciones

o thI o
[1146 QL ]/ IKI( +a Pl= V PPRRAG,

y somet1dos a las relaciones de permutac1on

(61 K o x0 b K) de forma que e,

’

[af, a%) =0, [d%7, a%"]=0,.

[11.47| , ,
[aa a‘*] - Baa 5

x Cx KK

Un calculo facil demuestra que [I1.47] conduce a [IT1.45] a tra-
vés de [I1.46]. Pues bien, hagamos corresponder a cada- grado
de libertad K — fijado por. tres numeros enteros ny, n,, n, (cf. § 17)—
dos ntmeros cuénticos N’ = A enteros no negativos. Un estado. lo
f1]aremos dando los valores numéricos. del par J\/ que corresponde
a cada K con lo cuad los operadores a K (en ultimo término,
los operadores O, P%) deberdn actuar sobre dichos nimeros y es
-plausible que ‘ar, a? afecten sélo a los mimeros cuinticos N%

+ . 4
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vinculados al mismo grado de libertad K. De acuerdo con gsto to-
maremos

. o ar .
(a )‘a’ au=VN O o ,,
K 7 - K A 174 )
NNy ~¥ .

' ¥k :
[I1.48] ‘ ] (@ =2,3)
a* _ 7N
<aK>N;g,N;L;fVNK ON;—I,N;" .

en ¢l bien entendido que respecto de los otros nimeros cudnticos
-lo mismo @}, que aj se comportan como matrices unidad. Que las
“matrices [II 48] satlsfacen las relaciones de permutacién [IT. 47]

es claro, como también se ve facilmente que

a ZV
(aK aK )N(Z’ Ta” - N a a’ N
K * lII ’

rrr

@ .
—1
K .

YNE s f,m,_lNa,:(N“ D0

UK g Vg
© v que, analogamente,

(/* a v 0 .
(a ) 0 = Z\ v Vr/,” .
K K K

Podemos afirmar, en Consecuencia, que las matrices a% al fy aK aK

son matrices diagonales, siendo sus valores propios los ndmeros

enteros no negativos Ny +1 en el primer caso y N%en el segundo.

" Al substituir en Hyps 10s operadores P;, Q' por sus expfesio-

" nes [1T.46] en funcién de las matrices aK>, ay " definidas en [1I. 48]
se obtiene la’ matriz diagonal

he

3
11149] Hle-aus - 2 Ld Z I-Kl (aK aK + ak aK) )
E a=2
En efecto: _
aF 0 h|K’ o o oF ok a o - u¥ o
PK PK: % Qg = O_gly —Ag a_g+ a—Ka—K)’
a% 0 he a* o ax g% o o a*
QK QK’T (aK ‘ZK+“K” K+a—KaK+a Ka—K>

2| K|
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Basta sumar respecto de ¢ estas igualdades multiplicadas previa-
mente por ¢* la primera y por ]ff]z la segunda, simplificar el re-
sultado valiéndose de las relaciones de permutacién [II.47], y su-
mar luego respecto de K para obtener la expresién [11.49] (1). Los
valores propios del operador Hy,,, es decir, los niveles de energia
posibles del campo electromagnético son, por lo tanto, ‘

[11.50] E(N) =X he| K| (N, +N.+1).
= |

Esta relacién nos dice que cada grado de libertad K contribuye a
la energia total E(N) con un mdltiplo entero de la energia propia

h,c]I—{) | ¥ que.la energia que aporta depende, no de los valores nu-
: s

;. 2 . K 3 .
méricos de N, N_, sino del de la suma N+N_ . Ahora bien, es

sabido que la energia de un corpidsculo esti ligada con la masa
2

“propia m, y el impulso ;del mismo por la relacién %— =my2e? + |f§|2
que, para my=0, se reduce a E=c|p|. Y como, de otra parte, la
- + @ X o
onda de de Broglie asociada es e , de forma que h K=p,
resulta. que [IT.50] puede interpretarse como energia de un sis-
. tema de corpusculos independientes, ‘de masa propia nula, y de
~los cuales hay N;—I-N; que poseen el impulso hK y, por consi-
guiente, la energia hc|K]|. .
La mera cuantificacién del campo electromagnético, sin més hi-
potesis, ha conducido, pues, sino a una explicacidn de la estructura
corpuscular de la luz, por lo menos a ‘una justificacién del modélo
corpuscular de la misma y ha. proporcionado un fundamento tedri-
co, dentro del marco de un esquema general, a las relaciones de
Einstein E=hy, E:hf, todo lo cual se confirmard aun méas en lo
que sigue. Pero antes conviene hacer resaltar dos puntos que, en
verdad, no dejan de llamar la atencidn. , ' A
. Si todas las N7 son nulas, esto es, si no estd presente ningtn
fotén, la férmula [I1.50] nos da E(’O)*ﬁEhC"Iz[ como valor cero

(1) Obsérvese qu , evidentemente,

% #
a®  a% = 2 a®® g% -
—K —K - K K

K - K
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~de la energfa. De ser finito E(0) cabria prescindir de esta misteriosa

energia residual considerandola como una constante aditiva que
desaparece al considerar diferencias de energia. Pero es que ni tan
sélo nos queda éste no muy convincente argumento, porque -es el

caso que la serie Y hc|K| diverge y ya es mucho pedir que haga-
K .

mos caso omiso de una energia infinita correspondiente al cero abso-

luto, a la ausencia total de fotones. Este singular resultado ha sido

muy debatido, pero no parece haberse llegado a ninguna explicacién
satisfactoria. El segundo punto a que aludfamos es el siguiente :.

Si modificamos los valores de las Nf{ pero de tal manera que las
2 .3 . . e T 2 a7d
sumas N +N| no varfen, el valor de la energia %hf’lKl (N, tN)
se conserva-y la pregunta ‘que surge inmediatamente es qué distin-
. 2 3 . -2 3 .
gird el estado N + N, por ejemplo, del estado (N, —1)+(N, +1).
Dicho con otras palabras, la energia del campo electromagnético
no depende de los numeros NZ; por ceparado, cada uno de los
cuales esta asociado al vector K y a una direccién transversal a K,
sino de su suma y se trata de ver qué caracteriza a los fotones de
impulso hX y a los cuales se refiere el numero cudntico N, de
aquellos otros fotones de igual impulso que figuran entre los N -
: . L oar? .3 . . = .
Todo ocurre como si los N + N fotones de impulso hK se clasi-
ficasen en dos categorfas, sin que importe, a los efectos energéti-

cos, a cudl de las dos pertenezca un fotén de impulso hK. Aunque
con ello no hacemos de momento més que dar un nombre a esas cla-
ses, convengamos en decir que los nimeros N; y N;
a fotones de distinta polarizacidn lineal, si bien de igual impulso.
De acuerdo con esto, el resultado anterior se puede expresar di-
ciendo que la energfa de una colectividad de fotones es indepen-

diente del estado de polarizacién de los mismos. Pero conste que

. L]
se refieren

este juicio no enuncia nada nuevo.-Mas prosigamos.

20.—En\ la teoria clésica las componentes contravariantes de la

derisidad de impulso 9.,.:LC.C;.4 (cf. 1.15") valen, en virtud de
[1.20] y [1.21], “Ql :

. 1
91 - _g CC]'t = f“”f;‘mv
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es decir, en notacién vectorial ordinaria,

L(bl

donde S es el vector de Poynting. En la electrodindmica cudntica,

tanto E cuanto H son operadores no permutables, como se deduce
facilmente de [I1.24], lo que obliga a «simetrizar» la expresién
clasica para que resulte hermitico el operador de densidad de im-
pulso, que corresponde a un observable real. El operador en cues-
tién, por lo tanto, se tomara igual a '

U T E -
—QC(JL/\H—H/\E)—2

[H.5H' (rot 4 /\T~’t/\r0tA)

Pero (cf, 11.49)

- - 1 F(BE-E%e ;12 , = —
rotA/\?t=jU—26(B o (KNqe) Ao

s PN K. K'
de donde

f rob LA Fdz =i 3 (EAG) A Dy .
Dy ' " K

Luego, ei’operlador del impulso total G = f§ dx serd:

—

G:

—

5 SHENT) N Fe= T A EAT)

o
o bien, introduciendo exclusivamente las componentes QK, P

(cf. § 17),

[l

nre  G=- L NEY (Pl 6P,

Los valores propios de este operador se obtienen con la mayor fa-
cilidad en el esquema matricial {11 .46, 47, 48], pues substituyendo




3
QK y PK por sus expresiones en funcién de a a?f ~resulta la

matriz diagonal (1)

cuyos valoreé propios son (cf. II.48)

(T1.53] GN) =2 hE(N.+ N

} K

Esta férmula nos confirma en la interpretacién corpuscular de la

luz y en la atribucién de un impulio h % a fotén de vector de ni-

mero de onda K, perc no nos permite distinguir todavia entre las

dos polarizaciones de que antes habldbamos, lo que no tiene nada
» . de particular. Consideremos,. en cambio, el momento total de im-

\ pulso, el momento cinético total del campo en D, :

M= "z A Gdzx.

Dr

Sabemos que, en la teorfa clésica,

s o 20
912—'47"" :7.[8.:7:____7_7;8 1“=
T = =
d X ol ()
= r° divr- @, ;
’ 2 Rl (1) ox
v que, -, fué necesario introducir
, , - 30

los términos suplementarios divze- O, —.M = -’ —F

o 2
(1) Ténganse en cuenta las relaciones
2Ry b el Y= FR( o e ),
K . )
ZK(a_K Oy _K)—- ZK(a a* —{—a,Ka;l(
de la ultlma de las cuales se sigue

ZE(@?K aiK +aiK ai):().
K .




para conseguir la invariancia de contraste y la simetria del tensor
de energfa impulso (1). Separemos ahora aquél de éstos 'y escri-
bamos '

g’r _ gor _+_ g:r'7
con lo cual M se descon'-lpone en
M° = / x N\ G°dx
w Df .
Y
M” = f ; /A\ g’, dT,
Dr

(M’:M"—i—ﬁ’). En la teorfa cudntica mantendremos esta distincion
v se tendra asi, de una parte, el operador

OT'___]_‘_> SaQS a®3 8
g" = 2«(TC 3 - da" 7;)’

v, de otra, el bperador

PR ] , o B
9/T=L(div7c~ﬂ')r+<1)rdivvt)-—i— =0, + 0, %)
9 , : 9 v

En este tltimo se puede prescindir del primer: paréntesis, el cual

contiene el operador div=. Por consiguiente resulta, en definitiva,

or __ 1 s a(I)s ‘S(I)s s | "o 1 Va(ﬂs ®1'+(I)rns) '

g7 = 2 (7[ ox” + dx” ﬁ>’ 9" = 2 da’ 7
de‘donde

2 Jps 22 oxt aat :

(1) - Sélo si el tensor de energfa impulso es simétrico, ‘existe conservacion
del momento cinético (cf. Wentzel, p. 10).
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y
(=¥ P, - pid B (r* &
M,tr —_ 1‘/ Zt (T (I)'r _,; (D'r' ) _xr ( (Dt + (Dt7t ) dx —
2 Jp, 2x ey

1 ) ' .
= _“f @, —="0, + UNSESORSIEES f (&0, — "0, d,
. 2 Dy v Dy

dado que tF7 y en tal caso =’ y @, son permutables [ .24].
Pues bien, se puede demostrar, aunque no lo haremos, que los

valores propios del operador M° no dependen de la polarizacién del
fotén, pero—y esto es lo notable—vamos a ver que ésta interviene

en los valores propios del operador adicional M’. Hemos calificado
de notable este hecho y, con todo, no hubiese debido sorprendernos
que sea precisamente en el operador que ‘corresponde a una de las
magnitudes cldsicas introduéidas‘para convertir en simétrico el ten-
sor canénico de energia-impulso y hacerlo asi conservativo (1), don-
de se manifiesten los efectos de la polarizacién del fotén. Recuérdese
que ya en la teorfa de los corptisculos de Dirac, conseguir que el
momento cinético sea una integral primera de las ecuaciones cuanti-
_ cas del movimiento conduce a la introduccién de un nuevo operador
- junto al que corresponde al observable cldsico de momento de im-
' pulso: el operador de spin del momento cinético propio del ‘cor-
| ptsculo. Cabe asi sospechar que sera en M’ donde intervendr4 el
spin del fotén, y si, ademés, en M’ se manifiesta Ia polarizacién del
mismo, quedard puesta de relieve la existencia de una relacién entre
aquél y éste. Vedmoslo.

- La substitucién en {11.54] de =, y @* por sus desarrollos de Fou-
rier [II.36] nos da, volviendo a la notacién vectorial,

Zf (K' K))(ac"’ /\qK,dx_._—Zp /\QK—__ZMIK

K K’ s

donde 1\7;{=727K/\Q7K es la contribucién del grado de libertad K
al momento cinético ]\7’, aunque, como operador, afecta no sdlo a
los nimeros cudnticos NZ'Z, sino también a los NO_‘K en virtud de
[1I.46] y [11.48]. De aqui que para deterfiinar los posibles efec-

tos de unos y otros sea menester considerar a la vez M,.yM__

(1) En sentido més restringido que el ordinario. Cf. Nota pag. 55.
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La proyeccién del momento cinético *T[;("‘ﬂl_x sobre K vale, de

acuerdo con [I1.40] y lo dicho en el § 19 (¢, ==, _K),

(M M )yxe, == 1PrQ ~PLQ P Q. ¢

—K ’—Kg'

Pero [11.46]

PKQK:7( K ><a -K 7<aK +aK K_ag—KaK_a—inK)

y expresiones anélogas resultan para P;Q;, PiKQiK, P':KQiK
Luego, sumando y utilizando las relaciones de la nota de la p. 54,

- LR BN I L R LA B
K)XEJ,K*I” ga a, aKf+h@{u_Ka_K a a s

(M’ +M"
habiéndose conseguido asf la separacién efectiva de la contribucién
de los fotones de impulso hK de la qué debe atribuirse a los fotones .
de impulso —hK. Limitémonos a la primera—lo que resulte de
ella se aplicard, mutatis mutandis, a la segunda. Conocer los valo-
res prepios del operador

g:&-

[T1.55] - © M =hi{d —a”

L Pl

es conocer los valores. posibles de la componente relativa a e, x (pa-
1alelo y acorde a K) del momento cinético complementario que co- d
rresponde a los fotones de impulso hK. La representacién matricial
[II.48] no conduce en el presente caso a la forma diagonal. Pero

introduzcamos los operadores a ., a, definidos por

;K = 1}9_ (a; - z'a;(), ;K V (azx + m M, . : :
11.57] ¢ - : '

- 1 3 . 3- ~% 1 9% T T TN

By = Vo (“K+Z“K)’ Ay = V3 (aK _mK>'

La transformacién lineal que conduce de unos a otros es evidente-
mente unitaria, por lo cual, en primer lugar, subsisten entre los

- tx o -x X S ’ .,
operadores a o Ay Ay O las mismas relaciones de permutacién -
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~

[I1.47] a que satisfacen los a, a?, y, en segundo lugar, se con-.

servan los valores propios de [II.55]. La simple comparacién de
[II.56] con las férmulas de la Optica cldsica que permiten pasar
de la polarizacién rectilinea a la circular muestra el sentido en tér-
minos cldsicos de aquella transformacién entre operadores y se en-
trevé que nos acercamos al final de nuestro camino. En efecto: que

+ .
los operadores a,, ..., cumplan las mismas relaciones de permuta-

K’

.y - )
cion que los operadores a, , ..., conduce a tomar
+ _l + .,
()i g =V Nt r 2y
[IT.57]

r Vg

{ (), =
, NK,NK

Ve, . o w114y
£ -

- . ,
y expresiones en todo semejantes para a4, ap- Ny N, son nt-

r

. . . 2
meros cudnticos enteros no negativos al igual que N, N, y es
o+ - -
claro que de [II.57] se sigue que (a3 a, )y (a3 ay ) son matrices dia-

+ T - .
gonales con los valores propios N+ y N7, respectivamente, al igual
que ocurre con (a} a;) NA (a‘”; a’) como consecuencia de [IT.48].

Ahora bien ’ .

++ i : .
* - 2% 9 3% 3 . 3% 8 %% 3
Uy g = 9 gaKaK+aK“K+Z(aKaK Cp O g’
Zze;c_z _ 1 gr;z*az +adl —i(aal, — &al ;
KK 9 E“K . K"K kYK 'YK/
de donde
+*;+&*&_a2*a2_{;a3*3
e "k g "k x x>

to+ -
B s — s 3% 2 2% 8
ApOp— A0, Z(aK A — G 0 .

De la primera de estas dos ultimas relaciones se deduce que

[I1.58] N N, =N:+N,

N



y de la segunda, que . '

Luego, los. valores propios de M; . son
‘ , + —
[1I.59] M]"K(N)=h(NK—-NK),

y dependen esenmalmente de los nameros N VN . Estos, y no

los N%, son los que toman en cuenta el estado de polarizacién del

fotén. En funcién de ellos, los valores posibles de la”energia to-
tal [1I. 507 de'la colect1v1dad de fotones se escrlben, a causa de
[1I.58],

E(N) = thlK! (Ny+ Fy +1),

v los del impulso total [II.53],

=¥ hz?(z\“rK+ ),

v poco 1mporta por lo que a ellos atafie que ,un fotén de impulso hK

pertenezca a la clase (V ) o ala (\ «)- Pero al considerar los va-

lores posibles de la componente longitudinal del momento de im-
pulso M| . nos encontramos con que al fotén se le ofrecen dos

posibilidades, los valores +h =+ h . Cada fotén de impulso hK

aT

. A . ho o h
contribuye, por consiguiente, a M, . con el valorz—— o el o=
. : ' e ks

y es este hecho al que se alude al decir que el fotén es un corpusculo

de spin (0 momento cinético p‘ropio)vunidad, paralelo <+2i) o an-
. i

tiparalelo (.— ;h—) al vector de onda K. En el enjambre de foto-
2% - : . i

nes, NK es el nimero de fotones de impulso hK y spin paralelo a

-

K, N, el ntmero de los de igual impulso peéro de.spin antiparalelo
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a K.Y como, de otra parte, N Y N x distinguen los dos estados

de polarizacién, hablar de éstos y dlstmguir de acuerdo con éstos,
equivale a hacerlo atendiendo al paralelismo y antiparalelismo del
spin del fotén. Es menester advertir, sin embargo, que ese i{ntimo
nexo entre orientacién del spin y polarizacién existe esencialmente

tan sélo en la clase de los fotones K -en la onda plana monocro-
matica, para decirlo con términos clasicos. La polarizacidén de la-
onda electromagnética asociada al fotén sélo estd bien determinada
si esta onda es plana y monocromética, en cuyo caso la posicién
del fotén es indeterminada por completo, aunque se conoce, el va-
lor del spin. Pero supongamos un sistema de funciones de onda
planas’ de spin )]L e igual direccién de propagacién (vector -_c; E co-

Z

mun), pero de frecuencias diferentes. El valor del spin seré perfec-
tamente conocido y dado que la regién del espacio en que ia fun-
cién de onda no es nula serd un estrato muy pequefio, sabemos tam-
bién de la posicién del fotén, pero no cabe hablar ya de polariza-
cién de la onda electromagnética asociada a dicha funcién de onda.
Hay, pues, una cierta diferencia entre el comportamiento del spin
v el de la polarizacién,, por lo menos Iespecto de fa localizacién del
fotén (1)

21.—Resumamos, para terminar, cuanto llevamos visto en esa

\ ultima parte. Hemos partido de la imagen clasica del campo elec-
tromagnético caracterizado por unas funciones ®, que eran solucio-
nes, pertenecientes a una cierta clase, de un sistema de ecuaciones en-

~ tre derivadas parciales més generales que las de Maxwell, pero que
para las soluciones de aquella clase se reducifan a las ecuaciones de
y ) Maxwell ordinarias. Ha bastado entonces aplicar el proceso de cuan-
| tificacidén para que el campo se mostrara como imagen macroscépica
} un enjambre de corptsculos (fotones) de masa propia nula, de
[ energfa e impulso que satisfacen las relaciones de Einstein y cua-
- lificadas por una nueva determinacién, el spin de valor unidad, pa-

'\ralelo 0 ant1para1eIo al impulco hK. El estado del en]ambre esta

determinado por dos sistemas de nimeros cudnticos NK y NK, de

(1) Esto dltimo quiza resulte un poco obscuro, ‘pero aclararlo por completo
exigirfa entrar en ciertos detalles de la teorfa de de Broglie cf. de Broglie, I

p- 171). Valga, por lo tanto, sélo como sugerencia ’
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suerte que la funcién de onda ¢ serd, en tltimo término y en el
" caso general, una funcién de estos numeros

+ —

b=t(No, N, N Ny oo 1),
que obedecera ala ecuacion de Schrbdinger [11 .44j. z{”K es el nu-
mero de fotones de impulso hff y spin paralelo, N el de fotones
de igual impulso hK pero de spin antiparalelo. La funcién ¢(N ; £),
definida en el espacio de los nimeros N, es tal que [np(:{f;{, Nf'(z,‘)l‘é
da la p_robabilidad, en el instante f, del estado definido por los nti-

N
meros cuanticos ZVK, NK.
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