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ACERCA DE LA TRANSLACION DE LOS PUIN-
TOs EN LOS ESPACIOS DE CONEXION AFIN

R. Orr1z FORNAGUERA

En lo que sigue no pretendemos sino precisar algunos por-
menores relativos a la translacién de los puntos en los espacios
de conexidn afin, No se trata, por lo tanto, de resultados en esen-
cia nuevos. Pero acaso posean un cierto interés, de una parte,
examinar la interpretacién geométrica a que se prestan, en el
estudio de las conexiones afines, algunos teoremas fundamenta-
les de la teorfa elemental de los sistemas de ecuaciones diferen-
ciales lineales y de los sistemas entre diferenciales totales, y, de
olra, el establecer las relaciones entre ciertas consideraciones

puramente infinitesimales y analiticas v el método mds geomé-

p

trico de las imagenes tangenciales.

1. Sea A, un espacio de n dimensiones dotado de conexién
affn v A, (P) el espacio afin tangente a JA, en el punto P. A (P)
no es sino un espacio afin, en sentido ordinario, en el cual se
conviene ¢n representar el punto P de la variedad 9, el entor-
no de primer orden de P en T, v los entes tensoriales, de indole
geomdétrica o fisica, vinculados a P. El punio de A (P) que se
piensa identificado con P es un punto propio arbitrariamente
elegido, eomo arbitraria es asimismo la eleccidn de los n vecto-

res e;, lincalmente independientes, que, aplicados a P, constitu-
yen la representacion en AL(P) de la referencia local natural
R,IP; (x}] correspondiente al punto P y al sistema de coorde-
nadas (x) en A, . ' '

Y esto es todo lo que cabe decir acerca de A,(P) cuando $,
se concibe en sf, no como variedad sumergida en un espacio
afin ordinario de mayor ntimero de dimensiones. Elegidos P y

\
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e, Sl x'=x'(x) es una transformacién de coordenadas regular en
A, , la base E; asociada a R,[P; (%)) estd definida por
E, = ofe,, {1}

donde el valor de of = -

= claro est4, es el que corresponde al

punto P. :

Las coordenadas absolutas de los puntos propios de A,(P)
respecto de las referencias locales R,[P; (x)] varfan con (x)
como las componentes de un vector contravariante. Correlativa-
mente, las coordenadas absolutas de Jos hiperplanos de n—1
dimensiones de A,(P) que no pasan por P respecto de las
R.[P; (x)] varfan con (x) como las componentes de un vector
covariante. Esto y que a cada punto impropio de A,(P) corres-
ponden infinitos vectores contravariantes cuyas componentes en
cada R,[P; (x)1 son proporcionales y que a cada (n-—1)-plano
que pasa por P corresponde una infinidad de vectores covarian-
tes cuyas componentes en cada R,[P; (x)] son también propor-
cionales, son hechos de sobra conocidos que nos limitamos a
recordar aqui al igual que la ley de translacién de los vectores
contravariantes ‘ '

* . . .
w' = u' — I w! da~ [2]

vy de los vectores covariantes

-

in = v, -+ D, v;dar. ’ [8]

Si P+dP={x'4dx'} es un punto de R, infinitamente préximo
al' P={«'}, [2] nos dice qué vector w de AP +dP) debe con-
siderarse como equipolente a un vector ' dado de AL(P), es de-
cir, qué vector se obtiene en aquél al transladar u' de P a P+ dP.
De ahi se sigue que [2] determina entre AP) y AP+ dP) una
afinidad infinitesimal en cuanto se den un par de puntos homa-

logos. Si, en efecto, X }oii son las coordenadas de éstos relati-
vas a R[P; (x)], R[P+dP; (x)], respectivamente, el homdlo-

Ed .
i i : i )
go X' de X' sera tal que, haciendo X'—X'=4! deber4 tenerse
_ . o ,

=i },{ = :’o( +ut = Tl dact .
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Ahora bien, como P pertenece al entorno de primer orden de
P +dP, I’ es punto de A,(P +dP), y es claro que sus coordena-
das respecto de R,[P+dP; (x)] son iguales a —dx'. Luego, si
convenimos en elegir la afinidad asociada a [2] de suerte que P
sca doble, las ecuaciones de dicha afinidad se escribirdn, sin mds

- ‘
que tomar X'=0, X'=—dux'
- 0 o

Xi= —da + X — I, XI d*, [4]

en el bien entendido que, insistimos, X' son coordenadas respec-
to de R,[P; (x)] y X 1o son respecto de R, [P +dP; (x)]. Si
MeA,(P) v M € A,(P:+dP) son puntos homdlogos segtin la afi-
nidad [4], de M diremos que es el transladado de M en

AP +dP) o también que M es el punto M transladado a
Ay(P+dP). En general, el homdlogo en A, (P +dP) de un obje-
to geométrico o fisico cualquiera de A,(P) segin la afinidad [4]
0 la afinidad vectorial [2], ser4 el transladado de dicho objeto
a AP +dP) (D).

9. La diferencial dX!=X X variacidn de las coordemu-
das de un punto de A,(P) al ser transladado a A,(P +dP) segtin
la ley de transporte [4], no serd, en general, una diferencial
cxacta, de lo que se sigue que carece de sentido hablar de trans-
Indado de un punto dado en un espacio afin tangente a otro

(1) Esta condicién sujeta extraordinariamente la ley de transporte de

los vectores covariantes y  contravariantes. En la ley de transporte més
Y 5
. 1
general, en vez de [3] se tendrfa vyj=wv;+ Ty vjde®, Es claro que entonces
o * % .
las ccuaciones wlvj=c0 o wulzy=0 no serdn consecuencia en general de
wipy=cF0 & wloy=0, respectivamente. Dado que

2, ® § It .
who, = uly, + u I oy da® — o, T o ! d®

v - . P . . i i
w' v, = u! v, para da¥ cualquiera ‘implita necesariamente wiv; ([ — '1%,)=0.
5i esto debe cumplirse para todo par wl, 7; tal que wuly;=0, el tensor
ey i j ve j ‘
O’ =TI'i — Th ha de ser de la forma C;. ' =5} C,, donde Cy es un vector
covariante arbitrario, y es facil ver que esta condicidén necesaria es asimis-
mo suficiente. En cambio, si aquella expresién debe anularse para ui, w;
sujetos a la condicién wey=c40, forzosamente Cy’ =0, es decir, "1, = I'} .
A esto equivale lo postulado en el texto. (Cf. Schouten, pigs. 66-67.)

g B S,
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espacio afin tangente, sin mds, ¢ 1ando las coordenadas de los
puntos de contacto de uno y de otro no difieren infinitamente
poco. Pero muy otro serd el caso si se fija una linea I'==P(() de
3, que enlace estos dos tltimos puntos. Sean, en efecto, P,=P(1,)
y P=P(t) dos puntos genéricos de T' y sea X¢ AP, un punto

dado arbitrariamente en A,(P,). Claro est4 que la integral del sis-
tema de ecuaciones diferenciales lineales no homogéneas
d Xi

S Dl ()34 () X+ 2 (1) = 0, (@=1, ey = - ) 5]

determinada por las condiciones iniciales X'(1,}=X! nos da, para
o

cada valor de t, las coordenadas respecto de: R,[P(i); (x)] del
punto X(#), trasladado de >§ en A[P(t)] a lo largo de la linea T'.
Con otras palabras, elegida en A, una linea I', o fo que es lo
mismo, dadas sus ecuaciones paramétricas x'=x'(t) (1), el siste-
ma [5] hace corresponder a cada par de puntos P, y P de I" un
operador C(P, P,; I') que aplicado a un punto }o{E A, (P, nos

da otro punto TP, P,; IX=Xe¢ A,(P) que es precisamente el
transladado de X a A,(P) a lo largo de I'. Sabemos a priori que
T (P, Py; I') es un operador lineal y también que, en virtud de
lo que precede,

TP, Po; I') = TP, P; I, {6}

pero conviene determinar, partiendo de [5], cuél es su estructura.

La ley de translacién de los vectores contravariantes a lo
largo de I' resulta, en términos finitos, de integrar el sistema
lineal homogéneo ’

N

‘%i’ + Lyl ®)] 2 (t)ul =0, ' {71

que es precisamente el sistema homegéneo ligado a [5]. Por
otra parte, la teorfa general de los sistemas de ecuaciones dife-

(1) La forma_ del sistema [5] se consefva cualquiera que sea el para-
metro ¢ en funcién del cual se expresen las coordenadas de los puntos :de
T, es decir, las integrales de [5] .éstan ligadas a la linea T', no a su repre-
sentacién paramétrica,
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renciales lineales nos dice que la integral general de [5] resulta
de sumar a la integral general de [7] una integral particular
ile [5], Pero hay més, es también sabido qué incluso del cono-
cimiento de esla Ultima cabe. prescindir, puesto que, mediante
cuadraturas, es posible deducir de aéluélla una integral particu-
far de [5]. Basdndonos en consideraciones puramente geomé-
tricas, podriase prever ya este resultado, por lo menos en su
primera parte: si conocemos los transladados de un punto dado
F( Ay(P,) a los diferentes espacios tangentes A, (P), P € (esto

e, una integral particular de [5]) v los transladados de un vec-
tor contravariante genérico w'€ A,(P,) a dichos espacios (es de-
S .

cir, Ja integral general de [7]), el transladado de un punto cual-
quiera X e A(P) a Ay(P) a lo largo de T" es la suma del transla-

dado de X v el transladado del vector w'=X_—Xi 4 Ay(PY a lo

largo de 1. Elijamos como punto 3?; el origen de R, |P,; (x)],

0 «m, el punto de contacto P, de A.,I(I o). La sucesién de puntos’

CP, P INP, que se obtiene cuando P describe T es, eviden-

femente, la integral particular de [5] o (¢, 2,) que se anula para

Pty a(l,, 1)=0 (1). Ademads, si a,(f, t,) son las n integrales
particulares de [7] determinadas por las condiciones iniciales
@y (L 1)==2, , donde 3. es el siml bolo de Kronecker, es facil VEI
que dichas # imntegrales son lmealmeme mdependlemcs Lueuo,
la integral general de [5] serd de la forma

K= al(t, to) + al (¢, t,) O, (5]

igualdades en las que C* son n constantes arbitrarias que Se ex-
presan sin dificultad ninguna en funcién de las condiciones
iniciales. 5i, en efecto, X! es el transladado a A AP0 de X,
basta hacer en [8] t=t, para ver que ’

X' =al(t,, t)0% =5 C* = (5,

(1) En vigor, si pensamos P, como punto de I' arbitrariamente elegi-
hle, a (f ty) ¢s una familia de integrales particulares de [o]—aque]las que
se ll\UIdll en puintos de I', una para cada punto. Como, én o que sigue,
o es cualquiera en I, convendra tener constantemente presente este hecho.
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2.

con lo cual [8] toma la forma definitiva
Xi=al{t, t,) + al (¢, f)Xk ' (9]

que expresa, en términos finitos, la afinidad puntual que la co-
nexion afin I'j, establece, a lo largo de TY, entre los espacios

tangentes A,(P,) y A, P). La corlespondlente ‘homografia vec-

torial es la
w=al (¢ ) u. [10]

La forma analitica de T(P, P,; I') no es, pues, la misma cuan-
do se aplica a puntos que cuando se aplica a vectores contrava-
riantes; lo que nada tiene de particular porque, aun cuando el
operador sea geométricamente el mismo—la misma la transfor-
macién geométrica—los objetos a que se aplica son distintos
—un punto en el primer caso, un vector (diferencia de dos pun-
tos si se quiere) en el otro. Por esta 1azén, por ser siempre el
mismo el substratum geométrico, prescindiendo de las diferen-
cias que pueda haber, y de hecho hay, en la representacién ana-
litica, T(P, P,; I') representard para nosotros la ley de trans-

lacidn de los objetos geométricos desde A,(P,) a A,,(P) a lo. aloo'

de T, cualquiera que sea su naturaleza.

Conocemos ya el significado geométrico de dj (i, £,)—sucesién
de las imé4genes de P, obtenidas en los A,(P(l) por translacién
a lo largo de I'. El de las funciones 4} (¢, t,) es también reconoci-
ble inmediatamente : para cada k, ai (i, t,) son las componente<
respecto de R,[P(f); (x)] de <P, P,; I ek(P , donde ek(l o)
es el k-ésimo vector de base de R,[P(t,); (x)].

Es claro que la transformacién inversa de [9] se obtendra sin
mas que permutar en ella { y ¢, X'y }UG.

Xi = allt,, §) +a.(t,, £ X*. i

Al igual que [9] nos daba, para cada t, el punto T(P, P, ; I‘)X

[11] define la imagen en A, (P(t)) del punto X¢ A,(P(#)), ima-
gen®obtenida por translacién a lo largo de I'. Para {, fijo, la va-

riacién de t en [11] va superponiendo a A,(P(t,)) las imagenes |

de la sucesion { A, (P(t))} de espacios tangentes al 91, en los dife-
rentes puntos de la linea I'. Consideremos, en particular, una
sucesién continua cualquiera de puntos X(t) tales que, para cada
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valar de £, X(1)€ A(P($). Cada uno de estos puntos tiene una
imagen en Ay(P(L,)) determinada por [11] y la sucesidén de todas
cstas imdgenes, que es una sucesién continua de puntos del es-
pacio afin tangente AL(P(1,)), constituye una linea, la imagen
fangencial en A(P(L)) de la sucesién {X(t)}. Las ecuaciones
de esta linca——que eventualmente puede reducirse a un punto,
to cual sucede cuando los puntos X(t) varfan segin la transla-
cidn afin a lo largo de T, esto es, cuando X(t) es una integral
de [5]—en funcién del mismo pardmetro § a que estd referida T
se obtienen sin.més que substituir en [11] X* por XX(1) :

K= al(t,, +ai(t,, t) Xx ().

Ast, por cjemplo, la imagen tangencial de la propia linea 1" es
fa Jinea de AL(P(,)

X' =gl (toa t),

o

ngar de los puntos € (P, Po; P=T®P,, P; IVP, es decir,
ligar de los puntos P€I transladados todos a lo largo de T°
hasta Ay(P(1,)).

2. Esto sentado, veamos a qué sistema de ecuaciones dife-
renciales  satisfacen al(,, ), al (i, t) consideradas como funcio-
nes de [ Sea (b (4 t,)) la matriz inversa de la matriz (ai (i, t.)),

adjunto de af (¢, t,)
IFai 2, )]l ’

b)i( (tl ,u) =

de suerte que al (4, L), b2 (¢, 1)=3) . Se tendra

da’ (., t) bz (¢, t,)

At - bk (t! to) + a;n (ty fo) dt - Uy

e donde, multiplicando por b! (¢, t,) y contrayendo el .indice 3,

avi ¢, t) da), (¢, 1,)
o THE R L) ————— =0,

fhora bien, al, (i, t,) es integral de [7], es decir, para m=1, 2,
..oy 7 se tiene, idénticamente,
dai (¢, &)

TV s ]
== TLall e (Y
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Luego

dbi(t, t) .
0= —————Bi(t, L) (t, £,) aL (¢, £) T, 2* (1)
abi. (¢, t,)

A i. ; . .s - 0
dt I‘kgbi (t) tu)x (t)l [1"]

lo que demuestra que bl (¢, t,), j fijo, es una integral del sistema

adjunto del sistema [7]. Dicho de otra manera, cada columna.

de la matriz inversa de la (af (t, 1,)) es una integral del sistema

Y T, (13

dt

adjunto del {7] (1). Pero la matriz (bi(t t,)) es una matriz regu-

lar, en cuanto inversa de una matriz regular ; por consiguiente,

UV = Cj bi( (t, to)
es la integral general de [12] y como bl (&, ty=al (£, t) (CE. § 2),
’ Cial(t,, ¥

coincide con esta integral general.

Por lo que ataiie a as (b £), imaginemos una sucesién de
puntos {X(¢}} que varfen a lo largo de T' por translacién afin,
con lo ‘cual, conforme dijimos, la imagen tangencial de la misma
en A,(P(t,)) se reducird a un punto, el X(to)z};){. Las = funcio-

nes X'(t), coordenadas de X(t) en R,[P(1); (x)], constituyen una
integral de [5] y, por lo tanto, en virtud de [111],
@ty 1) + aj (b, £) X () = Cr = X

Basta derivar esta identidad respecto de t y valernos de [5] y
[18] para obtener la relacién buscada :

dai (t,, ) o . i . -
—a TR DL a, D h—al,, ) T X (0 (1) —

—al(t,, Ha () =0,

(1) Esta es la ley de transporte [3] de los vectores covariantes. Las
propiedades -de los sistemas‘adjuptos son casi evidentes cuando se consi-
deran en el producto contracto wuly;. (Cf. Goursat, pag. 503.) ’

f
!
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es decir,
da:) (tc s t)

i ok (1) = (.
= ay Gy D) =0

Resumiendo, la integracién del sistema [5] y la integracidén del
sistema

a).%%—lquzq
[15]
p 2
it

son problemas equivalentes. Si by (¢, t,) son las n integrales par-
ticulares de |15, a] independientes determinadas por las con-
diciones iniciales b (1, t,)=28% v si hacemos

Ftﬂ—jnbrﬂﬁ@dg
In integral general de [5] es
X = bt 0+ 0L, 0 X

4. Dos sencillas condiciones puramente geométricas condu-

cen a los resultados qué preceden con la mayor facilidad. Dada :
una linea I'=P@1) del A, v elegido en ella un punto P(,~1 (L), -

scan A,(P,) el espacio afm tangente a J, en P, v R,[P,; (x)]
fa referencia local asociada. Se trata de determinar en ¢l espacio

aftn AP, una linea FEP(i) que pase por P, v una 'Eamiliz_\ de
selerencias afines R, [P(i)] (R‘H[P(f V1=R,[P,; (x)] cuyos oti-
venes sean los puntos P(t), tales que :
ay El vector de A, (P,) aplicado a P(f)ET y de componen-
tes ', cualesquiera, respecto de ﬁ\n[f)(t)] y el vector de ALP,)

aplicado a };;(b+dt)€1% . omponentes u'—I" ux"dt son equi-
polentes en el sentido ordinario (1).

(1) No se pierda de vista que todos los objetos geometrlcm de que ahora
h 1bhmoq pertenecen al espacio A4(P,) que es un espacio affn en el sentido
de la geometria elemental.

' 0 lo que es lo mismo,
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b) Las componentes respecto de f{[ﬁ(t)] del vector infini-
tesimal del A (P,), dP = P(b+dt)-P(i), donde los P son puntos

de I‘ son los niimeros x(t)dt

Sean ek(t) los vectores fundamentales de la referencia mcég—

nita Rn[P(t)] En vn‘tud de a), cualquiera que sea el vector con-
travariante u' deber4 tenerse

(u* — T o 2 dt) (e, + de) = uke,

salvo factores de orden superior al prime-
ro que carecen de interés con vistas a la mtemamon

u“(dek — P{{s ej z° da) = 0.
Pero esta relacién debe quedar satisfecha a lo largo de r y cual-
quiera que sea u*. Por ende, a lo lardo de 1, serd  ”

de . = ,
i Paee =0, ‘ (15, a]

AP =, di;
luego I:S(t) es solucién de |
ap . !
Pl e, =0. ‘ (15, b]

Las ecuac1ones [15,a] y [15, b] ponen de manifiesto que e (t)

P(t), esto es, R [P(t)] y 1'" constituyen un sistema de n inte-
Urales de [15], precisamente las determinadas por las condicio-

nes, 1mcla1es ek(t)_ek(Po)e R,,[Pc, (x)], P(t) P.. Si Gk (t) sonh

las componentes de ek(t) respecio de R,[P,; (x)], de manera que

' ek(t)—e (%) e,(P) y el -(t) las coordenadas de P(t) relativas a dicha

referencia, es claro que e_k(t) coincide con by (L, t,)=al(t, £} y
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((t) con bi(t, t,y=a'(t, t). La linea f‘y por lo tanto, es la ima-
gen tangencial de I' en A,(P,) v Rn[ﬁ(t)] lar imagen de la réfe-
rencia local R;[P(f); (x)], obtenida en A,(P,) por translacién
paraléla a lo largo de T. ‘ -

5. Il sistema [15,a] vy esta tltima consideracién conducen
inmediatamente a las nociones de geodésica y de curvatura v
torsién del espacio de conexién afin F,. Para que la imagen
tangencial T' en Ay(P,) de una linea T' que pase por P,={x*} sea
una recta de A,(P,} es necesario y basta, en fuerza de [15, b], que

existan un vector fijo a y una funcién () tales que

e [16]
es decir,
B
d e\ _ 0. (17
dt \ ¢ ()

Hs desde luego evidente que el producto ¢(f)a ha de ser ne-
cesariamente no nulo, salvo acaso en aquellos puntos en que la

tangente a I' es indeterminada (x*=0), de lo contrario la imagen

tangencial de I' seria un punto, el P,, y no una recta. La ecua-

cién [17] equivale, por lo tanto, a [16] si la linea T" que tratamos

de determinar ha de poseer tangente tnica en cada uno de sus
ik

puntos, condicion ésta necesaria si su imagen I' ha de ser una

recta, Ahora bien, de [17] se sigue, de acuerdo con [15,a],

e
—

' it k 8 1:3
o ri e+ at e T e fate

:0.

- k
Pero los vectores e, son linealmente independientes ; luego, para
que la imagen tangencial de I'" sea una recta es necesario que
a lo largo de I'=P(1) sea ’

a2k L dai o dxs <{.7 ) da*
L g A o det (18,
di ode  dt o) di
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Reciprocamente;- cualquiera que sea la ‘fincidn W(t), si {xk(t)
. . . - * !
€S una integral del sistema de ecuaciones diferenciales

arax w 4% daxr dak - ‘

integral que se redupe’ a {x*} para t=1t,, la imagen tangencial en
Au(P,) de T'={x%()} es la recta | |

P=P, +70a

donde : : -
< |
_ « [ $©do gl
Frpy . = £ -
/(lf)-CJtuef dr, al:x((‘l)') e (P)

Y ¢ ¢s una constante arbitraria que siempre% podemos suponer
igual a la umdad. En la expresién de g aparécen las n constan-
. e .k .o . - .

It,es arlljaltrauas *(t,) que fijan la direccién de la tangente a la
inea I' que pa jar c i

a que pdsa por P, cual no podia dejar de ocurrir puesto
que I' ha de ser solucién de [18,], sistema que es de segundo
orden. "‘ '

Queda asf demostrado que la condicién necesaria v suficiente
para que la imagen tangencial de una linea I del 9, sea una

rec.ta es que I' sea una integral de [18,]—o E181]. Si asf es, T’
satisface la condicién [16] con ,

t
d(o)da
¢@) = oef,“’ .

- Pero es claro que nada nos impide, aunque se nos dé de ante-

man‘o la funcién ¢(t) y con ella el pardmetro t a que T estarj
1ef?r1da. elegir como.pardmetro, no la variable t, sino la variable
A ligada con ¢ por la relacién

7‘=f@)=fr?(r)dt.
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I.a ecuacién [16] se escribe entonces

. I dx*
—~ e, dt S _ dx" =
T e T A T T
dt
v ol sistema [18,] toma la forma
a? x* L dxt dys
u =0, 18,
dne Padn dn 0 (181

que coincide con el [18,] para ¢==0. Por consiguiente, no per-
demos solucidn ninguna de nuestro problema si en cualquier
caso se hace en [18,]1 ¢=0, va que ello equivale a referir I' a un
pardmetro convenientemente elegido. Al mismo resultado se le-
garia de tomar h=af(f)+b, con a y b constantes cualesquiera.
51 parametro 3, determinado conforme acabamos de ver salvo
una transformacidn lineal y entera, referida al cual una linea 1

de ta familia que consideramos es solucién de [18,] se suele

Hlamar pardmelro afin. Sea como fuere, tanto si se trata de un

pardmetro afin como de otro parametro ¢ cualquiera, el sistema

{18,] nos dice que todo a lo largo de una de sus lineas integra-
da:k

les, ') los vectores tangentes a I' u*= —~ son paralelos entre’
. N v

dt
st (respecto de la conexidén T, claro estd), mientras que [18,]-

affade algo mas, a saber, que si se trata de un pardmetro atin,
no solo son paralelos, sino también equipolentes. Las lincas 1M

de F, cuyas umdgenes tangenciales en un A, (P,) cualquiera son
recias son, por ende, las geodésicas del A, que pasan por P, vy
solo ellas, entendiendo por geodésicas del espacio de conexidn
afin A, las lincas de A, cuyos vectores tangentes son paralelos
entre si, en particular equipolentes,

6. Volviendo a la imagen tangencial I" de una linea cual-

guicra I' del J1, en el espacio afin tangente en un punto P,eI’,
. # =
aunque es patente en [15] que I v las referencias R,[P(#)] no
dependen de cudl sea la representacién paramétrica de I'—o lo
que es lo mismo, el pardmetro {—-nos queda por ver cudndo la
imagen de un punto P en el A (P,), al'igual que la de R,[P; (x)],

~ i
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estard univocamente determinada, es decir, con independencia
de la linea I’ que una P, y P, y esto cualesquiera que sean P, y
P. Recordemos ante todo (Cf. §4) que, dada urm linea I'=P3)
que pase por P, se tiene }g(t)z TP, P(t); DIP®) y Ii,,[l*’(t)]z
= T[P,, P(t); TIRP(%); ()], o sea, que para P, y P dados

P=<T®, P; DP, R, [Pl=<T®, P, I R, (P; (x)]

dependen de cudl sea I', pues de I' depende el operador de
translacién T (P,, P; I". En dltimo término, por consiguiente,

‘de lo que se trata es de ver en qué condiciones resultard ser

TPy, P; I') independiente de I, Evidentemente, para que asf
ocurra es necesario y basta que el sistema de ecuaciones entre
diferenciales totales

&) de =I\édr,
o [19]
b) dP =ed2,

sea completamente integrable—los ¢, han de ser linéalmente in
dependientes—, en cuyo caso su integral general ’

=16 (P; P, e (P.), (20]
=P (B P, g (P)), )
permitird hacer la carta en AL(P,) de todo el 51 ;-0 mejor dicho,
de aquel dominio del A, en que se cumplan las condiciones de
integrabilidad del sistema [19] (1). Este se descompone en un

primer sistema, el [19,a], relativo a las inc()ghitas g; exclusiva-
mente y un segundo. sistema, el [19, b], cuya integracidn’ se
efectia mediante cuadraturas si el problema tiene solucién. Para
que [19, a] sea integrable es necesario y basta, que de

- 3 ; 3
. j .
av e = | p € <ap =

3 x?

(1) Las Unicas singularidades de los coeficientes de dx*(s=1, 2, ..., n)
en los segundos miembros de [19] proceden, de existir, de los parametros

I

 de la conexién affn y aun esto sélo en el sistema parcial [19, a]. En

lo que sigue supondremos que carecen de ellas en el dominio de! 9 que
se considere: "




-
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$ % M / M 3
i 2 =9 e es decir que se tenga idénticamente
se siga & e, = 9 e, es decir que se tenge |

. . . =
P j i AT LA
2 i_“:(p e -+ ][‘Jkp F;q ¢ = ap i kq €i 4+ 1 kq [.]P 1

. e
o bien, pasandolo todo a un mismo miembro y cambiando indi

ces mudos donde sea necesario,

-
i j i FORE: A/ T o TERN, 0.
(ap ‘ful - aq I‘i(p + l:p kq I iq I(p) €;
2 . . . . o

Pero los vectores e; son linealmente independientes ; luego 1aq.u,

) . . . . . . ]
lla condicién necesaria y suficiente se reduce a la anulaci6t
idéntica de : o)

i j i 1j i T Al . 1
I%p!;ll = ap I‘i{q - ‘a‘l I“l‘(p + H .i'p qu qu kyp

ili el [ensor

Cabe demostrar con facilidad que el ente R .l es un tensor,

) . g . ) oF
tensor que, conforme es sabido, ha recibido el nombre d.edtons

. i6n af - Elr i hter e~
de curvalura de la conexidon afin T, . El resuitado obtem‘ o pu

) N . . - 5 l‘a_
de cnunciarse, pues, diciendo que el sistema [19,a] es integ ;
le : ; e
ble en un dominio Dy eRA, siempre y sélo cuando el te{lSOl t e
‘ 1 )i . 1 3 o Ko
curvatura es idénticamente nulo en D,. Ahora bien, ¢qt1e1(90n] ;
’ - ’ . O . . g l ?
nido geométrico hemos de atribuir ‘a la integrabilidad de [ ya
i |"I‘<) a] es integrable, entonces y sélo entonces las referencias

LIP=T ; ijos, son equi-
R =T, P IYR,[P; (x)], para P y P, fijos, o qun

) . - go - | e
polentes cualquiera que sea I'. Y como el transladado ¢

vector #t del A,(P) es el vector we, (Cf. § 4.), fos transladad'os
de o' desde Ay(P) a AL(P,) son asimismo erqulpolenteis, cualql‘nf’—
ra «ue sea la linea I' a lo largo de la cual ‘hz;xya tenido %11ga1 a
translacién. R 7 =0, es, por ende, la condicién necesaria y su-

Ficiente para le:'”integrabilidad»de la translacién de Vec.'t‘(i)res, es
decir, en Gltimo término, del sistema [19, a]. Pero R} =0 es
condicion sélo necesaria para que el sistema completo [19] S‘ea
integrable. Supongdmosla satisfecha, con lo cual queda asegu-

rada la existencia de la integral general de [19, a]

= .
e, =&, (P; P, e, (P)) (D).
o < A 3 ~ c1 (J(’E_
(1} Aparte ¢l ser qu,‘: =0, los pardmetros 'y, de la Lonemc';r;t'affn :
i j i naliticas que
ben cumplir, conforme dijimos, un conjunto de con_dlu(;)ne]sa asomddn ?)«_)r
permitan la aplicacién de los teoremas de emstneuma .de a Solucién, po
; a aplic 1 | ‘
cjemplo ser funciones holomorfas de x*, x% ..., x® consideradas c

bles complejas,
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Llievemos esta solucién a [19, b]. Los segundos miembros han
de ser diferenciales exactas, para lo cual es necesario v basta que

& k3
- —
ap eq = afl P

© sea, dado que e, es solucién de [19, a],

* *

Fim € = FJpq €j,y

o bien

(PJpq— I‘-;p)e.i = 0

La independencia lineal< de los vectores de base ey nos da en-
tonces

= k(TN — L e D
Sl =4, - ) =0. [22]
Esta es, por lo tanto, la condicién necesaria y suficiente para.

. . #
que [19, b] sea integrable cuando en él se substituyan los e, por

la integral general de [19,a]. Ahora bien, S..' es el llamado
lensor de torsidn de la conexién affn .. Luego sélo en las co-
nexiones afines de torsién nula es integrable flg; bl. Pero es
esencial advertir que S;. 4 =0 no es, de suyo, condicién suficiente
para la integrabilidad de [19,b], sino tnicamente si, a la veg,
es R 1 =0, Muy otro es el comportamiento en este aspecto del
tensor de curvatura. Vimos, en efecto, que su anulacién era ne-
cesaria y bastaba para que la translacién de log vectores desde
un espacio afin tangente a otro fuese independiente del camino
seguido. En cambio, para que ‘

P=<T®, P, )P

sea independiente de T, esto €S, para que sea integrable la trans-
lacién de los puntos.de I‘a variedad, tanto R =0 como Sod =0
son condiciones ‘necesarias; pero-sélo el conjunto de las dos es
suficiente. Finalmente, de ahi se sigue que la translacién de los
puntos es unfvoca, es decir, es independiente de la linea I' a io
largo de la cual tiene lugar, siempre y s6lo cuando es univoca

la translacién de los puntos de R,. Lo segundo es inmediato,

puesto que los puntos de A, Son puntos de sus respectivos es-
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pacios tangentes. En cuanto a lo primero, dado que la integra-
bilidad de la translacién de los puntos P de H, implica la de
low vectores, dicho estd con esto que si la translacion de los pun-
tos P es univoca, univoca es también la translacién.de X=Ptu,
cualquicra que sea X€ Ay (P).

Sin necesidad de acudir a las imagenes tangenciales cabia
establecer directamente estos resultados pamendo de [5]. En
efecto, supongamos que la translacién de los puntos P de A,
os univoca. intonces existen n funciones X'=X(x, x) que se anu-

lan ¢n R,:{.x \ arbitrariamente clegido en un cierto dominio

) e, v que satisfacen idénticamente en D, al sistema de
ccuaciones entre diferenciales totales

d X3+ (T, X*+ o) dar = [T

ton cualquier 7€ D, por lo tanto, serd

2y (T, X+ ) = 3, (I, X* 4 90)

kyp
0. sca,

Ry X*428,,'=0, [23]
dounde X es el transladado a A,(P) del punto de contacto P, de
(P, En particular, en P, se tiene X*(x, x)=0, es decir,

GPY=0

1’ qa

y como P, es cualquiera en 13, el tensor de torsién es nulo en
todo Dy,

g (P) =0, ' 124]

PU
I cual reduce [23] a

R} X =0. (28]

pak

fista relacidén nos dice que, a menos de ser R;;} =0 en cada
. * .

e, el transladado P, de P, a A,(P) estd en un hiperplano

que pasa por P, hiperplano que es el mismo para todos. {os

P.e D,. Pero esto no es posible; luego se tiene necesariamente

-R..‘,

Pqk

=0. | (20)
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[24] y [25] son, pues, condiciones necesarias para que sea uni-
voca la translacién de los puntos de la variedad. Y como de cum-
plirse éstas (T) es un sistema completamente integrable, la
integrabilidad de-la translacién de los puntos P¢ A, es SquC’len—
te para que sea integrable la translacién de los puntos X ¢ AL(P).
Instituto de Oplica Daza de Valdés.
Seccion de Optica Tedrico.
-

Madrid, abril de 1048,
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