El andlisis funcional con relacién al formalismo
de Dirac para sistemas dindmicos localizables
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Dada la importancia que para el formalismo relativista cuantico
poseen las hipersuperficies espaciales parametrizadas, se examinan con
alguna detencidén sus propiedades, como también el comportamiento
de fas mismas en las deformaciones infinitesimales. A continuacion se
estudian, desde el punto de vista del andlisis funcional, los operadores
introducidos por Dirac en su dindmica de los sistemas localizabies y
se determina el sentido de las relaciones de conmutacién partiendo de
una realizacién funcional de dichos operadores.

1.—Se demostr6é en un articulo anterior (1) que el formalismo ca-
nénico no exige en modo alguno atribuir al espacio ambiente X,,,
una estructura. Unicamente las férmulas [I-20] y [I-21] obligaron a
considerar una cierta conexion de tipo afin para las componentes del
campo. Recordemos también que la posibilidad de llevar a cabo sobre
S la transformacién de Legendre
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(1) R. Ormiz FornacUERa, [3]. Citado en el texto como 0.
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para la hipersuperficie S y las coberturas impuestas ¢* (u), ¢* (u). Si
en una region de S dicho determinante es cero, en una tal regicn no
cabe efectuar la transformacién de Legendre. Pero-en tal caso, tampo-
co es posible despejar en las ecuaciones del campo referidas a los para-
‘metros (v. #’) las derivadas segundsa de las ¢* respecto de v, como es
facil ver sin mas que considerar que dichas ecuaciones son de la forma

—i-c.— . =0,

2.4%dof

donde los puntos representan términos que no contienen derivadas de
orden superior al primero respecto de v, ni de orden superior al se:
gundo respecto de las u”. Es sabido que si en una regién de S y para
los datos * (), * (u) es I = 0, dicha regién se comporta como
hipersuperficie caracteristica para el sistema. El caso particularmen-
te mas interesante es aquel en que el sistema [I-30] puede substi-
tuirse por otro equivalente de la forma

2 40
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es decir, por un sistema de ecuaciones diferencia'es con la misma par-
L ' - 1.

te principal (2). En este supuesto, el paso en {2] a las variables v, #'

definidas en (I, § 3), nos conduce a

(gik 3; gk:) (b" dam=0 3]

y las condiciones § £ 0 y g'*.5, 5, &= 0 son equivalentes. Se llega.

por éjemplo, a la forma [2] cuando 'ﬁ’;-_c)—‘ﬁ_‘ se descompone en dos
, AR

factores g'* A, con || Aas || £ 0. Basta entonces efectuar el pro-

ducto contracto de

e B *.r
deodh, YT o

¢€*,.+a,.'( a_/:) 2L 4l

a4% ] ot
con la matriz B** inversa de la A,;. Pero en tal caso es

’!‘j‘?‘f_“ =| (‘“’ 0;94) Aypf| = (6% 0 04 “‘%aau

2) Cf., p. ej., Courant-HiLBErT, pag. 323.
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y es claro que, siendo | Aus || £ 0, las condiciones § 0 v
g'* sy o £ 0 son, en efecto, equivalentes,
Los coeficientes g'* de la forma cuadratica

Fe= g“’ s; G, (5)

pueden depender, en principio, de todas las variables x, ¥* y ¢%,. Pero
en los problemas que se plantean en teoria de campos, el caso mas
frecuente es aquel en que las g'* son independientes del campo—even
tualmente constantes—o dependen exclusivamente de las ¢*—acaso
coincidiendo con ellas. Sea como fuere, en los problemas dinimicos
la forma cuadratica [5] es de tipo hiperbolico. La ecuacién tangen-
cial del hipercono caracteristico

gi"t‘.tkzo (ti.z—cxi) : 16}

puede reducirse en tales circunstancias y para cada punto a la forma
canodnica

gDl d=0. 6"

Es sabido que aquellas orientaciones para las qué el primer miembro,
F, de [6'] es negativo se llaman orientaciones temporales, y aquelias
otras para las que F > 0, orientaciones espaciales. Para las orienta-
clones tangentes al hipercono caracteristico—o hipercono isétropo o
hipercono de luz—, el valor de F es cero por definicion,

En las aplicaciones es n = 3, y la hipersuperficie cerrada S que
aparece, por ejemplo, en integrales de la forma

(8)
BW :esﬁ (oo + P ) 0;du

S

(cf. [I-24]), estd constituida por dos hipersuperficies e.spaciales——es
decir, tales que en cada punto de ellas g'* o1 ox > 0—unidas por una
hipersuperficie temporal frontera. En estas condiciones, y para pro-
blemas del tipo hiperbélico, los datos correctos son (cf. Weiss, [2],
Pag. 109 a 111): a) fijar los valores ¢* (u), =a (#) del campo ¢ y el
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conjugado canonico =, sobre wna de las dos hipersuperficies espa
ciales; b) fijar los valores de ¢* o de =, en los limites espaciaies,
esto es, sobre la hipersuperficie temporal frontera (problema mixto).
Si estos tltimos se mantienen fijos—Ilo cual ocurre para cada catego-
ria de problemas—la solucion de las ecuaciones del campo es una
funcional de los datos iniciales ¢* (%), ma (#).

En teoria de campos, g'* es un tensor que coincide precisamente
con el que define la métrica o por lo menos es una magmtud propor-
cional al mismo. Supondremos en lo que sigue que asi ocurre en ge-
neral, y admitiremos que el espacio-tiempo X;,, es un espacio seudo-
euclideo. Con ello dejamos de lado la teoria de la relatividad general,
pero no hay que perder de vista que, por ¢l momento, poco interés
presenta en las teorias microscopicas atribuir al espacio-tiempo una
estructura métrica mas complicada que la estructura seudoeuclidea q:e
le atribuye la relatividad restringida (3). Ademas, los sistemas de
coordenadas (#) serdn coordenadas cartesianas ortogonales, es decir,
vinculadas a referencias de Lorentz.

2.—Lo que precede justifica ya de suyo considerar, con alguna de
tencién, el comportamiento de las hipersuperficies espaciales del es-
pacio-tiempo desde el punto de vista de las relaciones fisicas y me
tricas. Varios son los autores que han seflalado la importancia de las
mismas en la formulacién relativisticamente invariante de la teoria de
campos (4). Sin insistir en ello, por tanto, nos limitaremos a recordar
que sobre una hipersuperficie de aquella naturaleza las condiciones fi-
sicas en un punto no pueden influir sobre las condiciones fisicas en
otro punto cualquiera de la misma sin violar la teoria de la relativi-
dad especial. De ahi que el tipo mis general de sistema de medicio-

(8) Dirac, [3], pag. 392. -Cf. también A. Evbpinerox, Fundamental Theory
(Cambridge Univ. Press., 1048), pig. 12, nota,

(4) S. Tomonaca, «Progress of Theorctical Physics», 1, 27-42 (1946); P. A. M.
Dirac, «Phys. Rev.», 73, 10921103 (1948); J. ScHWINGER, «Phys. Rev.n, 74, 1439- .
1461 (1948); F. J. Dyson, «Phys. Rev.y, 486-502° (19049). La idea se encuentra ya
en germen en la electrodindmica multitemporal de Dirac-Fock-PopoLsky («Phy-
sik. Z. Sowjetunion, 2, 468-479 (1932), o Dirac [1], cap. IV). La sust'tucién del
conjunto numerable de tiempos t,, que encontramos en ésta asociados a coordena
das de .espacio x, de tal manera que (¢,, x,) ¥y (Z,,x,) determinan siempre un
vector espacial para todo par de indices » y #’, por una funcién ¢ = ¢ () que de-
fina una hipersuperficie espacial, constituye la base de la electrodinimica supermalti-
temporal de Tomonaga.
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nes compatibles, desde el punto de vista relativista cuantico, sea un
sistema de mediciones sobre una hipersuperficie espacial. Un caso
particular es el det medicién simultinea, pero sélo en tanto que hace
referencia a un hiperplano espacial.

Sean gy las componentes cartesianas ortonormales del tensor mé-
trico, de suerte que gy, =1, g, = oy = La,= =1y gu =0 (@ F k).
Dos definiciones cabe dar de hipersuperficie tridimensional del tipo es
pacio respecto de la métrica seudoeuclidea g, una definicion «en
grandey y una definicién «en pequefion. De acuerdo con la primera,
la hipersuperficie s es espacial cuando para todo par de puntos P,‘'y
P, de o, el vector P, — P, es espacial, es decir, cuando para cuales-
quiera. P, y P,, puntos de s, P, es exterior al hipercono is6tropo
I'(P,) de vértice en el otro y reciprocamente, En una representacion

-paramétrica S de ¢, &' = &' ("), esto implica que para todo par de
puntos U, y U, del dominio D. de las u” en que estd definida la re-
presentacién S de o se tenga

o ) # w][#* @) —<* 0] <o0.

En particular, si las coordenadas de P, y P, difieren infinitamente
poco (o, lo que es lo mismo, si tal ocurre con u y u), deberd tenerse
1. 2

.9a oat

g'.
“ du"

du du'<<0 (#=0,123 =123

para todo Pu)es ¥ cualquiera que sea el'corrimiento infinitesimal
d w". Con otras palabras, la métrica en el espacio ambiente induce
en ¢ una métrica riemanniana definida negativa

.. . ox*
- s =g a a, e, = . 7
[m! =G, duds’ <0, G, =g;3.,6 (“ 4 C,,,) 7l

Cualquier vector normal a ¢ en un punto P cualquiera es un vector
temporal, pues si se toma como vector de base e, a este vector y
para los restantes e’, los vectores
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resulta
” (,}"J'H=G00“ Gn”=“l]g.-,~ll=—A“. 8)

y como || Gy || < 0, necesariamente es €’y . €, = G, > 0. Esta es
la definicién «en pequefion. Consideremos, por ejemplo, la seudonor
mal asociada a la parametrizacidén #' = &' (#) y sean ¢ sus compo
nentes covariantes (cf. I, ec. [27] y § 5). Dado que si S es espacial
«en pequeiion debera tenerse

3

(30@) = D' (s,)* >0,

r=1

en ningtn punto de S cubierto por la red #’ podrd anularse o, (1),
es decir, para todo u” de D, es

dx"

ou

co(u)-_z,” 3=0.

De ahi se sigue que si para todos los valores %’ de un cierto domi-
nio D, del espacio (u!, #?, 4*) las funciones uniformes, continuas y
derivables #!' = #' (#) definen una hipersuperficic espacial S, las co-
ordenadas »!, %, u® son; sobre S, funciones uniformes continuas y
derivabies de las coordenadas de espacio 2%, #% 2°, y, por tanto,
sin restringir en ningGn caso la generalidad, puede tomarse

2 = 20 (&1, &2, x> 19]

y este resultado vale cualquiera que sea Ja referencia de Lorentz
adoptada. Llegamos asi a la consecuencia de que condicion necesaria
para que una hipersuperficie (5) sea espacial, es que sobre ella, y en
cualguier referencia de Lorentz, el tiempo #° sea funcién uniforme
de las coordenadas de spacio. Llamaremos a esta condicion condicidn

a). Ademas, dado que la seudonormal s, aspciada a la representacion

. d x® . ey
[9] de o, tiene por componentes ¢, = 1, 5, = ——=—, la condicion

o«xr’
oy ¢ > 0 nos da

(grad x°)2<i {grad«®] <1

(5) Consideramos sélo hipersuperficies que admiten hiperplano tangente en cada
uno de sus puntos. )
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en cualquier sistema de coordenadas de Lorentz (condicidn b)). Re
ciprocamente, sea ¢ una hipersuperficie en la que se cumplen las con-
diciones @) y b), y P, P, dos puntos arbitrarios de ¢. El sendovec-
tor o, = (1, — grad x°), , ortogonal a ¢ en P,, y la recta P,, P, de-
terminan un plano (6). Tomemos una referencia de Lorentz en la
que dicho plano sea el #* = #* = 0. En esta referencia, la ecuacidn
de la interseccién de ¢ con #* = #° = 0 serd ¥ = & (¥, 0, 0). Pero

en virtud de la condicion ), por tanto,

;l

A dx® - -
xo—xo‘ j_ca‘xl <(x1-x1‘.
2 1 dx 2 1
z
Ix

es decir l(x“ — x")2 — (x‘ ~ r‘)” < 0, y el vector P,, P, es espacial.

Pero P, y P, eran cualesqmera en ¢. Luego o es espamal de acuer-
do con la definicién «en grande». Tenemos asi que la gehnicion «en
grandey implica la definicién «en pequefio» ; ésta implica las condi-
ciones @) y b), las cuales, a su vez, implican la definicion «en graa-
de». Por consiguiente, las tres definiciones—o condicionés—son equt-
valentes.

Estos resultados subsisten, claro esta, para una familia de hiper-
superficfes espaciales ¢+(4) = A dependientes del pardmetro 1, don-
de ¢ (¥) es una funcién uniforme y derivable. Tijado 3,

(22 - S 3e)

es positivo para todo & que satisfaga o(v) = i Pero siendo X
arbitrario, aquella expresién es positiva para cualesquiera valores de.

=" (A, 2")

las #', y, por consiguiente,
L] B
es funcién uniforme y continua de (%, #”).

De ahi se sigue que —gw—o conservard necesariamente signo cons-
X

(6) Lste plano contiene la tangente en P a la interseccon del mismy con o,

tangente que es una recta espacial. /\demas si se cumple a), 0‘ y P, P no pue-~
den coincidir.

Rev. pg 1a Rear Acapeuia pz Ciecias,—1952 n
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tante, signo que podemos considerar siempre positivo sin restringir
la generalidad. Ademas,

y #° es, para valores fijos de las 47, funcién monoétona creciente de
A, Si se toma ¢ (¥) = 4% — 2°(a?, 4%, &%), se obtienen de nuevo los
resultados anteriores sin mas que tomar A =0 (7). '
. Esto sentado, sea S una hipersuperficie espacial referida a tres pa-
rametros " y sea 9, el dominio del espacio de las u”, tal que cuan-
do las " describen &, el punto 4% = ' (#) describe toda S. El seu-
dovector normal de componentes covariantes g¢; es tal que

ci.c'. = [c[2>0,

o sea, | o} es real. El vector real »' definido por

(10]
es evidentemente unitario. Este vector, junto con los tres vectores
linealmente independientes

oA
du”

W == a, = (u),
-

define una referencia local—la referencia natural—que resulta como
caso particular de la [I-28] sin mas que tomar X! = a?y (u) = n' (4)-
Dicho de otra manera: las referencias locales antes introducidas, que
estaban subordinadas a la parametrizacién y al campo de vectores X,
se vinculan ahora intrinsecamente a la hipersuperficie ¢ tomando para
X! el vector unitario normal a ¢ en cada punto de . Esto es ahora
posible en tanto poseemos una métrica y en ningin punto de o €5
ésta tangente al hipercono isétropo de vértice' en aquel puntod Es
claro que, por su propia definicién, n' es independiente de la para-
metrizacion.

(7) - Para casos mds generales, cf. Tmowmas, pig. 51. La demostracién justifica
la hipétesis de Dyson. loc, cit., pig. 488.



Las componentes Gy, del tensor métrico con -relacion a la- refs-
rencia local (1!, a’,) son, evidentemente,

— ik ok ey ; k
Gop=ga@0alo=mnn"=1 Gy =nd, =0, G, = @ 1)

con lo que la expresion local de d s? sera

A= \duP 4 G  durdus

La forma cuadritica G, du” du* define la métrica inducida sobre
s por. la métrica seudoeuclidea ambiente, y G, es el primer tensor
fundamental de ¢ en el espacio-tiempo X,,,. Consideremos, ademas,
el tensor mixto

Pla=1, —n'n, [12]
tensor que posee la propiedad tipica de los operadores de proyeccién

P‘-k ij;—_— (Bik —_ ﬂiﬂk) (akj_ ﬂk 77/,)2 8,.1—‘ ”’nlz Pt,
es decir, P - P = P. Este tensor permite proyectar ortogonalmente
cualquier tensor de espacio-tiempo sobre la varieddd tridimensional
plana = (P) tangente a & en el punto en que se considera P7,. Por
ejemplo, si 9 es el transformado de o* por Pi, se tendrd

=P, = ' —n'n, ¥,

0 sea, 9' se obtiene a partir de »* restando de ¢éste su proyeccion or-
togonal sobre el vector unitario n'. Es obvio que las componentes

de P, en la referencia local R [P;{(n, u)] seran

P”,% == azk bt B’OBPk
de manera que en relacién a R [P (n, #)] se anulan todas las com-
ponentes en que figura el indice 0 del transformado-P de un ‘tensnr

cualquiera. Asi, la proyeccién de gu sobre =(P) nos da la métrica
inducida en s, esto es, la primera forma fundamental de o:

Sk =8&jh PPy =g = iy
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¢ respecto de R [P; (n, u)]

(2 'ip'k -
8a=G;, PP =G, — %%
con lo que

‘E(’J():E(;i:o' E;'.v:gr:'

Introducido el proyector P#;, la definicién de fa segunda forma
fundamental de ¢ es inmediata. Esta, por definicidén, es la proyeccion
sobre = (P) del tensor V, m, respecto del indice de derivaciéon cova-
riante (8):

b, =PV, rz,‘zP’?iamnk:aifzkfn,;njdjrtk [13]

La sustitucién de la derivada covariante V, #, por la derivacién or-
dinaria 9, m es.posible por ser las coordenadas () coordenadas car-
tesianas en un espacio plano. En cambio, con relacién a R [P; (n, 1)),
es necesario escribir

' ! 7 - -
=PI = (87— 370 3%) Vi = Vi, — AT
o Y 16 80 _ 10

}lOk_O’ '/lrk_“vrnk_"—rkro"'_—rkr

donde T}, es €l simbolo de Christoffel de segunda especie relativo al
tensor G,. Las fnicas componentes no nulas constituyen la expre-
sion en R [P;{n, )] de los coeficientes de la segunda forma fun-
damental

s

G . 1 9G
=H

”
s
uo 2 2 ”0 3

(8) En rigor, la definicion de &, es
/lik = Pm.z‘ Pj.k Vm n; = P’".i (Bf.k —n nk) V;" n; = Pm.; Vm Ny — N nJ Pm.; Vm n;
Pero es facil cerciorarse de que en el dltimp término PV,

derivaciones sobre S, y al contraer con #J, el resultado es cero en virtud de sef
sobre S n/n, = 1.

n, implica tan sole
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o también, en virtud de [13],

) . on
H”:(diﬂk—nin/dj‘;zk)a‘,ra{esz & aﬁ.:
. auf .
14
e . (14]
= -1 =
aurau sr

3.—Consideremos ahora una deformaéidén infinitesimal de S de-
finida por

bal =2 (n'a’ 4 al, a") [15]

en la que a® y a" son funciones continuas y derivables de los parame-
tros u” y ¢ un infinitésimo. Las cuatro funciones (a° a") definen, con
relacién al campo de referencias locales R [P (n, )], un campo de
vectores contravariantes. En el caso particular de ser a® =0, [15]
no representa una verdadera deformaciéon de o, sino una mera defor-
macién infinitesimal de la red de coordenadas curvilineas sobre ¢ de-
finidas por #* = #' (). Elijamos las funciones (a°, a”) de manera que
se anulen en un punto P arbitrariamente elegido sobre s. El punto P
se conserva entonces en la deformacién [15], pero no asi la referen-
cia local R [P; (1, #)], que experimenta una deformacién infinitesi--
mal con conservacién del origen. [En estas condiciones, si determina-
mos los coeficientes A#, que definen la referencia local deformada
respecto de la primitiva, se conoceran las leyes de transformacién aso-
ciadas a [15] de.las magnitudes tensoriales localizadas en P. Estas
leves intervienen por modo fundamental en ciertas reglas de conmu-
tacién que encontramos en el formalismo relativista de Dirac ([2],
pagina 1102).

La referencia local R [P: {(n, 1)] estd definida, respecto de la re-
ferencia ambiente R [P: (#)]. nor las relaciones

u-=e; ', Cu=¢e;4a., (n’ = a’.n)
0 7

v la referencia deformada lo estard por relaciones andlogas

(9 Dirac, 2], toma j,5= —Gry o rs=Hrs
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donde
Wiz=ani L hui | ai,=al,4-3a',
y 3#', 3 4!, son las variaciones de #¢, 4°, inducidas por [15]. Es claro

que, en virtud de éstas y por anularse en Pa® y las a7, las variacio-
nes 3 a‘, valen

. i ',a 0 ; 0 as
na.,ze(n -C)—Z;—f—ds?)—u—;) [16]

y que de n'a;, = mya, =0, ' n, =1 se deduce

dnia;,= igla; gas Q9a\_ _ oa
=\ e | T T
Bn"n,.=0, (a“:gikaﬁ).
de donde
) [ o L
3n1=———e aa b“:—-e aa G“a’,,,
‘ o us o us -
[17]
(3 =3 afo y b = b'fkgki) . S

Por consiguiente, la referencia deformada X’ estd ligada ‘con la refe-
rencia ambiente por los pardmetros

] i oa’
@, =a.,)— ¢~

S b“.,

[18]

’ - P - Ja® . Jat
u_;=a'.,.—f-s(ﬂ’ 3 —}—af:—a—;;).

Sean w!, ' y v"* las componentes de un vector contravariante ar
bitrario localizado en P referido a R [P;(+)], E= R [P; (n, )] ¥
¥, respectivamente. Se tendrd, llamando simboélicamente £ y 27 a las

o

matrices de transformacion o’ v a’%,
w=Xpv=317 p=3"1%y,
o sea, explicitamente,

‘\b"—- “hl\‘) «wb, llj"“-\lk—df-bjoa/k.
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Introduciendo los valores [16] y [17], resulta asi

0

Al = ; —a—aa U.):

0 1—%—71/( Tw b‘ 1,

o _ [ ;04 ; oaf __:c)a“

A.,.—njc(n C)u"+a"du’ T 0w’ = [19]
) (

: . aaO N aa() . {
Foo— b7 S S 37
Alg=—1087;¢ T 3o G
dad ; oa Jar

[ % 4 t’:e ¥i g Yy e 2L
A=+ (n Qus T c)u‘) Pt 0 us

La transformacién inversa B, resulta de [19] sin mas que cambiar
¢ en — ¢. De lo que precede se deduce que, para un vector contra
variante, la variacién de las componentes al pasar de la referencia
natural inicial al sistema de referencia deformado, serd

a® 0a® Ja

Bv°=’~———evfgur, Bv_fzsv"am G-"——ev‘-g;-,— {194}

¥ para un vector covariante

da’ - Ja’ das
T So,=c2 S -}—Fvs S ,[192]

dvg=¢— v, G"S

En particular, las cuaternas (n', a’,) se transforman para i fijo como
las componentes de un vector covariante, es decir, de acuerdo con
[19,] (cf. ecs. [16] y [17]). '
Como segunda aplicacién calculemos las variaciones 8 G,s, 8 G"*
experimentadas en el punto P por las componentes. covariantes y con-
travariantes del tensor que define la métrica en o cuando ésta se so-
mete a la deformacién [15]. Es claro que las componentes sobre la
hipersuperficie deformada respecto de la correspondiente referencia
local deformada serin, dado que las variaciones corresponden al

primer orden en e,
da? daf?
2 o+
dal da?

= Gr1+9(9,.q dus + dur Gf‘)'

G,,+38G,, =G, AL A% =G,y (sf,-}- e

Andlogamente,’

Gf&+8Grs___GikBr_B:‘k:Gr.r_e Grq ’aa. _+_ aa Gp:)
N dul =~ Jdu?
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y, por tanto,

p #
BG”:s(G daf | 02 GI,J). (

"t ou”
» _ {20]
367 = —-e(G"’ oa +—a-£-l~ G"‘)_. ‘
o uf du?

De la primera de las [20] se deduce, desde luego, la variacion 5 G del
discriminante de la primera forma cuadratica diferencial, G = || Gy [l
Se tiene, en efecto,

“ Gz‘ku= Gool G”” = G (cf. ec. (11))

v, como es sabido,

)

| Gia 7 Gpaf = 8% Gy}

donde A es el determinante de la transformacién infinitesimal {19!
Pero, de una parte, 8 G,, = 0, y, de otra,

— __.aa" . 2 ~).C)_‘ff,
A“-/'T‘°'()',;r"‘5'_“‘1+‘z .

Por consiguiente,

Y ar .
G - o b == 2 ~ 4
tee (1+ Edu’)c
esto es,
C)(';,:‘zso_d_‘i [21]
our
y también
1 1
— — y S W —— r
567 =et 0% a(c ")Z*:G 2 21
o nr Qu

lo que nos da el comportamiento de las dehsidades y capacidades es-
calares con relacion a la deformacién [15]. En cuanto al tensor Hrs
su ley de deformacién es por completo diferente. Para verlo, consi-
deremos el caso particular de una deformacién estacionaria en P; €S
decir, en P no sélo se anulan las componentes g' de la deformacion.
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. e, . . Jda .
sino también las derivadas primeras 3o En este caso, se anulan

las variaciones que hemos calculado, pero no la de H,,. La razén
estriba en que todas las magnitudes tensoriales a que aquéllas se
refieren son tensores de un tipo especial del que hablaremos mas ade-
fante—tensores localizados en el sentido de Dirac. A esta clase no
pertenece H,,. En efecto, en el punto P y para una deformacién es-
tacionaria en P se tiene, en virtud de [14] y [17],

~ c)Bnk k & d? a® i
»H == R A e N — G ak;
s o ur O ur dur
C)zao (-11! G a2 aO
ETR. AE ¢ = g
T ourduwr st durdus '

expresion ésta no nula en general. Geométricamente esto era de pre-
ver, ya que en las anteriores magnitudes intervienen tinicamente ele-
mentos de primer orden de S, mientras que H,; estd ligado con la
curvatura de S en P. Si la deformacién es estacionaria en P, aquéllas
se conservan, pero no, en general, ésta.

4.—En el § 2 se establecid una correspondencia biunivoca entre las
hipersuperficies espaciales y el espacio Q de las cnaternas de funcio
nes { x'(u) } de tres variables «” tales que o ¢* > 0, donde

- 04 . e AT
5, = (= 1" — - (10)

Por otra parte, en (I) se consideraron ciertas magnitudes que perte-
necian a una de las dos siguientes clases generales: a) la de aquellas
magnitudes S que variaban con la hipersuperficié o considerada, pero
que eran insensibles a los cambios de parametrizacién sobre ¢, y b) la
de aquellas magnitudes S}, cuyo valor (o valores) dependian esen-
cialmente de los parametros " atilizados en 1a definicién paramétri-
ca de 5. Desde el punto de vista funcional, las primeras son funcio-
nales de ¢, M, = M, [¢]; las segundas lo son de las hipersuperficies
parametrizadas M, = M, [S] {11). Convendrd también distinguir en

(10) Cf. Roserts, [1], pig. 133.
(11) 'Cf. Vourerra-PERrEs, pags. Ty 8.



— 330 —

tre magnitudes vinculadas a un punto del espacio-tiempo y que son
funcionales de la hipersuperficie espacial, ¢ o S, que se hace pasar
por €l (funcionales localizados) y magnitudes no vinculadas a un
punto, definidas como funcionales en el espacio Q (funcionales no lo
calizados). ‘Ejemplos muy sencillos de la primera categoria los pro-
porcionan las magnitudés s; y n'. Evidentemente, en un punto P fijo
del espacio-tiempo son 6, = 6; [S; P ], n' = n' [s; P], donde S y ¢
pasan por P. Anidlogamente, es claro que H = H [¢; P] mientras
H* = H*[S; P] (cf. I, § 5). En cambio,

()
H* = [3(*:2’:/

-

S

es una funcional de s no localizada. Desde un punto de vista mas
general, también las variables dindmicas de un sistema dinimico pue-
den clasificarse en localizadas o no localizadas, segiin describan las
condiciones fisicas en un punto del espacio-tiempo o en una region
del mismo. Dirac define como sistema dindmico localizable un siste
ma para el que existe una representacién en el que las variables di-
namicas del correspondiente sistema completo de observables conmu-
tables son todas ellas variables dinimicas localizadas. Constituye
todavia problema el determinar si los sistemas microscoOmicos son ©
no localizables. Yukawa y otros investigadores han desarrollado una
teoria de los sistemas no-localizables (12), pero aqui nos limitaremos
a aquella primera clase.

Aligual que en la mecinica cuintica clasica, en la mecinica cuan-
tica relativista de los sistemas localizab'es cabe adoptar, entre otras,
las representaciones de Heisenberg v de Schrédinger (13). En ésta,
el vector representativo del estado del sistema es una funcional de
S,| X,S>, donde S es una hipersuperficie espacial parametrizada.
En aquélla, al estado corresponde un vector fijo, y 1a evolucién del
sistema con S se hace repercutir en las variables dinimicas. Si nos
colocamos en el caso de la representacion de Schrédinger, hay que

introducir el operador & andlogo al operador i —a%« que encontra-

(12) H. Yurawa, «Phys. Rev.r, 77, 219226 (1950); J. Ravskr, «Proc. Roy.
Soc.» (London), 206, 875 583 (1951).

(13) R. Ortiz FORNAGUERA, Aspectos elementales de la representacidn de inter-
accidn, 1950 (no publicado).
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., Y. TR i
mos en la ecuacion clasica lﬁ—(—)—z—z H ¢, operador que permite cal-

cular la variacién de ¢ (¢) cuando se «deformax el hiperplano 2* = ¢ ¢
pasando al #° = ¢ (t + ¢) de acuerdo con

a‘g(t-}—s)——t{;(t):—-is(i%)a{a(f)zs—;—t—»d}(z‘).

En la teoria relativista, el papel representado por ¢ lo estd por una
hipersuperficie espacial parametrizada S y se consideran deformacio-
nes de S mucho méas generales que las meras traslaciones. La expre
sion mas general de una deformacidn infinitesimal de S es de la
forma [15], si bien ahora no se impondrd a las cuatro funciones a*,
a” la condicién de anularse en un punto P de S. Se trata de calcular
la variacion de una funcional de S cuando se varian en

dat =e(nta® 4 at, a") [22)

las funciones argumento #*((u).
Sea F una funcional de S, continua y derivable. Por la propia de-
finicién de derivacién funcional se tiene

(3)
EF—_:fduﬁxk

s

JF[S]

dxk(u)

(23]

donde g,}?l)— es la derivada funcional parcial de F [S] respecto de
x~ (U
x* (u) en el punto . La férmula [23] nos dice que 3 F resulta de

aplicar a F [S] el operador

(3)

b
dudx 5 )

que, adoptando la notacién de Dirac, representaremos por —ie A,
es decir, haremos

® s o P . 5
7 7l . 0k a .
Ez‘f"““" W@i’z’f"“(“ ) s
s

s
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A es, por definicion, el operador de deformacién correspondiente a
la deformacion & #*1((u). Este operador puede expresarse como inte-
gral sobre S de una combinacién lineal de operadores independientes
de la deformacion. Se tiene, en efecto,

®
A= [d 2 (@ 1y + ar II,) 24]

s

donde

I Y
“‘0 =an ‘m“) ) ‘uy = ta,, .é?z_(;) lz‘)]

son cuatro operadores de derivacién funcional que simbélicamente po-
drian representarse en la forma

~

)
il, = 4§ ——— .
7 3 27 (1)

La féormula [24], consecuencia inmediata de la que da la variacion
primera de una funcional, vale cualesquiera que sean las funciones @’
y a’, lo mismo si son meras funciones de punto que si dependen de
elementos caracteristicos de la métrica sobre S y de su relacion cou
el espacio-tiempo. No es necesario, pues, el razonamiento de Dirac
([2], pag. 1098} para poder afirmar que, en cualquier caso, los coe-
ficientes a° y a” deben aparecer a la izquierda de los operadores lli
En tal posicion aparecen espontineamente. La posicién fuera de he-
cho indiferente si las a* fueran funciones de u exclusivamente, pero
hay casos en que las a* son funciones de las componentes n' de la
normal a S y de las componentes Gys, es decir, las a* son funciona-
les de las 2% {u). Por lo que concierne a la variancia, es claro que si
A ha de depender de o, pero no de la parametrizacion, II, debe ser
una densidad vectorial covariante-u y II, una densidad escalar-u. Ve-
remos mas adelante que asi es en efecto.

Las definiciones [25] establecen evidentemente una corresponden-

. o [}
cia biunivoca entre los operadores ————
i : 0 X% (1)
los cuales no son sino los operadores producto por i de los transfor-

mados de aquéllos mediante la matriz regular a*;. Es claro que

y los cuatro operadores I

> : o
s — (e Mo+ 4% 11)
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y siendo

l 2 ’ J:O.([A,B]EABA—BA),

3 ad () T 3 % (@)

estas relaciones de conmutacién nos daran, a su vez, las relaciones
de conmutaciéon existentes entre los operadores Il,, relaciones que
equivaldran a las anteriores.

En lo que sigue deberemos aplicar las siguientes identidades, que
se comprueban facilmente:

Vx—x) 0¥ —x) ¥ —)
0x' - ox - ox !
O e o T e
o) LEZE i — g s D= f @ )L o)
3 (e — o . , df(x
=) ) LLE =T g - LD

en las que aparecen las «funciones» singulares de Dirac 8 {(#) y & (#).
Es sabido que la teoria de distribuciones permite rigorizar el mane-
jo de tales funciones, por lo que en este segundo articulo nos limita
remos a adoptar sin mas las reglas ordinarias del algoritmo con fun-
ciones de dicho tipo (14).

El valor de #* (1) para un valor fijo de u es evidentemente una
funcional de S cuya derivada funcional vale

'ifi;(i’%:a{ka(u—u'), (27)
Bx %

relacién ésta que pone de manifiesto el caracter de densidad-u del ope-

rador caracter introducido por la presentia en el segundo

0
8 xk(u)’
miembro del producto 5 (u—mu') de funciones 5 de Dirac. La forma-
la [27], con las identidades [26], constituye la base para el calculo
de los conmutadores [IT; (), e (w)]. Para ello conviene calcular an-

tes algunos otros conmutadores mas simples.

————

(14) Agradecemos al Prof. Sanjuin sus indicaciones acerca de los trabajos de
Schwarz en este campo, como también la discusién de algunos puntos del presente
articulq_'
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En primer lugar, de [27] se deduce, sin mas, que

[ 11, (). 7 ) | = [z’ W 5ty 1 ) j= £ 0t (a) % =i ()8 — )
v de aqui, derivando respecto de #”,
[I[ (a), a-’ (2 )] =in (1) 2 0%: “) [28,)
Analogamente
[Hr (u), x/ (u’)] =ial, ()8 —u')
y, por tanto,
[rl',“(z;). a., (u’)] =iadl (u) —()—3—;_(;”—,_;-3)— . [28/]

Por otra parte, tomando derivadas funcionales en las ecuaciones
nal, =0, nyn’ =1, resulta:

1 S al (1 ,
-ifb(f.‘_)_aj;_(u')z_n_(u' M:__ﬂ_(u')af;k_a.a_.(u_t_“_)_:
| 32" (u) 7 3 % (u) 4 w’
S e on.(4) .
? — ) 08 (e — ) ’ J n @) =0
o'’ 3 x® (u)

y, por consiguiente,

& n. (1) Q5 — u
LA n, (') .5 () Qi — .
3 % (%) Qu”

Pero las componentes g, del tensor métrico son constantes. Luego

,a”](zf.)_z.._,,k(u)y/( " - ,«_(f_:’f)_
Bxk(q), Ju

r

de donde se sigue, recordando [26],

3 nl ()

, 3 .
lHO (u), n’ (u')] =in* (”)[W , (1{’)] =i n* (u) Nk ()

Q8w —u)
du'r

= — {n*u)n h (') 877 (u) — i85 () Q3w —u) g‘“: “)
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ya que
L (z;’)

—é—“Tr‘-— ny (#)=0.

De la misma manera

[I[r(u), n’ (u')J = — i‘a%’,(u) n, (1) 57 (14) —i(;‘;‘,—?ﬂ
da*, .
= ——iL n, (1) 07 () 8 (o — u)
du”
2 (1" . . :
=i aguff: ) (B{k — Al (1), (u’)) o (' — u)
. on’ (#)

=i- -5 (1" — ).

0,.677

Las formulas [28] y las que acabamos de obtener correspondien-
tes a n! = a/,

[HO (), n’ (u')] = i\b'j () A S‘;;"_f_(f)_ , (
.y . ) [29)
‘_H, (%), n (u’)] =1 —g-an—”ff—‘)‘ 3 (r' — u? S

nos permiten calcular las reglas de conmutacién de los operadores I,
una vez conocidos los conmutadores

b
Il ), —————— |-
[ 6 1 axfwd]

La evaluacion de éstos es inmediata. Se tiene

Y,
5 3 3 _8a", () 3
I, (), ———— | =71, B st B = N s
[ k ( )v ?),1:1 (u’) a.k(zl), ('\).Y.‘] (‘,) Bxh_(u) >/ (”) ')xh‘(il)

dado que se ha supuesto igual a cero el conmutador

. 5
0 g

R

[ath)’axfWW]

Para k = 0 resulta asi:

08 (u— ) 5
6 Vi a b ——me—
[Ho (), 2w () ] in; (#) () S et

- Q8 {(u—u) 3
= —in;(4) 6™ (1) at (%) ~~-~5;:,—‘- m
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va que

brkg bt’jg_jk__br (aj d Gst+n] b)__a G,

En definitiva, pues,

. 3 o O¥(u—u) .
,[Ho (2), FyTTe ) ] =n; (4) — G Il (%) {308)
y conforme se deduce de [27],
I 3__ ot c)o(u——u) 5 . aB(u——u) 5
l r{#), — 3 ](u - 0.5 Qur Bx"(u) - dur - ?;xj(ft)

(30,
Finalmente, de [28], [29] v [30] se:sigue recordando [26]

(Il (), Ty ()] = # [T (), 7 ()] e 7 (#) [Ho (1) ————]
: ( ) ( 52 (#)

. aﬁ(u’-——u) r_; . c)o(u—-—u) rk 5

= () xf(u) P - yw yore
aa(u—”) irs T rS (0 ¥

= ——az;——ﬁa (1L (1) + 67 @)L ) |

Ll () 16 ) = [ 11 ) ad, @) +zjaz; ) ln, (rt),-—:—]

p “ b ()
= al, ) "°E_,,,s “) wu) tal(u )————aa‘j‘;") fo(u)
== Py + S e o
= 22 g - 2 )

En cuanto al conmutador [IT, {u), II, (#')], es facil ver que

[l (), I (o)) = — ¢ (U, @), n ()] 3 —in! (@) [H, ('), —-:—-]

3 '\?j <1¢) (u)
_ o/ (u) S — o) 3. — () 08 (¢ ,_ ) }) B
our ¥ () o u'r 3 (o)
03—y o h 08 —u) ,
- _c)u','""ﬁ” (') ij(ur)'“z dur I )

Queda asi demostrado que las relaciones de conmutacién entre defl-



vadas funcionales

e d ] o
Sx/(u) ox”(d)

traen consigo las siguientes relaciones de conmutacién entre los ope-
radores I, (u):

(U (10, 1o ()] == # 2 °(;‘u;~’ﬁ, 3 & ()1l ) 4 67 () e () § |
[, (20), Ty (")) =4 99 i)u;’—'— “). Lig () , [32]
O3 —1u)

[y @), 1L @)] = — ¢

08— ,
T Sl () — Il (2').

Pero estas relaciones implican, a su vez, las [31]. En efecto, éstas
han intervenido en el calculo de [32] tnicamente en la evaluacién de

|

Si no se hace hipétesis alguna acerca del valor del primer miembro
de- [31, el conmutador anterior pasa a ser

3 - 5 a/.‘k (2) 3

T (10, ~— : i (m[ : :
U, V= — T T T - 7 o ; *
[ * 32/ (1) | ' 3xl () B () * 3xP () Sl (u)

El término complementario afiade, respectivamente, a los segundos
miembros de [32] las expresiones siguientes :

N ~
. O )

— Wy @ = T b

w (W) n ()[ AT (”,)]

; N b
4 (1) a®, () [W} , _____._—]‘

327 (@)

] 0]
— () at, (”)[ Bk () |yt () ]
St se cumple [32], todas estas expresiones son nulas, como también

la que resulta de la segunda sin mé&s que cambiar u por «’. Y esto es
lo mismo que decir que; para todo par de indices (i, k),

. 8 =
¥y (wyal; (u )[W ‘ 73-36'_]—(;‘_;)‘] ="

A4
~

REV, bE 1o REAL ACADEMIA DE Ciexcias,—1952
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o sea, que

roo3 3
DL . )
o x% (1) 5l (o)

Por tanto, las relaciones [32] de Dirac {(cf. [2], ecs. [35] a |3T))
no dicen ni mas ni menos que las relaciones de conmutacion [81] y
equivalen, en consecuencia, a ellas. Acerca de [31], es menester ad-
vertir—y lo mismo valdra para [32]-—que esta relacion tomada en si
ni se cumple ni deja de cumplirse. El sentido de la relacion {31] es
que el operador que figura en el primer miembro aplicado a una fun-
cional suficientemente regular la reduce a cero. L.a expresion analoga
a [31], aunque relativa a funciones ordinarias de varias variables,

f (&, ..., "), diria
0 9 1
[ 5 ]=

Pero es sabido que el que se cumpla o no esta relacion depende esen-
cialmente de la funcidn a que se aplique el primer miembro, ya que
no para toda funcion es

9 0 lp=f8 9 _ 2 a) - S ) S
dxt T gt (0" 307 o 0 O xias %7 d xt '

Sin embargo, dado que la teoria considera tnicamente funcionales
para las que, efectivamente, son permutables
0 3

Salw) O dwEw)

admitiremos sin méas [31] y sus consecuencias en el sentido de que
éstas valen por lo menos para aquellas funcionales ¥ para las que

2T P

B xf (1) % xk (20)

S k()8 ® ()

Pero convendri tener siempre presente esta limitacién a una deter-
minada clase de funcionales.

5.—Las formulas [28] y [29] permiten encontrar de nuevo los re
sultados obtenidos anteriormente al considerar el cambio infinitest-
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mal de referencia local i(n, %) inducido por una deformacion infinite-
simal de S nula en un punto P (cf. § 8). El operador general de de-
formacién A definido en [24] estd ligado con la variacién [23] por
la relacion

SFP=—icAF,

pero hay que tener en cuenta que esta formula solo vale cuando ¥
no hace las veces de operador. Lo mismo ocurre cuando se aplica
la formula

df:s—;; )

Si se considera fi(x) no en tanto que funcion, sino como el operador
«multiplicacién por f (x)»—que es el caso general en mecanica cuan-
tica cuando f (#) no es la funcion de onda—, el operador d f—dife-
rencial del operador f (v)—resulta de

. d . ar
df=e [-—d-:—' ,f| =i

De la misma manera, cuando la funcional I se considera como 0p=
rador—lo cual ocurre siempre que I no es la funcional de onda de
la representacion de Schrédinger—su variacién estd dada por

AP = —ie |9, F] 39]
Este es el significado analitico de la afirmacion de Dirac, segln la
cual 83F = —ie A F debe sustituirse por [33] cuando A y F se
tratan como cantidades de un Algebra no conmutativa {(Dirac, 121,
pag. 1093).
Es claro que, para  fijo, los coeficientes
. iy
alyu) = ¥ ra

. N . M 3 J (1
son funcionales de las 47 (u), es decir, funcionales de S. De acuerco
con [33], .su variacidn para la deformacién [22] sera

(3)
baly(u)== —ic [ﬂ,’a-fk (u)] = — iefa’u' % a® (u') [HO (e), al, (u)]

S

- ar (%) [ﬂr (2'), aly (u)] 2
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Asi, por ejemplo, en virtud de [28], se obtiene el resultado trivial

@ N : N .
vad, = —ie [du it ) ) QM=) v wyad, ) 22 g
s
. C) 0 Joias » ; ;_th)?:x/(u) .
e 3 a®{wy 1/ (1) + a” (x¢) al, () e 134]

que coincide con la segunda ecuacidén [18] si las @/ wu) se anulan en
#. No tan trivial €s el resultado a que se llega al calcular 3 a/, = 34,
Se tiene, en virtud de [29],

(8)
Y Wy=—7i:}| du ; — ia% (') 5% (u) —E)-({lg?;il + iar () C)~”]7:f) B (1 ——-.u‘)\'

: .

i J a® (%) 0 7/ (x) . ox/ dab onl
== — J - za” et mm e e O - bz
= — 2 6" (1) S +ear (u) P G T S tza Sur

(351

expresién que coincide con la [23] de Dirac (cf. nota, ec. [14]). &
a” se anula en el punto en cuestiéu, obtenemos la primera de las
ecuaciones [18]. No merece la pena calcular para este caso las for-
mulas relativas a G,,, G™ y G. El cilculo no presenta ninguna difi-
cultad y conduce a las ecuaciones [20] y [21].

Fijada la hipersuperficie espacial S, queda asociada a cada punto
P de S una referencia natural R [P; (n, #)]. Si mantenemos fijo el
punto P, esta referencia es una funcional de S definida en el conjun-
to de las hipersuperficies espaciales que pasan por P. De ahi se sigue
que las componentes naturales en P de un tensor de espacio-tiempo
seran funcionales de S cuyo dominio de definicién serd ese conjunto
restringido de elementos de Q. La ley de variacién de estas funcio-
nales resulta por un razonamiento ya cldsico de las leyes correspon-
dientes a los casos en que el tensor de espacio-tiempo sea un vector
covariante- 0 un vector contravariante, arbitrarios pero fijos en el
espacio-tiempo. Dichas leyes son, conforme se deduce inmediatamen
te de [33], [34] v [35],

0 0 r
g gzr v — iz [Ap o= o® o G —zw o4 B

o us o us
. 04 . ' 0a° s o
— e [A, )= —z v, (i:r i if[Ap v =¢en, ya +z - W [364]

— i [Ap = — 20
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en perfecta coincidencia con [19;] y [19,]. E! subindice cero que
afecta al operador A significa que la deformacién asociada es ar-
bitraria, pero nula en P. Cual debe ser, las variaciones de las funcio-
nales en cuestiéon se anulan cuando la deformacién es estacionaria
en P.. Muy otras son las circunstancias cuando el tensor de espacio-
tiempo referido a R [P;{(n, )] traduce propiedades geométricas de
la_ hipersuperficie S que pasa por P. En tal caso, la ley de variacion
no puede deducirse de [36], ya que al deformar S, el tensor de espa-
cio-tiempo serd, en general, otro témsor distinto del primero y las
componentes naturales habrin variado por doble motivo, por haber-
se modificado el propio tensor y.por haber variado el sistema de re-
ferencia. Tal ocurre con las componentes H,; de la segunda forma
fundamental.

Tal vez sea conveniente advertir que el operador A (o el HA,)
se refiere a una variacién de las funcionales F en tanto dependen
explicitamente de S, es decir, de las &' (u). Pero al igual que en la
mecéanica cuintica cldsica enconframos magnitudes que dependen ex-
plicitamente del tiempo y a la vez dependen implicitamente de ¢l a
través de ciertas variables dinidmicas de-la representacion de Heisen-
berg—por ejemplo, las variables g;—, también en la version relati-
vista cudntica una funcional operador lineal puede depender de S por
doble motivo, de una parte explicitamente y de otra por modo impli-
cito, al depender de variables dinimicas que varien con S en virtud
de las leyes dinimicas de evolucién. Estas se introducen en la teoria
como en la mecinica cuintica ordinaria (15) con ligeras variantes
debidas a que el papel que en ésta representa el tiempo estd repre
sentado ahora por las hipersuperficies espaciales parametrizadas S.
Asi, el estado del sistema sobre la hipersuperficie S es un vector
| X, S> que en la representacién de Schrddinger se comporta como
una funcional de S. Y de la misma manera que para los vectores de
estado | X, ¢t > de la mecénica cuintica clisica existe in operador
infinitesimal de evolucién, H (#), tal que

3!X,z‘§»:~—%3fH(t}lX,}f>,
donde
. . Ix
31X.t>2]X,t+«8t>-—|X,f>Eot»7l77v >

(15) Cf. Dirac, [1], cap. V; [2], pigs. 1093-109€.
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en el formalismo relativista se introduce en correspondencia con cada
deformacién infinitesimal [22] de S un operador lineal A [S] tal que

6[X,S>:——%«2A[S]|X,S>,

donde
31X S>=—icAIS)|X,S>.

Las ecuaciones del movimiento adoptan entouces la forma de’ Schro-
dinger

a[x,s>=_-;—A{snx,S> [37)

y deben valer para una deformacidén arbitraria de la forma [22], El
operador- A depende de variables dindmicas sobre un hipersuperficie
inicial S,, de la deformacién y, eventualmente, de la propia S, mien-
tras que A es independinte de toda consideracidén dindmica por su
propia definicion. Segun [24], el operador A se expresa como com-
binacién lineal de los operadores II, (1), y puesto que [37] vale para
una deformacion [22] arbitraria, deben existir cuatro operadores di
ndmicos P, (u) para cada sistema de valores u”, tales que el operador
A correspondiente a la deformacién. [22] es

(3)
A= [ dn(a®Py+ a"P). (381
/

Las ecuaciones del movimiento nos dan entonces
1 1 . 3
I X, 8> = 2P [ X,/S>. 39]

Un razonamiento analogo al que conduce, en la mecinica cuantica
clasica, de las variables dinimicas de Schrédinger a !as de Heinsen-
berg, sustituyendo a la vez el vector de estado variable por un ve:-
tor de estado fijo, permite introducir la representacion de Heisenberg
en la formulacién relativista. Para una variable dinimica V—inde-
pendiente de S en la representacién de Schrédinger—Ilas ecuaciones
del' movimiento toman entonces la forma

'R
BV= 2 e[A V], [40)
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y, en general, un operador lineal Q [S] varia al deformar S de acuer-
do con

BQIS) = — #< [, 9] + 15 (a0 [41]

El primer término del segundo miembro toma en cuenta la dependen-
cia explicita ‘de Q respecto de S; el segundo la dependencia implicita
en las variables dinamicas de que acaso depende Q, variables que obe-
decen a [40]. Cuando Q no depende explicitamente de S, & y Q con-
mutan y obtenemos [40]. Cuando Q no depende de variables dina-
micas, por ejemplo el operador «multiplicacién por #' (#)», Q con-
muta con A y [41] se reduce a [33]. La férmula [41] da, pues, la
variacién total de ©Q cuando se deforma S infinitamente poco.

Se hizo notar mas arriba que la funcional de S ligada a un tensor
de espacio-tiempo independiente en su definicién de las propiedades
geométricas de S y aplicado a un‘punto P de S, gozaba de la propie-
dad de que su variacién primera se anulaba para toda deformaciéon !
S estacionaria en P. Generalizando esta nocién, una variable dindmi
ca V—no dependiente de S por modo explicito—es una wariable di-
ndmica localizada en P en el sentido de Dirac cuando el conmuta-
dor [A, V] se anula para toda deformacién de S estacionaria en P.
Cuando asi sucede, el caricter tensorial de V-—que puede poseer
varias funcionales componentes respecto de la referencia natural
R [P:{n, u)]—se reconoce formando el conmutador con el opera-
dor A, correspondiente a una deformacion de S nula en P. Mas ge-
neral: si Q es un operador lineal funcion de va‘riabl\es dinimicas lo-
calizadas en P y funcional de S, de tal naturaleza que T417 se anula
para toda deformacién estacionaria en P, el caricter tensorial de O
se reconoceri examinando el resultado de [41] para una deformacién
arbitraria de S nula en P. Por ejemplo, si Q[S] consta de cuatro
Componentes Q' tales que

. 1 . o
_1E[r—%o_‘— k3 A Qof =t O -a:} R

. 1 = 0, LR ¢ 2 .»
*"15[‘%0_—-}7 AO‘Q"]z;Q ‘aus G : Q dw )

¢l operador Q se comporta como un vector contravariante '(cf..ecua-
ciones [36,] v [36,]). En cualquier caso, la naturaleza tensorial re-
sulta de la comparacién con los segundos miembros de [36] o sus
tombinaciones.
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6.—Las ecuaciones [39] constituyen en rigor un sistema de cuatro
ecuaciones entre derivadas funcionales parciales (cf. § 4), y su inte-
grabilidad implica. que los operadores P, satisfagan a ciertas relacio-
nes de conmutaciéon descubiertas por Dirac. Estas se pueden obtener
de una manera muy simple si se tiene en cuenta la naturaleza de ope
radores de derivacién funcional que caracteriza a los operador:s
II, (1) y las relaciones [82]. Vimos en el § 4 que éstas equivalen a
las condiciones de conmutabilidad

D) D)
— v | =0
[Bx«’ () = Bt (ﬂ)]

y es sabido que la condiciéon de infegrabilidad de un sistema de la
forma

B
5 7 (1)

F=X, (2) F,

donde X, (#) es un operador, es que

o
A %)
[a T )]

cuando la funcional F no estd sujeta a ninguna condicién suplemen
taria. Si el sistema dindmico es tal que el estado | X, S > puede ecle-
girse arbitrariamente para una S particular, por lo demés cualquiera,
la condicién [32] nos da entonces, en virtud de [39],

Ty (1) Py ) — Ty () By () = ¢ 224 =) { P, ) 4 67wy . (|
ya que aplicar una vez I, (#) a | X, S > es lo mismo que aplicarle
una vez —:‘?‘P’ (), vy | X, S> es arbitrario para una S dada. De la

relacién anterior se deduce, por las mismas consideraciones, que <l
primer miembro coincide con

- % [P (22)s Pg (2] 4= Py (2¢) 1o (04 — Py (26") W (o) - g (20) Py (') — LI, (27 Py ()

y, por consiguiente, que los operadores P;{u) deben cumplir la con:
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dicidn

1
B [Po (2, Py ()] 4 [1g ("), Py ()] — [Lg (2), Py (2¢)]

= — i ? G"™ (2) Py (1) 4 G7¥(#") Py (ae") ; . [42‘]

Fl mismo procedimiento de sumar y restar a los primeros mieimbres
de [32] los correspondientes conmutadores [Py (1), P; (w)] y susti-
tuir en cada término el primer operador de la derecha II, por Py o re-
ciprocamente—sustitucion licita a causa de [39]—nos da a partir de
la segunda y tercera relaciones [32] las relaciones de conmutacion

. L
L by P ) [T ), By ] — W, 2] = — 3 220725 vy @, 2]
[P (1), Py ()] 111 (00), P () — 7T @), N (au* P

4 @ﬂg.{;ﬁf? P, (1), (424]

Las leyes de conmutacién [42] constituyen las condiciones de inte-
grabilidad [49] a [51] de Dirac ([2], pag. 1101), ¥ deben quedar
idénticamente satisfechas si ha de ser integrable el sistema [39], en
el supuesto que la. naturaleza del sistema dindmico no imponga con-
diciones suplementarias.
Junta de Energia Nuclear
Seccidn Tedrica
Madrid, julio de 1952.
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