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TEORIA DE LA RELATIVIDAD RESTRINGIDA

4. TEORIA ELECTRONICA DE LORENTZ.

Hemos visto en ¢l capitulo anterior que todos los hechos expe-
rimentales ensayados en ¢l dominio de la mecdnica y en el del
electromagnetismo, especialmente el de la 6ptica, parecen conducir
a la imposibilidad de poner de manifiesto un movimiento de trans-
lacién rectilineo y uniforme respecto del “espacio absoluto”, ni
aun cuanto éste se concibe, no ya como mero vacio, sino como
ocupado por completo (salvo acaso en las regiones en que se en-
cuentra la materia ponderable) por lo que se llamé éter. Se ha
dicho que fué precisamentt el resultado negativo de los experi-
mentos en que se persegufa aquel fin lo que di6 lugar a la teoria
de Finstein, como si s6lo la teorfa de la relatividad especial pudiera
“explicar”, en el sentido en que hay qu¢ tomar este verbo en el
campo de la fisica, la ausencia de efectos observables en un tal
movimiento, Esto es cierto sblo a medias, Verdad es que el pro-
blema de las relaciones entre la mecdnica y el electromagnetismo,
problema cuya resolucién habrfa de conducir a una electrodinimi-
ca de los cuerpos en movimiento libre de contradicciones, tanto
desde el punto de vista formal como del empirico, fué¢ una de las
cuestiones fundamentales desde que J. Clerk Maxwell hubo esta-
blecido su teorfa electromagnética, sintesis del electromagnetismo
y la dptica, v también lo es que Einstein propuso una solucion al
mismo en su célebre memoria Zur Elekirodynamik bewegter Kor-
per %8, respondiendo asi al interrogante que se habfa planteado la

26 A. Einstein, Ann. der Phys., 17, 1905, 8o1-021.
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fisica de los uitimos afios del siglo xix. Pero no es cierto que nof
existiera teoria alguna que se¢ ajustara a los fenémenos de aquellaj
indole hasta entonces conocidos y fuera capaz de “explicarlos”. Y|
es notable que tal teoria no sélo existia, sino que todas sus conse-|

cuencias: principales se yieron respetadas por la teorfa einsteiniana.!
Ademds, esa teorfa, partiendo del supuesto de un éter inmovil, pre-

sente doquiera, daba su version de por qué los experimentos idea-

dos para hacer patente el movimiento rectilineo y uniforme res-_
pecto del mismo habjan fracasado. Esta teoria es Ja teorfa elec- |
tronica de EH. A. Lorentz 27, cuyos principios fundamentales exa- |
minaremos someramente a continuacion,

. El progrdma que Lorentz se propuso fué sentar una teoria que
proporcionara un modelo adecuado de los procesos electromagné-
ticos que tienen lugar en y entre los cuerpos ponderables, para lo
cual partié de los siguientes postulados: 1°, todas las acciones elec-
tromagnéticas ocurren por mediacién del éter, el cual debe conce-
birse como un medio cuyos elementos de volumen nunca se corren.
cotre si y define, por lo tanto, un sistema de referencia privilegiado/
— aquel respecto del cual €] éter estd inmdbvil —;j 29 la electricidad
posee una estructura corpuscular y son precisamente los electrones
pequefiisimas particulas cargadas que se encuentran en todos los
cuerpos ponderables (aunque pueden aparecer también libres), los
que constituyen ¢l vinculo que une la materia y el éter 28, Tanto
los electrones como las particulas materiales estan impregnados,
por asf decirlo, de €él, pero el éter que contienen no toma parte en
st movimiento. Nada se OFODC, por ende, a calificar de absolutos -

+los movimientos respecto del éter y a que se hable de un éter en |
rcposo; 3%, el campo clectromagnctico reconoce su origen en los
electrones y actia sblo sobre los electrones. Su accién sobre los

27 'H. A. Lorentz: La théorie electromagnetigue de Maxwell et-son appl-
cation aux courps mouvants, Leiden 18025 Versuch efner Theorie der elek-
srischen und optischen Erscheinungen in bewegren Korpern, Leiden 18g5;
cf. también sus dos excelentes articulos, Maxwells Elektromagnetische Theo-
vie y Weiterbildung der Maxwellschen Theorie, Elekivonentbeorie en fa
Encyklop. der math, Wissensch., vol. 'V, 2? parte, pigs. 63144, 145-280 (Leip-
zig, Teubner, 1gog). Kl segundo principalmente se lee con interés ain hoy,
después de cuarenta y cuatro afios de su publicacidn.

28 Fs necesatio advertic que Lorentz entiende por electrén cualguier
particula cargada, posea o no masa ponderable y cualquicra que sea el signo
de su carga, El nombre efectrdn lo recoge de G. Johnstone Stoney, Dublin
Trans, R. Soe,; 4, 1801, p. 583.
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cuerpos ponderables tiene lugar, pues, en tanto éstos contienen
electrones; 4°, el campo electromagnético obedece a las siguientes
ecuaciones, vilidas para cualquier sistema de referencia en reposo
respecto del éter:

- -
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div E = p, div H=0

— -
donde F es el campo eléctrico, H el campo magnético, ¢ la densidad
de carga cléctrica — distinta de cero, por consiguiente, sélo en los

—
electrones —, v la velocidad de un punto cualquiera de la materia
dotz;da de carga eléctrica v ¢ la velocidad de la luz (== 300000 km
seg™t = 3.10'% cm seg). La fuerza que el campo electramagnético
ejerce sobre la unidad de volumen de materia eléctricamente cargada
con densidad ¢ es :

— - 1= -

(H.2) F:QI(E+?9A.H)

lo que constituye el 5° postulado.

- Resulta asi que la teoria electromagnética de Lorentz es esencial-

| mente una teoria del campo electromagnético microscépico basada

" en la hipotesis de un éter inmévil. Precisathente al tomar eén cuenta
los 1:[10\»’i1‘ﬂi(§11t05 de los clectrones respecto de ese éter en reposo,
explica Lorentz, incluso por modo cuantitativo, todos los efectos

: v . . .
de primer orden en — & decir, aquellos efectos en que interviene
este cociente en primer grado y frente al cual es despreciable, por

. . v ; .
ende, cualquier potencia de — de grado superior al primero. El
N p :

resultado del experimento de Fizeau recibe una nueva justificacion
tedrica en el marco de una teoria que supone el ¢ter inmévil, lo que
muestra cuan poco afortunado es el nombre de arrastre parcial con
que todavia hoy se designa. Pero hay mas, la teorfa electrénica de
Lorentz pone en claro por qué una velocidad comun, respecto del

translacién se produce una deformacién unitaria yl/ 1

. mensiones paralelas a la direccién de w en la razén 1: l I ———

TEORTA DE LA RELATIVIDAD RESTRINGIDA 41

éter, de la materia v el sistema de referencia que se adopte carece
de influencia en los fendmenos que ocurren en el sistema, mientras

i S Y
el andlisis se concrete a los términos en — Con otras palabras; el
4

movimiento absoluto de cuerpos entre si en reposo se manifiesta
sélo en términos que son de segundo erden respecto de dicho |
cociente,

Unicamente €l experimento de Michelson-Morley y el de Trou-
ton-Noble (cf. Nota 21) escapaban al esquema de Lorentz. G. F.
Fitz-Gerald (%) y el mismo Lorentz, independientemente, sugirie- '
ron entonces la hipétesis segn la cual una translacion rectilinea y

; - .
uniforme, av, de un cuerpo respecto del éter altera acaso las dimen-
siones del mismo, y que bastarfa admitir que en la direccion de la

w?

62

y en cualquiera direccién transversal una deformacién unitaria &
para que quedara explicado el resultado negativo de dichos experi-
mentos. Lorentz llegd incluso a demostrar que si las fuerzas mo-
leculares son fuerzas de tipo electrostitico, el movimiento de un
cuerpo respecto del éter provocard necesariamente la aparicion de
efectos magnéticos cuya consecuencia es dejar invariable, en el
estado de equilibrio, las dimensiones transversales y acortar las di-
20

Fsta contraccién de Fitz Gerald-Lorentz, a la cual se intenta hallar
una explicacién causal en la escala molecular, es, por lo tanto, segln

Lorentz, la razén por la cual el movimiento de los cuerpos respecto
del éter es irrecognoscible; existe el écer, pero entre los efectos del
movimiento respecto de él figura una contraccién en las dimensio-
nes del objeto que se mueve, que compensa exactamente la influen-
cia de dicho ‘movimiento sobre la electrodindmica.

29 Fitz Gerald no publicé su teorfa, sélo la expuso en sus lecciones, Sus |
ideas acerca del particular fueron recogidas por Q. J. Lodge y publicadas
en las Philosophical Transactions (O. J. Lodge, Aberration problems and
new ether experiments, Phil. Trans, Roy. Soc,, 184, 1893, 727-804),

80 I orentz, loc, cit. nota {z7) Encyklop. d. m,. Wiss,, p. 273-27¢4 ¥ 278,



42 RELATIVIDAD

C 5 LAS TRANSFORMACIONES DE LORENTYZ.
PRINCIPIO DE RELATIVIDAD.,

Es facil comprobar que las ecuaciones (G) que definen una
transformacién de Galileo no dejan invariantes lae ecuaciones (IL1),
(IL2) de Lorentz. Se plantea entonces el problema de averiguar si
existen transformaciones lineales mas generales, que en cierto modo
comprendieran como caso particular el grupo de Galileo, respecto
de las cuales dichas ecuaciones sean de caricter invariante. n una
memoria del afio 1887, Voigt habia hecho notar que ciertas ecua-
ciones del electromagnetismo conservan su forma en un sistema
de referencia animado de una translacién rectilinea y uniforme si
se introduce, en vez del tiempo #; un tiempo local £’ contado a partir
de un origen funcién lineal de las coordenadas espaciales del punto
que se considere ®1, Pero fué Lorentz ¢l primero en establecer en
toda su generalidad Ja propiedad de la transformacién

X —wt

(IL 3) x’:k——-——-———_, y=rly,
Vor—f
o
t——ux
¢
o= kg ¥==r
V=B

w
(p= —r 6= velocidad de la luz en el vacio) de dejar inva-

riantes las ecuaciones fundamentales (I1. 1) para p = o, es decir, la
invariancia de las ecuaciones de Maxwell — a las que se reducen las
de Lorentz para dicho valor de o, o sea, én las regiones del espacio
libres de cargas eléctricas — respecto de tales transformaciones. Mas
no supo excender este resultado al sistema completo (I1.1), (I1.2)
con los términos en g a causa de un error formal en la ley'de trans-

3 . . _> -
formacién de la densidad ¢ y la velocidad © 2. Con todo, ¢l camino
emprendido por Lorentz no era desacertado, conforme puso de

8L W. Voige, Uber das Dopplersche Prinzip, Gote. Nachr, 1887, p. 41,

32 H. A. Lorentz, Electromagnetic phenomena in a system moving with
any velocity smaller than that of Hght, {Proc. Ams., 6, 1904, p. 809-831), Las
térmulas (I 3) son las (3), (4), (5) que aparecen en la pag, 81z.
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relieve H. Poincaré que did, por fin, las formulas correctas de trans- 4

.-) -

formacién tanto para ¢ cuanto para v ®., Quedd asi rigurosamente
demostrado el comportamiento covariante de las ecuaciones de i:
Loténtz en las transformaciones (II.3), acerca c}e las cuales hay ;
que advertir, ademds, que lo mismo del razonamiento de Lorentz
que del de Poincaré se sigue — aunque por razones diferentes —
que ¢l coeficiente & tiene por valor la unidad. En resumen, las
ecuaciones

&€

L ~€—2 X
L) w=2T00 0 gy ge=a, re
V= Vi—p
en las que aw es un pardmetro cuyas dimensiones son las de una
velocidad y p = %— , dejan invariantes las ecuaciones (IL.1), (IL.2)
del electromagnetismo. Las componentes de los vectores trans-

—> = ) ,
formados de v E y H mediante las formulas (L) son

Uy — W vV o1—f%y, V=P,
rv’-—-—-____ L S .-Ut'__
2 Wy, J W U, ® WY,
1— | 1—
c? o2 &2
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w H
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Vi ¢
X r wHh,
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i wk
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H'«:—-_I w E,
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23 Y, Poincaré, Sur la dystamique de Pélectrom, Comptes Rendus, 140,
1605, 1504, 1508). N
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¥ en cuanto a la transformacién de o se tiene

1
e Y ———— ( 1 ﬂ)

Vo1--f2 c2
Mas adelante se vera que de estas relaciones las tres primeras
resultan de los postulados fundamentales de la relacividad restrin-
gida. Lo mismo ocurre con Jas restantes. El razonamiento que a esto
conduce parte en general de considerar los seis nfimeros Es.

= = . .
Hy. .., componentes de los dos vectores E y H del espacio ordi-

nario, como componentes de un tensor antisimétrico de segundo
orden del espacio - tiempo, {c., p. €, J. A. Stratton, Blectromagnetic

wiey

theory, Mc Graw-Hill, Nueva York, 1941, pigs. 78 a 82). Por el

momento, sin embargo, debe verse en las ecuaciones que preceden
s6lo su aspecto formal. ‘A ellas y a todas las de este tipo did Poincaré
el nombre de transformuciones de Loventz. Sic=— e, 0 & w es
pequefio en relacién con ¢, la transformacién de Lorentz (L) se
reduce a la transformacién de Galileo (G) de la cinematica clisica,
la cual aparece asi como caso limite de una de esas transformaciones,
En el § 3 examinaremos qué consecuencias derivan de ello para la
cinemitica. Pero antes conviene puntualizar algunos extremos de
que se trat6 en el capitulo anterior.

Vibse en él que la covariancia de las ecuaciones fundamentales
de la dindmica de Newton respecto de las transformaciones de Gali-
leo, aquel conservar su forma ‘en toda transformacion de este grupo,
era la traduccion matemdtica de un principio mecénico 84, el prin-
cipio de relatividad de Galileo. De acueri.%?;m con la cinemdtica cla-
sica, las ecuaciones (G) representaban el paso de un sistema inercial
a otro sistema inercial, es decir, de un sistema de referencia en el
que por hipdtesis valian las ecuaciones jprimeras de Jla mecnica
newtonlana a otro sistema de referencia que estaba animado de una
translacion rectilinea y uniforme respecto de aquél. Pero dichas
ccuaciones eran invariantes con relacién a toda transformacién (G);
luego —-esta fué la conclusion — es imposible determinar un estado
de movimiento de aquellas caracterfsticas acudiendo a2 fendmenos
de indole mecinica,

34 En rigor, no se trata de un principio, tomando la palabra en so sen-
tido, estricto, sino mds bien de una comseciencia de la ropia estructura de las
ecuaciones de la dindmica cldsica.. El otro ptincipio. de relatividad de que se
hablard a continuacién, éste s es un principio.

'['l'-j_ORI?A DE LA RELATIVIDAD RESTRINGIDA 4h

Ahora bien, las transformaciones de Lorentz (L), a las que de
momento ho hemos dado otro significado que el puramente anali-
tico, guardan con las ecuaciones fundan!e;ntalcs del elec}:rc_)magne—
tismo de Maxwell-Lorentz la misma relacién que las de Galileo con
las correspondientes de la mecdnica de Galileo-Newton. Por consi-
guiente, si las ecuaciones (L) representaran el paso de un sistema
de referencia en reposo respecto del éter (en el sentido de Lorentz)
a otro sistema de referencia cuyo movimiento respecto del primero
fuera una translacién rectilinea y uniforme w paralela al ¢je x

. . : . - Ea
comun a ambos sistemas, siendo ademas paralelos los ejes y, ¥ y .

'z, %'y'se podrd afirmar que también en el dominio de los fenomenos

a

electromagnéticos vale un “principio de relatividad”, ya que, si las
ccuaciones de Lorentz se conservan en las transformaciones (L), no
serd posible poner de manifiesto una translacion ref:til.inca y unifor-
me respecto del éter mediante experimentos de caracter elcctl;mnag—
nético, en particular dpticos, exactamente por la misma razon que
en ¢l caso de la mecinica en virtud de la covariancia de sus leyes
frente a las transformaciones de (alileo.

De esta manera quedaria explicado el resultado negativo de todos
los experimentos de aquella naturaleza ideados para hacer patente
un tal movimiento. Mas obsérvese que en lo que precede figura una
conjuncion harto significativa: vale solo si (L) representa el paso
de un sistema de reterencia a otro que se mueve relativamente a él
scgn una translacion rectilinea y uniforme. Y es evidente ‘que,
una de dos, o no vale la cinematica clésica, o vale, y entonces no
coinciden rigurosamente cuando el parametro ¢ es infinito; pero ¢

i cabe tal interpretacion. Las ecuaciones (G) y (L) en efecto, sdlo

es en (L) la velocidad de la luz, valor que es finito ¢ igual 300000
km seg*. Luego o s¢ renuncia a l4 cinematica clﬁmcq o .h‘:'l.y que
prescindir de aquella interpretacién y con ella a una ]nstlflcac10;1
tedrica de ciertos resultados experimentales: el principio de relati-

vidad de Galileo y el de la electrodinamica son incompatibles. Es
menester, por consiguiente, decidirse por uno u otro, Sila elcccm_n
recae sobre el primero, las transformaciones (L) son un mero arti- |

ficio matematico, muy interesante si se quiere, pero sin contenido
fisico alguno; ademas, habra que seguir investigando las causas de
la famosa contraccion dé Fitz Gerald-Lorentz. ¥n cambio, si se
acepta, y dado que los experimentos mecénicos que consideraba la

teorfa clasica tienen lugar sin excepcidn con velocidades muy peque- |

fias comparadas con las de la luz, apenas influird en las previsiones

sl
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que podamos hacer, la adopcién de las ecuaciones (I.) en vez de
; las (G). Dicho de otra manera, si se extiende a la mecanica el prin-
, cipio de relatividad de la electrodinamica condensado en las férmu-
\las (L), no llegaremos a contradiccién alguna con los resultados
experimentales clasicos. Pero hay mis — y esto no pudo ser pre-
visto en los primeros afios del presente siglo —: cuando entran en
juego velocidades de translacién aw del orden de la velocidad de la
luz, la experiencia indica que el modelo cinemdtico de Galileo-
Newton es inaceptable, mientras que la cinemdtica que se sigue de
(L) es adecuada para la descripcion de tales fendmenos incluso en
si aspecto cuantitativo. Hay que reconocer que este argumento
decisivo en pro, del nuevo principio de relativided no podia esgri-
| mirse, sin embargo, cuando Poincaré y Einstein formularon simul-
tanea e independientemente el

Principio de relatividad: existe un conjunto triplemente infini-
to 35 de sistemnas de refervencia, cualquiere de los cuales estd amimado
de un movimiento de translacion rectilineo y uniforme respecto
de cudlquier otro conjunto, en los que las leyes fisicas adoptan exac-
tamente la misma formua. Tales sistemas se llamaran sistemas de
referencia inerciales o de Galileo.

Admitido el principio de relatividad de la electrodinimica, éste
serd el que valdréd para todos los fenémenos fisicos, en fuerza del
principio de relatividad que acabamos de enunciar. Y al igual que
en la mecanica de Galileo-Newton se desvanece el concepto de
espacio absoluto ante el correspondiente principio de relatividad,
también el concepto tan caro a Lorentz de éter se esfuma en cuanto
deja de tener sentido hablar de reposo o d¢ movimiento respecto de
¢l, reposo o movimiento acerca del que nada cabe inferir de los
experimentos en virtud de la relacién que existe entre las transfor-
maciones (L) y las ecuaciones de Maxwell-Lorentz 26,

35 Prescindimos de los cambios de coordenadas entre sistemas en reposo,
es decir, dé un corrimiento arbitrario del origen y de un ¢ambio en la orien-
tacién de los ejes. Lo que esencialmente distingue de los demds un sistemia
de referencia del conjunto es la translacién w respecto de uno de ellos arbi-
trariamente elegido, translacién que depende, evidentemente, de tres para-
metros independientes — las componentes de w.

36 En su libro The evolution of physics (A: Einstein y L. Infeld, editade
por Simon and Schuster, Nueva York, 1942) dice Finstein: “After such bad
experiences, this is the moment to forget the ether completely and to try
never to mention its name”. (p, 184). ¥ cuando necesariamente tiene que
aludir a ¢l escribe, con humor, “e...r”".

i mmmettrs
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Conforme se indic6 ya, las ecuaciones (L) fueron halladas por
Lorentz y éste y Poincaré demostraron la covariancia de las ecua-
ciones fandamentales del electromagnetismo en relacion a ellas.
Dande un paso mis, ¢l tltimo postuld la extensién de tal covariancia
a todas las leyes naturales. In cuanto a Einstein, su contribucion
fué importantisima y en un doble aspecto. En primer lugar la
manera cémo plantea y resuelve el problema es de una simplicidad
y ¢legancia admirables, amén de su profundo anahsm’dc los concep-
tos de espacio y de tiempo. En segundo lugar, llegé a las ecuacio-
nes (L), no postulando la covariancia de las ecuaciones (IL. 1),
(Hu2), sino partiendo de dos é)ﬂncipios mucho mds generales, a
saber, ¢l de relatividad antes indicado y el _ ]

Principio de la constancia de la velocidad de la luz: la velocidad |
de la luz es independiente del estado de movimiento del foco luwi-
noso respecto de un sistemna de veferencia galileano ®7. Del principio
de relatividad se sigue entonces que esta proposicién vale para todo
sistema inercial, ya que postulamos su validez para uno y todos
¢llos son equivalentes.

6. SIMULTANEIDAD. EL ESPACIO - TIEMPO.

Cabe sefialar una contradiccién aparente entre uno 'y otro prin-
cipio, contradiccién que, al desvanecerse, nos mostrara ¢l contenido
del concepto de simultancidad en la nueva teorfa. Sea S un sistema
de referencia galileano, I’ un foco luminoso puntal que emite des-

, tellos y se mueve respecto de S rectilinea y uniformemente. Un

segundo sistema § cuyo origen coincida con L7 y cuyos ejes sean
paralelos a los de S es también un sistema inercial. En virtud del

37 Cf. ¢l enunciado de ambos principios en A. Einstein, p. 895, loc. cit.
riota (26}, Toda la fuerza del postulado recae en la independencia de la velo-
cidad de la luz respecto del estado de movimiento del foco luminoso, (CEf. A.
Einstein, Relativitis und Gravitation., Entwiderung. auf eine Bewmerkung von
M. Abraban (Ann. der Phys., 38, 1012, 1050-1064). FEl andlisis y construc-
cidn axiomdtica de la teorfa de la relatividad ha sido levado a cabo por
Reichénbach v Caratheodory independientemente. C, Caratheodory: Zur Axio-
watik dey speziellen Relativithtstheorie (Sitz Preuss, Aliad. Berlin, ro24, p. 12).
H. Reichenbach: Bericht diber éine Axiomuatik der Einsteichen Raum-Teit-Leh=
re {Phys, ZS., 22, 1921, 683-687); Axiomatik der velmivistischen Raum-Leit=
Lebre (Braunschweig, Fried, Vieweg & Sohn, 1924); Uber die physikalischen
Konseguenzen der velativistisehen /ﬁtiomaﬁk (Z8. fiir Phys., 34, 1925, 32-48)}
Philosophie der Raum-Leit-Lebre, (Berlin, 1928},
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principio. de la constancia de la velocidad de la luz, un mismo des-
degello dard lugar en S y en 8’ a dos sistemas de. ondas esféricas
Cuyos centros son tales que uno de ellos estara en Ieposo respecto
de S y el otro lo esta respecto de 8, es decir, dos sistemas de esferas
concentricas cuyos centros se mueven el uno respecto del otro y,
por lo tanto, dos sistemas distintos, Pero, en rigor, aqué es una de
esas superficies de onda sino el lugar geométrico de los puntos
alcanzados por la luz simultinesmente? ¢Y qué motivo hay para
que lo que aparece simultineo en S aparezca asimismo simultaneo
cen 2 No perdamos de vista que un sistema de referencia es algo
mds que un sistema de coordenadas (cf. pag. 6), requiere la asocra-
cién a éste de un crondmetro. La teorfa clisica admitfa 2 priori
un tiempo comin a todas las referencias inerciales, cierto, Pero es
evidente que la existencia de éste no se sigue de los dos postulados
relativistas, antes al contrario, el resultado que se acaba de sefialar
parece indicar que cada sistema inercial tiene su propio tiempo. Asi
se explicarfa que los dos sistemas de ondas sean distintos.

Se impone, pues, establecer el concepto de simultaneidad, Este,
cuando se aplica a sucesos que ocurren en el entorno de un punto,
podemos considerarlo como un concepto primario %, es decir, puede
corresponder al sentido intuitivo, o resultar de la nocion mds elabo-
rada de indicador de simultaneidad — por ejemplo, una cAmara
fotogrifica o un cilindro registrador., Muy otro es el ¢aso cuando
se trata de sucesos que tienen lugar en puntos muy alejados entre
si. Un reloj Ra situado en un punto A permite fijar el instante en
{ue ocurre un suceso cualquiera en el entorno de 4: uno de los tales
sucesos .S acaece en ¢l instante z de dicho reloj cuando son simulei-
uneos el suceso S v la indicacién del valor # por parte del reloj.
Imaginemos ahora’ que en otro punto B se encuentra asimismo un
relo] Re cuyas caracterfsticas sean en esencia cxactamente iguales
a las de Ra. ¥l reloj Re permite determingr el tiempo en el entorno
de B, con lo cual tenemos, de una parte, un tiempo al que estdn
referidos los fendmenos que suceden en el entorno de A4 ~=tiempo
de Ra—.y, de otra, un tiempo fijado en el entorno de B por Rz —
el tiempo de Rs. '

Se trata ahora de establecer una relacién entre uno y otro tiempo
en el supuesto de que 4 y B sean puntos fijos en un thismo sisterna
de coordenadas 3 ¥, por consiguiente, que Ra y R estén en reposo

. 38 Cf, pero, J. L. Destouches, Principes fondamentaux de Physique thée
rigue, Vol 1L, Cap. V, pigs. 300-373 (Paris, Hermann,, 1942).

e s =
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en dicho sistema. Con-otras palal)ra;, $¢ tiene un tiempo en If };:s U:;
tiempo en, B, pero todavia no un tiempo comug _aBA_y aei g B
por definicion es tal que el tiempo, no ya de}A .0 1 e 5, smo‘ e Iue
sin mas, que la luz emplea para ir de 4 a B es e._ npbm(i au 1 -'gad
tarda en it de B a 4. O sea, con arreglo a ese ziempo, la. veloct o
de la luz en el sentido 4B es la misma que en sen_tldo BA Dt? ?14}
se sigue que el reloj Re es sincronico con el reloj i}A: si '.lnggszgme
luminosa que parte en el instante za de Ra y llega al . 01tl etc siante
15 de Re, reflejada en B llega de nuevo a A en el instan

Ra tal que

I8 — fA = t'A — IB,

es decir, la legada de la luz a B debe ser simultinea con la indica-
cion del-instante
A - LA

2z

iB

por parte del reloj Rp. Para que esta definicion Do sea‘contrac'hct.(é:
ria, es mencster postular, ademas, que el sincronismo es una ‘pw}_zu )
dad simétrica (RB sincronico con Ra, implica Ra sincronico con s
y transitiva (R sincronico con Ra, y Rc sincrénico con Rg;, ;111(1-
plica R sincrénico con Ra). Como, por otra parte, RA. ,TS ‘S:lpc.ré)-
nico consigo mismo, la relacion de sincronismo €s unia relacion de
equivalencia. El conjunto de todos los relojes sincronicos entre si
dos a dos define ¢l tiempo comin g todos ellos, los cuales 5011} asi
equivalentes en cuanto a la determinacién de ese tiempo, A 1012
#bien, todos esos relojes se han supuesto en reposo en un cierto 51‘%-
tema de coordenadas 2, lo gue justifica el hablar de un rse?{?po a;e )
fijado por uno cualquiera de los relojes del conjunto, y: complefar
la_determinacién de las coordenadas espaciales de un suceso res-
pecto de X con una coordenada temporal privativa de X: el msfante
del reloj en reposo en X que se encuentra cn el punte en que ocurre
el suceso o en su entorno.  La simultaneidad, 1_~cl_at1vamcnte 2 %, de
dos sucesos, posee entonces un sentido bien definido: Sy y ng f;mle&
quiera que sean los puntos Pl_y szde 2 en que acaecen, p91 litmll_
ciados que éstos estén, son simultineos, cuando les correspon el a
misma ‘coordenada temporal, o lo que es l(_) mismo, cuando los relo-
}es sincrénicos Rey 'y Rpy, marcan el mismo valor de # al tener
ugar S; v'Sa. . .
gCOlilv?cm: poner de relieve que esa unificacion del tiempo de los
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difetentes relojes es un mero convenio, que no se refiere ni a un
hecho, observable ni a propiedad intrinseca alguna de los relojes o
de la luz. Es el simple enunciado del criterio adoptado para exten-
der la definicién de tiempo en un punto y su entorno a todos los
puntos del sistema de coordenadas elegido, haciendo asi de éste un
sistema. de referencia, El mismo Einstein subraya ese caricter en
su memoria fundamental, a pesar de lo cual no sviempre se. ha insis-
tido suficientemente acerca de este punto 2. Cierto es que caben
otras. Fombilidadcs, por ejemplo el transporte del reloj magistral a
los diferentes puntos del sistema. Pero es indiscutible que este cri-
terio de unificacién no serfa ni mis ni menos convencional que el
anterior y sin duda menos prictico cuando los puntes se encuentran
muy distanciados. "El servicio horario por radio vy la determinacién
de longitudes geograficas son buena prueba de ello. Lo que si tiene
sentido desde el punto de vista de la comprobacién empirica es ¢l
comparar dos de tales criterios, por ejemplo ¢l basada en la veloci-
dad de la luz y el que se apoya en el transporte de relojes. Sin
embargo, la realizacién prictica del correspondiente experimento
presenta dificultades insuperables. De hecho, ambos convenios con-
ducen pricticamente a la misma extensién del tiempo -—sﬁpuesto
que el reloj no se translade a velocidades que scan del orden de la
luz, Jo que nunca sucede —, es decir, al mismo tiempo de 3,
Relacionada con todas esas cuestiones, seanos permitida’ una
advertencia: En la literatura relativista se ha usado con exceso de
la palabra “observador” — observador en movimiento, fendmenos
dcsicritosf por tal o cual observador, velocidad respecto del obser-
ador, tiempo del observador, etc., etc. Aqui la hemos evitado a
proposito para no dar pic a interpretaciones erréneas V a extrapola-
clones ilicitas que desgraciadamente se encuentran con alguna fre-
cuencia. La palabra “observador” debe entenderse en un sentido
simbélico. Nadie puede creer seriamente que el estado de movi-
vimiento del observador, él, como sujeto. copgnascente tenga nada
que ver con la teorfa de la relatividad. Es el estado de movimiento
de los instrumentos de medicién de que se vale lo que interviene

39 Cf.,, pero, Einstein, loc. cit. Nota (26) 804; A. S. Fddingtor ?
gm.tf’:r_mmmal theory of Relativity (Cambridge Il?J'niE?”[’rcss, 1923, p!é. 2;) Tﬁs
o Lindsay y F. Margenav, Foundations of Physics (Nueva York, J. \'-Vi['e’y &

ons, 1046, pags. 75 ¥ 335). Una concepeién avin mds radical se encuentrd
en E. A, Milne, Relativity Gravitation and World Structire (Oxford, Cla-
rendon Press, 1035, pg. 397. ‘ '

© i
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en la teorfa y cabe siempre concebir que los datos que éstos pro-
porcionan se registran automadticamente, sin intervencion alguna del
ffsico que habra de utilizarlos, el cual puede estar comodamente
sentado en su gabinete mientras aquéllos viajan a 2000 ks por
hora 40, Un sistema de coordenadas y un conjunto de aparatos de
medicién en reposo en €1, he aqui el “observador” de la tcmria_dc
la relatividad, Claro estd que, sin embargo, una vez fijado el sentido
en que se emplea la palabra, no hay inconveniente ninguno en Intro-
ducirla como cifra del concepto que precede. ’
Dijimos ya que, admitida la validez de la geometria euclidea,
Einstein dedujo las ecuaciones de transformacion de Lorentz (L)
de los dos postulados fundamentales, el de la relatividad y el de la
constancia de la velocidad de la luz, supuesto, ademis, que las reglas
y relojes asociados a los dos sistemas sean esencialmente iguales. No
merece la pena reproducir aqui la demostracion original ni otras
muchas que se dieron posteriormente 41, Tratar la cuestion a fondo
v en su aspecto geométrico llevaria muy lejos, y poco interés posee
desde el punto de vista conceptual hacerlo de otro modo. Acaso
convenga, no obstante, precisar algunos puntos y ampliar en parte
otros extremos tocantes al concepto de transformacién de Lorentz
12 Las féormulas (1) definen el paso de las coordenadas (w, ¥,
2, t) de un suceso (cf. pig. 6) relativas a una referencia galineana %
a las coordenadas (&', ¥/, o, t') del mismo suceso respecto de otra
referencia galileana 3, animada de una translacion rectilinea y
uniforme aw paralela al ¢j¢ &, cuyo eje &’ coincide con ¢l eje x de %,

40 Claro estd que si s¢ empeha en valerse solo de su cuerpo y de sus

sentidos utilizindolos como unicos instrumentos, los resultados a que llegue

dependerin dec su estado de movimiento, perc aun esto solamente en tanto
que instrumento de si mismo.

41 Demostraciones elementales, no siempre enteramente correctas, se en-
cuentran hey incluso en los libros de fisica o electricidad de un nivel medio.
Demostraciones rigurosas, partiendo a veces de puntos distintos, se pueden
ver en: A, Linstein, loc. cit, nota (26} pgs. 8g7-go1; J. M. Plans v Freyre,
Nociones fundaweniales de Meednica velativista (Madrid, R. A, de Ciencias,
1921, pgs. 4-9); G. Herglotz, Uber die Mechanik des deformierbaren Kirpers
worn Standpunkte der Relativistitstheorie (Ann. der Phys., 36, 1011, 493-533).
Particularmente interesantes son log articulos siguientes: Ph. Frank y H, Rothe,
Uber die Transformation der Rawmzeitkoordinaten von rubenden auf bewegte
Systeme (Ann. der Physik, 34, o1y, 825-855) v Zur Herleitung der Loventz-
transformation (Physilk, ZS,, 13, 1912,750-753); C. Munari, Sepre wna espres-
siva. interpretazione cinematica del principio di Relativitd (Rend. Acc. Lincei,
13, 1914, 781-787).
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cuyos ejes y’, @' son paralelos y acordes con los ejes ¥, 2 de éste
y ¢l oorigen del cual coincide con el de X en el instante ¢ = ¥ = O.
como tanto (%, ¥, 3, t) cuanto (#, ¥/, 2/, #') son esencialmente rea-
les, 1 — B2 debe ser positivo, es decir, w < ¢. 29) Las férmulas in-
versas de las (L), las que nos-dan (%, ¥, 2, £) en funcién de (a7, 37,
&, "), se obtienen sin mds que cambiar en (L) w por —

& -t
(L) = i , ¥y =9, z=g, t

V- Vo=

=2

de modo que cada transformacién (L) tiene una y sélo una trans-
formacion inversa (L-1). 39) Sea 3" un tercer sistema de referencia
que se comporte respecto de 2’ como éste respecto de = y sea w’
la translacion de 3" respecto de 3”. Para formar las ecuaciones
que ligan (%, y, 2, t) con («”, ¥, 2", ¢!'), pasaremos primerc de
(x, ¥, 2, t) a (&, %, &, ¢) mediante (L) vy, a continuacién, se
aplicarin 2 la cuaterna (&', ¥/, o, #') asi obtenida las férmulas co-
rrespondientes a la transformacion 27— 2

i

,wr
' X
¥ -t , ¢ o
xf! e e L y:’ !t — Z’, S o
Vo1 — 7 V1P

b=2)

Un cilculo elemental da entonces' como resultado definitivo las
relaciones

Hf
£
x— Wt c? ¥
xl’f — , y}':? [ y, z’! — z‘ tff o - K
vV r—B? Vv 1=B?
w4 W . :
donde W = _____—]:m_’ y B = —. Es decir, la transformacién que
: W ¢
I - ——
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conduce diréctamente de (x, ¥, 2,t) 4 (a7, ¥", 2", t”) es de la for-

W bt

ma (L) con W = e Como valor de la velocidad de trans-
W

: s o2

lacién, de =7 respecto de 3. De acuerdo con la cinemética clasica,
cabfa esperar que W fuese igual a w 4 w’. El por qué de no ser
asi se verd muy pronto (cf. II.9). Lo que ahora interesa poner de
relieve es precisamente que aquella transformacién directa, equiva-
lente a aplicar primero la £ — %’ y luego la 3 — X7, la transfor-
macién que los mateméticos llaman producto de estas dos, es tam-
bién una transformacion de la forma (L). Esta propiedad junto con
la anterior — existencia de ‘la transformacién inversa— hace que
del conjunto de transformaciones (1) se diga que constituye un
grupo, ¢l grupo de Lorentz. 4°) Finalmente, de L (o de L) se
deduce desde luego que

(I g) w2 92 f 22— 22 = x? - y? - 2% — % 1P

es decir, la forma cuadratica F (x, y, %, 1) == 2% -} y2 4 2% — 2 2
se conserva con los mismos coeficientes al aplicar a las variables
%, ¥, %, t que en ella aP:u'ecen una transformacién cualquiera del
grupo . de Lorentz (L) 2

nes lineales .enteras mds generales-que el grupo (L), lo que corresponde a
una eleccidn ‘arbitraria de los ejes de coordenadas cartesianas rectangulares

s :
¥ .a una orientacién cualquiera del vector w. Estas transformaciones forman
un grupo que se suele Namar gripo completo de Loremiz, del cual (L) es un

grupo parcial, es decir, un subgrupo.

¢Qué significado fisico puede tener esta Gltima propiedad, pu-
ramente formal en apariencia?  Obsérvese, en primer lugar, que no
sélo se cumple (II.4), sino también Ia relacién mds general

(L 5y (% — %)% 4 (yo— y1)% 4 (22— 21)% — €2 (fp — 11)? =
== (x??‘ - xlf)z - (j/’g - yrl)z -+ (ng _zfi)z — 2 (t’g— i.;l)g ,
en la que aparecen las coordenadas de dos sucesos, Sy y S, respecto
de dos referencias galileanas 3 y X', Fsto prueba que, cualquiers

< que sea el sistema de veferencia galileano que se adopte, la expresion

(0 = &1)% - (ya — ¥1)2 4 (22 — 20)% — ¢ (4, — t;)? calculada a
partir de datos (%1, Y1, 21, f1), (X2, Yo, 22, T2) Privativos del sistemnd
elegido, para Sy v Sy dados, #o depende de cudl sea éste. Los ntime-

42° A decir verdad, F{x;'y, &, £) es invariante respecto de transformacios
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ros {Xi,...;t1), (¥2,...,22) son resultados de medidas efectuadas
con reglas y relojes en reposo en dicho sistema y esencialmente de-
pendientes de cual sea éste; pero el valor de aquella exprf-;sn_’m €s
por completo independiente de la referencia galileana, es solo fun-
ci6n del par de sucesos Sy y Sy, traduce una propiedad intrinseca de
éstos.” El valor que toma patra dos acontecimientos cualesquiera esta,
por lo tanto, intrinsecamente ligado al par. Este valor es, por defi-
nicion, el cuadrado del infervalo entre ambos sucesos.

La teoria de la relatividad ha puesto asi de manifiesto una pro-
' piedad de los pares de sucesos que ignoraba la cinematica clasica.
Para ésta, que adoptaba las transformaciones de Galileo (G), a cada
par de sucesos iban vinculados dos nlimeros: el niimero (s — x1)% +
= (Yo = ¥1)? -k (23 — 21)% que nos da el cuadrado de la distancia
entre los puntos en que acaecen, y el nimero ¢, — &, que indica
el tiempo transcurrido entre el suceder de uno y de otre. La cine-
matica cldsica reconoce, pues, dos invariantes ligados a cada par de
i sucesos, La cinemitica relativista, en cambio, funde estas dos inva-
{ riantes en uno solo: el imtervalo entre ambos sucesos. Fs a esta
- fusion de magnitudes espaciales y temporales ep una sola entidad
a lo que apuntamos al hablar de espacio - tiempo, el cual cobra con
ello un caricter objetivo: es ¢l marco comin en que se ordenan to-
dos los fendmenos fistcos, cualquiera que sea el sistema inercial a
que estén referidos. En cada uno de éstos se descompone, indiscu-
tiblemente, en espacio y tiempo, pero sélo el espacio - tiempo posee
una significacidn intrinseca, la misma para todos.

El cuadrado del intervalo entre dos sucesos

.5'2: sz - |‘32 (fz — tl)z
(R:tzz = (% — %)% + (¥2— ¥1)% + (22 — 21)?)

puede ser positivo, negativo o nulo, es decir, el intervalo entre
ambos puede ser real, imaginario o nulo. En el primer caso se dice
que el intervalo que los separa es seudoespacial, en el segundo sen-
dotemporal y en el tercero es nulo. Cuando el intervalo entre dos
sucesos Sy, Sy es seudoespacial, existe un sistema de referencia que
se mueve con una velocidad adecuada, menor que la de la luz, res-
pecto del tiempo del cual ambos sucesos son simulidneos. Fl inter-
valo entre ellos es entonces igual a la distancia, en el sentido ordi-
nario, medida en dicho sistema entre los puntos en que tienen lugar.
Si el intervalo entre Sy, Ss es semdotemzporal, existe un sistema de
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referencia respecto del cual los dos sucesos ocurren en un misnto
punto. El intervalo entre Sy y Sy es igual, en este caso, al tiempo de
este sistema que ha transcurrido entre Sy y Sy multiplicado por ic,
siendo ¢ la velocidad de la luz. Para comprobar que asi es, observe-
mos en primer lugar que Ia expresion esencialmente positiya

2 (tp —11)? . 52
122 — T TR
R12 Rlz

es menor que la unidad para $2 > 0 y mayor que ella para 5% < 0.
Sis2 > 0, y elegimos el sistema galileano 2 de modo que los dos

. ]
sucesos acaezcan en el eje & —con lo cual Rypy = (2 — #1)" —,
las férmulas (1) nos dicen que #'5 — t; sera cero si (fo—1;) —

w w
—— (% — #;) = 0 de donde
¢

62
— ] . A2 —— a—-} —— S
=) =c x| =¢ R < 1.
St §2.<2 0, ¥y — &'y serd cero si (¥ —xy) —w (fg—#;) = 0, de
donde
( ¢ ) 2 ( g — 1y ) 2 ( fa— 1y ) 2
—_— o ———} | —
wf ¢ Xo — X3 =¢ R > L

En ambos casos, resulta, pues, w <¢; en el primero, ademds,

Fi=1tov 2= (s —2a")* = I\’fj ; en el segundo, &'y — &% v 5% =
= — ¢? (#'y — #1)?, todo ello conforme con lo que se queria demos-
trar. Tinalmente, si el intervalo es cero, los dos sucesos pueden ocu-
rrir en un mismo punto de una onda luminosa. Debemos advertir
que es muy frecuente definir el cuadrado del intervalo mediante la
igualdad 52 = ¢% 2 — (a® 4 32 J 2?), o sea, adoptando signos
opuestos a los que hemos clegido. Las definiciones de intervalo
seudoespacial v seudotemporal se truecan entre si, pero las propic-
dades asociadas se conservan,

Insistiendo acerca de la tan debatida cuestion del espacio - tiempo
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quiza’es un poco atrevido el primer parrafo del discutso de Miu-
kowski ante el LXXX congreso de Colonia #*: “Sefiores: Lias ideas
Gue acerca del espacio y del tiempo quisiera desarrollar ante Uds:
han crecido sobre un suelo abonado por la experiencia fisica. En
esto reside su fuerza. Su tendencia es radical. A partir de ahora,
¢l lespacio en si y el tiempo en si se hunden por completo en las
sombras' v sélo una 2 modo de unién de ambos conserva una exis-
tencia pfo_p.ia”. Pero en tanto la teoria de la relatividad espe(_:.ial
conserve su validez (no digamos ya la general), valdrd la afirmacién
de Minkowski para el espacio y el tiempo a que &l se referfa: el espa-
cio que se mide y el tiempo que se mide tienen s6lo sentido en €l
sistema de referencia en que se miden,

43 H, Minkowski, Raumr und Zeit (Physik. Z8S., 10, 1909, 104-111). El
manuserito fué recibido el 23 de diciembre de 1908 'y publicado en el ntime-
ro-de febrero de rgog, Entre ambas fechas, Minkowski habia’fallecido. La
resonancia que alcanzd su esquema geométrico de la teorfa cinsteiniana de
la relatividad restringida, al introducir en el espacio-tiempe la métrica defi-
nida por el cuadrado del intervale y atribuirfe la estructura de tn espacio
sendocuclideo de cuatro. dimensiones, fué enorme. Bl parbos de geometri-
#zacién que habia de animar a vantas primeras figuras' de la fisica comenzaba
a manifestarse. Desde el punto ‘de vista geométrico, las transformaciones
de Lorentz (L) aparecen como. rotaciones - del sistema de referencia ‘en ‘el
espacio-ticmpo. -Obsérvese, en efecto, que conservan con los mismos. coefi-
cientes la  forma cuadritica. que da el cuadrado del intervalo —forma qie
define la méerica del espacio tiempo— y, ademds que el determinante de
los coeficientes de cualquiera ‘de ellas es ipual a 1. Con esto basta, La repre-
sentacién paramétrica de que son susceptibles las rotaciones (L} acudiendo

- — W -

b N .

al pardmetro’ ¢ definido por th'¢q == — f, como hace Varicak, o al pard-
. €

metro ) = iq, que introduce Minkowski, sof interesantes pero.no afiaden
o nada a lo que hemos dicho. 'Es facil ver que’en funcidn de esos parimetros

Ins férmulas de Lorentz (L) pueden escribirse o' = x ¢b m — u sh F,S,

#w = —ashw-+ueb g, donde # = ¢, 0 bien &’ = & cos § -+ # sen -,
o= — asen @ 4 u cos @, donde u# = Jet. La interpretacién de Vari-

cak de buen ntimero de férmulas relativistas dentro del marco de la geome-
trfa - de- Boliay-Lobatchewski ‘es ‘notable, pero tiene el inconveniente grave
de. enturbiar el contenide geométrico-fisico- de ciertas entidades, por ejem-
plo los vectores. Asi, cuando demuestra que Ia ley. del paralelogramo de las
velocidades en dicha geometria es Ia de Einstein, encibre el hecho funda-
mntal de estar referidas a sistemas distintos una y otra velocidad, esto de una
parte, v, de otra, que la velocidad en el sentido -ordinario no es un vector
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2. CINEMATICA RELATIVISTA

En lo que sigue, X y 3 seran dos sistemas de referencia galilea-
nos. cuyos. origenes de coordenadas : coinciden, -en - el instante

t = # = 0, siendo la translacién w de B respecto de X paralela
al eje ¥ de 3. Se supondrd, ademis, que los ejes &', ¥/, 27 de X
son paralelos y dirigidos en el mismo sentido que los x, ¥, z de X
v que x, & estin superpuestos. En estas condiciones, las férmulas
que vinculan las coordenadas (%, y, 2, ¢), (¥, ¥, &, ¢') de un mismo
suceso respecto de X y de 3 son

4 wx
S x—wt , - v e
L) Y= y=y, =3,
Vi Vo=
o bien
P R
; v vt , s ol
) g=—~r  y=y =% =
VIitR Vip

’w - N r
donde P = — . Para abreviar, de cuanto estd en Icposo respecto
I

de ¥ diremos que esti en reposo, sin mas, y de lo que se halle en
reposo respecto de X/, que se encuentra en movimiento.

Fsto sentado, consideremos una regla rigida # — en el sentido
ordinario — en reposo, cuya longitud, medida con una regla gra-

de ‘espacio-tiempo,  Ademds, el ‘espacio-tiempo de la relatividad . especial ey
un espacio seudoeuclideo, con lo cual el tensor de curvarura es idénticamentu
sulo, lo que no vale para el espacio de Boliay-Lobatchewski, Se trata, pues,
de un modelo ¢émodo, si bien se aparta del contenido conceptual intimo del
principie de relatividad, es decir, en Gltimo término, de la ley de covariancia
de. las entidades fisicas. De todas maneras, el lector que se interese por: 1

intérpretacién de Varicak puede consultar las memorias signientes:, V.. Varieak
Anwendung der Lobatsehefskijschen Geometrie in der Relativibeorie (Physik
7S., 11, 1g10, 93-06}, Die Relativtheoric und die Lobatschefskijsche Geometric
(ihi)d., 287-1203), Die Reflexion des Licktes an bewegten Spiegeln (ibid., 586
587), :



H8 RELATIVIDAD

duada de acuerdo con la unidad de longitud elegida (la misma para
Xy &) y asimismo en reposo, sea J,. Imaginemos ahora que esta
regla se translada a 2’ colocandola paralela a, o en coincidencia con
¢l ¢je #”.. La regla r se mueve entonces respecto de T con la velo-

cidad,w de la translacién w. Su longitud en el sistema en movi-
miento 2’ sigue siendo 7, en virtud del principio de relatividad.
¢Cudl es en estas condiciones su longitud medida con instrumentos
cn reposo respecto de Z? Sean A y B los puntos de = con los que,
en un mismo instante ¢ de 3, comciden el origen 'y ¢l extremo,
respectivamente, de la regla mévil. La distancia entre estos dos
puntos, medidas en X, nos da una longitud a la que es natural la-
mar longitud de la vegla en movimiento. Si x o .'xB son las abcisas

de aquelos puntos en X y &', &7 las abscisas del origen y el extremo
de la regla en el sistema ¥, la diferencia a’ 4~ % , es constante-
mente igual a la longitud 7, de la regla y se tiene, en virtud de la
primera de las formulas (L),

X% ]

I —x — g — —
o = A — & =
VIieFE VIR
3 . i to . '] I3
es decir, la Tongitud de la regla  en niovimiento estimada con las
reglas de X estd ligada con /, por la relacién

(IL 6) P==1, v/ 1 — 2

Todo ocurre, pues, como si la regla, por el hecho de moverse, se
hubiera contraido, y precisamente en la, misma cuantia que habia
admitido Lorentz para explicar el resultado negativo del experi-
mento Michelson Morley (cf. II, § 1).

Eista afirmacién, como la mayor parte de las proposiciones de
la teorfa de la relatividad, provocd gran revuelo al ser conocida.
Hov, después de més de cuarenta afios, las controversias han perdido
ya la virulencia de Jos primeros tiempos, en parte a ‘causa de los
resultados experimentales que han confirmado buen nfimero de las
consecuencias de dicha teorfa, en parte por la costumbre adquirida
en el nuevo modo de ver las cosas. Ahora bien, Jo que pocas dudas
puede ofrecer es que al hablar de medicién de una regla mentamos
una operacién fisica en la que intervienen dos reg]:fs. Lo que se
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llama longitud de una regla es, en rigor, una cierta relacién exis-
tente entre ésta y otra regla contrastada con una cierta unidad o
que se toma ella misma como soporte de la unidad. Y la relacion,
el nexo entre ambas es cinemdticamente distinto cuando la primera
se encuentra en reposo respecto de la segunda de cuando se halla
en movimiento. No se trata aqui de movimiento respecto de un
espacio absoluto (por lleno de éter que esté como suponia Lo-
rentz). Se trata, simplemente, de;una relacién entre dos reglas y
de movimiento de una respecto de otra. Por la misma razén es
por lo menos equivoca la afirmacién de tantos autores segin la cual
la teoria de la relatividad “explica” la contraccidén de Fitz-Gerald-
Lorentz. La teorfa de la relatividad no “explica” dicha contraccién
ni tiene por qué explicarla. De acuerdo con ella, en el sistema de
referencia ligado al interferémetro, por ejemplo, las longitudes de
los dos brazos son siempre las mismas cualquiera que sea su orien-
tacion, mientras que la teorfa de Lorentz exigiria una contraceion
en el sentido del movimiento relativa a una regla unidad ideal en
reposo en el mismo. La contraccidén relativista (II. 6), en cambio,
hace entrar en juego dos sistemas de referencia, en movimiento re-
lative, en cada uno de los cuales todo ocurre como si él estuviese
en reposo. Tampoco es cierto que la teoria de la relatividad “ex-
plique” el resultado del experimento de Michelson-Morley, mas
bien estd implicito en sus postulados y es natural que el cileulo rela-
tivista conduzca en tal caso a é] 44,

Volviendo a la contraccidén relativista, considérese una esfera
de radio R,, de centro en el origen de X’ y en reposo en este sis-
tema. Las coordenadas 2/, 3’ 2’ de sus puntos satisfacen, en cual-
quicr instante #/, la ecuacion &2 -+ 2 | 2 == R,2 La ecuacién de
de esta superficie en el sistema £ y en el instante ¢ — es decir, la
ecuacién del lugar geométrico de los puntos de T que en dicko
instante coinciden con los puntos de la esfera — serd, en wvirtud
de (L),

¥ — b )® .
i _Ba—) +y" +2 =R

Esto nos dice que aquel lagar geométrico es un elipsoide de revo-
lucién respecto del eje x, cuyo centro en el instante ¢ es el punto
(wt, 0, 0), movil por consiguiente con velocidad w y los semi-

44 Cf. Reichenbach, 1925, loc, cit, nota (37), pigs. 45 y ss.
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ejes del cual son R, v 1 — P? en'la direccién del movimiento v
R, en cualquier direccién’ transversal, Las mediciones efectuadas
en X atribuyen, pues, a dicha esfera la forma de un elipsoide: la

contraccion es la II. 6 en la direccion de ;L,}, mientras quedan inal:
teradas las dimensiones transversales, Lo mismo ocurre en un cuer-
po-de forma cualquiera. De ahi se sigue que entre el volumen V',
de un cuerpo evaluado en un sistema galileano respecto del cual se
halle en reposo y ¢l volumen del mismo deducido de observaciones
llevadas a cabo en otro sistema galileano relativamente al cual esté

. . - . - T
animado de la translacion w, existe la relacion V = V, v/ 1 — p2,
Un comportamiento en cierto modo correlativo al de las lon-
gitudes muestran los intervalos de tiempo. ‘Sea R, el reloj asociado
al origen de X, el reloj que mide el tiempo # de ¥, El mismo #
de un suceso cualquiera que tiene lugar en O (¥ = 0) estd li-
* L3 .
gado con ¢ por Ia Oltima de las relaciones (L-1), de manera que
¥o= ¢t/ 1—~PB% Dos illdicacignf-_:s i, My (7 < ¥y) de R, son dos
sucesos que ocurren en O, El itervalo de tiempo que Jas separa
segun Ry es, por definicién, T, == #» — #4; en cambio, el corres-
pondiente intervalo de tiempo medido con los relojes de 3 es
o — ity T
[ A o
Vo1 —f2 vVor—f2
Luego, el intervalo temporal T, se traduce en el sistema = en el
intervalo de tiempo

(.7 =T

VoI —p?
es decir, medida con el tiempo de X Ia marcha del reloj Ry que se

L,
mueve respecto de X con la velocidad < es mas lenta en la razén de

Vo1 — % 1 que cuande se encuentra en reposo %5, En particular,

45 Cf. también, J. J. Larmor, Acther and Matter (Cambridge, 1900,
pgs. 167-177) v ML I, Ives, The aberration of clocks and the clock paradox
(J. Opt. Soc. Am,, 27, 1937, 305-300), Apparent lengths and tites in SYSLEms
experiencing the Fitz-Gerald-Larmor-Lorentz contractions (ibid., 3r0-213).
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&i-7p fuese del orden de la velocidad de la Tuz, los intervalos de tigm-
po ¢en el sistema X’ y relativos a sucesos que acaccen en el misma
punto de 3 serfan muchisimo més cortos que en el sistema fijo y
el reloj de 3 atrasarfa considerablemente respecto del de 2. Por
lo: tanto, si en (I1.7) T, se refiere al periodo de un sistema fisico
oscilante en reposo en X’ y T al periodo del mismo medido en 2,
para las correspondientes frecuencias v, v v valdrd la relacién

(11.°8) ve=v 1 — R

La frecuencia v es, pues, menor que la v,. De ahi se sigue que un
4tomo que se mueva con X/, es decir, un itomo que se.mueya res-

pecto de = con movimiento rectilineo y uniforme de velecidad o,

presentard en X un espectro cuyas rayas aparecerin corridas hacia
el rojo si se comparan con la posicion que adoptan en 2. Este efec-
to, puramente relativista ¢ independiente del efecto Doppler, ha sido
observado y comprobado hace unos diez afios 9. Conviene hacer
notar que, conforme demuestra un sencillo calculo en todo andlogo
al que se ha desarrollado, a las mismas conclusiones que preced<-:1_1 se
llega trocando los papeles de los sisternas 3 y X, esto es, conside-

rando el movimiento — w de S respecto de 7y éste en reposo, 1o
que nada de particular tiene una vez admitido el principio de rela-
tividad para todos los fendmenos fisicos, si éste no s intrinsecamente
contradictorio. _

:Qué modificaciones introducen los postulados relativistas en

. las leyes de la cinemdtica clisica, en particular en la regla del para-

lelogramo 'para la composicién de” velocidad? Sean 2’ == &’ (#/),
¥y =y ('), & = (') las ecuaciones del movimiento de un pun-
to respecto de ¥, Las formulas (L') nos permiten obtener las
correspondientes ecuaciones relativas al sistema 2. Basta, en cfecto,
substituir en ellas &, ¥/, 2’ por sus cxrresiones en funcion de #, que
en X representa el m]iel de un simple parimetro. Para cada valor
de éste, se tiene asi ¢l punto de X con el que coincide el punto
mévil y el instante de 2 en que ello ocurr.e Si

da dy dz
vy = dt’:.:v’cesa’, fv"v:—:i—t;u, V= Ty

46 H, E. Ives v G. R, Stilwell, An experimental study of the rate of a
moving atomic clock (J. Opt, Soc. Am, 28, 1938, 215-226).
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son las componentes de la velocidad respecto de 27, las componentes

odx r__d'y - 2
Vo= COSG, Uy = s =

se obtienen sin mas que derivar respecto de # teniendo en cuenta lo
que acabamos de indicar. Dado que :

du L dy’
dx di dy f_z;
dr  di T A dt ’
av ' av
dz w da

[ 1
dz dt di ¢ dv

dtr  dt . dv

s
I Vo1—{
resulta, por lo tanto,
Uy 4 W V=Y o Vo1 —Bv
(H()) Uy = ————-—-—'“w o , Uy == —‘-“““-"—‘w o ! & — o
: [ v
1 —I_ oh o2 c2

de donde se siguen facilmente el mébduloe v de la velocidad respecto
de 2 y el dngulo que forma con el eje 2

/ v avsen.o | 2
v v aw? 2 v cosal=

¢
T \ U= Y —]
(Il.10) ¢ _ v W COS O
v 1 —B2e’sen o
g o= N

L v gosa’ - w

gy - - \' 21 3 Al r! H W "
Todas estas expresiones se reducen a las de la cinemética clasica sl
se prescinde de los términos que son de segundo orden tomando
como base la razén de las velocidades @ o w a la velocidad ¢ de

TRORIA DE LA RELATIVIDAD RESTRINGIDA 63

la luz. Mientras tales términos sean despreciables frente a la uni-
dad,-los resultados relativistas y los clasicos coincidiran prictica-
mente. Muy otro serd el caso para grandes velocidades.

De la primera de las ecuaciones (I1.10) se deduce mediante un
caleulo elemental que

/! .'u;_?. 1 v!?
T Y
2] c2 c?
I— f

c? v w cos o

G?‘

Si v < ¢ y puesto que también w < ¢, ¢l segundo miembro es
real; luego real asimismo es el primero, es decir, la velocidad v es

2

menor que ¢, ya que 1 — > 0. Por consiguiente, si 2 la ve-

42
- e
locidad w, de mddulo menor que ‘¢, se le afiade la velocidad v tal

que v < ¢, resulta una velocidad @ de médulo menor que ¢. Con
otras palabras, la adicion de velocidades menores que ¢ da siempre
lugar, cualquiera que sea su nlmero, a una velocidad menor que ¢.
La velocidad ¢ de la luz se comporta, por ende, como si fuera una
velocidad infinita con relacién a la composicién de velocidades de
madulo menor. Otra propiedad apoya a esta interpretacion. Suo-
spongamos que v’ es la velocidad de un punto de una onda luminosa,
de suerte que v' = ¢. La ecuacién (II.11) nos dice que la velo-
cidad de dicho punto respecto de X es también ¢. Si v =¢, en
efecto, el segundo miembro es nulo; luego, también el primero,
esto €5, v == ¢: la suma de la velocidad de la luz a otra velocidad
¢s siempre, pues, la velocidad de la luz. Finalmente, en (Il.10) se
advierte que la expresién de v es simétrica en v/, w, mientras no

. - > .
lo es la de tgia. Esto nos dice que la suma w - v de dos veloci-
dades no tiene la propiedad conmutativa, que, desde el punto de
vista de X, no es lo mismo que 2’ se mueva respecto de = con velo-

> —
cidad w y un punto lo haga respecto de ¥ con velocidad v que,

. —
al revés, 3 se mueva respecto de = con velocidad v/ y el punto
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respecto de X’ con velocidad 2. Tl médulo de la velocidad del
punto en X es, si, el mismo en ambos casos; en cambio, ¢l angulo
que dicha velocidad forma con el eje x es diferente en uno u otro
€aso.

Comeo aplicacién de lo que precede examinemos tres casos par-
ticularmiente interesantes. 81 un rayo luminoso forma el angulo o
con el ¢je &’ de X, para hallar el angulo con el eje x y en el sis-
tema de referencia & basta hacer en (1l.10) v/ = ¢. En estas con-
diciones, también v == ¢. En cuanto a tg a, resulta ser

vV 1 — B¥sen of
to o — N
& coso -

Esta es la formula relativista de la aberracion. Si en ella se pres-

o
19

frente a la unidad, obtendremos

e
sen o’
tg o ==
& w
cosof - —
c

que es Ja férmula clisica, como se sigue ficilmente de lo dicho en

Co, . , , — e
el cap. I, sin mds que introducir el dngulo «’ entre ¢’ y w en vez

-
del @ entre ¢ v ¢ (cf. fig. 1). La férmula anterior no depende
de cual de los dos se considere en movimiento, el foco luminoso
o el sistema de referencia, lo que no sucede en la teorfa clasica.

En segundo lugar, supongamos que el sistema de referencia %’
acompafia al agua en movimiento del experimento de Fizeau. X serd,
pues; el sistema a que se refiere la velocidad de ésta. En virtud de
los dos postulados relativistas, si # es el indice de refraccidn del
agua, la velocidad de la luz respecto de 2 es exactamente la misina

que si 27 sc considerase en reposo, a saber — , ya que de hechu
%
¢l agua estd en reposo con relacion a . Luego, la velocidad res-

pecto de % de un punto de la onda luminosa que ‘se propaga en el
agua serd, segin (ll.g),
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— W ,
7 c I
q;s:__.._...__..z____.._[___w [ =] vy:*vz:(),
w AN 72
T —
ne

supueste que el rayo luminoso sea paralelo al ¢je x (0 %), esto es,
¢ . . :
Ve = — v = &, = 0. Desde este punto de vista, por consi-

S m o i .
guicnte el coeficiente de arrastre & = 1 — — de Fresnel (cf. § 3)
n?

aparece, como. la aproximacién de primer orden de la férmula rela-
tivista de composicién de velocidades. Si se tiene en cuenta la dis-
persion del medio en movimiento, hay que introducir en la férmula
que da v, el valor del {ndice de refraccién # que corresponde a la
longitud de onda %’ de la luz empleada estimada en el sistema 2’ o
bien el valor de este indice en funcién de la longitud de onda &
correspondiente al sistema X. Se llega asf a la férmula de Lorentz
(ct. § 3). -

Finalmente, el experimento de Michelson-Morley. Sea I Ia lon-
gitud en X del brazo del interferdmetro paralelo ala direccion del
movimiento, Iy la longitud en 2 del brazo perpendicular a dicha
direccién y elijase 2’ de manera que el interferdmetro se encuentre
en reposo respecto de €l. El tiempo #; de 2 durante el cual la luz
recorre el brazo I; y el tiempo £, de X que corresponde al reco-

. . 2 I]_ 2 1!2
arido de Iy son, respectivamente, ¢ty == ————— ; £l == .
1 —[2 3o — 2
Ahora bien, a causa de la contraccién relativista, si los dos brazos |
son de igual longitud 1, en el sistema = en el que el interferémetro

estd en reposo, se tendri by = /1 — B2 L, Iy = /,. Luego

2y 1—P2, 2 1,
0t = o = Clg
o

o también, recordando (I1.7),

ety =ctiy V1B =cty V 1B =cty.
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Los tiempos empleados en recorrer los dos brazos son iguales entre
si, lo mismo en 3 que en 2. No se produce, por lo tanto, modifi-
cacion alguna en Ja figura de interferencias, sea cual sea la trans-

e

lacion . '

Antes de dar por terminado este bosquejo de la cinematica rela-
tivista, conste que donde estas nociones cobran todo su sentido es
et el marco del espacio - tiempo. No podemos entrar en los porme-
nores de la cuestion. Diremos s6lo que la idea de concebir El cing-
mitica como una a modo de geometria en un espacio de cuatro
dimensiones — en correspondencia con las tres coordenadas: espa-
ciales y la “coordepada” tiempo—-remonta a Laplace. Pero el
espacio - tiempo de Laplace era bastante singular: tomado en: con-

junto era amorfo; sélo las secciones # = " posefan una estructura,
siendo todas ellas espacios euclideos de tres dimensiones, y también
la poseia el tiempo, aunque lineal. Esta falta de estructuracién en
¢l espacio - tiempo de Laplace puede en cierto modo interpretarse
como traduccién geométrica de la existencia de dos invariantes del
grapo de Galileo, En cambio, tan pronto Einstein los substituyé
por el invariante anico del grupo de Lorentz que expresa el cua-
drado del intervalo entre dos sucesos, quedaron sentadas Jas bases
sobre que Minkowski pudo edificar su geometria del espacio-tiempo
o “universo”, Ya indicamos (cf. nota **) que atribuyd a éste una
estructura seudoeuclidea e identificd el concepto de distancia entre
dos puntos del espacio - tiempo — es decir, entre dos sucesos — con
el de intervalo. Cuando las coordenadas.(x, y, 2, #) dec una y de
otro difieran infinitarnente poco, el cuadrado de la distancia entre
ellos vale, pues, en-virtud de (II. 5) (I1.12), ds? == dx? | dy? |- d=z?
e 22 47

Una linea del espacio-tiempo — una linea del universo segin la
terminologfa de Minkowski 48 representa una sucesién continua de
acontecimientos en el espacio fisico — lo que permite considerarla
como representante de la “historia” de un punto material, tanto si

o AT O bien ds* = i — (do® 4 dy® - d2%), seghn sea la sucesidn de
signios. que se elija. (Cf. I § 3),

. ’43 En Ia terminologia contemporinea, fa palabia espacio-tiempo ha subs-
tituido a la palabra smiverso, pero se sigue hablindo de puiztos de universo,
en vez de sucesos o acontecimientos, v de liness de umiverso. Levi Civita
llamia a éstas limeas boravias y al espacio-tiempo, siguiendo o Gioberti, crofis:
topo.
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s¢ mueve como Si estd en réposo en el sistema de referencia adop-
tado. Para esto tltimo es necesario y basta que la linea de universo
sea una recta paralela al eje #. Si conocemos la linea de universo
de un corpusculo, conocemos no sélo su-trayectoria en el espacio
ordinario, sino también la ley de movimiento a lo largo de ella. En.
particilar, la linea de universo de un punto de una oi}da luminosa
que ‘se propaga cn el vacio es una recta de universo, la cual: goza
de una propiedad singular: la distancia entre dos cualesquiera: de
sus puntos de universo es nula. De (Il.12) se deduce, en efecto,
2 Ky 2 2
(5= (5 (2 (5] -emean
dt e dt dt
donde @ es la velocidad del punto en el espacio fisico tridilpensio—
haly luego, dado que en nuestro caso v = ¢ a lo largo de la linea de

.- $
universo en cuestién, también a lo large de ella sera i 0, 0 sea

ty

ds
e Bl O,
S b

Lo

o la teorfa de la relatividad representa un importante pagel
¢l concepto de sistema de referencia propio de un corpusculo. - Sea
(! la linea de universo de éste y P (2, ¥, 2, ¢) las coordenadas de uno
de sus puntos de universo — es decir, el corptisculo en el instante #
.tlel sistema galileano X al que estd referido su_movimiento, ocupa
¢l punto de coordenadas (, y, z) respecto de 2. Siempre es 5051_:
ble elegir un segundo sistema galileano X/ animado respecto de %

- ..
(¢ 1ina translacién rectilinea y uniforme w que coincida con la velo-

cidad v del corplsculo en el instante ¢ y con relacién a 2. En dicho

mstante; por lo tanto, el corplsculo estd en reposo respecto de 2,

w sea, las componentes de ‘su velocidad relativamente a %' son
| dn! dy’ dz’

s T e

sl definido es el Nlamado sistema de referencia propio de la particula

cnvelinstante ¢ de 3. Exceptuado el caso en que ésta se mueva ¢on

= 0. Elsistema de referencia galileano

- >
movimiento rectilineo v uniforme, con lo cual ap — v = (e, el



(8 RELATIVIDAD

sistéma propio del corpisculo cambia de un instante a otro. Res-
pecto del que corresponde al instante ¢, ¢l ds?, que en X tiene como
expresion ds® = (v* — ¢2) di?, vale ds? = — ¢% di'%, ya que ¢n dicho

. - " - .
instante de X es v* = 0. Por consiguiente

I, o2
d = — ids :di'\-VI —
c c?
Este d#’ es, por definicion, la diferencial de zempo propio del cot-
puasculo y se le suele representar por dt; luego el tiempo propio es
proporcional al intervalo, resultado que constituye en cierta manera
una generalizacién de lo antes dicho acerca de los intervalos seudo-
: e . dx dy dz dt
temporales. (cf. II.§3). Calculemos por ejemplo —, _.3_’, —_
_ dv dv dr dv

L

i 1 v
Dado que dv = — ds = dz[/ 1 ——, se tendrd
¢ c

dv 1 —]*
¥, por consiguiente:

de dedt  w, dy @y dz U,

— T ey e e Y maae— T —

dv  didr - 102 dv 1 —pP dx Vo —f*

Luego, multiplicando por #z, resulta la importante relacién

?

( dx dy dz ds (~—> ) (- E
Wy ——, Wy — 5 Ty =, Wl — =Ap,m —’( P '-")
dv’  Cdv’ dr’ dt’ g c2
, Coodx dt
Los cuatro numeros #1, A RET #i, 7 son los componentes de un:
T T

vector del espacio - tiempo tangente a la linea de universo del punto
material; las tres primeras coinciden con las componentes ordina-
rias del impulso; Ia cuarta con la masa en movimiento. Si se elige-
la unidad de tiempo de manera que ¢ =1, Ia cuarta componente
coincide con E por lo que a dicho vector de universo se le suele
dar el nombre de vector de impulso - energiy.
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De acuerdo con lo indicado al final del § 6 y conforme permiten
entrever las Ultimas consideraciones que preceden, uno de los ins-
trumentos mateméticos mds eficaces para el estudio de las cuestiones
relativistas es el método geométrico, bien sea la geometria del espa-
cio seudoeuclideo de Minkowski en el caso de la relatividad res-
tringida, bien la geometria seudoriemanniana del espacio tiempo de
la relatividad generalizada, bien las geometrias aun mds generales
utilizadas en las teorias unitarias (cf. § 13). En cualquiera de estos
casos; es dentro del marco geométrico donde los conceptos, nuevos
o clasicos, que se encuentran en la teoria alcanzan su pleno sentidoe
y. muestran todo su contenido. Pero incluso en problemas muy
elementales de la cinematica de la relatividad restringida cabe adver- |
tir ya la ductilidad y eficiencia del método geométrico. Como 7
ejemplo, a continuacion se indica la representacion cuadridimensio-
nal de Minkowski aplicada a algunos de los puntos tratados en el
presente. pirrafo,

Sean X y 2 los sistemas de referencia de que se hablé al prin-
cipio del mismo. Dado que en las condiciones allf indicadas se tiene
¥’ =Y, 2 =z, bastard considerar el plano (x, ), plan¢ que coin-
cide con el (&', t'). FEs conveniente ademas tomar en vez de ¢t la
variable # = ¢t (el tiempo vomerviapo en la terminologia de Levi-
Civita) con lo que se consigue que todas las coordenadas tengan
las dimensiones de una longitud. El cuadrado del intervalo toma
entonces en dicho plano la forma

-

§2 = x% — P
4 su cardcter invariante se traduce en la relacién
R Al R

La representacién en un plano cartesiano (%, z) (fig. 11) de
los sucesos definidos por sus coordenadas respecto de 2 constituye
la llamada caria de 2. En ella el lugar geométrico de los puntos de
universo M tales que el intervalo OPF es igual a la unidad es la hi-
pérbola equilatera de ecuacién

(H,) &% -y =1,

v el de los puntos N para los cuales el intervalo ON sea igual a
¢ es la hipérbola conjugada

(H.) X2 — = — 1,
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Lostasintotas 4y'y @y, comunes a H, y H_, son rectas de universo de
miervalo nulo, puesto que-a lo largo de ellas es 42 — 42 = 0. El
vanjunto de las dos divide ¢l plano en dos regiones, la que contiene
ITi'y la que contiene H.. El intervalo entre un punto cualquiera
de Ta primera y el origen O es un intervalo seudoespacial; el inter-
valo entre un punto cualquiera de la segunda y el origen, un inter-
valo seudotemporal. Mds general, el intervalo entre dos sucesos
Sy 82 es seudoespacial o seadotemporal segin que la paralela tra-
zada por O al segmento Sy S, pertenezea a la region (H,) o a la

A

Fie, 11

(H.) respectivamente. La linea de universo de un punto material
que se mucva a lo largo del cje & de 2 es, en la carta de X, una linea
del plano (=, #) cuya tangente en un punto cualquiera es una recta
seudotemporal.  En particular, la linea”de universo del origen QO
del sistemia de coordenadas asociado a 2 (cf. § 2) es el eje , el cual
representa, por decirlo asi, Ia “historia” de los sucesos que ocurren
en el punto O del espacio ordinario. Dado que el origen espacial
O de 2’ se mueve respecto de = segin las ecuaciones
w
x::wr:?u:ﬁu, y=5=20,

su linea de universo en la carta de X serd una recta (2’) del plano
(%, ) que forma con el eje % un ingulo ¢ tal que

TRORIA DE LA RELATIVIDAD RESTRINGIDA 71

®
tgcp:;-:-ﬁ( 1.

Si (%) es la recta del mismo plano simétrica de (#') respecto de 4y,
el sistema cartesiano (a7, #/) cuyos ejes son las rectas (2'), (#') con
los puntos unidad determinados por sus intersecciones con H, y H.
respectivamente, define Ja representacién en la carta de 2 de la
carta ‘de 3. Fs decir, dado un suceso S (¥, ), las coordenadas
del mismo respecto del sistema cartesiano (&’,%) son precisamente
las coordenadas de S respecto de 3. En efecto, las coordenadas de
Ay v Ay relativas a (&, %) y a (x,u) son

Sistema (a7, #') ] Sisterna (x, %)
a' l 74 ] a | 1t
| r b
A I 0 . _
Vo —{# V-
Ay 0 i p !
VI VieP

con lo cual se tienen cuatro ecuaciones para determinar los cuatro
caeficientes ay, do, ds, 44 de las ecuaciones de transformacion

{ X=X s ol
#® == dg & - ag .

Haciendo & = 1, #’ == 0 v substituyendo en lugar de %, % los co-
rrespondientes valores resulta

1 p
@y =~ dy =~
Vg VP
Andlogamente, basta hacer &" = 0, # = 1 y substituir &, % por
3 1
; { i -, para obtener
V=g vV —f
B
ity == m—r—m—
Vo1 —f?
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Por consiguiente,

e 4 ¥ +wt
x: R : —_— i,
V1P V-
ﬁx’_i_u’ iy} , l_.l{'
R —_— g e
; b4 < c 2

¢ VIiP Vi@
que son las féormulas de Lorentz.

La simultaneidad de dos sucesos respecto de 2 se traduce en
la carta en el hecho de ser paralela al ¢je x la recta que determinan.
Correlativamente, dos sucesos ocurren en el mismo punto con re-
lacién a ¥ cuando la recta por ellos determinada es paralela al eje
#. Ahora bien, si la recta §; S, es paralela al eje #, no lo serd al

. . a
eje 7/, que forma con éste el angulo ¢ = arctg — Luego, nunca

dos sucesos que son simultineos en X lo serdn en 2, pues para que
asi fuera Sy Sy debiera ser paralela a 2 y a # lo cual no puede ser si

:3, es decir en tltimo término el 4ngulo o, es diferente de cero. Fl
concepto de simultaneidad, por lo tanto, tiene sentido s6lo en cada
sistema de referencia, pero no cabe hablar de simultaneidad inde-
pendientemente del sistema de referencia.

Facil es también comprobar en la carta de X% lo dicho antes
acerca de dos sucesos S 'y S. separados por un intervalo seudo-
espacial o seudotemporal. En el primer caso, la recta x” trazada
por O paralelamente a §; §» es seudoespacial, de manera que su
simétrica respecto de 4, serd una recta 7' seuadotemporal. Sea o
el angulo que forma con % En el sistema 2’ que se mueve respecto
de = con la velocidad w = ¢ tg ¢ los dos sucesos §; v Sy son simul-
tineos dado que la recta S; S, es paralela al eje x" (fig. 11). En el
segundo caso, basta tomar como eje 2’ la paralela a Sy S, trazada por
O y como ¢je &’ la recta simétrica de ésta respecto de ;. En el sis-
tema de referencia ¥’ correspondiente a los ejes (&7, #’) los dos
sucesos ocurren en un mismo punto (fig. 11) del eje »* de 2, el P

Sea I' la linea de universo del extremo -+ 1.de la regla unidad
aplicada sobre el eje &’ de =’ a partir del origen espacial 0. La li-
nea de universo de éste s, conforme se indico, el eje ' en la carta
de X. Si cortamos ambas lineas de universo con una paralela el

PR

£ pa e i
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eje » resultan como interseccién dos sucesos simultineos respecto
de 3 cuya distancia es la longitud de la regla unidad de 2 esti-
mada en 2 (cf. pg. 56). Cortando en particular con el propio eje
x se obtiene (fig. 12) para dicha longitud

W:m—aﬁ: ___i___.— Ltgcp:
Voi—p o=
N
B Vi p
de donde, en general
b=l vV 1=

Finalmente, los sucesos O y Ay ocurren en un mismo punto de =
(en su origen espacial) y estdn separados por la unidad de tiempo

/4;’

ﬁ&\_{
N

Fic, 12

de 2. El dempo que los separa estimado con el reloj de = e.s’igual,
evidentemente, a la longitud en la carta de X de la proyeccion del
segmento OAy sobre el eje , es decir, igual a la coordenada
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P ¢ Ay Luego en general
VIF -
‘T,
jl‘ _— ey
V-

resultados éste v el que precede ya obtenidos anteriormente,

8. DINAMICA RELATIVISTA.

Tritase ahora de ver qué modificaciones introduce en la ecua-

d

" e . ‘ - >
cion fundamental de la dindmica newtoniana, # = rre (mv), €l
7

principio relativista de la covariancia de las leyes naturales respecto
del grupo de Lorentz. Un simple cilculo demuestra que la fér-
mula clisica no goza de aquella propiedad, amén de que no estd
muy claro cudl deba ser la expresion de la fuerza en el sistema %,
toda vez que se trata de tjransporlnacior_ms de Lorentz, no de trans-
formaciones galileanas. Histéricamente, la dindmica relativista se
estableci6 generalizando a fuerzas de origen cualquiera las ecua-
ciones del movimiento de los corpisculos cargados sometidos a las
fuerzas ponderomotrices que derivan del campo electromagnéti-
co . Tasta cierto punto, esto era poco satisfactorio, lo que con-
dujo a algunos investigadores a examinar la posibilidad de sentar
la nueva dindmica sobre conceptos puramente mecanicos, FEste
programa fué realizado por vez primera por Lewis y Tolman 50 v
hay que reconocer que, en su inmensa mayorfa, las diferentes mo-
dalidades en la fundamentacién de dicha teorfa que se han pro-
puesto. ulteriormente no son sino variantes del experimento ideal
que ellos imaginaron !, Mis adelante se indicard una de estas
variantes. Pero antes quizd valga la pena examinar algunos hechos

19 A, Finstein, loc, cit,, nota (26), pdgs, o17 y s:s. Cf, también M. Planclk;,
Das Prinzip der Relntivitit und die Grundgleichungen dev Mechanik (Verh.
der deutschen phys, Ges., 8, 1906, 136-141),

850G, N. Lewis y R. C, Tolman, The principle of relativity, and nonnew-
tonian, mechanics (Phil. Mag., 18, 1909, 510-523)3 P. Epstein, Uber relativis-
tisehe Starik, (Aun. der Phys. 36, 1911, 770-795 ), en particular pgs. 79z a 795)-

5L-A. Einstein, Elementary derivation of the equivalence of wiass and
energy (Bull. Am, Math. Soc., 41, 1933, 223-230).
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experimentales: que. confirman: la adecuacién de la dindmica relati-
vista aunque, a decir verdad, sean de cardcter clectrodinamico..’

Es sabido que un corpisculo dotado de carga eléctrica que
esté animado de un movimiento rectilineo y uniforme, al penetrar
en un-campo electromagnético sufre una desviacién respecto de la
trayectoria que seguia, desviacién que depende de las caracteris-.
ticas de éste y que se atribuye a, o interpreta como accion del
campo electromagnético sobre la carga en movimiento. Esta fuer-
za del campo esta expresada, incluso en la relatividad especial, por
la fierza de Lorentz (Cf, (11, 2) § 1):

- = [
f=e@+—oAT),
donde ¢ es la carga total del corpﬁs,culo. Un dispositivo idoneo

para estudiar este efecto es el tubo de rayos catddicos del tipo
Braun representado esquemdticamente en la fig. 13. Los electrones

Fic. 13

que parten del citodo ¢ son acelerados primero por el campo eléc-
trico debido a la diferencia de potencial aplicada entre aquél y el
4nodo y luego, al salir del campo, siguen con movimiento recti-
lineo v uniforme v van a chocar con la pantalla P a menudo subs-
tituida por una pelicula fotografica. Tomemos como eje x el eje
del tubo, que coincide pricticamente con el haz electrénico til,
el eje y en el plano del dibujo y el eje z perpendicular a éste, de
manera que la terna de ejes , ¥, 2, sea directa. Si en estas condicio-
nes se ‘establece una diferencia de potencial entre las armaduras del
condensador ¢, paralelas al plano ay, cuando un electrén del haz

r . s ’ .
penetre en €l campo eléctrico E se vera desviado por la fuerza de

> - . : ) . .
Lorentz P = ¢E, es decir, en ¢l caso de la fig. 1z, hacia abajo
(e < o), manteniéndolo en el plano xy. Pero si en vez del campo
4 v - - o o s Fa

eléctrico E hacemos actuar un campo magnético H dirigido segin
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el ¢je ¥, la fuerza de Lorentz f, = — v A H desviara el elec-
. ¢

tron apartdndolo del plano de la figura en el sentido negativo del

¢je z, aunque conservandolo en el plano x2. La desviacién, en cam-

1 , . . 2 LT . :
bio, serfa andloga a la producida por £ si H coincidiera en direc-
cién y sentido con el eje 2. Claro estd que el efecto resultante de
. r . r =4 -2 .
la accién simultdnea de los campos E y H —en el primer caso,

por ejemplo —, serd que el haz electrdnico, supuesto homogéneo,
esto ¢s, constituido por electrones de igual velocidad v al penetrar

A'? =2 ’ .
en el campo (£, H), chocara en la pantalla, no en el punto O, sino
en un punto tal como el M (fig. 14). La posicién de éste depende

™ ¥

Fic. 14

- . o
de los campos E' y H, de la velocidad v y de la razén — entre la
e

carga y la masa del electrén, aparte las caracteristicas geométricas
del tubo 2. Si ¢l haz electrénico no fuera homogénco, se obten-

52 La teorfa elemental da para las coordenadas ¥, 2 de M los wvalores
- . g e H
= EID, & = o= D, donde I es la longitad de la porcion del

. = g . . .
¢je en'que £ y H son apreciables y D la distancia O’Q, La velocidad v se
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drfan tantos puntos M como. velocidades distintas hubiera en el haz.
Para simplificar, supongamos que M es anico. Al modificar el po-
tencial acelerador, cambiard la velocidad v y con ella la posicién
de M, 2 menos de elegir otros E y H.

Pues bien, sean wmzy, vy, Ey, Hy y w1, vs, Es, H; los valores de
m2, v, £, H correspondientes a potenciales aceleradores. diferentes
(de donde 2y 5% 7}2%:, pero a un mismo punto de incidencia M en la
pantalla P. Para que asi ocurra debe ser (cf. nota 52),

Ex B Hy, _ H,
mvE wev? | mhv, | Bl U
de donde
Ug Hy E,y FH E, H*

= e — = e
™M Hg F 1 758 }’33 f’.{lg

Estas consideraciones y resultados sugieren la posibilidad de de-
terminar experimentalmente i existe o no alguna dependencia fun-
cional entre la masa inerte #2 y la velocidad v, Desde el punto de
vista de la mecdnica clasica, cabe esperar que 7z serd igual a wis,

- Pero ya la teoria electronica de Lorentz predecia que entre mz y v

o - e, .
debia existir la relacién m = ————— donde 1, es el valor de
f v?
[ G —
1 po
’UZ
m para v = 0 (masa en reposo), practicamente para (;2 muy pe-

quefio respecto, de la unidad 2. Al mismo resultado conduce la.
dindmica relativista, no s6lo para la ## asociada a cargas eléctricas

] N [y . 9 s v 2 E
puede determinar con mayor precision que mediante Ja férmula — = — 78
e ¥

merced a un métedo de cero. Basta para ello aplicar el campo magnético en

¢l sentido del eje z y aumentar o disminuir su intensidad hasta neutralizar
g ¢ o . v K

la ‘desviacién provocada por el campo eléctrico. Se tiene entonces — =7
— ; 2

ya que f == o.

58 . A. Lorentz, loc. cit., nota (32). También M, Abraham habfa: de:
ducido de su teoria del electromagnetismo la existencia de un vinculo anali-
tico entre w1z y v (cf, p. e, en la 3* edicién de su Theorie der Elektrizitit,
Leipzig, 1914, 1T, p. 188), distinto, pero del que se indica en of texto.
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sino para: la masa de los, corptsculos' eléctricamente neuttos, con-
. forme se verd mds adelante. Buen nimero de investigadores lleva-
ron a cabo experimentos de- este tipo, bien empleando. rayos catd-
- dicos'y el dispositivo que hemos deserito, bien rayos f, esto es, elec-
(trones procedentes de la ‘desintegracién radioactiva, o variantes
del mismo *. Si v; es pequefio respecto de la velocidad ¢ de la
luz, #2, coincidera con #z,, con lo cual lag férmulas anteriores po-
‘drén escribirse, cambiando ligeramente la notacién,

@ vy Hy E HE E, H?

¢ ¢k, H’ m, Hp E
Variando el potencial acelerador y a la vez E y H de manera que
¢l haz catédico se proyecte constantemente en el punto M que
corresponde al valor inicial de aquél y a E,, H,, se obtienen pares
7

correspondientes f—, en orde-
¢’ o, A
nadas se obtuvieron los puntos que indica la figura r5. Adviérease
en ella que el ajuste a la curva teérica de Lorentz-Einstein es satis-
factorio. Evidentemente, los errores accidentales y las perturba-
ciones inherentes al método empleado disminuyen cuando la velo-
cidad v aumenta. Es frecuente utilizar potenciales aceleradores que
comunican al electrén una energia cinética de 20000 €V y con po-
tenciales del orden de 250000 V se han conseguido velocidades

v .
. Llevando — en abcisas y
¢

. L ,
que difieren de Ia luz en menos de — de su valor. Con particulas
10
de masa en reposo mayor que la de los electrones, nucleones por
ejemplo, son necesarias energfas muchas mayores para conseguir

84 El primero fué¢ W. Kaufmann. De sus erperimentos realizados entre
1901 ¥ 1906, parccia deducirse la validez de la férmula de M. Abraham. Sin
, embargo, los resultados que obmvo no se vieron confirmados oI otros expe-
| rimentos posteriores. Entre éstos merecen citarse los efectuados por A. H.
Bucherer  (Messungen an Becquerelstrablen, Die ewperimentale Bestitigung

del Loventz~Einsteinsche Theovie, Verh. der deutschen. Ges., to, 1908, 688-609
¥ Phys. 28, 9, 1608, 755-760), C. E. Guye y S. Ratnowsky  (Dérermination
expérinentale de la varigtion d'inertie des corpuscules cathodiques en fonction
de la witesse Arch. sc, phiys. et mat,, 31, 1911, 2p3-321), ¥ Ch. E, Guye y Ch.
Lavanchy (Vérification expérimentale de’la formule dé Lovemz-Einstein par
les vayons eathodiques de grande witesse, Actes soc. helv. sc, nat. Gendve, 2,
| 1915, 122-144, Axch, sc. phys. et nat., 41, 1916, 286-299, '353-373; 441-448) todas
los cuales apoyan la relacion de Lorentz-Finstein.
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grandes velocidades y con cllo poner de manifiesto la dependencia
de m respecto de v, energias que llegan a 10 MeV .,

Parece ser que no se ha logrado aun probar directamente y con
certeza la validez de la relacién de Lorentz-Einstein en el caso de
corptsculos pesados, ni aun acudiendo al empleo de los acelera-
dores mis potentes (ciclotrones). En cambio la nucleonica a[E\qrm
datos muy interesantes con vistas a confirmar la relacion de Eins-
tein entré masa y energfa: E = mc? Para llegar a ella admitamos

My
entre

como resultado experimental la relacion # =

[ — ———

o2

e[ a

7we f,<ﬂ'
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Fic. 16

55 K] estudio de fos corpisculos elementales ha hecho conveniente la in-
troduccion de la unidad de energia llamado electrdn-volt (eV), Er.}_tr:a ‘ella y
el erg existe la relacion 1eV. = 1,60.10" erg. Dada l2 cnerga cinética, la
veloeidad resulea de la férmula '

1 ]
W= g (Ecin + 2??10{:3) * Ee‘hlg
Ecin -t mﬂc:l
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, , , ==
masa inerte y velocidad. El impulso p = swv valdri, por lo tanto,

(.13) e —

. '
lerza dC 4 Como dC] Vi ]1‘1 dc mm UIS Iespectc de]
tie _[]]PD, . i ’

_.}
= d By 0
Il F= e
( . Iq.) di f‘ _v'b‘z,_m
i’ | I )

En la dindmica clisica, el trabajo realizado por la fuerza }?que
actia )sobre un punto material cuando éste pasa de un punto P a
otro Py de la trayectoria I' que sigue por la accién de la fuerza, es
igual a la variacion de la energia cinética al pasar de Py a Py, es decir
P2 - -y 7
I
F X ds = Ea-m (PE) - Ec'i-n (Pl)
Py
La dindmica relativista conserva esta definicién y, en consecuerncia,
(') [ Pe I [P —

- I —_ dh —
-ﬁ‘ozn- (P:e) — Eoin (P1) = IT)X d%, e T XKds =
. P'l PI
I
(L) (P2 d? -~
X dj) ==
o dt 56
[ ‘t 1
56 Se tiene, en efecto, v X dp = v & d(_____—‘; ) ‘I?X d{,’)
1 N
o A = — O p*
(V1 —pF Viep \"Ti—F =
- v, Bap -
~immr v © ("{/—: ) doride B ="+
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2h] 4

-—> — 7, ot #, £2
— o X d P = s ¢

2
. 2
. V b vl__ Uy

I o m———

en general - c? c

2
Eon = e A Cte == et - C*

La constante que aparece en el segundo miembro es arbitraria,
lo que corrcs‘ponﬁe al hecho de s6lo poseer sentido fisico las dife-
rencias de energia, no la energfa. Algunos autores la toman igual
a cero, pero parece estar mds de acuerdo con el significado del ad-
jetivo “cinético” elegirla de manera que la energia cinética se anule
a la vez que la velocidad. Se obtiene entonces para dicha constante
¢! valor — ms, ¢% v, por ende la expresion definitiva de E., sera

(IL.xs) E pin == #HER —— 1, C?,
que también puede escribirse
: . " . —
E(:{&; == Wy c? ( B I) =, c? U, ! -
o V-

=L, e p? (r—%—i{32+---)
2 4

sin mis que desarrollar mediante la férmula del binomio el cociente

= (1Y) %

Vi—p*
Si v es pequefia con relacion a ¢, se puede prescindir de 2 y
potencias superiores frente a la unidad, con lo que resulta el valor
clisico de la energia cinética:

. 1 . I
o o= — 11, 62 % = — w1, 0%,
2 2
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‘s ) I, . 1
La relacién w2 = m, + ~— Ey, nos dice que la masa inerte 72
P

de un corpisculo en movimiento aparece como resultante de una
ey o P S I - - =
magnitud intrinseca #z,, la que se ha lamado muasa en reposo, y la

contribucién ;—2— Ean de su energia cin¢tica. Todo ocurre, por ende,

como si el aumento de energia del corptsculo debido a su movi-
miento se tradujera en un aumento de masa inerte, siendo la cuan-
tia de éste igual al cociente del incremento de energia por el cua-
drado de la velocidad de la luz. Einstein ha generalizado este re-
sultado admitiendo que toda masa 7z estd ligada a un contenido
energético

(IL.. 16) E = me?

independientemente y ademds de la energia potencial ¥ que la masa
#n puede tener en un campo de fuerza. Desde este punto de vista,
71, ¢% aparece como energia intrinseca de la masa en cuestion v la
energia total, en el caso mds general, serd T

([I. 17) ‘: =, CR "‘|“‘ E:}irr- _|_ V 1

o bien, en funcion del impulso (I.13),

1
(1L 177 CE=V 4o (mFepr)T,
dado que de (Il.17) se deduce.
( E—~V )2 L
& / - q)2
1 PR
&2
y de (IL13)
P2 — e U 72 02 - PP 1
L M2 2 2
 —— -
lodd c?

" B
P'elo llily mas: se puede demostrar que, reciprocamente, a una
centidad E cualquiera de energfa, cinética o radiante, es necesario
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atribuirle ‘unamasa inerte —; Existe, por ende, una a modo de
. c

equivalencia, dada por la igualdad E = #c?, entre masa'y energia.

A cada gramo masa corresponde una energfa de 9.10% erg y a la

energia de un erg, 1.1072! gr de masa inerte. A decir verdad, la

relacién general E == #z¢? no vienc impuesta necesariamente pox los

postulados primeros de la relatividad restringida, aunque st es cierto

que las consecuencias de éstos la sugieren y son compatibles con

ella = por ejemplo, en ¢l caso de la energfa cinética 7. En favor,
de la misma hablan hoy buen ntmerc de Tiechos en ¢l dominio de
los fendmenos de transmutacién atémica, en el de las reacciones
nucleares, en el de la ¢scision de nficleos muy pesados. Asi, en esta |
tltima queda puesto de relieve que la suma de las masas de los cor-
pisculos resultado de la escision es menor que la masa del nticleo.de

que proceden, apareciendo la diferencia en forma de energia ra-

diante. -Cuando la escisién s¢ produce en un proceso de reaccion

en “cadena” — con 1o cual, en cierto modo, el efecto refuerza la

causa -— la energia liberada puede alcanzar enormes proporciones.

Harto sabido es que precisamente esa liberacion en forma explosiva
de ingentes cantidades de energfa origina la potencia de las bombas

atbmicas, Iis de esperar que la ciencia ensefiard a la técnica del
futuro métodos adecuados para la utilizacion de aquella energia
para usos corrientes, al igual que ahora se vale de la energia po-

tencial del agua en los embalses o del carbén en los criaderos,

P i . ¥y .
Hasta aqui hemos admitido la relacién 7 = —————— en cali-
£y ' a/ T2
o o llf I ——
. 6“"'

dad de resultado experimental. Veamos ahora, de acuerdo con lo
anunciade, como puede ser deducida de los dos principios relati-
vistas mas otros dos nuevos, el de la conservacién del impulso y el
de la conservacion de la energfa. Se postula, pues, que a cada punto

material que se mueve con velocidad v va. asociado otro vector

57 La inercia de la energia es consecuencia de los postulados relativistas
v, .ademds, de los correspondientes a Ta conservacion del impulso y la energia.
Cf., por ejemplo, H. A. Lorentz: Sur la masse de Pénergie (Arch. Néerl,, 2,
1piz, 139-153) ¥, para casos mis particulares, A. Einstein, Uber die wom Rela-
soitdtsprinzip geforderte Trigheit der Energic’ (Ann, der Phys., 23, 1907,
371-384). -
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paralelo aTv), el yector de impulso, y un escalar, la energfa cinética,
tales que en todo sistema aislado de puntos materiales la suma de
los impulsos es constante y la suma de las energfas cinéticas es asi-
mismo constante, supuesto que la interaccién entre las masas que
constituyen el sistema no dé Iugar a una radiacién de impulso y
energia ni a desarrollo de calor. Un -caso hay en que se refinen
estas (ltimas condiciones: el choque eldstico. Fn él se basa el si-
guiente experimento ideal de Lewis y Tolman.

Sean T y 3 dos sistemas de referencia galilezlnos,_rz)u la transla-
cion de 3’ respecto de %y supongdmoslos dispuestos de acuerdo
con lo que se indicd al 1Principi(;u del § 4. Sean, por otra parte, ¢ y e’
dos -esferas iguales pertectamente eldsticas, la primera (ﬁ: las cuales
se mueve con velocidad uniforme v respecto de = paralela al eje y

Y

Fic. 16

mientras la segunds estd animada de la velocidad constante — v con
relacién a 2 F;u*alela al ¢je y’. Supongamos, ademds, que en el
momento del choque la linea de los centros de e y ¢ es también pa-
ralela al eje y — y, por consiguiente, al y*-—, con lo cual las com-
ponentes x (o ') de las velocidades de una y otra esfera se con-
servaran, evidentemente. Ademds, por razén de simetria la esfera e
se encuentra respecto de ¢’ en las mismas condiciones cinemdticas
que la esfera ¢’ respecto de e. Por lo tanto, v en virtud de las férmu-
las (I1.9) para la composicién de velocidades, se tendra (fig. 16).
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Sistema 2 Sistéma 2
P == W Y, == o U - ) 3 2t
€ & ] 7] Ww_“w,vym@]/l——;
Antes del -
choque = xfl s
v, = = - R - -
& o y W & rp’w el , [t y = = L2
e — ;"'1 '
Y=o == |y o= _ww, = '”1 ~—
después del p—
choque [ ! ] P
' = v, = _ gl 1=—— P PR
.e’ U wJ o v pe 'z,m-o’ Uﬂ—~’.’.?

&

Dado que las relaciones clasicas han de resultar para w pe-
quefio respecto de ¢, es plausible definir el impulso de un cor-

—> —
pusculo. de velocidad v mediante la igualdad ¢ = m(v) v, donde

—
m(v) es, por definicion, la masa inerte del 1_‘nisrmo y v=|v].
Ahora bien, el impulso total del sistema copstmudo por las 5105
esferas debe conservarse, por hipdtesis, es decir, la suma de los im-
wlsos de e y ¢ ha de ser la misma antes y después del choque.
}.Jucgr), escribiendo esta condicién para las componentes x e y del
mismo, resultara

cje x):

1/ aw? . T aw?
[/ ! rwz-{-vz(l—— cz) =g J wr ot 1 — p .,
eje y): '

' I
qy? o
2 13 J'r et et T
w(v). v — ]/% +w ( = } L l 1 =

w? v w?
— - _ I — -:' | T
= — (V). v - 1 V w? |- 02 ( o2 ) . o
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De la primera se deduce que v =, valor éste que substituido en
la segunda da Ia condicidn

mr = (Vero [1-5)) Ve

la cual permite determinar Ia forma funcional de mr(v), supuesta
continua. En efecto, si en ella se hace tender a cero la variable v
y llamamos 72, al limite de mz(v) para v— o, se podra escribir

de donde

0 SCa

P = m(*{))-‘;:)*:_-

Es la ecuacion (II.13), obtenida ahora, pero, no como consecuen-
cia de un experimento real, sino de los postulados relativistas 'y
de conservacién. Con ella- quedan justificadas tedricamente las
relaciones correspondientes a ‘la energia y las ecuaciones (I1.14)
de la dindmica relativista ¢ independientemente de toda considera-
cion electrodinimica 58,

Acerca de éstas es conveniente observar su coincidencia for-
mal con las de Newton. La fmica diferencia estriba en que el

58 La resolucién de buen nimero de problemas dindmicos planceados en
. { términos relativistas puede verse en P. Puig Adam, Resolucidn de algunos

| problemas en Mecdnica relativista restringide (Rev. Real Acad, de Ciencias,
Madrid, 20, 1922, 161-216).
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cocficiente # deDenla expresién del impulso, o sea la masa inerte, '\1
€5, en la mecénica newtoniana, una constante caracteristica del |
punto ‘material, mientras que ¢n la dindnyica relativista resulta ser |
una funcién de la velocidad. Esto explica que asi como en aquélla
son equivalentes las ecuaciones

d dm} -

—_— s o

; —F g = F, 59
di (mv) J ” dt

no ocurre ya lo mismo en la mecinica de la relatividad restringida.

—
dwv :?

se obtiene efectuando

En ésta, la forma analoga a la »z

: >
la derivacién indicada en el segundo miembro de (1I.14). St 4; €5

. _-) .y . L
la aceleracién tangencial y #, la aceleracién normal, dicha ecuacion
puede escribirse, en efecto.

> 7 — W, .
: F oo el e il o
[1I.18] wRyE . P
YT : TR
Comparandola con la correspondiente ecuacion clasica
- —> -
(Cl) F =g a; - #2 6y

A~y = = —

—
N T N ()
( i )

5 No deja de ser histricamente notable que Newton enunciara su se-

- — L= dp
gunda ley del movimiento, no en la forma I = 74, sino en la forma £ = 5

es decir, pensaba la fuerza como igual a Ia variacidn del impulso por unidad
de tiempo.

L .
60 §i g es el versor del vector velocidad (v = wi), se tiene

1 r — ’ o
d_ _ﬁi”iT_ O = i L i, v du
dt / R dt O
1. I'—— ‘ ) - / o dt
& J
4 &
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. . =
s¢ advierte que en (I1.18) los coeficientes de @, y @, no sélo son

variables, sino ademds diferentes, en oposicién a' (Cl) en la cual
son constantes e iguales. Si convenimos en llamar masa correspon-
diente a una direccion a la razén entre los componentes paralelos
a ésta de la fuerza y la aceleracion, cabe decir que en la dinfmica

—> o

Je Newt , I [ Fa
¢ Newton la masa longitudinal — y la masa transversal == (la

iy —_—

i iy

masa correspondiente a la direccién de la tangente a la trayectoria
y la masa que corresponde a la direccién de la normal principal)
son iguales a la masa invariante #2, mientras que en la dindmica
relativista se tiene, en virtud de (11.18), masa longitudinal,

> =
Fy W, F,
— = , Masa transversal, — =
-3 f '.:;2 —
4y ( I — —r)dfj iy
ruz

misma- conclusién habfa llegado Lorentz en $u
" - - 4 4,
aunque, en rigor, sélo para corpisculos dotados

teorfa electrénica,
de carga eléctrica.

_ 9, dv~ e, du
— Er I o et
( 1}’) = ai V o* dt
I— ~ R —
¢ &
Por otra parte
- -
dv _ dv —» du dond = d??
@ Ta Vg dondeny 4
son perpendiculares
> = - du
X W= 1. g K
dr
es decir,
—y
-5 dv 3 du
&y — 4, 4, = v
dt dt
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De Jo que precede se sigue que al definir la relacién entre masa y
fuerza mediante la aceleracion aparecen, por decirlo asi, dos masas,
Ja longitudinal y la transversal, lo que es una complicacién concep-
tualmente innecesaria. n cambio, al hacerlo a través de la nocion )
de impulso interviene una sola masa que coincide precisamente con
la-masa transversal en el primer sentido. Cuando se habla de masa,

. ’, v I . = ’ﬁ\‘
sin mas, hoy se entiende por lo comun el coeficiente de v en la
expresion del impulso.

9. EFECTO FOTOELECTRICO Y EFECTO COMFPTON.,

51 bien este ‘parrafo y el siguiente no se refieren a cuestiones
estrictamente relativistas, los incluimos aqui porque, aun no siendo
consecuencia de la teorfa de la relatividad, se muestran en parte |
como aplicaciones de ella. Ambos tienen que ver con la nocién |
de quamtum, pero mientras en el primero se tratard, si bien some- !
ramente, del aspecto corpuscular de la luz que Finstein reconocié
el primero, en ¢l segundo consideramos ¢l comportamiento ondu-
latorio de la materia que previé tedricamente de Broglie.

Es un hecho de todos conocido que si se aumenta paulatina-
mente la intensidad ‘de la corriente que circula por el filamento de
una ldmpara eléetrica de incandescencia, a partir del valor cero, la
energfa radiante emitida al principio estd limitada a las radiaciones
térmicas, ¢s decir, a la parte del espectro que corresponde al in-
frarrojo, v sélo cuando la temperatura de aquél alcanza un cierto
valor comienzan a aparecer radiaciones visibles empezando por el
extremo rojo de la porcién luminosa del espectro. De otra manera,
la composicion espectral de la energfa radiante emitida por el
filamento depende de su temperatura y, cuando ésta aumenta, ¢l
espectro continuo del mismo tiende a extenderse hacia el violeta.

Fistas propiedades, comunes en sus rasgos gencrales a todos los
cuerpos, se han estudiado atendiendo a todos los pormenores, par-
ticularmente en el cuerpo megro 9. La composicion espectral de

81 Recuérdese que, por definicién, el cuerpo negro es un cuerpo cual-
quiera que absorbe todas las radiaciones que sobre él inciden, es decir, todo
cuerpo cuyo factor de absorcidn es igual a la unidad para todas las longita-
des de onda. De ah{ se sigue, en virtud de la ley de Kirchhoff, que su podexr
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la energfa que éste emite a la temperatura absoluta T se suele ex-
presar dando, para cada valor.de A, la energia B ; dh con que con-

tribuyen las radiaciones emitidas por ¢l y cuyas longitudes de onda
estan comprendidas entre A y 4 4 dh. Indica la experiencia que EL
depende esencialmente no sélo de 2, sino de la temperatura 7. En
particular las curvas obtenidas manteniendo T° constante y ‘midien-
do El di. para diferentes valores de %, presentan cada una un mé-

ximo para una determinada radiacién A, la longitud de onda de
la cual depende del valor de T". Al cambiar éste, con lo que se pasa
de una a otra curva, la pesicién del miximo se corre hacia las bajas

. B

longitudes de onda de acuerdo con las leyes Ay = —, £ = —,

T A, T
donde # y B son dos constantes (leyes de Wien). Por otra parte,
si-se mide la energia total radiada por ¢l cuerpo negro por unidad
de superficie, s¢ encuentra que es proporcional a la cuarta poten-
cia de la temperatura absoluta, W = o T (ley de Stefan). A fines
del siglo xix se habia conseguido ya justificar. mediante razona-
mientos termodindmicos todas estas leyes e incluso quedé demos-
trado que la dependencia funcional de E, respecto de A y 7" debfa

ser de la forma El: 5 ¢ ('), Pero quedaba por descubrir la

funcién ¢ (AT"). En parte basandose en consideraciones termodi-
ndmicas, en parte valiéndose de métodos de mcecinica estadistica
clasica, el mismo Wien en 1896 y algo mds tarde Lord Rayleigh
(1900) llegaron a dos formas de la funcidn ¢ que, si bien son entre
si contradictorias, cada una de ellas se ajusta 2 los resultados empi-
ricos para ciertos intervalos de variacion A Los correspondientes
valores de E? (A, T} eran
,

enmisivo ey (A, T') serd igual a la intensidad especifica E \ (&, T) de la radia-

cién, todo ello en el vacio. ' A pesar de lo que su nombre parece indicar, el
poder emisivo del cuerpo negro es mayor que el de cualquier otro cuerpo
a la misma temperatura, Si ésta es tal que la energia emit{tlhi corresponde 4l
espectro visible, el cuerpo negro es el que aparece més brillante, La radia-
cién emitida a través de un orificio abierto en la pared de un horno ¢oincide
pricticamente con la del cuerpo negro a la misma temperatura, Cf. cual
quier curso de termodindmica.
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‘ ,E?L (b T) = Cih P e © (Wien)

-

E}(}u, Y =Ch v =0 W (Lord Rayleigh).

La primera de estas dos férmulas cumple la ley de Stefan y
representa satisfactoriamente la marcha general de las curvas expe-
rimentales para las cortas longitudes de onda, pero no estd de
acuerdo con lo observado en el infrarrojo. La férmula de lord
Reyleigh, en cambio, aun cumpliendo la ley de Wien, n.i.conduce
a Ta ley de Stefan ni coincide con los resultados cxpcrlmenta}es
salvo en el infrarrojo. Una y otra aparecen, por lo tanto, tan slo
como leyes limite. Sin embargo, desde el punto de vista teorético,
Ja contribucién de lord Rayleigh posee la enorme importancia de
haber puesto de relieve que la causa de la falta de adecuacion
debia buscarse no en ‘¢l razonamiento, que es correcto, sino en los
principios en que se apoya, los cuales figuran entre los fundamen-
tales de la fisica de aquél; entonces. Y, en efecto, algunos de entre
¢llos fué menester rechazarlos a causa de la ley que concilia ambos
extremos y a la vez reproduce fielmente en toda la gama explorada
de longitudes de onda la distribucién de los valores experimentales.
Fsta ley, que se escribe :

2h &2 I
AT be/RT),
e -1
o bien, en frecuencias,
I Caha? 1
oI
v 8 bvlkT ’
e —1

fué descubierta y justificada tedricamente por M., Planclk . En

62 Fncontrada primero como resultado del estudio comparative de, las
férmulas de¢ Wien v lord Rayleigh, fué demostrada poco después, al cabo
de unes dos meses (diciembre de 1go0). - CE. M. Planck, Uber dus Gesetz der
Energieverteilung im Normalspekirupz (Anm, der Phys., 4, ‘1901, 553-563),
Uber die Elementarquata der Materie und der Elektrizitit (ibid., 564-566).
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clla aparecen dos constantes, la constante & llamada por él constante
| p :
de Boltzmann, % =— T (R == constante de los gases perfectos, N =

namero de Avogadro), v la nueva constante universal b a la cual
el mismo Planck dié el nombre de eccion elemental, o quantum de
accidn, a causa de ser sus dimensiones las del producto de una
energia por un tiempo. Hoy se conoce por ¢l nombre de coms-
tante de Planck v es una de las pocas constantes fundamentales de
la fisica contemporinea. Su valor, que ya Planck dedujo con no-
table aproximacién de los valores entonces conocidos de las cons-
tantes & v o de las leyes de Wien y Stefan, es extraordinariamente
pequefio: b = 6,61.10°% erg seg. 83

Y con csto se presenta la oportunidad de tratar de uno de los
hechos que mayor trascendencia ha tenido para Ia evolucién de la
fisica del siglo actual — el otro es la aparicién de la teoria de la
relatividad restringida —: para poder demostrar su férmula, Planck
se vi6 obligado a admitir que la energfa de un oscilador de fre-
cuencia v ne puede ser cualquiera, antes al contrario debe ser
necesariamente un maltiplo entero del quantum de emergia bu, lo
cual estaba en contradiccién con la mecdnica cldsica e incluso lo
estuvo Tuego con la relativista. Fn ellas, en efecto, la amplitud de
la oscilacion no estd sometida a restriccién ninguna, puede variar
minera continua v asi variard también la energfa, resultado incom-
patible con aquél 2 que se vi6 conducido Planck. En la esfera de
los fenémenos elementales las cosas parecian ocurrir, pues, de un
modo distinto a como ocurren en el mundo a la escala humana.
Este sentimiento, que apuntaba sélo con timidez, se ha ido afir-
mando mds y mis al correr de los afics. Con él se inicié el proceso
que habia de llevar a una nueva mecénica casi 25 afios mds tarde:
la mecanica cudntica. .

Ahora bien, si los quanta de energfa se dan, conforme postula
Planck, en los osciladores materiales, es decir, si la energfa de la
materia ne puede variar con continuidad, ¢qué ocurre con la ener-
gia de la radiacién emitida o absorbida por un cuerpo, por ejemplo
el cuerpo negro? Todo parece indicar que tanto la emisién como
la absorcién de la energia radiante debe tener lugar por quanta,

3 Y.a constante b puede determinarse a partir de fendmenos Jos més di-
versos. El valor aqui indieado es un valor medio probablemente exacto hasta
la segunda decimal. El obtenide por Planck ¢ indicado en el segundo de los
articulos citados en la nota antevior fué b = 6,55 ,10-27 erg seg.

i sitaten D T b st

B ooy,
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y asi lo supuso Planck en un buen principio, aunque luego limitd
Ia discontinuidad a la_emisién, Con todo, para ¢l, los quanta de
energla una vez emitidos posefan una estructura ondulatoria cuya
frecuencia v estaba ligada con la energfa E por la relacién

E = hv

IFué Einstein quien, dando un paso mas, afirmé definitivamente la
autonomia de esos quanta, recogiendo de nuevo en parte la “des-
acreditada” idea de los cor}})ﬁsculos de luz %, A ello le llevd “las
observaciones de la radiacion negra, la fotoluminiscencia, la pro~
duccidn de rayos catddicos por la Iuz ultravioleta” todo lo ‘cual
le parecia mis comprensible si se suponia “que la energia de la luz
esta distribuida por el espacio discontinuamente” y constituida por
“un nimero fimto de quanta de energia localizados en puntos del
espacio, quanta que se mueven sin fraccionarse y que solo pueden
sex absorbidos o emitidos como un todo™ (Kinstein, loc. cit. nota 84,
I} P{lg‘ 133)

De entre los fendmenos a que alude, quiza el que mis poder de
sugerencia tiene es ¢l efecto foroeléctrico, muy bien estudiado por
Lenard % tres afios antes de que Einstein formulara su hipdtesis de
los quanta de luz (Lichtquanten) %, Ya en 1887 Hertz habia obser-
vado que si un haz de luz ultravioleta incide sobre dos electrodos
sometidos a una diferencia de potencial, la descarga eléctrica se
produce con mayor facilidad que en ausencia de dicha radiacién
v que con toda probabilidad ello era debido a un proceso, de mo-
mento desconocido en sus caracterisicas, que se da en el electrodo

negativo. Ista conjetura se vid confirmada por los experimentos

de Hallwachs (1888), quien no sélo descubrié que una Jamina de
zinc aislada adquicre una carga positiva cuando se la ilumina con
luz ultravioleta, sino que senalé que la razén de este comporta-
miento acaso residfa en la emisién por ¢l metal de particulas elée-

8¢ A. Linstein, Uber einen die Frzeugung und Verwsndlung des Lichtes
betreffenden heuristischen Gesichispunke (Ann, der Phys., 17, 1003, 132-148),
Zum gegemwirtigen Stand des Strablungsproblem: (Phys. 78, 1o, 1909, 185-
193), Uber die Entwicklung unserer Anschauungen iiber das Wesen und die
Konstitution der. Strablung (Phys, Z8,, 10, 1909, 817-826). Il calificativo
heuristisel vefleja el ambiente en que apareeid Ia hipdtesis de los (}jmnta de luz,

o5 l)" Lenard, Uber dic lichtelelrvische Wivkung (Ann. der Phys, 8 1902,
140-168}. :

68 El nombre de fotones que hoy se les da es muy posterior y fué pro-
ruesto por G, N, Lewis (Nature, 118, 1926, 874-875).
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tricas, negativamente cargadas, Jbajo la accién de la luz que sobte
él incidia. Mds tarde estas particulas se 1(16}1t1f;ca1r0t1 con los elec-
trones y de ahi el nombre de efecto foroeiéstrico d;ado a ese fend-
meno v el de fotoelectromes 2 1os electrones que cn €l se emiten.

De acuerdo con la teorfa clasica de la radiacion, la energia
cinética de los fotoelectrones debe crecer con la jnten{mdad de la
luz que incide sobre la superficie del metal. La encrgia necesaria
para arrancar del seno de éste un electron 'y comunicarle la energia
cinética que presenta una vez libre ha de proceder, en e‘f’cctn, de
la luz incidente, en virtud del principio de h conservacion de 1f1
encrgfa. Si £y es el valor de aquélla, la encrgia {L c:_-:did_n por la Inz
es tal que E = Ey 4 En, donde E,, es la energia cinetica del elec-
tron. £y es, pues, la energfa minima necesaria Fara liberar un
electréon, es decir, para que éste salve la muralla de pntencmlj que
representa la superficie metalica. Es una constante caracteristica
de cada metal %7, Luego, si £ varia con continuidad, como prc_tende
la teoria clisica, igual hard la cnerg.ig E i P_’e:_‘o esto contrafhcc o
que ensefia la experiencia. El estudio experimental del fendémeno,
llevado a cabo por Lenard, di6, en realidad, los siguientes resul-
tados: Sea N el nimero de electrones liberados por segundo y
E* o ln energia cinética mdxima de entre todos los valores E.u pre-
sentes en el haz electrénico. Eq, varia desde valores muy bajos
hasta ¢l valor F*.,. Si se ilumina la superficie del metal con\‘luz
monocromética de frecuencia v, al aumentar su intensidad F¥u
no varfa, pero el nimero N de electrones e1]1itidos aumenta pro-
porcionalmente a E. En cambio, de lo que si depende By es de
la frecuencia v y precissmente de acuerdo con una ley lineal
E*n = av - b, Ademfs, por pequefia que sea la intensidad de la
luz v ¢l drea metdlica sobre la cual incide, siempre provoea Ia emi-
sién’ de un fotoclectrén al cabo de un fiempo que no se ajusta 2
ninguna ley regular, lo mismo puede ser extraordinariamente Corto
que no serlo. Fsto Gltimo es dificilmente conciliable con una es-
tructura ondulatoria de la luz, ya que de presentarla y dado que
la radiacién incidente es sumamente débil, deberfa transcurrir un
tiempo apreciable hasta que el metal hupiﬂra absorbido la (_'.ZI‘IEJ_‘F‘_IEI
necesaria para la emision del fotoelectron de acuerdo con la ley

67 Su valor, que ¢s del orden de r a 2 ¢V, depende del estado de fa
superficic metdlica y de sa estructura cristalina, La sensibilidad para el efec-
to fotoeléetrico aumenta en la sucesién Zn, Mg, Li Na, K v Rb.
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empirica de Lenard E*;;, = av - b, tiempo que dependeria de la
intensidad de 1a radiacion luminosa.

Todos estos hechos encuentran una explicacion notablemente
sencilla dentro del marco de la teorfa einsteiniana de los quanta de
luz. Basta suponer que cada electrén absorbe un fotén bv, de ma-

nera que

[1L 19] Eopw = bv — E; (Ecuacién de Einstein).

Cuanto mds intensa sea la luz, es decir, cuanto mayor sea ¢l nitmero
de fotones que bombardean la superficie metilica, tanto mayor
serd el numero de fotoelectrones emitidos, pues este nGmero es
igual al de quanta luminosos absorbides. N es, por consiguiente,
proporcional a la intensidad de la radiacién. Por otra parte, (IX.19)
es precisamente de la forma propuesta por Lenard, y experimen-
talmente se encuentra que la constante a4 de ¢ésta coincide con la
constante de ‘Planck. - Finalmente, si la causa de'la emision deun
fotoelectron es la absorcién de un fotén v, se explica la reparti-
cion al azar de los tiempos de emision en el caso de débiles radia-
ciones: ¢l foroelectron es emitido cuando absorbe un fotén y aun-
que-cl mimero de éstos es, en dicho caso, relativamente. pequeiio, la
absorcién puede tener lugar tan pronto como la luz incide sobre
el metal. Cuando mayor sea v, tanto mds grande serd E;, csto es,
¢l efecto fotoeléctrico es tanto mis notable cuanto mds corta sea

Ja longitud de onda, por ejemplo rayos X, rayos y o rayos cosmicos,

Vi i

y es nulo para aquellas frecuencias v tales que v = —.

Puede parecer al pronto que, scgl’m esto, todos los fotoelectro-
nes deben poseer la misma energia cinética para una radiaciom
monocromatica dada, en virtud de la ecuacidén de Einstein, cuando
en realidad se encuentra toda una gama de velocidades, desde cero
hasta la ‘¥, correspondiente a la energia cinética maxima. Pero
hay que tener en cuenta que no toda la energia luminosa es absor-
bida en la superficie del metal, sino que la luz penetra en ésta hasta
un micréon aproximadamente de la superficie con lo cual un foto-
electrén producido a esta distancia o a cualquiera otra intermedia
puede chocar con atomos del metal antes de llegar a la superficie
limite, de suerte que en las proximidades de clla posee una energia
cinética menor que bv, tanto que acaso no pueda atravesarla, Ade-
mds, en los choques la velocidad cambia vectorizlmente, lo mismo
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en. médulo que en direccidn, lo que explica por qué una vez fuera
acl metal se mueven en las direccionés més diversas Y presentan
distintas velocidades. Precisamente por esto, en los experimentos
encaminados a determinar A a partir del efecto fotoeléctrico se
determina la energia cinética méaxima correspondiente a v,,. Para
cllo, ante una placa P del metal sometido a radiacién v se dispone
otra placa P’ y entre ellas se establece una diferencia de potencial
» — Vy=—V. Evidentemente, un electrén llegara a P’ siempre
y solo cuando E, = e V' luego, si aumentamos en valor absoluto
la diferencia de potenciales, aquel valor critico V,, de V a partir
del cual cesen de llegar electrones a P dard la energia cinética méa-
xima: E*,, = e V,, Fn rigor, dado que las placas P y P’ no son en
general del mismo metal, el valor V,, medido no corresponde exac-
tamente al saldo de potencial que el fotoelectrén debe vencer, ya
que en V,, influye la diferencia de potencial de contacto ¥V, de
ambos metales. La férmula definitiva correcta es, por consiguiente,
eVa=bv—FE 4eV

(el

aunque el término aditive e ¥, no influye en Ja determinacién de
%, igual a la pendiente de la recta representada por la ecuacién
anterior.  Los numerosos experimentos realizados por Millikan a
partir de 1914 confirmaron plenamente la validez de la férmula de
Einstein, y sus métodos forman parte de los més precisos de que
cabe disponer para medir b, Obsérvese, pero, que para ello es
necesario conocer la carga e del electrén, problema al que el propio
i"'\d_.illilcan se dedicé en una seric de investigaciones que lo hicieron
21050,

El efecto foroeléctrico, por lo tanto, constititye un claro ejem- |
plo de fenémeno en que se hace insostenible ¢l modelo ondula-
torio de la luz y abona, por el contrario, el esquema corpuscular, |

Cierto es que otros muchos repudian la imagen corpuscular (fend-
menos de interferencia y difraccién), supuesto que los corpiiscu-
los luminosos obedezcan a la mecénica cldsica o a la relativista.
Mas, por si dicho efecto no bastase, un nuevo fendémeno vino a
anadirse a €l en apoyo de la teorfa foténica: el efecto Compton.

68 R. A, Millikan, Einstein’s photoelectric equation and comtact electromo-
tivé forces (Phys. Rev., 7, 1916, 1832); A divect photoclectric determination
of Planek's “h” (ibid., 355-388); The distinciion between intringie and Spetw
rious contac E.MF.s and the gquestion of the absoriion of vadiaton by wmietals
in quanty (ibid., 18, 1921, 236-244),
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El hecho experimental es el siguiente: Al incidir un haz de
rayos X sobre una substancia se producen radiaciones _c/hfus_as en
todas direcciones cuya frecuencia depende de la dlr_e}ccwn, !Slcnd(}
la misma que la de los rayos primarios en la “dn.'eccmn .de‘ éstos dy
variable con el acimut en los demds casos. Fl descubrimiento de
este fendmeno se debe a Compton y la teoria del mismo, que se
vale de la hipétesis einsteiniana de los quanta de luz, {uc desarro-
llada casi simultineamente por Compten y Debye . El argumen-
to tebrico consiste en suponer que los quanta de luz difusos pro-
ceden del choque elastico de los quanta incidentes con electrones
de la materia. Dado que en el choque se produce un intercambio
energético entre el electrén y ¢l foton, la energia de éste cambiard
en general y con ella su frecuencia de acuerdo con la ley E = bv.
AJ mismo tiempo el electrén vera alterado su estado de movimien-
to. He aqui los cilculos a que ello conduce suponiendo, para simn-
plificar, que el electrén se encuentra libre e inicialmente en reposo
y prescindiendo de cuanto se refiere a intensidad y polarizacién de

- - .
la luz. Sean # y #« los versores que caracterizan la direccion y
sentido del movimiento del fotdn y del fotén difuso, respectiva-

mente y o I velocidad del electrén después del choque (electron
después del choque (electrén de rebote). Esgribamos las ecuacio-
nes que expresan la conservacidn de la energia y del impulso. Se
tendra:
conservacion de la energia:
1

i by - mm, €2 = B - ¢ (2 et - p2)?,

conservacion del impulso:

bv — v
7= .
c ¢

~> >
WP,

' Sn, P su i dond
donde 2, es la masa propia del electrén, p su impulso, y donde

80 H, A, Compton, 4 gquantum theory of the scaitering of X~?'gy.r by
lght elements (Phys. Rev., 21, 1923, 483-502) 3 P. Debye, ’Zcr.vrreum;g ra:iofm
Rontgenstrablen und Quantentheorie (Phys. 7S, 24, 1923, 161-166). C - ade-
més;,, W, Bothe y Fl. Geiger, Uber das Wesen d:;_’s (J?mp;%omffekw, ein
experimenteller Beitrag zur “Uheorie der Strabiumg (£S. fir Phys., 32, rgzij
639-663); FI. A, Compton v A. W, Simon, Directed quanmia of scariere
XeRays (Phys. Rev., 26, 1925, 280-200).

7
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by =
,

se han atribuido a los fotones incidente y difuso los impulsos

v :
! ;’ respectivamente *°. (cf. IL.xs, II.17 y fig. 17).- De la se-

25

quanton fncidele .

Fie, 17

-
gunda se deduce, efectuando el cuadrado escalar después de haber

despejado -1?,

"> >
py (F—2wecosd+v2)=p2, (@=L uw)

70 Que el impulse del fotén de frecuencia v es —— puede “justificarse”
c g

. . . by
de diferentes maneras, por ejemplo teniendo efi cuenta que su #dsd €5 —p—
4

¥ su velocidad ¢ O tombién observando que, siendp p = ol

P ! . . 7 by .
finito; luego, en virtud de (I, 17}, E = p.". p = - = Ademds, es-
&
to indica que la masa propia del fotén o es nula o xtraordinariamente peque-
fia, esto Witimo si v es'sélo muy prézime a ¢, aunque no igual a'¢, Cf., por
ejemplo, L. de Broglie, Une nouvelle théorie de la lumiére (Paris, Hermann,
1940, Vol. T, pigs, 38 y ss.).
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v de.la primera
b .
— (V—2w - v2) 2 b, (v—v) = p,
ot '

Por lo tanto, eliminando p? entre las dos,

b
— W (L—cos#) =m, (v—-v),
¢

es decir,

/ R
[I1.z0] AN =N —d= e 2 sen? —
", ¢ 2

¢ ¢
ya que — =}y — = L Queda asi demostrado no sélo que la
W v

longitud de onda de la radiacién difusa es distinta de la que co-
riesponde a los rayos incidentes, sino también que la variacién A
es una funcion del acimut 4 del rayo difuso respecto del incidente
que se anula sélo cuando ambos coinciden en direccidn y sentido.
En cuanto a la direccidn tedrica del electrén de rebote, un célculo
facil nos da

. i
[1L. 20/] £E P = e

(14a)tg—
2

b, e . .
ey e ]a cual se sigue que al variar 9
3 y

igualdad en la que o =
entre o° v 180% ¢ lo hace entre 270° y 360°, de suerte que el elec-
trén rebota siempre hacia adelante, es decir, su velocidad posee
siempre una componente en la direccién y sentido del haz in-
cidente.

Es claro que lo mismo [II.20] que la férmula [11.20°] son sus-
ceptibles de comprobacidn experimental. Conviene para ello em-
plear radiaciones de longitud de onda muy corta, por ejemplo

o)
rayos X (A del orden de las décimas de Angstrom) o rayos y (A

0 o
entre 6,016 A y 0,006 A o aun menores) y esto por dos motivos:
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primero, porque de hecho el.electrén estd generalmente vinculado
a un dtomo y solo para valores grandes de v serd despreciable la
energia de ionizacion frente a la hv del fotdén vy todo ocurrira co-
mo st el electrén estuviese libre; segundo, porque siendo o valor

v

previsto de A } independiente de 4, la razén 7 serd tanto mayor

cuanto menor sea A y con ello mas notable el efecto. Llevados a
cabo los experimentos, la concordancia entre los valores calculados
v los observados fu¢ excelente, incluso en la comprobacién de
[II.20'] cuya importancia como argumento a favor de la imagen
corpuscular es innegable. Por otra parte, ¢l hecho de ser adecuados
los valores que se calcularon tomando para #z, la masa en Ieposo
del clectrén, indica que, en efecto, es éste el que entra en colision
h ’

con ¢l quantum de luz. La constante — que aparece en [II.z0]
. . o c

Interviene una y otra vez en mecanica atémica, particularmente en
la teorfa de la difusién. Dado que sus dimensiones son las de una
longitud, se la ha llamado longitud de onda de Compton del cor-
plsculo de masa propia #z, y es ficil ver que su valor coincide con
la Tongitud de onda & del fotdn cuya masa p en movimiento es igual

, . bv b

a la del corptsculo en reposo. Se tiene, en efecto, p = =
c? he
le ¢ ) . 4 .
de donde A = -—— y, si p=mzy, h=——. Para ¢l electrdn cs
T i, ¢
h °

—— == 0,0242 A.
T, €

Lo expuesto hasta aqui prucba que el modelo corpuscular de
la Tuz debiera ser acogido de nuevo en la ciencia natural exacta de
la que parecia definitivamente alejado desde que Fresnel efectud
sus ctlebres experimentos. Sin embargo, Ia hipétesis ondulatoria,
a su vez, cuenta en su haber la interpretacion de fendmenos que,

— e ¥

— -
2 . R - r
7 Basta dividir una por otra las componentes de § = b ( u w )
A bY

perperdicular ¥ patalela a @ y eliminar entre el cociente y (II.20) la ra-
I

zon —-,
A
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a la Juz de las ideas que privaban en los afios que llegan hasta 1924,
dificilmente podria explicar una teorfa que concibe la fuz como un
enjambre de corptsculos, por ejemplo los fenémenos de interfe-
rencia y polarizacién. La mecdnica relativista, aun siendo un valio-
so instrumento y habiendo logrado algunos éxitos parciales, no bas- .
ta, amén de serle totalmente extrafio el concepto de quantum. Pero
165 hechos plantean no un dilema, que un experimento crucial pet- |
mitirfa acaso resolver, sino el problema de unificar dos nociones tan
opuestas como las de corplisculo y onda. Refiriéndose a ese estado
de cosas escribe de Broglie: “La théorie de la lamicre souffrait
d'une étrange maladie se traduisant para le dualisme antagoniste des
ondes de Fresnel et de Maxwell d’une part, des photons d’autre part.
Eh bien! pour améliorer les choses on pouvait tenter la politique
du pire en cherchant 4 communiquer Ia méme maladie 2 la théorie,
jusque 13 indemne, de la matiere.” " Y lo logrd. En sus Recherches
mecanica de los procesos elementales, la mecinica ondulatoria, la
cual, completada con los trabajos de Schridinger,™ enlazé con la !
mecanica cudntica de Heisenberg-Born-Jordan y Dirac ™ y consti- |
tuy6 asi el instrumento actualmente indispensable para el estudio
de lo que ocurre en ¢l mundo de lo extraordinariamente pequefio.
La teorfa del 4tomo, no sélo de la porcidn cortical, sino del
propio nticleo, y con ella los conocimientos que de €l se poseen v
la orientacién que ha comunicado a las investigaciones acerca del
mismo, es esencialmente una teorfa cudntica en un sentido muy otro
del que el calificativo cudntico tuvo desde Planck a Sommerfeld.
Si revolucionarias parecieron las ideas relativistas, mas profundo
¢s el cambio que en la concepeidn de los procesos fisicos ha intro- |

? ducido la mecinica nueva. Ahora bien, asi como Ia teoria de la |

refatividad restringida, la mecénica y el electromagnetismo llegaron |
a formar un todo armdnico, la unificacién y enlace de las teotfas

72 L. de Broglie, Maticre et Lumiére (Paris, Albin Michel, 1937) p. 146.
sur la théorie des quanta ™ quedaron establecidas las bases para una

73 Ann, de Phys., 3, 1925, 22-128, La memoria fué presentada como tests
doctoral en 1924.

¢ [, Schrodinger, Quaniisiecrung als Eigenwertproblens (Aon. der Phys,,
70, 1026, 361-376, 480-527; 80, 1026, 437-400; 81, 1926, rog=139); Uber das
Verhiltnis dey Heisenberg=Born-Jordanschen Quantensnechonik zu der wncinen
{Ann. der Phys., 79, 1026, 734-756),

T W, Heisenberg, Uber guantentheovetische Undeutung Rinematischer
wnd wmechanischer Beziehungen (7S, fir Phys., 34, 1925, 858-888; 35, 1026,
557615, éste en colaboracién con Heisenberg); P, A. M. Dirac, Frndamesial

equations of quamum mechanics (Proc, Roy. Soc., 109, 1925, 652-653).
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¢ relativistas y cudnticas estd por resolver, quizd porque, camo seiiala

. Eddington, 7 las esferas de objetos para las que son adecuadas ‘sean

: d.ifcrf_:ntes, es decir, que'aquélfas valgan para lo muy grande, acaso
¢l universo en conjunto, y ésas Gnicamente en lo atémico v, en ge-
neral, en lo microcdsmico. ' "

1o. EL ORIGEN DE LA MECANICA ONDULATORIA:

El estudio concienzudo de las desviaciones de las particulas o
al atravesar los cuerpos condujo 2 Rutherford ™ a afirmar la exis-
tencia en el dtomo de un nicleo, cuyas dimensiones son mucho
menores ‘que las de aquél (el didmetro del nificleo es del orden de
10712 2 1071 cm., el del dtomo es de unos 1078 cm.), nicleo al que
hay que atribuir ¢asi la totalidad de la masa atémica y que estd
rodeado de un enjambre de electrones. Dado que éstos represen-
tan una carga cléctrica negativa y el 4tomo no ionizado se com-
porta como eléctricamente neutro, el ndcleo debe poseer una car-
ga total positiva que neutralice la carga negativa de la nube elec-
tronica que lo envuelve. Si— e (¢ > 0) es la carga del clectrén, v
Z el ntmero atémico del elemento de que se trata, la carga del
nticleo, seglin van den Broek,™ es Ze y Z a la vez €l némero de
clectrones en torno de éste.

Considerado desde el punto de vista de la mecénica y del elec-
tromagnetismo cldsicos, el modelo de Rutherford adolece de graves
defectos, a pesar de varios hechos a su favor. En primer lugar, la
estabilidad de los atomos trae consigo que los electrones que rodean
al niicleo deben moverse en torno de €l como los planetas alrededor
del sol, de lo contrario se precipitarfan sobre el nficleo a causa de
la atraccibn coulombiana que éste ejerce en ellos debido a su carga
cléctrica positiva. Pero entonces, y de acuerdo con las leyes de la
electrodindmica, la aceleracién de que estd animado un’ electrén
perlfé}'i.cn cualquiera debe provocar la emisién de energfa electro-
magnética, el electrén ird por ello perdiendo energia y acercindose
asi al néicleo signiendo una trayectoria en espiral para caer final-
mente en ¢l. Por otra parte, asimismo seglin la teorfa electrodini-

76 A. §. Fddington, Fundamental theory (Cambridge Univ. Press, 1046).

7 L. Rutherford, The scattering of the o and B rays and the structure of
the atom (Phil. Mag., 21, 1911, 660-688).

"8 A van den Brock, Die Radioelemente, dus periodische Systemn und. die
Konstitution der Atowre (Phys. ZS., 14, 1913, 32-41).
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mica, la frecuencia de la radiacion emitida por una carga gléetrica
cuyo movimiento es periddico — cual lo es ¢l de roracidn ‘en ‘torno
del nticleo — es igual a la de éste. Por consiguiente, como ¢lelecs
trén debiera acercarse al nicleo, en virtud de su pérdida de energfa
por radiacién, siguiendo una espiral y moviéndose con tanta mayor
velocidad cuanto menor sea su distancia a ¢l, el espectro de los
atomos habria de ser continuo, lo que contradice los resultados de
la espectroscopia. Esta, en efecto, nos dice que los espectros. de
los elementos estan formados por rayas, es decir, por radiaciones
de frecuencias definidas constituyendo series discretas, por ejemplo,
la serie de Balmer del espectro del hidrégeno. Luego, si se quiere
mantener el modelo nicleo-electrones periféricos, es preciso modi-
ficar las Jeyes del electromagnetismo y quiza las de la misma me-
canica.

Guiado por las ideas de Planck, Bohr ™ restableci6 el acuerdo
con los resultados experimentales conservando aquel modelo, pero
ello fué al precio de superponer a las teorias clasicas dos postulados
que sdlo se aceptaron por lo fructifero de sus consecuencias, no
porque ¢l conjunto resultara légicamente arménico, mds bien todo
lo contrario. Fstos postulades son®: (I)Un sistema atémico ce-
rrado no puede subsistir permanentemente en cada uno de los -es-
tados que son posibles seglin la mecanica clisica, sino sélo en una
sticesion de’ estados estacionarios (o cudnticos). Fsta estabilidad
mecdnica de los estados. estaciongrios se manifiesta en el hecho de
gque todo cambio de un tal estado consiste en una, transicién del
sistema desde un estado cudntico a otro. Los estados estacionarios
gstan determinados dentro del conjunto de los clasicamente posi-
bles por ciertas condiciones cudnticas y se distinguen entre si por
conjuntos de ntimeros enteros, los ndmeros cudnticos. Las transi-
ciones de estados cudnticos a otros estados cudnticos estin regidas
por leyes estadisticas, pudiéndose evaluar las probabilidades de tran-
sicidn a partir de las propiedades cinematicas del sisterna merced al
principio de correspondenciz el cual, ademds, permite decidir si

7% N. Bohr, On the constitution of atoms and molecules (Phil. Mag., 26,
1913, 1-2§).

80 En la forma en que se enuncian a continnacion figuran elementos que
no dparecen en la formulacidn primitiva, pero se ha elepido por constituir
a la vez un a modo de resumen de la teorfa del dtomo de Bohr y con ella
del primer ensayo, de teoria cudntica de los sistemas dindmicos, (Cf, A. Rubi-
nowicz, Ursprung wnd Emwicklung der ilteren Quuntentbeorie; Hand. der
Phys., Geiger-Scheel, Vol. 24, parte 1% pg. 11 ¥ 88.).
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una transicion dada es o no posible (reglas de seleccicn). (I11)- El
sistema solo puede emitir espontincamente radiacion electromagné-
tica cuando tiene lugar la transicién desde un estado cudntico de
epergia E; a otro de energia menor £, La frecuencia de la radia-
cién monocromatica emitida- est ligada con la diferencia E, — E,
por la condicicn de Bobr

hv=E,~FE,.

Ademis, si debido a la influencia de radiacién electromagnética
exterior ¢l sistema atémico pasa de un estado cudntico E, a otro E,,
también en este caso la frecuencia de la luz que provoca la tran-
sicidén esta vinculada con | Eo— E, | por la condicién
hv=|E, —E, |.SiE, —E, <0, a energia By, — E, > 0 es
cedida al dtomo por la radiacidn v si E, — E, > 0 esta énergia
es cedida a la radiacién por el dtomo,

} Fn realidad, es en ‘el electromagnetismo de Maxwell donde
més profundamente influyen los postulados de Bohr, puesto que
en ¢stos se afirma que mientras el atomo se encuentra en un estado
cs_atac;unario no emite radiacion alguna; es decir, en el caso del
hidrbgeno, por ejemplo, el electron que describe la drbita corres-
pondiente a uno de dichos estados no da lugar a la emisién de ener-
gia radiante a pesar de que su movimiento no es uniforme, lo cual
contradice abicrtamente una de las proposiciones de aquella teorfa.
En Ia mecdnica, en cambio, se limitan a sentar Ia posibilidad de
solo algunos de los estados que admitfa Ia mecénica clésica, negan-
dosela, por razones que no sc indican, a todos los demds, Con
otras palabras, de entre todos los estados zedricamente posibles se
sefialan algunos, no todos, como fisicamente posibles. Pero las leyes
de lél 11.1er:énic.a en si, sea la de Newton o la relativista, subsisten.
La 111'111tg1,c§(311 afecta exclusivamente a los estados, los. cuales no
pueden fisicamente variar de modo continuo dentro de la clase de
los estados estacionarios, hay una cuantificacién de los estados, co-
mo en Planck y en Einstein, la habfa de la energia radiante. En
cuanto a lo que ocurre en el acto de la emisién o de la absorcidn
por parte del atomo y en el 4tomo, nada dice Ia teorfa de Bohr. Su
aplicacién, no obstante, permitié explicar los espectros de los dto-
mos que posecn un solo electrdn dptico. (problema de los sistemas
monoelectronicos) tales como el [, He, Li*, Na, etc., calcular Jos
potenciales criticos de ionizacién, la intensidad y polarizacién de las
rayas espectrales. Y, sin embargo, su teoria no satisface plenamen-
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te, da la impresién de una solucién de compromiso entre dos posi-
clones conceptualmente distintas, una de las cuales era conocida,
la clasica, y lla otra se presentia. El principio de corresponden-
cia, sobre todo, a pesar de su innegable utilidad, causaba un
cierto malestar. Ahora bien, la teoria de Bohr, parecia irse -afir-
mando a medida que se precisaba su contenido. Las condiciones
cuanticas que fijan los estados estacionarios en condiciones muy
generales ?ueron enunciados por Wilson y Sommerfeld 8. FEste,
(loc. cit. nota 75) tomando como mecdnica de partida no la new"
toniana, sino la de Einstein, dié incluso la teorfa completa de la

estructura fina del espectro del H, estructura que no se explicaba’

“cuantificando” la mecanica de Newton. La variacién relativista
de la masa con la velocidad, comunica a la trayectoria eliptica cla-
sica del tnico electrén de valencia del atomo de hidrogeno una
ligerisima precesion, que repercute en los valores posibles de la

cnergia al hacer depender ésta de un nimero cudntico del, cual |
depende, a su vez, en ¢l modelo de Bohr, el estado, pero no la |
energfa. Cada una de las rayas espectrales cuya posicién se deter- |
mina en la teoria no relativista con gran exactitud (a veces hasta |

o
la centésima de Angstrom) aparece, al estudiarla con més dispersidn,
como sistema de rayas cuyas longitudes de onda son muy préxi-

mas, multiplicidad que traduce la existencia de valores de la ener- |

gia (niveles) que difieren muy poco. Este despliegue de niveles -

antes confundidos en uno solo es lo que explica, con ayuda de la
relatividad restringida, la teoria de Sommerfeld del 4tomo de hi-
_drogeno.

Con todo, la esperanza que éste y otros resultados despertaron
de ‘poder mantener el esquema planetario del dtomo, quizi con
ligeros retoques, se desvanccié pronto ante nuevos hechos y ante
la’ imposibilidad de aplicar correctamente el mismo método a sis-
temas atomicos mas complicados. Ya el cdlculo de la energia de
ionizacién del 4tomo neutro de helio conducia a resultados numé-
ricos completamente inaceptables, En general, de todos aquellos
problemas en los que el electron estd sometido no sblo a la accién
estatica del nicleo, sino al campo rapidamente variable de otro u

81 W. Wilson, The quantum theory of radigtion and line spectra (Phil.
Mag., 29, 1915, 795-802), The quantum of action (ibid., 31, rg16, 156-1627;
A, Sommerfeld, Zor Quantentheorie der Spektrallinien (Ann. der. Phys., 51,
1916, 1-G4, 125-167). : .
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otros electrones que forman parte de la atmésfera electronica del
mismo atomo, da el método de Bohr soluciones en desacuerdo con
la experimentacién. Quedaba sin explicar, ademas, e} efecto Zeeman
andmalo, los fenémenos de dispersion, etc,, y, para mayor compli-
cacién, se advirtié que los niumeros cudnticos debian ser en algu-

. R . I
nos casos, No enteros, sino semienteros, de la forma 7 - —, con #
' 2

entero.
Asi las cosas, a fines del aflo 1924 de Broglie expuso una teoria
a Ja que ya se hizo alusion (cf. nota 73) y que constituy6 el pri-
. ‘mer estadio de ese proceso cuyo resultado ha sido la nueva meci-
i nica’ cudntica, frente 2 la cual tanto la newtoniana como la relati
i vista se suelen calificar de cldsicas, tan esencialmente distinto es ¢l
i nuevo punto de vista desde el que hoy se consideran los fendmenos
i elementales. No es ¢ste, el caso de De Broglie, el primero en la fisica
moderna en que una teorfa predice hecgos (quizd en pugna con
las ideas reinantes en el momento en que se anuncian) que mas
adelante confirma la experimentacion. Es mas, no ha sido el alti-
‘mo caso; 1o han seguido otros varios. Piénsese, por ejemplo, en el
descubrimiento del positrén, cuya posibilidad de existencia se se-
guia de la teorfa de Dirac, v en el de los mesones, previstos por la
teorfa de Yukawa. La mecanica de de Broglic es, en cierto modb,
[una teorfa correlativa de la de los fotones de Einstein. Esta reveld
en el aspecto corpuscular algo que se concebia como proceso on-
dulatorio, la luz; la- primera revelé el aspecto ondulatorio ¢n
algo que se concebia como proceso corpuscular, la materia. Y
los experimentos de Davisson y Germer 32, escasamente tres afios
despucs, confirmaron, por lo menos en el caso de los electrones,
ese cardcter puesto de relieve por la teorfa
La imagen rectora que guid ¢l pensamiento de de Broglie fué
la idea einsteiniana de los quanta de luz. La luz se comporta en la
mayor parte de los fenémenos como si congistiera en ondas, lo
que no obsta para que en otros lo haga ¢omo si estuviera cons-
tituida por corplsculos. Ahora bien, Ia masa en reposo de éstos, de
los fotones, es 0 nula o por lo menos extraordinariamente pequefia
(cf. nota y0), muchisimo méds pequefia en todo caso que el mis
ligero de los corpilsculos materiales. Muy bien pudiera suceder

o 82 C, Davisson y L. H, Germer, Diffraction of electrons by « crystal of
nickel (Phys. Rev,, 30, 1927, 705-740),
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que esto determinara el cardcter generalmente ondulatorio de la ra-
diacién. Pero entonces cabe suponer que lo que de ordinario se
manifiesta como corpusculo material, quiza en otras ocasiones pre-
sente un-aspecto onc{ﬂatorio. Para ello es necesario ante todo aso-
ciar al corptsculo, en su sentido ordinario, un elemento periadico.
Sea, pues, un corplsculo C que se mueve libremente con movi-
miento rectilineo y uniforme por lo tanto, v elijamos un sistema

- . ' -
de referencia galileano ¥ cuyo eje x sea paralelo a la velocidad @
de C respecto de 2. 'Si 777, €s su masa propia, se tiene:

—
— TH, U . 7, C2
p=—tt" . E= :
-\/ L :l’jf& —\/ [ — {32
v , } :
donde p = — vy E es la energia total del corpisculo. Un sistema
c

de referencia galileano X’ animado de la translacion @ =0 cons-
titaye, evidentemente, y en todo instante, un sistema de referencia
propio del corpisculo (11§ 4.). Sin rr:s;trin%‘ir la generalidad. del
razonamiento cabe suponer que X’ se ha elegido tal que la transfor-
macién de Lorentz x = & se escriba (cf. [L]; § 4)

r—aut oo c2
[L] &M ey y' ==y, 2h=mg, = E—

B
e * 1 . '_'% ~p 2 LR
“Fn el sistema X’ se tiene ¢* = 0, E’ == m1, ¢* ya que el corpusculo
en reposo con relacién a ¢l. Se trata ahora de mtroducir el ele-
mento periédico. Dado que respecto de 2’ todo estd en reposo,
es plausible tomar como a tal una onda estacionaria ) ==

~—2aiv'd

= Ae ,en la que A es una constante en general comple-
ja8%. Falta escoger v'. Por analogia con la relacién de Einstein

, B et
Vo
h h
Qviv'e’ .
e = eos 2V ¥ -} i sen 2;pt.
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Cuanto precede se refiere al sistema  propio del corptsculo.
En ‘el sistema de referencia 2 se tendra, supuesto que | sea un
invariante  {escalar), es decir, que 1’ =1p,

it

27ty | E-— ' c?
Y= Ae # ( o= —
. v

en virtud de [L], de las que se sigue v/ == v v 1 — 2. A partir de
datos relativos a ¥, la onda, estacionaria en el sistema 2V, se¢ des-
cribird como una onda plana progresiva cuyos planos de igual fase

. u
son paralelos al xy y cuya longitud de onda es A = —. Ademis,
v
en X es

. 2 r ’
L 21) el __E W

VI-F Vi B Vi-P
luego también en X vale la relacién postulada en 3, formalmente
equivalente a la de Einstein. De ahi se sigae sin mds

u et b b b b

o — e e, ?J———

v v E wmw P Y

0 sea que a un corpuisculo libre de impulso p respecto de X ha que-
dado asociada una onda plana monocromatica, los planos equifases

. - ‘
de Ia cual son perpendiculares a ¢ y cuya longitud de onda estd
determinada por la ecuacidn fundamental de de Broglie

e [
[IL. 22 ] b= —
p
que, para valores de v pequefos respecto de ¢, se reduce aproxi-
, h . L .
madamente a A= y La relacién [II. 22] tiene exactamente
My U

: hv
la misma forma que la p == — utilizada al estudiar ¢l efecto Comp-
¢

ton (cf. nota®). En el caso de un fotén, en efecto, #=c¢ y
o c . .
b= —= i Sin embargo, aqui acaba el paralelismo. A pesar de
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los esfuerzos de de Broglie y otros investigadores, no se puede afir-
mar que en la actualic%ad se posea una mecdnica vilida a la vez
pera los corpiisculos materiales y los fotones exenta de dificultades.

Substituyamos en Ia expresién de la onda de de Broglie, 1, la
frecuencia v y la velocidad de fase # por sus valores en funcién
de E y p. Si, ademds, se cligen arbitrariamente la orientacion de
los ejes de X, la expresion definitiva de 4 es, como se ve con fa-
cilidad, :
T v
[ 231 . we=Ae T TERT

: - : ..
dende b* = s y 7 es el vector de posicion, de componentes &, Y, 2.
¢

. i ¢? '
Ahora bien, dado que # = kv = b . £ = — > ¢, se advierte
p b v
desde luego que, si mantenemos la afirmacion relativista tocante 2
la imposibilidad de velocidades superiores a la de la luz, la onda
no puede en modo alguno transportar energia consigo, sino que
debe ser una pura onda de fase. ¢Cudl es, pues, el papel que re-
presenta ? La interpretacion que acabd por imponerse es la de
Bohr 84 si dt s el elemento de volumen en torpo del punto %, ¥, 2,
el valor |{(x, y,2,t)[%dr es proporcional a la probabilidad de que
el corpisculo se encuentre en el instante ¢ en dicho elemento de

volumen. Aplicando esta propiedad a la onda [IL 23] se encuentra

af —_—
que esa probabilidad en el caso de un corpisculo de impulso p y

energia £ determinados ¢s ]pro_porc:ional al elemento de volumen e
independiente del punto y del instante en que se considere. Se tiene,
en efecto,
: e
[p|2dv=|A]Pdv=C" .dx

hecho que se puede expresar diciendo que cuando el impulso del

" corplisculo estd determinado, su posicién se encuentra indetermi-

nada por completo: en cualquier instante y en cualquier punto es
la misma la densidad de probabilidad. Fste resultado es un caso

_ B4 N. Bohr, Das Quantumpostulat und die nenre Entwicklung der Ato-
mistik, {Naturwissensch., 16, 1928, 245-257).
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limite de las célebres relaciomes de indeterminacién descubiertas
por Heisenberg 5.

: . . - ; i
En realidad no es posible determinar p exactamente. Segtin sca
el método adoptado, y con €él el tipo de aparato de medicidn, asi

e . ' —> i [
sera mayor o menor el intervalo en que p estd comprendido con se-
R
, . —— (Bt —p X 7)
guridad.  Esto trac consigo que ¢ = Ade »* no re-
presenta el efectivo estado de cosas, el cual exige mas bien una
superposicién de tales funciones 1 en correspondencia con los va-

lores de }?de aquel intervalo, superposicién cuya funcién resultante
es s6lo diferente de cero en una regién del espacio, pero no en
todo €l como en el caso de la onda [II. 23]. Se obtiene asf lo que
en 'Optica se denomina un paguete de ondas, cuya extension es
tanto menor cuanto mis distantes sean los limites entre los que
rarfan los elementos caracteristicos de una onda plana componente,
¢s-decir, la frecuencia y la direccién de propagacién — resumidos,

en el caso de [IL 23] en el V&:CtOl‘-;: En el espacio no ocupado por
el paquete, ln magnitud que se propaga por ondas se anula por
efecto’ de interferencia entre las ondas componentes. De ahi se
sigue que, en el caso general del paquete de ondas — el cual corres-
ponde a la situacién real de una cierta indeterminacién en €l valor

de}?m——, la funcién  serd nula fuera del paquete y, por lo' tanto,
de acuerdo con la interpretacién de Bohr, nula serd también la pro-
babilidad de que una observacién de posicién del corptisculo lo
encuentre al exterior del mismo. Es decir, Ia imprecision en el va-

lor de p} ha dado lugar a que la posicién del corptisculo quede
determinada dentro de ciertos limites. En el caso extremo de cono-
cerse ésta con exactitud —Jo cual, pero, es pricticamente imposi-
ble —, ¢l paquete de ondas se reduce a un punto y para ello es ne-
cesario superponer ondas de la forma [II.23] correspondientes a

. —
todos los valores posibles de p, o sea, nada se sabe acerca del valor
—
de p,

o BB WL ]3-I[eis_enbcr;§, Uber den anschaulichen Tnhalt der quantentheora-
tischen Kinematik und Mechanik (ZS. fir Phys., 43, 1927, 172-198),
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Las consideraciones que preceden, meramente cualitativas, que-
dan precisadas por las .1‘elaciones de indeterminacion a que antes se
aludié. Con respecto a las variables #, ¥, 2 (posicién y P, py, Ds
(impulso) se demuestra que dichas relaciones toman la siguiente
foerma: Si se define la indeterminacién correspondiente a ¥ por la
raiz euadrada de la desviacién cuadritica media (Ax)2 %0 y andlo-
gamente por (Ap,)? la que corresponde a p,, en las mas favorables
circunstancias se tiene
L h
Ax . &p_e—w—z-, (b*:-«—-—)

pero en general es b
N Ay > =
Si Ax — 0, Ap, tendera a infinito y al revés, Ap, — 0 implica
Ax = co. Lo mismo vale para los pares Ay, Ap, Az, Ap,.

is conveniente advertir, ¥ ello se deduce inmediatamente de lo
que llevamos dicho, que la funcién ap carece de significado fisico,
posey¢ndolo, eri cambio, el cuadrado de su médulo, | v |2 de suerte
que la muldplicacion de 4 por un factor ind(;pcndiente de x, y,.2
cuyo modulo sed igual a la unidad en nada afecta la adecuacion a
los fenémenos fisicos de la descripcién que de ellos proporciona.
Esto pertnite resolver una duda que ficilmente puede suscitar la
estructura de la onda plana [I1.23]: en ella aparece E, la energia
total del corpisculo, la cual fué normalizada arbitrariamente de
manera que Iz encrgia cinética se anulard con la velocidad (cf. § 8),
y es claro que, si se cambia el criterio de normalizacién, cambiara el
valor de E, que aumentard asi en una constante C. La nueva 1, por
e

[ Wt —_—— Ct

consiguiente, diferird de la [Il. 23] en el factor e ** , el cual
es de moédulo igual a la unidad. En la mecénica ondulatoria se
suele tomar para E, no la energia total, sino ésta menos la energfa
de reposo #z, ¢ Llamando W a esta diferencia (W = E — 1, ¢%),

sk

86 Recuérdese que si i es el valor medio de x, resuftado de las medicio-
nes efectuadas de la coordenada x del corpisculo, la desviacién cuadrdtica
media es, por definicién, el valor medio del cuadrado de la diferencia

& w, es decir, (Ax)? = (¥ — #)* = (@) — (¥)%
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las relaciones [II.21, 22, 23] y ¢l valor de la velocidad de fase u
toman entonces la forma

v
W’:hv, u:i—-‘ ?L:i,
p p
- -
W= Ae .---;; (We—pXr)

relaciones en las cuales, salvo en algunos preblemas relativistas, se

- > e
puede tomar para W y p los valores clisicos

- —
p=wiv,

1 I )
W = 2 — g2,

2

donde 7z es la masa en reposo del corpisculo. Todo ocurre, pues,
. como si a cada corplsculo estuviera asociada una onda , la funcidn
\ de onda, de la que depende, a través de | W |2, la probabilidad de
encontrar el corplsculo en el entorno de un punto dado. A decir
verdad, la idea primitiva de de Broglie fué la de interpretar 1 como
una “onda piloto” que dirige el movimiento del corpasculo, inter-
pretacion que, sin embargo, acabd por ceder ante la interpretacion
estadistica’ de Bohr. Con todo, la primera teoria de de Broglie
cfrecia ya las bases necesarias para el desarrollo de una nueva meca-
nica, la mecinica ondulatoria, la cual alcanzd con Schridinger la
forma en que actualmente se conoce. Schridinger perfecciond y
llevd a sus dltimas consecuencias la concepeién de las ondas de de
Broglie, inspirindose constantemente en ¢l modelo que le propor-
cionaba éste y en la teoria ondulatoria clasica de la luz. No cabe
entrar aqui en los pormenores de ese proceso. Por lo tanto valga
lo que sigue sélo como orientacion,

Hasta aqui, hemos supuesto un corpasculo libre. Si esta some-
tido a la accién de un campo de fuerzas que deriva de un potencial
V, la energia W no es ya (i-‘e caracter puramente cinético, sino ade-
mas potencial:

W = -+ V.
Limitindonos a la aproximaciéon no relativista se tendrd, pues,

x

W =

P+,

2m

a4 Cnsarm
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de donde p = v 2m (W — V) [cf. I 17]. Por consiguiente, en
este caso y admitiendo la validez en €l de la relacion de de Broglie

J =——, se tendrd
P

[11.24] =2
V2 D e

4 » T R
es decir, & varia de un punto a otro, ya que tal sucede con V. La
onda 1 no puede ser, en estas condiciones, una onda plana si ha de
obedecer a leyes semejantes a las de la 6ptica, sino de la forma

) —_——

[1I.23"] Wwe= o (xy,2)e M
expresion en la cual @ (¥, ¥, 2) es la amplitud de la onda
W '
F—
) b-\o ‘ Ny
Schrédinger consiste en suponer que la amplitud ¢ es solucion de
la ecuacion fundamental de la dptica ondulatoria para los medios
dispersivos

= 2 @ v la pulsacion. La hipétesis basica de la teordid de

2 87
47

Ag -
pero con el valor de & [II.24] que resulta de la relacion de de
Broglie. Resulta asi la famosa ecuacion de Schrodinger

=0,

[T 25] 'L\(p—}—g—ijﬁ(I'V_V) ¢=0,
XD

valida para ondas W monocromiticas, esto es, correspondientes a
estados del corpuisculo en los que la energia W = £/ v tiene un
valor determinado y con ella la frecuencia. Para obtener la lla-
niada ecuacion temporal de Schrodinger, que generaliza [11.25] ha-
ciéndola aplicable a aquellos estados en que no cabe hablar de un
valor de W, basta eliminar W entre [Il.25] y
2Y L woa
ob b

. K 2% Do
87 —— 1
R
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utilizando 2 la vez la propiedad de ser también v solucién de
[I.25]. Llevada a cabo la eliminacion se obtiene

2mi QY
e e =
B 3t
ecu:tcién que se suele escribir en la forma

hez ,
A4 Vop=ib* ——?—q.’

[T1. 26] Ay — »z—;;jm Voap - =

[ 267 - -
- 290

) Pues bien, si llamamos H a la expresion de la energfa del cor-
pusculo como funcidn de las componentes del impulso y de las
coordenadas &, ¥, 2, es decir, en las condiciones de validez de la
mecanica clisica no relativista,

i o .
H = 2m (Da® + Po® + P2) -+ V (%, 9, 2),

la substitucion formal en ella de p,, p,, p. por los simbolos de
derivacion parcial

[

—ip" S i b —ih

(5}
ox’ oy’ 0%
conduce precisamente a
oo o2 22 22y
2971 (ax2 T o )I Ve
simbolo operativo que ‘aplicado a la funcién 4 nos da el primer
miembro de [II.26']:
I -
{— o ( + +- ) + V(= y,Z)} W
ox?  Dy* 0%
b2 ( ol aka] o
T -+ + )M—V X, v, 2).
o \ow T T o FV (%y,2)

[M.27]  —

Se llama operador a un ente que permite hacer corresponder a
cada funcién de un cierto conjunto otra funcién. Por ejemplo, si
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f (2,9, %) es una funcion dada, la “multiplicacién por f (&, ¥,2)”
, P

[simbdlicamente, f (x, ¥,2).] es un operador; es un operador,

puesto que a @ (&, ¥, 2}, derivable, hace corresponder la funcion

oPixY,2 L S ;

ﬁ%’-«:}—’—g—, ete. Segtn esto, [11.27] es un operador deducido
X -

de la funcién clisica H mediante la substitucién arriba indicada.

Representdndolo por H, la ecuacién de Schrodinger [11.26°] se

escribe '

Ho=ib 2L
o

Es ésta precisamente la ecuacién fundamental de la mecnica ondu-
latoria, ecuacidn cuya validez se postula y que constituye su punto
de partida. Lo tinico que varia en los més diversos problemas es
la estructura del operador H, pero no la forma de la ecuacion.



