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TEORiA DE LA RELATIVIDAD GENERAL *

11, PRINCIPIO DE EQUIVALENCIA Y PRINCIPIO
DE RELATIVIDAD GENERAL.

La teoria de la relatividad restringida,reconoce como privile-
giados todos los elementos de una cierta clase de sistemas de refe-
rencia, los sistemas inerciales. Referidas a ellos, las leyes fisicas
toman la misma forma cualquiera que sea el sistema elegido dentro
de la clase y en este sentido los sistemas inerciales son equivalentes
entre si. Pero esa equivalencia en lo tocante a la expresion de aque-
Has leyes no se conserva cuando se comparan un sistema inercial 2’
y otro X acelerado respecto de X’ Precisamente el calificativo res-
tringida (o especial) aplicado al nombre relatividad, sehala la limi-
tacion del principio relativista a los sistemas galileanos y no aparece
hasta que se hace necesario distinguir el principio de relatividad
enunciado en 1905 de otro principio mis general de que se hablard
luego. No pasé mucho tiempo sin que el mismo Einstein sintiera
la necesidad de extenderlo 2 todos los sistemas de referencia, iner-
ciales 0 no, Porque, o el principio habfa de valer para todos ellos,
aun a expensas de modificar las leyes de la fisica clasica, o habfa
que encontrar la razén por la cual los sistemas inerciales se com-
portaban como sistemas privi]ctgiados. Einstein decididse por la
primera alternativa: las leyes fisicas deben conservar su forma

* Algunos de los puntos tratados en este capitulo presuponen ciertas no-
ciones de cilculo tensorial y de geometria riemanniana. Hemos recogido en
el apéndice las mds impertantes de entre elfas para no interrumpir con- aclas
raciones ‘el curso de la exposicién.

el
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cualquiera que sea ‘el sisternade referencia,  El punto de partida
fue el Nlamado principio de la equivalencia; cuyo contenido exami-
naremos a continuacion.

Hs sabido que en la cinemdtica clisica e} movimiento mds gene-=
2l de’ un sistema de coordenadas cartesianas ¥ respecto de otro

. > )
dado 2 se puede caracterizar por dos vectores v, v o, funciones

del tiempo, que representan la translacién y la rotacién instantd-
neas, respectivamente, de X respecto de ¥’.. Si O es el origen de
2 y P un punto cualquiera fijo con relacién a X, la velocidad de
P respecto de X es
- - -
W= (1) - O P A (2),
Luego, si un punto mévil M coincide con P en el instante z, su
. —> A ; !
velocidad v respecto de 3 valdra
T T R S
V=vF v, v v, 0P N,

—* . . : . e
donde v es la velocidad relative de M con relacién a v v, la velo-
. cidad de arrastre. De ahi se sigue, derivando respecto de z, que
entre las aceleraciones 4’ y ¢ de M respecto de 2" v % existe la
“telacidn
T Y e
W =da a0z Aw,

* —> o ¥
en la cual g, es la aceleracion de arrastre (esto es, la aceleracién del
punto P, fijo en &, con el que coincide M en el instante ) y el

- . s - T . .
sumando 2 w /\ v es la aceleracidn de Coriolis % que evidentemente
- —
se anula para v = 0 (caso de M en reposo en X) y para w = 0

(movimiento de translacion de X respecto de 37). Supongamos

ahora que ¥’ es un sistema de referencia inercial v sea F la fuerza
¥ . : - o1
que actia sobre el punto material M de masa #. 'En el sistema 3
las ‘ecuaciones diferenciales del movimiento de M se escribirin
= =
ma =F,

88 Llamada también-aceleracién complementaria o centrifuga compuesta;
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o lo que es.lo mismo,

< - T
ma+ma, +m. 20 Nv=1F,
—_ ., - - d*M
Pero a4 es la accleraciéon de M respecto de 2, a:—-{;—;; fuego
2

aM = - - =
o =F—m. tg—m. 20V

serdn las ecuaciones correspondientes al sistema 2. La ley funda-
mental de la dindmica newtoniana conserva, por lo tanto, /a misna
forma sea cual sea el sistema de referencia 2 respecto del cual se

[H. 1] 7]

miden las aceleraciones a condicion de sumar a la fuerza F que
acta sobre el punto material considerado dos. fuerzas “ficticias”™

— — >
— W . dg — 20N
(fuerza inercial de arrastre) (fuerza inercial complementaria)

proporcionales a la masa inevte del mismo. La fuerza inercial com-
plementaria es nula cuando M estd en reposo en 2 y cuando el
movimiento de ¥ respecto de la referencia galileana 27 es un movi-

. vy T2 .
miento de translacion (o ==0). La ccuacion [III. 1] demuestra que
es condicion necesaria y suficiente para que M esté en reposo en el

.
sistema = el que sobre ¢l actiic con fuerza F igual y opuesta cons-
tantemente a la fuerza inercial de arrastre:
- -
P, = 0.

, . - -
Es particularmente interesante el caso’en que 4, = — g = C*y

-_} ‘% L
® = 0. Si, ademis, F = 0 (punto material libre en ), [IIL 1] se
reduce a

. a2 —>
[HI. z] W LT,
d 12
esto es, M se mueve en X con movimiento uniformemente acelerado

. . = —
y para reducirlo al reposo es menester aplicarle una fuerza F =2 g

proporcional a la masa inerte #z ¢ independiente del instante que se
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considere y del punto de X en el que este M, Por otra patie, cons
sideramos un campo gravitatorio y en &l una referencia inercial 2%,
La fuerza I que acta sobre un punto material M sitnado ¢ P len
cl instante # ¢s €l producto de dos factores: un escalar 2%, la:madsu

pesante de M, que sélo depende de M, y un vcctmr_z. (P, £), el vectop
camipo gravitatorio que depende del punto, P, del can']}m y del ins-
tante que se considere, pero no del punto material colocado en P.
Por consiguiente, si 7z ¢s la masa inerte de A, ¢l movimiento de M
en I, estard regido por la ecuacion fundamental

d2 ;7[4‘ “—)

Mo = W g

dt?

Ahora bien, experimentos de gran precision llevados a cabo por
1 ot

%
Fétvis 0 han conducido a la conclusién de que la razon s
"

independiente del valor del campo y de la naturaleza y estado del
: . 3

punto material. El cociente es, por lo tanto, una constante que

siempre se puede tomar igual a Ia unidad sin més que elegir conve-

nientemente la definicidon del vector Campo-?{. De esa proporcio-
nalidad de la masa pesante a la gravitatoria, de su igualdad si se
quiere, s¢ deduce una importantisima consecuencia: Dado que siem-
pre cabe seguir que #7* = mz, la ecuacién anterior puede escribirse

(1L 3] m. i = ;
L1, 7 - T,
3 I 8

Luego, si el campo en cuestién es uniforme ¢ independiente del
tiempo, el movimiento de M respecto del sisterna inercial 2, bajo la

L. . . . — .
accidn del campo gravitatorio uniforme g es exactamente el mismo
que ¢l de un punio material libre respecto de un sistera de referen-

, . .. —> oy
cid S animado de una acelevacidén comstante —g con relacion a un
sistema inercial cualquiera. Las ecuaciones [TH.3] v [III.2], en
' ' M

efecto, son formalmente idénticas; en ambos casos =g

at

. 89-R. Fotvos, Math, und natarw, Ber, aus Ungarn, 8, 18go, pg. 653 Goth
Nachr., 1909, pg. 37
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Ante este estado de cosas, ¢por qué atribuir el fenémeno meca-
nico observado a causas distintas si los efectos son los' mismos? iPor
qué hablar en el primer caso de gravitacién y en el segundo de ace-
leracién absoluta? Y adviértase que, en el primer supuesto, el de

la existencia del campo g, bastaria elegir como sistema de referencia

. - . [ —>

un sistema X, animado de la aceleracion g respecto de %, para que
en 2, se tuviera, en virtud de [III.3] y [IIL.1],

a*M

m o - 0 »

ae
0 sea, para que 2 se comportase como sistema inercial y M como
punto libre. En este sentido, si “ficticia” es la fuerza inercial de

arrastre —2 g, no menos ficticia es la fuerza gratitatoria w2 g, v si

real se considera ésta, no menos real debe considerarse la otra, en
el supuesto, claro estd, que no exista ningln fendmeno fisico cuyas
leves sean distintas al darse en un campo gravitatorio o en un sis-
tema de referencia acelerado. Pues bien, lo que afirma el principio
de equivalencia es que asi ocurre, que los sistemas = y 2, son fisi-
camente equivalentes, equivalentes con relacién a todos los fend-
menos fisicos. De otra manera: las leyes fisicas toman exactamente
la misma forma en X,y X. Esto nos dice que eligiendo convenien-
temente el sistema de referencia podémos anular los efectos del

campo g sobre todos’los fendémenos fisicos, lo ciue constituye otra
manera de enunciar el principio en cuestion, Sie campo esta carac-

. . - L.
terizado en &, por el vector constante g, basta tomar ¥; animado

por la -;1cclc.l.‘acj6n§ respecto, de X, El nuevo principio puede ser
o no ser valido en general, pero de serlo, su eficacia desde ¢l punto
de vista heurfstico es innegable; porque, en tanto se pueda calcular
la marcha de los fendmenos en un sistema de referencia acelerado,
quedara con cllo resuelto el problema de determinar 2 influencia
de un campo gravitatorio uniforme sobre los fenémenos fisicos no
gravitatorios, por c¢jemplo la propagacién de la luz, y todo con
solo aplicar dicho principio 9, :

%0 A, Einstein, Uber den Einfluss der Schwerkraft auf die Ausbreitung
des Lichtes (Ann. der Phys., 35, 1911, 898-go8),

S
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En el razonamiento que precede se han utilizado las férmulas
de la dindmica newtoniana. Dado que el principio de equivaleiicin
fué formulado tomando como base Ja dindmica de la relatividad
restringida, se concibe que la definicion de:movimiento uniforines
mente acelerado que interviene en €l ha de ser la que corresponde
2 la cinemitica relativista, Sin entrar en los pormenores 9%, indica-
remos aqui que en ésta la nocion de movimiento uniformemente
acelerado se refiere a aquel movimiento de un punto material que
cumple la condicién de ser constante su aceleracidon referida 4l
sistema propio asociado al punto (cf. § %), movimiento al que Born
dié el nombre de mrovimiento biperbolico 2. La equivalencia, pues,
se establece entre el campo gravitatorio uniforme y estatico y ¢l
movimiento hiperbélico.  Ahora bien, las proposiciones generales
de la relatividad restringida no son vélidas en un sistema de refe-
rencia animado de un movimiento hiperbélico respecto de un’ sis:
tema -inercial. Por consiguiente, tampoco valdrin en un campo
gravitatorio, es decir, sus leyes sélo son aplicables a regiones en
que no se manifiesten efectos de gravitaci6n.

Se plantea ahora la cuestién de qué ocurre en el caso de un
campo gravitatorio no uniforme y tal vez ni estatico. Evidente-
mente, un campo de estas caracteristicas no podra anularse en todo
el espacio mediante la eleccion de un sistema de referencia ade-
cuado, por lo menos en general.” Que asi es, se advierte incluso

i P . or . — e
dentro de los limites de la aproximacién newtoniana: si g es funcion
de Py de # y define el campo con relacién a X, en el sistema 2

: o = 2 = <
canimado de la aceleracidn uniforme g* — g (P, £) respecto de X,

el campo se anula Gnicamente en el entorno del punto Py para
valores de ¢ que difieren en muy poco del valor ¢, o sea, la anula-
cién es solo local en el espacio y en ¢l tiempe; en puntos apartados
del P y aun en P para valores de r diferentes de #, la aceleracion
e N
global g* de =, no basta para neutralizar los efectos del eampo
g (P,t). Esa anulacién meramente local del campo de gravitacion
91 Cf., por ejemplo, P, Ehrenfest, On Einstein’s theory of the stationary
gravitation field (Proc. Amst., 15, 1013, 1187-1101),
92 Cf, M. von Laue, Die Relativitdtstheorie, vol. I, pgs. 8¢-go. (Braunsch-

weig, Fried. Vieweg & Sohn, rg21) o J. M, Plans Freyre, loe, cit,, nota. (41,
cap. IV
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genéral basta, sin embargo, para poder enunciar con sentido. el
principio -de equivalencia sin necesidad de limitarnos a campos
gravitatorios uniformes y estaticos. Obsérvese, ademds, que, ‘en
virtud de lo que precede, localmente valdra la teorfa de la relati-
yidad restringida, pues local es la anulacion del campo. En estas
condiciones, el enunciado definitivo del principio de equivalencia
en la teoria de Einstein es el siguiente: )

Dado un punto P del espacio-tiempo, existe siempre un sistema
de referencia X7, (X', X2, X5, X1) respecto del cual los efectos
de ln gravitacion, sea sobre el movimiento de los puntos mateviales
¢ sobre cualesquiera otros fendmenos fisicos, som nulos en un en-
torno suficientemente pequefio de P, tan pequefio que las variacio-
nes espaciales y temporales de la gravedad sean en él despreciables.

En particular, si ¢l campo es uniforme y estitico, el entorno
de espacio-tiempo del punto de universo dado 1})1]5(1(5 clegirse tan
grande como se quiera y con cllo anular los efectos de la gravi-
tacién en todo el espacio y para cualquier valor de #, con lo que
resulta la propiedad que afirmaba el principio de equivalencia en
su primera forma, ' '

Dado que en un dominio infinitamente pequefio de espacio-
tiempo el sistema de referencia 2% se comporta como inercial, estd
justificado admitir que con relacién a ¢él y en dicho dominio valen
las proposiciones de la relatividad restringida %3, al igual que con
respecto a otra referencia cualquiera que se deduzca de la 27 me-

diante una transformacién de Lorentz. Fsto va a permitirnos ex-
tender a la teoria general la nocién de intervalo. Sea 2 un sistermna
de referencia cualquiera (x, v, 2, ) las coordenadas en £ de un

9 Cf. A, Linsteln, Die Grundlagen der Allgemeinen Relativitiitstheorie
{Ann. der Phys., 49, 1916, 769-822), pg. 777. Fsiesta la memoria fundamental
de Ia teoria de la gravitacion de Finstein, Entré Ias que la precedieron figu-
ran como mis importantes: ‘1) la citada en la nota (go); 2) Lichtgeschwin-
digkeit und Statik des Gravitationsfeldes (Ann. der Phys., 38, 1912, 355~ 69);
1) Zur theorie des statischen Gravirationsfeldes (ibid. 443-458); 4) Zum
gegenwirtizen Stande des Gravitationsproblems (Physik. Z5. 14, 1913, 1249-
1266): 1) Entwurf einer verallgemeinerten Relativititstheorie und einer Theo-
rie der Gravitation (Leipzig-Berlin, Teubner, 1913}, en colaboracién con M,
Grossmann; 6) Kovarianzeigenschaften, der Ieldgleichungen der auf die
verallgemeinerte Relativitiitstheorie gegrindeten Gravitationstheorie (ZS. fiir
Math, und Phys, 63, 1914, 215-225), en colaboraciéon con M. Grossmann;
=} Die formale Grundlage der allgemeinen Relativititstheorie (Berl, Ber:,
1914, rozo-ro8s). Cf, también el articulo Relatividad, por E. Terradas, en
la Enciclopedia Espasa,

X
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punto de universo P dado, (x4 dx, y -}- dy, z - dz, ot - di) lag
de un punto de universo infinitamente proximo F =+ 4. En virtud
del principio de equivalencia, existe un sistema de referencin
E; (X1, X2, X%, X*) tal que en el entorno de P #* no se manifiesta
la influencia del campo gravitatorio y es valida la relatividad espe-
cial, con tal de referir los fenémenos fisicos que ocurren ex dicho
entorne a Efp Ahora bien, P -}- dP pertenece al entorno de Py,
por consiguiente, tiene sentido definir €] cuadrado del inzervalo en-
tr¢ Py P dP por la relacion
[T 4] ds?= (dX*)2—{ (dX1)2 4 (d X2)2 | (d XB3)2 }\ 95
d - g

(Xt = ct),
valor y forma que se conservan al substituir E; por cualquier otra
referencia deducida de EP por medio de una transformacién de

Lorentz. Por otra parte, es evidente que si &f = & (x, v, 2, t)
(i= 1, 2, 3, 4) son cuatro funciones mndependientes y continuas,
por lo demas cualesquiera, las cuaternas de nlimeros (1, x2, 43, x1)
determinan los puntos del espacio-tiempo y estdn a su vez deter-
minadas por ellos a través de la refercncia original 2. Es decir,
las cuatro funciones x* = x* (%, y, 2, t) definen en el espacio=
tiempo el mas gencral sistema de coordenadas. La interpretacidn !
fisica de las cuatro variables & no siempre serd ficil v aun es posi- |
ble que carezcan de ella %. Esto no tiene importancia, hasta cierto
punto, si las &% se deducen de cuatro variables &, ¥, 2, # acerca de

“las cuales se ha indicado explicitamente qué operaciones fisicas y

94 Kl enotrno de P fisicamente cs, en rigor, un entorno cualquiera de P
et el que se dan las condiciones de aplicabilidad del principio de equivalencia,
csto es, una region del cspacio tiempo en torno de P en la cual el campo
gravitatorio puede considerarse como pricticamente uniforme y estacionario
respecto de un sistema de referencia dado.

-8 Los nlmeros 1, 2, 3, 4 son aqui ¥ en lo que sigue superindices para
distinguir las cuatro . coordenadas, no exponentes, Ademds, v manteniendo
asf la definicién de ds generalmente seguida, se han cambiado de signo todos
los términos de la expresion de ds respecto de la antes adoprada {cf. pig. 42..

98- Fste es en general uno de los puntos mis delicados en la interpreta- 4
cion fisica de los resultados relativistas. He aqui algo que Milne ha visto con |
pranclaridad v por lo cual ha hecho objeto de apudas criticas a la teerfa |
cinsteinniana (cf. loc, cit, nota (39), pdgs. 341 ¥ 55, “Remarks on seneral '}
telativity™). Véase también A. Barajas, G. D. Birkhoff, C, Graef y M. San-"|
doval. Vallarta, On Birkhoff’s new theory of gravitation (Phys. Rev., 66, }
1944, 138-143). En la pig. 139 se lee: “Even in the simple case of Schwarzs-
child's. solution of the one body problem, no clear-cut physical interpretation 4
of the Schwarzschild coordinates seems to be available”.
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analiticas ‘es menester efectuar para deducirlas de mediciones’ de
‘magnitudes fisicas. Pero.de hecho es mis que frecuente. el dar
4 priori las coordenadas x* sin precisar qué relaciones guardan con
los datos de la observacion, en una palabra, cémo se miden las at,
bien sea mediata o inmediatamente,

Dejando al margen esta dificultad, que sélo su&ge en los pro-
blemas concretos, es claro que, introducidas como fuere las a?%, las
coordenadas X* (i = 1, 2, 3, 4), relativas a la referencia X7, serin

funciones de las #* y que, por lo tanto, se tendré

[ — d:‘ aXi ) s
dX ._.hél—é";i_— de
o bien
[T 5] AX'=of (31, .., 0 d b,

acuerdo con el convenio de Einstein, Ja repeticién del indice %
como subindice y como superindice indica que debe sumarse res-
pecto de ¢l desde 1 hasta 4 97. Si ahora se substituye en [III, 4]
d X% por su valor [TI1. 5] correspondiente a los puntos Py P d P,
esto es, con las & iguales a las coordenadas de P en el sistema (x)
v las da® tales que x' - & x* sean las coordenadas de-P - d P, se
obticne una expresién de la forma

ds? =gy dxtda®,

donde gy, = g5 son diez mbweros asociados al punto P y al sistema
de coordenadas (). Si, manteniendo éste, pasamos a otro punto de
universo Q y anulamos ¢l campo gravitatorio en €l y su entorno
cligiendo como sistema de referencia aquél cuya existencia afirma
- ¢l principio de eq.u_iv’alcncia, las cuatro relaciones entre las Xt de
EZ‘} v las &t permitirdn calcular en Q los valores de los diez Lk
asociados a Q siguiendo el mismo proceso que en el caso de P. Fn
resumen, fijado ¢l sistema de coordenadas (x), el principio de equi-
valencia permite definir diez funciones gy (x) = g (x) tales que,
para cada par de puntos de universo P y P --d P, infinitamente
proximos, la férmula

donde ai: son funciones conocidas de xt, ..., x¢ y, de

7 El mismo convenio se adopta en tode lo que sigue, salvo indicacitn
expresa, tanto si se trata de un solo indice repetido como de mds de une.
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[1I1.6] ds*= gy (%) d xt d &
da el cuadrado del intervalo entre Py P4-'d P. Si en vez do lds
a' se introducen nuevas coordenadas ¥ ligadas con las #? por las

. X L - ! Dt il
relaciones »% — &t (x1, ..., %), con lo cual d &% = —2" = zm
k] k]

’ai’:ﬂ&
basta substituir en [IIL.6] para obtener
' 3 ey - — s —
ds* =gy 2 -ﬂ’-’__ —Qﬁi— dx™d x = Lo A 2" d xr
a’_mﬂl a E::‘H

es decir, las diez funciones 8w 5¢ comportan en cada punto como
las componentes de un tensor covariante de segundo orden, ya que

entre las gy 'y sus transformadas g, en el sistema (%) existen las
relaciones :

'a xi a x;fe

gy o e (Fi

‘a x}?i a ;:EH

El campo de tensores gy (x) fué Ilamado por Finstein el cam-|
po G 8, pero las diez funciones gy, (#) se conocen también en Ja|
literatura relativista con el nombre de potenciales de Einstein. Cuan- }
do en una regién del espacio-tiempo es posible elegir un sistema de '
coordenadas respecto del cual las componentes del tensor gy son

Lonstantes, una sencilla transformacién lineal de coordenadas con

coceficientes asimismo constantes permite reducir [I11.6] a la forma

[1II. 4] y el tensor f;i;; a los valores galileanos (Z;ﬁc) =

-1 4] 0 1]
0 —I o o
o o —I o
0 4] o] I

no.ya en un punto, sino en toda aquella region. Se trata, en efecto,
del problema elemental de reducir una forma cuadritica — en este

98-A. Finsteln, lo¢. cit., nota (ico).
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caso la [III.6] — a una suma algébrica de cuadrados. En dicha re-
\ gibn ¥ con relacion al nuevo sistema de coordenadas vale la rela-
| tividad restringida v han desaparecido los efectos del campo grayvi-
" tatorio. Pero, en general, la reduccién de [111.6] a [Lil.4] solo
| serd localmente posible. Aun asi, esa reduccion local es suficiente
para poder afirmar que la esiructura de 1a forma cuadritica [IiL.6]
es esencialmente la misma de la [IIL.4], siempre que se¢ haga su
reduccién a una suma algébrica de cuadrados se obtendra un teér-
mino positivo y tres términos hegativos (forma cuadratica indefi-
nida de signatura —z}. Para vaf?;rcs reales de d »*, por lo tanto,
d's puede ser positivo, negativo o nulo, lo que permite clasificar
las direcciones d 4% que parten de un punto cualquiera del espacio-
tiempo en tres categorias:

i dat daxb < 0

i dat da® = 0.

B d xt dx"" > 0.

seudoespaciales,
isOtropas,
seudotemporales,

El espacio-tiempo aparece hasta ahora como un ente amorfo
desde el punto de vista geométrico, salvo en el caso de que sc trate
de una regién del mismo en la que el cuadrado del intervalo tome
la forma [III.4] respecto de una cierta referencia., En este caso,
es sabido que cabe atribuirle Ia estructura de un espacio seuido-
euclideo cuya métrica estd definida precisamente por [II.4]. Es

el espacio-tiempo de Minkowski. Fsto sagiere interpretar la forma-

cuadratica indefinida [I11.6] como forma cuadrdtica fundamental
de un métrica seudoriemanniana, es decir, interpretar ¢l tensor gu,
como tensor métrico y, por ende,

d 52 = d :Jr:" d 5\51““

-

como cuadrado de la “distancia” entre el punto de coordenadas x*
y el punto 2t - d x99, '

La estructara del espacio seudoriemanniano se reduce en una
cierta regién del espacio-tiempo a la de un espacio seudoeuclideo
cuando en ella el tensor métrico gy, ¢s de componentes constantes
en un sistema de coordenadas convenientemente elegido. Pero en
tal caso, y s6lo en este caso, para dicha regién y sistema todo ocu-
rre como si no hubiera campo gravitatorio alguno. Luego la des-

9 En el apéndice se da una breve resefia de los conceptos_de conexion
afin, conexién métrica v de los espacios métricos de Eddington, Weyl y Rie-
mann,

¥l
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viacion respecto del comportamiento seudoeuclideo traduce ln ¢xiss
tencia de un campo gravitatorio irreductible globalmente, es decii,
no anulable en una regién finita mediante la referencia a un sis-
tema de coordenadas apropiado y es esta propiedad la que caracte-

riza y distingue en la teoria de la relatividad general el cathpo gra- .
vitatorio frente al puramente inercial. Localmente y merced a ld

igualdad de las masas inerte y pesante, los efectos gravitatorios
aparecen como meros efectos merciales de naturaleza aniloga a la
fuerza de arrastre o a la fuerza de Coriolis de la dindmica newto-
niana. - Con otras Palabrﬂs, la gravitacibn, en tanto que fuerza, estd
ausente de la teoria de la relatividad, y un punto material sobre ¢l
cual, desde el punto de vista clasico, sélo actlia un campo de
aquella naturaleza se considera ahora como punto libre, al igual
que ¢l punto material libre de que se habld en la pig. 118y su tra-
yectoria como una trayectoria de inercia. En la mecanica de New-
ton, €sta es una recta L]luc_: ¢l punto material recorre con movimien-
to uniforme; su linea de universo en la mecdnica de la relatividad
restringida es una recta del esPacio—tiemp{) de Minkowsli, es decir;
una ﬁ;eodésica del mismo. Esto junto con la validez en pequefio de
la relatividad restringida, sugiere la hipétesis segln la cual la linea
de universo de un punto material no sometido a otras fuerzas que
las gravitatorias (punto libre en sentido relativista) es una geodésica
I" del espacio-tiempo. Las ecuaciones diferenciales del movimiento
de dicho punto son, pues, referidas al intervalo s como parametio

- d? at i Vda! dat
[TIL . X " i } X by

i Tk Ta Ta

i
d(mchL 'k} es el simbolo de Christoffel de 2* especie (cf,
ik .

Apéndice:
{ i 1 _ I u ( 0 8 . D Tt 9 &
|7 30 T D ak axfwa:cf' )
Eseritas en la forma
dz & i dal dab
e P S o



128 RELATIVIDAD

indican que en la teoria de Einstein son los diez potenciales gy (+/
los que representan el papel que en la teorfa cldsica de la gravitacidn
representaba el potencial escalar newtoniano. De ellos derivan los

; [ . . R
simbolos \l que determinan la fuerza gravitatoria, igual .ala
. { . ? ;
Lik J
2 gk

-aceleracion  generalizada Es sabido que las ecuaciones

r
[HI. 7] equivalen 2 la condicién

ds = extrewmm,
()
[1IL 8] 5 j di=0,
)

0 sea,

luego, & ds = 0 es la expresion einsteniana de la ley de inercia,
)

condicién determinante del movimiento del punto material “libre”.
Consideraciones anilogas a las que condﬁcen a postular la ley

de movimiento [III.7] (0 su equivalente III.8) para el punto ma-
| terial libre, muestran la plausibilidad de la siguiente hipdtesis: la li-
' nea de universo de un rayo luminoso es una geodésica de longitud
jnula, La Gltima condicién resuita de ser en E";‘D y para todo P de

3 :
dicha linea de universo d s? == (d 54)* — X (d x*)2 =0 y del carfc-
d=]

ter invariante (escalar) de 4 52, Si )k es un parametro afin cualquiera,
las ecuaciones diferenciales de la linea de universo de un rayo lumi-
noso son, por lo tanto,

d? x i Ydo dat
. o] o ——— e =
Lol a2 +{“«}dl an
con Ia condicidn
. ds 2 dxt dax
In . ] —r _= T —- =
I 9. ( dl) s g an 0
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- dxt da : ; _
Se puede demostrar que g, FrrTy es una integral primera ¢
L
[II.g], es decir, que a lo largo de cualquier linea integral de [I1lig]
' ) L. dxt dx’ i
——a lo largo de cualquier geodésica—— es gy FTRET = crel
Luego, [I11.¢,] queda satisfecha para todo valor de A si se cumple
. d xt d xt :
paia los valores iniciales de &1, ..., 4%, —— ..., . La igual-
. dd d i

dxt B
T tangente a la linea- de

dad [IIT.9;] nos dice que el vector

universo del rayo luminoso, es un vector isétropo. Su cuadrado
escalar, en efecto, es nulo en virtud de [1I1.¢;] sin ser

i d xt

dx T Tdn

¥, por lo tanto, es perpendicular a si mismo.

Al principio del presente parrafo se indicé que uno de los ob-
jetos que perseguia Kinstein con su generalizacién de la primitiva
teorfa de la relatividad era librarla de la poco satisfactoria sujecioén
a una, déterminada clase da sistemas de referéncia, los sisternas. iner:
ciales.. Pronto ‘se vid, ademds, la conveniencia de introducir en-la
nueva teoria no solo sistemas de referencia animados de movimien-
tos cualesquiera, sino los mds gcnemles sistemas de coordenadas
aplicables al espacio-tiempo. En rigor, la coincidencia espacio-

stemporal de los sucesos es el punto de partida de todos los procesos

de medicidn y la propiedad de coincidir dos sucesos se con-
serva cualquiera que sea el sistema de coordenadas elegido: coinci-
dencia de los sucesos implica igualdad de sus coordenadas y reci-
procamente. No hay motivo alguno, por consiguiente, para Jimitar-
nos 2. ciertos tipos de sistemas de coordenadas, salvo acaso razones
de comodidad en los problemas particulares. La teoria ha de cons-
truirse, pues, sin que aparezca vinculada a un sistema de coorde-
nadas particular. Pero entonces esa misma independencia con rela- |
cion 'a las coordenadas utilizadas deberd repercutir necesariamente. |
en las proposiciones que en ella se encuentran: aunque enunciadas
en términos de coordenadas, su contenido debe ser independiente de
codl sea el eriterio adoptado para hacer corresponder cuaternas de
nirneros &, a2, a8, xt a ios sucesos. En resumen, es menester ampliar

8
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el Prmupm’df.: relatividad formulado en la teorfa restringida’ mis
alla de los limites que le Imponian los sistemas inerciales. - Fl prin:
cipio de relatividad generalizado rezara, pues, asi:

Las leyes naturales som solo enunciados acerca de coimcidencias
espacio-temporales; por COnsiguiente, encUentran Su expresion tnicd
natural en ecuaciones covarigntes em geneyal 190,

En otros términos, la formulacién matemdtica de las leyes fisi-
cas debe ser de tal naturaleza que, aun cuando necesariamente se
hace uso de un sistema de coordenadas, lo que en ellas se expresa no
ha de depender del sistema de coordenadas utilizado. Ya en la
geometria se encontraban precedentes en un anilogo estado de
cosas: también la geometria analitica hace uso de coordenadas pero
s0lo aquellas propiedades que no reflejan el sistema de coordenadas
adoptado son propiedades geométricas del objeto que se considere.-
Las proposiciones geométricas enunciadas en términos de coorde.
nadas han de decir lo mismo cualquiera que sea el sistema de éstas.
il instrumento idoneo para su formulacion es el algebra y el and-
lisis tensorial. No es maravilla, por lo tanto, que las magnitud;;s
fisicas y geométricas encuentren su representacion analitica mdas
adecuada en los tensores, y las leyes fisicas y geométricas en ecua-
clones tensoriales: si éstas se cumplen en un sistema de referencia

particular, camplense también en cualquier otro sistema. Asi ocu-

I‘lt ch;n las leyes fisicas (.71 y [Mi.g], [Ill.91]: los primeros
miembros de [IIL 7] y [1IL 9] son la derivada covariente respec-
! gt
to de A del vector 5 » © decir, componentes de un vector,
dxt dxt ' 4
J g esun escalar, cuadrado del médulo del vector
Si m‘rllos son en un sistemna de referencia, nulos serdn en todos los
demas,
El principio de relatividad y ¢l de equivalencia son los puntales

8

. de la teorfa einsteiniana. Pero mientras el primero tiene un cardcter

_f_undamental, la fuerza del segundo es mas bien heuristica v no
siempre conduce a resultados correctos. Veamos por qué. La teo-
ria de la relatividad restringida es vidlida {inicamente en aquellas

regiones del espacio-tiempo en las que cabe definir un sistema de

] 1120 A, Finstein, Priuzipiclleg zur - aflgemeinen Relativititstheorie  (Ann.
der Phys,, 55, 1018, 241-244), pag. 241,
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referencia con relacién al cual las componentes del tensor métrico
£ son constantes. Para que ello sea posible es necesario y basta
que en la region de que se trata sea nulo el tensor de curvatura

, 2 ' Gl { : }
Ri oh —— S — J|—
. a.’ﬁ:kljhj 28 L s

+ {;‘:} {:]‘;} o {:.n} {;k}-m

La region se llama entonces plang y es en las regiones planas y sélo
en ellas donde vale la relatividad restringida segin Einstein. Ahora
bien, supongamos r_}uc las leyes a que obedece un cierto fendmeno
fisico se han establecido fara una region del universo en que el
tensor de curvatura es nulo — por ejemplo, las leyes de Ia relati-
vidad restringida. La generalizaciéon de dichas leyes a regiones del
mismo en que dicho tensor no sea cero no siempre sera legitima,
en particular no lo serd si la expresion correcta contiene el tensor
de curvatura. Al aplicar el principio de equivalencia para obtener
las leyes de los fendémenos fisicos dentro del marco de la rela-
tividad general, se recurre a la existencia del sistema Ej'; en el que,

[1.10]

al anularse localmente el campo gravitatorio, vale la relatividad res-
tringida en el emtorno de P. Pero esta validez es sélo aproximada
y hay que fijar el orden de aproximacién. Un estudio mas deteni-
do demuestra que como sistema %% se puede tomar cualquier sis-

tema de coordenadas respecto del cual v en el punto P los poten-

« ciales gg. (x) son-estacionarios, esto es, en P y en dicho sistema se

J 8iw
—
sor métrico. Pero salvo si en P se anula el tensor de curvatura, no
es posible conseguir la anulacién en P de las derivadas segundas.
Luggo, sien P es RY . 4 == 0, toda ley en que figuren las derivadas
sepundas de gy serd esencialmente distinta de la que corresponde
2 1ng region plana, en la que, por ser constantes los potenciales de
[linstein eligiendo convenientemente el sistema de referencia, todas
las derivadas, cualquiera que sea su orden, son nulas. Por ende,

anulan las derivadas primeras de las componentes del ten-

1L Para: representar el tensor de curvatura se encuentran en los diferen.
tes autores las s diversas notaciones, Al cotejar las férmulas que -dan
conviei tener .en cuenta este hecho.



132 RELATIVIDAD

cabrd substituir en P la ley general por la restringida s6lo si son
despreciables en P y para Ej‘; los walores de dichas derivadas. se-
gundas, lo que nos da un criterio para fijar el orden de aproxima-
cion de que hablibamos. Lo que afirma ¢l principio de equivalen-
cia es que algunas de las ecuaciones diferenciales fundamentales de
la fisica son .l§1§ mismas para una region en la que R¥, gy =0 que
para una region plana. Entre ellas se admite que figuran las que
rigen el movimiento de un punto material libre y la trayectoria de
un rayo luminoso. Mas es cvidente que debe haber fendmenos que
obedecen a ecuaciones en las que aparece RY sz, de lo contrario
no_habria Rosibilidad alguna de conocimiento de la curvatura del
universo. esta clase de fenémenos no es aplicable el principio
de equivalencia 102, '

12. ECUACIONES DEL CAMPO GRAVITATORIO.

. Se dijo en el parrafo anterior que Ia gravitacion en tanto que
fuerza estd ausente de la teorfa de ]la relatividad general v que los
cfectos gravitatorios son, ante esta teorfa, esencialmente de 13 mis-
ma naturaleza que los efectos inerciales. Las masas gravitatorias 108

| cambian en ella el papel de generadoras del campo de gravitacion

- por ¢l de clementos determinantes de la métrica del espacio-tiempo

a través de los potenciales de Finstein Zi (x).. Pero hasta ahora na-
da se ha dicho acerca de qué magnitudes vinculadas a un sistema
material intervienen ¢n la ﬂcrerminaci(’)n de los potenciales ni qué
ccuaciones las ligan con éstos haciéndola posible. En la teoria
newtoniana de la gravitacion, el campd, en un instante dado, de-
pende exclusivamente de Ja distribucién en el espacio y en dicho
mstante de las masas materiales, distribucion representada por un
escalar p, la densidad mecénica, v sc define mediante otro escalar,
CIIP‘-}E@“C‘RI V, del que deriva’la fuerza merced a la conocida
relacién

—
F=—grad V.

TE? Ef .}ch.lmgto_n,.‘lbc. cit, mota (39), pdgs. 39 a 41y 77, ) .
iddington distingue dos acepciones del términe masa gravitatoria:
a) la qu c01‘rcslpoudc a lo que hemos llamado mase pesante y que traduce
14 respuesta de'la particula material a la accién del campo gravitatorio, v, )
la masa gravitatoria en tanto que eclemento caracteristico  del poder de ia
particula para crear un campo, Empleamos aqui . muasa gravitatoria en el
segundo seatido. (Cf, Joc. cit., nota (39}, pig, 128). :
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El nexo entre €l escalar p y el escalar ¥ se expresa en forma dife-
rencial mediante la ecuacicon de Poisson

[, 11]
donde ¢ es la constante newtonigna de ly gravitacién.

AV =gmen,

£ =6,663.107% cm® gr1 seg?,

La ecuacién [III. 11] es una ecuacién entre derivadas parciales de
segundo orden que se reduce a la ecuacion de Laplace

ML 114] AV =0

en las regiones no ocupadas por la materia, esto es, aquellas en
que p = 0. Ante ¢l hecho de que la teorfa de Newton, cuya ccua-
cion fundamental es la [III. 11], explicaba la inmensa mayoria de
los fenémenos astrondmicos, era de presumir que una teoria de la
gravitacion que diera cuenta de aquellos pocos que no encajaban
en el modelo newtoniano, habia de contener éste por lo menos
como primera aproximacion, y que sus ecuaciones debfan mostrar
un cierto parecigo formal con la [III, 11]. Ademas, en virtud del
principio de relatividad, las nuevas ecuaciones debian ser necesa-
riamente ecuaciones entre tensores, condicion que, al fin y al cabo,
también cumple la [IIL 11] respecto de las transformaciones de
coordenadas en el espacio ordinario. Por todas ‘esas razones, Eins-
tein admitié que las ecuaciones en la gravitacion habfan de ser de
segundo orden res];ecm de los diez potenciales gy, y su estructura,
por analogia con [III. 117, la siguiente

3 Gy =kTy,

donde Gy es un tensor formado exclusivamente a partic de las

componentes gy del tensor métrico, Ty un tensor que representa |
el .comportamiento de la materia y % una constante, Faltaba cle- |

gir Ty, Yy Gy

Ya cn la teorfa de la relatividad restringida se habfa demostrado
que, desde ¢l punto de vista dindmico, un medio material continuo
queda completamente definido por un tensor de espacio-tiempo de
sefjundo orden que, en cierto modo, constituye la gencralizacién
del tensor de los esfuerzos de la elasticidad cldsica. Fste tensor, al
que se dié el nombre de tensor de energia-impulso, tienc en clla
POrcomponentes contravariantes

(ML 12] T = puta’— X", (¢ = velocidad de la luz)
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. dxt
donde #t = 5 b es un escalar y X' estd ligado con el concépto
s .

clasico de esfuerzos internos. Las componentes del tensor de ener-
gia - impulso, ademis, no son independientes, sino que se las con-
sidera sujetas a la condicién
K D Tk
[T, 13] —_—0
ox*

que expresa la anulacion de su divergencia. Pues bien, Einstein eli-
gi6 como tensor Ty precisamente ¢l tensor definido por [HI.12],
conservando a la vez la ley [IIL 13] que, debido al cardcter rie-
11}1:11171.1':1110 del espacio-tiempo de la relatividad general, se escribe
ahora

M. 13] Ve TH =0,

siendo V75 el simbolo de derivacién covariante respecto de &% (cf.
Apéndice). Hay que advertir que los elementos del tensor, su
expresion analitica, dependen esencialmente de la naturaleza del
medio material. Asi, por ejemplo, para un flidido perfecto se tiene,
por definicién,

’1"‘3?5 — o2 L ui u?ﬂ -[__ ,p (u’i u]‘.‘f — gik-) ;

para el llamado fl#ido incoberente, constitufido por un gran ndmero
de corplsculos ninguno de los cuales actia sobre los demds, es

Tii‘.} — 2 [ u'io Rﬂ: ;

para la radiacién, si U es la densidad de energia y 8, = 0 para
m w47 ¢ igual a 1 para w2 = 7,

rh=2ysie Ly g,
44
3 3
En cnanto al tensor G, la condicién [111.13;] junto con Gy, =
k Ty, obligan a que ¥/, G* = 0. Es decir, entre los tensores que
dependen de gy v sus derivadas parciales hasta el segundo orden,

bay que elegir uno cuya divergencia sea nula. Ambas condiciones
retine el tensor
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[, 14] . Ry, — Tgm R,

donde Rj; es €l tensor de curvatura contracto de Ricci-Einstein,
. o 77} ‘[ fe) 774 1

R@',?é = R-mﬂcm e {. E— {.
[T 14'] o i m] o li kf T

i
[ m I {f mo (] L
+{L‘3 kj i m jﬁ'

1
| S
| le m| (i kj

y- R el escalar de curvatura,

R=g" Ry =R .

Dicho tensor, en efecto, contiene exclusivamente g#* y sus deriva-
das hasta las de segundo orden y su divergencia se anula idéntica-
mente. A €l cabe afiadirle atin un término de la forma A gy (A=

. 1 .
constante) sin que el tensor suma (Ry—— gy R) -+ & gy, deje de
2

poseer nirguna de estas propiedades, cualquiera que sea la cons-
tante 1% Se puede demostrar que €l tensor

i
Rﬂ.;-—";“ng +?bgm

con A constante arbitraria, es el tensor mas general que contienc

“exclusivamente las componentes gy, del tensor métrico, sus deriva- |

das primeras y segundas, es lineal respecto de éstas y su divergencia |
se anula idénticamente 195, Fste es el tensor que introdujo Einstein
en su ley de Ia gravitacidn, la cual, por o tanto, se escribe

. 1
[TIL 15] Ry, — 8w R4Agw =~y Ti,

10¢ En virtud del teorema de Ricel, 7/,8% == 0. La demostracion de

Lo . .
Ja identidad (R — — pik — 0 puede verse, por ejémplo, en Eddington,
% - I por ¢jemy g

Vddington, loc. cit,, nota (10}, pg. 115, o en L, Brillouin, Les tenseurs en
wnecanique et en elasticité (Paris, Masson, 1938). .

165 Cf, H, Weyl, Raum-Zeit-Materie (Berlin, Springer, 1921), pgs. 210
¥ ss. y apéndice TI,
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donde y es una constante (constante einsteiniana de la gravitacion,

8me . g
% =-—). A decir verdad, el término en k— ¢l tan famoso como
¢

discutido término cdsmico — no figuraba en las ecuaciones eins-
tenianas del campo gravitatorio, tal como fueron formuladas por
vez primera %, Mis tardes!® el mismo Einstein lo incorpo-
16 a su teorfa para hacerla compatible con el postulade ' de
Mach (cf. pdg. 135), aunque pronto se advirtié que, en todo caso,

el valor de la constante cdsmica \ debia ser necesarizmente muy
| pequefio. Finalmente, no considerando vélidos los argumentos que
' le condujeron a su introduccién, Finstein se incliné de nuevo a la

hipétesis 2 - 01, Sin embargo, otros investigadores que han

estudiado el problema de la estructura del universo considerado
como un todo, Eddington en primer lugar, mantienen el término
cosmico en las ecuaciones de la gravitacién.

Si en las ecuaciones [IIL.15] se contracn los indices ik, resulea
la relacidn

R:.‘.’}}b—'—xT,

= 1t . .
en la que T'= T, es la traza del tensor de energfa - impulso, Subs-
tituyendo este valor de R en [III.15], obtenemos las ecuaciones
equivalentes

UL 15] Ru~hgp=—% (Tio——gu T) |
2

rjuc en ¢l vacio se .reducel{ a
[TIL. 16] R =k gy = 0,

puesto que en €l Ty, = 0. Las ecuaciones [III, 15] y [IIL 167 son
las que Einstein propuso en substitucién de Jas ectaciones de Pois-
son y Laplace, respectivamente. Se suele Wamar problema interior
el que persigue la determinacién de los potenciales gy, a partir de

[ML.x5:] [o II.15] dados Ty y las condiciones de contorno, y

106 Berl. Ber,, 1915, pg. 844.
07 A, Einstein, Kosmologische Betrachtungen zur allpemeinen Relativis
titstheorie (Berl. Ber., 1917, p, 142). Cf. también, A. Einstein, loc. cit, no-
ta (roo), pig. 243.

108 A Finstein, Zum kosmologischen Problem der allgemeinen Relativis
titstheoric (Berl. Ber., rg31, 235-237).

)
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problema exterior el que se basa en las ecuaciones [III.16]. Ahora
bien, dado que las diez ecuaciones gravitacionales no son indepen-
dientes, pues estan ligadas por las cuatro relaciones que €xpresan
la anulacidn idéntica de la divergencia del tensor

I
Ry _T Lix R + A Bir s

la, solucién del problema no es tnica, sino que dependerd en gene-
{ral de cuatro funciones arbitrarias. Sin embargo, las soluciones
" asi- obtenidas no son fisicamente distintas, mas bien corresponden

a la absoluta libertad que se posee en lo que atafic a la eleccién del
sistema de coordenadas. - i
Las ecuaciones de Einstein solo se han podido resolver en unos
pocos casos particulares debido a las considerables. dificultades
analiticas que presentan. El problema se simplifica notablemente
cvando es posible elegir un sistema de coordenadas del que a priori
se sabe que, con relacién a ¢l, los potenciales gy, son independientes |
de una de las coordenadas, coordenada precisamente de caracter |
temporal (sisterna estacionario). Si ésta es la x4, las relaciones de
la pdgina 124 nos dicen que es necesario y basta (li.)_ara que esto
Ultimo ‘ocurra que g, sea positivo. En efecto, las direcciones de
las lineas de coordenadas x* son entonces y solo entonces seudo-
temporales en todos sus puntos. El sistema de coordenadas es, pues;
estacionario, por definicidn, si se cumplen las dos condiciones

0 i
oxt

.

8y >0

En este caso, el intervalo correspondiente a un corrimiento cual-
quiera dx; es independiente de Ia coordenada x4, la cual sucle inter-
pretarse como variable tiemzpo. Cuando, ademds, en un sistema
estacionario, cabe conseguir que 8= O, el sistema
de coordenadas recibe el nombre de sistema estdtico 19, Por ex-
tension, el campo se llama estético o estacionario si es posible esta-
blecer en ¢l un sistema de coordenadas estitico o estacionario,
respectivamente. Hablando en términos generales, puede afirmarse

“g?.:E = gﬁrl =

109 Tisra es la terminologia de T. Levi Civita (Fondamenti di meceanica
relativista, Bolonia, Zanichelli, 1028; pag. 45). Eddington llama estétices a los
estacionarios 'y estdticos reversibles a los estiticos en el sentido ' de  Levis
Civita: (loe. ¢it,, nota (39), pig. 81).



. respecto de un sistema de referencia adecuado. Por fg’emplo el
\problemma de Brillouin, que persigue la determinacién

| gravitatorio interior y exterior originado por una masa esférica de
' flhido perfecto en reposo y en la que 1 es una funcién dada de
- la distancia al centro, ha sido resuelto rigurosamente por M. Bril-

“Rendus, t. 174, p. 1585).

‘por la presencia de la partfcula, comncide con ¢l campo exterior de
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que, salvo en los casos de campos de esa naturaleza, el problema
de la determinacién de las gy, es practicamente insoluble, Asi, estd
todavia por resolver el problema de los dos cuerpos ly por plantear
el de los # cuerpos. Mas abordables se presentan los campos’' de
simetrfa esférica, esto es, aquellos en que el cuadrado del intervalo H
es de Ia forma i

ds? == A(r) di2 — B(v) dr® — C(r) (d6? 1 sen? ¢ de?)

el campo

lovin ¢ al igual que Ia generalizacién del mismo, debida a Haag 111,
al caso de que existan tensiones internas distribuidas con simetria
esférica.

Hace ya bastantes afios fué famoso el problema de Schwarzs-
child, cuyo objeto es hallar el campo gravitatorio de una esfera
mdsica homogénea fija. Planteado y resuelto -aproximadaments
por Finstein 12 en 1915, la solucién rigurosa se debe a Schwarzs-
child 8, El gran interés que despertd resulta de que el movimiento
de un plancta en el campo exterior del Sol puede considerarse,
esquemidticamente, como el de un particula en el campo de una
esfera mésica homogénea, campo que, al suponerse no perturbado’

Schwarzschild. FEn estas condiciones, la particula (el plancta) se

mueve libremente a lo largo de una geodésica del espacio-tiempo
de métrica

2 M ged a2
2 M

1-—
F

[II1.17] dst=c? §§ | _

~ 7% (dg? -

-+ sen? @ do?) ,
110 M. Brillonin, Champ isotrope. Sphére fluide hétérogine (Comptes

11 I. Haag, Sur le probléme interienr de Schwarzschild dans le cas
d'une sphére hetérogéne.. (Comptes Rendus, t. 176, p. 658),

112 A, FEinstein, Erklirung der Perihelbewegung des Merkur aus der
allgemeinen Relativititstheorie (Berl, Ber., 19135, p. 831}, )

118 K. Schwarzschild, 'Uher das Gravitationsfeld eines Massenpuriktes
nach der Einsteinschen Theorie (Berl, Ber,, 1916, pigs. 189 y 424),
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que es la correspondiente al problema exterior. Si se determinan
las ecuaciones de las geodésicas, se encuentran en primera aproxi-
macion las érbitas keplerianas y en segunda aproximacién érbitas

! no cerradas anilogas a la que resultaria de l2 rotacion de una Orbita
i kepleriana en su plano y en torno del foco. El valor del correspon-
. diente. corrimiento del perihelio resulta ser, en cada revolucidn,

- Gmem Mc?
Aoy = __'—“‘"2p » (?}1 == )
c "
o bien por siglo, en funcién de la excentricidad e y ¢l semieje # de
la. 6rbita kepleriana,

3em 36525
c2 a1 — ¢?) T

donde T es el periodo, 7z la masa del Sol y € la constante new-
toniana de la gravitacion, En particular, para los cinco primeros

(Aw),= 2x

planetas los valores calculados de (Aw), y de los. productos

e(Aw), son, en segundos de arco 114,

(Aw), ¢ (Aw),
Mercurio . .......... .. 43703 8,847
Venus .oovevvinnnnnnn.. 8,63 0,059
Tierra ............ beee 3,84 0,064
Marte ... ol 1,35 0,126
Japiter ......... ... . 0,06 0,002

Es menester advertir que para juzgar acerca de la adecuacion o
no adecuacion de estos valores tedricos hay que compararlos, no
con el corrimiento secular del perihelio que resulta de las obser-
vaciones, sino con la diferencia observacién—cﬁ]cult?, efectuado éste
teniendo en cuenta las perturbaciones de los demds planetas sobre
aquél de que se trate y de acuerdo con la mecéanica celeste d?‘_s‘lca..
Por ejemplo, para Mercurio y Ia Tierra ¢l corrimiento observado
es por siglo, segtin Clemence,

114 ¢z, M. Clemence, The relativity effect in palnetary motions (Rev. of
Mod. Phys., 1947, pg. 361}. Cf. también, G. Darmois, La théorie Einsteinicnne

de la-gravitation. Les verifications expérimentales (Act. Scient., vol. 43, Paris;
Hermann, ‘1932), pg 17,
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Mercurio Tierra
5599774 £ 0,41, 618377 & 1,1,
y el caleulado,
5557718 * 0,85, 6170”1 * 2,5,
La diferencia observacién-cdleulo es, por lo tanto

42"”,56 =+ 0,04, 476 =2y,

y dado que el cfecto relativista para uno y otro planeta es
n = # =
43”03 7 0,03, 37,8 = 00,

csbe afirmar que los resultados de la teorfa cinsteiniana de Ia gra-
vitacién se ajustan bastante bien a la observacidn, por lo menos en
estos dos casos. FEn cuanto a las discrepancias que aun subsisten,
entre los valores observados y los calculados, por lo demas pe-
quefias, pueden ser debidas tanto a los errorcs de observajién como
a los valores atribufdos en los calculos 2 las masas de los planetas,
aunque quizd procedan en parte de la propia teorfa.

Que entre el movimiento efectivo del perihelio de Mercurio y
el que permitia prever la mecénica de Newton existia una diferen.
cia que solo se podia explicar, en el esquema newtoniano, como
efecto de una perturbacién, era un hecho ya bien conocido mucho
antes de la aparicién de la teorfa de Finstein. No se trataba, pues,
de un fendmeno que ésta hubicra predicho. Pero, de acuerdo con
clla, Ia linea de universo correspondiente a un rayo luminoso es una
geodésica sujeta a la condicién ds =0 en todos sus puntos. En
particular, para el campo de Schwarzschild [1IL.17] se encuentra
en segunda aproximacion la curva plana

S (reost g 4 2 rsentq), (4=C)

[II1.:8] A4 :’rcosip -+ £
. Ae

mientras que, segin la dptica geométrica cldsica, debiera ser

A =7 cos ¢,
Sto es, una recta. Se preserita con ¢sto una oportunidad de ‘con-
trastar con Ja experimentacién una consecuencia de la “teorfa de

la relatividad que apuntaba a un fenémeno hasta aquel entonces no
observado: los rayos luminosos debieran desviarse de la trayectoria
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rectilinea clasica'al atravesar el campo gravitatorio solar, ya que éste
puede considerarse sensiblemente como un campo de’ Schwarzs-
child y asi ocurre en ¢l de ser’ fisicamente correcta la nueva teorfa;
Es facil deducir de la ecuacién anterior, por cjemplo pasando 2
coordenadas cartesianas, que la forma del rayo luminoso [1IT. 18]
es semejante a Ja de una rama de hipérbola cuyo foco estuviese
en el centro del Sol, y que las dos asintotas que posce forman entre
st un 4ngulo que vale, con gran aproximacién,

__4&m
=

Para comprobar con una cierta exactitud este efecto, puramente
relativista, de la gravedad sobre los rayos luminosos, conviene que
el valor de 4, igual a Ia distancia que del centro del Sol pasa Ja recta
de la teorfa cldsica, sea el menor posible, es decir, conviene que ‘el
rayo luminoso sea casi tangente al Sol. Fsta condicién se cumple.
evidentemente, al observar una estrella que aparece proxima al lim=
bo solar, observacién posible en ¢l curso de un eclipse total. Pues
bien, para el Sol y tomandu para A el radio del mismo
(A = 697000 km), resulta ser o — 1”,75, mientras que de las obser-
vaciones efectuadas en Sobral 'y en Ia isla del Principe durante el
eclipse del 29 de mayo de 1919 se dedujo una desviacién igual a
17,08 == 0,12 ¥ 17,61 = 0,30, respectivamente 5. Bl acuerdo es, pues,
satisfactorio, tanto mds cuanto gue estos valores se encuentran en
los Iimites de lo que permiten obtener las técnicas seguidas en
astronomia. :
Finalmente, consideremos un dtomo en reposo en ¢l campo

118 F. 'W. Dyson, A, S. Eddington y C. Davidson, A determination of
the “deflection of liﬁ{llt by the sun's gravitational field, from observations
made at the total eclipse of may- zg, 1919 (Phil. Trans., 220, 1920, 291-333);
E.: Freundlich, H. von Kliber, A, von Brunn, Uber die Ablenkung des
Lichtes im Schwerefeld der Sonne (ZS, fir Astrophys., 3, 1931, 171-1G8),
quinta comunicacién acerca de los resultados de la expedicién de Potsdam
para la observacién del eclipse solar del 9 de mayo de 1929 en Takengon
(Norte de Sumatra). La desviacién obtenida fué de 2”24, La discusion: de
este resultado, bastante supetior al que indica la teoria de Finstein, puede
verse ‘en, H, Ludendorff, Uber die Ablenkung des Lichtes im Schwerefeld
der Sonne (Astron. Nachr., 244, 1932, 321-3 30}, R, J. Trumpler, The deflec-
tion of light in the sun’s gravitational field (Science, 75y 1932, 538-540). Ey
menester advertir que la cuestién es muy delicada en lo que @ precision de Tas
observaciones s¢ reficre,

|
|
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[IL 27], con lo cual dr=df=de=0 ¥y

' 2 M
ds = 2 ( I—--—~——~)dt2

¥

De ahi se sigue que el periodo de vibracién del mismo es inversa-

2 M .
- . En efecto, los intervalos co-

mente proporcional a I—

-
rrespondientes a dos procesos iguales que se dan en 4tomos iguales
son iguales entre si; luego, para dos dtomos en reposo a las distan-
cias ¥y y 72 del centro del campo ser

T EAL, Y I,
I/ I'-—-z ’111:VI—-Z ]12.
1 Yo

En particular, para 7, igual al radio del Sol (r; = 6g7000 km) y
¥y igual a la distancia media de la Tierra al Sol (53 = 149666000 km)
resulta Co

V‘ M ( 20547 ) 1/2
I — I — —e [ O
Tl ¥a

. 1,50
T = —-—:————:—_&: = o=y -} 2,1, 1078
2 / 2.4 2.1
I'i ( - 7 p ) 1/2
. 1 0,697

ya que, para el Sol, M = 1,47. Esto indica que las radiaciones emi-
© tidas por un atomo de un cierto elemento, situado en el Sol y las
que emite un dtomo del mismo elemento en la Tierra han de apa-
recer corridas en la escala de longitudes de onda (o de frecuencias)
precisamente en la cuantia dada por la férmula anterior, y como,
segln ésta, Ty > Ty, las rayas del espectro de un elemento emitido
en el Sol sufren un corrimiento hacia el rojo respecto de las del
espectro del mismo elemento emitido en la Tierra 126, Este efecto,
debido al campo gravitatorio solar, es extraordiélariamentc pequeiio

(0,008 A para una longitud de onda de 4000 A) y muy dificil de

i16 F] hecho de no estar en reposo dichos dtomos en el sistema de refe:
rencia-de Schwarzschild no influye en el resultado numérico, pues tomar en
cuenta el estado de movimiento da lugar a términos muy pequefios Téspecto
de los que corresponden al reposo,
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comprobar a causa de superponerse a él otros efectos de corrimien|
to tales como el efecto Doppler, el de presion, el de temperatura,
etc. Con todo, las observaciones parecen indicar un corrimiento re- |
sidual que ¢s del orden del que predijo la teoria de la relatividad 117,

Ademis, dado que el efecto es sensiblemente proporcional a M

cabe intentar estudiarlo en el caso de estrellas gigantes. Las obser-
vaciones realizadas en la compafiera obscura de Sirio parecen con- |
firmar la férmula relativista,

13.  EL CAMPO ELECTROMAGNETICO.

Tanto la teoria electromagnética.de Maxwell - Lorentz como la
de la gravitacién de Einstein son teorfas de campos regidos por sis-
temas de ecuaciones entre derivadas parciales hasta un cierto orden,
Dadas las condiciones iniciales y de contorno 118, el estado del cam-
o queda determinado por las ecuaciones del campo, electromag-
netico o gravitatorio, en cada punto y en cada instante, esto es, en
cada punto de universo. Pero al igual que la teorfa de Maxwell
ignora el campo gravitatorio, nada se dice en la teorfa de Einstein

acerca del campo electromagnético. Los dos campos coexisten en

Ia naturaleza, pero totalmente ajenos el uno al otro. Este estado de
cosas es muy poco satisfactorio por mds de una razén. El nexo
intimo entre materia y electricidad, por ejemplo, sugiere la exis-
tencia de vinculos entre el campo gravitatorio, que en la teorfa cld-
sica se atribuye a la primera, y el electromagnético, cuya causa se
reconoce en la segunda. Por este y otros motivos, en los Gltimos

“ afios de la segunda década del siglo actual se abordé el problema

de encuadrar en un esquema tnico la teorfa de Maxwell - Lorentz
y la de Linstein. Asi surgieron diferentes teorfas a las que se dio
el nombre de teorias umificadas, si bien hoy se reserva éste para

137 Cf., por e¢jemplo, J. Everhed, The red shift ot the iron lines at the
edge-of the sun (Month, Not., 96, 1936, 152-1 59), donde se hace constar que,
ademis del corrimiento relativista hacia ¢l rojo, parece que existe un *efecto
de borde” ‘del cual no se conoce ninguna explicacion satisfactoria. Cf. tam-
bién su articulo, The red shift of the D lines of sodium in the sun (Month,
Not.,, 98, 1918, 1 55-158). La teoria de Einstein indica en este caso un corri-
miente de o,0125 A y ef observado, una vez efectuadas las correcciones para
tener en cuenta el movimiento relativo de la Tierra v ¢l Sol y la difcrcncéa

de: presidn entre éste v la de la limpara de sodio utilizada, fué de o,0134 A.
118 Se trata en general de problemas mixtos,
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aquéllas que persiguen ¢l fin aun més ambicioso de unir: en una
sola teorfa Ia relatividad general en sentido estricto; los fendmenos
electromagnéticos y Jos éuémenos cuanticos, Es dificil saberist el
problema tiene o no solucién, aunque la poca fortuna que ha acom-
pafiado a los ensayos hasta el presente llevados a' cabo mds bien
parece indicar que se trata de un “seundoproblema”, por lo menos
tal como se ha venido planteando. Es, en efecto, dificilmente con-
cebible que quepa reunir en un todo 16gicamente arménico teorfas
tan fundamentalmente dispares, que sea posible conciliar la hipé-
tesis relativista de la posibilidad de mediciones exactas — o por lo
menos de exactitud ilimitada, y esto en cualesquiera condiciones —
y el principio de indeterminacién que se encuentra en la base de la
mecinica cudntica. Sea como fuere, pero, las tentativas prosiguen
?7 nada definitivo cabe decir, ni tan sélo en el sentido que en fisica
ay que atribuir a la palabra “definicive”.

El campo electromagnético de Maxwell - Lorentz depende en

ultimo térimino de un vector de espacio-tiempo A%, cuyas tres pri--
»

meras componentes en un sistema de referencia galileano se interpre-

A
tan come componentes del potencial vector A y cuya cuarta com-
ponente (la componente temporal A1) coincide con el potencial
escalar V, y del vector corriente 5%, siendo s! = o6, s% = o, == 0,

..._.) .
st ==p v o= densidad de corriente cléctrica, p = densidad de car-
= . . . !
ga eléctrica. Dado que en un sistema galileano las componentes del
tensor gy, son

~I L§] 0 0

0 0 —1I O (&)
(gu) = 0O 0 —I ©
o 0 o0 I

(xla x%, &, xd) = (x, Y, % 0£)r

las componentes covariantes A; del vector A* seran ipuales a —A,
; ) . v . ) * n)
Ay, —A,, V. De él derivan, mediante la operacion *‘rotacional”,
i ) 1 .. |
las componentes del campo electromagnético:

. . 2 4y 24,
{I[l IQ] I'»f_j‘g = 3 = — 5 e

(i, k=1,2,3,4)

B
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=5 s .
o bien, introduciendo los vectores E y H de la teoria elemental,

0 —=H, H, -E,
: F H 2 0 "_'H a "Eﬂ'
R Fa)= \_g, H, 0 -E
E, E, E, 0
De [IIi.19] se deduce inmediatamente que el tensor antisimétrico

Fi; el enal reune en un solo ente tensorial las seis componentes
Eg. .. H,, satisface las ecuaciones

2 Fu 2 Fy oFy
. S - =0,
(11 20,)] e B
| o H

2 :

rot & 4 e 0, (ikl = 234, 314, 124)

¢ .

’% .

divH =0, (ikl = 123)
de Maxwell - Lorentz, como se ve ficilmente sin mds que substituir
en [TI.20]) Fy por los valores [F] 112 En cuanto a las restantes
ccuaciones de Maxwell - Lorentz, quedan comprendidas en el sis-
tema

) a Fi?ﬁ .
LXeT i - FY
[IIT. 204] Py
'él cual para i =1, 2, 3, nos da
—_
- 1 9E —
ot — ———==g¢
¢ t
yopara i = 4,
. =
divE =

La forma tensorial de las ecuaciones [IIL.z0,] y [I1I.20,] pone
claramente: de manifiesto el caricter invariante de las ecuaclonges
fundamentales del electromagnetismo res]]j:icto de los caml?los Qc
referencia galileana (grupo de Lorentz). El paso a referencias mas

19 Cf,, por ejemplo, Stratton, loc. cit., pig. 3o.
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generales requiere, sin embargo, dlgunas modificaciones en el sis-

tema [III.202], pero no en el [IH.20;]. La operacién “rotacional”,

en efecto, tiene sentido tensorial al aplicarla 2 un vector covatiante

cualquiera, independientemente de la estructura que posea o se atri-

buya al espacio-tiempo, y [III.20;] es consecuencia de [IH. 19].
E ALY

N . ol . .
El primer miembro ——— de [IH. z0,], por ¢l contrario no es en
D x

general un tensor; pere si se tiene en cuenta que el tensor Yy I,

divergencia de F*, es un vector contravariante que se reduce a
a j}‘-.i,.f:

v en una referencia galileana, es plausible tomar

X
[TIL. 204] : N ik o g

como expresion de [III.20z] en un sistema de referencia gencral 129,
Un calculo en cuyos pormenores no podemos entrar demucstra

~ ik
que las ecuaciones [I1l. 203]-— o sus equivalentes _-’5{_;? o= ot e
expresan que la integral
s (4)
A ( '~-I—~ Jrik F{;r —2A4, s } i
o= f T =2 At ) T
v D

(dr=da' da® da® da"),
es estacionaria respecto de variaciones § 4; de las componentes del
potencial nulas en la frontera de 1, por lo demds arbitrarias, Reci-
procamente, la condicion & A, = 0 para cualquier 3 A4; nulo en ¢l
e o oIk
contorno de D implica la anulacidn de ~—— — q;, es decir, de

Ay, Fik __ g 121,
120 A decir verdad, s* tal como le hemos definido, es no un vector, sing

una densidad vectorial i, Conviene, pues, que el primer miembro tenga
cste mismo cardcter, Ilsto se comsigue sin mas que introducir la densidad

tensorial antisimérrica Fi% = ~/—o Fik  Se tienc entonces (CF. Apéndice):
\. =1 .L
’a“l’-’ il R —
Ty T o e = g Y7 FR g st s gl
D aF

120 Cf, Tiddington, loc. cit,, nota (3¢9), pg. 187 v 188; W, Pauli, Relati-
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Salta a la vista la relacién formal entre la condicion de estacio= \1
nariedad impuesta a [IIl.z21] con el principio de Hamilton de la ' |
mecinica analitica ¢ldsica: En ambos casos, las funciones incégnitas’ |
que deterntinan el estado del sistema resultan de imponer a una
cierta integral que sea estacionaria, para las funciones solucion, res-
pecto de vatiaciones arbitrarias de las mismas nulas en los limites.
Igualmente se comportan las ecuaciones de Finstein [111.15]: si a
la integral

: ~ (4)

An = (R—2h—yTY V —gr,
. ot b
en la que R es el escalar de curvatura v 7 = g5 T se impone la
condicion 8 4 =0 para variaciones arbitrarias dgg nulas en la
frontera de D, se encuentra como condicidn necesaria v suficiente
Ia anulacién del tensor

(TIL 23] ( Rik m“}gik ,R) o b gt oy Tk

esto ¢d, las ecuaciones de Einstein, Parcce natural, por lo tanto’
eglobar en un solo principio de estacionariedad las ecuaciones eing”
tentanas del campo gravitatorio v las ecuaciones de Maxwell-Lo-
rentz, sometiendo la integral
(4)
A= (B —2h— 9y —ql) / —gdu,
D

(L= L i Fp— 24, 5%,
2

enr log limites. MNada nuevo resulta asi si atendemos sélo a las 84,
Pero al considerar la anulacién de 84 para gy cualquiera, resultan

términos complementarios para las ecuaciones de la graviracién,

términos que proceden de L, esto es, del campo electromagnético.
Se obtiene; en cfecto, en vez de [HL 22]

vitdtstheorie (Enzyk, der Math, Wiss, Vol 'V, 2* parte, Teubner, Leipzig,
1921),.pgs, 642 ¥ 720, :
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Rib L g.ik R __[_ A gi-?a I_ ¥ (Tah + Eé.fc) =1
2 ) z f
donde
I._,:i;fs —_ L gik Fm—n Fﬂm — Fé'm ka
4

¢s el tensor electromagnético de energia impulso, en todo andlogo
al puramente gravitatorio T%, Si convenimos cn representar este
ultimo, el que corresponde 2 la materia #edsica por asi decirlo, con
la anotacién M* y Ilamamos, en cambio, T# al tensor resultante de
energia impulso

[ 23] Tk = Mk L fik

, vemos que las ecuaciones de la gravitacién, tomando en cuenta el
. campo - electromagneético, son formalmente las mismas que las
[IIL 15]:

Rib % g% R + A g“” =y ik

Sélo ha variado la interpretacién del tensor T, que ahora aparece
como suma de otros dos, el tensor mésico, M, v el electromag-
nético, E%, de energfa-impulso. Fn virtud de la identidad

Vi (R = g% R - 4 ) =0,
. 2

las ecuaciones de conservacién 7, 7% = 0 valen ahora para el
tensor suma, no para el M* .y el E** por separado.

Es frecuente llamar a M tensiones no-maxwellianas, en oposi”
cién a las tensiones maxwellianas Fi%, Aunque podria parecer inne-
cesario mantener la distincidn entre unas y otras, dejandose guiar
por la teorfa electrénica de la materia, el hecho es que en la escala
microscépica se suscitan dificiles problemas al intentar interpretar
todo el tensor 7% como de origen electromagnético. Incluso de-
jando de lado Ia complicada cuestién del electrén — si cabe o no
considerarlo como un punto, y, si no, qué tensiones equilibran la
tendencia de la carga negativa a dispersarse en virtud de la repul-
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sionl coulombiana -~ es muy dudoso que la teorfa de la relatividad |
en su forma clasica, la ‘mica de que tratamos aqui, sea aplicable al |

microcosmos, esto de una- parte, y, de otra, cada vez parece ser
mis dificil reducirlo todo a electricidad, lo cual, en el fondo, era

el ideal que perseguia la teorfa electrénica. Manteni¢ndonos, sin

embargo, en el punto de vista macroscépico, la distincién es legi-!

tima y a ella nos atendremos en lo que sigue.

Ast como el tensor M se anula en las regiones no ocupadas
por. Ja materia misica, el tensor E* es nulo sélo sien la regién que
se considera no actia campo electromagnético alguno, y, si en una
cierta regién se manifiesta dicho campo, E#* es diferente. de cero
tanto si en ella hay cargas eléctricas como si no las hay. El compor-
tamiento de uno y otro es, por lo tanto, esencialmente . distinto:
Esto trae consigo que las ecuaciones del campo gravitatorio en el
vacfo, pero en union de un campo electromagnético, no sean ya
las R#* — & g — 0, sino

[TIL. 24] R, gtk =y Fite 122

De ahi se siguen importantes consecuencias para la estructura del
espacio-tiempo que rodeaz a una carga puntual e de ‘masa 7. En
un sistema de coordenadas 7, 6, ¢, ¢ ana ogo al utilizado en el pro-
blema de Schwarzschild, sistema en el que la carga estd en reposo,
esAdy =4y = Ay =0yl componente A, es exclusivamente fun-
cion de v. En cuanto a la expresion de ds?, a partir de las ecuaciones

[II. 24] sc obtiene en este caso

ds? = oty dit — — drt — 72(d6? - sen? § dq?)
Y

donde
2 M 4 ¢®
Sl . -+
. 72

)7

£ g ¢

M= —m €= v —_— 123
c? ¢t o4m
122 Obsérvese. que el escdlar T de [1IL 151] se reduce a E = Eik E, =0

en virtud ‘de 1a: definicién de Eik, . :
128, Cf., por ejemplo, Eddington, loc. cit, nota (39), pig. 185,
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Para ¢ — 0 resulta el campo de Schwarzschild, conforme era de
prever. Ahora bien, en éste el cuadrado del elemento lineal
[HL 17) presenta una singularidad para 7 = 2M, puesto que para
tal valor de » se anula y y se hace infinito el coeficiente de dar?,
lo que indica que [TIL I7E tiene sentido sélo para r >2M (plOblCm’l
exterior) y que no cabe hablar de una particula mésica rigurosa-
mente puntual de masa no nula, En L:ll]‘lb](), si a un cor pusuﬂo de
masa 77 va asociada una carga eléetrica ¢, el valor de y no se anula
para valor alguno finito de ¢ == 0. La ,mgularidqd se presenta solo
para ¥ = 0, que hace y infinito, y, por consiguicnte, cabe pensar
el cn,l.'pl’l.t;s:ulo como un punto v a pesar de ¢llo dotado de una masa
diferente de cero.

Otra consecuencia de la incorporacién del electromagnetismo a

'la teoria relativista es que las ecuaciones de las lineas de universo

de un fliido material incoherente, eléctricamente cargado, no son
ya geodésicas del espacio-tiempo, si éste se considera como espacio

- riemanniano de cuatro dimensiones. Intervienen en ellas ciertos thrr

minos que corresponden a las fuerzas ponderomotrices de la teoria
de Lorentz. Este resultado no es sino la repercusion en el dominio
de lo geoméurico del hecho de aparecer el campo clectromagnético
en la teorfa que acabamos de esbezar como yuxtapuesto al campo
gravitatorio material, como un término a afiadir al tensor masico
de ener; L{H -impulso, ]"1\10 sin que sus elementos caracterfsticos reci-

» ban una mlupmmum geométrica. La teorfa de la gravitacion de

Binstein “geometriza’ el campo gravitatorio desde el' momento que

interpreta los potenciales gy como componentes del tensor métrico
! e identifica la escructura geométrica del espacio-tiempo con la es-
\ tructura de lo que, desde el punto de vista cldsico, serfa campo de
! gravitacién. Nada parecido encontramos en la teorfa anterior et

lo que concierne al campo electromagnético: los elementos funda-
mentales del campo de Maxwell-Lorentz, las componentes 4; del
potencial electromagnético, siguen: siendo magnitudes exclusiva-
mente fisicas, sin relacidn ninguna con un posible significado geo-
métrico. Figuran, eso si, entre los clementos determinantes de la
estructura del espacio-tiempo, pero en el mismo nivel que una pre-
sién o una densidad de materia: su influencia sobre dicha estrue-
tura tiene lugar a través del tensor de energia impulso, nada mds.

“Geometrizar” el campo electromagnético fué uno de los mé-

todos que se adoptaron para intentar la unificacién con el campo
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gravitatorio y de ahi surgieron las teorias de Weyl 124 y Edding-
ton 125 a las que sélo podemos dedicar aqui unos pocos renglones. |
Se trataba, pues, de atribuir al primero una significacion geométrica

1ms o menos semejante a la que Finstein supo dar al segundo. Esto
no fué posible sin salirse del esquema riemanniano, Weyl generalizé
para ello la nocién de espacio de Riemann, modificando la conexién
métrica del mismo y haciendo de ella una conexién no integrable.
Con otras palabras, en un espacio de Riemann el transporte de
longitudes de un punto a otro es independiente del camino seguido,
mientras que en el espacio de Weyl se obtienen, en general, longi-
tudes distintas en correspondencia con los diferentes caminos que.
cabe seguir 25, Junto a l“‘l curvatura riemanniana aparece aqui una

curvatiyg segmentarig que traduce la variacion que sufre el modulo
de un vector al hacerle describir un ciclo infinitesimal. Fn el fondo,
la diferencia esencial entre el espacio de Riemann y el de Weyl
consiste en que la integrabilidad en aquél del transporte delas lon-
gitudes permite contrastar las unidades locales de longitud respecto
de un patrén Gnico, operacion que no es posible en el segundo.
Esto trae consigo que E unidad de longitud local se puede elegir
arbitrariamente en cada punto del espacio-tiempo de Weyl (respe-
tando, pero, ciertas condiciones de cont muld.d) v que los entes
tensoriales que poscen una significacion intrinseca deben ser tales
que sus componentes en un sistema de coordenadas dado han de
conservarse cuando se modifiquen las unidades locales de longitud
(factor de contraste). Fs decir, st ds? = g dx* da® es la forma cua-
dratica que define la métrica en cada punto del espacio tiempo de

acuerdo con las correspondientes unidades locales de longitud, al

alterar éeras en la razdn 1 /% (&, #%, 23, x1), conservando el mismo
sisterna de coordenadas (&), Jas componentes de los tensores en sen-
tido estricto (in-tensores) deben conservarse invariables. El factor
%(x'y es el lamado factor de contraste, por cuanto supone el con-
traste de la unidad local primitiva con una nueva unidad. En el
espacio de Weyl, ¢l transporte de las longitudes depende de un vec-
tor covariante ; cuyo rotacional no es idénticamente nulo, pues,
de serlo, cl Lsn,.uo de W'Lvl se reduce a un espacio de Rlcrmnn,
La conexién entre las métricas locales s ajusta, en efecto, a la ley

124 H Weyl, Raum-Zeit-Marerie (Berlin, Springer, 1921).
125 4 8. .'ddmgtoﬂ The mathematical theory of relativity (Cambridge

i Press, [923) pigs. 2137240,

126 L{)ngltud significa ‘aqui longitud en el cspacm tienipo, esto  es,
interyalo.
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dl .
T d (Log I) = ¢, dx?,
donde d (Log ) es la variacién relativa de una longitud dada en
D o i

P(x*) al pasar a P (x* 4 d «%), Si — —— = 0, el segun-

ot gak

do es una diferencial exacta y cligiendo convenientemente las uni-
dades locales se puede conseguir que d (Log }) = 0. Pues bien,
Weyl identifica el vector ¢; con el potencial electromagnético A,
realizando asi su intento de geometrizar el campo electromagnético:
como a tal campo se desvanece en su teoria, al igual que el .campo
gravitatorio en la teoria de Einstein.

Mis general atn es la teoria de Eddington y el espacio en (llue
encuadra los fenémenos fisicos, pero ya sdlo el esbozarla nos lle-
varfa muy lejos. Otros tedricos de la fisica han empleado con
mayor o menor ¢xito espacios de cinco dimensiones — por ejem-
plo, la teorfa de Kaluza 127 es particularmente sencilla. Pero es un
poco dificil encontrar una interpretacién fisica a esa quinta dimen-
sion y, por tal motivo, debe considerarse como mds satisfactorias
las teorfas unificadas que adoptan como marco geoméirico los es-
pacios de conexién proyectiva de cuatro dimensiones y en ellos
coordenadas homogéneas, lo que da lugar a/la aparicién de los cin-
co pardmetros que ciertos hechos parecian hacer necesarios 128, Des-
de ¢l trabajo fundamental de Veblen, mucho se ha logrado siguiendo

127 Th. Kaluza, Zum Unititsproblem der Physik. (Bexl. Ber., ‘1921, g6
972). Ll espacio-tiempo es en él una variedad de cuatro dimensiones sumer-
gida en un espacio riemanniano Ry de cinco., Las componentes g, (' k =
1,2, 3, 4) definen el tensor métrico ordinario y las cuatro componentes
g (1551, 2, 3, 4), salvo un factor numérico, se-interpretan como camponen-
tes del potencial electromagnético. No se da' interpretacién fisica de la
restante gw, la cual se toma igual a la unidad. Las g G, k= 1, 2, 3,
4, 5} no dependen de x5 (Zylinderbedingung), lo que es Poco  satis-
factorio desde el punto de vista de la covariancia general, La proyeccion
sobre x% == 0 de las geodésicas del Ry son las lineas de universo de los cor-
pisculos miateriales electrizados. Otras teorias gue ‘introducen espacios . de
cinco dimensiones son, por ejemplo, la de A, Finstein y W, Mayer g.[-_‘,inheitli—
che Theorie von Gravitation und Elektrizitit, (Berl. Ber., 1931, 541-§5%7;
1932, 130-137) ¥ la de G. Vranceanu, Sur une théorie unitaire non holonome
des ‘champs physiques (Journ, de Phys. 7, 1036, 514-526),

128 Q. Veblen, Projeltive Relativititstheorie (Erg, der Math. und Grenz-
Utiliza, pero, coordenadas absclutas. FEl uso
sistemdtico de las coordenadas homogéneas $e encuentra en J. A. Schouten

= Wl

TEORIA DE LA RELATIVIDAD GENERAL 155

el esquema proyectivo, a pesar de lo cual'la teorfa de Kaluza cuen-

ta ain con partidarios, lo que prueba que ninguna de las teorias
hoy conocidas es del todo satisfactoria. Es un hecho que los mo-

delos geométricos se suceden unos a otros con rapidez vertiginosa, |

impulsados por los conocimientos que se van adquiriendo acerca de

los fendmenos fisicos, ‘en particular los del microcosmos. Pero los !

mismos pocos afios que-los dejan anticuados parecen indicar que
la ruta que abrié Finstein con su teoria de la relatividad general, en
la que se geometrizaba €] campo gravitatorio, no conduce al mundo
de lo atomico y nuclear, a aquél en que se manifiesta la estructura
intima “de la materia, /Si-es o no.cfectivamente asi, sélo el futuro
podra mostrarlo.

14.  TEORIAS COSMOLOGICAS.

En la mecinica newtoniana, la existencia postulada del espacio
absoluto. permite: definir los sistemas no inerciales, v las masas son
el origen de las fuerzas de gravitacion. La existencia de aquél se
advierte, por ejemplo, segn Newton, en la forma que toma la $u-
perficie libre de tina masa fluida que gira en torno de un ¢je res-
pecto de un sistema inercial. Pero cabe otra interpretacion que
renuncia a acudir a ese espacio absoluto para explicar este efecto
de inercia, y aun la propia inercia. Ya Mach hizo observar 129 que
la ‘nueva forma de la superficie limite podria quizd obtenerse gi-
rando ¢l universo como un todo alrededor de dicho eje, con lo que

¢ s tratarfa en realidad, no del efecto de wuna rotacién “absoluta’,
sino de una, rotacidn relativa, Mis general,- Mach interpreta los,

¢fectos inerciales como resultado de la aceleracién respecto del con-
junto de todos los cuerpos que constituyen el universo y no como
consecuencia de una aceleracién respecto del espacio absoluto, En

y-D. van Dantzig, Uber eine vierdimensionale Deutung der neuesten Feld:
theoric (Amst. Proc.,; 34, 1931, 1303-1407), Generelle Feldtheorie (Z3, fix
Phys., 78, 1932, 639-667); W. Pauli, Uber die Formulicrung der Naturgesetze
mit' fiinf homogenen Koordinaten (Ann. der Phys., 18, 1933; 1. Klassische
Theorie, 305-226; I1. Die Diracschen Gleichungen fiir die Materiewellen, 337+

372); J. A, Schouten, La théorie projective de la relativité (Ann. Inst, .
Poincaré, 5, 1935, 51-88). En todas. ellas la unificacién comprende variantes

de; Jas, ecuaciones fundamentales de los campos de ondas propios de la mecd-
nica cudntica y, en algunas, aun las mismas ecuaciones en ciertos casos,
138 F., i Mach, Mechanik, (Leipzig, 1883), Cap. II.
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otros términos, el campo de inercia estd determinadeo exelusivamen-
te, segm Mach, por la distribucién de la materia en el universo
(principio de Mach). FEinstein recoge el principio de Mach y lo
. incorpora como tercer postulado a la teorfa de la relatividad ge-
neral admitiendo que ¢l campo métrico gy — el campo gravitatorio
| sl se quiere — estd univocamente determinado merced a las ecua-
ciones relativistas [II1.15] por el tensor de energia-impulso, salvo,
claro estd, una siempre posible transformacion de coordenadas 38¢,
Fué precisamente este postulado una de las razones que le conduje-

.. \ . 1
ron a substituir las ecuaciones Ry, = — § (T — — g T) por
2

las [HI.151] con el término césmico h gy Las primitivas, en efec-
to, admiten la solucién Ty, = 0, gy = C* con lo que habria un
campo gy sin materia que lo engendrase, lo que contradice el pos-
tulado anterior. Esto aparte, la determinacién del campo métrico
a partir del tensor de energia-impulse plantea la espinosa cuestion
de las condiciones en los limites, las cuales deben poderse expresar
‘en forma covariante. Es dificil ver cémo serd esto posible si ¢l
universe en conjunto es espacialmente infinito, amén de que dichas
_condiciones hacen aparecer como privilegiados ciertos sistemas de
coordenadas 131,

No se crea, sin embargo, que esas dificulrades que surgen al tra-
tar del comportamiento del campo en un espacio infinito sean pri-
wvativas de la teorfa einsteiniana. En rigor, se plantean va en el es-
‘quema de Newton tan pronto se intenta estudiar el universo en
conjunto. Asi, por ¢jemplo, C. Neumann y H. von Seeliger indi-
caron que la ley de la gravitacién de Newton sélo puede valer ri-
gurosamente si la densidad de Ia materia en el univérso tiende 2

;. I ‘ .
cero para ¥ — oo mas rapidamente que —5 de lo contrario la fuerza
e

ejercida por el conjunto de las masas que lo constituyen sobre un
punto material estarfa indeterminada. Cabe cscapar, lPero, a-este
envarecimiento de la materia a grandes distancias moditicando lige-

_ i sm .
ramente la ley newtoniana elemental V = -——"— substituyéndela
¥

130 A, FEinstein, loc. cit,, nota (100), pigs. z41-242.
181 Cf, 'W. Pauli, loc. cit,; nota (r20), pigs. 744 v s,
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por V. = %?~ e VAT donde % es una constante. Esto trae con-
sigo.que en vez de la ecuacién de Poisson A V =g wep (p= den-
sidad ‘de la materia), el campo gravitatorio quasi-newtoniano esté
regido por la ecuacién de Neumann - Seeliger AV —4V = 4mep
y s facil ver que ésta admite la solucién p = C*° en todo el espacio
4me
R |

Hay que advertir que, en todas las cuestiones cosmologicas,
cuando se habla de demsidad de la materia, debe entenderse en sen-
tido césmico, considerando el universo como un eporme gas cuyas
“moléculas” serian esas agrupaciones de estrellas y materia aJas
que se ha dado el nombre de “universos-isla” o ga?axias. Se trata, |
en efecto, del universo como un todo, prescindiendo de las irregu-
laridades locales debidas a la presencia de estrellas en determinadas
regiones. Al igual que hablamos de densidad de un gas, a pesar de
que la materia que lo forma esta concentrada en pequefisimas re-
giones separadas por distancias enormes respecto de Ia extension de
aquéllas, asi también en eosmologia se habla de densidad de mate-
ria en el universe dejando de lado el que ésta se encuentre locali-
zada en regiones que, en todo caso, son de dimensiones pequefias
respecto de las distancias que las separan.

La introduccion de la constante cdsmica k en las primitivas ecua-
ciones de la gravitacion einsteiniana solventa algunas de las difi-
cultades que hemos sefialado. Mientras que en la teorfa original de |

yV=-

‘Binstein aparece como una hipétesis ad hoc, la constante L surge |

espontineamente en las teorfas de Weyl v de Eddington. EI papel *
que representa en la teoria de este ultimo es de la mayor importan-
cia v a ella atribuye una profunda significacidn, incluso dentro del
marco de la teoria de Einstein 12, Varios son los modelos de uni- ¢
verso que se han propuesto, ajustandose 2 las ccuaciones de Finstein

R - I
[.HI Ts'l] R;},;—f\. i = -1 (rﬂc'—";" gdc T) 1

para_encuadrar en una teoria el material experimental, que, des-
graciadamente, es poco abundante en ese dominio del conocimiento

182 Al Eddington, loc. cit. nota (39), cap. V.
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¢ cientifico 128, El primero histéricamente (r917) es el unjverso ci
\ findrico de Einstein, llamado asi porque su estructura es en cierto
1 modo andloga a la de un cilindro c]i.je revolucion del espacio euclideo
tordinario: si en éste cortamos. ¢l cilindro con un plano perpendi-
cular al eje, se obtiene una circunferencia cuyo radio es indepen-
diente del. plano clegido; si pensamos el universo de Finstein sumer-
gida en un espacio guclideo de cinco dimensiones, es efectivamente
un cilindro de revolucién de dicho espacio cuyas secciones con
hiperplanos perpendiculares al eje son esferas de tres dimensiones,
todas ellas congruentes, y cada una de las cuales representa el uni-
verso en un instante dado ¢ de un cierto tiempo. (tiempo cdsmico).
Dado que, en virtud de esto, + = C* ha de darnos —d 5% = 42
{ d g% - sen®'y (402 - sen? @ d )}, es decir, el cuadrado del . cle-
mento lineal de una esfera de tres dimensiones y radio @ (constante
para todo £), el cuadrade del intervalo en el universo cilindrico serd

[TIT. 24] At =c2d it —ady?— a2 sen? y (d 02 F sen? 0 d ¢?)

lo que da para el tensor métrico, (# = y, x2 = 0, 48 = ¢, 2l == ),

gy O [&] a

o — a? sen? y 0 0

(gu) = ) 0 ~a%sen?ysenz§ o
0 o o I

De éste se deducen, mediante un cilculo algo laborioso, las com-
ponentes del tensor contracto de Ricci-Finstein Ry, [cf, ec. TT1, 14'].
Las nicas no nulas son

Riy=—2, Rpp=-=28e%y, Ry = —2sen? ¥ sen? 0,
¥, por consiguiente, el escalar de curvatura R — e Ryovale
e 6
=

: 183 Cf. el excelente articulo de H, P, Robertson, Relativistic cosmology
{ (Rev, of Mod, Phys., 5, 1033, 62-90), al que acompana una extensa biblio-
| grafia hasta 193z, y el'de ‘G, Temple, Relativistic cosmology - (Proc, Phys.
i Doc, 51, 1039, 465-478) en el que sé expone el desarrollo de esas teorias. a
tpartir de 1933, Iin-cuanto a datos experimentales; hoy se tiene puestas gran-
Jdes esperanzas en €l telescopio reflector de 200 pulgadas instalado en el
{ monte Palomar (San Diego, E, U.), cuyo alcance tebrico es del orden de 109
afios-luz, es decir, casi.cl doble del que se consigue con. el telescopio de 100
pulgadas del monte ‘Wilson.

s,
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Tvidentemente, con estos valores de g y de Ry no es posible satis
facer las ecuaciones de Einstein para el vacio, 1{?.1,;’:—'1 & = 0, ]‘0
que indica que €l universo cilindrico sélo puede existir en presencia
de materia. Para ver a qué distribucién de ésta corresponde, basta
caleular las* componentes' del tensor de energia-impulso 7'y, a par-
tir de [1I.15:] o, lo que es preferible, de [II.15]:

; I
""XTikERm—";gikR '1'?\-&::—

Se obtienen ast como Gnicas componentes no nulas,

1

— ]"22.‘_—._ (? —-—-—} g22’

2

i
_%Tnz (?"_}E) 8

1 ' 3

Ahora bien, las velocidades de las nebulosas conocidas cn_a{quel
entonces son COMo Maximo de unos pocos centenares de kilome-
tros por segundo. Ademas, Ias' enormes dlStElﬂL‘lfl{s que separan a I:i
¢stas permite considerar’' su conjunto como un f]U.ldj} 111cc3|i'£e1'e11te‘
Suponiendo, pues, ¢ste en reposo debera ser Tyy = Tag = Tgp = 0
y 1", =c*p (Cf. § 12), de donde

1 . 2
A= HCP P = —
A a
“es decir,
“ ) 1 X 4ER
hm e = e O e
@ 2 c?

Las observaciones astronémicas parecen indicar (Hubble, 1926)
para p un valor del orden 1,5.107% gr. cmr®, del que se deduce un
valor de 4 de unos 108 aftos-luz ¢ 2,7. 101 parseg.. Por otra parte,

el yolumen del espacio (volumen de una seccion cualquiera ¢ = C
e
del espacio-tiempo [IIL 24] es V. = g4 matsen® y . a dy = 20”4

0.
luego, la-masa total M del universo cilindrico es
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n

0 sex, unas ¢.10% veces la masa“del sol.
Resumiendo, ¢l universo cilindrico de Einstein responde a una

- imagen del universo considerado como un fliido incoherente cuyas

“moléculas” serian las galaxias animadas de velocidades relativas

| pequenas comparadas con las de la luz, lo que permite suponerlas

’

- nulas en primera aproximacion. Ademds, se prescinde en ¢l del

campo electromagnctico y de la presién de radiacion que del mismo
resulta. In estas condiciones, la métrica estdtica [H1.24], es com-
patible con una distribucién, uniforme e independiente del tiempo,
de Ja materia en reposo. En el espacio no hay puntos pr.ivilf;%;‘iados
ni fronteras, como tampoco los hay en una esfera de dos dimen-
siones considerads en si. Con esto queda resuelta la cuestion de

las condiciones en los Ifmites, simplemente porque no existe con-.

tornoe al considerar el espacio en su totalidad.

Las ecuaciones [1I1. rh_;l}, con el término cdsmico A gy, se ajus-
tan al principio de Mach por lo menos en el sentido de que si se
anula idénticamente el tensor de energia-impulso — esto es, en un
universo vacfo —, dichas ecuaciones no admiten otra solucién regu-
lar que la gy = 0. Sin embargo, De Sitter demostrd (1917} la
compatibilidad de la métrica estdtica
(L 25]  ds? =02 c2cos? y.dr? —a® dy* — a% sen®y (d 0% -

-+ sen? 0 dg?),

en la que 4% = B con 1a anulacion idéntica del tensor Ty Sien

[IIL 25] se introduce en vez de y la variable » definida por r =
= g sen ¥, el elemento lineal de De Sitter/ toma l2 forma

(UL 251]  ds?=a2c2yd2— Lty (d02 - sen? 0 do?) ,
¥

donde

-2 -

e P L L
¥ pe; ;
- El modelo de universo [II. 25, 25,] — el aniverso esférico de
De Sitter — goza de propriedades que, en parte, responden mejor

i e i
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que las del universo cilindrico a la interpretacion que se suele dar
de los. resulados de ciertas observaciones astrondmicas. Por' ejem-
plo, el espectro de Ia luz procedente de las nebulosas extragalic-
ticas presenta un corrimiento hacia el rojo que, interpretado como
efecto Doppler, permite atribuirles velocidades radiales de retroceso
que llegarian hasta los 23000 km seg!. En cambio, las velocidades
radiales en nuestra galaxia son del orden de 10 a 50 km seg-t. Todo
ocurre come si cuanto mds alejado estd un astro del sol, con tanta
mayor velocidad se aleja de ¢l. De las observaciones de Slipher,
Hubble y Humason parece deducirse que entre la velocidad radial
de retroceso y la distancia existe una simple proporcionalidad (fey
de Hubble) 13, Ahora bien, es dificilmente concebible que el sis-
tema solar ocupe una posicién privilegiada en cl universo, de suerte
que cabe imaginar que el mismo fenomeno de general retroceso se
observarfa desde cualquier otra galaxia, Claro esta que es posible |
negar el retroceso acudiendo a otras explicaciones del corrimiento .
hacia el rojo (p. e., la pérdida de energia, el “envejecimiento” de
los fotones en su viaje desde la nebulosa a la tierra y consiguiente
disminucion de frecuencia en virtud de la relacion E = hv); pero
son muchos los cientificos que ‘se inclinan a interpretarlo como
consecuencia de una.velocidad redl,” Sea como fuere, €l caso s
que, conforme prueba un estudio mds detenido, en el universo de
De Sitter un punto material colocado en un punto cualquiera del
espacio otre que el origen (r = 0, o j = 0) se aparta de éste con
. 42,
L W
52 _ ds? 3

una parte. Pero ademds, las rayas espectrales de la Iuz procedente
de focos luminosos muy remotos en reposo deben aparecer corri-
das hacia el rojo a causa del amortiguamiento de las vibraciones
atomicas a medida que nos alejamos del origen. De [TII.25] se
deduce, en efecto, para y, 0 v ¢ constantes, se tiene

una ‘“aceleracion”

proporcional a #,

ds=—=accosy.dt —c \ a®—12dr,

es decir, Ja duracién local de wm mismo proceso periddico es

i34 I, Hubble v M, L. Humason, The velocity-distance relation among
extra~galactic nebulae (Astrophys. Journ., 74, 1031, 43-80). En este articulo
seda para la constante de proporcionalidad el valor 558 Tm seg-1 por millén
de’ parsegs, mientras que en otros trabajos se encuentra el de 432 kim seg-L
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proporcional a 'sec § 0 @ —m——r, Si ¥ aumenta, con 7 aumen-
EVA

ta el periodo del fendmeno y con él disminuye la frecuencia.
Esta disminucién local de la:frecuencia se conserva en la pro-
pagacion merced al cardcter estitico de la métrica [IH.25] y es

“asi-susceptible de manifestarse en el punto de recepcion. El mo-

delo de De Sitter ofrece, pucs, dos explicaciones del corrimiento de
las rayas espectrales hacia ‘el rojo, aunque no del todo de acuerdo,

| en su aspecto cuantitativo, con los hechos observados **. No sc
| pierda de vista, por otra parte, que €l origen, el punto en que ¥ =0,
'no es ningn punto privilegiado del universo de De Sitter, sino

que un punto cualquiera puede ser tomado como tal — cada “ob-
servador” puede tomarse ¢l mismo como origen.
In lo que precede se advierte ya la existencia de una singula-

. . g ¢
ridad en el universo esférico para v = 4 = V%., esto es para y, = —-,
- 2
singularidad que es patente en la forma [IIl.25:] del elemento

lineal y en tode andloga a la que se presenta en el campo de Sch-
28

warzschild [HI.17] para r =2 M= . Este hecho condujo 2
Einstein a afirmar que la solucién de De Sitter no es doquiera regu-
lar y que, en rigor, representa no un universo vacio, sino un uni-
verso en el que la materia se encuentra en v = a, en ¢l Jlamado
“horizonte” del universo esférico. Esta posicion, pero, es discuti-
ble. Aparte el hecho de que el “horizonte” estd ligado al punto
crigen, Eddington hace notar que una singularidad en las' compo-
nentes del tensor métrico no indica necesariamente la presencia en
ella de particulas materiales y que es dificil establecer si la singula-
ridad se debe efectivamente a la materia o simplemente a una poco
adecuada eleccion del sistema de coordenadas 85,

. 186 Cf, la discusidén geométrica del universe de De Sitter en I, Weyl,
Zur allgemeinen Relativititstheorie (Phys. ZS., 24, 1023, 230-232), articulo ‘en
el que, ademds, se apunta la posibilidad de una velocidad de alejamiento pro-
porcional a la distancia.

186 A 8. Eddington, loc, ¢it., nota (30), pigs. 165-166, A andloga con-
clusién llega K. Lanczos, Bemetkang zur de Sitterschen Welt (Phys, Z5,, 23,
1922, §39-543), segln el cual dicha singularidad es una. consccuencia pura-
mente formal de la eleccidn del sistema de coordenadas.
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El universo de De Sitter, al igual que ¢l universo cilindrico de ]
Einstein, no son probablemente sino casos limites en el aspecto de

su contenido material, excesivamente enrarecido el primero y de” |

masiado rico en materia ¢l segundo. Ademds, basados ambos en
los escasos datos que se posefan enire 1916 ¥ 1917 acerca. del movi-

miento’ de los cuerpos celestes extragalicticos, en uno y en otro s¢ |
atribuye al espacio una estructura estitica poco de acuerdo con las |
grandes “velocidades” que presentan las nebulosas espirales en la

imagen del universo que se forjé afios mis tarde. Algunos cienti-
ficos han indicado la posibilidad de que ¢l universo real se hubiera
ajustado en su origen al modelo de Einstein y que tienda al esquema
de De Sitter. EI universo actual serfa asi un estadio en la evolucién
del primero al segundo. Ahora bien, las ecuaciones de la gravita-

cién con el término cesmolbgico poseen como Ynicas soluciones ¢

estaticas compatibles con los postulados habituales de cosmologia
(materia en reposo uniformemente distribuida, convergencia de las
geodésicas de la materia hacia el pasado, ¢ isotropia del espacio) el
universo cilindrico. y el universo esférico de De Sitter. Por lo

tanto, si se pretende conservar dichos postulados, es menester acu- -

dir-a modelos no estiticos v entonces se advierte, primero, que el
término cosmoldgico deja de ser necesario y, segundo, que st s¢
conserva & £ 0, la variacion con el tiempo de la métrica espacial
no queda determinada univocamente por las ecuaciones del campo
gravitatorio. '

La primera solucién no estitica de las ecuaciones de la gravi-

“tacién se debe a A. Friedmann '¥7, cuyas ideas acerca de las condi-

ciones fisicas y métricas del universo en conjunto fueron ulterior-

"mente precisadas v en parte ampliadas por otros investigadores 1.

137 Uber die Kriinnung des Raumes (ZS, fiir Phys., 10,/1922, 377-386);
Uber die Mbglichkeit ciner Welt mit konstanter negativer Krimmung des
Rapmes (78, fir Phys., 21, 1024, 326-332).

188 Cf, por, ejemplo, (. Lemaltre, Un univers homogéne de masse cons-
tante ‘et de rayon croissant, réndant compte de la vitesse radiale des nébuleu-
ses-extragalacriques (Ann. de Bruxelles, 47, 1927, 49-50); ‘A. 8. Eddington;
On the instability of Einstein's spherical world (Month. Not., go, 1930, 668-
678); R. C, Tolman, The effect of the annihilation of matter on the wave-
length of light from the nebulie (Proc. Nat. Acad, Amer,, 16, 1930, 320-337),
More. complete discussion of the time-dependence of the non-static’ imc
clemient for the universe (ibid, 4o09-420), On the estimation of distances in
a-curved universe with a non-static line element (ibid., s11-520), Discussion
of various tréatments which have been given to the non-static line ¢lement
for the universe (ibid. $82-504), Non-static model of universe with reversible

11
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Consideremos la ‘métrica del espacio-tiempo definida por ¢l ele-
mento. lineal

[IL26]  ds? = (dwt)? —G()2 . b (a, 4%, 09) dae da?,
(0B = 1,2 3 20 = ct),

en el cual do? = }Ja s dx*dxf es una forma cuadratica definida po-

sitiva” de curvatura riemanniana, K, constante. Por lo tanto, en
- cualquier modelo de universo gue responda a la estructura [111.26],
- el espacio es en cada instante un espacio riemanniano tridimensio-
| mal de curvatura riemanniana constante y, por ende, isdtropo, en”
' tendiendo por espacio en un instante t la hipersuperficie ¢ = C'.
Evidentemente, las lineas # — aquéllas a lo largo de las cuales varia
s6lo la coordenada x*'= ¢ #— son ortogonales a las hipersuperfi-

. &
cies ¢ = C",
Ahora bien, de [III.26] se deduce que las dnicas componentes

.s P i i . !
no nulas de la conexién afin 'y, = { j k} son las siguientes:

[ o (el 3 [ 4 GG
3 = < ; 3 o —
LBy LBy y Loaf ) c? af

G}'
o { . l = __“E}_"‘J (‘-I'J ﬁa Yy 1, 2, ‘;),

- ;
donde 4' @l ()

L By) es el simbolo de Christoffel de 2 especie corres-
dn

] _ _ dt
Luego, las ecuaciones diferenciales de las geodésicas no isétropas
seran :

pondiente a las componentes b 5 exclusivamente y G’ =

annihilation of matter (Phys. Rev., 38, 1931, 707-814). Cf. también, P, Y.
Chou, On the foundations of Friedmann universe (Chinese Journ. Phys,
3 1939, 76-84), ¥ Note on spherical symmetry of space and the foundations
of Friedmann universe (ibid, 85-88),
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¥

d 52 “ds. ds

aat o a } (3) dxﬁ da
+ 4
UBy

oy T 2o@ daxs di

[31E. 27] - G FET =0,
d*t GG’ dae daf
ds? + &2 P o ds ds

latltima de las cuales puede substituirse por la integral primera

¢ ]

2 o 3
2 (_ﬂ) — (32 h dat da = 1. Il sistema [IIL 27] ad=

of ds ds

thite la solucién ¥ = Ct%, ¢ t == = 5 -} 4, es decir, las lineas't son
geodésicas del espacio~tiempo [IM.26]. Ademis, contando s a par-
tir de £ = 0 y en el mismo sentido, puede tomarse el signo -+ en
ct= k54 ay hacer g'= O ‘qu consiguiente, _las hnea_s f COns-
tituyen un sistema- triplemente infinito de geodésicas no 130tropas
de las cuales pasa una y solo una por cada punto de universo
(ng, X%, %, ¢ t,), 1a de ecuaciones paramctricas

ds

[TIX. 28] k=g, CcE=5,
geodésicas que se pueden considerar determinadas por las condi-
dxs dit\
3 s 11T o ot :{}, ¢ = I.
¢iones iniciales (.’g , € o) ( rr )D a5 ).
Este notable resultado nos dice que en el universo [III.26] un
punto material que en un cierto instante ¢ = t, estd en reposo en

. 1 H . . . .
¢l espacio, de suerte ‘que ( dx ) =90, sigue indefinidamente en

ds |,

reposo, esto es, sus coordenadas espaciales son constantemente las

ad del instante t = t,. Su linea de universo es, en efecto, la [TII.28].

De ahi no se sigue, sin embargo, que la distancia espacial entre'dos
de ‘tales puntos sean constante, puesto que siendo

ds? =c2d# - G2d ol
la distancia que los scpara en el instante t es de la forma

d=iG (t) o
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y, por lo tanto,
o
[IHZQ] U:d’:?G’(f}G:—g»—(jld:H(t) d.
G (1)

Imagine el lector algo asi como una esfera del espacio ordinario,
de centro fijo y rac%rio variable con ¢l tiempo, y en su superficie
dos puntos de longitud y latitud constantes: en el espacio (== su-
 perficie de la esfera) dichos puntos tienen coordenadas fijas, y en
este sentido estan cn reposo, pero su distancia en el espacio (= so-
bre la esfera) varfa con el tiempo. Sila esfera se expansiona, la
distancia entre ambos aumenta y cada uno considera que el otro
s¢ aleja de €l. Analogamente, de [1I1.29] se sigue que si G () cre-
ce (G > 0), los dos puntos materiales se alejan (v > 0) y la velo-
cidad de retroceso es, en cada instante, proporcional a la distancia
que los separa. Ts patente la intima relacién entre’este hecho y lo
que afirma Ja ley de Hubble-Humason: la constante de ésta no
G’ (t)

G (t)
(. Sentado esto, consideremos el sistema de las galaxias como un
| fliido incoherente en reposo, distribuido con uniformidad por _to-
\do el espacio (p independiente de las #¢), de manera que el tensor
de energia impulso se reduce a :

serfa sino el valor actual del cociente H (1) =

m_ s
Ia,e_"jm;_o’ T»u"“c”
De las ecuaciones de Einstein Ry, — — S R A gy = —u Ty se
2 : .
deduce entonces
R G2y 0
xpc*:—~-?t+3(K+» )~———
62 Iz

[1IX.30]

3 12
0—n-2 80 (1{4_ 4 ) !
o?

G c? G?

ecuaciones a las que es menester afiadir la ccuacién unica a que se
reducen las ecuaciones de conservacién ¥y T9% = 0:

[HI.31] Gw-+3G p=o

2 A 5

s
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Sin restringir la generalidad del razonamiento, podemos supo-
ner ‘que la curvatura riemanniana K de la forma cuadratica
b dx“daf toma sblo los valores 4 1, 0, — 1. En efecto, la forma

a,

candnica riemanniana de la expresién b us dardxf es
o{da)? - (da?)? - (dat)?
e K22
[+ )
4
de manera que [II.26] se escribe

de—dp—G (dx1)? A (d )"+ d &%)

( K #? )2
L ——
4

d o? (2 = (21)2 o (a2)2 4 a2)2)

Si K > 0 (espacio esférico), el cambio de variables ¥ = 1/ K x¢ da
la nueva expresion del elemento lineal

G? (d )2 4 (d72)2 + (d78)e

--T{_) ( 7 "j“ i__—;«‘zl) 2 ’
4

Al de=cde- (

iSi es K < 0 (espacio hiperbélico), substituyendo las ¢ por a9 =

==/ — K 2 se obtiene
G\ (AT 4 (@) 4 (d7)?

K ( 1_,,)2
1——7?
4

IB] - ds?=ctds— (

G?
- K

>0

[C] d=c2d—Gr (da)? 4 (da2)? 4+ dabye b,
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Los tres elementos lineales [A], [B] y [C], por lo tanto, pueden
resumirse en la expresién tmica

(day*+ (dat)t 4 dat)?

goe e
@x+n&“0,(+ o)

eligiendo convenientemente ¢l sistema de coordenadas & y llamando
2

G
G2 al factor 7 si K £ 0. En las ccuaciones [IIL 30] hay que

[[1.26,] d 5 = c*d 12 — G2 (2)

L

substituir en tal caso K por la variable T.
Para resolver el sistema [111. 30, 311, integremos primero la ecua-
cién [IIT. 311, lo que da, si o es una constante de integracién,

o
G*

valor de p que substituido en la primera ecuacion [HI. 30] permite
escribirla en la forma

[T 314]) w@=a . pu=

2 |
(IL31,] GP2= ””fé” (G = 3G -+ ot c?)
3

En cuanto a la segunda, resulta de la [IIL 30;] sin mas que derivar
respecto de ¢ y, por lo tanto, puede suprimirse. Cualesquiera que
sean C y A, las ecuaciones [HI. 304, 314] determinan una distribucion
uniforme de la materia en ¢l espacio y la funcién G (%), la cual re-
sulta de la inversién de la integral

G
t'-—‘to:'-l——- * dx . 1 o
Gjeo I/";“Axﬂ~f;x+[3 (3*"}"“5)

Friedmann demostrd que para § == 118 y ¢ creciente, G (%) es o
una funcién monétona (creciente o decreciente) o una funcion

eriddica que oscila entre el valor cero 'y un valor maximo finito.
Eara ¢ =160, Gsdlo es periddica si h < 0, mientras que, si b > 0,

180 ¢ = 1 caracteriza los universos de Friedmann y Lemaltre.
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es funcién mondGtona para valores crecientes de ¢ Una integral
elemental da el valor de ¢ —'¢, en funcién de G para & = 0.

Bl coeficiente H (¢) de Hubble resulta inmediatamente de
[, 304] en funcién de G (o de Gy u):

[ML3:]  HE=¢ (i}u—i-;--f-mcﬂ)
3 G* 3
de donde
t.; 2

I H
= (R L ) —
G2 3 ) c2
¥
y como @G es real, { §§rzi >0, < 06 = 0 seglin sea positiva, nega-
tiva o nula la expresion.

1 1 H?

—df = rue? -

3 3 cr
Sélo si se conaciera el valor de & (por ejemplo, A = 0) cabria de-
ducir el signo de la curvatura K del espacio de los valores de
Hy . Ademis, k no aparece ligado, en la.teorfa aqui bosquejada,
con propiedad alguna de la materia y nada de particular tiene que
Finstein se decidiera finalmente por el valor A = 0. Es también, |
notable que la solucion correspondiente a { = & = 0 explique, sin |
acudir a curvatura ninguna del espacio, la ley de Hubble por la |
presencia de la materia, pucsto que en este caso [IIL 32] toma |

sk forma.

1
H? == ——up 62,
3

Para H = 432 km seg™? por millon de parsegs, resulta p del orden
de 3, 5. 1078 gr cm®,
Sin embargo, a las tres soluciones con A = 0 — los espacios es-
féricos (§ == 1), euclideo (¢ = 0) e hiperbdlico ( = — 1) — cabe
acer una misma objeccién: Si se considera como instante cero el
valor de 2 para el cual G = 0, el intervalo de tiempo entre este
instante v la actualidad es sélo de unos 1, 5. 10" afios, y este valor
es a todas luces inadmisible puesto que coincide casi con el periodo
de desintegracién del uranio. La razén de ello acaso deba reco-
nocerse én que si el estado primero del Cosmos fué¢ un estado en
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_que la materia se encontraba extraordinariamente concentrada, di-
I-ficilmente puede aplicirsele en €l las ecuaciones establecidas a par-
|'-:‘tir de una distribucion homogénea de aquélla. Es claro que cuanto
{menor sca G, tanto mis se hard notar la falta de homogencidad
{de hecho existente. Fsto aparte, la existencia del uranio, del que
'si bien sabemos que se descompone, nada se sabe acerca de su for-
* maci6n, plantea serias dificultades, al igual que Ia oscuridad de la
béveda celeste a la cual la radiacién dispersa debiera comunicar
un aspecto que no posee. -Conciliar estos y otros muchos hechos

_con el efecto Hubble-Humason es un dificil problema del que no

Jes aun posible asegurar se haya encontrado una solucion plenamente

[ satisfactoria 149,

También Eddington ha contribuido con interesantes resultados
al esclarecimiento de esas cuestiones, a la vez que intentaba armo-
nizar la teoria cosmolégica con la nueva mecdnica de los quanta,
A pesar de que los conceptos primeros no aparecen siempre en ¢l
con la nitidez que fuera de desear —Io que, por otra parte, nada
ticne de singular en la ciencia natural exacta— las férmulas v,
¢én general, la estructura teorética que ofrece permiten deducir los
valores de buen miimero de constantes fisicas ‘entre las cuales difi-
cilmente cabria suponer relacién alguna de no ser POr su teoria 141,

El corrimiento hacia el rojo que la ley de Hubble interpreta co-

mo retroceso de la nebulosa con velocidad proporcional a la distancia

cs, probablemente, el hecho observable que més invita al estudio del
universe en conjunto. Los razonamientos de Finstein perseguian
los fendmenos cosmoldgicos y sus ideas fueron precisaindose mer-
ced a los trabajos de De Sitter, Friedmann v Lemaitre. No obs-
tante, conforme se indicd, subsisten gran nimero de lagunas, de
puntos sin aclarar, tantos que casi nos atreveriamos a decir que
son los mis. Algunos astronomos y matematicos han tratado de
abordar el problema partiendo de la base experimental que ofrece
Hubble y de conceptos tedricos, mis o menos modificados, que
proceden de la teorfa einsteiniana.

De entre ellos, Milne es quizd el que mayores controversias ha

10 Cf, pero, A, Komischke, Sobre las relaciones entre la luz v I gravi-
tacion. (Inst. de Mat,, Vol. IV, n® 4, Rosario, 1943) y los numerosos tra-
bajos de G. D. Birkhoff y sus colaboradores, un resumen de cuya teorta puede
verse. en loc, cit, nota (g6).

ML Cf. A, 5. Eddington, Relativity Theory of protons and’ electrons
(Cambridge Press, 1936) y loe, cit., nota (76).

o
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provocado *#2: mientras unos niegan toda logica estructural a su
teoria, otros ven en ella incluso el modo de explicar el origen de
los mesones. Una de las nociones fundamentales que introduce
es la de observadores equivalenies en sentido cinemitico: dos ob-
servadores A y B son equivalentes en este sentido si sus relojes
estan graduados de modo tal que la descripcion de los hechos que
ocurren en B y hecha por A coincide con la que hace B de los
hechos que suceden en A, en el bien entendido que en el primer
estadio de la teoria hecho significa sblo emisién o recepcidn de
sefales. Con otras palabras, A y B son equivalentes si la funcién
f(#) que da el instante de B en que llega 2 B una sefial que parte de
A en el instante # es la misma que la que determina el instan-
te de A en que upa sefal llega a A en funcién de! de salida de B.
Partiendo de este concepto, de un analisis de la nocién de tiempo
y espacio — subordinado éste a la propagacién y reflexién de seha-
les — y del postulado que hace del conjunto de las nebulosas espi-
rales un sistema de observadores equivalentes, encuentra una distri-
bucién de las velocidades mutuas de las nebulosas extragalicticas
que se ajusta a la ley de Hubble. A decir verdad, la teorfa exige,
para llegar a una determinacién de cémo estin repartidas las nebu-

losas en el espacio y a edificar un modelo esquematico del universo,
un nuevo principio que se basa en una extension del concepto de

equivalencia de dos observadores: el de equivalencia cosmoldgica.
Dos observadores A y B son cosmoldgicemente equivalentes si A
describe la totalidad de las observaciones que efectia en el conjunto
de los observadores de la misma manera que B lo hace con sus ob-
servaciones en el mismo conjunto. El principio a que nos referfamos
afirma que el conjunto de las nebulosas es un conjunto de observa-
deres cosmoldgicamente equivalentes (principio cosmolégico). Esto
supone que todos los observadores fijan las coordenadas con suje-
¢ién a unos mismos criterios, en particular las distancias deben de-
terminarlas mediante sefiales a las que todos ellos atribuyen una
misma velocidad de propagacién ¢. Ademds, el marco geométrico
adoptado por cada observador es el espacio euclideo, que, si se
quicre, cabe ampliar con la coordenada temporal en el espacio-
tiempo de Ia relatividad restringida, lo que no quiere decir que
exista un espacio euclideo comin a todos. No es posible todavia

12 Su obra fundamental es Ia citada en la nota {39). A ella signicror
un/ considerable nimero de articulos, publicados fos mas en Philosophicai
Magazine, algunos de un anilisis sumamente profundo.
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| juzgar acerca de la adecuacidn de la teorfa de Milne a los hechos,
| tanto mds cuanto que se trata de una teoria en elaboracién por asi
decirlo. Con ella s¢ inicia en parte un “regreso” a la imagen geo-
' métrica del universo anterior a la’que ofrece la relatividad general
(. yla actitud de Milne ante la “geometrizacién” de la fisica es com-
/ partida hoy incluso por muchos que no aceptan su punto de vista
en otras cuestiones 143, '
La complejidad y la rigidez de los modelos de espacio-tiempo
inventados para dar de los fenémenos fisicos una interpretacién
geométrica, han conducido a muchos cientificos a volver al espacio-
tiempo de Minkwoski, principalmente cuando se trata de lo que
focurre en ¢l microcosmos. Hablamos de rigidez, porque el descu-
brimiento de cada nueva categorfa de entes — particulas de Dirac
0, mesones, por ejemplo — obliga a modificar el esquema geomé-
- trico y a crear nuevas formas conceptuales de espacio-tiempo.  Sin
embargo, no cabria esgrimir esto como objecién si los modelos re-
sultantes fueran conceptualmente més simples v pricticamente mds
manejables. Pero, de acuerdo con lo gue ya dijimos, encuadrar lo
cudntico en el marco relativista, aun limitindones a Ia relatividad
especial, presenta dificultades todavia no resueltas, dificultades que
se multiplican si pretendemos hacerlo en el de la general. De hecho
quedan. muchisimos obsticulos por vencer v es prematuro hablar
-de un analisis relativista de buen ntmero de fenémenos, no va en
el mundo ‘de los corpisculos elementales — el problema de la in-
teraccion entre la Iuz v la materia, por cjemplo, o el de las rela:
ciones entre luz y gravitacidn —, sino incluso en el macrocosmos,
tal como el problema de los dos cuerpos. Con todo, la contribucién
de los cientificos a esos temas es incesante 144 v es de esperar que
se aclaren, si bien sea lentamente, los enigmas que hoy se plantean
a la ciencia contemporinea, aun convencidos de antemano de que
surgirdn otros nuevos arrastrados por aquéllos que se vayan re-
solviendo.

13 Asi G D, Birkhoif.
144 Cf, Ia bibliografia general. .

APENDICE

1, CONCEPTOS FUNDAMENTALES DEL CALCULO
TENSORIAL.

Sea V', una variedad de » dimensiones en la que se ha elegido
un sistema de coordenadas (x). A cada punte P(x;) de V, aso-
ciaremos un espacio afin ordinario, A,, asimismo n-dimensional,
que contendrd el punto P(x;) y el entorno de primer orden de P,
razdn por la cual se Hamard a A, el espacio afin tangentée a V,, en
¢l punto P(xy)} (punto de contacto) 1%, El espacio 4, se comporta
1‘e:i?ecto de ¥, como un plano tangente a una superficie del espacio
ordinario tridimensional en uno de sus puntos se comporta respecto
de esta superficie. ks menester advertir, sin embargo, que al conside-
rar la variedad V, en sf misma, no como hipersuperficie de un espa-
cio de mayor nimero de dimensiones, el espacio tangente A, es un
ente meramente pensado y que, hasta cierto punto ,se introduce sélo
como clemento base representativo de aquel entorno, A ¢l perte-
necen, en particular, el conjunto de las direcciones que parten de P,
cada una de las cuales estd determinada por # diferenciales (dat, ...,
dx") y las determina a su vez salvo un factor de proporcionalidad.
En cada A, se suele tomar como sistema de referencia aquél respecto
del cual la direccién (dal, .. .,dx") tiene como coordenadas preci-
samnente los ndmeros dat, .. .,dx" Con otras palabras, Ja referencia
local en A4, generalmente es un sistema de coordenadas cartesianas
cuyo origen es el punto de contacto P de 4, cuyos cjes represen-

145 Fn los espacios de conexidn proyectiva, el espacio ordinario asociado
a cada punto de la variedad V,, es un espacio proyectivo, en el sentido ele-
mental, de. 7 dimensiones.



