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1. Cerscteristicas y bendas caracteristicas

e T

Consideremos la ecuacién entre derivadas parcisles

de primer orden

(1.1) Kxtu,pg) =0, uw=ux), m=

T es funcidn continua, con derivadas primeras continuzas

respecto de las 2n+ 1 variables (xi,u,pj) . Ademds, por

2 F
9 pi

lo menos una de les derivadas

os diferente de cg

ro0. Todo ello en una cierta regién del espacio (xi,u,pi).

Los posibles hiperplancs tangentes & una hipersu -

perficie integral en el punto (xi,u) forman une familia

de hiperplanos, dependientes de n-1 pardmetros, tangen—

tes a un hipercono de vértice en (xi,u), llamado “hiper

cono de Monge" : (1.1) es la ecuacidn tangencial de es-

te hipercono. Integrar (1.1) és hallar una hipersuper -

ficie que cn cada punto es tangente al hipercono de Blon

ge correspondiente.Es fécil haller la scuacidn dual del

-y

i () Véase R.Courent y D.Hilbert, Methoden der mathe

matischen Physik, Vol.II, Cap.II (Springer,1937). BExis-

te tembidn una versidn inglesa (en perte ampliasda) publi

cada por Interscience Publishers, 1962.
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hipercono (1.1). Sea py = JU; (Aq. ,...,AM) unt. repre
sentacién peramétrice de dicho hipercomo. Si(vi,v9) es
un vector Hue caracteriza le interseccién del hiperpla-

no py =JG(A) con los (n-1.): planos infinitemente pré-

ximos py = J; ()\,’——) i Aq‘—-)\ﬂ.’), se tendrd:0 =3—£j'—v"'.
N 4
Pero O =9EF 2B . vl o K aif . Por otra pz

3pi dAx 7 d pi s
te, debe gser v° = pivi R vor= kps AF_ o 9in restringir
: L
la generalidad puede tomarse k = 1, con lo que queda pa

re. dicho vector

(1.2) vi= OF v =p 2F
o p ar;

Cada una de las direceciones (1.2) - una para cada hiper
plano tangente del hipercono de Monge (la generatriz con

tenide en 81) -~ se llama direccidn carecieristica aso -~

ciada al punto (x1,u). Ia familia de todaes las direccio
nes caracteristicas asociadas a dicho punto forma una fa
milia dependiente de (n-1) pardmetros.

Lag curvas que en cade uno de sus puntos son tangen

tes a una direccidn caracteristica se llamen curvas foca

les o curvas de Monge. Obsérvese que sobre toda integral

de (1.1) deben existir curvas focales y que uns hipersu-
perficie integral es tangente en cade punto el correspon
diente hipercono de longe y por aque/l pasa esi uwna direc

cidn carecteristica. Para determinarlas, sea u =¥(x1) la

integral de (1.1) dade, con lo que Py = i?:_ sobre ella,

o x

dxt _ OF gotermina una fo-
O’s aP"

El1 sistema de ecuaciones

milia de lineas sobre la hipersuperiicie a lo largo de las

s Loy

1 ——r




s d xt+ ds o Pe

cuales gqé——= Q70 .dxt _ Py a‘_: . Por g.o tanto, di-
chas 11%5§§ forman una familia de curvas focales y por %ﬁl

cada punto de la hipersuperficie ue;?Txl) pase una de

ellas. Ahorc bien, de (1.1) se sigue:

o F o F 3 o F -.E‘Pu -
dx- ) O w e d Pu Dt

con lo que para aquellas curvas focales se tendrd :

APE - agL dx"___apl OF _ dpx t’)F:_aF oOF
i TR ds T ox* p. o dpe  pY o Gy

% 5 -
Por lo tanto, si una curva de Monge se encugnira en una
Iy oh .
hipersuperficie integral, las coordenadas (x%,u) de sus
s [
AiRE . ;
puntos y:#ad cantidades p; satisfacen a lo largo de ella
b

el sistema de ecuaciones

dxt _ OF du._ oF dPL_ oF
(1-3) in aPl'. ) ds .[j afl 2 ds - c)x"+r a )

e ez el liamado sistema caracieristico de ecuaciones

diferenciales de la ecuzcidn (1.1). Obsérvese que cadla

hiperplano (pi,—1) pase por la correspondiente tangentie
& le curva x1 = xi(s), u = u(s), de modo que ésta apare
ce como soporte de una familia de hiperplanos.

Ademds, P(xi,u,pi) es uma integral primera de (1.3),
ya que

dF:BF dx=+BF du.+aF dpt  _ o,

ds OxiEmd TN D unEds opi ds




Degla familia general de soluciones de (1.3) — gque
depende de 2n pardmetros - separaremos la subfamilia de
pendiente de 2n-1 pardmetros caracterizada por la condi
cién F = O, Toda solucién de (1.3} que satisface F = O

(%)

se llamard uno banda caracteristica ' ; la curva x*(s),

u(s) que la soporte se llamard curva caracterfstica. So

bre cada hipersuperficie integral de F = O existirdn in
finitas bandas caracteristicas. Cada banda caracteristi
ca que tiene con diche hipersuperficie un elemento co -
min (es decir, um punio ¥y el correspondiente hiperpla -
no) estd contenida en la misma. (Ia superficie desarro-
llable, envolvente de los planos de una banda caracte -

rigtica, se llama desarrolloble caracteristica en el o

gson-= 2).

2., Resolucidn del probleme de Cauchy

2.1 Variedades elementales iniciales.

Sea C wna variedad (puntual) dependiente de n-1 pe

rdmetros : xt ;.f't (X«), o= S ()\u) , % = 4,2,-=m b,

() Sneddon (I.N. Sneddon, Elements of partial diffe

rential equetions, McGraw-Hill, 1957) llama bendas inte

grales a 10 que llamamos aqui bandas caracteristicas, ha

da este nombre a cuslquisr solucidn de (1.3).




¥y supongamos que la matriz (illi-) es de caracter{stica

A« .
n-1, con 1o gue los n~1 vectores (-ﬁLi— ,-QJL—
COAu! T A

nealmente independientes. Los hiperplancs tangentes =a

) son 1i

C en uno de sus puntos dependen de un sélo pardmetro.Si
se impone la condicidn de que uno de estos hiperplanocs
sea ademds tangente al hipercono caracterfstico, el va-—
rlnetro queda fijado, suncue no univocamente, en gene -
ral., Es decir, en general se pueden trazar varios hipé;
rlanos tangentes en un punto a C y al correspondiente hi
wercono caracteristico. Evidentemente, hay que elegir es
tos hiperplenos de manera que varien de manera continua
con los pardmetros )\o( . Se trata, pues, de hallar una

solucibn py = g A« ) del sistema de n ecuaciones en -
el A s o §*

I 1 20X
funcidn continua de los )\o . Esta colucidn, junto con

ire las p4: ; Flx*,u,p;) = 0, que sea

G, dofine una variedad elemental 01(variedad de elemen—
tos integrales tangentes a C) dependientem de los n-1 pa

ri.etrcs )\c,( .

Sea x't = X."(S,lﬁ)' W= u_(s,ku), ri_ = r.‘_ (S,ko()
la banda caracteristica tal que

x"(o,)\«).—:Jﬁ(}\ﬂ), w (O,X«)EF ()\oc). pi (0.)\“‘)‘5 9+ ()\"‘) 9

oF o F
aP,_ arn
A= O xR 2 - dx! S xh ‘
o (S.v)\l;"“;)\n-l) GRS a>“l
O x " SNEESH O xP
b)\.—,., a>\,,_|



Si el jacobimno no es nulo idénticamente en los )\o.- para
s = 0, tampoco lo serd en un cierto entornoc de dicho va-
lor, con lo qv.‘-:..'.""é‘& sistema x1 = x1(5, \y) permite despe
jar (s, )\,( ) en Funcién de las xi. Las Punciones u v i
de las. xi que resultan de substn.tun.r en vez de s ¥ )h(
sus cwcpre.,loncv en funcidn &e las x1 son tqles que F(xl

L,p;) = O. Pare poder afirmar que u es una integral,fal-

ou
Oxt

ta demostirar que entre las pi}ly las existe la relg

cidn py = g“, . Para ello obsérvese que, de wna parte,
xl.

\1.4) au - O W Bx;- = é)u.. aF ) au_ - au, ax:. 2
35  oxt as  oxF dpl | dXa Oxt O

i se consigue demostrar que tambidn

(1.5) D& - . 9x = pL 22X
an - [Y T ey et > e
necesariamente serd Py = —g—;-‘—:— , Y2 que los sistemss (1.4)

v (1.5) tienen los misuos coeficientes con determinant:
¢iferents de cero. La primera de las (1.5) se cumple idén

ticanente. Hagamos

e Su . _dxt

= s Se tendrd :
B O A O Aet
a U = O it o L dxt p a x‘-
o< 3550 oS~ 0Nk, [t 100N
A comoo= S u = S piL A xt et 51 o3} x;’
DA D5 Ohe TasE i Taxas
queda en definitiva :
DU _ op ox _ opt ox _ dp OF Ix [oF 2 )
Cs OAx O ds dhx  ddx dp. A \Ox' 1 Ou




Ahora Lien, de F(xi,u,pi) = 0 se sigue :

DF dxb | OF du , OF 2 — g,
%t O O d)a QFL Ao

s
o U OF (oxt _ du ) [[tof .-.U"(S,A):Hq(o,z\)e‘@‘f“t'”dé,
ou )

O SERBO W p Eyw Eyw

Pero UQ(OJ)\) = %‘?: — P %{% = O . ILuego, u—d(S,X)= o
es decir, también se cumplen las restentes ecuaciones
(1.5). Queda asi demosirado que por la variedszd elemen-
tal C. pasa una integral y sélo una de F(xi,u,pi) =4

si thé(?. Pueden pasar mds de una por C, pero en todo
czso su nimero es finito. Con tal que A%O, ninguna

otra condicidén se impone & Cqe

2.2.— Variedades elemenitales caracteristicas.
A cada punto del espacio (xi,u,pi) hegamos corres—

ponder el vector

S IO FERE CEITS O F ARSI RN O RSSO
S a‘“aFa el dpt ot " ou

que llameremos vector elemental caracteristico. Sea Cq
una variedad elemental. De esta variedad elemental se di

réd que es una varieded elemental caracterfistica si cada

punto de la misma contiene el vector elemental caracteris

tico correspondiente. Dado que la variedad tengente e C4q

esti caracterizada por los (n-1) vectores (33 gﬁ 39L),
o

la condicidén anterior se traduce en la exzstencla de n-1



pardmetros M « (X) teles que

(Hiﬂ = fea )—3—7 aF( H) = s (1) 24
(EPHG) J’J"Je =fa (X)) SE-

$.
Toda variedad elemen:t'al caracteristica se puede

1gendrar por una familie ae bandes ceracteristicas ,
“coondientes de n—-2 paz émetros, que pertenecen a ella.
In efecto : En primer luger, el sistems _é_dl;l._;f-l-d()\
22fine las A°< comoe fuinciones dependientes de n-2 pa-—
rdzetros y le banda definide en Cq por i = fiE}(s)],

= £ [X(s) ] » Di = &i [)\(s)] es unsa bande caracte—
ristica. Para verlo basia observar que

dxi agf; dAe _ DF du = a:' dAx _

ds 7 DI ds DP: ? ds OAa ds 3 af,"f’ b\n 2
det _ 29t dAx _ _ oF
ds b%}w ds Oxi

v dado que 11(fl,u,g:l) = 0, también FLgi(s) 'u(s),pi(szl
= 0. Es claro que la familias de bandas caracteristicas
dependientes de n-2 pardmetros asi definida cubre Cqe

Si une banda caracteristica tiene en comin con wma
veriedad elemental caracteristica un elemento, estd con
tenida en ésta. Es consecuencia de la unicidad de les
soluciones del sistema caracterf{stico de ecuasciones di
ferenciales.

Condicidn necesaria y suficiente para que por wna
veriedaed elementzl C, tal que en ella es A =0 pese
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una hipersuperficie integralhes que 01 se%ivariedad ele
mental caracteristica. En efecto: supongemos que la hi-
persuperficie integral S,u = u(xt) , contiene Cy . Dado
que en C, es NH=0, existen n-1 factores i« ( )[tales que
se cumple la primera de i&s ecuaciones (1.7). Ademds,da

do que S contiene & 01, dabe tenerse :

o [«(3)]-

¥

7MW =<0 a)=

Por lo tanto,

. oF 4ot 2 o o p w dx- _
3%?_ {1 9)=gi ) 2 = pe() 24 26— (N) 2L

v se cumple la segunda de las ecuaciones (1.7). Pinal -

mente, de <oF_ 2F ., oFf OP% — o go deduce:
U2, YT + D0 i’L-r aFK Sxe

- 28 (#14,9) —q BE(fi0,9) = 2E()ig)2e(8M ] g)=

¥ / d 3% dpr = N S a:
= ax{d) P S reet (N) :ﬁ%: 5

que es la tercera de las (1.7). Imego, la condicibén es
necesaria.

Ia condicidn es suficiente. En efecto, supongemos
@i 01 es une variedad elemental caracteristica. Sea C;
ma veriedad elemental cualquiera en la que Zﬁié o
v tal que tenga en comin con 01 una variedad S' de n-2
dimensiones. Lasg bandas caracteristicas con elementos % %
ziales en S' (y, por lo tanto, en 01) generan C, y perig

necen & la hipersuperficie integral que pasa por O%. Di



L)
cha hipersuperficie contiene, pues, 01 y como C; a8 ar-

bitraria, existen infinitas integrales qug contienen 01.

2, INTEGRAIES COMPLETAS. TEORTA DE HAMILTON—JACOBI

1. Envolventes ¥y curvas ceracteristicas

Consideremos de nuevo la ecuacién

(2.1) Pzt ,u,pl) =0

conpi=.§:£ y§ a‘as) 7-!0.899.

(2.2) e = P (Xt a)

una integral completa (=) de (2.1) tal que D= ax~aa %O
K
on la regidn consideradae del espacio (xi,u). Ia envolven

te de una femilis arbitraria de solucilones de (2.2) de -

(= =)

~endientes de n-1 pardmetros es también solucidn

Tata solucidn se llama intesral generel de (2.1). Pare

verlo, hagamos Qy =y () (et=1,--: n_ﬁ), donde les o«

(%) Recordemos que se llama integrasl completa de una

escuacidn del tipo (2.1) 2 tode integral de la misma que

depende de n pardmetros independientes.

(2 %) En particular,una de estas familias puede ser

de la forma a, =% (a1 150 ,an_1) , con & funcidén erbitra

ria,

|




