_'11:"_‘ ' ; ﬁFﬁE

gon funciones erbitrarias e independlentes de loa n-1;
. pardmetros Ay ¢ Ia envolvente Be obtiene calculando
los Aq en funcifn de las xi & partir de b

(2.21) oLl 2P R da | :
: aCI.K aAB(

| y substituyendo las expresiones  Aw = Xq (x}) asf

obtenides en w = % [x*-i e ()\q )} . Se tiene

entonces ¢

Qu - 2 . 9F dwk da . oF
oxt o x* oax Ola Oxt oxt

y como, por definicidén de integrsl completa, es

?F(x",S’, %,?l.a—)

efoctivamente la envolvente es wna integral de (2.1)

m

o ,

(Fme3) ”

Legs curves de contacto de una superficie dasda por

la integral completa con lasg envolventes son curves co-
racterfsticas. Una de tales curvas corresponde & un sig

tema fijo de valores de )\d, ':3':& ' Yy 25, sademds ,
) : ol

Py x d T

i (3==¢) Puede ocurrir que exista la envolvente de la
: femilie de soluciones definida por la integral completa.
Esta envélvente es tambidn solucidn y se llame integrel

gingular de la mismé.

i



les relaciones (2.2') se oumplen & lo largo de la cur-
va, lo que implice que existan constenteg b¥ tales que
(2.3) g0 v A‘:.
© Gk

DadosAbk,ak, (2.3) determina lams x1 como funciones de
les &, ¥ A bk xi(a,, AbE). Si detas se substituyen
wm P (x1,a;), se tiene una ocurva xt = xi(ey, | X b)),
W =j’{x" (ax, A b ),ﬂ.'t }definida en funcién del pa-
rdmetro A\ . Este curva, junto con el sistema de hiper
planos py = %‘5‘?— {x" (ay, X L ) : de} : constituye
una banda caracteristica. Para verlo analfiticemente, dg

1+ omos {2.3) respecto de (A ). Se tendrd:

o .dxt =

2e 5 _z-_. N s - L s

(8:4) o0, xt d A :

Por otra parte, del hecho de ser u =% (x,a) integral

completa de F = 0 ge slgue que

L LY OF Suy > Ligiar il
o) Y oxidax opi - S
de donde, en virtud de (2.4),
: OF
dxt . 9pi -
d A A oF
owu A
con >\ -2-5-%0- Haoiend_.o,/ = - ":"Q‘i , Queda
= d X\ ' c)‘:l.

&
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Por otra parte, de (2.1) se sigue 2% + ‘zzf;;+ aF opx -

dxt éfu oxt
= O . Paro
OF opx _ 4 dw" 2pg _ A dx* dpt _ 4 dpi s,
opk . dxt o P E AN Eroxt LT L Pld A Ts o xk ol p d A
QF OF . 4 dpt . dpi oF S Faten
YA IO P dA S dx ="f°(a_rx Y F‘)‘

' du _ du dxt_p .dF
Finalmente,de (2.6) se sigue eI £y 'frtr)pt'
Siempre se puede elegir A de manera Que sea P = 1 con lo

quc el teorema queda demostrado., (Basta tomar como variag

A
ble independiente s( A ) ==f P de conf(A) definido por
2 1

f () :-{A g_:_ [x (a, X b),';’f[x(o.,)\b),Q} ,%{x(q,kb),a} ]}u.

d' 2. S d g g d
FYNEEE)Y ds-ftds)

Entonces es:

2.Forma candnice de las ecuaciones diferenciales caracte

7
risticas.

a) TRt e e

de_
Los cédlculos anteriores se simplifican y el sentido

geométrico es méds claro cumndo la variable funcién no apa
rece explicitamente en F(xi,u,pi) = O, En realidad, dade
we ecuacién entre derivadas parciales del tipo F(x1,u,py)
o9 slempre posible reducirle al caso particular indicado
gin mds que aumentar en uno el n'mero de variables inde-~
pendientes.

En efecto, en vez de buscar la solucidén en forma ex
pifcita, u = u{xi), cabe buscarla en forme implicite,
% (xl,u) = 0. Dado que de & (x*,u) se deduce

=i @ Pt )
dep s S st
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y que d¢=0, junto con aaf% 0, deberd tenerse :

2
s e e 9 LI :
w 57 dx*
ow asf
y & (x',») ha de ser solucién de F(xl,u, - -—aéﬁ-f- )=0,0

introduciendo la varisble independiente x° =“u , F(xi,x°,
- %%o—/a—axsf—)= 0, ecuacidén que es de la forma

(2.7) 75,80 (Xtxhplipe) = O
pii= 2% 27

oxt 3 Pe.= Bx°
La ecuacién (2.7) no contiene la variable funcién,q,

y en ella todas las variables independientes, y las correg

pondientes derivedaes, representan el mismo papel. Suponge

mos ehora que a: 74 O . Es posible entonces despejar p,

)
con lo que (2.7) adopta la forma

(2.8) Fe + H (XZ’F;} x°) = O

b) Las ecqacionea diferenciales caracterfsticas de (2.8)

8e escriben:

L

LD H S dpt" _SiEre W duw i il o
ds Dpi ds EY ds T 3pt

dx® s 1 ; deo = OH

ds ds & x0

Dado que j:" =4, 8in restringir la generalidad podemos t9o

mar s = x*. Representando por £ (x°) la derivada de £ (x°)

respecto de x°, el sistema que precede se escribe

5 "L s aH ", o H
(2,9) S e Pi= - 5%
2.9 WLk :BH g Iy e S oH i
(.I9) hes? i opt b P Dx°
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El sistema caracteristico se descompone as{ en dos subsig
temas: el (2.9), que define las xi,pi, como funciones de
x° dependientes de 2n pardmetros, y el (2.9'), que una vez
integrado (2.9) reduce el cdlculo de u y de p, & cuadra-
turas.

Puas bien, dada wna funcién H(xi,pi,xO) de 2n+1 Qa—
riables xi,pi,xo, 8l slstema de ecuaciones que H define

medisnte (2.9) se llama sistema candnico de eouvaciones di

ferenciales asociado a la funcién H dada, que, a su vez,

recibe el nombre de funcidn de Hamilton (generalizada)} por

el papel que desempefia en dlndmica. Queda as{ demostrado
que la integracién de la scuamcidn entre derivadas parcia
les (2.8) se puede reducir a la integracién del sistema
candnico (2.9) seguida de las cuadraturas (2.9'). Con ello
quedan determinadas las bandas caracteristicas, a partir
de las cuales se construyen las hipersuperficies integra
les de (2.8). |

3. Teoria de Hemilton-Jacobi (rec~dr

Is, relacidén entre (2.8) y (2.9) que acabamos de es-—
tablecer, puede invertirse (Jacobi), es decir, es posible
reducir la resolucién de (2.9) a la determinacidén de uns
integral completa de (2.8), ya que, si contamosﬁz;ta, un
mero proceso de derivacidn y eliminecidn conduce, confor

me sabemos, & la determinacién de bandas caracteristicas,

esto es, en Ultimo término, a integrales de (2.9). &G
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Dado que puede resulter més fdcil hallar unae integral com
pleta de (2.8) -p.e., medimnte separacién de variables —
que resolver (2.9), ea claro que ese hecho puede tener im
portancia prdctica. Por ello demostraremos de nuevo la po
gibilidad de reducir el problema (2.9) al (2.8) directa -
mente, sin acudir a le teoria general antes desarrollada.

La particular estructura de (2.8) - esto es, el he -
cho de que no contiene la variable funcién - conduce & que
si se conoce una funcidn u =G (x°',xi,ai), dependiente de
n paré.me'tros { es decir, uno menos de los que correspon —
Jen 2 une integral completa), tal que satisface (2.8) cua
lesquiera que sean las a;, siendo adends j //33 aa... 7{ 0,
la funcién?(xo,x ,84) + & es una integral completa de
(2.8), En efecto, sl P es golucidn de (2.8) también lo es
50+ o, cuslquiera que sea la constante g. Supongamos,pues,
que conocemos una tal funcién P (x%,x ,ai)

En estas condiciones, las funciones x1,p; ddx® defini

das por

2L _ o

Y-S ' Ft = oxt ?
funciones que existen por ser //a%%% / f{ Oy que dependen
de los 2n pardémetros (ai,'bl), gon solucién del sistema ci
nonico (2.9). En efecto, de la ecuacién P TR b v

do.;

de g{? +H(x:’ %;x'):—_ O 8se deduce

2 F N 2 2
o z + o 9’ xK = s) s o 50 + o H o) 90 - - O A
oX° o0 o x* oa} day dx*° dpe da; DX
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de donde X * = %_l—;!_ s QUe es el primer grupo de las (2.9).
"
- e g .
Anglogamente,de Py —-é-’-(tf y de %+H(xt, _.?.gx y X°) = O

se gigue
T o i e ey el e
F X" Dt e x* dxt
¥ 3
Oi=pn9- 152 O H oH o°g°
O x® 3 x° i oxi + Opx Oxtox" )
quue
de donde, teniendo en cusntaix® = 2 e . 2H
gpe 7 P F-riw

que es el segundo grupo de (2.9). {(La aplicacién de la teo
ria general conduce, claro estd, a la misma conclusién:si
tomamos como pardmetros Aq las .y las scuaciones que dg

terminan la curve de conteacto se escriben

2% 2a; 4 2a e oP W SESalll |

— * @

oa; oSax Sy Oy Dax

Este es precisamente el primexr grupo (2.10). En cuen
to al segundo grupo, es trivial, ya que, por definidiénm,

Py = ax" -)

§ 3.FORUMALISMO HAMTLIONIANO ¥ CATCULO DE VARTACIONES

1. Conceptos fundamentales del cdlculo de variaciones

Conforme se verd mds adelante en este pdrrafo, el pro

blema de integrar una e ecuaci6n entre derivadas parciales

e — s

T e

de primer orden que no contiene la variable funcién a8 del

p— e —— e ——— -

todo equivelente & un cierto problema de célculo de varia

ciones. Dada la importencia que los principios va:riaclo -
—————— .

nales tuvieron y siguen teniendo en la f{gica tedbrica, re
corderemos aquf brevemente las nociones primeras del cdl-

culo de variaciones.
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El problema tipico del cdlculo de variaciones(x)pu_e_
de formularse de la siguiente manera:

Dada una clase de arcos, G, definidos por ¢l = qi(s),
(t=s =2t) que unen dos puntos fijos 1 y 2 del espacio

(Qyese,02,8), haller uno que hage mfnima la integral

(3.1) ?[C] =’/rltF’(S;15,E"‘) ds.

El nombre de “"ecdlculo de variaclones" a que dié 1lu
gar este problema se adoptd como resultado de la notacién
introducide por Lagrange (1760). Para comparer el valor
'J [C] con el asociado a un arco préximo al C, Lagrange
"varf{a" las funciones q_i(s) y que definen C, pasando a otras
qi(s) + & gl(s), donde las funciones & qi(s) reciben el nom
bre de "variaciones" de las gl(s). Si Sqi(r) =8 ql(t) = 0,
la curva veriada, C+ 8¢, pesa esimismo por 1 y por 2 y de-
termina un nuevo valor, 2[c+ Sc] , de lam funcionsl 2] [CJ 3
El problema planteado se traduce asi en la condicidn de de

terminar C de manere que pare todo arco C+8C de la clase

sea f [c+ gc] > ‘f[c] . Teniendo en cuenta que
J [C+5C]=/F(S.¢l.‘-+ Sq:‘,é‘l-}-é—c‘il ) dS)

() Nos limiteremos aquil &l caso de una sola variable
independiente. Para la teoria general, puede verse R.Courant-—
D.Hilbert, loc.cit, Vol.I, Caps.IV y Vi; G.A. Bliss, Lectu
res on the calculus of variations, The University of Chica
go Press, Chicago, 1947.
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donde Séli = Eds_ {Stf (s)}=g(dfsi), el deserrollo (fommal)
en serie de Taylor del integrando permite escribir la ai
ferencia A'] =J [c+ SCJ—] [c] en la forma:

Ade SiedsiT il T s

Los sfmbolos & "g— andlogos a la diferencisl n-4si-
ma de una funcidén - son integrales de polinomios homogé-
neos de orden n respecto de las (& ¢ ,Sq_i) cuyos coefi-
cientes son derivadas parciales de orden n de la funcién
P respecto de lag variables (ql,ql). Ia integral S"g es

la variacién n-ésime de la fumcionsl '] [C]

Deciamos al principio que los problemes de cdleulo
de variaciones se refleren siempre a una clase determing

da de ercos, Cualquiera que_sea éste, es claro que los

arcos C deben ser tales que la integral 'J [C]axista. Los

arcos de la cluse dada se llemardn arcos admisibles ¥y un

problema de cdlculo de variaciones puede consistir en ha
llar, entre todos los arcos admisibles que vnen dos pun-—
tos dados 1 y 2, wno que hace minima la funcional g [C].
De un probleme de este tipo se dice que es wn problems de

extremos fijos, Caben otros problemas mas genereles; por

ejemplo, los arcos admisibles pusden unir un punto fijo y
uneg linea fija, o dos lineas fijas, o una linea y una su-

verficie, etc. Estos problemas se llamen problemes de ex—

tremos verisbles.

A fin de concretar la naturaleza de log arcos admisi-~
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bles parsa una funcional 3 [¢] dada (es decir, pare wnae
funeién F(t,qi,qi) deds), consideremos une regién R del

espacio (t,q ,qi) tal que Bﬂ=ellﬂufitxﬂ.: qt)

rlvadas _continuas hasta el cuarto orden, aunque_en. . el

—— ety e e = s

ca30 qQue nos interesa particularmente bastard que sean

e e e ey ey

continnaa las derlvadas tan s8élo hasta el tercer orden

incluslve. Todo punto (t,q ,al) interior & R se llama—

rd punto o_elemento gdmigible. Un arco C se suele lla-

mar regglar si las funciones q-(s) que lo definen son
unlformes y tlenen derivadas continuas en el intervalo
f?:j%) La clase de _Breos ¢ admlsibles estard constituida
por el conjunto de arcos contlnuos cada uno de los cug
les estd formado por un nimero finito de segmentos re-
gulares cuyos elementos (4,g%,ql) sen todos admiaiblé;.
Un arco admisible, por lo tanto, puede presentar un oy

mero finito de buntos angulosos.
2. Condicidn de estacionariedad

Sentado esto, sea E un arco admisible, que ume los
puntos 1 y 2, definido por ql = ql(s) (x2 s <« 1), sea
% una constente arbitraria y p(s) p funciones de s_
que se anulan para 8 =T y 8 = t y cuyas propiedades
de continuidad y derivabilidad son las mismas que las
que les de un arco admisible. Llamaremos & laspi(s) va-
riaciones admigibles, por lo que se verd a continuacidén.

Las igusldedes: ul(s) = qi(s) +=¥91 (s) definen uma fa-



s
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milia de arcos C« dependienies de un pardmetro (el < )
'que pasan por 1 y por 2 y ale, adends son, evidentemen
te, admisibles para valores de « suficientemente pe -
quefios (el arco admisible E corresponde al valor A=0
del pe.ré.me‘aro). Las veriaciones que hacen pasar de E a
un erco de diche familia son de la fopma: Sq'=xp'(s) .

Es claro que la funcwnal} [c] se reduce a8 un funcidn

YeLorre
de & cuando C ewmee ol conjunto de las Cqo 3

'a[Coa qg(d) / F]_S,ﬁ +oc7 ;ci +°(\7]cls,

Para que 'J [E]sea un mninimo es necesario, eviden-—

temente, que & () preaante un minimo para % = O ,lo

que implica ¢ ‘(0) :-_o,;g"(o)ao.Dado que, en la notacidn de

Lagrange,se biene SH = 55'(0),523:«’;5"(0),@ aqui resulta

que condicidn necesaria para que ‘3 [C] presente vn mi

nimo cuando C = E es que la varizcidn primers se anule

v la variazcidn segunda sea no necraulva.( =) Analogamente,
w..a.xr. "0

iz condicidn de q_ue"] [E] sea un weeEm® implica 5'3:0 ,

S*? Z} < O . En generel, la condicidn 5'3:0 traduce el ca

rdcter estacionerio de ‘J[C] pera C = E,

(%) Con frecuencia se llama variscidn primers & 3’(0)

v vaeriacién segundse a qb"(o) .
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intes de establecer la primera condicidén necesaria,
relativa exclusivemente & E, (la condiciénd g: O involu-
cra les variaciones rg" ) para queg[ej sea un minimo,de
mostraremos el siguiente lema :
Si M(s) es acotada en (t,T), uniforme y continua salvo
acaso en un nimero finito de puntos en aque presents dis-
continuidades de 18 especie, la condicidn unccesaria y su

ficiente para que

t
(3.2) ‘[ M(s)n(s)ds =0

cualguiera que sea la varizeidn admisible n (s), nulz enT
se
v en t, es que l(s)Yreduzca a una consiante.
Lz condicidn es suficiente, evidentemente. La condi

cién es neceseria. En efecto, la variacidn

s
30 3) v(s) -':/ M (x) dx - ¢ (s -T)

L
es admisible, se enula vera s =T y tambidn pera s = ¢
(&
P

gin mds que elegir convenientemente la constante c.

(]

or
™~
otra perte, de (3.2) se deduce que también

"
y = - ds = O
(3.4) [ {M(s) c} v (s)ds

cuzlguiera que sea la variacidén admisible nula en T y en t.
Tomendo para h en (3.4) la expresidén (3.3), se deduce:
t 2
f {M(s)-c] ds = O,
T
de donde M{sg) = C. ;

Sentedo esto, consideremos la primere variaciédn de '_(}

Ly

TP T
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correspondiente a varlar Unicamente qk, conservando las
s Uit
restantes gl. Se tendrd @Eé <;“° e 3

& - )
&J._.‘,% (*a‘:’%?”* aac}:: 54 ) ds,; (i esfiel)
L,

Por otra parte, salvo en los puntos angulosos de v]

k

y de E, es s

s <
d K SF _ .k OF 'y SF
o

Ia Tuncidn D& égéfdx es, pues, continua con deri-

vada vprimera continuz (dade por el segundo miembro),sal
vo en los punitos angulosos de n* y de E, donde dicha de
rivada puede presenter discontinuidades de 18 especie .f[)
(7 Vor congsiguiente, y, en virtud del lema anterior, resul-
ta que el coeficiente de ﬁken el integrando debe ser una
cor sante. Dado que k es uno cualquiera de los indices
1,2——-n, tenemos el sigulentve leorema:
Todo arco 2dmisible aque hace minima (o mdxima)} la
funcionalf}[;]debe satisfacer idénticamente la condicidn

(K))

(que llamaremos condicidén I

s
(3.5) g‘;:“ =/ gﬂi ds + ex, K=42,000,1
T

De esta condicidén se sigue:

a) A lo largo de cada segmento de arco entre dos pun

(%) Es la Unica que vemos & necesitar aqui. Ias otras

condiciones pueden verse, p.e, en Bliss, loc.cit.,§35.
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tos angulosos de un arco admisible E que satisfece la

e
aciK

condicidn I, las funciones son derivables ¥y

ge cumplen lag ecuzciones de Buler (1744):

(3.6) d SIFRL) s 2F
dS ( aC1K;"1 ) aCIK
b)USiNgr= S, corresgdonde 2 wn punio anguloso de un

arco admisible § gue cumple la condicidn I, los limites

son igusles,

o, YR = g
&bgqﬁﬂa lz derecha y o 1. izguierda de S,

¢s deeir, —9F ('s ) ¢z fuacidn continua en (T,t ). r
oc 1\/«\-&:{.{

K

Zste resulltado se conoce como condicidn de Welersitress— mo »Gn

J&nmumbﬁl fM\

—rdmann.
c) Si E es un arco admisible que cumple la condi —

cidn I v (s,9%,41) es un elemonto de =) tal aue el de

terminante DE%%%%%%%#O’laS funciones ql(s) aue definen

E tienme derivadas de orden n continuzs si el integrando

r{s,qi,éi) posee derivadas perciales de orden =< n contl

muas en un sntormo de (s,ql,qi) (condicidn de derivsbi-—

1idad de Hilbert).

Log dos orimeros resultados son evidentes. Bl ter-—
cero requiere una demostracidén algo mds delicadae que pug

de verse en la citade obrae de Bligs.

(=) Si (s,qi,éi) define un elemento, con gt = dgi s
. ds
el punto (s,9%) no puede ser wn punto anguloso de E.

T —— T = S b i T T
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De las ecuaciones de Euler (3.6) y de la derivabi-
lidad de un arco admisible E.'que satisfage le condicidn
T se deduce que las ecuaciones de Euler se pueden escri

bir en la forma

D' F  ut SLAfFass. T s T
S aeﬁaé“uﬁ T 5gaqr 1 e =13

¥ que en esta forme quedan satisfechas por todo segmen-

to de E a.lo largo del cual el determinanteIDsﬁgizgd%fo.

Un arco a lo largo del cual dicho determinente es no nu—

Lo se llama segmento de E no sinsular. En virtvd de la

’ ¥
condicidn de Hilbert, existen entonces las derivadas se—
gundas §1 o lo largo del mismo y se cwaple (3.7). lds

general: un arco admisible definido por funciones gi(s)
—-—-_-_--______—_—__ e TS _—

o

que tengan derivadas primeras y segundas, y satisfagan
i1 Vi —-.._,_U_'______.-h_" e ———————
{3.7) se 1lama una extremal. Los resultados anteriores

se pueden enunciar entonces brevemente diciendo cue todo
segnento no singular, sin puntos angvlosos, de wn arco L
cue hage mininma j [C:l €S necesarigmente una extremel.

L2g extremales del problems de varizciones
t .
[ e
(3‘8) S? =) g/ F"(S:C1 }7‘-) ds =0
T

estén determinzdas, por lo tanto, pq; el sistend de qcug

ciones de Tuler (3.6)-—(3.7).I 1

3. Forma candnica.

Demostraremos ahora cue el problema de varisciones

que nos ocupa se puede gubstituir por otro problema de varia



ciones equivelente para el que las exiremales aparecen

como soluciones de un sistema de 2n ecuaciones diferen

ciales ordinerizas de primer oxrden.

Para ello, introduzcamos en vez de las gX nuevas
variahles P definidas por
{3.9) Fx = --D—F-—
e3c1‘c
In virtud de la condicidn DfO ~que SUpPONEmos sSe cum

ple en una cierta regidn R del espacio (s,qi,qi)— s ©8
nosible despelar

o ——

en (3.9) las ék en funecién de las 2nd1
variables (s,qi,pi):

T = (gt pi)
Ta funcidn H(s,qi,pi) definida por
H(s;9", pi) = pr §* - F (si9%9°)

o H
()PK

eg tal que

aﬁm = r aﬁrf.
Por congiguiente, el sistema de ecuaciones de Euler(3.6)

"_"(:1*11 o H - o F

vusde substituirse por el sistema de primer orden

AR .
g il = 5;31:1 ’ il g::"-
P; Se puede invertir, y el
conjunto de las dos transfoLmqqiones se escribe en for-
ne simétrica:

px = oF

~ L]
g transformacidn Q¥ ..

, & = S H
Y= - Opk '’
(3.11) i 3

Fs.qt.45) + H(s5q", pi) = pkg¥,

El sistema (3.11) define una trensformacidn de Le-—

sendre ¥y su inversa., Las veariables (qk,pk) ge calificen

> K
_ — .8
¥
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vancokile
de conjuradas candnices, siendo la PrmciTim P el impulso

conjugado de qk la funcidn F se suele llamar funcidn de

Lagrense— ¥ se represcitu ordinariamente por I-~, y la fun

cidn H es le funcidn de Hamilton. En funcidn de las va -

¥
riables candnicas, las scuaciones do Eulex de loo dxctre-
v

L4
males tomsn la forma (3.10). Son las ecumciones cendnices,

Si la regifn R de punlos aduigibles (qi éi) se-lﬁniu
te a los puntos interiores en los que el determlnanie/ zc#
el primer grupo de eCUACGLONES (3.11) define una corre.;og
dencia biunivoca entre los puntos de I y los puntos (qi,pi)
de la regidén S transformada de aquelle mediante (3.11).De
aoverdo con esto, el punto (qi,pi) se cnlificardi de admi-
gible si pertenece a S y un arco at(s), pila)(t=s 2t),

ge llamerd grco adnisible si os la imazen de un arco admi

[

sible en R.

Dado que ~—conforme hemos admitido— la funcidn F admi
to . derivades parciales continuas heavte ol tercer orden in
clugive por 1lo menos, los segundos miembros de ﬁ :}i{ilﬁ
nen derivadasg continuag do gegundo orden por 1o menos, ¥y
por congiguiente, 1a funcldn de Hamilton posee derivadas
parciales continuag de arden m = 3 sl tal occurre con la
funcidn de Lagremge. Todo arco exiremel b = qi(s) (es=t)
Gofine, pues, modioute (3.11) una solycidn admisible con-—
tinua de las ernacicves; canénicas (3.10). Reciprocanente,
nara cade solueifn admisible de 1nz ccuamciones candniceas,

: 4 . .
15 funcionen q~{8) detinen une exbreomal. Ademds, ol =iz~

toma (3.11) establece wna corrasuondencie biunivoce entre



Punciones de Lagrange y funciones de Hamilton.
| I—

ety

Es fdcil demostrar que las ecuaciones candnicas (3.10)
aon las ecuaciones de Euler de un problema de varizsciones
equivalente 2l problems original (forme cendnica del pro-
bleme de variaciones). En efecto, la fung?onalz)[cj carag
terizada por la funcidn de ‘Lagrange F pugde escribirse tam

bidn.

t
(3.12) ‘J[C]=;4? {ru{ -~ H(s,f,ri)}as.

Gonsiderando en ells ql,pi como variables indenendientes, .

la voriacidn de -las qb nos dd

t
ARG T A PR

de donde pl —~(akl(¥i T)Sﬁ({) OU En cuanto a la variacidn

Ce las p,, de ella resulia ﬂ - g;ﬂ . La forma (3.12) de
L
la funcionzl que caracteriza el probleme de variaciocnes se

1lams formae candnica del mizmo.

L T —

Para lo cue precede es esencial la no anulacidn del de
uU;mﬂnantg47 AV Sin embargo, en un caso particular im-
l.a K
Dortante no es poswble el paso a la forma candnica: cuando
Fod]

2z funcidn de Lagrange es homogénea de primer grado resnsg

to de las qi. En efecto, en virtud de lz férmule de Euler

2 tienc entonces F= 2F sk - _2°F [« 4, es decir, el de
: Do¥ c‘ a‘*aqv: Gl i
terminante [/ 2L _ //se anula idénticamenie,como también
L PEL
la funcidn de Hamilton. Por ejemplo, ol eleucnto de arco en

-l
cl especio gl (pare una méirica riemanniana, en particular,

W)last =1 priatanF - %'Exﬁk‘ EEC
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1uclidea) tlene por lonnluud ds=(g_, gi qn) s aconfylo

que la funcionals: (g x)2 ds viene caracierizada
por un integrando de quel tlno. ¥dg adelante veremos ca
mo puede traterse este caso.

qygégggserfina&menigﬁggi_zggfgpuaséanes_del gsistema

canénico coinciden con lag del sistema caracierisiico de

la ecuacidn entrs derivadas parciales de primer ovden.

oW i aw iy
(3.13) = + (=,, 7 =80

4. Distancia geod981calegconal v accidn

Sea F wna regidn del espacio (s,u )(k) ta2l que por
dos punios'lft,KL);yQ (t,qi) del mismo pasa une extremal
v sélo una. Dicho de otre manera: si ul = ui(s;ak,bk),
vi = vi( ,ak,b ) es la integrael general dei sistenma cano
nico -dependiente de 2n constantes arbitrarias (ak,b ) o
el sistema de 2n ecusciones.

K= ut (T; ax b)), cil aeul (it 0ib S )
tiene solucidn tinica, (ak,bk) si (z,xt) y (t,91) son pun
tog de F. La extrem2l que pase por dichos dos puntos vie

ne entonces definida por las 1gualdades

.

(3.14) SRy NPT LS

(%) En este apartado wbilizavenss la notacidn uwlly vi)
en vez de la ql(y pj) pare indicar un punio cualgulera( y

lag variables conjugadas canduicsas).
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y los correspondientes impulsos lo egtdn por
(3.15) vi = q (s;T, kY t,qb).

Las tangentes a la extremal en 1 y en 2 resultan de de-
e T L Ao

rivar (3.‘14)::E
(1g) K= fimmtingt), §af Tt g0,
3 |

Eatas pendientes son, pof lo tanto, funciones de 2n 4+ 2

cerdmetros, a2l igual que 1o0s impulsos en 1 y en 2 ;
= ey . ¢ -
(3.17) = g (T;T, k ,{'.C]e), Pi=g: (£;7,<% 1, 9% .

Pues bien, supongamos (ue nos dan dos puntos, 1 ¥ g,
cualesquiera de la regzidn y . Los puntos 1 y 2 determin
one extremal E gue pasa por ellos y esta extrenel, a Sl“;}
vez, determina univocamente un nimero, el valor de la fun
cional‘(][Elz-] corregpondiente al arco E12de E con origen 1
v extremo 2. Por lo tanto, a cada par de puntos de F podg
mos asociar univocamente un nimero \!\/,2--2 {Eﬂ o Esta correg
pondencia define en una funcidn de les 2n + 2 veriebles
(T, k*), ('t,qi) que wnermiten determiner los puntos 1 ¥ 2,
Este funcidn W=W (t,k* - T, at ) se llame distancie
,:ﬂ:eo:lésica entre los puntos 1 y 2, interpretando la fun-
cional g[C] como "longitud" del arco C y las eXirema-
les como arcos de "longitud" estecionaria. Otra interpre—
tacidn posible es la siguiente: sea g, el tensor métri-

co en el espacio ut y supongemos que la luz se propagz en

G T

SEETLY.

T R TR T,

TR I T e T T

T T R T

[ i
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81 (considerado como un medio material) con velogcided V
dada por e

(3.18) Vis;uhat)z (Gt ax)s |

F(s.ut, atb)

Interpretando 8 como la verieble tiempo, el medio en
cuestidn es tal que respecto de la. propagécidn de la luz
se comporta como no homogéneo, anisédtropo y no estaciona
rio. Esto aparte, es claro que F(s,ut,i 1) ds es ol tien
po que emples la luz al pesar de wl a vl +ulas en el
instante 8 ¥y que') [C]es el tiempo que emplearia la luz
para pasar de 1 a 2 a lo largo de C. Afirmar que la luz,
al paser de 1 a 2, sigue la extremal Eqp (es decir, la
trayectoria para la que el tiempo empleado es estaciona-

ric) es afirmar el principio de Fermat (generalizado).Co

mo es sabido, el valorW.zz'][E,,] recibe el nombre dedico
nal en Sptica geométrica. En este sentido, pues, W =
W(t,xi-,-l:tali- ) serfa el iconal entre 1 y 2. Finelmente,

cugnd® P coincide con la funcién de Laegrange de un siste
me dindmico, P = L{t,qt,ql), la funcional ';)[C] corres—
pondiente se llams gccidn, S, a lo largo de C, ¥y el co —
ricter estacionario de la misma a lo largo de la trayec—
toria natural, E, traduce el principio de minime accidén

de lagrange.

Sea cual fuere el significado que en cade caso par-

ticular pueda atribuirse a W (distancia geodésica, ico-
nal, aceidn, etc.), la funcién W de las coordenadas de
los puntos 1 y 2 que hemos definido en J posee propieda

T T——h,
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jdes generales que se establecen en lo que sigue.

En primer lugar, vedmos cémo varia W cuendo & los
puntos 1 y 2 se aplican corrimientos infinitesimales ,
(8t, x+ )a1y( 6#,&]1) & 2. En nade se restrin-
ge la generalidad si imzginamos que los puntos 1 y 2
son funciones continuss y derivables de wn pardmetro «
¥ Que aquellos corrimientos no son sino las diferencia
les respecto de dste pardmetro para el valor de ¢ que
corresponde & los puntos 1 y 2, La funcién W pasa a ser
entonces una funcién de = cuyas diferencisl se calocula
teniendo en cuente la definicién de W y las ecuaciones
del sistema candnico (3.10). Representandc con el sig-
no de variacién,d , las diferenciales respecto de %,se

tiene: i
SWs= {j: [ &io (s, ub o )st_-.[r: §-H(t,q% p )]

t
51‘—[’”1 ﬁ‘_H(‘c,K",ﬂ;)]&T-l:j' [é'v;_t11+1r: Si_ oH i 2H S ds,
T Dut '21%

es decir, recordando (3.10),

SWe[pigh = W (t,qh p)] St - [m ko w (T3 T ] st
+‘/': %(1,-;_5“:.)&5.

Ahora bien, de (3.14) se deduce, por ejemplo,

5q1=f'“(t+&;r+ st, b+ Skt;ts st, qfs Sa“)-aa’(t;tx“;tqi}
=g sty [s44] ¢

y andlogemente pare Sk'. Por lo tanto,

(3.18) SW=[pid-n(t q p0)] 8t+ pi (5= 6t)
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es decir,

oW £ L (& Wincsthyio
(3019) ? = H(tnﬂfrt)’ aq}' — F'-l
(3.191) ..gTW- = 4+ HTk,) g:’i = - I,

F
En particular,si se mn'bigne fijo el punto 1, la distan
I.
cia geodéaica de 1 a 2 es\funcién aélo de las coordena-
des de (2) y esta funcidn &s tal que, en virtud de (3.19),
(x)

es solucidén de la gcuacién de Hamilton—Jacobi

;" AW i W)Y = o.
(3.20) = *""(f"?‘ara) o

Pero (3.20) coincide con (3.13). Por consiguiente, las ca
racterf{sticas de la ecuacidén de Hamilton-Jacobi son las
extramales del problema de variaciones.

Otra consecuencia interesante de (3.19), (3.19') es
la siguiente: Supongamos que los puntos extremos de un ar
co de\extremal veriable recorren dos curves C y D. La di-

ferencia entre el valor W,,=9[En]y el valorWy,= [E,] correg

pondientes a las extremales viene dada, en virtud de aque

(%) Segsin Bliss (loc.cit.,pédsg.71), esta ecumcibn fué
introducida primero por Hamilton (1835) y Jacobi estable-
cié la relacidén entre sus soluciones y las del sisvema cg
nénico., Finalmente, Beltrami (1868) extendid la teoria a

problemas mds generales de cdleculo de variaciones.
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llas ecuaciones, como diferencia entre dos integrales cuxr
vilineas a lo largo de C y de D: I
E’sl{] = l] [E,;] = ?* [Dzu] " ’a“ [cla],(3.20'
4 donde se ha representado por ‘J* [c]
2 la funcional
g“[c]=f"{_ H(su,w)ds+a dut]

o bien,

(3. 20u)] [c]f[ F(s,u.&)—&:‘%}dn%&él

La integral (3.20%) fué introducida por Hilbert, por

lo que se le conoce con el nombre de integral de Hilbert.

Al aplicar la definicidn (3.20") al cdlculo, por ejemplo,
de 9* [_-CB] hay que tener en cuenta que el elemento (s,ul,uil)

que aparece en el integrundo es el de la extremal mévil en

su interseccidn con 013.

5.Funciones de Iagrange homogéneas

El razonamiento gue conduce a (3.19-20) se apoya en

la forme hamiltoniena del integrando que define a 'J[C].

Por otra parte, se indicé ya que la transformacién de Le

gendre (3.12) no es posihle cuando dicho integrando - la

funcién de Lagrange - es homogéneo de primer grado res -

pecto de las ql. Con todr, tambidn en este caso la fun -

cién W satizface en 7 & una ecuacién entre derivadas par
ciales cuya forme ea fdcil determinar. Esta ecuacidn re-

presentard entonces el pepel de ecumcién de Hamilton-Ja—

cobi. ;

Consideremos, pues, la funcién

Ly A e
W:f F (s.ub,at) ds,
B3
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donde, por hipétesis, las funciones wt = ui(s) som solu
!
cidn de d ( oF ) - 2F  y definen una extremal
ds ol Out

que pesa por los puntos 1 y 2 de 37 . Exactamente los
mismos cdlculos que condujeron a la expresién de & W
en el apartado anterior nos dan ahore

.l.
SW= F'(f.?",c'];)&- F(t, kb ;L'a)é‘-:+j 5. (i Sut ) ds,

- ds ‘oaul

es decir, teniendo en cuenta gue [Su"]s_b = S?E - ‘;]': St

(y wna expresién andloge para([gu_l] S=T) 9

195 DF sot lHOF N Eg b
SWE S YE 1 Dk /
de donde
(3.21) oW _ o 2w _ oF
ot ! aq't. = acrl..

Del segundo grupo de ecuaciones (3.21) (cuyos segun

dos miembros son funciones homogéneas de grado cero de

las qi) se deducen las ql en funcidn de las derivades aaw

L

salvo un factor de proporcionalidad. La substitucidén en
F =4 _aa_\‘}!_ s que traduce la homogeneidad de primer grado

de F, da. entonces le ecuzecidn buscada. Por ejemplo, si g;1

es el 'bensor métrico, la longitud de un arco C viene dada

por G/(clkuh'- “); ds ¥ (3.21) conduce as

DW D W o 2
—— =O, T - """ [N
>t qt e 3 1

Si glk son las componentcs contravariantes de dicho ten-—

sor (elementos de la matriz inversz de la gik),se tendrd:

e ki DW
‘3 ac,l-
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v, por lo tanto, la ecuacidn de Hamilton~Jacobl se es -,

cribe

(3.22) qi¥ ;’q"“ ;’q”i = 4

Las caracteristicas de (3.22) definen las geoddsicas (de

longitud no nuls!) de la méirica 8y

6.Concopto_de campo

Volviendo al concepto de distancia geoddsica entre
dos puntos 1(t.,x* ), 2('t;,gi) introducido en el apartado 5,
supongamos que el punto 1 es fijo, con lo cual por cada
punto 2('b,qi) pasard una extremal y s6lo una con funcio -
nes pendientes bien determinadas, que serdn funciones de
las coordenadas de 2. Ademds, haciendo en (3.20') 3=1,le
integral de Hilbert '2* [D,H] resulta independiente de D,
ya qQue independiente de D es el primer miembro. Generali-
zando estos hechos,introduzcamos el concepto de campo:

‘Un campo es una regzidén }‘ del espacio (s,ui) en la cue

se han definido n funciones, llamadas funciones pendientes,

mi = mi(s,uk) tales que: a) son uniformes y poseen deriva
das parciales primeras continuas enT; b) los elementos
(s,ul,mi) definidos por los puntos (s,uff)e}r son admisi -

bles; c¢) la integral de Hilberst
(©)

(3.23) '3” [CJ :4 [{F(s.um )-nniggg_ F(s,u.,m)} ds+ ggaF(S,u,m)dulj !

i)
construida con las funciones pendientes mi(s,u) dadas, es

independiente del camino C,.

il b [ T 7

o e R el s T ) TR ]

Y M i

e p—r————m~:

Ty

o

g Tt o e

T R e et )
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Si se mantiene fijo el punto 1(tT,x- ), los puntos
2(t,91) de 1a regiénF & que se refiere el apartado 4
formen, pues, un campo, si bien no constituyen el ca-
80 mds general de campo, es decir, no todo cempo estd
formado por extremales que pasan por un punto fijo y
un punto variable de une cierta regién F dotada de las
propiedades antes indicadas. Sin embargo, es fdcil de
mostrar que todo campo define una familis de extrema—

les (las extremales del campo), que dependen de n pard

metros,tales que por cada punto de Tr pasa una y sélo
una extremal de la familie. La pendiente ul de la ex—
tremal qQue pasa por Pe T coincide precisamente con el
valor de mi asociado a T,

En efecto, el hecho de que en un campo la integral
de Hilbert entre dos puntos sea independiente del cami-
no trae consigo, como condicién necesaria, que se cum -

plan las condiciones de integrabilidad

S A = S8y DPBL - aBu.:.
(3.24) Dukiieait o s duk dut
con

4 Er
(3.25) Az F(s,uym) ~ m S F. (.S, w,m),

Ahora bien, el sistema de ecuaciones

(3.26) | d ut = rm.." (s,w)
ds
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define en F une femilia de lineas, que dependen de n
pardmetros, tales que por cada punto de T'pasa une y
sélo una linee de la familia. Para ver que estas 1{ -
neas son extremales, basta demostrar que a lo largo de
ellas se cumplen las ecuaciones de LEuler. Ahora bien,

a lo largo de une solucidn de (3.26) se tieme (con ul=

dut
ds )

d DF _ ®_ [aF ) DF)
(3.27) ds aau) = . ds (am") i Ut (a-m" ’

donde los paréntesis indicen que la funcidén que encierran
se considera funcidn de las (s,ul) tanto explicitemente,
como implicitemente a través de las mi(s,u). Pero, en vir

tud de (3.24-25),

D aF) OF omt  OF damr  IF
25 \om€ | T 2uwX T Su om T Bu owr
(3.28)
L 98} DF 1 9Bk
Y 1 =L — —= _—
D ux T Duk 4 Dl

Por lo tanto, la substitucidn en (3.27) nos dard

_A_(ar Y0
ds o uk = Duk

como queriemos demostrar.
Obsérvese también que & lo largo de un arco de ex—

tremal el de un campo J los valores j[En] Y :S [E.,]

coinciden, en virtud de (3.26).

7. Caracterizacién de un campo

En el apartado enterior se ha demostrado que todo

cempo quede recubierto en cierto sentido por wma femi-
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Jia de extremales que dependen de n perdmetros. Precisg

mog este sentido.

Dade una femilis de extremales

(3.29) Wbz b (510,00 an),

que dependen de n pardmetros, se dice que este Ffamilis
recubre gimplemente una regidn ﬂ‘J del espacio (s,ud)pa
ra valores (s,ai) que setisfacen condiciones de la for-

na
(3.30) (ai)eA, =T (ai)< s <t (ai ),

(donde 4 es una regidn G:1 espacio (ai)), si por cada

punto (s,ui)eF pesa wna y sblo une extremsl de la fa—
milia., Los valores 8). que corresponden a esta extremal
definen n funciones &y (s,ul) en F . En estas condicio-
nes, la pendiente en (s,ul) de la extremal que pasa por
(s,ul) define & su vez n funciones mi(s,u)gﬁiI:S,a(s.u)]

que Ilemeremos funciones pendientem de la familia en ¥ .

En particular, si el determinante

(3-31) A(S,a.) = LY (VAU LL"’)
> (oty s an)

es no nulo en la regién definida por (3.30), las e)x(s,u)
poseen derivedas parcisasles continuas de orden n £ 2, ya
que tal ocurre con las (3.29)(5), con lo que lo mismo ca

be decir de las funciones m*(s,u).

() Véase el apéndice & este pdrrafo. Tambidn cabe
postular esta propiedad paras las (3.29), sin més.
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Pues bien, supongamos que una cierta familia (3.29)
de extremales recubre simplemente una regidén F. Se tra:
ta de determinar cugndo F serd wn campo con funciones
rendientem que son precisamente les de la familia dada.

Dos serdn los criterios que presentaremos.

- Oriterio I.

_Sea s(a) une funcién uniforme, con derivadas par —
‘ciales oontinues en la regién A. Las funciones

(3.32) 5:'.5(0.), u;=u:" [s(a-),n.]

definen une hipersuperficie S que corta cads uns de las
extremales de la familia (3.29) .en el punto correspon -
diente a 5 = s(a). 51 la integral de Hilvert 7*[c] ,for
mada con las funciones pendientesm de le familia, es in-
dependiente del camino de integracidn sobre § Yy si el dg
terminante (3.31) es no nulo en (3.30), F es el campo cu
yes funciones pendientem son las de la faemilia.

En efecto, sgea D24 un arco cuaslquiera de fque mne
los puntos 2 y 4. Las extremales que pasan por 41 deter

minen sobre S un arco 013. Pero de (3.20') se deduce:

g" [De*i] "'J [Esw]' 'J (E'Z)"' ]* [cia] y

donde las integrales de Hilbert se calculan con las fun-
ciones pendientem de la familia. Si mantenemos fijos 2 y
4,fijos quedan los puntos 1 y 3. En el segundo miembro,
ni B3, nl Eqp dependen de la curva D. El arco Cyy sf de
prende de D24, pero no 3“'[cn] y por hipdtesis. Luego,el
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primer miembro es independiente de D y d es un campo, !
Antes de pasar al segundo criterio, conviene ob -
servar que las funciones pendienteg mi(s,u) que defi -
nen un campo F~ deben cumplir,con independencia de las
extremales del mismo,clertas condiciones que resulten
de la propia definicidén de campo. Dichas condiciones se
obtienen inmediatamente 2 partir de las condiciones de
integrabilidad (3.24-25). Asf, del primer grupo de ecua

ciones (3.24) se deduce:

OF " OF ‘pmt _ ami oF. _ i 280 _ 22F , 2F jmr
DuK ALt duk dus pat v dux DS ALK datps* o5
o sea, dado que 28x _ 23Bi |
2w ou
oF _,,,,:,(-a.’F L _OF a«pe) L 2, _OF omk
oux EERC aulau*  aut / T oaux Taiiger os
es decir
2 - 2 2 T H
2y d8F_ _ 2 F — et O F_ O° F Dm t ot =0
(3.3 )au." Ds DLk Dt oM oUWt 9Lk 2s M aul
Finalmente, el segundo grupo nos dd:
(3.32') _oF | _2F  oml! 2% _ 27F om! _,
duk ot oulaur dux autdar awfon¥® Bul -~

Llegamos esi al siguiente teorema: Las funciones
pendiente de un campo cualquiera T gatisfacen las ecug
ciones (3.32-32'). Reciprocamente, si las n funciones
mi(s,u) son uniformes y con derivedas primeras continues

que setisfacen (3.32-32') en wna regibn simplemente co-

D e o e ol P

P —



nexe F ael espacio (s,ul) y si los elementos (s,u,m(s,u))
son gdmisibles, con (s,u)e:F', la regidn:F'es un cempo y
mi(s,u) son las funciones pendiente del mismo.(x)
Finslmente,consideremos de nuevo la familia de ex -
tremales (3.29). Si en F(s,ni,ﬁj‘) substituimos las correg
pondientes expresiones (3.29) para ul y aj3se obtiene una

funcién de 8 y de los pardmetros a4t

(g,2) = F [s,ui(s,a), ﬁi(s,a)] .
que sdmite derivadas parciales continuas de orden n= 2

~en (3.30). De aqui se sigue que
D) (aF* ) Pl ( aF*)
aa) day - Odag oo r’

Yy esto a su vez implica que a lo largo de cada extremsal

la expresidn

(3833 2u S oW (Eo eyt o o it (;;)-'-C“‘

da; dayg \Jat day oOa)

es una constante. En efecto, en virtud de las ecuacilones

de Euler se tiene:
d faw 2 OF Y| _ »2at 3 [af AGET M (ar)__ D (aF*‘
ds Leoa; oag \dult T Saj dax \24'/" daj da, \du'/ T day \ Day

Por lo tanto, a lo largo de una extremal (3,29),

C.SK=L(3F*,._ o DF¥ :O)
day '\ day day da)

(%) E1 enunciado reciproco es simple consecuencis del
cerdcter suficiente de las ecuaciones de integrabilidad

(3.24-25) cuando se cumplen las otras condiciones que se

suponen en el mismo.




como queriamos demostrar. ;
Pero hay mdg: si la familia (3.29) recubre simple
mente un campoEFl, todes las constantes C°* son nulas.
En efecto, si C estd en la interseccién de F con el hi
perplenoc s=T y pasa por dos punios fijos de la misma,

la integral de Hilbert se reduce a

VEl=[ 2F e f5 e

¥y oomo debe ser independiente de C, necesariamente debe

ré ‘tenerse
o .l aF | 5 (aui dF ),
Dday 2a) o0’ i eilda ) day ouat

lo que prueba la enulacidn de ¢ ¥,

Podemos ahore enunciar el:

Criterio II.

Dada una familia de exiremales (3.29) que recubre
simplemente una regidn:F'simplemente conexa del espacio
(s,ul) de tal maners que A = // _}E:;_ //71_ O , las fun
ciones pendiente de la familia hacen de ﬂr'un campo si
las ‘constantes C-X definidas por (3.33) son todas nu-
las.,

Para demostrarlo, basta probar evidentemente, que,
si las C’* son mules, se cumplen las condiciones (3.32-

32'). ¥, en efecto, dado que cualesquiera que sear las

&5 » ui(s,a) es una extremel, se tendrd

eyl (aF)_ DENGRURNONE T FLE
dut ds YA = aut S5 OOt CERE
v 2

S KEROSF

duX DLt
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Pero dado que wu®(s,a) =m¥ [-‘-‘,u(s,a)] ,y Berd

uk Drm K + Dk ¢

o5 dutl

mn

Se cumplen, por lo tanito, las condiciones (3.32). ZEn
cuanto a las (3.32'),equivalen shore a la anulacidn de

la expresién

j,_ dag bl o (aF ) dae > Dk
KT 3uk T day R dul  dayp ek /'

L - .
Pero rsk = a”’_ CLN ,de donde, multiplicando la ex-
aQ.J Du.K
presidn (3.33) por 2o Qaw y contrayendo:
dur ous
C:’K Qo] Dok . dakx _d ( OF ). 9ax _2 oF \_a‘i
dur Auf T auf da, \ Bur dur day \ous/ U-

-

Pero el primer miembro es nulo, por serlo las cix ;lue

go, también aors = O ,es decir, se cumplen las (3.32').
De uwna familis de extremales (3.29) tal que las

constantes C9%, (3.33), son nulas se dice que es una fe

milis de Mayer. El criterio enterior puede asi enuncier

se diciendo que tode vegidn simplemente conexa T recu-
blerte simplemente por una familizs de Mayer tal que
/ 3&//74 O es un campo cuyas funciones pendiente son

oa)
las de la familia,

8. Hipersuperficies transversales de un campo.

Vimos en el spartado 6 que si en una regidnjr dos
puntos cualesquiera Gsterminen univocamente une extre -

mel, les extremaeles cue pasan por un punto fijo P, de F
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definen en jr'un campo,. Ademds, la distancis geodésica
W del punto fijo P & un punto P de F es solucidn de
la ecuzcidn de Hamilton—Jacobi. La hipersuperficie

W (f.ql) = const. = R s entonces el lugar geométri—
co de los puntos de ﬂafcuya distancia geodésica al pun
to fijo es la misma, R, es decir, W(t,gt) = R define
la “"esfera geodésica" E de centro en P, y radio R.Dado

Que en cada punto Pe E es

oW e U Bl oW . _BF.
(3.34) o H -F <& oot ! aﬁi' —-l’;-—a&,_)

(3.34) establece una relacidn entre la direceién (1,27 )
de la extremal que puua por Py la de la norual & B en P.
De wna meners general, una hipersuperficie & (L,qi)c coust.

es transversal a la direceidn (1, m;) en el punto P(t,qi)

gi la ecuacidn

He>lg or !
(F _m-.‘-——ra_m )c:]t-l— =0 dut = ©

se cumple pare t0do sistema de corrimientos (dat,dqt) ta-

les que

2¢ at

D LB
ot 4, Sy o e e

Dicho de otra manera, la hipersuperficie y la dirsccidn

son transversales si existe Jk tal que en P se tiene

(3.35)  2F _ )\ (Fomi 2F ) 2% _ ) 2F
ot aciL

Orent e b

0,31 se quiere,

' o F L ;
(3-35) ?t—= —)\H(tnc‘rr?); 35.9=>\F‘.‘



.Cabe también decir que ia direccidn (1,mt) es trensver
sal a una hipersuperficie en un punto P de ella =i anu
la gobre ella el integrando de la integral de Hilbert

en dicho punto.

De la comparacién de (3.34) con (3.35) resulta que
la familie de esferas geodésicas W(+,ql) = R, que depen
den del pardmetro R, son transversales g la familia de
extremales que pasan por su "centro® — el punto Ffijo Po'

Esta nocién de trengversalidad de una familia de super

ficies,que dependen de un pardmetro,respecto de wne fa

milia de extremales dependientes de n pardmetros,se pue

de generalizar al caeso de un campo. Veamos cdmo.
Consideremos un campo J cuyaes funciones pendiente

gson las n funciones mi(s,u). Ie integral de Hilbert

% ?
= ' 513 oF u
oo P [l i 2500 v 20 0]
1

es independiente del camino que lleva del punto 1(T,xk)

al punto 2(t,q) y, por consiguiente, si mantenemos fijo
el punto 1, define en F wna funcién uniforme W(t,q) de
las coordenadas (t,q) del punto 2. Esta funcién admite

derivadas parciales dadas por

(3.37) ':aa% = F(t.qi o) m s (g m
oW o
3q0 = el F(t.q.m).

Si el determinante /) 39,2_;_3 [[no es nmlo enF , es posi-
mt O

ble eplicar una transformzacién de Legendre, es decir, pa

sar de las m; e los impuisos conjugados p;, introducien-—
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do a la vez la funcién de Hamilton H(+t,a,p). De (3.37)
ge¢ deduce entonces que W(t,q) posee derivadas parcia—
les de segundo orden continuas en’f y satisface la

ecuacidn de Hamilton—Jacobi

(3.38) 2L 4 H(tiq, ---ug‘;i" = 0

¥y, ademds, que las superficies de la Ffamilia W(+%,q)=C
son tales que en cada uno de sus puntos ann transvar—‘
sales a la extremal del campo gue pasa por diclio pun-
to. Puesto que F es un campo cualquiera, pudemos afir
mer que dada la fumilia de extremsles de un campo ar—
bitrario, existe un haz de supsrticies trangversales

2 las mismes, haz dcfinido por W(t,q) = C, con V(4,q)
dado por la integral de Hilbert (3.36) correspondien—

te a un punto extremo variable en el campo dudn. Di -

chas superficies se llaman superlicies fransversales

del campo.

Reoiprqcamente, si W($,q) posee derivadas parcia
les continués en una regidn jf: si el elemento (t,93,p;)
= (t,qi,-gg%ﬁ) es admisible para tudo (s,q)eF, y =i
W(t,q) satisface la ecuacidn de Hemilton-Jacobi (3.38),

la regiéan‘es un campo, sus funciones pendiente son

les ml = -iL—LJﬁg ' ah’) ¥y las hipersuperficies V=const.
3p; 1" 54

son lag hipersuperficies transversalcs del camr~. rare

verlo, basta observar que el integrando de le integral

de Hilbert construida con las funciones pendiente

(3239 mia 2y (t,q, 2W),



= agis

de las que se deduce

-3’;‘{-";— = s‘an;rF(t'ﬂ'"“);

es una diferenciel exacta:
e D F L oW .
(3.40)

oW oW, :
Sp 9t + 3o dqt d W.

ot

—

La integral de Hilbert es, por lo tanto, independien
te del camino ¥y F es mn campo con funciones pendien
te (3.39). La transversalidad es consecuencia inme -
diata de (3.40).

Resumiendo: dado un campo :Fﬁ, se pucde definir
en é1 una funcidn W(+t,q) que es solucidn de la ecua-
cién de Hamilton-Jacobi, y las hipersuperficies W =
const. son transversales a las extremales del campo;
reciprocamente, dada una solucidn de le ecuacién de
Hemilton—Jacobi,W(t,q), existe un campo F del que
las hipersuperficies W = const. son las hipersuperfi
cies transversales. La correspondencia campo-solucidn
de la ecuacidén de Hamilion-Jacobl agota, pues, todas
las soluciones de esta.

El concepto de transversalidad admite una inter
pretacibén geométrica fdcil. Supongamos que la regidn
F es tal que cade par de puntos de ella determina
une extremal y sdlo una. Sea S una hipersuperficie
contenida en F y 2(t,q) wn punto fuera de ella. Si

1(t,x)e S, la distancia geoddsica Wip estd bien defi
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nida y, para 2 fijo, depende del punto 1 sobre S. Cabe
preguntarse si existe sobre S un punto 1 para el que ‘.*11 o
presente un extremo. Si ¥ (T,x) = 0O es la scuascidn de
S, el problema se reduce, evidentemente, a hallar log
puntos (T, k ) en que W+ A $# es estacionaria, donde A\
es el multiplicador de Lagrange.

Teniendo en cuenta (3.19'), se obiiene

oxiiyT )

205

(3.41) H +A 2L o,

qQue son, en esencila, les condiciones de transversalidad

(3.35') aplicadas a2l punto (t,x ) de S y a la dirececién

/A.‘ = a'a—,i_;"——- . Por una obviamalogie geométrica, la dis -
L

tencia geodésica del punio 1 asi determinado (cuando exig

te y es tnico) al punto 2 se llama distancia geodésica

del punto 2 g la hipersuperficie S dada. lLas ecuaciones

(3.41) pueden escribirse tambidn en la forma

oF =)\35°,aF' i ¢

i
(3.41') FT.k,ma)~fx Bl ot ' out T OKE 2

(3.41') constituye un sisteme de n 4+ 1 ecuaciones, que,
en principlo, permite calcular las n funciones pendien
te ,a’- ¥y el multiplicador )\ como funciones de las coorde

nadas (1, ) de los puntos de S. Haciendo

BD:F_K-L; oF ._A_aﬁ,
DLt oT

UQ AT ERe N2
L ] 3 ]
oLt OK*
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el jecobiano 2 (s Do ol gt ;

O (A, ) ey pt?)
' D(’f-f:,.u.gn e __Sp '—a__sp
) DN, flyseer ) = (5F +4° 2% /aﬂ Spt o™ //

Por lo tanto, se puede asegurar que el sistema (3.41')
tiene solueciédn vnica: a) =i exis*l;a en S un elemento ad

misible (rt,« /u.) tal que // // O; b) si la direc

D
cidén (4 /o..) no es tangente a S en (‘C’,K), con lo que -‘2—53

+/u. 7!0.( ®) Dado que sobre S se anula entonces la
:Ln'tegral de Hilbert ( con lo gque es 2 portiori indepen
diente del camino scbre S5), toda regién simplemente re
cubierta por las extremales determinadas por los ele -

mentos iniciales (<t,x,x) es un cempo.

9. Lineas de mdxima pendientes

Las consideraciones basadas en el concepto de dig
tanciae geodésica de un punto a una hipersuperficie no
son las Unicas que ponen de mamifiesto propiedades geo
métricas de las extremales. Es interesante desde este
punto de vista la menera cdémo enfoca Carathdodory la re
lacidén entre los campos de extremales y le teoria de He

(3e:)

milton-Jdacobi, enfoque que examinaremos brevemente.

(%) Se supone, claro estd, que existe en S un ele—
mento inicial ('E,E,/&) que cumple (3.41'), a) y ).

(=) Véase, por ejemplo, P,Frank y R. von Miises,Die
Differential- und Integralgleichungen der Mechanik und
Physik,(Vieweg & Sohn, Brawnschewelg, 1935 ;reimpresidn
por Duver Pub.,1961),V0l.I,Cap.V,en perticular S 2.Véase
también, Bliss, loc.cit., $31.



