Sea ¥ (s,ul) = v una femilia de hipersuperficies
dependientes de un pardmetro que cubre wnivocamente
wna cierta regién F del espacio (s,ul). Suponemos que
% posee en F derivadas perciales continuas de segundo
orden por lo menos. Sea ul = wl(g),T<s= ¢, un arco ad
m::i.sible, gin puntos angulosos, tal que en ninguno de
sus puntos es ‘tangente a la hipersuperficie % qQue pasa

B

por el mismo. La ecumcién

(3.43) P [s, u (s)]: w

define entonces s como funcién de v, funcidn que es con

tinua, con derivade primera continua dads por

=]
(3.44) s _sy . [R2¥ | 2 &)’
dr os 2w

Dado que 35’ vy foPa.rar-ﬁsé t{en virtud de la con

T a..u

dicidn de no tengencia), le derivada ? tiene signo cong
v
tante y la funcidn s = s(v) es mondtona en el intervalo

(vo,V) boméloge del (t,t ). De integral

t
Jo:: (C\)/‘ F(S,u.:',&.'.') ds
T

e lo largo de la curva C,ut = i(s), desde el punto fijo
(T k' = Gi(T) ) al punto varieble (4,qt = wi(t)) es

una funeidn de t, es decir, de V y cuya derivada vale

(3.45) 4% F(t.q'.,4%)
d Vi D?+a$’ﬁ5

ot aqﬁ i
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Prescindiendo por el momento de las curvas C, es claro
que (3.45) define univocemente en § una funcién de pun
to (el (t,q)) y de direccién (la (1,2)). Pues bien, Ca

rathdodory llema direccién de mdxima pendiente en el pun

to (%,q) a la direccién pare la que la funcién de las q i
definida por el segundo miembro de (3.45) presenta su va
lor minimo. ()

Fijedo el punto (%,q),la direccién de méxime pen-
diente se obtiene resolviendo respecto de las g lel sis
tema de ecuaciones

(3.46 2% P ndd\la L I8P
) = + ac]J 9 ) - F

que, evidentemente, equivale a2l sistema

(3.47) F -§ 25 222, 2F _ 2%

. —

an ot

en el que )\ es un factor de proporcionalidad. Pero esta
es precisamente la condicidn pare que la hipersuperficie
Sp(f,q) = V sea trensversal & (1,4) en (t,a) (ec.(3.35)
o (3.41'). Imego, condicidn necesaria y suficiente para

que wn arco ul(s) tenga le direccién de méxima pendiente

(=) j_V' es entonces méxima,e interpretendo F= V'
como hipersuperficieade potencial y d Zr como elemento de
distancia, aquelle direccidén es la de mdxima variascidn

del potencial.
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en su interseccidn (t,q) con una hipersuperficie de una
femilia $ (t,9) =V es que la hipersuperficie sea trans
versal al arco en dicho punto,.

Si para la femiliae de hipersuperficies S’(’t,ﬁ);v-el
sisteme (3.47) tiene wma molucidn (A ;t., qo.a',, ) t2l
que el elemento (to,qo,qo) es admisible, con F('to.ﬁg,cl fo
o “aﬂx 2g¥ H#O el teorema de existencia de las fumcio-
nes implicitas nos permite asegurar la existencia de una

regidn P en la que (3.47) itiene solucién ¥nica:

(3.48) A = k(‘l‘,ﬁl), ‘-'1;' =n'ni(t,cl),

Obsérvese, en perticular, gque pars una solucidn de (3.47)

es F(t,q) =/\( -g—f’i Y aic‘? ), con lo que el jacobia

no (3.42) se escribe

(3.49) o (f,fr—#) _ CH

F
O (A, !, — ") =\ demt S ¥

Este jacobiano no es nulo pare el elemento iniecial, por
hipdtesis. La solucidn (3.48) define, pues, n funciones
mi(t,q) tales que los elementos (t,q,m(%,q)) son admisi
bles,con F(t,q,m(t,q))yéo. Ias soluciones del sistema de
ecuaciones diferenciales definido por el segundo grupo

de ecuaciones (3.48) se llaman lineas de mdxims pendien

le de la familia de hipersuperficies ¥ (t,9) = V .
Estas lineas forman une familia de curvas que dependen

de n— pardmeiros en Ty cada une de ellas es cortada

el - ]
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transversalmente por las hipersuperficies ¥="V .
De dos hipersuperficies de le familia & (t,q)="V/

se dice que son geocdésicomente equidistantes si los va-

lores de ;] correspondientes a los arcos de las curvas
de méxima pendiente limitados por ellas son todos igua-
les. Si esto mismo ocurre cualguiera que sea el par de
hipersuperficies de la familia, ésta se llama familia
de_hiversuperficies geodésicamente equidistentes. Elegi
da une de ellas como origen, el valor de 'a a partir de
ella y a lo largo de wna linea de méxima pendiente es
entonces funcién exclusivemente del pardmetro \/ . Es £i
¢il ver que una condicién necesaria y suficiente para
que la familia P(t,q)=V see una familias de hipersuperfi
cies geodésicamente equidistantes es que el segundo miem
bro de (3.45), para la direccidn de mdxima pendiente,no
dependa del punto sobre ‘Ef’(f,cl) =V, sino 8dlo de V .
Obsérvese que el hecho de que une familia de hipersuper
ficies esté constituida por hipersuperficies geodésica-
mente equidistantes es independiente de la funciénﬁoque
represente la familias. Es decir, si w (u) es una funcidn
moné'l:ona,- le. familia de hipersuperficies quede igualmen

te representads por ‘J"(i’,ﬁ):VClue por W(t,q)=w [Sa(f,cl)]=

e ('\/') =y ¢ Fero si

F(t,9.9)

OF 29 L3
at i 2q 9

44
dV

i a1 e TR o~ v S AT AL

S

o W r il o e o Bl

b e i m A T L e 2 o e AT L AL
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con é_i = mi(t,Q)_ solucidn de (3.47),depende, no de
(t,0), sino del velor V= ?(‘t—.c]), parse la representacidn
W(f,q) = w se tendrd:

dw 3W+_@_\1’

d ® F i 1 dd N :
Ll ) (V)
ot aqscl

con el #ltimo miembro funcidn sélo de V , es decir,de
w o,

Iz relecidn entre este orden de ideas y la teoria
de Hamilton-Jacobi resulta del sigwiente teorema:

Para que wna familia de hipersuperficies esté cong
tituida por hipersuperficies geodésicamentie equidistan
tes es necesario y basta que exista una representacidn
de la femilia W (t,q)=w tal que la funcién W (t,q)

es solucidn de la ecumcién de Hamilton-Jacobi.

W | W
(3-50) ﬁg—t-— +H(t-ﬁna_ﬁ") — O-

Las lineas de mdxima pendiente son entonces extremales
v la regidn Trecubier'ta gimplemente por la familiea
W(f"l) = W es un campo cuyas funciones pendiente
son las de dichas extremales y cuyas hipersuperficies
transversales son las W (t,q) = w .

La condicién es neceseria. En efecto, si ¥(t,q)=V
define una familia de hipersuperficies geodésicamente
equidistantes, el wvelor de J coﬁeapondiente a los ar

cos de mdxima pendiente desde una hipersuperficie ini-—
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cial P(t,9) = V., a otra P (t.q)= V' define
una funcidn 'J (V) que es mondtone, ya que la derive-
da 'JQ(V ~dada por (3.45)~ no se anula. En la repre

sentacién W (t.q) ';_\[50({ q) ] ’I(’V’) w ,la igual
dad (3.45) toma la forma ’::_3-' =1 y como (3.47) nos

= o . 8
da F = A ('ST;' . BG'J c; ), necesariemente es A = 1 .51
les soluciones g I de 3‘: = 2% g6 1leven & la pri
acib
mera ecuacidn (3 47) (con A=1 vy ¥Wen vez de ¥ ),re
sul*ba—l—!( 9 _c‘.. 21\;‘/, es decir, W satisface
(3.50).

Ie condicién es suficiente. En efecto,.si W(t,q)

setisface (3.50), las funciones pendiente definidas

por mt = aH ( q,aw)serén soluciones del sistema
a\W e ; oF oW >F
t oy - g ) 3 T [—3 5 = b
E 3 7 ;

que es el (3.47) con éi =nl y A= 1. Ias soluciones
del sistema de ecuaciones diferencilales é_i= mi('t,q)
son, pues, las lineas de mdxima pendiente de la fami-

lia W(t,q) =w . 4 lo largo de una cualquiera de ellas

se tendrd
43
dd _ T _ o . oW . W ;AW
STE o et S At Dbl Wi B C ias
dwr
es decir, las hipersuperficiesw = -w gon geodésica

mente equidistantes. En cuanto & la Wltima parte del

teorema, resulta inmediatamente de lo demostrado al fi
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nal del apartado anterior.

Finalmente, volviendo a la construccidn de un cam
po mediante exltremales transversales a una hipersuper-
ficie dada, S, haremos notar que la no anulecién de

(3.42) forme parte de una condicién suficiente pera que

e T T e et g

€11lo sea posible. Es claro que la construccidn del cam-—
Po no lo es cuando la hipersuperficie inicial es "carac
teristica®, es decir, cuando las extremales que le son

transversas pertenecen a ella., En cambio, puede occurrir

que ain siendo las direcciones transversales (1,/4‘)tan
gentes 2 S —con lo que (3.42) se anula—, las extremales
con elementos iniciales (t,k,/~ ) sobre S se "despeguen"
de S y recubran efectivamente un campo. Un caso particu

lar es el de las superficies cdusticas de la Splica geo

métrica, por lo que este nombre se exltiende a las hiper
guperficies S parse las que las direcciones transversales
son a la vez tangontes. No cabe exlenderse agui en las
consideraciones que esta posibilided sugiere, ni tampoco
con las ligadas al concepto de puntos conjugados sobre

una extremal,

£ 3. Avdndice

Teorema de inclusidén. Todo arco exitremal no singu-
ler E estd inclufdo para wvalores te<s=t, a", b;, en una
femilia de extremales ul = i(s,a,b) que dependen de 2n
perduetros. Ias funciones u;, ﬁ 1 tienen derivadas par-

ciales continuvas, de segundo orden por lo menos, en un
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entorno de los elementos (s,ai,bi) que pertenecen a E.

Ademds, el determinante

E)u.‘.' dut
oal obj
va’ obj

es no nulc a lo largo de E. Se supone que la funcidn de
Lagrenge (generalizada) F(s,u,ﬁ) gdmite derivades par -
cigles de tercer orden continuas.

Obsdrvese, en primer lugar, que & lo largo de la ex

tremal no gingular E se tiene,por deflﬂlOlén,l =
U. l.L

¥ que, como se puede demostrar, en estascondioclones, es

poaible resolver las ecuaciones

au.'- (S [+ 9 u)

(4.2) pi

respecto de las u 1 :

(4.3) ati= o (s.wp)n

de t2l maners que existe correspondencia biunivoca entre
los elementos (s,u,ﬁ) de wna regién R, que contiene los
elementos de E, y los puntos (s,u,p) de una cierta re -
gién S. Dado que los segundos miembros de (A.2) admiten

derivedas perciales continuas de segundo orden si F las

admite de tercero, lo mismo vale para las funciones (A.3).

Ademds, también los segundos miembros de las ecuaciones

candnicas

(A.4) dut 2 H di S5H
ds o

T —

o
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poseen entonces derivadas parciales continuas de segun
do orden. Los teoremas de existencia relatives a las
ecuaciones diferenciales ordinarias permiten afirmar,en
estas condiciones, que por cada elemento inicial (s,u,p)
= (s ,a,b) de un cierto entorno de los elementos de E

pasa wna integral y sélo una de las ecuzciones (A.4) :

(A.5) u.'\ = U-"'(S,G-,b), Ay =y (S.O.,E).

la extremel E estd incluida en (A.5) para los valores ai
¥y by, tales que (so,ao,bo) es el elementc de E correspoz
diente & s = s,. Las funciones uwt definidas por (4.5) ¥
sus derivadas u 1 admiten derivadas parcialesa coniinuag
de segundo orden sn un entorno de los valores (s,a,b)que
corresponden a E, ya que asi ocurre para los segundos
miembros de (A.4). Tero sl primer grupo de igumsldades{A.5)
define una familia de extromales que dependen de 2n parg
metros. Luego, queda demostrada la primera parte del teo
rema.

En cuanto a la no anulacién del determinante A ,es

fdeil ver qus el jacobiano 2(w.~) e puede escribir

2( a, b)
en la forma
a;.LL aut dut au3
da K abu 5“_ O aak abK
(A,r-{-) a(u.,v) - - -y J | ol | SRR .
o(a, b) |
dvi St _D'F HE 203 a:ﬁ‘
dak | dby 30t da b dardat dak | Db,
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Por otra parte, el mismo jacobiano es el determi -

nante D de la matriz formads con las 2n soluciones

au.:' au.: v . X .
ek N g ek ) ? (abn e ) del sistema de primer or -—.
den

dnt o5 H 75 DLH_

ds 2ultdud Dut ov) I
(4.8)

ol e e £ 52 L 2H__ 5,

dsitid ou; duw 17 dUL D ua 4

en el que en vez de ut y v; se hen subgtituido las fun-
ciones (A.5). Pero para un determinants de este tipo va
le la relacidn N(s) = D(so) exp{ Tar A (%) d x } , don
de @ A es lao traza de le matrizlze coeficientes de

(A.8). Y como D(so) = 1, necesarismente D(s)jéo,es de -

cir, en virtud de (A.T),A(S)%o.

4 4, Transformzciones candnicas

1. Torma general de las transforraciones candnicas

Las transformaciones candénicas pueden definirse de

varies maneras, todas ellms equivalentes, claro estd.Pe

ro sea cugl sea la definicidn que se adopte, su caracte Gi

ristice esencizl es el cuuservar la forma candénica de

—

las ecuaciones de les extremales —en términos de dindmi

ca, el conservar la forms candnice de les ecuaciones del

movimiento. Dezde el punto de viste préctico, la finali

e

dad de le aplicacién de dichas trensformaeciones consis—

te en transformar leg ecuaciones candnicas de tal mane~

oy

WEEL el S
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Ta, que el nuevo sistema candnico -relativo a una nueva

—

funeién de Hamilton y a las nueves variables— resulfe
nds fécil de integrar cue el sigtema primitivo. Por ejem
plo, es sebido que muchos problemas gque plantea la teo
ria de los movimientos periddicos y mulitiperiddicos de
los puntos materiales en un campo de fuerzas y el movi
miento giroscdpico de v sigtema se resuelven mediante

transformaciones cendnicas. Por otre parie, el concepto,

de trangfarmecidn.cendnica se extiende a la mecdnica
de_tran Fark el

cudntica, en la gue adopta la forma de transformzcidn

il - il S

e ————

witarla. Precisooccbe une (2 los posibles caminos que
e ——————RA,
llevan 8e - wecéunica cldsica a L2 mecdnica cudntica

se guoll en la nocila de variables conjugadas candnicas
v en la de paréniesis de Poisson, ambos en la base del
concepto de transiozmacidn candnica. Recordaremos por
ello aqui las nociones y proniedades fundamentales de

dichas transformaciones.

Definiremos lzs transformacionss candnicas de la

siguiente manera. Sea

.y T=f(rar, c=f(ra.p),
& =L (T.Q,P)

. n
una correspondencia entire los puntos (T,Q1,...,c2 ,?1.,?

n

del espacio de 2ni1 dimensiones E'(T,Q,P) y los punios
(t,q1,...,qn,p1,...,pn) del espacio Z(t,a,p), tambidn
de 2n't1 dimensiones. De la correspondencia definida por

(4.1) se dice que es une transformacidn candnica si: &)
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el jacobiano de la transformazcidén es no nulo:

(4.2)

2 (t.q.p) o -
d (T.&,P) 7é :

b) existen tres funciones H'(T,Q,P), E(t,qa,p)yli(t,qa,p)

tales que la relacidn

(4.3) BdQ— H'(T.&.P)deF;Aqi_H(t,ci,r,)dt.,.d_ﬂ

es una identidad en virtvd de (4.1). 3

Pues bien, se trata de demostrar que si (4.1) defi
ne wna transformacidn cenénice,(4,1) trangforma entre si

las ecuaciones candnicas

(4.4) dqt _ 2H dpitGReen D' S

dt 5o o= EPE
e las
(4.47) dat O H d P DH'
T —_ y i — —
4T o Pl 4T sQr-
L et
Pars ello, consideremos primero la forma diferen -
(=)

¢izl lineal

(4.5) AAEF:ch‘—de,

en la gue H es, por el.momento, une funcidn arbitreria

H(t,a,p). Es sabido que si (St,Sqi,Spi) es un siste-~

(z) en general no completamente integrable.



ma de diferenciales indevendiente del (d‘t,dql,dpi),

la expresién

S (dA) -4 (SA):SF;_ (dql_ g_FH_ dt )-
(4.6) : , =
_ Sqi(dp: + gs__td’c)jn St(dH- 25 dt)

se llama covariante bilineal de (4.5). Si éste se anu

N
la para veriaciones (& 4,85 q,8 p) %alesquiera, nece—

L

sariamente debe tenerse

(4.7) c!q"L A O dpl  _ 9H ol HE RS

dt dpi dt ac‘z’ R DT

-
I
[t

El sisteme (4.7) es el sistema de ecuaciones de Plaff
asociado a la forma diferencial (4.5). Los dos prime-
ros grupos constituyen un sistema candnico, con H co-
mo fimcidon de Hamilton. Ia dltima ecuzcién es conse -
cuencia de aguédllos, como es Ffdcil ver, y puede supri

mirse. Reciprocamente, si las qt y pl satisfacen (co-

mo funciones de 1) al sistema (4.7), el covariante bi

lineal, con c!c,'L a’“’_"_’-dt‘,d‘:; = - gc:'{ dt ,es nulo para

variaciones (&t, 8q,Sp ) arbitrarias.

o

Anora bien, de (4.3) se deduce que sidA=P,d@-H'dT,

4

deberd tererse

e |

(4.8) S(dA)-d (SA )= S§(dh)-d (5A),

v
ya que por ser 4 {2 wa diferencisl exacta, necesa::'*i_
mente es &(dQ) - 4 (L)) = 0. Por 1o tantc,lias

transforzaciones candnicas conservan el coverianic bi

lineal (4.6). Reciprocamente, si la transformacidn



— 64 -

(4.1) cumple (4.2) y congerve el coveriante bilineal
(4.6), es une trensformacidén candénica. En efecto,por

hip&tesis el covariente bilineal de la forma
d = (P d@ - HdT)-(pidgq - Hdt )

es idénticamente nulo, es decir &§(dN)-d (S02)= 0
pero esto implica que d.{2 sea una diferencial exac
ta. Luego la trensformacidén es candnice. Con otras pa
labras, (4.3) y (4.8) son equivalentes.

5entado L ilmes T §Q', §P: un sistems cual

quiera de voriaciores de (T.Q,P). Tl sisfema (4.1)de
Tine entonces variacion g,.&.t,a&e, b, pre-T@ ativas a
(t,a,p) ¥ la cormcurondencia entre ambos sigtemas de
varincienes e5 biunivoca, en virtud de (4.2). Pero si
se cumple (4.4), el scgundo miembro de (4.8) es nulo
cuzlesguiera ¢ue sean las variaciones St , 5::"'-, SF{_ .
es decir, ol primer miembro es nulo para un gistema

de varizeciones &T, SQL, S P:  arbitrario;luego ne

cesariamente es

4@t _ 2H' a1_ 0, dp. . 2H a4t _ o
o P DA,

y, por lo tanto, si la transformecidn es candnica,
(4.4) implice (4.4'). Que,reciprocemente, (4.4') im-

plica (4.4) es obvio.

2, Transformaciones candnices especiales

Fijadas las ecuaciones (4.1) y supuesto que se
(4 .| . r{:..gk

v \



cumpla (4.2), el hecho de que la trensformacidén sea o
no candnica depende, para cads funcidn de Hemilton H,
de que exista o no una funcién H'(T,Q,P) t2l que (4.3)
. ol a e (4 3) 2%

1)
gea efectivermente una identidad. ILa condicidn de dque 7 «-La

H' exista siempre para una misma trensformecidn (4.1)

limita la generalidad de las posibles transformaclones

(4.1),
Supongemos priunero que efectivamsnte asi ocurrs.

i SR decn
Entonces, dado que (4.3) equivele & gt b e Lon

- "T‘-“"“" G L8
P oo 29- _py 2% 2L aﬁﬁa‘.ﬁm%«l),e';_}\

(4.9) : 2 QI o’ 2@ 1 el a/(, e
- . 1 “VV"( ')—Q PAAL
aP:, aP)- o1 &F‘W"ULD T s

.9 : _y ot 20 preeDig el (44
an, Ra cendaeien de and bl DT u:&a'r g AT ) = ;
W) janks oo E01), &2) o VA é{:j Lednlsla do [2.0) (ritos oo o

donde L) (Degen)iog :'r_c’ic.:'zdffae se obtiene sustitu ﬁ

Llon.  CAmu-m™Nyendo en 0 (+,q,p) los valores (4.1), al cambiar la

L]

Ly b 9) danam
1l | 1T Lo
WE" 7 H’ de forma gque subsisten los relascilines (4.9). En par-
verdrol Ay

s
I

funcidn de Hemilton H, las funcicos H' y (L cambien

[

> 5\' ticular, - cada Swneida H corresponde, por hipdtesis,
) A e ) ; :
une funeidn N cue cumple las ecuaciones (4.9). Por
consiguiente, si en (4.9)sustituimos H por H=HELI (T,l1,P),

debe existir () tal aue

? L
NN “[Hipet e n =
26 )%‘QJ+§ES 2(0-0) _ ) 2t 2(0- LR
=P s wr R’ > Qs Y-S D P; o Y
‘ H+ + 1 J 3
?-@: ( ?J -;p.
H’w_)\:);._&;%g_‘_(m)ﬁ&écualc;uiera que sea A Pero'de.‘%qua:. se deduce que, 2
'TOT pa cualowier A (T,Q,P), A\ :B)\ﬁ + 22 2t
2R 76 W k@
3@’-5?,’) Vot )/ CRSRESE LI ey W kR I RN +
— At _ OP, 2@ 28 oP R 1
e : < T Reaal aee



Haciendo A= Qj(j_ fijo), resulta que para todo k = 1,2,

-,n es g; = 03 heciendo A= Pk(}c_ fijo), resulta que pa-
- K
ra todo J = 1,2,e40, 1 88 aac{;:-' = 0, Resumiendo, pues:pa

re que (4.1) defina wa transformacidn candnica con in-

dependencia de H eg necesario que t en (4.1) dependa 8¢

1o de T. Dado gque en estas condiciones el jacobiano y la

condicidén (4.2) se reducen =2

dT D (a,P) d

dt
-

la dexrivada 3
nade T (yTlo ac Ca 5)e

no prede anv orse ¥y L es funcidn mondto

L icién necoseria 2t _ 2T _ o(i_
a condicidn neco rlaag_i = __O(ﬂ_.ﬂ,Q‘.-.,n)

es tambidn suficienic. En efecto, si t devende sélo de

T, las ecuacioncs (4.9) se reducen a

' X 5
.10) B = p; 25 241 o ogy 2.0
il S e S Qi= b 3oy Do

de las que sz deduce

R dQ‘;:P;(dc]"_aJ_.‘_ il AP, BMOL Wy
oT. ’ a;r s
= p:hat —fp; 2% R i t 5 T
Le funcién Ig' §efini(tf T P T )‘LT '*“‘Uz 1 H 4 *’H L il
T phgiopdt +4 v H AT S e,
(4.11) H'= _ g 24 - 20 it

es tal aue, en efecto, se cumple (4.3). La condicidn

es, pues, guficiente.

Acabeucs de ver gue wa transformecidn es intrinsecemente

candnica (es decir, si lo es, lo es con independencia de



) cuando t depende sélc de T.Dado que,en general,ca-
rece de interés cudl de las dos variables t o T se con

sidera como varizble independiente, supondremos en lo

que sigue t = T y escribiremos (4.1) en la forma

(4.12) o 8" (£;@,0), pi=9: (t;Q,P)

Una transformecién cendénica del tipo (4.12) se celifi-
ca de especial. IEn lo que sigue nos limitaremos & las
transformaciones candnicas especiales.

Es clarc cue no toda transformecidn (4.12) ,con

—2——%—%—740 @eline une transformecidn candnica,ya que

para que Lo cea es necesario (y basta) que exista wma
funcidn ) que satisfar:s {4.10). Las condiciones necesa
rias de iwmber. 11lided {respecto de (1) del sistema
(4.10) son,como prueba un cdlculo fdcil,

sqk 2piL _ 09t dpt -0 aab apl _3_ 2 o

3Q D~ d@* d@5 T 3= as, ok, of T '
(£.:23) . .
ds* opr _ 29t 2pi _ £¢
D@ dP, P B3w- T

dotos condiciones son tambidn suficientes cuando se cum

plen las condiciones usuales de continuidad ¥ conexidn.

LN

C@,,&L@ Como es sabido, si lag veariables q_i ¥y Py se expresan cQ
9\( L,AQO/M?.E‘, mo funciones de 2n parametros au (/a.=4,.2,..., 2n)

(4.14) qt = Fi(t: Q./u.) . pi= Gi (t; ap)
2(q.p)

2(a)

de Tasrange a las funciones

teles que el jacobiano %O,so llaman corchetes

(4.15) [qf,_,a,,] - 23 @p. _ 29t dpi
9 ao./u. aay, 0y Qax



Las condiciones de integrabilidad (4.13) pueden escri

birse, por lo tanto, [ J“’{“"*m

(4.16) [Qsla“]q =0, [P-;'P“]‘I'P:O .[Qj,pk ]q.Fzé_’;
P

Estas son, pues, las condiciones necesariasg (y sufi -
cientes, con las conocidas restricciones)para aue (4.12)
define uns transformecidn candnica. Si éstas se cum —
plen, (4.10) permite calcular ) -que dependersd de T co
mo vardmetro— y (4.11) definird entonces la nusve fun

cidn de Hemiltom.

W de_ Ias condiciones (4.16) equivalen a otras condicio

Pmﬁw nes andlogas en lasg que aparecen los peréntesis de Poisgon.

Recordemos que el pardntesis de Poisson (u,v) de dos fun

()

ciones u y v de las variables (q,p) se define por

- 2w D o 2
(4-.17) (M'V)GI'P- aqi. a;'_- = D{:; ac;‘:

e e ————————— A ——

— ———— e, i  —— Ty
el v que enire los corchetes de Lagrange [Q/u‘a“—]‘l'P v los
L dine. conb 07 peréntesis de FPoisson (Q_v,ao—)q'?existen las relacicnes

(lsvYmese respecto de& !)

=aq1 Jdau 2pi_ dav M
(4.18) [apm,as]qplavies)qp dap 29+ | dapm Bpe =1

(%) La definicidn (4.17) —como la (4.19) de los cor
chetes—es le mds generalmente zdoptada,pero no la Unica,
va que tampoco es raro ver definido el paréntesis de Poisgon
(v el corchete de Lagrange) como igual 2l segundo miembro
de (4.17) (o de (4.15)) cambiado de signo. No hay gque per
der de vista esta posibilidad al comparar férmules proce-

dentes de textos diferentes.



Si en (4.16) hacemos, primero,am=8 a,- & ,luego,
Q./L...-_-.QK,Q.Q: Ry finalmen'te,a_/‘,-_—.Qk“a.,: Q3 s obtie -
nen, tenienco en cuenta las relaciones (4.16),1as con

diciones
n I - = o . :]
(4.19) (@1,d9), o =0, (PpR) =0, (@,R) = S,

Las mismas relaciones (4.18) prueban que, reciproce —

mente, las condiciones (4.19) implican las (4.16)y,por
IS lo tanto, 61,3f£?EEGEWEEPQElCE de 1g tvansformac1on(4 12)

En particular, si u = uw{t;a,p) yv = v(t,q p) son fun— ]

ciones de las —i..-bles candnicas (q,p), de (4.19)se de
duce que <1 nasénitosis de Poiszc: de u ¥ de v es inde-
pendicnue de las variables elegidas como candénicas.Con
otras -alabras, el pariniesis (u,v) es invariante en las

trenzformnaciones condnicas:

{4.20) (u,V)q,“ = (u,V)Q,P,

Reciproca cnite, =i la transfornecidn que liga las varig
bles (c. . v (Q,P) ez %2l que (4.20) se cumple cuales -
guierc. que seen las funciones u y 7, dicha transforma -
cidn es canénice. Para verlo basta tomar en (4.20) suce
givanente, v = Qj, v = Qk Pk, u = QJ,V = 'k'

t.______________...--—'-"'-"'-._ h‘.—“ana-vmﬁ", A £ =
Los narenteuls de .cisson tienen, como s Ié01 ge

mostrar,las siguientes Jropiedades :

(u,v) = = (vyu)y (ug +uy, vy +v,) = (wg,v,) + (uy,7y)
(H.21)

+ (\'LZJU-Z) 4 ('L'L-] 3V2)j (u,V1V2) = 'V.I('Ll,vz) + (u,v1 )VE,

LY e i e



Vg sif=59 (u1,...,um) % = x(u] yee.,00) son dos fun
ciones cuyos argumentos dependen de las q y de las

P;, se tiene:

{ " 111‘
(2.22) 5"“><. e gaw - (w,us)= ;_' .(g?; g:s a€0 ax)LU' u.)

Auvnque la demostracidén es un tanto engorrosa, tempo-

co es dificil demostrar la identidad de dJacobi :

(4—-21') (u,(V,W))4' (V,(W,u)) 4 (W,(u,V)) =

Basta, por ejemplo, anlicir la [ sfinicidn del narén-
tesis de Poiszson & (u,{v,w)) y permuitar circularmen-

te el resuliado. Sc obiiene asi (4.21').

No cabe aguf deberc.. >3 en cbémo es posible cong
truir transformacicnes candnicas. Limitémonos 2 un
ejenplo. Sea L) (%,q,Q) una funcidn arbitraria tel gque

el deteprmin. ~Z

i D = || 24 i Lo

(4.23) \DCIL S \\ T

7o 4ransformacidén definida por

424 P = __Dﬂ BT — -.—..D-Q 0 A=t
&..2.) L DQ_L ] Ft. — Bﬂ"

es cendnica (cspecial), evidentemente, y la funcidn

fl(t 1,Q0) se llama su funecidn generatriz. la nueva fun

cidn de Iomilton es

)

]

(4.241) M= i © s ORS (
2%

(%) |Préstese antencidn a las variables que se su

ponen constantes al egcribir £ ° ! .En este caso son las
ol

variables q,Q.



T

Egta funcidn se anula idénticamente si la funcidn genera
triz () , considerada como funcidn de las variaebles (+,q),

ea tal que

es decir, si W = -{1(%,q,Q) es una integral completa de
la ecuscién de Hemilton—Jacobi. Si agl es, la solucidn
del sistema canénico trensformado es QT = ai, P; = by,con
(a,b) constantes arbitraries, y, por lo tanto, la solu —

cidn del sistema original resulic de

I?i:. Saﬁil(t'ci'o")’ b;-—_-; — %‘{- (t.cl.o.),

resultado que coincide con el obtenido en § 2.3. No es di
fiecil demostrar quc dada una transformacién candnica(4.12),
existe siempre wna Funcidn generatriz.fl(t,q,Q) de la que
deriva de acuerdo con (4.24). Las transformaciones candni

cas dependen, pues, de una funcidn arbitrariz. Tampoco es

tificil ver que el conjunto de las transformaciones cand-
nicas es un grupo continuo, vero asi como los elementos de
los grupos continuos mds elementales (grupoc de las rota —
ciones, grupo de Lorentz, etec.) dependen de un mimero fiqi

to de pardmetros (grupos continuos. finitos), los elemen -

tos del grupo de las trancformaciones candnicas dependen,
conforme acabamos de ver, de una funcidn arbitrarisa y €8
decir, en wn ciertc sentido, de wn nitmero infinito de pa-

rémetros (ez un gruvo continuo infinito).




Supongamos, en particular, que la funcién de Hamil
ton no depende explicitamente del tiempo, con lo cual
H'(Q,P) = H(q,p). Para que exista una transformacién ca
nénica tal que Q® = H(q,p) es necesario y basta que 1la
funcidn generatriz W(q,Q) sea tal que HGT %%L) = Q. si
asi{ es, la funcidn de Hamilton transformada se reduce a

H'(Q,P) = Q" y el correspondiente sistema canénico se eg

cribe

&“-0 Q"= o0, {;r____ 0, ‘.Dh:_._q (M= 0,2.000,0-1)
de donde

QfF=iai Qs W P/“-_—_ b, s 3oy
formulag _.. ias quecxﬁ;gﬁ_ ¥y h son constantes arbitra -

rias., Igio gignifica que si en la funcidn generatriz se
substituyen las Q“ por sus valores constantes y Q% por h,
la funcidn W(g;as ,2) -que, considerada como funcidn de
las qi y del pearl .ir» h,contiene n-1 constantes arbitra

rias- es solucidn de lg ecuvacioca

HEa 2% (qia,h)] = b,

™ %
& -
i

(=) .
es decii, o3 wna integral completa de la misma . Obteni

(%) h es un valor fijo arbitrario;las variables son
las n coordenadas qi;ﬂ no figura explicitamente;luego,wa
integral complete contendrd n-1 pardmetros. Claro estd,V

dependerd del valor que se haya atribuido a h.

e

T

=y




da esta integral completa, la transformacién canénica

se escribe

-aw - 2 = LONST, = y e, -1
r,u--a—%—f:. E‘*““SEF‘B#( n’r),/u- 1,2 D)

nientras que t, - t = - ggn = - g\;‘_‘/ . la relacidén en~

tre estos resultados y el hecho de que cuzndo H no de

pende de 1 explicitemente H es una integral primera se
pondrd de menifiesto en el sigulente apartado.
Lo dicho acerca de la funcidén generatriz no signi
fica en modo alguno que ésota deba zer necesariamente
de la forma (2 (t,q,Q). Lo ¥nizo gue ocurre es que siem
pre puede tomarcs en esta forma, pero hay casos en los
que puede risu.iar mds conveniente definir la transfor
macidn candnica mediante una funcidn generetriz de la
forma 515 (t,9,P). Es fdeil ver cémo se nasa deld(t,q,Q)
a szS (t,¢, .. In efecto, dado que Piin = d(PiQi)—QidPi,
de la =clsecidn
P 0> -~ H'ds = pydgt ~ Hat + a 02
(que se cumple idénticamente, por hipdtesis) se deduce:
~Qap; - H'at = p3de* - Hat + a(Q-p;Qd).
Haciendo gﬁ = (R PiQi ( con t,q y P como variables in
dependientes) tenemos:

(4.25) Q'=- 22, _ _ 2 oy 24

2P -~ 2qt -3 Dt

Reciprocamente, dada una funcidn arbitraria ¢ (t,2,P) ,

la transformecién (4.25) es candénica. Como antes, para



— T

que H' se anule idénticamente es neceserio y basta que
V= - f*(t,q,P), en tanto que funcidn de (t,a),sea so~
lucidn de la ecuacidén de Hamilton-Jacobi.

Hay un tipo particular de funciones generatrices
de la forma ¢ (t,9,P) que presenﬁa un cierto interds.
Es el de aquellas funciones 56 (t,9,P) tales que la
funcién de Hamilton transformada depende tal sélo de los
impulsos Pi:

Ht = H -g—;& E(P).
De las variables candénicas (Q,P) se dice entonces que
estdn adaptadas a Ic Juneidr de Hamilton H', Respecto

de elles, las ecuacicacs canénicas tomen la forma

dQ" _ »E d P:
at ~ P 1 Tde
es decir,
(¢.26) R=bp, Qi:t[%tpzb e
donde (ai,bi) son - constantes arbitrarias.ilas componen
tes Pi del i::zulso son, pues, constantes y las coordena-

das QF son Funciones lineales del tiempo. Ia funcidn
¢ (t,9,P) existe cuando existe una funcidn W=V(+t,q,%) de

pendiente de n pardmetros o{; tal que le expresidn

D W oW
st v Hla 53)

depende sélo de los n pardmetros « , y sélo entonces,

evidentemente. En particular, si H no depende del tiempo

explicitamente y F(q, %) es una funcidén de las q y de n



R Bl

pardmetros o tal que -
(4.27) H(ﬁl'%’%F—)EE(d;,-.-,dn) )

para ¢ (t,9,P) puede tomarse la funcidn independiente
de &

sb(ﬁ.P)z_. F(c‘.P),

con lo que H' = H = E(P, ,...,P,).Como funcién F(q,~)
puede tomarse una integral completa de H(q, %bl—) =90
expresando luego en elle las (n-1) constantes a* y h
como funcione: de n pardmetros independientes oy 3000 3 ¥n.
Es olaro, adz ] ue er. este caso W =< Et + F es go~
lucida o la ccuac.in (e enilion~Jacobi. Ie Ffuncidn P
const..iuje una gencralizacidn . la funcidn introduci-
de pox auvertuls en el cztudic Ge los sistemas holéno

mos conservariv-- I ini:-_:diente del Yiempo).

3. Integrales pri . :-as

Recordcmos ante todo el importante concepto de in
tegral pri...2 en tento cue aplicado a la teoris de las
ecuaciones candénicas. Es sabido que se entiende por in
tegral orimere wna funcidn J’(t,q,p) tal que su valor
se mentlens constante a lo largo de una linea integral.
Para ello es necosario y basta que —L =QO#&ea una con
gecuencla de dichas ecuaciones. Pero daclo que

df  af 24 = aé’
& ot +aﬁ17 - 2pi Pt




= G

ello vale tanto como decir gque 5 (t,q,p) serd una inte

gral primera siempre y sdlo cuando

2 , 28 aH _ 2§ M Wy
ot aa]~ 2p: 3|ol aﬁ’-

es decir, cuando se tenga

24 o
(4.28) =L +({H) = o,

v 86lo entonces. Introduciendo el operador diferencial

de Lagrange

(4%29) RAL=R 225 S0 ER0n o0 IolHE DT
ot a?; Df-l" Dcl"- DF;

lo dicho pucie enunciarse tembidn diciendo que uma inte
gral prl.era es golii.dn Go .. ecuacidn de Lagrange,ﬂgz @
¥y quc Yuicamente las soluciones .o -sia scuscidn son in
tegraies primeras. Adends, (4.28) nos dice, por e jenplo,
que la trans owoeda candnica de una integral nrimera es
wne integral jirimera.

In condiciones bvastantas generales (©f . el teore-
ne de inclusidn en el apéndice aljf 3), el sistema cand

nico admiio la solucién general
(4.30) q* = l(t;c1,...c2n) » P1 = pi(t50q,.0,00,)

tal que las constantes CqsaeeCp, Se puede determinar
de forma que,para t = t_, ,las gl y las p; tomen velores

prefijados qi ,p; . Si en (4.30) se despejan las 2n



constantes ¢ u (42 pm 2 27, ), s obtienen 2n funociones

fﬂ, (t,9,p):
= fu (tiq.p),

funciones que necesariamente serdn integrales primeras
independientes (ya que ningune relacién existe entre las
¢ s Existen, pues, en el caso general 2n integrales
primeras independientes. lM4s no pueden existir.En efecto,
si £(t,q,p) es una intesral primera, ella y las 2n intg
grales ffL satisfecor el sistena

(4.31) Af =0, Af/_‘_ =0 (pe=1,2,0..,2n )

Dado cue los coeficiontes del operador A no son todos nu

los, la eliminzcidé: e los ... 0s ‘entre las (4.31) condu
ce a que el fet.iiuante del sistc. 2 (4.31) debe ser nu-
lo, es dec: ., r:zcesariamente debe ser
3(3'(?1"“‘?.2;—;) =0,
a(t,al', e pn)
(s)

lo que trae couz. s que f sea fricidn de las f/& c
Sentado esto, sean a‘.‘.l ¥y fz dos integrales prineras.

Es fdcil ver que el pardntesis de Poisson (f1,f2)—si no

(%) In rigor, de aqui se sigue que entre las f,f/*
exiate wz relacidn de la Torma R(f,f1,...,f2n) = 0.Pero
esta relecidn debe contener f explicitamente,pues de lo

contrario las ffk<no serfan independientes.
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se anula idénticamente- es también uns integral prime-
ra. En efecto, en virtud de la identidad de Jacobi(4.21')

se tiene:
(H!(f‘[ ’fg)) + (f1!(f2:H)) + (fg,(H,f1)) = Q

Pero (H,f1) =-{§%L y (H,25) = j%%i' . Por lo tanto,

((oodedot) + (2 ) (g 20 )20

esto es,
(4.32) 2 (JJe)+ ((Qu)2), 1) =0,

lo gque prueba que (f1,f2) e, on efecto, una integral pri

mera. Y wnz "° dos: o fy = (f4,£5) es independiente de fy
o et e oS s T / p

¥y £, 0 T3 e funcic e £4,. 173 gaz\f1,f2),y esta relz

eidn vi..c idénticamente en 1,0,n. Supon-@uos que se da el

prire> caso. o I, o hem: “clucido asi una pueve inte

grel nrimcre. Cabe envonces renetir el nroceso con f1 N
fL ¥ con f2 N 53. Ahora bien, sabem os que existen como
p dmo 2n integre.ce vrimeric Zalenondientes. Por consi-
sulente, el proceso dc congtrucceidn de integales prime-—
ras independientes medianie la formacidn de vordntesis de

Poigson con integralecs indonendientes (“), es necesaria-

() E1 pardntesis de Poisson de dos integrales no in
dependientes es idénticamente nulo, si bien el reciproco

no es cierto ( ¢f . ndfs adelante).



= ] o

mente finito. Es decir, si se conoce un cierto nimero
de integrales primeres independientes y formando perén
tesis de Poisson se amplia el sistems hasta el mfximo
posible, se obtiene un sistema de r <« 2n integreles
primeras independientes £ (t3q,p) (/u. =818 2 STr)

¥ estas deben formar un grupo de funciones de orden r ’

en el sentido de aue sl paréntesis de Poisson (fﬂ, L)
de dos funciones del grupo es una funcidn de los ele—

mentos del grupo de funo:i es ( Lie):

(4233 (Jx.. .7 = #uy (fe---dr). (1epver)
Es claro que asi debe sex ~ues de lo contrario e] sis
tema serie amplichle mediante aguel proceso, contra lo
suvueato.

ol < . 8lgs = de funciones independientes

S
-~ |
4

‘3(“ ‘3{*— (Ji""wjr) Sa Sicvema {j#} es tambidn wn
grupo de funciones Ge orcon r. In efecto, en virtud de

(4.22°

”

52340 (?ﬁ,ﬁo):‘}%i (a_‘gf-_j‘?_ﬁ__ ;‘&): ?(?: )(3’«-3 )

Los ;jacol*_:.nos ""(——'ﬂ_l son funciones de las f o
Adends . - /U,} @c i: éﬁﬁpo e funciones; luogo todos los
términon del segundo miembro son funciones exclugivamen
te de los £ . Ahore bien, les {j,u.} gon distintas; luo-

80 necosariamente 3_(3_)_74 G y las f/‘- Pueden expre-—
2 (1)
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serse en funcidn de las g , . Por lo tanto, el segun-
do miembro de (4.34) es funcidn de las gy , como que—
riamos demostrar.
Del sistemn {%P} se dice que es otra forma del mismo
grupo de funciones que el definido por las funciones
ffL . |

Un caso particular muy importente de grupos de fun
ciones lo constituyen los grupos de’ funciones pare los
Que las funcionu: |y Qu2 aparecen en (4.33) son idén
ticamente st et Ea YT unciones [$fg} se cali

fica entor .. e inveliutivo y io -z funciones que lo

congtite oo ¢ dic 12 estén en irvolucidn., { Lie) .

Con otiis palabras, un siv - = de r Ticiones indepen
dientes f/* ey, por Gefinicidn, involuwiivo sai para
dos funeione- . + cuzlesquiera del [..omo se tiene
(ffk,fo )~ .. Zor ojemrlo, si H es indevendiente del
tlempo, I ss i intorral imera Que estd en involu-~
cidn conrn e _..or  .ra in® ol wrimers que no depen
da explicitamente de }. Elio c. 1secuencia inmedia-

ta de (4.28). También es féecil ver que si dos integra-

les primeras 2. v 2. ~que mueden depender explicita -
mente co. . - 30—~ c¢stén en involucidn en un instente

t = t,,.¢ 2ntdn asitismo para todo valor de i (%)

() En todas estas cuestiones, cuando se dice 1o

Go valor de t, o cualesquiera valores de las g y las

P; . 2w sobreentenderse siemnre que se trate de valo

res en . ‘2 cierta regidn del espacio (5% p)®
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Pare verlo, baste aplicar (4.32): si (t,q,p) es un sig
tema de valoreé, la linee integral que pasa por (t,q,p)

corta el hiperplano t = t, en un punto (g, ,p” ); en

o
este punto es, por hipdtesis, (f1,f2) t =4 =03 pero
(f1,f2) es una integral primera; iuego también (f1,f2)=
=L08en® (5,05 D)%

Consideremos ahora un sistema de r funciones inde-

pendientes en involucidn, ffg(t,q,p), ¥ supongamos que

el sistema de ecuaciones
(4.35) T, (t,0,p) =Cp (g =1,2,0..,7)

permite despejer r de los impulsos en funcién de las
restantes variables y constantes. Siempre podemos supo-
ner que se trata de los r primerazs, con lo cual de (4.35)

se sigue
(4.36) P = 1¥P_(t,q,c1,...,cr,pr41,...,pn).

Si hzcemos

(4-37) yﬂ. (th'F)E .lfP-Iu_ (t‘.“‘-cl- ree Cyy FP-H..--u Pn) ,-’- s

obtenemos un sistema de r funciones que estén en involu
cién. En efecto, el cdlculo del paréntesis (fﬂ_,fo Jnos
da (los indices griegos recorren la sucesidn 1,2,...,r;

los {ndices letinos &,t,...,18 sucesidn rii ye..n):



g ol

§3F'3°)= (a‘?’“ 209 + g arP") = .(339- 209 i 3dp ads

2P REoAR e r

i (ac?,u >¥. oJv . 2fw 2% 3y aqrg)
a[:d. Dc’ﬂ SLY DF., acls a,,ﬂ aPS

o (ajf- 28 2¥s  _ ofpm 2wu 38y a“i’,é)
2ip=i82re i 2 RO PO SEOR S Ilios &

ve que, por (4.35) y (4.36),

235 2ps 2 s %« 2ps

(I-= 1,2,.-.,n).

Por consiguiente, pera (ff&,fo ) se obtiene la forma

bilineal en 3%& ‘ 24y

i
.38 : = W5 _ 2V« OV 2Wg _ W 2V
(4.3 )(ﬁ# ) [ aqf St (aqs E;f’ aPS'S?€H’<
x 24 24y =Aﬂ/,»ﬁt_ah.
passiole 2 2p=l82 bl

Por otra parte, es claro que

(P = T po- w0 )= (€, Wo)~(Fou o)~ (ppe W0 )

¥y como
(W Vo) o 2% 2Py _ oW. Wy
29E2ps SR =cas
(Ppr pv) = 2Wu _ W Wy
e el PP

se tiene, evidentemente,

)

T




et

TR,

=X =

(4.39) (pu-Vp. \ou—'LP'_o) = Apv.

Ahora bien, si el sistema { f/_\}_ es dlnvolutivo, nece

sariamente gerd

(4.40)  Axp a-g.&ig— =N Oh

Pero :Det'(_a_ﬁﬁ )%O ; luego (4,40) implica A« iﬂ;_
S pa P dpa
1o que a su vez inmplicsa Auﬂ = O , por igual moti

vo. La relacién (4.39) prueba entonces gue, en efecto,
el sistema {Ff"' - '“I')'f,_} eg involutivo.

He agui una aplicecidn de este resultado. Supon-
gamos que r = n. Las funciones '\P'/_‘_ y definidas por
(4.36), no contienen ninguno de los impulsos y el in-
dice g« tome los valores i1 = 1,2,...,n.,

La expresidn de

(pi- ¥i,pe~ W) = Ay

ge redilce entonces a

g Badostalng = o

¥y si el sistema {3,_} es involutivo, deberd ser

aiy:sg = BQL -0
ac‘\- acrc.

es decir, la forma de Pfaff 'Llak('b,q_,e) dg¥ es una ai-

ferencial exacta respecto de las coordenadas q_i.Ree:'.-—

procamente, si las n funciones independientes {X‘}
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son tales que :De}.'( S‘L;—)f/o , la forma de Pfaff '\P;cdq_k,
cuyos coeficientes SZ obtienen despejando los impul
903 en el sistema de scuaciones fi(“b ,3,P) = C4 €3
una diferencial exacta respecto de las g_i, las fun-
ciones f; estdn necesariamente en involucidn [esto es
consecuencia inmediata de (4.38)] . Resumiendo, si
Deb (g—-‘g-: )% ©0 , la condicidn (fi,fK ) = 0 es ne-
cesaria y suficiente para que los impulsos py calcu~
lados e partir de £;(%,q,p) = c; sean las derivadas
parciales de una funcidn V , es decir, para que

P, 4 sea una diferencial exacta respecto de las

al (Theorems sravissimum de Jacobi, 1862).

Si se cumplen las condiciones del teorema que
precede ;la forma de Pfaff P dq" - Hy dt, en la que
H.I('t,q_) = H [*b,q_,'qf (q)] » €8 una diferencial exag
ta en (t,q). En efecto, dado que VY. da" es ya una
diferencial exacta respecto de las q_i, baste demog-—

trar que
iy 2H,

ot = 29 %

Pero se +tiene:

o.M SN o HIgPNel o, Hi 2 W Lelims o HEG I o HEN o W, S IR O T
ogqk = aqk opL aci*- i dq afL Dﬁ"- - ot
ya que

oH 2V O, W oW, oH

T T




Existe, pues, una funcidn W(t,q,c), dependiente de n
congtantes arbitrarias, gue se puede construir me -
diante cuadraturas a partir de H(t,q,p) ¥ de las n
funciones en involucién_fi(t,q,p), v esta funcidn W

es tal que

PW_ _ ) oW
T SRR s = Enlgpelc

es decir, es tal que

oW oW "
T""H(th:_—"ac‘ )""O'

Por lo tanto, W(t,q,c) es una integral completz de la
ecuzcibén de Hamilton-Jacobi. La transformacidn candni
ca de generatriz {l= - W(+t,q,Q) anula idénticamente

le funcidn de Hamilton transformada,y la integral ge-

, i i .
neral se escribe Pi = bi’ Q" = al, es decir,

F’“:'_LP-&(EJ‘?!C‘-)J by =— oW (t'c]'o’)' (2)

ook

Formalmente, la determinacidn de n integrales
primeras en involucidn es un simple proceso en cier-—

to modo iterativo. Sea f; una funcidn tal que

.2&;.+ (f,,H) = O

ot

(%) Dada una integral completa de la ecuacidn de
Hemilton-Jacobi, W = W(t,q,c), existen dos transforma
ciones que la admiten como funcién generatriz, la
£1(t,0,Q) = - W(+,q,Q) ¥ 1a & (¥,q,P) = - ¥(t,q,P).Pa

ra ambas es H'(+,Q,P) = O.



i =

Esta funcién es wma integral primera, en viritud de
(4.28). (Recudrdese gue una ecuacidn entre deriva-—
das parciales de la :E‘o::'msa.'%__L aF = = Q=12 tiens
n—-1 soluciones independientes :Ei,... ,fn_.]y que la
solucién general es una funcidén arbitraria ¢ (£45..
PE ) de dichas soluciones).

Busquemos ahora una funcidn £, tal que

.2.&_ -+ (f,_;H):O, (j’;.ja)= O:

ot

siendo £, independiente de f£;. Ia condicidn (£4,£f,)=
0 besta imponerla a los valores iniciales fa(to,q,p),
conforme sabemos. Ademds (f1’f2)‘c=to = 0 tiene 2n-2

aoluciones independientes y distintas de f.]. Hallada
una funcidén I, gque cumple estas condiciones, sea £3,

independiente de f.1 i f2, tal que

—L'f((?h“) 0,
2t
(4.41)

(£,,23) = O, (£2,£5) = 0.

De nuevo (f1,f3) =0y (fZ’f3) = 0 representen el pg
pel de condiciones iniciales y existen 2n-2 solucio—
nes del sistema (4.41) independientes, distintas de

f.] 2 f2, ya que f'l N f2 estén en :anolucz.én(:‘)

() De un sistema lineal homogénec de la forme
:X-‘pf = ,:, %EL—‘:OSG dice que es completo cuando todes

las combinaciones Ge la forma (Xu Xy — X, X )E
son combinaciones lineales de las XT_- ap :X/u_)(\,—)(v)( =

i Y & Se demuestra que todo sistema completo de
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Cuando se han encontrado, siguiendo este proceso,n-1
integreles primeras en involucidn, la demnendencia de
la dltima integral respecto de las (q,p) queda deter
minada univocemente por las conﬂiciones(f(“_,fn )=0 ,

f* = 1,2,...,0-1, ¥ 1la dependencia temporal por

£ .
20 ({m H)= 0.

E1l proceso que acabamos de boscuejar suglere la
siguiente cuestidn: shasta qué punto simplifica el
problema el conocimiento de una integral primera? .
Vedmoslo., Sea f(t,q,p) wa integral primera y suponga
mos que f(t,a,p) = ¢ permite despejar wo de los D>

por ejemplo p,:
Fﬂ:'.kP-(E-ﬂ'Pu"" Ph-l :' C)

Hagamos H(E)(t’clslﬂ--- ’Pn_-iic) = H(t:q_:P-l’--- 1Ppnqs W,

El sistema candnico se puede escribir en la forme

(4.42) B3 _ 2H" _ 2W dan  dpw _ _ 2H¥ oW dgn
dt ~ Ppm  dpu db dE T 2qm 2qm  db
=2 e nal

Tomando pere g una funcidén cualcuiera de 1, la fun-

r ecuaciones con n varisbles independientes admite n-r
integrales distintas y le integral general del siste-
mz es una funcidn arbitraria de estas n-r integrales
perticulares. Ademésf?puede tambidn demostrar que to-
do sistemz completo puede reducirse a un sistema com-—
pleto en involucidn mediante una substituvcidén lineal.
Que las doz ecuaciocnes (4.41) y (4.43) estén en invo-
lucidn resulta de gque,por la identidad de Jacobi ,

(f1:(f2:f)) = (f2!(f1 rf)) = ((f1,f2),f) =m0
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cidn de Familton

H' (b 9%, puic) = W” [t.ﬂ'.---. 9" q" (I:),]:,,...,Isn-.'.C]‘
R HOR AL VIEE Ll W O NI TR

reduce (4,42) al sistema candnico:

Guo = 2H e oH'

]

que es el eorréspondiente 8 un sistema con un gra-
do menos de libertad.

A este mismo resultado se puede llegar mediante
el concepto de transformacidn candnica. Elijmmos 1la

fucidn generatriz () (4,q,Q) de maneras que se tenga

Pn = f(t:‘l:P) ?

para 1o que es necesaric y basta que 0 satisfaga

le relacidn

2Q) OISO E
(4.43) = + (kg = )

Dado que f(t,q,p) es una integral primera, necesarig

]
-é%%%— ; luego la funcidn

de Hamilton transformada H' no puede depender expli-

mente Pn = 0, Pero Pn = -

citamente de Q%. Es decir, cuando en H(t’q"%é?;) A,

2 L)
Y3

en funcidn de +,Q, y P, el resultado no puede deven-

+ se substituyan las ql Por sus expresiones
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der de Q%. Ahora bien, para obtener estas expresio

nes de las qi hay que acudir a2l sistema

(tq Q). PR _3(t=1 D?)

(4.44) P, =
& aQ"
¥y como en definitiva el resultado no va a depender
de Qn, basta atribuir a QB en (4.44) un valor numé-
rico cualquiera,-an. si ) (4,q,0% ) es una fun -

cidn cualqguiera que represenie la expresidn de

—n
£1(4,9,Q) para QB = Q , la derivada ;é} para este
20 )
2Q° Q"=

=BF (55 a% 5221 ), cantidad ésta conocida, El célculo

valor de QU es simplemente: (

de las gl se efectda entonces a partir de

(4.45) P, = _ an‘(tci Q), R={(t.q aﬂ)zconsk

¥y conduce a la funcién de Hamilton transformada

H' = H (k9. %?“ 222
donde en vez de les qi hay gue imaginar substituidos
los valores que se deducen de (4.45) en funcidn de t,
las coordenadas Q /* , los impulsos conjugados %“_ ¥
la constante En' Il nuevo sistema canénico se refie—
re, pues, a un sistem2 con n-1 gradog de libertad,
Intentemos generalizar este resultadc y suponga

mos que se tilenen m = n - r integrales primeras inde

pendientes £ (%,q,p) (s = r+1,...,n). E1 método ante



rior sugiere buscar unaz funcién generatriz () (t,q,Q)

tal que

(4-4‘6) - aQ = g;(t:cia ""“"’aQ)'

2Q° 29
No basta, pues, con tomar m integrales primeras in
dependientes, sinc que las fs deben cumplir las con
diciones de integrabilidad que impone (4.49), es de

cir, debe tencrse

a_g._S__ig_L, (wlés,t(_-h).

st — a2t
Teniendo en cuenta que

Bt o BB ERRN . L B aX.t

st T dpi aQ*aﬂl = opi 29t

aquellas condiciones se escriben

ols o)y _  2f. 2f¢ =
acii. DF; DP{_ Bcit = !

esto es, el sistema {fs} debe ser involutivo. Estas

condiciones son también suficientes. Ahora blen,dado
gue para las nuevas variables es ﬁs = 0,s=ril,...,0,
le, nueve funcién de Hamilton no puede contener expli
citamente ninguna de las Q° y, ademds, en ella las

Ps son constantes. Tl razonamiento del caso anterior
prueba cue basta elegir arbitrariamente la expresidn

de () para Q° = Q®. 8i esta expresidn es la fun -

cibn O) (£,q3,Q™), ( s = 1,2,...,r), el sistema



que define las q> se escribe:

Posil 1200 iy
£ aOf( )
Ps =}s (L'-‘-]n > O ): cons{',

23

¥ la funcidn de Hamilton transformada H' depende de t,

de las r coordenadas QPLy los r impulsos conjugados P

¢

¥y de las n-r constantes Ps = b, . H' define, pues,un sig

g°
tema con r = n - m grados de 1ibertad.(x)Si Q= Qth;aﬁbi),
I}L= P, (t;2/“,b4) es la integral general del sistema
transformado (que contiene las r constantes as*, las r
constanties bﬂ,y las n-r constentes bs), las coordenzdas

Q° se obtienen mediante cuadraturas:

0° = Q§+.ftt(§§5')P dt,

=b

donde se han substituido en el integrando Q*y R“_por
las expresiones que corresponden a la integral general
del sistema reducido.

Un caso particular importante es el de los sistemas

(=) Obsérvese que toda integral primera del siste~
ma caracterizado por I' estd en involucidn con las m in

tegrales primeras P .
8



conservativos (esclerénomos, en la terminologis cli-
gica), es decir, acuellos en que la funcidn de Hamil
ton no depende del tiempo. H(q,p) ez entonces una in
tegral primera, y si fﬂ,(q,p) son n-1 integrales pri
meras més,independientes del tiempo, que junto con H
forman un sistema involutivo de funciones independien
tes, pidqi es una diferencial exacta, 4V = pidqi,dqg
de las p; son funciones de las coordenadas q, de n-1i
.

congstantes ¢

P de E9solucién del siztema

f/u.(Q.!p) = 0/4.. ’, (/“'= 142500.,0-1)
H(Q;P) =

=

-

Ta funcién V se construye mediante cuadraturas y

es V =V(Q:C.Is-.. 2Cpnq ’E)- Haciendo Q/* = s !Qn = &,
la transformacidn candnica cuya funcidn generatriz es
V(a,Q) es tal que la funcidén de Hamilton transformada

se reduce a H'(Q,P) = Q®. Por lo tanto,

P=0, By =-1; Q*“=0, Q" =0,
es decir,
pasy = s n _
RM-_ E“’ P, = - t%to,Q =a* Q1 =1,

La trayectoria resulia de

LR o nalo
l:}u.—"' o (ﬂ'Q:E). ."ﬁ:q#(ﬁ ,Q-ubuae)

yxla ley de movimiento de

E b 22V (aa’ E)=T(an o’ by E).
=2 (gt E)=T(qnat by E)
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Pinalmente, otro ejemplo. De la igualdad H(qg,p)=
=E despejemos p =-1(q,Pq,ss+,Pn_1,E). Dado que, si ¥
es la accidn, se tiene 4W = pidqi - Hat, deberi ser
d¥ = p, dq/* ~ fdq" - Edt. Consideremos ¢° = 4 como
coordenada, Do I como impulso conjugado, T = q“'
como variable independiente y f(q/‘,'t,pf“,po) comno
funcién de Hamilton. Obtenemos de esta manera el nue

vo sistema de ecuaciones candnicag

dgm at? d e i' (f,._-_-,n,.z,..., n—n)
(4.47) 3gqn T 2pu ' dqn T ogn

A B e AR R

- }

dﬂh oFE dc'h ot

Quedan asi un gistema candnico,relativo a los (n-1)
grados de libertad gf*, y la relacidn E = const.Inte-—
grado el sistema (4.47), con lo gue se conocen las qﬁ

en funcidn de qp, ung cuadratura nog da 4

la
y les p,

en funcidn de qf:

y >f :
t“/ STENt

4. Trangformaciones candnicas v renresentaciones.

Es sabido que las ecuaciones candnicas relativas
a wne funeidn de Hamilton X(+t,q,p) pueden considerar—
ge como transformaciones candnicas infinitesimales con
X como funcidn generatriz. Recordemos el razonamiento

Que lleva a esta conclusién. Consideremos una trensfor
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macidn infinitesimal
(4.48) Qi = qi '!'EJOL('t:Cl:P): Pj_ = D4 + € -‘{)—L(tsq_sp)

en-la que t representa el papel de un parédmetro. Pa-—

ra que la transformacién (4.28) sea cenénica,(p;dqi-Hdt)
- (P;aQt - H'at) = @ ) debe ser una diferencial exag
ta., Haciendo H' = H + £ ¢, L) = € ¥ y limitdndonos a

los términos de primer orden en £ , resulta
= Nk dc"'-....ID; djﬁl-«t- Gdt = d W

o bien, haciendo K(%t,q,p) = W + pg 391)

?ldl:;,—-‘{f-t_ dql + Gdt = d K,

de donde
i oK Y= O I B oK
5(9"aP,-_' "Y 2q¢ ot

es decir, la transformacidn infinitesimal (4.28) es
candnica cuando es de la forma
. o
SC'IL:E'g*k_.’ Sr;.:__'g____‘s_..
(4.49) R
SH= E.E_.L(_
ok

y s6lo entonces. En particular, la transformacidn in
finitesimal gue conduce de un punto (q,p) del esva -
cio de las fases al punto infinitamente prdximo

(q + dq, p + dp) en lm evolucidn natural del sistema
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es la transformacidén infinitesimal cendnica caracte
rizada por la funcién de Hamilton H(t,q,p) del mis-
mo. Pero conviene no perder de_vista que esta no es
sino ung de todas les transformaciones infinitesima
les candnicas. Veamos shora cudl es la transforma —
cidn finita a que conducs (4.49) si se identifica &
con SE .

Sea,pues, X(+,q,p) una funcidn cualquiera que
cumpla las condiciones de aplicabilidad de la teoria
de extremales y t, un velor numérico fijado arbitre-
riamente. Dados (Qi,qi,t), existe wna extremal y sé-

lo wa, relativa a K, que pasa por los puntos 1(tO,Q)

v 2(t,q). Puesfo que t, @s un valor numérico fijo,la
accidn W, —es decir, la distancla geodésica entre 1

¥ 2- es una funcidbn de t,qi y ot cuya diferencial va
le: de
so conjugedo de Q. La funcién ¥ (t,q,Q) define la

- pidqi - Pian -~ Xadt, donde Pi es el impul-

transformacidn candnica

(4.50) pi = 'z‘%‘{"(tq@)f R= - 24k (t.9:2)

¥y la funcidén de Hamilton K'(+%,Q,P) del sistema candéni

co transformedo es idénticamente nula:

' s a\/\/k s,
k (t.Q,P)—K(t,o‘.F)+ S O
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e S~ = g
] : - _
E1l segundo grupo de ecuaciones (4.50) define las gt
. funciébn de t,Qi,Pi y la substitucidén de estas
expresiones en las ecuaciones del primer grupo defi
ne los impulsos p; en funcién de las mismas varia -

bles:
(4-51) q.i = fi('lt:Q:P)E s P35 gi(t’Q’P)k'

Reciprocamente, el prlmer grupo permite obtener las
[ Y e o e g

Ql en funcidu de t,q Dy ¥ el segundo grupo de ecua

ciones da entonces P; en funcidén de estas mismas va

riables. Escribiremos esta transformacidn inversa en

la forma
(4.52) Qb = F(t,0,p)) 5 Py = Gy(%,0,D)pe

Panto en (4.51) como en (4.52), el subindice K indi-
ca la funcidn de Hamilton de que deriva la transfor-
macidn candnica finita -es decir, la funcidn genera-

triz de la transformecidn infinifeSithil: Wbsdrvese

que, para t = t,,(4.51) y (4.52) se reducen a la treng

formacién idéntica.
Pues bien, sea S un sistema dindmico cldsico hd
1dnomo, qi sus coordenadas de lLagrange ¥y Ps los
correspondientes impulsos conjugados candnicos. Sea
H(t,q,9) su funcibén de Hamilton. El estado del siste

ma se suele definir en cada instante i por wn punto
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(a,p) mévil del espacio de las fases [ , ¥ la ra -
zén de caracterizar el estado por el punto mévil
(a,p) descansa en : a) sus componentes se pueden ele
gir arbitrariamente en un instante gendrico t, ¥ con
ellas quedan determinados los valores en el instante
t, de todas las variables dindmices del sistema; b)
el comportamiendo del sistema dindmico, los valores
en cualquier instante + # to de las cantidades aso-
ciadas al mismo, estdn univocamente determinados en
virtud de las ecuaciones del movimiento cuando se £i
Jan las componentes (q,p) en el instante t,,68 decir,

por la integral de las ecuamciones candnicas

(4.53) 4t = 2H S = - 2H
2pt i S PrY

que se reduce a (Q,P) para t = Ty

Ahora bieh, en rigor el sistema de referencia
en el espacio de las fases es arbitrario; pero sé-
lo respecto de ciertos sistemas de coordenadas en I
las ecuaciones del movimiento de S toman la forma
candnica. Dos elementos cualesquiera de esta clase
de sistemas de coordenadas estdn ligados entre si,
conforme sabemos, por una trensformacidn candnica
(especial). Al interpretar wna transformacidn cand-—
hica como cambio de sistema de coordenas en I , si

le transformacidn candnica depende del tiempo, éste
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representa el papel de un pardmetro y cada wno de
los sigstemas de referencia ge mueve respecto del
otro. la transformacidn candnica se comporta asi co
mo un haz de transformaciones de coordenadas. Por
ejemplo, si en (4.51-52) consideramos fijo el siste
ma de referencia (q,p), el sistema de referencia
(Q,P) debe considerarse como mévil. Le funcidén de Ha

milton del sistema dindmico S es en él:

(4.54) H'(t,q,P)=H(t.q.,p)+ E;\Q/ = H(t.q.p)-k(tq.p)
En particular, si se elige K igual a la funcidn de
Hamilton H del sistema considerado, las coordenadas
(Q,P) del punto representativo del estado son cons-
tantes en el sistema mévil (Q,P).

Dado que, desde el punto de vistae formal,dentro del
conjunto de las referencias candnicas ninguna apare
ce como privilegiada, poco sentido tiene formalmen-
te el decir que el estado del sistema varia con el
tiempo, ya que ésta variacidn es, no wa propiedad
del sistema, sino del sistema dindmico en relacidn
con el sistema de coordenadas elegido en el aspacio
de las fases. Asi, hemos visto que es siempre posi-
ble encontrar un sistema de referencia en I’ —y amn
una infinidad dependiente de una funcidén arbitraria

que no contiene el tiempo —respecto del cual el es-
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tado del sigteme a lo largo de su evolucidén netural
viene representado por un vector (Q,P) fijo. Junto

& esgtos, hay otros sistemas de coordenadas con rela
¢idn a los cuzles el estado del sistema aparece co-—
mo un elemento varieble. Por lo tanto, si conveni -

mos en llamar renresentaciones del sistema dindmico

a2 los diferentes sistemss de referencia candnicos de
su espacio [ , el estado del sistema estard asociado
a un punto variable en ciertas representaciones y a

un punto fijo en otras. Estas Wltimas forman una cla

8e, la de las representaciones de Heisenberg . ILas

otras constituyen genéricamente las representaciones

de Schrddinger, que incluyen, en particular, una cla

e intermedia - la de las rempresenteciones de inter

accidn., Casi huelga advertir que este terminologia
es un tanto impropia, en el sentido de que todos es
tos conceptos fueron introducidos hace no menos de
un siglo sin darles mayor importancia que la que pue
de tener un tipo particular de transformaciones ca —
nénicas. Si la introducimos agqui es Ynicamente para
poner de manifiesto el substrato cldsico de las re
pPresentaciones que, en mecdnica cudntica, hen redi-—
bido los nombres de representaciones de Schrddinger,
de Heisenberg y de interaccidn. Sentado esto, sea H

le. funcidn de Hamilton de sistema S, y
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(4.55) q* = £9(+,Q,P) , p; = g;(t,Q,P)
la trayectoria natural, en el esnmacio de las fa—

ses, que para t = % pasa por (Q,P). Sea F wna

o
variable dindmica que puede depender del tiempo.
Si P(t,q,p) es la funcidn que define a F en el sig
tema de coordenadas (q,p), 2l pasar al sistema de
referencia (Q,P) (respecto del cual el estado se
represente por wn punto fijo), la funcibn F(t,q,p)

se transforme en la funecidn

(4.56)  F.(,Q,P) = TF[+,£(4,Q,B), g(£,Q,2) ] ,
funcidn que se obtiene substituyendo en P{(+,q,p)las
variables qi,pi por sus expresiones fi(t,Q,P),gi(t,Q,P)
en funcidn de t,Qi,Pi. La funcidn F,(%,Q,P) define
a la variable dinémicé“j:’en la representacidn de
Helsenberg. Obsérvese que el simbolo 1} aparece en
el primer miembro de (4.56) dos veces, como subin-
dice y como variable. Como subindice traduce la de
pendencia temporal de F(t,q,p) implicita en g ¥ en
p (ef. 4.55); como variable, traduce la dependen —
cia explicita de F(t,q,p) con relacién al tiemno .
Hay que interpretar, pues, Ft(t,Q,P) como un haz de
funciones (simbolo funcional Fi) de las variables
(t,Q,P). La representacidn de Heisenberg de la va-
risble dindmica F pone asi de menifiesto cémo de

pende el valor de UT, de una parte, del estado
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del sistema (estado que se representa por un pun
to fijo) y, de otra, del tiempo. Con otras pale-
braes: para calcular el velor de F en el instan~"
te t de la evolucidn del sistema en el estado
(Q,P) cabe o determinar los valores de g y de D
en el instante 1 mediente (4.55) ¥y a partir de
éstos el de F(t,q,p), o anlicar la funcidn Ty
corregpondiente a este mismo instante al sistema
de valores (+,Q,P). En el primer caso, se parte

de la funcidén T, constantemente la misma, y se la

aplica a uno de los elementos de una sucesidn con

tinua de estados que dependen del pardmetro t~-pre

cisameite al elemento que en ella corresponde al
instante 1 . En el segundo casgo, se parte de wma

sucesidén continua de Ffunciones dependientes del

pardmetro X ¥ se aplica la que corresponde al ing

tante t al estado (Q,P) constantemente cl mismo .

Si representamos por U, la transformacién canéni-
ca (4.55) que en el instante t lige las variables
(Q,P) v (a,p), podemos escribir simbolicamente
(a,p) = U. (Q,P). Evidentemente, U%o es la transg
formacidn idéntica.

Ia razdén de esta duslidad reside en que 1las
ecuaciones canénicas que definen la evolucidn de
un gistema dindmico pueden interpretarse o como

ecuaciones del movimiento del sistema S o como
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ecuaciones generatrices de wn haz continuo de.traﬁg
formaciones cendnicas de coordenadas en sl espacio
de las fases, [" . Desde el primer punto de vista,
dichas ecunaciones definen el movimiento en 7 del
punto representativo del estado del sistema una vez
dado el sstado inicial; desde el segundo, determi-
nen wn haz de transformaciones candnicas en M cuyo
elemento inicial es la identidad. Lo mismo wvale pa
ra las variables dindmicas. Por ejemplo, la varia-
ble "coordenadas de 5 en el espacio de las configu
raciones (q)" es la funcién Ffija F(i)(q,p) = glaer
estado variable (q,p) en la representacidn de Schrg
dinger y la funcidn variable Fii)(q,p) = q% (ag,0°%)
en la de Heisenberg (con qi (qo,po) = fi(t,qo,po) ;
cf. ' (4.55)) .

Veamos ghora qué forma adoptan las derivadas ,
respecto del tiempo, de las variables dindmicas en

'
la representacidén de Heisenberg. En primer lugar,
Fe

el simbolo se interpretaréd en el sentido si

guiente:

(4.57) 2F¢ (t.Q.P)= bom Fe(t+At,Q.P)-F (£.Q,P)
ot A(:—:rO At

(%) Elegida une representacidén como representa
cién de Schrddinger, se suele entender por la repre
sentacién de Heisenberg la gue resulta de aquélla
considerando las ecuaciones integradas del movimien
to (4.55) como transformacidn candnica que deja in-

mévil el punto representativo del estado de sistema.



