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INTRODUCCION

- Los métodos de sintesis de campos neutrdnicos, junto
“con los llamdos métodos heterogéneos, figuran entre las técni-
cas mas al dia y me jor elaboradas para un tratamiento adecuado
de los problemas de anédlisis de reactores, tanto desde un pun-
to de vista estéatico, como desde el punto de vista cindtico o
de evoluci&h. Para subrayar la importancia de ambos métodos
basfe decir que han sido objeto recientementevde detenida dis-
‘cusibn en dos reuniones especialmente dedicadas a ellos , sin

que se lograra agotar el tema(n)a

En estas condiciones, puede tener interés reunir en
un mismo esquema general los distintos aspectos concretos que
han adoptado los diferentes métodos de sintesis hoy utilizados

o en desarrollo, con objeto de compararlos y entender en qué
difieren los puntos de vista en gue se basan, No hay que olvi=-
- dar que s8lo un conocimiento adecuado de las ideas fisicas en que
‘se fundan y de las técnicas.méteméticas utilizadas puede permi

tir un manejo "sin riesgos' de lps modernos programas que se
- apoyan en dichos métodos.

: A El presente trabajo se ha dividido en dos partes.En
la parte A se presentan los fundamentos generales del métodaq

variacional, como base de la aproximacibn Pl-multigrupo Y 8u

x). Expﬁeg

ta la teori{a general, en la parte B se estudian primero algy =

‘aplicacibén a la sintesis de los campos neutrénicos'™

nos casos particulares de métodos varimcionales de sintesis T

| (%) EACRP Panel on re?ctor synthesis computer codes
:for burnup analysis, Argonne, Illi,,January 9-11,1967.

‘ Ad hoc specialist‘heeting onvfhe application of
!heterogeneous methods for burnup calculation,'Sa61ayg,January
16-18,1967. |

(#%) Los métodos de sintesis se han aplicado también a

la sintesis de campos neutrdnicos en el tiempo.
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luego, otros métodos de sintesis de interés practico no basa-

dos en un principio de variacidn.

R. Ortiz Fornaguera

Madrid, marzo de 1967




I. La aproximacibn Py-multigrupo

1, Notacidn y ecuaciones fundamentales

1,2

Como es sabido s el sistema de ecuaciones fundamental

correapondiente a la aproximaci&n Pl se escribe ()

aiv i+ 24 jdu ¢(u’)w08(u > u) + —[du‘¢(u')(02)(u')x (u),

%grad ¢+ Bi= j{du g(u’)wls(u - u). (1.1)

’Estaa ecuaciones suponen una representacidn del flujo dirigido de

" la forma
‘E(x,u, £1) = r},—{¢'(§';u) +3 _Q.i(g,u)} (1.2)

y una representacidn del nficleo de dispersidén del tipe
q . : Y

ws(_:_c,u’ -;'u./.;g)r- E}ﬁ' { wos(é,n’-g- u)+3 wls(gggu'«» u)} s (I.3)

' _
con fh, = _Q_ ° Q sy e8 decir, igual al coseno del éngulo de dis =
 persidn en el sistema del laboratorio. El coeficiente 3 es la sec
¢cibn eficaz total:

T B e Tom Te By Boe farng e, b

donde Zc es la seccidn eficaz de: capi:ura padiativa. y zg la de

la flsi6n. El parémetro % es el valor propio, o sea, A\ no es sino

H

(xs Un trazo horizontal debajo de una letra significa que
ésta es simbolo de un vector del espacio ordinario.Asi,por ejem =
plo, j es el vector corriente:j=|{JF(x,u,{1)d(),donde F(x,u,{1)
es el flujo dirigido. 201
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el factor de multiplicacién efectivo. Finalmente,) (u) es el es
pectro total de fisién y v el nfimero total de neutrones por fi-
si6n. |

Las funciones «p’,j solucibn de I.1 deben ser conti -
nuas, con merivadas primeras continuas en la regién R ocupada
por el reactor y en su superficie,S, salvo acaso en un numero
finiteo de éineas sobre S. Ademés, ¢> debe ser no negativa y jun
to con j ha de cumplir sobre S5 la condicibén de contorno de Mars
‘hak-Vladimirov 27

2jen - ¢ = o,j‘_ | | (1.5)

]
i

en la que n es el versor normal & § exterior a Re.

2. La aproximacibn multigrupo
La hipbtesis bésica de la aproximacidén multigrupe con

siste en suponer que todas las caracteristicas nucleares del sis
tema son funciones de:'la letargia constantes a trozos. Mas con-
cretamente: en la aproximacidén Gegrupo, el intervalo total de
letargia es_ia unidn de un nGmero finito G de intervalos de le-
térgia, gy que no se solapan ¥y tgles que todas las caracteristi
cas nucleares f{u) son constanteé en cada g, y las f(u,u*) lo
son para ueg y u'e g' , cualquiera que sea el par g,g’.(*) Pa=-
ra estos valores constantes se afoptarén las notaciones fé y

fggo (o £f(g), £(g,g')), respectivamente, de modo gue

f(};) = f‘s si 3}.xeg; f(‘."u,)gfgg. si veg & u'e g'.

o n

[

n (x) La ordenacidn de los intervalos g es tal que g<g’

implica que cualguier letargia de g es menor que cualqulera de
8. ‘
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Con otras palabras, la aproxirhaci;én multigrupo 'equivale' & una dis

cretizacién de la variable continua letargia.

En estas condiciones, 1a integracién de la primera ecua

cibn (1. 1) en el intervalo g da.

div jg + 2 4)3 Z<P3,wos(g -> g)A3+ Y Z ch,(vZ})gv ,
%-1
(1.6)

donde A% es la anchura del intervalo g y, ademas, se ha hecho

<}> de:‘tsb(u).i j. = du;[(u)j, X = &uxt(u), (1.7)
% i Ja o J‘a

és dec:lr9 ¢% g ¥ Xa son las integrales de ¢ 4 i y'X, respec-

'tivamente, extendidas al intervalo g de letargia. Obsérvese 1la.

presencia en (I.6) de la anchura A? : dado que ahora las relacio-
nee son entre grupos de neutrones,(“) es natural que aparezca
.‘,A% , ya que, por ejemplo, ¢%/ wos(g - g) A% es8 precisamente
el nfimero total de neutrones del grupo g' que pasan por colisidn

41 grupo g, cuya anchura es Ag o ‘

Reaulta conveniente dar a (1.6) otra forma. Partiremos
para elle de la identidad

1 _ 23 Za,% + 25 % 2“% J du'wos(u <+ u'®)

= Za’ Z w (8 = g’) A'ﬁ’

t;-i
Si se pasa al primer miembro de (I 6) el termino con g'=g de la
prlmera suma del segundo miembro,' se tiene, en ‘virtud de la iden
tidad anterior, ’

T

() ¢1,j¢3 yxg son caracteristicas de los neutrones
de un mismo grupo, el g. ' :

i i
)
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gzt

i {Peq "3% usgeg) ) "’f%"?’%‘ F9%494% &

Introduoiendo la agccién aficaz de remocién total

T“é: 20., + Z wos( - )A3° - | (1.8)
7+ ,

¥ las secciones eficaces de transicéién (ig’ 7& gl)

i

ztﬁ =VJ§5 (%',%)Aca, : (I.9)

la ecuaci&n (I.6) se escribe en la notacién matricial de la apro
ximacién multigrupo ‘

dvji+ Z:p=S¢+ 4 r¢,  (1.10)
o ° ‘ A ‘ .
~ donde 2+ + S y F son matrices cuadradas GxG qa-negativas,(”)dig

gonal la primera de ellas, y 4 yf} 4’ son vectores en el espacio
- de los G grupos. La ecuacibén matricial (I.10) es fundamentalmen~-

te la traduccidn al discreto de la primera ecuacién (I.1) respec

to de la variable continua u: los operadores integrales de (I.1)

son ghora matrices finitas (en particular, el operador diagonal

multiplicacién por 3! se ha convertido en la matriz diagenal

'Tr ) que actfian sobre vectores de un espacio de un nfimero fi~
" hito G de dimensiones: |

by -?:4
=% ] i (1.12)
, P ke

(») Es decir, todos sus elementos son nfimeros reales
no negativos. g E
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Ty 0 -—— 0 0%, Zes
1Z.,. = 0Zn — O 3 Sz 202 0 _ 22 (1.12)
k{ o O 21'5 246 ZZG - o
[ X6, X6Z, —— X 6Zge
xz("Z‘g){ XQ(“Z])Z _.___.._.X;_ (v 2{)5
Fa | — |
X2 X O3, I PAE (1:23)
£ ,‘ | Todos los fenbmenos de absoreiﬁnty de dispersién quedan represen=
o tados por la matrisz Aa =S¢ La parte diagonal de A es precisamen

te 3+ y es frecuente descomponer su parte no dlagonal {(cambiada
de signo) S en suma de dos matrices L y \J:

,,  ' 8 =L+, (I.14)
PR | _ de las cuales la primera es estrictamente triangular inferior y la

() El significado fisi
! co de estas matrices es evidente: la parte diagonal de A corres -

i S segunda estrictamente triangular~superior,

ponde a los fenbmenos de remocibn, sea por absorcidén en un grupo

o por dispersibn de éste a otro grupo cualquiera; la matriz L dew
fine la dispersidn degenerativa, es decir, el paso de un grupo a
un grupo de letargia mayor (menor energia), la U, la dispersidn

- regenerativa, el paso de un grupo a un'grupo de letargia menor(mg

yor energia). Cuando no existe dispersidn regenerativa (esto es,

(%) De una matriz cuadrada (aij) se dice que es estrigc
tamente triangular superior(inferior) si aij-o para i 2

j (para
ié:j)e '




‘chR-VSQ‘

cuando no existe'up—scattering). se tiene U = Q.'En tal caso, S
es estrictamente diagonal inferior. . :

En cuanto a la segunda ecuacidén (I.1), aplicéndole el

[

mismo método que hemos seguido en el caso de la primera, la apro

ximacibdn multigrupo conduce a las ecuaciones

_é; qred ?’3+{2fq+(“°s Q=g - %as “3#‘3’5 4‘3}13 =% lqwis (49 Aq,

que, puestas en forma matricial, se escriben también:

; , grad ¢ + D23, = 0 : (1.15)
1 n ) s 3 :
en la que p™! es una matriz GXG, con elementos (D-l)ég, defini -

dos por - 5

3'3.5,'..(1)-1)%‘3 :{ ,3+(wos(%.“‘<3)..wis (caquz)Aa}S%'_w‘s(%'.,%)A% ('1-&33‘)
® : E f} |

¥

o bien, introduciendd‘la secciénfeficaz de transporte para el
grupo g ‘

2@;,?={Wos (%»3)-—\1\145 (%»%)} A% , | (1.16)
;por
' %—(?_1)33' = (Zr,3+ Ztr,{)&ata‘-wis (%Z*?)Aﬁ (i’- J?‘ﬂ') (1.17)
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La parte diagonal de %D -1 es, pues, la suma de la matriz de remgo
ci6n total I; y de la matriz de transportei} .(*) En cuanto a
su parte no diagonal -que se representara por (-Sl)m, sus elemen
tos suelen ser tales que las componentes de 811 son pequeﬁas, en
m&dulo, comparadas con los médulos de las correspondientes compo
nentes de (ZL i )1y de 3 grad ¢ + En primera aproximacién ,
por lo tanto, cabe prescindir de S5y y tomar para D -1 su parte

diagonal:

p7t o 33+ 2 ). | (1.18)

Esta es la llamada aproximacién de transporte.

-
«

Se& como fuere, (1.15) pone de menifiesto que la matriz

D generaliza el concepto de coeficiente de dlfuslén de la teoria

) elemental en ésta, el vector corriente J es proporcional al gra-

d;ente del flu;o (ley de Fick); en la aprox1maci6n de transporte,

esta proporc1ona1idad vale parsa cada grupo de neutrones7 ‘ya que

entonces D -1 es diagonal y se tiege.
N 1 i1
.!ig z. 3 DG grad ¢ﬁ H ' ’ (1.19)

en la aproximacibn Py-multigrupo, a la corriente del gfupo g con
tfibuyen los gradientes de todos Jos flujos en general:

o . ' N ‘ G i )

' n : - 3 I :

| :”. Ig = 3‘24 1é\ngg’ grad 7)‘3'; . (I.20)

H

: (n) Para evitar p@sibles confusiones, recordaremos que,
I
a. vecgs, se llama matriz de transgorte (en particular, seccibn

efieaz de transporte) a la suma dé 2.;(que hace el papel de Z,) ¥y ,
de T, tal como la hemos definids (que bace gl papel de S (1-/A)).
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-1 : ' .
~ En lo que sigue, D =~ se considerard como una matriz, no necesaria

mente diagonal, que admite inversa, la matriz coeficiente de difu
sién 1,

1

3. Condiciones de contorno

‘EConsideremos shora la condicién de contorno (I.5). La
ﬂntegrack@n en el intervalo ? de 1etargia da, sin mas, 21 .m—¢

=0 sobre S, es decir, A

Foave iy

o

&

3

i

.

2 jen - ¢ = 0, sobre S, i (1.21)

donde ahora ¢ y j son los vectores definidos por (I.11). Aunque
T condicibn (I.5), y con ella ld versidn multigrupo (I1.21),es una
de las més utilizadas, no es a priori la finica. En vez de ella,

impondremos la siguiente, més general:

5 o jon - ¢ = 0, sobre S, .» - (I.22)

donde en 1a aproximacion multlgruPo o es una matriz GXG no nega=~

tiva, def1nida, y - acaso variab1¢, sobre S. En particular,« =21

k(donde I es la matriz unidad) reduce (1.22) a (I.21) y o = O da
" 1a condicibn elemental de anulacibn del flujo sobre la superfi -

cie del sistema (extrapolado).

TR .

| Resumiendc,Alas ecuaciones fundamentales de la aproxi—
?acién Pl-multigrupo se escriben |

div j+ A ¢ = o_;’ (1.23)

grad ¢ + Dgl.i =10,

iy i o
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ddnde, para‘simplificar la notacibn, se ha hecho

.S _S_A F. -
A-2 -5 PN (1.24)
& (I.23) hay que afiadir la condicibn de contorneo

o Jen = ¢ = 0, sobre 5, o (1.25)

dbnde S es la frontera del reactdr. Cuando-por ejemplo, por ra-
zones de simetrfia- el estudio del reactor queda reducido al de
una parte del mismo, la condicibén de contorno sobre la frontera
& del sistema parcial puede variar de una a otra parte de S.Asi,
ﬁhede‘ocurrir que sobre ‘una parté?sl de S se ihponga una condi=-
cibn del tipo (I.25), mientras que sobre otra, §,, la condicién

puede ser de la forma j.n = O (esta filtima corresponde & un pla

no de simetria fisica del reactor en conjunto).

0

II. Formulacidn variacional

1. Superficies de discontinuidad

Veamos ahora como es pbsible hallar{hna funcional bi-
lineal respecto del flujo ¢ ¥y la corriente neutr6nica j, de una
parte, ¥y 1a importancia ¢W Y la; corriente de ‘importancia 1 ,de
otra, tal que las ecuaciones de Euler-Lagrange correspondientes
a ¢ y j coincidan con (1.23) mientras que sus condiciones de
contornonaturales son prec1samente las (1.25) Sin embargo, da
do que 1as‘caracter1§ticas nucleares de un reactor suelen pre =
sentar discontinuidades sobre deierminadas‘suﬁerficies (p.e.,en
las superficies combustible-moderador), conviene antes precisar |
cudles son éstas y qﬁé sentido pueden tener ciertas operaciones

matemiticas cuando existen tales) superficies.

v
it
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Supondremos que el dominio del reactor nucleaf R es
 una regibén finita y conexa cuyélfrontera es una cierta super-
 ficie S. Supondremos, ademés, que existé un nlimero K de subre
giones R (k =1,2,+..K), con fronteras internas s entre ellas ,

()’

; cuya un16n es precisamente R~ ' . Parte de la frontera S de R

k
puede coincidir con parte de la frontera Si de otra subreglén
Ri’ esta parte comiin se representara por Sik’ de modo gue,por
ik = SiIT 5, (véase fig.1l). Sea Cq

. las funciones reales continuas con derivadas primeras conti -

definicidn, S la clase de
nuas en cada Rk y su frontera. Si f y g son'dos‘funciones cua
|+ lesquiera de la clase CR y P es un punto de: sik# ¢ , sabemos
que £(P) y g(P) tienden a 1limites
bien determinados cuando P tiende
a'Pé manteniéndogp en Ry y a limi-
tes bien determinados cuando P
tiepde a P moviéndose en Rk’ pero
est&s 11m1tes no tienen por qué ser
dguales. For ejemplo, ei Ri esta

ocupada por acua pesada y Rk por gra

fito y f(P) es la seccidn eficaz de
dispersidn Z(P), el 1imite cuando
P tiende a P_ en R, es jﬂ

cuando P tiende a’ Pé en R, ; el limite es ZC »

k

En estas ccndicibnesﬁ es claro que las integraleg de
la forma . -

¢ - 1

i H

v (%) Mas exactamente: éxisten X regiones R abiertas,
‘ simplemente cgnexas Yy disjuntag con fronteras Sk tales que
= I_I=l Rx’ s ..k_li S-Sy B & Rk- Bk(dgdo un conjupto A, el simbo-
lo X representa la’ adherencig e A? LS dpaiv. A s ¢l menor
conjunto cerrado que cantiene A A), ' {
: TR o

i
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(£.grad)aV , g (g div £) aV (11.1)
R R

carecen de sentido inmediato, ya que ni grad 8 ni div f exis =
‘ten’ en ‘los puntos de & en los que g o f son discontinuas.La "re
gular;zacibn" de dichas integrales se efectfia de la manera or=-
‘dinaria (Vease Apéndice 1) y se obtienen para ellas las expre-

siones" 51guientes con plenoc significado( ): -

| L (ﬁghg ?)dV=k% Lg(i-jqu)dvg"tz j ,f [‘3]“‘ dS,  (1.2)

ki
&

k . . .
: ) , 5 &
Jg(ﬁ d“’i)dv?kf:. Lf‘} div) dV + l;; Lw Ei Uu]'m dS, (113

donde Sik es la frontera comiin. a R y Rk, la normal ¥ esté
orientada, por ejemplo, en el gentido {-»k,coni<kyel sal
~ to [SJ{kWBQ define de acuerdeo con el sentido elegido parae orien
~ tar le normal: si Rbe sik’ por definicién es,

£ f;l

[g]ik = sf’(“w { g(Ps+sg) - g(P_-€y )} o (I1.4)

N Qk ‘: B
En cuanto al valor medio f; . 8¢ define por la igualdad
Tk 1im:,

A P L £ (P_#€Y) + 1, (P _-E2) (11.5)

Obsérvese que las integrales de superficie que aparecen.en (11.
2=3) son, entonces, como debe ser, independientes del sentido
elegido como positivo sobre lafnormal. Esta puede no existir

v i b

& b
(%) Las integrales de superficie son nulas cuando
Sik es una linea, un punto o el conjunto vacio, '

il
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sobre ciertas 1ineas o ciertos’ puntos (arlstas, clispides), pe
ro ello no da 1ugar a dificultades, ya que unas y otras son
siempre en nfmerc finito.:

i

Es facil demostrar que las igualdades (1I.2-3) permi

ten extender la f6rmula de la divergencla al caso en que exis-
"ten en R superficies interiores de dlscontinuidad. En efecto ,
~ sumando (II 2-3) miembro a miembrc resultas

Lk TSk
K

: K ' 5 :
L(i.%nadﬂ)d\/lL(%divi)dvz“; Lkdiv(%i)d'\h 2 J {Ti;“[«;]ik ;

+ 5 [f”}]“‘ } ds.

i
I3
i

Pero, evihementemente, ; {
K " i’ K
N | d )AV:% dsS 4 J (q4,), 45,
kzzt_l je“ %j A 5%8\’ z.k-_-zi: Sk(“ 1

1 n i

donde By es la parte de 8, interior a R, (Sfb)k es el valor 1i

mite de gf, al tender a Sy moviéndose en R_y fy es la compo -

nente de. f sobre la normal a Sk exterior a Bk Ahora bieng es

M}»X _C%g\,)k}dS,

con la nprmal VvV en e1 segundo miembro dirigida de i a k, con

facil ver que
K

i

k= 4

i < ke Por lo tanto, efectivamente es, aun en este caso,

R div(gft) aV= gf, dS. (11.6)
Js
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2. El principio variacional

 Sentado esto, introduzcamos el vector F(x) definido
por o

F(x) = - . 3 (11.7)

El naimero total de componentes de este vector es G+3G=4G, las

G componentes del flujo (una por cada grupo) y las 3G componen
tes del Vector corriente (G componentes de grupo para cada com
ponente espacial). Unicamente admitiremos vectores F(x) cuyas

componentés son funciones de la clase CR* El producto escalar

de dos vectores de esta clase F Y F se definiré mediante 1la

férmula ? g ' K
G

(F*,F) = ZE {?;(5)¢3{5)-*i;(§)~é%fé?}<i\['
s ‘3:1 i R * : '
o, abreviadamente,

AF*Fl= | (¢* ¢+ "*.if AWJ
A‘RF)‘L(¢¢ j {) _

Conslderemos la funci%nal biiineal en F' y F, defi-
" { .
nida por 1 .
A " i

QL= [ oo (i 11 ] d
+§ i =) 45,
:

en lg que A , p~! ¥y o son matrices cuadradas GxG cuyos elemen
tos son funciones reales continuas en cada Rk Y su frontera,sal

(I1.9)

v
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vo la matriz « , de la que s8blo se exige que esté definida y'
sea continua en general sobre S¢ Determinemos qué condiciones

deben cumplirse péra que la variacién

SO [r:{,r] =

i

" ; - (11.10)
- pea nula para variaciones 5F yéF arbitrarias, es decir, de-
terminemos las ecuaciones de Buler-Lagrange correspondientes al

problema de variaciones (II.10).

Sisgtema de ecuaciones fundamentales

' Supongamos primeroc que se varia sblo gb‘* « Teniendo

en cuentd (II.3), resulta: - ‘ " ,
i ' !l . ‘_
g ij5¢+(A4)+ dml)&v lz J 5qbu< Lj\’]tk dS = 0.

Dado que la variacibn cSqS* es a;’bitraria. esta igualdad implica

que necesarismente debe ser r . v

/\.(P + div j = O en cada R,
jy» continua al atravesar cada S°*,
v k
(k=1,2,...,K)
? v h | b
es deciry ¢ y J deben satisfacer la primera ecuacién (I.23) y,
ademas, la componente normal de j debe ser continua al atrave-

sar las superficies interiores S};o

Supongamos ahora qué,{'se varia sbdlo j_+$ La aplicacidn
de (II.2) conduce a la igualdad
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S 85+(c3ﬁad'¢+D“j)A\/+z 55: 101,45 + & 833 (o - 9)dS- 0
kK oJR T T bk JS S

!

que debe quedar satisfecha cualquera que sea 5jf o Ello exige

que se tenga
D'l;j_, + grad$ = O en cada R,

¢ continua en Ry ¥y

“31} - ¢ = 0 sobre Se(”)

Por lo tanto,$ y J deben no sblo satisfacer la segunda ecuacidn
I, 23), sino también la condicién de contorno’ (I.25). Obsérvess
que esta yltlma procede precisaménte del término de superficie en
la funcionalil (11.9), y obsérvese también que las condiciones
de Euler-Lagrange y las condiciones de continuidad en R no depen
@en de dicho término.; Con otras palabras, el termino de superfi-
ple sblo afecta a las condiciones de contorno, lo que permite
ajustarlo de manera gue conduzoa a la condicibén de contorno que
convenga, He aqui algunos ejemplos de esta flaxlbilidad jque per-
mite el célculo de variaciones en la eleccidn de condiciones de

&

contorno.

1 En (II.9) substituyamos el término de superficie por

Jda expresién n

iJ 1u(dju ¢$)- é*ﬁufisg .- (II.11)
Sa) |

1 il

4
=

(x) Dado que 3, g»D£)¢ 1la condici&n de contorno puede
scribmrse también: ¢+¢tD)3v?~—0 donde o« D es 1a matriz "distan-

'cia extrapolada" yd, fes la derivada normal exterlor de P sobre S.
Cuandoanorreaponde a la condlcién de contorno de Marshak-Vladi-
m;rov, la mgtr159 =«D se reducg a 2D.Sin embargo, la introduc -
oibn de condiciones de contorno efectivas pueden lievar a substi
tuir o =21 por otra expresiéns a1 igual gque en la teoria elemen-

.'tal se subatituye el factor é por 0,71.
v( N

4
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(%)

donde S(l)€y S(Z) es una’descomp?sici6n de 7", La variacidn de

f¢+ conduce'a la condicidn de contorno

vy =0 sobregsta) ; | ' (I1.12)

¥ la variacién de i+'0bliga a_qué

< Jy = ¢ = O sobre S(l) : (11.12°)

Es decir, la substitucidén del té;mino de supeificie que aparece
en (II.9) por el (II.11) ha conducido a substituir la condicién
(I.25) por la condicién de contorno (II,12-12'). Indicamos ya
que cuando el reactor presenta un plano de simetrfa fisica, bas-
ta limitar el estudio' a la regibn R detérminaéh por una de las
flos partes simétricas en que lo Hivide dicho planc, 51 8¢, yes la
superficie libre de R y S(a) 1a determinada por el plano de sime
" tris, las condiciones de cantorno adecuadas Bon entonces precisa
mente las (II.12-12') y (II.11) es el término de superficie de
ia funcional correspondiente. ‘ ’

Sistema de'ecuaciones‘adjuntas,

; '
Pasemos a determinar las consecuenclas del principio va

riacional (11, 9) en 1o que conciérne al vector F sy esto es, a la
importanciaﬁ?*y a su corriente 1 ¢« Para facilltar el chlculo de
la variacién cSQcorrespondiente a varlaciones, arbitrarias ¢ y

e » .
C, conviene escrlbir la funcionsl £) en otra forma equivalente,

pero mas mane jable cuando se trata de variar¢)y Js Teniendo en

: cuenta (II 6), es fécil ver que.?l[F F'l puede escribirse tam -
bién en 1la forma:

i

, a ‘
' : v G N

(#) 5 = 8(1) UBay0 8¢y 8¢5y = ¢

2

AT

s 2

LR
)




i
ki
:'\1

;

INMIE o {(j\"cp*- Ai.vy)cp,. (-3nqd¢*+ (D")*’_jl*).j) 4V
+ (o(.g.j';. 4 ¢+) 5\1. C'S, X ‘ | (11.13)
S | ! 1

|
i1

i : I, i
donde /' , (0~1)* y <t son las matrices adjuntas de las /\, p~1
y « « En esta forma precisamente 'tomaremos las variaciones res -

pecto de ¢ ¥ de j.

Un cdlculo en todo andlogo al anterior conduce a los
‘siguientes- resultados: la anulacibn de 61 phi‘aéc’b cualquiera
obliga a que . " '

i .

-/\-¢ - div 1 0 en cada Rk
A jv continua al atravesar. cada Sk'

iy (kﬂlya,e‘oo gK)g

“1a anulaci‘{lbn de S£) para 55 cualQuiera Iobliga'a que:
[4 N ] ! n

1 n (D°1)3+j grad(}i 0 én cada’ "Ry
¢* continua en R, ¥y

| °‘+j: +<P+=3O sobre S
] i i ‘ ‘ r
A Par consiguiente, el problema de contorno adjunto del
(1. 23-25) es el siguiente: ¢ ¥

| div - N ?’ﬂ " "

) grad cp - 0"H*y*= o, | (II.14)

:‘o{ 5\, + ¢ = O‘ﬁsobre S.

.
H

1

”‘Glaro esté‘, la condicidn de coni;_ox'no que aparece en (II.14) es

3
1
-

A ~ n
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la que corresponde a 1a condiclon de contorno (I.25), o sea, la
que resulta del termino de superficie que figura en (I1.9). Sa-
bemos que 51 este término se substituye por el (11.11), la con-

dicidn dg contorno para el problema fundamental pasa a ser la
*(II 12, 12’). Entonces el termino de superficie en (I1.13) se con

v1erte en

Lo (¢ +*43)Judd + MUEER (11015)‘
S@) /5@)

3
3

-y, por consiguiente, la condicidn de contornoidel problema adjun

iv =0 sobre S,y | (I1.16)

1 " » n ‘ ;
‘ o(+j: +¢+: o) ’ﬂsobre S(l). (11.16°)

n

El término de auperficie en la funcional (11, 9), por lo tanto,de

termina 1af condiciones de contorno del problema fundamental y
del problema adjunto.
Si se restringe la clﬁse de elementos admisibles a la

de aguellos que cumplen las condiciones de contorno, aparecen

. dos subclases en general diferentes: la de los elementos que cum

J‘ :
plen la cond1ci6n de contorno fundamental y la de los elementos

_que satlsfacen la condicidn de contorno adjunta. Si designamos

por (C ) 1a primera y por (C ) la segunda, el problema varias =

*cional pueue presentarse de otré forma que pone de manifiesto

‘su relacién con el problema de valores propios. Veamoslo.
; n I

L -

3. Otra versidn del principia variacional}

‘Sean F y F' dos elementos cualesquiera de (CR) y de
| i ) f‘l . 1

e
=

2 v
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(C ) ’ respectlvamente, y coneideremos la funcional

+ : ' ,
W[ rF]= FLUF) ﬁF) | (11.16)
&, )

~

donde‘a. ¥y gf son los operadores lineales definidoa'por(*)

A div F, O . |
A = ( _1) . ¥ = ( ), (11.17)

grad D 0 0
. B
La misma funcional puede expresarse también mediante los operadg
res adjuntos de (11.17) . '
\. ‘: 'F

-F‘v, " . '.‘ + B . + " r
R - A -div e F 0
& - yFal (11.17°)
~grad (D.'l)+ ! 0 o/

La condiciGn de que W‘:F ,F] sea estacionaria para variaciones
i

cualesquiera de F'e (C Y y de Fe (Cq ) se traduce en las dos
igualdadesh

11

(8 7,7 FF", A.F) - (F*,FFISF,AF) = 0,

(FF, s X F,F) - 5 @ F, S F) =0,

: 1
; 1

‘o lé‘que es lo mismo.
5 : |

(se, ghan £rar)co |
<F+, F F) i |

N >

! (x) En (II 17) Fe esrla matriz qué se ha representa-
do por F en (1.10, 13). Se utiliza aqui esta notacién para que no
‘se c¢onfunda la matriz (I.13) con el vector F definido en (1I.7).
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(F+, 9 F) 'q:*F"‘ - ;af Ft, SF\=0.
(r*,FF)

_PeroSF+ y & F son arbitrarios. Por lo tanto, a la vez debe te-

3

nerse

(FOF) o o (LA ot
AF = ""‘""""—'q" F, AL F = :(.F, F,
‘(F+,{FF) - (F*, F 1) '

es decir, los vectores F y Ft que hacen extréﬁa la funcional
(I1.16) son soluciones de los dos problemas adjuntos de valores

propios

aAF =

> b

F F, XE =L T o (11.18)

correspondients a un mismo valdr propio comin real:

F | ol > . i
=1 = (F+ a,F)

1
n X ->-\- E’ W . - (11.19)

El1 paso devla funcionai fl[Fd;F.] 'a la funcional -
“/[F+:F] 'permite poner de manifiesto una c¢ircunstancia que en-
gubre 0 ¥y podria pasar desapercibida. Al for@plar el principio
yariacional basado en. la funcional fl[Ft F jdeciamos que se
§rataba de determinar F y F tales quecSI).: O para variaciones

arbitrarias de Ft y de F. En rigdr,J hay algo méas que esto. En

_efecto, el 'valor de la funcionalifl[Fﬁ F] depende. no sdlo de
F oy de F, sino del parémetro A inclpido en la matriz A (ef.

(I.24)) 3
0 A=3-s.tv,

r‘,

. parémetro cuyo valor se desconoce. Por consigyiente, debiera de

eirge, en rigor, gue de lo que ge trata es de determinar F',F y

IS .
r i [ 1
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A de manera que sea §() = O , cualesquiera que sean S F' ySF,

' Esto precisamente es lo que queda claro en la formulacién (II.

18) y (II1.19): hay que determinar F y Ft y el valor propio co -

: A+
mén A z%

{

| \ : | ;
i H IS

i
0

Resumiendo: tomando como clase de vpctores admisibles

los vectgges F,(I1I.7), cuyas componentes pertenecen a la clase

Cpy el vaior de la funcional Q[F+ F] , (I1.9);es estacionario

para variaciones arbitrarias S F, ST 8i y 86lo 8i F es splucion

del probleﬁa de contorne (1.2%,25) y F' es solucidn del problema

de contorno adjunto (II.lh)_para un mismo valor real de . El

.valor de {) es entonces igual a cero.

' 5 N 1 ‘ n

Ahora bien, la idea fqndamental de la aplicacién del

calculo de]varlac1ones a la resqluc1on aproximada de un problema

.@de contorno y de su adjunto se centra en la nocién de que si res.

tringimos la clase de vectores admisibles, la "mejor" aproxima -~

‘¢ién dentro de esta clase la prgporcionan el E}a'par'F:. F, de ele -

‘mentos de da misma que, junto cgn un valor )\ﬁ de )\ , hacen esta-

.cionaria ) para varigciones JFJ,} S F, arbitrarias dentro de la

clase restringida. Cuando la funcional {1l es de la forma (F+ .

(M-%‘- N)F), con M y N operadoresilineales automdjuntos y defini -

dos, es posible demostrar que, en efecto, se puede dar un senti-

' do matemAtico concretc al concepto de "mejor" (véase, p.e.?Cap.;V).

;jPero cuando no ocurre asi -y este es precisamente el caso de

(11.9)- queda un tanto en el aige hasta qué punto son 'mejores"

'que los dqmas los elementos F ¥ F de 'la clase restringida ele

-‘gidos acugiendo al principio de;variacion dentro de dicha clase,

Cabe imaginar que, acaso, otro par de elementos, elegido de acuer

“do con otro criterio, se "aproxime" mas de h(—ﬁcho a la soluciédn

- verdadera, Con todo, no se pierde de vista que también el concep

A i » ' I

9




to de "aproximarse' mas es algo que hay que definir. El criterio
Qariacionai'debe por el momento adaptarse, pues, como un crite -
rio puramente heuristico que se jpstifica por la bondad de los
resultados a que conduce, por poco mas. Es este un campo en el
que queda mucho por hacer deade el punto de vista matemético. En
. Ta secciéh'hue sigue veremos cémo se aplica este método a la sin
- ‘ : | tesis de los campos neutrdnicos considerados ep la aproximacidn

Pi-multigrupo.

II1. Sintesis variacional. Aproximacidén Py.

51 | L | . | o 1. Fg%ciones delﬁrgebé’ ﬁ 4 ;
r —_— -z " Y i
’ 1°7+4 ‘ - En todo lo que sigue se supon
A R T' !1 ‘ : drg que el reacgor tiene la forma
| ‘m GaZ - de un cillndro recto finito (en par |
3 -—--%z 2;.2:) ticular, \un prléma) limitado late=-
: 27 b -- _} ;~ ralmente por una superficie conve-
' 2 ' xa9 S(l) Conforme se indicdé ya,por
¥ ) --ZZ_1 ' razones de simetria no siempre es
necesario explorar todo el volumen
del reactor. Para fijar las ideas,
3 : - sgiondreMOS que existe un plano ho- ¢
! | o . j rizontal de simetria (fisica)' que
L D RPN "’ REEPEA céhstituiré la ﬁase inferior del ci
. e o ; " : 1indro, (2)° y ‘sobre la cual, por
. i g o L cdmsiguiente, debe cumplirse la con
; ' e ’ e - g ~ dicién de contorno (II.12). Sobre
& 1r "T 172 ;}. v 14 otra base, 311)' ‘=que Be supone
~F Gy S X 1"Aesquna superficie libre- la condi-
f ‘¢‘ z T S cibn de contorno serd la (II.12'),
| no AP Y Gns | CAE :
| L 5(:) R -
Sy . | .3 . r
: . S ; o ' ; k. .
: ‘ e . : B ..20 " 1 b :
| : i R . : A ;
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Anélogémenée, para elfvector adjﬁnto, F+, se tendrén las condi=-
ciones 511’16 16'). Las condiciones de contorno sobre la super-
ficie lateral S(Q)’ no se especifican por el momento en la
practlca! las condiciones serén de la forma jw = O sobre parte
de S(ﬁ) y d ju - ¢ = O sobre el resto. Aunque, en rigor,el sis
tema asf definido no es todo el reactor, lo llamaremos el reqc~

ior, R, *sin mas., i ,

Esto sentado, descompongamos R en N canales vertica =~
les Cn (n:l,Z,...,N); Sobre el eje de coordenadas z fijemos una
red de puntos zi(i=0,1,...,Z+1).§La red puede no ser uniforme ,
de modo que hi:zi+1'zi depende, en general del indice i. Supeg
pongamos a’ esta red otra red de puntos zi+1 tales que zi+ I =
ol %hi,‘es decir, ;la red formgpda por los puntos medios de los
intervalos. (z, ,zi+1) de la red primitiva. Esta se elige de tal
manera que el plano z;zé contieng la base s(2§ Y el plano z=2, 1
.gontiene la base S(l) (fig.2). Ademis, por cogstrucCién, ninguna
fdiscontinuidad fisica se produce. fuera de las;secciones horizon-
itales determinadas por los planos Z=2; . Dicho;de otra manera, to
‘das las caracteristicas nucleares son funciones continuas de z

(x)

en cada intervalo (zi,z Epn particular,dlas superficieas de

’;peparaci6m‘horlzontale51;: dos mpdios estdn siempre sobre planos
12=2%;+ A Bu vez, los planos z=zi+ i determinan 7% zonas; la zona
A-ésima, Z;, esté constituida pqleos puntos de R tales que
ﬁzi-l <z < zi+l (i=1;2,5..,5). qpsérveSe que las propiedades fi-
«8icas de una zona 24, pueden cambiar bruscamente al atravesar la

ﬂsecci6n por el plano”z:::zi contenido en ella. Designemos por Gni

1 f P

X i I , I8 ¢ Y

i (%) Si es necesario, ¢l sistema se puede imaginar pro
‘longado idealmente de manera cortinua hasta 22y 1 Y 2=2Zg
1 : ft £ i fa

I :‘

AL

1 i : &

e In
>
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{

el dominio (abierto) interseccib% del canal Gn y la zona Zi(Gn1=
=C,N Z3). Por definicibn de Cp y 21, se tiene R = nUs Gpq 13 Gy
= (f) ' n;ﬁ ,1# il. Introduzcamos tamblen los dominios (abiertos)

Gpq s ponjunto de los puntos de C tales que zi< z & 23, (1=

= 1 2,..£.,Z)(cf(f:).g 2) Llamaremos Am, y Am a las funciones
]

o caracteris‘ticas de los conﬁuntos Gni y G'ni, respectivamente.
‘ .;} ~ B . Establecidas estas definiciones, sean {¢‘m} ¢m},m =
‘ =1 2,...,M dos familias de importancias y de flujos en dos di=-
mensloan, (,6* ¢r (x, Y)» %n = qS,m (x,sd) s & los que van

asociados los vectorgs corriente (paralelos al plano x,y, claro

iesi;é)‘;j_m = gra.d C,b'm dp = = Dy grad B Las funciones $7 , ¢,
-a(llamadas funcicnes de base) son las importanf:ias ¥y los flujos
~.80lucibn c}el problema Pl-multigrupo (o difusién-multigrupo) en
dos dimensiones a diferentes cotas z. No se pé.erda de vista que
, ilos coefiq;l.entes del problema bidimensional vgrian con z no sd-
i DR .~ o debido m cambios de las caraccteristicas realmente nucleares, '
| | fas:l.no tambi#n a cambips de las cawacteriaticaa; nucleares "ficti-
cias" (fugas longitudinales). En cuanto a las cotas a que se
calculan cp“' Yy ¢’rm ;9 en generaly se eligen al@jadas de las su =
perficies horizontales de aeparqpién de. regiqnes con propieda -
\des nucleares netamente diferentes (superficles de discontinui-

dad), de mpdo que las S qS,.m son, en ciertp sentido, formas

i e ‘ . "asint6t1qas" dentro de una regibn con propiedades nucleares

; ; s ; L reales independienteg (o practi%amente indepe,ndlentes) de z(me)..

id

o ft f% i it

o ) n 4

P R o (x) 81 el congunto A Sst& contenidcg en el B (ACB),
e ‘la func:i.én caracteristica de A,"e (4), es la’ funcibn definida
'‘en B tal que e(x)=1" si XEA Y e?x)zo s:). x€ B-A.

/ _ (xn) En 10 que sigue, %as proniedad%s nuclesres se con
FE S 51derarén independientes de 2 (épero. acaso, Hfunc:a.fm de x,y!)en
‘ ' cada dominio Gni-

. .
v i 4

T DR T
—
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Es plausible la idea de que, a ciertas cotas intermedias y en
cada canali la forma real de las‘distribuciones de flujo y de
importancia se puede aproxlmar por una cierta combinacién 1i =
neal de algunas ¢ﬂn y -de algunas ‘P”" cuyos capflcientes depen
; \den de dichas cotas. El problema esté en cémo elegir estos coe
:fﬂ“ : bfV .. ficientes. 'Veremos afbontinuacibh que el principio variacional
proporciona un criterio para ello.

b

Consideremos la clase restringida dé vectores F+, F

" admisibles definida por las igualdades ’

42: (x,y,i) = z Anl (x'y,z)cﬁ (x,fy;)a . (IIIol)

mn

f 1 (x,y,2) = :ES FAYRY (x.y,z)%ﬁ (x,y)b2 mni+im(x’y)°mn;}(*)
= .'i‘ w mn.t -

r Z A, (x.y.z)ez¢ (x,y)bz angt (1112)
) ey . , ot ‘ |

‘Honde a ani® 22, mni; cmni’ y bz iy son 'constaiites indetermina=-
xas. Segﬁm7estas definiciones, el f1u30<¢ (x,y,z) es continuo
en cada G,;, cuya frontera es (en general) una superficie de
‘discontinuidad para ¢ ¢ E1 vecﬂbr corriente,"es discontinuo
tanto en los planos 2=zi+l como en los planos z=z;; en los pri
meros lo es su componente transversal, en los segundos, su com
ponente léngitudinala En particuiar, sobre laysuperficie de Gp3
gel vector jcorriente se’ comporta;de acuerdo con las férmulas si
qguientes..sobre la superficie lateral es f

S itrans = 2 {cﬁm-z it .1,,, ﬁ, i} (111.3)

S K

: ‘12 . - o S
o (x) El componente traﬂbversal de un vector que no lo

0

es se representaré con la misma letra y el s&%indice 2 (porv

"doa dimenszones").

3
S




|

FTCR~ 60

-‘26 -
f
‘.independiehte de z% sbbre la base inferior es
;‘ilong = &g Z ‘Pm bs""'“mvi"l e ' (IITh)
‘. m ! |
,;y sobre 1§4base superior se tiqu

La idea de la elecci6n de (III.1, 2) como funciones de

prueba es la 51gu1ente.~ caracterizan el flu

mni’ 22 mni ¥ ®mni
jo y el componente transversal del vector cofrlente a la cota
z4 del canal Cn’ mientras que la componente longitudinal de di-
‘cho vector viene caracterizada por su valor a la cota. z;,1 de

aquel canal a través del coeficiente b por su valo% a

'z mni y
la cota zi_% mediante bz,mni P Conforme se verd, la elimina=-
cidén de esté componente conduce a una formula de tres puntos pa
;ra determinar los coeficients a4 .. Flnalmente. obsérvese que
de (III.2) resulta automaticamente ju=20 sobre S(g). ya gue
(x)

Ahi (x’y'z:’::) =0 i L ‘ o

iAcerca de la notacibdn, utilizada para definir las fun
ciones de prueba tﬁ Kx,y,z) ¥y i(x,y,z), conv&ene hacer notar
que. tanto, ¢> como Jj son vectores en el espacho de los G grupos
neutrénlcga, de modg, que, por ejemplo,, (III, L) se escribe ex -
‘plicitamerite .

R
¢3 (x,y,z) = Z Am_ (xvY9Z) ¢%,m(x9y)ag mni

Mhl.

#
1
(x) Si sobre 8(2) ~ia base inferlor del sistema~ la

condici6n de contorno fuese, no'la 3v = 0, sino la X Ju= @ o,

se anadiria la regl6n ¢ nos €8 decir, hahria una regidn G' ni Més
1 v

( ;

. fl .

que regiones G ni®

f i i o k
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Para simplificarla, sin embargo, interpretaremos 1as¢¢ ,m como
elementos de una matriz diagonal GxG definida*por (b)) 88
¢%,n ! « Con esto, (III, 1) dice que el vector ¢> es la su
‘ma de 1gs M vectores ?)m Z Am mnt 0 trar;sformados de los

| Am A mnt por las correspondientes matrices ¢,,.,. Ana
'iogamentp, 1, se interpreta en (III1.2) como Ia matriz diagonal
definidat por (jm)

ix m? J mo Jz m '
identic%mente nula (i dy = - Dm grad ¢ (x,y) es un vector transg

I

gg! * Jganésgf con tres ma@rices componentes

en el espacio ordinario, la tercera de ellas

‘versal&

£ _ )
Otra observacidn es conveniente hacer: consideradas
las . cosas[desde el punto de vista fiszco se entrevé que no todas
las formas aslntotiqas tienen Hpr qué pontrlpulr a, por ejemplo,
la forma del flujo en una zona peterm;pada. Qulere esto decir ,

que, fiaado i, los coeflcientes a serén nulos

mni' -mni y“ mni
 para clertos m cualqulera que qea n, o sea, gue 86lo ciertos ¢m
vy clertoqﬂgm contribuyen a repriesentar el flujo'y el vector
corrientqjen la zona Z e En estas condiciones, los valores que
toma m no son del tado independgentes de i, sino que cada i fi
Ja un clqrto conjunto de valoregs de m: (matemﬁticamente, m es
funcidn multiforme de i). Esta: seleccion de los flujos y corrien
tes bidimensionales que contribuyen a la sintesis en cada Z4

hay que hacerla dejandose guiar mas que nada, por una intuicibn

o desarrollada en el eetudio Y eh andlisis de diversaa situacio«

nes fisloaa. Ayuda tambiég a e}lo la qintes#g de distribucio =
nes bidimensionales a partir dq distrybuclonps en una dimensgidn;
la compagaclén con solucionea bidimenglonales conccidas permite
entonces no sdlo ver que zonasﬁinfluyen masgﬁobre una zona dada,
: sino,inc%uso fijarl;a pcsiciénay nimero de lae propias zonas.
o i E 1 ;

' Claro esté, todas lag definiciones y consideraciones
; " i ” F
i & ; I

PR T

N
-5

e
e\

YT
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Que precedén se transladan literalmente al caso de las funcio=
nes de prueba para la importancla¢ﬁ‘y 8u corrlente 1 . Los coe

L4 +
correspondientes se designarén por a bt .
ficientes esp 2518 p oni?® Smni® Smnd

@

2. Aplicacibn del principio variacional

Como se dijo ya, una vez elegidas ias funciones de
base y las que van a intervenirien cada zona;.de lo que se tra-
ta es de determinar los coeficientes de manera que resulte la
"mejor"aproximacibﬁ posible. Uno de loscriterios posibles con=-
siste en sﬁbstituir las funciones de pemeba (III.1,2) y las
correspondientes a 1a importancla en la funcional (11.9) e im-
poner la condicion de estacionariedad para variacicnes srt,

SF dentro de la clase restringida que constituyen las funciones
de prueba, directas y adjuntas. De eataa,¢ﬁ’y ¢ son discontinuas

sobre la frontera de cada Gpi(n=1,2,0.4,N3 i=1,2,...,2} al igual

que las componentes_tranqursaléa de i+y de J y sblo alli; la
componenté axil j s ‘en cambio, 1o es sobre lés-fronteraa de los
G ni y Bdlo sobre ellase Por lo ;anto, al calcular las variacio-
nes de la funcional fl habri que tener en cuenta que la inte -
gral que en ella aparece debe entenderse en el sentido de las
férmulas (II 243)e

> ! 8

- ) i

Variaciones del componente transversal de Qf ;

;Veamos priﬁerc a qué gonducewla coﬁaiciéntﬁfl C pa

ra una variacién cualqulera del- parametro ch L {mgn,i fljos) N

mnl
variacionés nulas de todos los restantes parémetros, es decir,
r = :
para una variacidn
f\ ] bid &
"

st = A ;i et v aILe)
‘ # : o
i ) I

1 ‘ '

S+ R B
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con 5¢:ﬁﬁﬁ; arbitraria. Prescindlendc por el momento de los

efectos de superficle, la relacibn S = O se escribe

¢+ -1'
QA,;L_QM (grad,p + D 12) aV = o. |

= B i -

La substitucidn de (III.1,2) en esta ecuacu’)n conduce a un sig
tema de ecuaciones lineales ¥y homogeneas en amni’ p_z mni y

c que eés de la forma

mni
+¥ . : A+ 7 | '
(j_i. grad @i ) e t (-‘li *D’ ¢ ) n’ 2 nit (111.7)
+(j;_' D; li)n *2 Z (2. ‘:L.l.q)L nn’(a 147 # i)=o'
. n n'#‘h . .

donde los' paréntesis’son matrices cuad!radas MxM ¥, genéricamen
te, £, es el vector de M componentes .
1 ’

f - '
i o o
¥ f%nl
fy : b
L 5! f{ . ¢
v X 2ni { !
: fni - ] ! iT

@

<

£ .
Mni i

-+ En efecto'(”), substituyendo (III 1,5) resultg

j Ant j L‘ An-u {(%hﬂd ¢m' Amin'y + D‘i(‘?m- 22 m’n'u.‘ + jm‘ i }dv+
R .

n n ;
B + Aht‘ ® Z‘ (%ﬁ-ﬂd A E (f)mvvam‘h:;‘ ;.‘.“.: O P
R ] min't' ;

R ; ¢ i
: a

(%) E1 lector no interesado en los"'pormenores del cal

culo puede presc:mdlr de los apartados comprend1dos entre dos

flechas -y
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‘La primera integral no presenta ninguna singularidad(ilas $m
son continuas y derivables en las correspondi{e‘ntes secciones de

R1) y se reduce a

Aké_(h;,i +hL)MZ (y Qm 3po.d ¢m.do-> Qi+ > (’\1-14-\1;) Z (d;‘éfna—fisbm'&).

m'

~ | o T Zamint +—§-(hi-4+ hi) Z ( j D”i 3 dc’) Cem'rl s
‘ o ‘

donde D-i es el valor medio. de D-l respecto de 2 en Gni:
' z — ) ’ 1 ] S
<1 'h (x,¥,2,=0)+h, D" " (x,y,2,+0)
) i D i -—,,-i-l MV .1 ,‘l' '3
. | . hi-l + hi
Yy 1a integral se extiende a una) secciop transversal cualqulera

. Gn. de Gpie

. . Pasemos a la éegunda ;integral, la que contiene el fag

tor singular g:ﬂatd‘2 An'i,' « En primer lugar, eé claro que grad2

A n; = O en todo R salvo sobre la frontera lateral de Gnviv"
Por otra parte, el valor medio ‘de An; j* ?muo'm ni' , es nulo
en todas las fronte;'as interiores salvo en la frontera de G ni °

- BEn consecuencia, a la integral contrlbuyen 5910 las superficies
internas lShlq“ que 'tengan partes comunes con la frontera S, de

interior a R. Esto implica jgque necesariamente sea i' = i,

5 ‘. . ni
: ' S 1 | calculo de la integral ds en\tonces para ella el valor
(7 ! ‘ E H ﬂ .
14 N 1 .
3y ) § G 3‘* P dl)‘am 'nti " Bping)
' m\ ent
donde lx;i es el cgn;torno de o’.-.:.f? interior & Rj j:'m es la compo-
1 o f .
¢ ?
f A
1 f ?"

PR —
o~ 1
jun
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+ 0y [ ] LY |
nente de jm normal exterior a 1ni Y 8 g €8 el wvalor de a
en los Gn’i en contacto con Gni" La fig. 3 presenta un ejem-
plo: el canal que se estudia es el n=3 en la zona Z3 y los ca

n.ales contiguos son los n=2,8 y 4. La integral anterior se es

- cribiria en este caso (prescindiendo del factor #(h; .+ h,) ¥y

~del signo“de suma) - . -

(%SAB mcpm.di)(amzt Qgi) +

+(‘42‘ %:.m ¢M'dg)(‘o*lm'3t - O’m'3l>+ |

B¢

. 4(.’%. Qt,msbm.di)(aﬂm-uz“agaa)o
€D i

1

i

o o [N ' f"'

‘Obsérvese que por tratarse de un cgnal frontera la
11nea 1’i no es cerrada. Qué pasa sobre el arco AD se verd més
adelante,’ya que se) trata de un‘, efecto de superfic:Lea

.En definitiva, pues, la condicidn 5§)1=0 para un 5)*

de 1a forma (III.6) arbitrario .fonduce a la cond1c1on

EZ(j it magbm-aon)am.w S (| 500 qs,,,as—)._mm .

m' P L
. - ‘ 5'm

A

A

m' hi

+Z( jﬂ,. D j AG"/Cmm-&-% Z( ,{‘ 'j'\:msb!%‘d-e)(a—m?n‘i"am'nl):O'

¥
e
i g
1 & 2

En este sistema de ecuaciones, m es unoc cualguiera de los indi

ces m correspondientes a la zona Zi (cf.III.g,) y la suma res =

o

H

= 2k T VT O A
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pecto de m® se extiende pre01samente a estos'mismos vélores.Tam
bién hay que hacer notar que el Gltimo termlno del primer miem=
bro acopla la zona Zi del canal Cn con las zonas Zi de los cana

).

les contiguos Cn,(cceficlentes 80004

Cada una éé las incbgnitas a, b, y“c depende de tres
fndices: a) del indice de zona, ij b) del indice de canal, nj ¥y
¢), del fndice m que, para cada i, recorre el conjunto m{i) de
valores m asociados & la zona 2j (acaso todos los valores m =
= 1,2,0004M)s Con vistas a aligerar la notécién, agruparemos

todos los f .4 (f puede ser a, b, © ¢}, para (n,i) dados,en un

vector
v - : gﬁhc " v
%h; = Jani N (I11.8)
g Xﬁm, »
o . £

y todos lbs fni' para i dado, en un nuevo vector

‘ 311 ' 1
g i, fat ) (111.9)
| ' h : &

g Ni " ‘ 4

it ! ‘
Los vectores f tienen (como méximo) M componentes; los vecto
res f (cuyas "componentes“ son a su vesz vectores) tiene N
"componen*es" (es decir, como méximo MN componentes en el sen-

tide ordﬁnarlo( )) De acuerdo con esto, eséribiremos el siste
0 : N

ﬁ
(2¢) Tengase presente, que . (m ,n,i fijos) es ya de

suyo un vector de tantas compqyentes como grupos. La notacidn

completa seria f . El1 proceso consiste en si suprimiendo

g mni
indices ﬁucesivamnnte aumentando a la vez e] nimero de dimen=~
giones del espacio en que se GQH&L@QPQ el vg@tarqPor lo tanto,
el vector fi queda. determinada por aM N(4 GMN) nfimeros reales

(My es el ntimero d@ funciones ﬁe base que 1nfluyen en la zona Z Y.
i . r{ Q

6 _ °

X

e
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ma anterior en la forma 3
(_j,:: * 3’106 ¢}'>hani+ (j_.{ Dl ¢1)h ® 'E-'Z,h't + ( *

C(I11.7)

+4 Z(z PH cp)nh.(an- = Ont )=0,
- * h:th ,”.

donde se han introducido las matrices cuadradas MiXMi defini =

das por: T

. [(ét.%ﬁad¢;)h}mm‘:, -3md¢mndo-,[(5 D; Sbl),,}mw

=P bt hd D‘i ) - M-D e T
o [ [ 55

y finalmente,

[(35?950“]“,,“, = | (24 ) Do é@ (II1.11)
| /th;

1 iy H
"irw&i es el arco de‘zni que se encuentra sobre el canal Cy (poe,

el BC de la fig.3) y. v es el vector normal agﬂxﬁ exterior a
Cne e :
h . ‘ '
Si C es un canal frontera, la frontera lateral de
Gni tiene), parte comiin con la frontera lateral S(l)' del sis-
tema. Por lo tanto, si sobre esta parte comiin la condicidn de
contorno és la déu"#i;-: O , la variacibén (III.6) influye sg
bre el término de superficie de la funcioénal y a (IIX.7) hay
que sumar las contribuciones qué proceden del mismo. Es inme -

diato que estas se escrlban

T

T s L 1 . (III.?’)
( |- -~ ¢ )p‘s 3”“"!'(1\3,!, ‘ﬂVi‘ ns ?Cl’\.\."' (1:){ ¢i)n5,ganL’ '
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_ donde el sublndlce ns caracteriza la integracidén a lo largo del
arco del contorno transversal de G ai aue estd sobre S(ﬂ)(p.e.,
el arco DA de la fig. 3) La expreslén (1I1.7° ) debe sumarse al
_primer miembro de (III 7) cuando se trata de un canal G i fron~-

tera con 1a condicién dﬂu - ¢) O sobre la parte de S(Q) 50 -
ni®
La variacidén (III.6) que condujo a (IIT,7) es una po-

. ; + A
sible variacidén del componente transversal de j . Otra varia -

cibdn transversal posible, independiente de la primera, es la de

finida por . :
4
| . i A"“ CP -—-2 mn\. 3 (111.12)
. ! . i
que conduce a . ‘ " i, )
. b t ’
L] -1 ° V
Ah\ ¢:\ ﬂ(anadz ¢+ D jz)‘d-v: p
R 4

[l

(presclndxendo del termlno de s?perflc%e, si do hay). Las consg
cuencias de esta cond1c1on (Ivectorlal en dos dimensiones egpa=-

ciales!) ge obtienen, 1nmed1atamgnte sin necesidad de efectuar

~ ningln célculo: basta substituir en (I1I.7,10,11) 1la multipli-

cacibén escalar 1 + por 1aAmu1tiplicaci6n aritmética por ¢m

Queda asi: ; ! ‘
..1 -

(<P“<3»ad¢ D, am+(<z>*D $i)n 2, m+<¢+*> D75, >n_ ~

‘I

(1I11.13)

1” R N -
Z(V¢‘ ¢ )nﬂ' (QNL‘ ) - O.4 L3
A h.#h 4
"Las matrices que aqui aparecen se deducen’ de (111.10. ll) median
te una obyia substitucibébn. A i i

o T ¥




Cuando G _; es fronteré, al primer miembro de (111.13)
hay que afiadir terminos de superfic:.e cuando la condicidn de-

contorno es la «1‘, - ¢ = O . De la misma mahera que se pasa
“de (III,?7) a (III.13), de (III.7') se deduce que dichos térmi -

nos son de la forma‘

o 23 ti ) I3 |

( ? ®dﬂv(P) —2’"‘ ( ¢ < j‘")hs Cri - (\) ¢:‘Pi)hs Qnl (I11.13")

El primer término es el vector de dos dimensiones cuya componen

- te cartesiana (x) se escribe
‘ ‘ 1 - N
(\’x ¢L ?5 (Vx ?’; &:l vﬁ?i)hsb‘j»“;
3 f i1
} ) ? ‘ (

¥ ¥

y cuya componente (y) es

( 'z!¢+°( \)x(P)ns X, ni +( 3‘? °¢ \’;jd)t)ns .dm.

Con esto gueda agotadq la 1n£ormac:.on que proporc:.o-

na la var;l.a01on (arbltraria) del componente transversal de_ ~_1

N

Variaciones de la cdmponente 1ongitudirxal de f‘1+._
; ) j ¥

| Pasemos ahora a varia? la componente-longitudinal de j '’
es decir, consideremos una variacidn de la forma

| LT , : (III.14)
, ! + oo
v 55*' = é,,; (P:;, Csb%,mnl y |
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e 3 | + : . . . 2
S con m, n, i dados y 5"z.mnl arbitraria. La qond:.clon 5.0:0 con

duce en este caso a

B ¢ (o:$+07) 4V = 0,
. |

4 Bt - . 8

para 1< 2. Un cdlculo fécil lleva al sistema lineal homogéneo

$%ie2

L:. Z (5 CP:n D:,,, q)m‘do")bz,m'm'l- Z(B ch‘PM»dG) i+
e - 2 g idans e

m™m! d—n
Hy b 1 o

oo enn Fl segundo término del primer miembro re =-.

gquiere una aclaracién. En a , m toma los

mni
valores del conjupto m(;)'que corresponde

o ———

{
(2144 ~ a la zona.Z;. Por consiguiente, en el inte

“'g% b v ' grando de dicho término, m' recorre la su-

cesidn m(1+1) correspondiente q,Z 1':3“ cambio, en el integran
do del tercer término, m' toma los valores del conjunto m(i)

Las dos symas son, por lo tant&i difeféntes.*Puntualizado esto,

el convenio de notacidn establecido permite escribir el sistema

anterior en la forma (1D es constante en G'hi!):

- : |

i (91 Dl #3), bawi -0 Dty Omies =@ P )p Qi = O v (111.15)
f o o F
i

Las matrices que aparecen en el primeﬂ‘térmi%o—y en el tercero

son cuadradas M, xMi; la del segﬁndo, en cambio, en general se-

B L Y
rd rectangular Mi i+1 , 9

P i o 3 k
'Lo que précede vale g?ra i‘<2. Parh i=Z entra en jue

go el término de suﬁerflcle, 14 substitucidn de las funciones
N il : &

A i ] ' I‘ 4
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" de prueba en dicha parte de la integral juntc con ‘la varia -

cibén de la componente long:\.tudinal de 1 , nos da la condicibn

i

i(cpzoc 0495 D 90\ b - (95 9710 0y = ©

(III.15")

que substituye a (II_,:I.1‘5) cuando i=Z.

~ Variacibn de la_importancia

#
©

Finalmente, consideremos una variacibén arbitraria
de la importancia ¢+ dentro de la clase restringida, esto es,

. tomemos para O ¢+ la expresibn j 3 {
a oA ' ,
5¢+ = Ot ¢:\ ‘gatnnl ! - (I11.16)

. ‘ - , ‘
" { Substituyendo en - ‘ /y z

+ N -
; 8¢ (chyj + A(P)Q.V.- O,
(111.16). en vez de (,5q> s ¥ las funciones de prueba en lugar
" de (P y de 3 el método repetidamente apllcado y las foérmulas
(1I.2~3) conducen al sistema dq ecuaciones: ;.

&
54

(4’ -/\- (P)n m o+ ((P ‘j“ﬁd¢) z,m + (<P+ dwj )n nt + =2

hi-4+hi
{(¢+¢ )h 2ht - ((P ¢L-4)n Znt- }+-— Z("’¢+¢ )hn' '(bzn' = l’zh\)”'
A
[+ 7 Z (2(P+ j )nn' ,(Cn's— (\L) = O. ) " (III.l?)

A : h':ﬁn AN
Estas ecuaciones valen para 1< ig Z. Para 1-1 falta el térmi
i

z,m,1- .1 como puede verse irectamente. A ellas hay que

no b

0 : 2 o be

i : ot i : 1¢

imray g L
e
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sumar los términos

(24 PO bapt - (2P JOme i arrman

5 o - i %

i i

en el caso de aquellos canales frontera sobre cuya superficie
exterior sea jy = O.

lLas ecuaciones (III.7,13,15, 17)( *).

tema fundamental que permite determinar la "mejor” aproxima -

~constituyen el sis

cién de entre las funciones de prueba (III.1,2) de acuerdo con
el principio variacional. Para resolverlo, entre aquellas ecua
ciones se eliminaréan las incognitas gz’mni, Cuni ¥ bz,mni’ las
primeras y segundas ligadas con las fugas transversales, las

: terceras,icon las langitudinalem.

3. Ecw;cionea deiia‘sgntegisfvarigcional .

o N i & 2
"En tanto que (III.7,13) introducen sélo las "compo =
nentes" transversales P-E ni ¥ ®ny del vector corriente (IZ.2),
mientras que (III 15) contiene inicamente las componentes lon-
gitudinales b z,ni del mismo, tenemos un sistéma de ecuaciones

para las 'orimeras y otro, indepkndiente, parh las segundas.Con

¥*
sideremos’ el prlmer sistema y é&cribamoslo eh la f't:ormze.(’E )
n b : o
- 1 2

. (%) Con 16s complementos (IiI.?’,l}’;15’,17') cuando
seavnecesgrio.

éxx) Para éimplificar‘}a esc;ﬁtura,'no se indican ex-
plititaménte los términoé de superficie (IIT,7',13°), términos
que habré que afiadir cuando sea necesario.

1




(26 ¢ Jpme(@ni- ani),

]

3

*

n

(#F B $1)n ko + (91 DT JiIncri == (St grad §)n aied.
/A .3 3

(111.18)

(2 D—4¢) by s (5, D *Jdncuiz-(t-gradgdnani e : (94 90 (=G )+

Los prlmeros mlembros corresponden a las fugas transversales;

en los segundos, aparecen los terminos de acoplamlentc del ca
nal n y sus contiguos. Introduciendo el vedétor fi definido

AA,gmnizhz;gmnigu"l 12) s €ﬁ4 gmni~ gmni

EZ)']..!.\
C4t

> ' f . |
g gi = i—’—laﬂl L
Czae

por las componentes f

(o = 3), es decir,

22 |

todo el sistema anterior puede escribirse enn la forma
3

EE R sl

if P &

1 Bt =2 ‘ P

T 7

Las matrgces §i sodwmatrices d{agonalés resﬁécto del indice n,
cuadradas de orden BGMiN x 3GM§N. La;‘matricés A, son matrices
no diagonhales respecto del indice n, rectangulares de orden

3GM,N x GM

i i
dlatamente de la 1dpntif1caciop de (I1I1.18) v (I11.19)), se

N. La es%ructura de unas y otras (que resulta inme

l.,

presenta en el Apenﬁlce 2e

(
|

Anédlogamente a (III.19), escribirémos‘(III.ls) en
. -la formaﬁ ; : " X !

“) ((P 1DL+¢ )n Zh}, ((P+ ) ?-hl, (¢+ H‘l )h n, 144"

(111.20)

o
oa b ST e
N ot

T3
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Antes de proceder a eliminar las incdgnitas 22 T
c; Y b z,i’ agrupemos en (III. 17) los términos que corresponden
a las fugas transversales, termlnos que se pueden escribir co-
" mo proéucto de una matriz rectangular por el vector f que ‘apa
rece en (III 19). En efecto, la identidad

1(¢*wwd¢)n. znrh—zL (291 ¢; %m" bymi- bamt)+
n'En
| (III.21)

+ (91 diuil)ncn'p»;z_,(i??'il)h"' (Cmi-cni) = 5 Mifi

define univocamente los elementos de la matriz Mi (véase Apen

dice 2). Como debe iser, esta mdtriz es rectdhgular GMiNx}GMiN.

i

[
4 : ﬁ

Flnalmente, de (II1.20) se 51gue Para las componen-.

tes long1tud1na1es 1

bont = ___ <q>;f Dt cp )‘ {(qrg cp;)h: Qnt — Ccp* @;gi Yo Cnjisi }

o introduclendo las: correspondlentes matrices diagonales res-
n o

pecto del indice n,

eed o4 . Y
by = 5—( ¢1 Div 90) ;(‘f’E‘PL)Gh(‘PB ¢l+1)[‘ai+‘l}; (111.22)

: ) ? n
La substitucién de (dI11.21,22) enyi(III.17) teniendo

en cuenta (III.19) conduce al tistema de ecuaciones en a,
ia 4

(ITI.23)

“
N

(91 ¢;+4>a;+i}é<¢r N0 g (0 o890 0.
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En &1, el primer término corresponde a la dispersiémn, a la ab
sorcién y a la fisidn, el segundo, a las fugas transversales,
y'el tercero y cuarto, a las fugas longitudinales. Acerca de
estas ecuaciones hay que hacer notar que su forma general
' (III.23) queda modificada en los casos particulares i=1 ei=Z.
* En efectd, para i=1' falta en (FII37) el térﬁino en bz,n,i-l'
con lo que en (III.23) desaparecen los términos de fugas lon=-
gitudinales que contienen el subindice i-1=6i Por otra parfe,
hay que recordar que para i=Z el parametro bz'i viene dado
por (III.15'), no por (III.15), lo que hace desaparecer el
término correspondiente a‘ai+l cuando i=Z. Todo esto a un la-
do, téngase presente la observacidn general ya hecha acerca
de las modificaciones que sﬁpopen los canales frontera y las
condiciones de contpfno sobre ellos. | it
: : . ' ?
» Introduciendo la notacién matricial
t

o - b} : i .
= (sb;: A; cpl)é'(b;'4+rb;) >‘: - (IIT.24)

A 2 : 1

¢+¢¢ @} it ¢ >“c<z> AN <4>+ ¢..4)(¢! ,,»D1’<r-i,) G >. (111.25)

P e L

"e-—@* ¢;.a097, Di- X 4)’ ¢-1£Pl-p» z,.,+-ic¢ D 4.Y (<P $irs)  (III.26)

0 Ca 3 ; h

A
: Lt,1={: Mo (Bi) A L4.+h) - - (I11.27)

B iy X .

i

Al
f;!-

f A ) i b
‘el sigtema fundamental (III.Z}Q toma la forma

» T 1
; ‘ A

(Lie M) oi-baiyan, - baty &0 =0, (II1.28)
5 ’ ro g Q TE '

i ) o o o

n A £




- k2 - FTCR=- 60

en el que Li‘ =L ,i*l"t i° Teniendo en cuenta que L 2, 4= 1"0 para
i=1l y que Lz.i =0 para i=Z, es claro que la: matria de los
coeficientes en (III.28) es tridiagonal, o sea, que (III.28)
equivale a R

=0 (III.29)

Dado que cada elemento de la matriz que aparece en(III.29)es
& su vez una matriz respecto de los indices de canal (n) ,de
funcidén de prueba (m) y de grupo (g),;se trata, en rigor, de
- una matriz tridiagopal a bloques. :

- 81 en (IITI.29) se pone de manifiesto el término de

fisidn, el problema de determinar las ay aparece entonces co

mo lo gque realmente es ~un problema de valores propios :
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o explicitamente

L1+ ( 27-5)4 - LZA +
L,+(2,-5)
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(111,30)
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Para presentar un ejemplo, he aqui la expresibn explicita de

los elementos del bloque Ff i de la matriz diagonal a bloques
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En cuando a la reaolﬁcibn de (III.30), un procedi =
miento puede ser elfsiguiente.;Multipliquemoé los dos miembros
de (III.30) por A y hagamos <= Aa o Considerando el segundo
miembro como un vector fuente S (lo que exige una primera eg
timacien de las a8, ). el sistemg resultante puede resolverse
medlante elimlnaciqn progr351vq y substituczon regresiva (en
defin1t1va, un método equivalente al de Gauss) La solucidn ex
plicita correspondiente a un s dado resulta del simple algo-

ritmo siguiente (véase Apendice 3): se detelaminan por recurren

cia las matrices Wi & - -
H ‘," )
- -1 , '
- - - £ ] L :

W= Q) Ry W, = (Qi Piwi 1) Ry 2£1€73 (I11.31)
’ ;
Y los vegtores ky ¥

51 ! ' R q ls ' :
k;=Q, £ kym(Qu-PyWy )7 (sy-Pyk, ;)42 12 (I11.32)
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Las 1ncogn1tas “t“r 0.1 result,(fm entq{lces tgmbién por recurren
cia: o i n 2 3 |
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Para abreviar, los elementos dem (no nulos) sobre fila i=-ési

ma se hdn representado por P ﬁQ L
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Las iteracciones (exteriores) sucesivas pueden efeg

tuarse, por ejemplo, de acuerdo con el esquema

Vo M6 Fa

A“’ Bl 10 (TI1.34)
] a4 o)
donde t es el indice de iteraccibn y [[%/] es el mbédulo(eucli-
deo) del vectorw : ﬂu/ >§:/d . * R proceso puede acelerar-

se o acudiendo a la extrapolac16n de Chebyshev o al método
de Wielandtge En cualquier caso, la resolucién de (III.30)pro
porciona el'mejor" ¢  de entre los (III.1) y el correspon =
diente "megor” valor de k ef = ° No entraremos aqui en los~
pormenores propios del chlculo ﬁumerlcb, llmltandonos tnica -
mente a uhas pocas indicacione acerca de la dstrategia gene -

ral a seguir en la practica.
(

) Se plantea, en primer lugar, la cuestlon del ntmero

‘ de canales y del nfimero de zonas. El nfmero de canales depen-
de fundam&ntalmente de la mayor}o menor complejidad del reac=-
tor; como’ minimo, debe haber tantos como regiones longitudina
les netambente diferenciadas, pe}o conviene sUbdividirlos para
lograr una mayor pre%isién. Lo mismo cabe dedir respecto del

r'A ES K Fa i \ s F 3
nimero de” zonas: aunque éstas vienen determinadas en esencia
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por los planos de discontinuidad fisica, es necesario tomar
mis zonas parciales si se pretende una descripcidn aceptable
de la distribucidn longitudinal del flujo neutrodnico, en par-
ticular de la potencia, en cada canal. En cuanto a las funcio
‘nes de prueba,$n, (x,y), se indicd ya que generalmente repre =~
- sentan formas asintéticas planas en diferentés zonas.El célcu
lo de estas distribuciones bidimensionales.@por ejemplo, me =
diante un programa PDQR) supone una importante fraccidn del
tiempo total de célculo del sistema en tres dimensiones. Con-
viene, pues, partir de una estimacidn aceptable de las fugas
longitudinales a fin de que aquellas formas no difieran exce-
sivamente de la real. Estimadas estas fugas y calculadas lés
b¢",, la,resolucidn de (III.30) conduce a una primera sinte-

sis mediante la férmula 4 _ 1
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De ella pe deducen nuevas fugaé lgngi'qudinale{s, variables de
un canal.a otro, que a su vez permiten el calculo bidimensio-
nal de nuevas funciones de prueba. Ademés, lLos propios vale =
res amniLhallados en el cllcule longitudinal, hacen posible el
apreciar;cuales son) las funciomes ¢ que m&s influyen en ga=-
da zona.ﬁEsta informacién perm}te a mgnudo peducir elAnﬁme?o
de funcignes de pruebas ("filtrado"), con el consiguiente

ahorro de tiémpo de calculo. y
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