I. INTRODUCCION

El contenido de las dos partes en que se divide

este articulo tiene su origen lejano en otro que apa-
recié hace ya algunos afios (1), en el que se presen-
taba una amplia panordmica de los métodos numé-
ricos aplicados al cdlculo de reactores, del compor-
tamiento “patolégico” de algunos programas y de
las direcciones en que cabfa esperar futuras mejo-
ras. Aquella panordmica se ha reducido aquf a dos
puntos, a dos métodos muy concretos, pero sufi-
cientemente generales como para poder afirmar que
se encuentran en la base de un nimero considera-
ble de programas muy utilizados: los métodos de
diferencias finitas y los métodos de Montecarlo. Sin
duda alguna existen otros muchos métodos cuyo in-
terés tedrico e importancia préctica son compara-
bles con los de aquéllos. Pero varias razones, entre
ellas las de espacio, obligaron a elegir, y Ia eleccién
recayé en los dos métodos mencionados. Comence-
mos, pues, por los métodos de diferencias finitas.
El lector interesado en los pormenores —en particu-
lar, en las demostraciones de convergencia o con
los criterios para la eleccién de los pardmetros de

(*) TJunta de Energfa Nuclear. Divisién de Fisica Teé-
rica y Cdlculo de Reactores.

etodos numeéricos
n calculo de reactores

Por R. Ortiz Fornaguera (*)

. aceleracién— los encontrard, por ejemplo, en los
- textos citados en la bibliografia (2-6).

METODO DE DIFERENCIAS FINITAS

2. (GENERALIDADES

Son muchos los métodos que permiten obtener
soluciones numéricas de ecuaciones diferenciales o
integro-diferenciales, trasladando el problema plan-
teado en un conjunto continuo a un problema plan-
teado en un conjunto discreto. Para ello, al domi-
nio en que se busca la solucién (este dominio puede
ser un intervalo, o una regién de un plano o del
espacio de tres dimensiones, etc.), se superpone una
red (puntos del intervalo, red de dos o tres dimen-
siones, etc.), y los operadores de derivacidn o inte-
gracién se sustituyen por combinaciones lineales
adecuadas de los valores de la solucién en conjun-
tos de nudos de la red. Con esto, del problema ini-
cial referente a un continuo se deduce un modelo
que, en Ultimo término, no es sino un sistema de
ecuaciones lineales cuya unica (;!) dificultad es que
acaso sea de 30.000 ecuaciones entre 30.000 incég-
nitas. El proceso que lleva del primer problema al
segundo ha recibido el nombre de discretizacién. En
la figura 1 se presenta un ejemplo sencillo. Pero
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hay muchos caminos para pasar de uno a otro pro-
blema (*), y como siempre que se nos ofrece mas
de un camino, surge con ello, primero, la perpleji-
dad, y luego, la cuestién de cuél sea el mejor. He
aqui algunos puntos a tener en cuenta.

@) En primer lugar, la estructura del dominio y
la forma de sus fronteras limitan el ndmero de tipos
de red que cabe utilizar. Una eleccién poco afortu-
nada puede aumentar innecesariamente el ntmero
de nudos. Por ejemplo, si se trata de un sistema he-
terogéneo formado por subregiones homogéneas de
dimensiones y caracter{sticas netamente diferentes,

(*) En rigor, el primero es siempre el mismo; su ima-

gen en el conjunto discreto, no. Esta depende del método
adoptado para “discretizar” el problema planteado en el
continuo.

elegir la forma y paso (o pasos) de la red, sin atender
a unas y a otras, conducird, en general, a un tiempo
de caleulo excesivo (en parte, en vano) y, a menudo,
a resultados errdéneos.

b) Ya se dijo que otro elemento de la discreti-
zacién consiste en sustituir los operadores diferen-
ciales (o integro-diferenciales) por matrices (el cua-
dro de coeficientes del sistema de ecuaciones), que
constituyen la apfoximacién discreta de los mismos.
La cleccién de estas matrices viene guiada en buena '
medida por la estructura de la red y por el error
que supone la sustitucién operador —> matriz. Sin
embargo, queda todavia margen dentro del cual ele-
gir, y, en particular, la matriz que sustituye al ope-
rador diferencial no tiene por qué ser la misma para ‘
todos los nudos de la red.

0
PROBLEMA EN EL CONTINUO
Yy eAxy=0, y(0)= yltl =0
Irl X°=0‘: X Xo Xa Xy =1
—Q O— O C
RED (UNIFORME) DE 5 NUDOS { PASO h )
XK-1 Xk XK+ 1
i
, O ] O T o}
o4
=z
Q
b NUDO Xy Y"CELDA" (o.f) ASOCIADA
N K o
[i  INTEGRACION DE y"¢Axy=0 EN (o pliy (p)-y'(a) +A/ xydx =0
[®]
o3
= APROXIMACION NUMERICA DE ESTE RESULTADO:
Ykot 7Yk Yk T VK- \

SISTEMA DE ECUACIONES LINEALES DEL MODELO DISCRETO

Y

{K=1,2,3; Yo

2
Yoy * ARX =2) v vy,

:y1:0)

=0

Fig. 1—FEjemplo de proceso de discretizacicn. Incluso una aproximacion tan tosca como ésta da para el valor minimo
X =17,87, valor - que difiere del exacto (Amm = 18,956) en sdlo un 6 %.
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¢) Y ahora, algo que serfa ideal: hallar medios
de elegir automdticamente la red y la matriz que
sustituye al operador diferencial que mejor se ajus-
ten a una situacién dada. Estamos lejos de contar
con estos medios, si bien para los procesos iterati-
vos de cdlculo se han construido programas que
hacen mds tupida la red a medida que se avanza
en la iteracién.

d) Finalmente, y una vez reducido ya el proble-
ma a la forma discreta, nos encontramos conque
se dispone de varios métodos numéricos para resol-
verlo. La estrategia general a seguir, con vistas a ob-
tener la solucién, depende no sélo del problema de
que se trate, sino también del computador de que
se disponga. Y esta estrategia limita el ndmero de
métodos a los que cabe acudir, aunque no determine
el método unfvocamente.

Para concretar algunas de las ideas aqui esboza-
das, presentaremos un problema tipico de célculo
de reactores y su reduccién a um sistema de ecua-
ciones lineales.

3. UN PROBLEMA TIiPICO
3.1. EI planteo

Un reactor nuclear es siempre un objeto de tres
dimensiones, sin que ninguna de ellas se pueda con-
siderar mucho menor que cualquiera de las otras
dos. Sin embargo, existen métodos que permiten
sustituir el problema de determinar el comporta-
miento de un reactor nuclear en tres dimensiones
espaciales por uno o varios problemas en dos dimen-
siones, algo asf como si se practicaran cortes hori-
zontales en el reactor a diferentes cotas y se inves-
tigara qué ocurre en cada unc de ellos (*). Redu-
cido de esta manera el problema a dos dimensiones,
supondremos que el “reactor” plano estd constitui-
do por un cierto nimero de subregiones, en cada
una de las cuales las propiedades ffsicas varfan de
manera continua (por ejemplo, son constantes), si
bien alguna o algunas pueden cambiar bruscamente
al pasar de una regién a otra. Para hacer las cosas
alin mds féciles, conservando todavia las caracterfs-

(*) Se demuestra que esta reduccién de tres a dos
dimensiones equivale a modificar la seccién eficaz total
en cada punto del corte para tener en cuenta los neutro-
nes que escapan en el sentido vertical.

ticas esenciales del problema, admitiremos que di-
chas subregiones son reuniones de rectdngulos. Que
no siempre nos alejamos con esto de la realidad
puede verse en la figura 2, que representa un corte
transversal del ntucleo de un reactor de agua a pre-
sién. Las subregiones contiguas tienen ciertas lineas
en comin —que se llamardn fronteras interiores,
71—, mientras que el “reactor” en conjunto, R, estd
limitado por una frontera exterior, I'. Finalmente,
consideraremos sélo la determinacién de estados es-
tacionarios o de criticidad (real o virtual, cf. mas

.adelante), es decir, aquellos en que el flujo en cada

punto no depende del tiempo.

Supuesto que sea aplicable al reactor en cuestién,
la teorfa de la difusién con G grupos de neutrones
implica resolver el sistema de ecuaciones diferen-
ciales

—div Dy(x) grad Dy (x) + o(x) Pylx) =
: 1 ,

Xe 2 f (%) (Dg-'(x)

(1]

20y, o) Dulx) -+
g

g
o

€g=12 .. @,
en las que:

@) D x), Dyx) y o,(x) son, respectivamente, el
flujo neutrénico, el coeficiente de difusién y la sec-
cibén eficaz de remocién para los neutrones del gru-
po g en el punto x (x representa las dos coordena-
das de un punto del plano).

b) op—4(x) es la seccibn eficaz de dispersién que
lleva del grupo g al g en el punto x.

Fiac. 2
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¢) ¥ es el espectro de fisién y fg(x) es el pro-
ducto de la seccién eficaz de fision para neutrones
del grupo g multiplicada por el nimero promedio
de neutrones resultado de una fision.

d) ), es un valor (valor propio) que hay que de-
terminar, al igual que los flujos ®,. El significado
#{sico de este valor %, es el siguiente: si el nimero
de neutrones resultado de cada fisién se dividiera
por A, el reactor serfa, en efecto, estacionario. Esto
significa que si resulta ser A, > 1, el ntmero real
de neutrones de fisién por fisién es excesivo para
que el reactor pueda mantenerse en estado estacio-
nario (el sistema es supercritico). Si, en cambio,
%, < 1, dicho ndmero real es insuficiente para con-
seguir la estacionariedad (el sistema es subcritico).
Unicamente cuando A, = 1 existe solucién estacio-
naria para el reactor real, es decir, el reactor es
realmente critico. Si h, # 1, la criticidad del siste-
ma se califica de virtual: serfa critico si el ndmero
de neutrones, etc., etc.

Las ecuaciones [1] se complementan mediante con-
diciones de continuidad y de contorno, a saber:

A) Los flujos Py(x) son funciones continuas no
negativas en el dominio R del reactor, y las com-

ponentes de los vectores —Dyx) grad Q. (x)- (que, ~

como es sabido, definen las corrientes neutrdnicas
en cada grupo), normales a la frontera interior en
cada punto de ella, son asimismo funciones con-
tinuas.

B) En cada punto de la frontera exterior 1' se
cumplen condiciones de contorno de la forma

8 D)
a(x) Og(x) + B,() 5 =0 2]

n

Og = 0"Bgéoaag+6g>0

50,

donde es la componente de grad @, en el

on
sentido de la normal exterior en un punto de I cual-
quiera.

Y este es precisamente el problema: determinar
los flujos @ x) (ino negativos!) y el valor propio
%, solucién de [1] con las condiciones [2]. Ahora
bien, aparte el hecho de que la resolucién del pro-
blema de hallar el valor del flujo para el grupo g
(variable discreta) y en el punto x (variable conti-
nua) sélo en casos excepcionales —y, ademds, por
lo general, triviales— admite solucién analitica, exis-
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te el hecho de que, en la préictica, la informacién
que proporcionarfa ®,(x) es mucho més de lo que
realmente se necesita. No se crea que ésta situacion
sea excepcional en matematicas. En modo alguno
lo es. Cuando una funcién continua tiene interés su-
ficiente..., se la tabula. Luego se dan reglas de in-
terpolacién. Pero el hecho es que lo que se nos da
son valores de la funcién en un conjunto finito de
puntos. Algo por el estilo ocurre en la resolucion
de [1]-[2]: Se pasa de la variable continua x (el con-
tinuo de los puntos de R) a una variable discreta
bidimensional que recorre los nudos de una red no
necesariamente regular. Si N es el ntGmero de éstos,
se trata de determinar los G X N valores O, (n) del
flujo para los G grupos g y en los -N.nudos .
(Cémo? Apliquemos, por ejemplo, el método de
discretizacién por integracién (cf. con el ejemplo de
la figura 1).

3.2. La discretizacion

Superpongamos sobre R una red de segmentos
verticales y horizontales, de tal manera que todos
los segmentos que forman jas fronteras interiores y
exterior sean segmentos de Ia red (figura 3), y aso-
ciemos con cada nudo de ella en que no se conozca
el valor del flujo una celda, conforme se indica en
los casos A, By C de la figura 3, representados
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ampliados en las figuras 3 A, 3B y 3 C. Para con-
cretar, considérese el caso 3 A, es decir, el de un -—0 A:)N —0
punto P interior. Integrando [1] en la celda asocia- g « 1
da a P, resulta, aplicando la fé6rmula de Green (*)
50, Np D
_|p, a+ [o,0,d8 W2 oF ot
on i ) )
1 ) (] 3 hw=PW  he=PS
— X Op—> PpdS = —y, 2 |fp ®, dS n Iv :
Qe D Ao g 3ls
s s @)
3] ‘ G \? C
Las integrales de superficie que son todas de la

formafx@x as aproxi impleme
f () P@) S aproximan = simplemente Fic 3A~Fdrmula de 5 puntos (I—2—3--4—P).

mediante la expresién

1
ff(x) Q) dS = O, —— { fLhg by + LIy hy +
4 .
g s
N 7
By hs + Y he by b [4] O -0
I
o . e e Bt (o S|
donde los superindices caracterizan los valoies de f. :
en cada una de las cuatro subceldas. En cuanto a la ) *
integral curvilinea, en los sucesivos segmentos del : PO ¢ E
contorno se adoptan las siguientes aproximaciones ?
para los factores del integrando: ' )
od
segmento 57 D v
SO O
1 Dlhg + DU Ay
o B — e (O — (Dp)
hN h’E + hW
1 DT by -+ DM kg
87 | (@uw—0, _ ,
hw hy + ks F1c. 3B
1 DU hy + DV hy
10 (®s— D))
hs B + R . P E
1 DW ks + D! hy O
da —— (P — D))
hz ks + hy
5] IV
S C\ e
(*) Aplicdndola con precaucién, ya que, al ser en ge- r" N
neral distintas las propiedades fisicas en las regiones I,
II, IIT y 1V, dicha férmula es sélo aplicable a las subcel—
das marcadas con flechas curvas. Sin embargo, las con-
tribuciones de las porciones interiores de los contornos
parciales se reducen entre s{ en virtud de la condigién )
(A). Fig. 3C
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Las primeras son simples aproximaciones de las de-
rivadas primeras por diferencias primeras; las se-
gundas son valores medios ponderados de D en cada
segmento. Para cada punto P interior la integracién
de [1] y las aproximaciones numéricas introducidas
conducen a un sistema lineal de ecuaciones entre
diferencias finitas, que es de la forma

— Olgp (DgN— b (DgE — ng (DgW + (ap +
+ bgp + Cgp + ng + egP) (DgP —_X Sgg’,P ®g’P =
g "?_‘?‘i
(61
1

= Xg pN tg’P (I)g’P .
g

o

En este sistema, el flujo en el punto interior P
queda vinculado con los flujos en los cuatro puntos
vecinos N, S, E 'y W. De ah{ el nombre de fdrmula
de los cinco puntos. En cuanto a los coeficientes
gpy Dgpy Ceps gy €gpy top, SUS Valores se obtienen fa-
cilmente teniendo en cuenta las ecs. [3]-[5].

Unas palabras, sin entrar en pormenores, acerca
de los nudos que se encuentran en la frontera ex-
terior. Todo depende entonces de la condicién de
contorno [2]. Si I' es realmente la frontera exterior

3D
del reactor, en I' es 3 # 0, con lo cual =
on

o
=_ @, La sustitucién én [3] para, por ejem-

plo, el caso 3B da la aproximacién

oQ
D dl =~
on
By
D a 1 o &\
hy +
g /™ B 1™ hy+ ks
_= ” P
hy + Rs 2
, [7]

Para el resto del contorno y las integl‘ales de su-
perficie subsisten las aproximaciones [4] y [5] con
hyw = 0, naturalmente. A menudo, por otra.parte,
T es la llamada frontera extrapolada, sobre la cual
se impone la anulacién del flujo. Dado que en este
caso se conoce el flujo en cada nudo P situado
sobre T', ninguno de ellos posee celda asociada, y
la correspondiente ecuacién se reduce a @p =0.
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Finalmente, en ocasiones, parte de la frontera r
estd constituida por segmentos de ejes de simetria
(fisica) del reactor. Por ejemplo, si en el reactor de
la figura 3 las regiones R; a Ry son homogéneas, a
nadie se le ocurrird explorar toda la regién ocupada
por el reactor. Basta, evidentemente, estudiar qué
pasa en la regién representada en la figura 4. A lo
largo de ab y de bc, las condiciones de contorno
serdn de la forma [2] con o >0; a lo largo de cd
y da, en cambio, la simetrfa impone la condicién

d®

= 0, es decir, para cada nudo situado en uno
on
de dichos segmentos, falta la contribucién de la

frontera exterior a la integral de contorno (es nula
la expresién [7]). ‘
Resumiendo, el problema de contorno [1]-[2] re-
lativo a la variable ®,(x), que depende de la varia-
ble discreta g y de la variable continua x, ha que-
dado reducido a un sistema lineal en el qlie'las in-
cégnitas P,, se caracterizan por dos subindices, el
g=1, 2, ..., G, que fija el grupo neutrénico, y el
n=1,2, .., N, que determina en la red el nudo de
que se trata. Pero —y esto es importante— tanto
el uno como el otro suponen una previa ordenacion
de los intervalos de energfa y de los nudos de la
red. Y asf como la ordenacién “natural” de los in-
tervalos de energfa en sucesién decreciente es una
ordenacién “buena”, hay ordenaciones de los nudos
de la red buenas, medianas y malas. La razén de
estos calificativos se verd mas adelante. Otra cues-

’ 3¢
(XQ-‘-[‘———:O
e 3n b
3¢
R ] L
dr U¢ p an_ -
Ry R, R3 R,
- . .
d 24, a
_n
FiG. 4



tién conviene también subrayar: el método seguido
para pasar del sistema de ecuaciones a su aproxi-
macién mediante diferencias finitas se ha basado en
la integracién de aquél en celdas rectangulares. Sin
embargo, no siempre es asi. Por ejemplo, en la red
hexagonal de la figura 5 se asocian celdas triangu-
lares con los puntos en que no se conocen los flujos,
y en la red triangular de la figura 6, celdas hexago-
nales. Basta para ello trazar las mediatrices de los
segmentos que unen el nudo considerado con sus
contiguos. La integracién conduce entonces a apro-
ximaciones mediante diferencias finitas y férmulas
de cuatro puntos, en el primer caso, y férmulas de
siete puntos, en el segundo.

4, ITERACIONES INTERIORES Y EXTERIORES

Escribamos el sistema de ecuaciones lineales [6]
—con las modificaciones que introducen los nudos

/>
\2
/
‘\ ,

—
/-

situados en el contorno del sistema, p. e. las [7]—
en la forma (*)
1
MO=— FOD [8]
A

donde las matrices M y F se definen por

Al “SIZ i SIG
M — —SZI AZ TG
—SGI —SGZ AG

F, F..Fg

= Fl FZ . FG

F, F..Fg

(9]

(*) Se demuestra que, en condiciones muy generales,
el problema de valores propios (8) posee un valor propio
miximo en valor absoluto, A, (valor propio fundamental),
que es positivo y simple y que el correspondiente vector
propio tiene todas sus componentes de igual signo, de
modo que pueden elegirse positivas.

—Q

N
_/
Y




Una aclaracién: dado que en [9] los subindices
se refieren a los grupos de neutrones, cada uno de
los “elementos de las matrices” [9] son a su vez
matrices N X N respecto a los indices n que ca-
racterizan a los N nudos de la red espacial. Andlo-
gamente, cuando, de acuerdo con [9], los flujos que
corresponden a los diferentes grupos de neutrones
y a cada uno de los nudos de la red se representan
en la forma de “vector”

0,
©,

g
[10]

hay que interpretar cada “elemento” de este vector
como un vector de N componentes —tantas como
nudos tiene la red—, o también como una matriz
de G filas y N columnas. Dicho de otra manera: en
realidad, el sistema [8] es un sistema de G XN

ecuaciones con G X N incégnitas, de modo que sj
el ntimero de grupos de neutrones es G = 4 (ntime-
ro mdas bien modesto) y la red estd formada por
100 x 100 = 10* nudos (nGmero nada extraordina-
rio), el sistema es de 40.000 ecuaciones con 40.000
incégnitas. Cierto es que muchos coeficientes son
nulos. Pero aun asf, la resolucién es de hecho sélo
posible con computadores rdpidos y de gran capa-
cidad y acudiendo a técnicas iterativas o semitera-
tivas.

Iteraciones exteriores

Dos procedimientos fundamentales se han utili-
zado para resolver el sistema de ecuaciones [8]: el
de iteraciones interiores y exteriores y el método
iterativo Equipoise. De ordinario, para resolver [8]
se parte de una estimacién del valor propio oy de
una estimacién F @@ de la fuente de fisién, se cal-
culan los G flujos en cada nudo de la red, resol-
viendo el sistema [8] con segundos miembros ahora

Fic. 6 —Fdrmula de 7 puntos (I—2—3—4—5—6—P).
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conocidos, y, a partir de este resultado, se calcula
de nuevo la fuente y el valor propio (*). Este célcu-
lo, que se llama iteracidn exterior, se repite hasta
que se alcance un grado de compatibilidad entre los
datos de entrada y los resultados de salida, fijado
por un criterio preestablecido (indicadores de con-
vergencia). Si no es diffcil invertir la matriz M, ésta
es la Gnica iteracién que interviene en la resolucién
del problema.

41. Mdétodo de iteracidn por potencias

Supongamos que, en efecto, fuera posible hallar
la matriz inversa M—! de la matriz M. Es ésta una
suposicién muy optimista, ya que en la préctica ello
no es casi nunca posible para los problemas reales
en dos dimensiones {no digamos en tres). Si se co-
noce M1, la ecuacién [8] puede escribirse en la for-
ma equivalente

b ®=M1FO [11]

Para determinar %, y © cabe proceder como sigue:
Se elige un vector de partida ®(® de componen-

tes positivas y a partir de él se genera una sucesion

de vectores @™ y de constantes A,/™ de acuerdo
con la ley : _
dfm) = M-1F dm), >

e 1

, Om+1) —= __4)(711)
foey

[12]
)

R
El simbolo || @ || es la llamada norma (euclidea)
del vector ® (equivale al médulo de un vector en
la geometrfa elemental) y se define por || P [?=

= % @2, Obsérvese que || Dm+1 || = || @[ y que,
g,n )
si se eliminan los vectores auxiliares ¢™ y se defi-

| M- F 0 |

nen las A por Am = . se obtiene
I} @]

simplemente

m
Qo) = | 777
K=0 )\(K) 1

(M—l F)m+1 o) s [12"

es decir, el vector ®m+D resulta del P/ aplicdndole
la potencia m + 1-ésima de la matriz M~'F y mul-
tiplicindolo por una constante adecuada; de ahf

(*) En 1a variante que se expone a continuacién no es
necesario partir de una estimacién inicial de A..

RN

que el método haya recibido el nombre de método
de iteracién por potencias. Este método es conver-
gente en el caso del problema que nos ocupa y, con
independencia de cual sea el vector de partida ),
los valores propios A" tienden al valor propio fun-
damental A, vy los @ tienden al correspondiente
vector propio ®:

lim Am =1},
Ni—>co

lim ®m = O
M~—> oo

El proceso iterativo se detiene, por ejemplo, cuan-
do entre el resultado de un paso ¢ y el siguiente
OMHD e tal, que || GM+D — M || e, donde & es
una cota que imponemos. Hay que prestar atencién
al hecho de que esto no significa. que el error de
una iteracién sea menor que una cierta cota, sino
que la diferencia entre dos iteraciones consecutivas
s menor gue € ni més ni menos. Puede muy bien
suceder que la convergencia sea tan lenta que nos
detengamos cuando se estd todavia lejos de la so-
Tucién. Lo mismo se puede decir del criterio para
detener el proceso basado en las estimaciones del
valor propio.

De todas maneras, existen remedios para estas si-
tuaciones en las que se presenta la llamada pseudo-
convergencid.

472, Métodos de Wielandt y Chebyshev

Un fndice de la rapidez del método de potencias
es la razon de dominancia, definida por la razdn

4 méx T

= _—<1

donde p son los valores propios de la matriz M~ F.
Cuanto menor es d, tanto més répido es el proceso.
Pero cuando existe un valor propio %; préximo {en
médulo) a ko, la razén d difiere poco de la unidad,

-y el método de potencias converge muy lentamen-

te. Hay un ingenioso procedimiento, debido a Wie-
landt, para mejorar la convergencia en este caso, si
bien en la préctica no sea siempre aconsejable su
empleo. Supongamos que se conoce una estimacién
(por exceso) 2,* del valor propio fundamental y-h
gamos

1 1
F , =
ho* AW

M=M-—

Es evidente que el problema [8] ¥




Md=——-FO 13}
No
son equivalentes. El método de iteracién por po-

tencias aplicado a [13] converge hacia el valor pro-
1 1

I

pio fundamental — >0 y hacia
' Ny Xo ho*
el correspondiente vector propio ®. Pero la razén

de dominancia es ahora

1 1 1 1
N ho* X Aot
D= — Z <d
1 1 1 1
N Ro* Aot o

es decir, el método de potencias converge mds ra-
pidamente en el caso de [13] que en el de [8], a
pesar de ser los dos problemas idénticos. Basta a
menudo tomar un A,* que-difiera de A, en unas po-
cas unidades por ciento para reducir considerable:
mente la razén de dominancia, mejorando asf la ra-

pidez de la convergencia. Conviene sefialar que in-
1 S

vertir la matriz M — F puede resultar més

)‘ *

dificil, o por lo menos sunponer més trabajo que in-
vertir M, con lo cual, lo que se gana por una parte,
se pierde por la otra. Con todo, es posible que una
eleccién acertada de X,* disminuya hasta tal punto
la razén de dominancia, que con ello quede com-
pensada con creces la labor adicional en la inver-
sion de la matriz.

Por otra parte, el método de Wielandt no es el
Gnico que permite acelerar la convergencid del pro-
ceso de iteracién exterior respecto del de iteracién
por potencias. Muy frecuentemente se ha utilizado
la llamada extrapolacién de Chebyshev. Sin entrar
en pormenores, diremos gue ésta es, en esencia, un
proceso semi-iterativo basado en la idea siguiente:
Supongamos que se ha adoptado un esquema ite-
rativo x(m+) = Txm + k para resolver la ecuacién
¥ = Tx + k, donde x es un vector de # componen-
tes y T una matriz de  filas y n columnas. Intro-
duzcamos los valores medios ponderados de los re-
sultados de las m primeras iteraciones

m m
ym = g ak a" =1
k=0 k=0
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Se entrevé (y se puede demostrar) que, cuando
x(m) s x, también y™ —> x. Pues bien, dada la liber-
tad que existe en la eleccién de los pesos a™, de
lo que se trata es de elegirlos, de tal manera, que los
iterados g™ converjan hacia x mucho més répida-
mente que los x(™. Vistas as{ las cosas, el proceso
es semi-iterativo en el sentido de que es iterativo
respecto de los x(™, pero no respecto de los valores
medios ponderados y™. Sin embargo, una vez “op-
timizados” los ag™, se pueden eliminar los x(m, y
la iteracién se efectda con los propios y™. La fér-
mula de recurrencia a que se llega es de la forma

ymt) = @, | Ty™ + k—ym-D b4 ytmn
+

donde ®,,,; es un cociente de polinomios de Che-
byshev (de ah{ el nombre del método), funciones de
un cierto pardmetro. También aqui, lo que se gana
en rapidez de convergencia puede no compensar el
inconveniente que representa la necesidad de tener
almacenados en la memoria del computador dos vec-
tores, el y™ y el y=D, para calcular el y*+D. El
calculo de xm+D, segiin el proceso iterativo prime-
ro, requiere sélo almacenar un vector, el x(m),
Estos dos ejemplos de intentos de mejorar un
proceso iterativo ponen claramente de manifiesto
un hecho al que se aludié ya antes y que veremos
repetirse una y otra vez: cuando hay mdés de una
salida, no suele estar claro cudl es la mejor.

Iteraciones interiores

Pero volvamos al principio. Se supuso que la ma-

triz M (0o la M———TF) se podfa invertir, y el
A*

mero hecho de que se pueda no significa que sea
practico invertirla. Cuando no resulta practico de-
terminar la matriz inversa de M, cabe utilizar téc-
nicas iterativas para calcular el flujo [0 =}, D,
ec (19)] a partir de una fuente de fisién dada —esto
es, resolver el sistema lineal no-homogéneo M Ym =
=F®™ con segundos miembros dados—. Estas
iteraciones suelen llamarse iteraciones interiores.

Dos métodos se vienen usando de ordinario como
técnicas iterativas para la iteracién interior: la su-
perrelajacion sucesiva (Successive overrelaxation,
SOR) y la iteracidn implicita de direccion alternada
(Alternating direction implicit iteration, ADI). Sin
entrar en los pormenores, procuraremos dar una
idea de uno y otro método.




43. Método de Gauss-Seidel. Superrelajacion su-
cesiva :

La superrelajacidén sucesiva se apoya en un méto-
do de iteracién que se conoce con el nombre de
método iterativo por puntos de Gauss-Seidel. Antes
de presentarlo, una observacién, ligada con lo que
antes se dijo acerca de que las ordenaciones de los
nudos de la red pueden ser buenas, medianas o ma-
las. Consideremos una red de N nudos, en cada uno
de los cuales hay que calcular el vector ®. Ordenar
los nudos significa atribuir un fndice 7 a cada uno,
con m =1, 2, 3, ..., N. El sistema de ecuaciones se
escribe entonces %ami ®; =k, o en forma matri-
cial, A® =k, do’mlie k es un vector conocido y A
una matriz dada. Hay as{ una primera ecuacién, una
segunda ecuacién, etc., y una primera incdgnita, una
segunda incdgnita, etc. Ahora bien, por poca expe-
riencia que se tenga en la resolucién de sistemas
lineales —por ejemplo, siguiendo el cldsico método
de reduccién de Gauss—, se sabe con qué cuidado
hay que elegir a menudo la primera variable que se
elimina y en qué ecuacidn si se pretende evitar erro-
res de redondeo y la consiguiente imprecisién de los
resultados. Esto, en principio, permite ya decir, una
vez elegido el método de resolucidn, que una orde-
nacién es mejor que otra si la primera conduce a
resultados mds precisos que la segunda. Por otra
parte, si se emplea un método iterativo, lo mds fre-
cuente es que se usen los valores mejorados de las
incdgnitas no bien se obtienen, y también esto su-
pone una ordenacién, ya que primero se mejora una;
luego, otra, etc. Tal ocurre en el caso de método
iterativo por puntos de Gauss-Seidel. El esquema
de calculo es el definido por las ecuaciones si-
guientes

dyy xl(m“) =0— ay xzf’") — ... —aiN xN{m) + kl y
[75) xz(’”“) = —ay xl(m“) =+ 0— ... adon xN(’”) + kz B
[14]
Ay oD = — gy 2D — @y 1D 0+ ky

En palabras: si se cuenta con una estimacién x,(™/,
™, ..., xy(™ (la estimacibn inicial ¥(* se elige mds
o menos arbitrarjamente, pero, si se puede, lo més

P

préxima posible a la solucién), la estima
rada siguiente x;*1 de x, se obtier
en el segundo miembro de la prim.
incégnita x, ..., x5 por las estim

xy™; la estimacién mejorada siguiente x(™+D de
x, se obtiene sustituyendo en el segundo miembro
de la segunda ecuacién x; por el valor mejorado que
se acaba de obtener x,™+V, y las restantes incégni-
tas (entre las que no figura x,) por las estimaciones
w™, L, x™. Y asi sucesivamente. La iteracién
se califica de por puntos porque las incdgnitas se
mejoran una a una. Pero no siempre es necesario
proceder asi, sino que es posible generalizar el es-
quema anterior y mejorar las incdgnitas por grupos.
Veamos cémo.

El sistema [14] puede escribirse en forma matri-
cial como sigue:

Dx(m+D) = Lylm+D 4 Unlm) |- k| [15]

donde las matrices D, L y U son las definidas por
(para concretar, suponemos N = 4)

a; 0 0 O 0 0 0 0
— 0 Ay 0 0 1 =] an 0 0 0
D 0 0 ds3 0 ’ L d3; A3z 0 o0pf
0 0 0 ay Gy Qg g3 0
» 0 apap au
17 = 0 0 ayay
U ’ 0 0 0 sy
0 0 0 0

La matriz D es diagonal, y hallar su inversa es tri-
vial; los dnicos elementos no nulos de la matriz L
se encuentran entre los que estdn por debajo de la
diagonal principal (este tipo de matrices se llaman
estrictamente triangulares inferiores; de ah{ la letra
L = low); los tdnicos elementos no nulos de la ma-
triz U se encuentran entre los que estdn por encima
de la diagonal principal (matriz estrictamente trian-
gular superior, U = upper). Ademds, la matriz ori-
ginal A es tal que

A=D—-L—-TU,

es decir, lo que hemos hecho ha sido descomponer
A en suma de tres matrices: la D, f4cilmente in-
vertible, y las L y U, estrictamente triangulares. Con
ello, la ecuacidén [15] se escribe

(D—L)alm+d =T am + k
o bien, explicitamente,

xlm+1) — (D_L)—IUx(m) + D —L)1k m > 0[16]

donde (D — L)t es la matriz inversa, que se calcula

fdcilmente, de la matriz (no singular) D —L.
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La generalizacién del método salta a la vista. Re-
partamos las incégnitas xy, ..., xy, de modo que for-
men, por ejemplo, 7 grupos, Xy, Xa ..., Xul Xy .oy
x, pertenecen al grupo Xi; x,,; ..., ¥, al grupo
X, etc. De manera andloga, la matriz A se subdi-
vide en bloques A;, de manera que la submatriz Ay
tiene p; filas y (py-p;_1) columnas, y las N compo-
nentes del vector k se agrupan del mismo modo que
las del vector x. Entonces, el sistema Ax = k puede
escribirse

All AlZ vee Aln ’ Xl Kl
A21 A22 vee Aln Xl KZ
Anl Anz . Arm sz :['<n

y los bloques se eligen de manera que cada uno de
los sistemas '

-

Ay XD = — Ap Xfm L — A X+ K,

Ay, X mth = . A, X (m+D -
—An X L — A X+ K, [17]
A’m X”(m+1) = Arzl Xl(m-H) - AnZ Xz(m-(-l) +Kn

se pueda resolver ficilmente —Ilo que equivale a
decir que es fdcil invertir las matrices A;—. Obsér-
vese que formalmente no hay diferencia alguna en-
tre {14] y [17]. Cambia sélo el significado de los
coeficientes: ntmero (jmatrices 1 X 11), en un ca-
so; submatrices, en el otro. El método basado en
el esquema [17] es el método iterativo por blogues
de Gauss-Seidel. Un ejemplo: N =5; particidn:
(x1), (xpx3), (x3xy), es decir, n = 3 grupos de variables
con 1,2 y 2 variables en cada uno. He aquf el siste-
ma completo y la reparticién en bloques:

'&\'.;;-ﬁ'-

Ay Agp Ap | X k| K
au | G2 Qi3 | Qus ais

an | Gn Gz | O s " I

Ay Ay Ay y xz X, | k2 K,
s | Op  dzp | On azs 3 3

Qa1 | Qa2 gz | Gy Qas x 2

A31 A32 A33 x4 X3 k4 K3
dsi | Qsz ds3 | dsg ss > ‘ 3

]

(sistema de ecuaciones)
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Ay Xy = — Ap Xy — A X3™ + Ky,
Ap Xt = — Ay Xymth) — AR X + Ky
A33 XS(WH—I) —_ A31 Xl(m+1) _ASZ Xz(m+1) -+ K3 )

(esquema iterativo)

Con todo esto, estamos ya en condiciones de decir
en qué consiste el método iterativo de superrelaja-
cién sucesiva por puntos (Successive Overrelaxation,
SOR). Definamos por iteracién una sucesién de vec-
tores auxiliares x™ dados por

i—-1 N
@i &i(m+1) —_— a;; xi(m+1) - X asj xi(m) + ki
J=1 i+l [18]

Pues bien, en este método, la componente “mejora-
da” x,"+) ge define como media ponderada de x(™
y de xfm+D, es decir, se toma

2t = (1— @) 2™ + o Z  [19]

El “peso” o se llama factor de relajacidn (*) y, a
pesar de su interpretacién como peso, se admite en
principio que tome valores mayores que la unidad
(se demuestra que debe ser 0 < ® <C2). Basta eli-
minar %D entre [27] y [28] para obtener el es-
quema iterativo de superrelajacién sucesiva por pun-
tos en la forma

(D — @ L) xlm+D :§(1 —w)D + o U lam 4+ o k[20]

En particular, el método iterativo de Gauss-Seidel
resulta para el valor ® = 1 del factor de relajacién.

Cabe preguntarse qué necesidad hay de com-
plicar las cosas introduciendo un pardmetro mds, el
w, pardmetro que es necesario especificar para poder
aplicar el método. ;Qué valor le damos? Como
siempre que hay que elegir, hay que elegir bien. Y
el hecho es que si se toma para ® un valor adecua-
do, la rapidez de convergencia de SOR es, en ciertos
casos, casi el doble de la rafz cuadrada de la rapi-
dez de convergencia del método de Seidel. En otras
palabras, el ndmero de iteraciones que requiere la
superrelajacién sucesiva con el valor éptimo de ®
es del orden del doble de la rafz cuadrada del ni-
mero de iteraciones necesario para alcanzar la mis-
ma precisién con el método de Gauss-Seidel (si en

(*) Precisando mds, se habla a veces de superrelajacion
cuando w > 1, y de subrelajacién cuando o <<1.




éste fuese 100, en el primero serfan 20). En cuanto a
cudl sea el valor éptimo de w, hay casos en que se
conoce o se puede estimar con facilidad. Pero hay
otros en que debe hallarse experimentalmente. No
cabe aquf entrar en detalles. Basta hacer constar que
ello supone un problema.

Andlogamente, es posible introducir el concepto
de superrelajacién sucesiva en el método iterativo
por bloques de Gauss-Seidel sin mas que interpre-
tar D, L y U de [20] como matrices cuyos elemen-
tos son a su vez matrices (bloques de elementos de
las primeras). En particular, pueden agruparse en
una sola “componente” X; todos los nudos de una
misma linea de la red del problema discreto, “mejo-
rando” asi, simultaneamente, los elementos de toda
una linea. Se obtiene de esta manera el esquema
iterativo de superrelajacion sucesiva por lineas (Suc-
cessive Line Overrelaxation, SLOR), o los nudos de
dos lineas contiguas (S2LOR), etc. Claro estd, con
ello aumenta el orden de las submatrices que hay
que invertir (o sea, el de los sistemas que hay que
resolver a la vez); pero, por lo general, si el compu-
tador tiene capacidad suficiente, se sale ganando en

dltimo término: el aumento en el nimero ‘dé ope-"

raciones aritméticas por nudo queda compensado
por el aumento en la rapidez de convergencid. -La
mejora es, sobre todo, evidente cuando se trata de
problemas con un gran nimero de nudos. Se dis-
pone actualmente de métodos que permiten mejo-
rar a la vez todos los puntos de una linea sin aumen-
tar el trabajo aritmético al pasar de la superrelaja-
cibn sucesiva por puntos a la de por lineas. Otras
particiones de la matriz A permiten la resolucién
simultdnea para todos los nudos de dos e incluso
tres lineas adyacentes, sin que cada iteracidn su-
ponga més del 20-40 por ciento por encima del tiem-
po de miquina que supone cada iteracién en el caso
del SOR. :

4.4. TrERACION IMPLICITA ALTERNADA

El otro método empleado para las iteraciones in-
teriores es el de iteracién implicita alternada, ADI.
En esencia, consiste en lo sigujente: Supongamos
que la matriz A admite una descomposicién de la
forma A=H + V + %, donde las matrices Hy V
son simétricas, definidas positivas y (acaso después
de permutar filas y columnas) tridiagonales, esto es,
de la forma

B G
A B, G 0
Ay By G
0 UTNUThC

~. ‘\\
WA, B,

con todos los elementos no situados en la diagonal
principal o en las dos diagonales secundarias con-
tiguas iguales a cero. La matriz I es, por hipétesis,
diagonal no negativa. Si E; y E, son dos matrices
tales que las matrices (H + X + E,) vyV+ X+ E)
se pueden invertir, la ecuacién Ax =k es equiva-
lente a cada una de las ecuaciones

H+Z+E)x=k—(V—Eyx,

(V+Z+E)r=k—(H—Eyr, 21
0, si se quiere, a la ecuacién
H+2+E)x=2k— [22.4]

—2{V+ % H+2Z—E)|x
a la que se puede afiadir la identidad

(V—I—E-I—Ez)gi—l— 1/2(Z+E2—E1)§x+
+ %G+ E+ E)x [22.B]

Las dos versiones del método iterativo implicito de
direcciones alternadas mdas usados en la préctica,
el de Peaceman y Rachford y el de Douglas y Rach-
ford, se apoyan precisamente en los sistemds [21]
y [22], que formalmente “dicen” exactamente 1o mis-
mo: Ax = k. Pero no bien se pasa a la formula-
cidén iterativa, las cosas cambian. Tomando E =
=W, I, E; = &, I, donde I es la matriz unidad y
®,, , &, son pardmetros de aceleracién que es pre-
ciso elegir convenientemente, el esquema de Peace-
man-Rachford traduce [21] a la forma iterativa

~H 4D+ 0, D) xm ) = (V — W) (™)

(V4 2 4 B D) ) = b (H — @5,) aomiy [23]
mientras que en el de Douglas-Rachford se hace

o HA D+ 0, Datm® =2k —
=V + % (H + 3w, ) Jatm
V+ 2+ B, D xim) =
=V 4+ Y (B @ — 0,) T a4
T Y (B A+ @ + 0,) I gm0

En ambos casos, x™+%) eg un vector intermedio que
enlaza 2™ y su aproximacién “mejorada” x(m+D, y
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las matrices que hay que invertir son tridiagonales,
facilmente invertibles, por tanto (véase mds ade-
lante) (*).

También aquf se plantea la cuestién de elegir los
parametros w,, y &,, de manera que se acelere la
convergencia. No existe un método general para de-
terminar sus valores 6ptimos, aunque si se conocen
férmulas que permiten su cdlculo en ciertos casos
particulares (por ejemplo, cuando H, V y X% con-
mutan dos a dos). Dejando a un lado esta dificul-
tad, veamos un ejemplo que, al mismo tiempo, pon-
dra de manifiesto la razén del nombre “direcciones
alternadas”.

Supongamos que se trata de determinar el flujo
de neutrones en un rectidngulo, dadas las condicio-
nes de contorno sobre el mismo, y que la discreti-
zacién se ha levado a cabo superponiendo al rec-
tdngulo una red formada por ] lineas horizontales
e I verticales (figura 7) y adoptando una férmula

de 5 puntos. En estas condiciones, la matriz H es

la que liga cada tres nudos consecutivos én una
horizontal, V la que liga cada tres nudos consecu-

(*) El método de Douglas-Rachford (24) se generaliza
a un numero de dimensiones mayor que 2, mis fdicilmen-
te que el de Peaceman-Rachford.

tivos en una vertical y % la matriz de remocién.
El esquema de célculo [23] y [24] caracteristico de
ADI conduce asf a la siguiente “estrategia” de célcu-
lo: en un primer “barrido” de la red se efecttia la
inversidn de todas laz lineas horizontales, es decir,
se resuelve el primer Sistema, con lo que se deter-
minan los ®™+%); en un segundo barrido de la red
se efectda la inversidn de todas las lineas verticales,
es decir, se resuelve el segundo sistema y se tienen
los @), En otras palabras, la iteracién avanza alter-
nativamente en las direcciones horizontales y en las
verticales.

La aplicacién del método iterativo implicito de
direccién alternada resulta a veces verdaderamente
espectacular. Por ejemplo, para la ecuacién de Pois-
son AV =-—4mp en el caso de red cuadrada, los
métodos SOR y ADI han requerido las iteraciones
siguientes para alcanzar un mismo orden de preci-
sién en el resultado:

N.° de pasos N.° de iteraciones N.° de iteraciones
de la red SOR ADI
20 30 ' 6
60 88 8
100 147 10

J o
o)
O SEGUNDO BARRIDO : INVERSION
| —— DE TODAS LAS LINEAS VERTI—
] CALES li=1,2,3,...,1)
/ !
/
-]
i cg & S A o s O O g PRIMER BARRIDO : INVERSION
DE TODAS LAS LINEAS
HORIZONTALES ( = 1,2,3,..J )
, i
2 o

Fig. 7
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Ante estos almeros, que ponen de manifiesto las
ventajas de la iteracién ADI, ventajas que se acen-
tian a medida que aumenta el nimero de nudos,
cabe preguntarse por qué no aplicar siempre el es-
quema iterativo ADIL El hecho es que —conforme
se apuntd ya— la bondad del método depende fun-
damentalmente de los valores atribuidos a los para-
metros de aceleracién, y los valores 6ptimos de estos

.pardmetros s6lo se conocen para un tipo muy par-

ticular de problemas de contorno (aquellos que dan
lugar a matrices, M, V, %, que conmutan entre sf).
Cuando nos apartamos de él, poco cabe decir ni
acerca de los valores mejores de los pardmetros ni
acerca de la rapidez de la convergencia. Por otro
lado, la mayor parte de los estudios se refieren, por
lo menos implicitamente, al caso de dos dimensio-
nes, y probablemente merece la pena decir que la
extrapolacién de los esquemas a tres dimensiones no
es ni trivial ni clara.

Antes de terminar esta seccién dedicada a las
iteraciones interiores y exteriores, conviene hacer
notar que las relaciones entre unas y otras son muy
complejas y plantean el problema de cédmo conse-
guir una estrategia Sptima en el sentido dé hallar
una combinacién de iteraciones interiores y exterio-
res en ndmero y en orden tales, que el tiempo -re-
querido para resolver el problema en un computador
dado sea minimo. En otras palabras, las iteraciones
interiores y exteriores deben ajustarse al compu-
tador que se emplea. Por ejemplo, la mejor manera
de resolver los problemas para los que la iteracién
interna cabe toda ella en la memoria rdpida, es apu-
rar al maximo la precisién de las iteraciones inter-
nas, lo que permite una extrapolacién de Chebyshev
més eficaz de la iteracién exterior. Pero cuando la
iteracion interior no cabe en la memoria rdpida, con-
viene efectuar relativamente pocas iteraciones inter-
nas, seguidas de una extrapolacién limitada de la
iteracién exterior.

5. EL MEtopo EQUIPOISE

En la seccién que precede se ha discutido la re-
solucién de las ecuaciones de la difusién neutrénica
con varios grupos de neutrones, de acuerdo con la
técnica que distingue las iteraciones interiores y las
exteriores. Hay otro método para resolverlas en que
desaparece aquella distincién, el método Equipoise.

En el esquema utilizado en Equipoise, la idea cen-
tral es la de que no es necesario efectuar por sepa-
rado las iteraciones interiores y exteriores, sino que
ambos procesos pueden unirse en uno solo. Para
ello: i

1. Las ecuaciones entre diferencias finitas se escri-
ben de manera que sea directamente aplicable
la iteracién sucesiva por superrelajacién.

2. El valor de A, se estima sumando todas las
ecuaciones del sistema y despejando 2,, lo que
da A, = (fuente de fisién)/(absorciones -+ fugas).
Esta igualdad traduce el balance neutrénico glo-
bal, es decir, el balance en todo el reactor y para
todos los grupos de neutrones.

w

El valor estimado de X, se mantiene constante
en cada iferacién, y la nueva estimacién se cal-
cula s6lo cuando se han determinado los nuevos
valores de todos los flujos.

La primera condicién queda satisfecha sin m4s
que aplicar a las matrices de la ecuacién

F) ® =0 Ia descomposicién que condu-

(e]
ce al esquema iterativo [20], es decir, haciendo

M=D—L—U , F=T+S

con D diagonal, L y S estrictamente triangulares in-
feriores, U estrictamente triangular superior y T
triangular superior (de modo que contiene Ios ele-
mentos diagonales de F). Si ®™ es una estimacién
de los flujos, la estimacién asociada A(m correspon-
diente a 1, se define, de acuerdo con la segunda
condicién, por

(e, F @m)

k(m) =
(e, M O0m)

donde e es el vector de componentes todas ellas
iguales a la unidad, y el paréntesis indica producto
escalar. Es evidente que formar este producto esca-
lar equivale a sumar respecto de todos los nudos de
la red y todos los grupos energéticos. Con esto se
obliga a que concuerden simultdneamente los itera-
dos de fuente y los de flujo a través del balance
neutrénico global.
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Calculado 2™, el iterado ®+1 ge determina por
superrelajacién :

1
D—wlL—uw S| Ptm+ =
Afm)
1
={(l—®)D+woU+o——T,; O
Afm)

El proceso iterativo se continta hasta que el valor
del indicador de convergencia

Oim) __ Pln-1)
glm) — | J—

|
| Qim-1) | madx

sea menor que un valor prefijado, generalmente 10-*
El subfndice méx indica que ™ es el valor méximo
de la variacién relativa (en médulo) correspondien-

te a todos los nudos y todos los grupos(esto es, a

todas las componentes).

Como puede verse, el método Equipoise es de
una gran simplicidad y constituye la base de toda
una serie de programas, por ejemplo, el prograra
EXTERMINATOR, que permite resolver las ecua-
ciones de la difusién neutrdénica con varios grupos
en una y dos dimensiones. En este programa se apli-
ca la superrelajaciéon sucesiva por lineas y permite
la dispersién de un grupo cualquiera a otro cualquie-
ra. Sin embargo, y a pesar de que el método es sim-
ple y de aplicacién facil, no existe demostracién nin-
guna de que los procesos iterativos que supone con-
verjan siempre. Puede ocurrir que converja para
ciertos valores del pardmetro ® y no converja para
otros valores. La experiencia parece indicar, con to-
do, que siempre se encuentra por tanteco alglin valor
de @ para el que el proceso converje. Claro estd,
aunque asf sea, la situacién dista mucho de ser sa-
tisfactoria desde el punto de vista matemaético.

6.TECNICAS DE INVERSION DIRECTA

Los modernos computadores han acercado la me-
ta de la resolucidn directa, no iterativa, de los gran-
des sistemas de ecuaciones lineales Ax =k a qu;e
conduce el cdlculo de reactores, en particular, cuan:
do la matriz del sistema es tridiagonal a bloques, por
ejemplo, de la forma :
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B, C1
Az 4B2 CZ O
A3 B}\ C:S~
(0] ‘\.\ \\\ ~Ch
b ‘\An\“Bn

con submatrices A, B, C como elementos situados
sobre la diagonal principal y las dos diagonales se-
cundarias contiguas. En efecto, si se definen las
matrices W; por

W, =BG, W, =B, —AW, )1C,2<£1£n
y el vector G por

G =Bk, G=B;— A, Wi—l)_i(ki_“Ai Gin),
2£LiZLn

es facil ver que el vector solucién X viene dado por
X, =Gy, X;=G—W; Xy, 1 £i £N—1

Obsérvese que este método (llamado a veces de fac-
torizacién) implica sélo la inversién de submatrices,
matrices de orden mds bajo, por consiguiente, que
el de la matriz original A. Existen variantes del mis-
mo que son particularmente estables, lo que tiene
gran importancia, dado el gran nimero de incdgni-
tas, encadenadas unas a otras, que hay que calcular.
Una de esas variantes se ha aplicado en un progra-
ma (el GAFFOX) para el cdlculo del quemado en
un ciclo de equilibrio. Los grupos térmicos se re-
suelven en él a la vez, sin necesidad de iteraciones
interiores. Aun no llegando a la inversién directa
total, la inversién directa en grandes subsistemas
parciales de ecuaciones permite mejorar considera-
blemente la rapidez de convergencia del cdlculo en
conjunto.

Para terminar, he aqui ofra técnica de inversién
directa aplicable a cualquier matriz A no singular,
naturalmente. Supongamos que la memoria répida
del computador de que se dispone no tiene capa-
cidad suficiente para almacenar todos los elemen-
tos de la matriz A que se trata de invertir, dejando
espacio suficiente para realizar las operaciones arit-
méticas que requiere la inversién. Cabe entonces
proceder de la siguiente manera. Sea # el orden de
la matriz A y p,g dos nimeros naturales tales que
p + g = n. Agrupemos los elementos A en cuatro
blogues Aj, A, A; v Ay de modo que la submatriz
A estd formada por los elementos de las p prime-
ras filas y de las p piimeras columnas; A, lo estd




por los de las p primeras filas y las restantes g co-
lumnas; A; tiene por elementos los de las g res-
tantes filas y p primeras columnas; finalmente, los
elementos de A, son los de las ¢ ultimas filas y las
g ultimas columnas. Se tiene asi la particién

ol )

A, Ay
Escribamos la particién andloga para A-!
A-l = oy o,
5 0y
donde a,, a, a3 y a4 son submatrices que se trata

de determinar. Conocidas las o; se conoce, claro
estd, A-l. Dado que A-!' A =1, deberd tenerse

A1a1+A2a3 A1a2+AZa4)=I
Ao+ Ao, Ayo, + Ayo, ’
es decir,

Ao+ Aoy =1
A3a1+A4a3=0

A1a2+A2a4=0
A3a2+A4a4:I

La eliminacién de a, da, simplemente (jcuidado con
el orden de los factores!), '

(Ar— (A A Ao, =1

o haciendo
A=A —(AsADA,,
OL4 = A -1
Andlogamente, -eliminando «; queda

a3 =-— AT(A AT

Teniendo en cuenta estos resultados, para ¢, y o,
se obtiene:

o =— (AT A)A-?
oy = A — (AT A oy

Resumiendo: se calcula la inversa A;~' de A, que
es una matriz de orden p; se calcula A= A,—
— (A3 A7) Ay; se calcula la inversa A~'de A, que
es una matriz de orden g. Sin mds inversiones, se
calculan @4, 03, @, y 5, con lo que se tiene A-1, El
problema de invertir una matriz de orden n queda
asi reducido a invertir dos matrices de érdenes me-
nores que #, cada una de las cuales puede muy bien
caber por separado en la memoria rdpida de nuestro
computador.

Hay que subrayar que la aplicacién de este mé-
todo no ahorra tiempo de mdquina, mds bien al
contrario, sino sélo espacio. Por ejemplo, en un
computador CDC 1604A se efectud la inversién de
una matriz 50 X 50 directamente y con distintas
particiones. Los tiempos necesarios se dan en la
fila ¢ de la siguiente tabla

noa 50 50 50 50 50 50
Do 0 5 10 15 20 25
q ..... 50 45 40 35 30 25
t(s) ... 16,367 17,683 18,383, 19,350 19,983 20,917

La particién 50 = 25 + 25 exige aproximadamen-
te un 30 % de tiempo mds que la inversidén directa.
Aunque sea poco, no hay por qué malgastar este-
tiempo, y el método de particién se empleard sélo
cuando la matriz completa no pueda invertirse di-
rectamente en la memoria rdpida del computador.
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