
Cap��tol 5

Composici�o de les aplicacions

exterior i interior

L'objectiu d'aquesta mem�oria �es trobar �orbites peri�odiques espacials. Donades una posici�o i

una velocitat inicials d'una �orbita peri�odica sobre la bola B(M;��), les posicions i velocitats

de retorn a la mateixa bola despr�es d'haver-hi passat per fora i per dins han de ser iguals.

Les aplicacions exterior i interior trobades als cap��tols 3 i 4 ens donen, amb un error d'ordre

�1��, aquestes posicions i velocitats de retorn per a �orbites p-q ressonants (vegeu la �gura

5.1). En aquest cap��tol estudiarem com han de ser unes condicions inicials (ri; _ri) sobre

B(M;��) per tal que els desenvolupaments de les aplicacions exterior i interior coincideixin

�ns termes d'ordre ��.

Volem observar que, malgrat que utilitzem l'expressi�o \composici�o de les aplicacions"

per descriure el proc�es que duem a terme en aquest cap��tol, el que fem �es igualar-les i no

composar-les. Hem utilitzat aquesta expressi�o seguint el treball de Font, Nunes i Sim�o [2]. En

ell es composen les dues aplicacions, aix�o �es, partint d'una posici�o i velocitat sobre B(M;��)

es troba la posici�o i velocitat que d�ona l'aplicaci�o exterior i, a partir d'aquestes i fent anar

el temps endavant, es troba la posici�o i velocitat �nals passant per l'interior de la bola.

D'aquesta manera els autors obtenen una aplicaci�o de�nida sobre el conjunt de totes les

condicions inicials que donen lloc a �orbites p-q ressonants i �es el seu estudi un dels objectius

del seu treball. Nosaltres hem calculat l'aplicaci�o interior a partir de la mateixa posici�o

i velocitat inicial que l'aplicaci�o exterior i fent anar el temps enrera. El nostre objectiu �es
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96 Cap��tol 5. Composici�o de les aplicacions exterior i interior

veure per a quines condicions inicials arribem a la mateixa posici�o i velocitat que en l'aplicaci�o

exterior.

En imposar que les dues aplicacions coincideixin obtindrem lligams sobre les condicions

incials �, ',  0, �0, � i �� i la constant de Jacobi CJ , els quals s'hauran d'afegir als ja

trobats �ns ara. Dues de les restriccions que hem usat repetidament �ns ara s�on 0 < cos a0 < 1

(vegeu (1.8) i (4.41)). De nou, en tot aquest cap��tol, descartarem totes les condicions inicials

que no les veri�quin.

En les dues seccions �nals, estudiarem per separat els resultats que s'obtenen en el cas

del problema restringit pla i espacial.

5.1 Cas general

Tot seguit, prendrem les expressions de les aplicacions exterior i interior trobades als cap��tols

3 i 4, i demanarem que siguin iguals �ns ordre ��. Comen�carem pels termes d'ordre zero de

la posici�o i la velocitat de les dues aplicacions i despr�es n'igualarem els termes d'ordre ��.

r2i

r2f
��

M

r2e

Figura 5.1: Gr�a�c qualitatiu de les aplicacions interior i exterior. Partint de la posici�o r2i sobre la bola

B(M;�
�), r2e i r2f s�on les posicions �nals aproximades sobre B(M;�

�) que donen l'�orbita el�l��ptica

(soluci�o exterior aproximada) i la hiperb�olica (soluci�o interior aproximada) respectivament.

Com a posicions aproximades respecte del primari M obten��em, per a l'aplicaci�o exterior
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i la interior respectivament,

r2e = r2e

0BBB@
cos'e cos �e

cos'e sin �e

sin'e

1CCCA ; r2f = r2f

0BBB@
cos'f cos �f

cos'f sin �f

sin'f

1CCCA ;

essent r2e; r2f = ��+O(�2�). Les expressions (3.31), (3.32) i (3.33) per a l'aplicaci�o exterior

i (4.75), (4.76) i (4.77) per a la interior donen expl��citament la relaci�o de r2e i r2f amb la

posici�o i velocitat inicials r2i i _ri. Pel que fa a les velocitats ten��em

_re = ve

0BBB@
cos�e cos e

cos�e sin e

sin�e

1CCCA ; _rf = vf

0BBB@
cos�f cos f

cos�f sin f

sin�f

1CCCA ;

i (3.35) i (4.81) donen les seves relacions amb r2i i _ri.

De les expressions assenyalades per a ambdues aplicacions comencem igualant els termes

d'ordre zero de les posicions. Obtenim les igualtats seg�uents:

cos' cos � + Æ
p
3� CJ cos�0 cos 0 = cos' cos � � 2 cos a0 cos�0 cos 0;

cos' sin � + Æ
p
3� CJ cos�0 sin 0 + ("� Æ) = cos' sin � � 2 cos a0 cos�0 sin 0;

sin'+ Æ
p
3� CJ sin�0 = sin' � 2 cos a0 sin�0:

De les tres equacions dedu��m que "� Æ = 0 i

" = Æ = �
cos a0p

c
; (5.1)

essent
p
c =

p
3� CJ

2
. Recordem que " i Æ estan lligats per la condici�o (3.4) i observem que

els valors trobats la veri�quen. D'altra banda, la condici�o " � Æ = 0 �es la que ens d�ona el

primer lligam entre c, �, ',  0, �0, � i �� que haurem d'exigir. En efecte, usant l'expressi�o

(3.8) que d�ona "� Æ en termes d'aquestes variables, obtindrem l'equaci�o

� cos�0 cos 0� + sin�0 sin 0�� =
cos' cos �

p
c

+�0; (5.2)

essent (vegeu (3.24))

�0 = cos' cos�0 sin(� �  0): (5.3)
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Observaci�o: Recordem que �, ',  0, �0, �� i � estaven lligats per la condici�o (3.13).

Aquesta era equivalent a demanar k1 � " � Æ � k2, essent k1 i k2 els valors m�axim i m��nim

permesos (vegeu la �gura 3.1). Com que estem imposant que "�Æ = 0 i com que k1 � 0 � k2

(l'el�lipse donada per (3.4) sempre passa pel punt (0,0)), �es clar que aquesta condici�o es

veri�car�a. De fet, k1 = 0 si i nom�es si cos a0 = 0, cas que exclou la restricci�o (1.8), i per tant

k1 < 0 = "� Æ.

Prenem ara les expressions per a les velocitats exterior i interior donades per (3.35) i

(4.81). D'una banda tenim que ve = vf = j _rij+O(��) i que els termes d'ordre zero s�on iguals

per a les dues aplicacions. Dels termes d'ordre �� es dedueix que

"+ Æ = �2
cos a0p

c
;

informaci�o que es pot obtenir directament de (5.1). Aix�� doncs, de les coordenades de les

velocitats no obtenim cap restricci�o nova.

Nom�es ens queden per igualar els termes d'ordre �� de les posicions. A les expressions

de l'aplicaci�o exterior apareixen " i Æ, que substituirem pel valor donat a (5.1). Denotem per

O1, O2 i O3 els coe�cients que acompanyen �� als desenvolupaments de l'aplicaci�o exterior

(3.31), (3.32) i (3.33) respectivament. En ells apareix l'expressi�o �re (vegeu (3.28)), la qual,

utilitzant (5.3), s'escriu

�re = �2 cos a0
�
� �0 +�� (sin' cos�0 � cos' sin�0 cos( 0 � �)

�
:

Incorporem aquesta expressi�o i (5.1) als desenvolupaments de l'aplicaci�o exterior esmentats.

Tindrem que els coe�cients d'ordre �� d'aquesta aplicaci�o s'escriuen



5.1 Cas general 99

O1 =2 cos a0

�
� 

�
sin 0 cos�0 +�0(cos' cos � � 2 cos a0 cos�0 cos 0)

�
+��

�
sin�0 cos 0 + (sin' cos�0 � cos' sin�0 cos( 0 � �))

� (cos' cos � � 2 cos a0 cos�0 cos 0)
��
;

O2 = � 2 cos a0

�
� 

�
cos 0 cos�0 � �0(cos' sin � � 2 cos a0 cos�0 sin 0)

�
���

�
sin�0 sin 0 + (sin' cos�0 � cos' sin�0 cos( 0 � �))

� (cos' sin � � 2 cos a0 cos�0 sin 0)
��
;

O3 = � 2 cos a0

�
��

�
cos�0 � (sin' cos�0 � cos' sin�0 cos( 0 � �))

� (sin' � 2 cos a0 sin�0)�� �0(sin' � 2 cos a0 sin�0)
�
:

(5.4)

An�alogament, denotem per I1, I2 i I3 els coe�cients que acompanyen �� als desenvolupa-

ments de l'aplicaci�o interior (4.75), (4.76) i (4.77) respectivament. En aquest cas en tots ells

apareix l'expressi�o �C, la qual, de la seva de�nici�o a (3.25), podem expressar com

�C = � �0 +�� (sin' cos�0 � cos' sin�0 cos( 0 � �)):

Aix�� doncs, tindrem que els coe�cients per a l'aplicaci�o interior s'escriuen

I1 =2� 
�
cos a0 cos�0 sin 0 � �0 cos�0 cos 0

�
+ 2��

�
cos a0 sin�0 cos 0 � cos�0 cos 0(sin' cos�0 � cos' sin�0 cos( 0 � �))

�
+

2 cos a0p
c

cos�0(cos a0 sin 0 � �0 cos 0);

I2 = � 2� 
�
cos a0 cos�0 cos 0 +�0 cos�0 sin 0

�
+ 2��

�
cos a0 sin�0 sin 0 � cos�0 sin 0(sin' cos�0 � cos' sin�0 cos( 0 � �))

�
�

2 cos a0p
c

cos�0(cos a0 cos 0 +�0 sin 0);

I3 = � 2��
�
cos a0 cos�0 + sin�0(sin' cos�0 � cos' sin�0 cos( 0 � �))

�
� 2� �0 sin�0 �

2 cos a0p
c

�0 sin�0:

(5.5)

Finalment, igualem les expressions (5.4) i (5.5): Oi = Ii per a i = 1; 2; 3. Obtenim el
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sistema d'equacions 8>>><>>>:
P11� + P12�� = C1

P21� + P22�� = C2

P31� + P32�� = C3;

(5.6)

essent Pi1 = �0Gi i Pi2 = F Gi per a i = 1; 2; 3 i

G1 = cos a0(cos' cos � � 2 cos a0 cos�0 cos 0) + cos�0 cos 0;

G2 = cos a0(cos' sin � � 2 cos a0 cos�0 sin 0) + cos�0 sin 0;

G3 = cos a0(sin' � 2 cos a0 sin�0) + sin�0;

F = sin' cos�0 � cos' sin�0 cos( 0 � �);

C1 =
cos a0p

c
cos�0(cos a0 sin 0 � �0 cos 0);

C2 = �
cos a0p

c
cos�0(cos a0 cos 0 +�0 sin 0);

C3 = �
cos a0p

c
�0 sin�0:

(5.7)

En conclusi�o, per tal que les aplicacions interior i exterior siguin iguals �ns ordre ��,

caldr�a que existeixin valors de c, �, ',  0, �0, � , �� veri�cant l'equaci�o (5.2) i el sistema

(5.6). El que farem ser�a considerar � i �� com les inc�ognites en les quatre equacions i

estudiarem per a quins valors de c, �, ',  0 i �0 n'existeixen solucions. Primer estudiarem

la compatibilitat del sistema (5.6) i despr�es, per als casos en qu�e aquest sigui compatible,

calcularem � i �� soluci�o de totes les equacions alhora.

Aix�� doncs, considerem el sistema (5.6) com a sistema lineal respecte � i �� (3 equacions

i 2 inc�ognites). Aquest ser�a compatible nom�es en el cas que les matrius

M =

0BBB@
�0G1 F G1

�0G2 F G2

�0G3 F G3

1CCCA i MA =

0BBB@
�0G1 F G1 C1

�0G2 F G2 C2

�0G3 F G3 C3

1CCCA ;

tinguin el mateix rang. Observem que els termes G1, G2 i G3 no poden ser tots tres zero

alhora, ja que G2
1+G

2
2+G

2
3 = 1� cos2 a0 i cos a0 6= �1 per (1.8) i (4.41). Per tant, la matriu

associada al sistema d'equacions M nom�es pot tenir rang 0 si F = �0 = 0. En cas que un

dels termes F o �0 sigui diferent de 0 el rang ser�a 1.
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Estudiem cada una d'aquestes situacions:

A: Cas F = �0 = 0. Aquest cas nom�es es d�ona en un dels tres sup�osits seg�uents:

A1: �0 = ��=2 i ' = ��=2.

A2: �0 = ��=2 i  0 � � = �=2 + k�, per a k 2 Z.

A3: � �  0 = k� per a k 2 Z i ' = (�1)k�0.

En els tres casos, C3 = 0. El primer i l'�ultim no s�on admissibles perqu�e cos a0 = �1, i

en el segon s'obt�e C1 = C2 = 0. Per tant, el sistema (5.6) \desapareix" ja que tots els

seus coe�cients s'anul�len.

B: Cas �0 6= 0 o F 6= 0. En aquest cas la matriu M t�e rang 1 i per tal que el sistema (5.6)

sigui compatible ser�a necessari que els determinants

�ij =

������Gi Ci

Gj Cj

������ ; i < j;

siguin tots nuls. Aix�o �es, ens cal veure si hi ha valors de c, ', �, �0 i  0 soluci�o del

sistema 8>>><>>>:
�12 = 0

�23 = 0

�13 = 0:

(5.8)

Les expressions expl��cites per a �ij s�on

�12 = �
cos2 a0 cos�0p

c

�
cos'

�
cos a0 cos(� �  0)� �0 sin(� �  0)

�
+ cos�0

�
1� 2 cos2 a0

��
;

�23 = �
cos2 a0 cos�0p

c

�
cos' sin(� �  0)

�
sin�0 cos' sin � � sin' sin 0 cos�0

�
+ cos 0

�
2 sin�0 cos

2 a0 � sin' cos a0 � sin�0
��
;

�13 = �
cos2 a0 cos�0p

c

�
cos' sin(� �  0)

�
sin�0 cos' cos � � sin' cos 0 cos�0

�
� sin 0

�
2 sin�0 cos

2 a0 � sin' cos a0 � sin�0
��
;

(5.9)
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les quals no s�on, en principi, nul�les. Com que
cos2 a0p

c
6= 0, dividirem les tres expressions

per aquest terme i estudiarem el sistema resultant en el cas del problema restringit pla

i espacial per separat.

B1: RTBP pla. En aquest cas ' = �0 = 0 i per tant tindrem que cos a0 = cos(�� 0) i

�0 = sin(�� 0). Substituint aquests valors i igualtats en les expressions de (5.9),

obtenim que �ij = 0, per a qualssevol i, j. Aix�� doncs, en el cas del problema

restringit pla el sistema d'equacions (5.6) �es compatible i indetermenitat i t�e un

grau de llibertat.

B2: RTBP espacial (aix�o �es, ' o �0 diferents de zero). Hi ha una soluci�o evident que

�es �0 = ��=2. Per veure si existeixen altres solucions de (5.8) transformarem el

sistema d'equacions. Prenem

(H1;H2;H3) =
�
p
c

cos2 a0 cos�0

�
�12;�23;�13

�
;

de manera que busquem solucions de8>>><>>>:
H1 = 0

H2 = 0

H3 = 0:

(5.10)

Canviem les dues �ultimes equacions per dues d'equivalents. Siguin0@H 0
2

H 0
3

1A =

0@sin 0 cos 0

cos 0 � sin 0

1A0@H2

H3

1A ;

de manera que el sistema (5.10) �es equivalent al sistema8>>><>>>:
H1 = 0

H 0
2 = 0

H 0
3 = 0;

(5.11)

essent

H 0
2 =cos' sin(� �  0)(sin�0 cos' cos(� �  0)� sin' cos�0);

H 0
3 = cos2 ' sin2(� �  0) sin�0 + 2 sin�0 cos

2 a0 � sin' cos a0 � sin�0:

Les solucions de (5.11) s�on:
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1. ' = �0 = 0.

2. � �  0 = k�, �0 = (�1)k' per a k 2 Z.

3. �0; ' 2 f��=2; �=2g.

4. �0 = ��=2, � �  0 = �=2 + k� per a k 2 Z.

La primera correspon al cas pla i les dues �ultimes estan incloses en el cas general

�0 = ��=2. Com ja hem observat a l'apartat A3, la segona no �es admissible

perqu�e cos a = (�1)k (recordem que, de tots aquests casos, nom�es ens interessen

els que 0 < cos a0 < 1).

Aix�� doncs, en el cas del problema restringit espacial tenim que el sistema d'equa-

cions (5.6) �es compatible nom�es si �0 = ��=2. Si a m�es � �  0 6= �=2 + k� per

a k 2 Z, el sistema tindr�a 1 grau de llibertat i quedar�a redu��t a una equaci�o, i si

�� 0 = �=2+ k� el sistema (5.6) es reduir�a al sistema 0 = 0 (com ja hav��em vist

al cas A2).

A partir d'ara considerarem c, �, ',  0 i �0 tals que el sistema (5.6) �es compatible. Hem

d'afegir l'equaci�o (5.2) (que obten��em de la condici�o " � Æ = 0). Suposem primer que estem

en el cas en qu�e el sistema (5.6) t�e rang zero (cas A anterior). Com ja hem vist, aquesta

situaci�o nom�es es pot donar quan �0 = ��=2 i  0 � � = �=2 + k� per a k 2 Z. Substituint

aquests valors a l'equaci�o (5.2) tindrem que � desapareix i que

�� = �(�1)k
cos'
p
c

si cos � 6= 0, i que �� queda indeterminat si cos � = 0. Aix�� doncs, en aquest cas ja hem

trobat per a quins valors les aplicacions exterior i interior s�on iguals �ns ordre ��.

Centrem-nos ara en el cas en qu�e (5.6) t�e rang 1. Del sistema (5.6) ens quedarem nom�es

amb una equaci�o i afegirem (5.2). Voldrem trobar com han de ser �� i � per ser soluci�o

de 8><>:
�0Gi� + F Gi�� = Ci

� cos�0 cos 0� + sin�0 sin 0�� =
cos' cos �

p
c

+�0;
(5.12)

per a alguna i. El determinant de la matriu d'aquest sistema �es

Di = Gi cos�0
�
� cos' sin�0 cos � + cos 0 sin' cos�0

�
: (5.13)
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Si per a alguna i podem assegurar que Di 6= 0, llavors els valors que asseguren la composici�o

de les aplicacions exterior i interior seran

� =
1

Di

�
sin�0 sin 0 Ci � F Gi

�
cos' cos �

p
c

+�0

��
;

�� =
1

Di

�
cos�0 cos 0 Ci +�0Gi

�
cos' cos �

p
c

+�0

��
:

(5.14)

En cas que Di = 0, llavors caldr�a estudiar la matriu ampliada per assegurar que el sistema

�es compatible.

Continuarem aquest estudi en el cas del problema restringit pla i espacial per separat.

5.2 Cas pla

En tota aquesta secci�o ' = 0 i �0 = 0.

Pel que hem vist �ns ara, en el cas d'�orbites planes les aplicacions exterior i interior

s�on iguals (�ns ordre ��) per a aquells valors de les condicions incials que siguin soluci�o del

sistema (5.12). Per a ' = �0 = 0 tenim que el determinant del sistema Di �es nul per a

qualsevol i (de la seva expressi�o a (5.13)) i per tant cal estudiar per a quins valors de c, � i

 0 el sistema �es compatible. Vegem com s�on cada una de les seves equacions.

La primera de les equacions prov�e del sistema (5.6), que, com hem vist en la secci�o anterior,

�es compatible i t�e rang 1. Vegem amb quina equaci�o ens podem quedar. Imposem ' = 0 i

�0 = 0 a (5.7) i (5.3). Com que F = 0, les tres equacions s�on de la forma �0Gi� = Ci,

essent

�0 = sin(� �  0);

G1 = sin(� � 2 0) sin(� �  0); C1 =
�1
p
c
cos(� �  0) sin(� � 2 0);

G2 = cos(� � 2 0) sin(� �  0); C2 =
�1
p
c
cos(� �  0) cos(� � 2 0);

G3 = 0; C3 = 0:

D'aquestes expressions es dedueix que el sistema (5.6) queda redu��t a l'equaci�o

sin2(� �  0)� =
�1
p
c
cos(� �  0); (5.15)

que ser�a la primera equaci�o del sistema (5.12).



5.2 Cas pla 105

Substituim tamb�e ' = �0 = 0 a la segona equaci�o del sistema (5.12). Obtenim

� cos 0� =
cos �
p
c

+ sin(� �  0): (5.16)

Aix�� doncs, el sistema (5.12) estar�a format per les equacions (5.15) i (5.16), de les quals ha

desaparegut �� (fet l�ogic ja que busquem �orbites planes). Aquestes dues equacions hauran

de ser compatibles per obtenir un valor de � . La condici�o ser�a

E(�;  0) =
1
p
c

�
cos � sin2(� �  0)� cos 0 cos(� �  0)

�
+ sin3(� �  0) = 0: (5.17)

Estudiant la funci�o E(�;  0) observem les propietats seg�uents:

1. E(�+ �;  0) = �E(�;  0), i per tant si (�;  0) �es soluci�o de l'equaci�o (5.17), (�+ �;  0)

tamb�e n'�es.

2. Si CJ = �1 (i per tant c = 1), llavors la recta  0 = �=2 �es soluci�o de (5.17).

3. Els punts

(a) (�; 0), amb tan3 � = 1=
p
c,

(b) (0;  0), sin
3  0 �

2
p
c
sin2  0 +

1
p
c
= 0

tamb�e en s�on soluci�o.

Aquestes propietats ens han perm�es trobar, num�ericament, les solucions de l'equaci�o (5.17).

Aquestes solucions es troben representades, per a diferents valors de la constant de Jacobi

CJ , a la �gura 5.2.

Podem suposar que sin(� �  0) 6= 0, ja que si sin(� �  0) = 0, llavors tindr��em que

cos a0 = cos(�� 0) = �1, cas que no �es admissible. Aix�� doncs, tenim que, per a qualssevol

CJ , � i  0 veri�cant (5.17) i cos(� �  0) 6= �1, existeix un valor de � donat per

� =
� cos(� �  0)p
c sin2(� �  0)

; (5.18)

el qual assegura la composici�o de les aplicacions interior i exterior �ns ordre ��.

Finalment, recordem que, a m�es de la condici�o E(�;  0) = 0, sobre les condicions inicials

ten��em altres lligams trobats en cap��tols anteriors. Volem estudiar si efectivament hi ha

valors de CJ , � i  0 veri�cant totes les restriccions trobades �ns ara perqu�e l'�orbita sigui
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Figura 5.2: Corbes E(�;  0) = 0 per als valors de la constant de Jacobi indicats en cada cas

p-q ressonant i peri�odica. A m�es de la condici�o (5.17) i de l'esmentada en la introducci�o

d'aquest cap��tol (0 < cos a0 < 1), ens els cap��tols precedents hav��em vist altres restriccions

necess�aries (obtingudes del fet que l'�orbita exterior aproximada ha de ser una el�lipse amb
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moment angular no nul). Aquestes s�on les donades per les expressions (3.7) i (3.10) que, en

el cas del problema restringit pla, s'escriuen

sin 0 =
2� CJ + (p=q)2=3

2
p
3� CJ

; CJ 6=
�
p

q

�2=3

; (5.19)

on CJ 2 (CJ1; CJ2) (CJi de�nits a (3.9)).

Fixem p i q. Usant la primera relaci�o de (5.19) tindrem, segons el valor de la r�atio entre

p i q, els seg�uents casos:

� Si p=q = 1, llavors sin 0 =

p
3� CJ

2
=
p
c. En aquest cas  0 2 [0; �] n f�=2g (no es

pot donar el cas sin 0 = �1, vegeu la secci�o 3.2), i l'�unic valor associat a la constant

de Jacobi per a cada  0 �es CJ = 3� 4 sin2  0.

� Si p=q < 1, llavors  0 2 [0; 2�] n f�=2; 3�=2g i cada un d'ells t�e un valor de CJ associat

donat per
p
3� CJ = 2

p
c = sin 0 +

p
sin2  0 + 1� (p=q)2=3.

� Si p=q > 1, �es necessari que sin 0 �
p
(p=q)2=3 � 1 i hi ha dos valors de CJ associats

donats per 2
p
c = sin 0 �

p
sin2  0 + 1� (p=q)2=3.

A la �gura 5.3 es poden veure com s�on les corbes de�nides per les relacions anteriors entre

 0 i CJ per a alguns valors concrets de p i q.

Als valors de CJ i  0 veri�cant (5.19) els anomenarem valors admissibles. Ara, �xats dos

valors admissibles de CJ i  0, caldr�a veure si existeix algun valor de � veri�cant l'equaci�o

(5.17). Com es pot observar a la �gura 5.2, �xat  0 nom�es hi ha dos valors de � veri�cant

aquesta equaci�o. Comprovem-ho anal��ticament. Escrivim E(�;  0) = E(�) com

E(�) =
�3
4

�
1
p
c
+ sin 0 �

2
p
c
sin2  

�
cos �

+
1

4

�
�1
p
c
+ 3 sin 0 +

2
p
c
sin2  0 � 4 sin3  0

�
cos 3�

+
3

4
cos 0

�
1�

2
p
c
sin 0

�
sin � �

1

4
cos 0

�
1 +

2
p
c
sin 0 � 4 sin2  0

�
sin 3�

=
r

4

�
3 cos(� � �1) + cos(3� � �2)

�
;

essent r =
3� 2c� (p=q)2=3

2c
i �1, �2 de�nits per

tan�1 =

2 sin2  0 � 1
p
c

� sin 0

cos 0

�
1� 2p

c
sin 0

� ; tan �2 =

2 sin2  0 � 1
p
c

+ sin 0(3� 4 sin2  0)

� cos 0

�
1 + 2p

c
sin 0 � 4 sin2  0

� :
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Figura 5.3: Les corbes representades en el pla ( 0; CJ ) s�on, per als valors de (p,q) assenyalats, les

de�nides per l'equaci�o sin 0 =
2� CJ + (p=q)2=3

2
p
3� CJ

Estudiar el n�umero de zeros de la funci�o E(�) a l'interval [0; 2�] ser�a el mateix que estudiar

el de l'equaci�o 3 cos x+cos(3x+s) = 0. D'aquesta tenim que s = arccos(3 cos x)�3x i d'aqu��

es dedueix que, �xat un valor s, nom�es hi ha dos valors de x que veri�quin la igualtat.

Aix�� doncs ja sabem que per a cada  0 i CJ admissibles tindrem dos valors de � veri�cant

(5.17). Veiem qu�e m�es podem dir segons els valors de p i q.

� Si p=q = 1, llavors usant que sin 0 =
p
c tenim

4E(�) =
1� c
p
c
(�3 cos � + (4c� 1) cos 3� )� cos 0(3 sin � + (3� 4c) sin 3� ):

Aquesta funci�o s'anul�la en � =  0 � �=2 i, per tant, aquestes s�on les dues �uniques

solucions. Per�o, per a aquests valors, cos a0 = cos(� �  0) = 0, i per tant aquestes

solucions no s�on admissibles.

� Si p=q 6= 1, llavors els valors � =  0��=2 no s�on soluci�o de E(�) = 0. Usant la primera

de les propietats vistes per a la funci�o E(�;  0), tindrem dues solucions �1 i �2 tals que



5.2 Cas pla 109

�2 � �1 = �. Aix�o implica que cos(�1 �  0) cos(�2 �  0) < 0 i, per tant, tindrem nom�es

un valor de � admissible (el que veri�qui cos a0 > 0).

Pel que acabem de veure no podem trobar �orbites peri�odiques 1-1 ressonants. Com ja

hem observat a la secci�o 1.2, les �orbites generadores associades a les �orbites p-q ressonants

s�on �orbites de bifurcaci�o de 1a esp�ecie-2a esp�ecie. Per p = q = 1 aquestes nom�es poden ser

de tipus 1 o 3. H�enon (en [13], pag 102) demostra que no hi ha �orbites de bifurcaci�o de 1a

esp�ecie-2a esp�ecie per a p = q = 1. Pel que fa a les �orbites generadores de tipus 3, aquestes

s�on cercles retr�ograds que en el cas p = q = 1 s�on de per��ode 2� i radi 1. Aix�o implica que P

i M s'han de tornar a trobar a la meitat del per��ode. Per�o pel que hem estat suposant �ns

ara, jr(t)� rM (t)j > �� per a t 2 (t1; t2), aix�o �es, no es poden trobar abans d'haver fet cada

un d'ells una volta (aproximadament). Aix�� doncs, tenim que no hi ha �orbites peri�odiques

1-1 ressonants.

En conclusi�o, �xats dos valors de p i q, amb algun d'ells diferent de 1, per a cada valor

admissible de CJ existeix un valor de  0 i un valor de � que garanteixen que l'�orbita �es p-q

ressonant i que les aplicacions exterior i interior coincideixen �ns ordre ��. A continuaci�o

veurem algunes de les �orbites trobades.

5.2.1 Exploracions num�eriques

En totes les exploracions num�eriques hem pres � = 0:4.

Fixats p, q i �, i variant CJ 2 (CJ1; CJ2) n
�
(p=q)2=3

	
, tindrem una fam��lia de (CJ ;  0; �)

admissibles, aix�o �es, veri�cant tots els requissits exposats abans. N'hem pres una mostra i,

per a cada un d'aquests triplets, hem calculat num�ericament, �ns a temps t = 2�q + "��,

la soluci�o exterior del problema restringit i la soluci�o aproximada el�l��ptica q
TB

(soluci�o de

(2.4)). Tamb�e hem calculat la soluci�o interior �ns a temps tf (vegeu (4.44)) i la soluci�o

hiperb�olica aproximada.

D'una banda hem controlat com varia cos a0 al llarg de cada fam��lia. A la �gura 5.4 veiem

com cos a0 tendeix a 1 quan CJ s'acosta als valors CJ1 i CJ2, els quals no s�on admissibles (en

aquests casos sin 0 = �1, valors no admesos. Vegeu la secci�o 3.2).

D'altra banda, hem calculat la difer�encia entre les posicions i velocitats �nals de l'�orbita

el�l��ptica que aproxima la soluci�o exterior i l'�orbita hiperb�olica que aproxima la soluci�o inte-
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Figura 5.4: Variaci�o de cosa0 segons els valors de CJ i per a diferents fam��lies d'�orbites p-q ressonants

rior, aix�o �es jr2e�r2f j (vegeu la �gura 5.1) i j _re� _rf j. Els resultats obtinguts poden veure's a

la �gura 5.5 per al cas p = 3 i q = 2 i � = 10�4 i � = 10�6. Aquestes difer�encies es mantenen

acotades excepte quan CJ s'aproxima a 3. Prop d'aquest valor la soluci�o real (soluci�o del

problema restringit calculada num�ericament) i l'aproximada s'allunyen l'una de l'altra. De

fet, CJ no s'acosta realment a 3, ja que CJ < CJ2 � 3, per�o per als valors de p i q que hem

pres, CJ2 w 3, ra�o per la qual en els gr�a�cs fets veiem apropar-se CJ a 3. Recordem, per�o,

que hav��em demanat 3 � CJ = O(1) (vegeu la secci�o 1.3) A m�es s'observen problemes per

trobar num�ericament �orbites el�l��ptiques soluci�o del problema de dos cossos per a valors de

CJ propers a

�
p

q

�2=3

. Recordem que aquest cas est�a excl�os ja que �es l'associat a �orbites de

col�lisi�o (vegeu (3.10)).
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Figura 5.5: Dist�ancia entre les posicions (dp) i velocitats (dv) de retorn a la bola B(M;�
�) entre les

�orbites aproximades el�l��ptica i hiperb�olica per a �orbites 3-2 ressonants. Cada valor de CJ (eix horitzontal)

ens d�ona dos �orbites admissibles (dos valors de ( 0; �)) per als valors p = 3, q = 2 i � la indicada. En

el cas � = 10�4 el forat correspon a valors propers a CJ =

�
3

2

�2=3

per als quals estem prop, per a la

soluci�o exterior, d'una �orbita kepleriana de col�lisi�o.

A continuaci�o exposem, en el sistema sideral, algunes de les �orbites amb condicions inicials

admissibles, totes elles per al valor � = 10�6. A la �gura 5.6 podem veure alguns exemples

d'�orbites 1-2 ressonants. A la �gura 5.7 hi ha una �orbita 2-3 ressonant i una 3-2 ressonant.

I a la �gura 5.8 dos exemples d'�orbites 2-1 ressonants.
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Figura 5.6: Exemples d'�orbites 1-2 ressonants per als diferents valors de la constant de Jacobi indicats

en cada cas
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Figura 5.7: Exemples d'�orbites 2-3 ressonants i 3-2 ressonants
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Figura 5.8: Exemples d'�orbites 2-1 ressonants per als valors de la constant de Jacobi assenyalats
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5.3 Cas espacial

Recordem que a la primera secci�o d'aquest cap��tol hav��em vist que, per a que les aplicacions

exterior i interior siguin iguals �es necessari primer, que el sistema (5.6) sigui compatible i

segon, que �� i � siguin soluci�o de (5.12). En el cas d'�orbites no planes, tenim que el

sistema (5.6) �es comptible nom�es si �0 = ��=2, amb � = �1. L'estudi del sistema (5.12)

dep�en de si la matriu associada al sistema (5.6) t�e rang 0 o 1.

A: El sistema d'equacions (5.6) es redueix al sistema 0=0 nom�es si  0� � = �=2+ k� per

a k 2 Z (vegeu la secci�o 5.1). En aquest cas ja hav��em vist que els valors que asseguren

la composici�o de les apliacions exterior i interior s�on

�� =

8><>:
�(�1)k

cos'
p
c

si cos � 6= 0;

indeterminat si cos � = 0;

i � qualsevol.

B: El sistema d'equacions (5.6) �es compatible i t�e rang 1 i, per tant, queda reduit a una

sola equaci�o. Veiem quina �es aquesta equaci�o. Aquest cas nom�es es pot donar si

 0 � � 6= �=2 + k� per a k 2 Z. D'una banda tindrem que �0 = 0 i, de (5.7), que

Ci = 0 per a tota i. D'altra banda F 6= 0 ja que estem suposant que el sistema t�e rang

1. Aix�� doncs, les tres equacions de (5.6) s�on de la forma

F Gi�� = 0:

Recordem que ja hav��em observat que Gi no pot ser zero per a tota i alhora. Per tant

la soluci�o de (5.6) ser�a �� = 0.

Vegem ara com s'escriu la segona equaci�o del sistema (5.12). Com �0 = ��=2 l'equaci�o

es reduir�a a

� sin 0�� =
cos' cos �

p
c

:

Com que �� = 0, tindrem que cos' cos � = 0. Per�o cos' 6= 0, ja que, en cas contrari

cos a0 = �1. Aix�� doncs, cos � = 0 i per tant � = �=2 +m� per a m 2 Z.

En conclusi�o, tenim la soluci�o �0 = ��=2 amb � = �1, � = �=2 +m� per a m 2 Z,

�� = 0 amb  0 6= k� per a k 2 Z i ' i �� qualssevol.
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An�alogament al cas d'�orbites planes, a les solucions trobades hem d'afegir les condicions

(3.7) i (3.10) trobades al cap��tol 3. En ser �0 6= 0 la segona d'elles es veri�ca autom�aticament

i la primera es redueix a

CJ = 2 +

�
p

q

�2=3

:

Donat que CJ < 3, d'aquesta relaci�o implica que nom�es podem tenir �orbites espacials p-q

ressonants que assegurin la composici�o de les aplicacions exterior i interior per a valors de p

i q tals que p < q.

Tot seguit veurem com s�on les condicions inicials de les �orbites espacials que veri�quen

les condicions anteriors i n'exposarem algunes de les trobades. En tots els casos �0 = ��=2

amb � = �1 i � pot prendre qualsevol valor. Comencem per observar que, de l'expressi�o

(3.25), tenim que

cos a = � sin' +O(�2�):

Com que cos a0 ha de ser estricatment positiu i no pot arribar a 1, d'una banda tindrem que

' ha de tenir el mateix signe que �0 i de l'altra, que no pot prendre els valors ��=2. Aix��

doncs podem escriure

' = � a
�

2

per a a 2 (0; 1).

Vegem qu�e podem dir de la resta de variables:

1. Cas en qu�e � = �=2 o � = 3�=2 i �� = 0. Fixat un valor de ' tindrem que les

coordenades de la posici�o inicial seran de la forma

x = �� 1; y = ��� cos'; z = �� sin':

Aix�o �es, totes les posicions de sortida possibles es troben sobre el pla x = � � 1. Pel

que fa a les coordenades de la velocitat inicial, independentment del valor de  0 i � 

i �ns ordre �2�, seran de la forma

_x = 0; _y = 0; _z = �v;

essent v el m�odul de la velocitat donat per la integral de Jacobi. Per tant, per a cada

posici�o inicial la velocitat ser�a perpendicular al pla xy. El gr�a�c de la �gura 5.9 pret�en

il�lustrar com s�on aquestes posici�o i velocitat inicials.
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x
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M ��

_ri

r2i

Figura 5.9: El vector r2i sobre la circumfer�encia de centre M i radi �� en el pla x = � � 1 representa

una posici�o incial de sortida per a �orbites espacials p-q ressonants i peri�odiques amb � = �=2 i �� = 0.

La velocitat inicial ve donada pel vector _ri que �es vertical al pla xy.

2. Cas en qu�e � = �=2 o � = 3�=2 i �� est�a indeterminat. D'una banda, la posici�o inicial

tindr�a les mateixes coordenades que en el cas anterior. Per altra banda, aquest cas

nom�es es pot donar si  0 = 0 o  0 = �. Aix�� doncs, les coordenades de la velocitat

incial es poden escriure, �ns ordre �2�, com

_x = ��v cos 0���
�; _y = 0; _z = �v:

3. Cas en qu�e � = a� per a a 2 [0; 2] n f1=2; 3=2g. Llavors sabem que  0 = � + �=2 + k�

per a k = 0; 1 i que �� = �(�1)k
cos'
p
c
. Pel que fa a la posici�o, com que � 6= �=2; 3�=2,

r2i no pot estar sobre el cercle intersecci�o de la bola B(M;��) i el pla x = �� 1 (casos

anteriors). Aix�o �es, les seves coordenades s�on

x = �� 1 + �� cos' cos �; y = �� cos' sin �; z = �� sin';

amb x 6= �� 1. Pel que fa a les coordenades del vector velocitat, �xats uns valors de �

i ' tindrem que, �ns ordre �2�, seran de la forma

_x = ��v
sin � cos'

p
c

��; _y = ��v
cos � cos'

p
c

��; _z = �v;
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essent v el m�odul de la velocitat donat per la integral de Jacobi. Observem que, malgrat

que � pot pendre qualsevol valor, aquest no interv�e en l'expressi�o de les coordenades

inicials en els primers termes dels seus desenvolupaments.

A continuaci�o exposem algunes de les �orbites trobades amb les condicions inicials expli-

citades abans. Els gr�a�cs que hi ha representats s�on les posicions del tercer cos obtingudes a

l'integrar les equacions del problema restringit �ns temps t = 2�q + "��.

Els exemples inclosos s�on tots per a �orbites amb �� = 0 i � = �=2 (primer cas exposat

abans). Aix�o �es, s�on �orbites tals que el vector posici�o inicial es troba sempre en el pla

x = ��1. A les �gures 5.10, 5.11 i 5.12 hi ha representades algunes d'aquestes �orbites. Per a

�orbites del tercer tipus (�� en general no nul) obtenim �orbites espacials similars (en forma)

a les exposades, pel que no n'hem incl�os cap gr�a�c.
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Figura 5.10: Exemples d'�orbites 1-2 ressonants per a � = �=2, �� = 0 i els valors de �0 i ' assenyalats

en cada cas

Fixats � = �=2 i �0 = �=2 hem fet variar ' a l'interval (0; �=2) de manera que obtenim

una fam��lia d'�orbites. Per a cada una d'elles hem calculat la soluci�o exterior aproximada

(�orbite el�l��ptica ) i la soluci�o interior aproximada (�orbita hiperb�olica) i la difer�encia entre les

seves posicions i velocitats en l'instant �nal. A la �gura 5.13 hi ha representades aquestes
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Figura 5.11: Exemples d'�orbites 1-3 ressonants per a � = �=2, �� = 0 i els valors de �0 i ' assenyalats

en cada cas
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Figura 5.12: Exemples d'�orbites 1-5 i 3-5 ressonants per a �0 = �=2, � = �=2, ' = 0:9�=2 i �� = 0
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difer�encies en variar ' per a �orbites 1-2 ressonants. Observem que la difer�encia entre velocitats

augmenta a mesura que ' s'acosta a �=2. Recordem que cos a0 = sin' i, per tant, quan '

s'acosta a �=2, cos a0 s'acosta a 1.
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Figura 5.13: Dist�ancia entre les posicions (dp) i velocitats (dv) de retorn a la bola B(M;�
�) entre les

�orbites aproximades el�l��ptica i hiperb�olica per a �orbites espacials 1-2 ressonants amb �0 = �=2, � = �=2

i �� = 0. En l'eix horitzontal hi ha representada la variable ' que varia de 0 a �=2.
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