Capitol 6

Exploracions Numeriques

Les exploracions numeriques que s’exposen en aquest capitol s’han dut a terme per al valor
del parametre de masses

1 = 0.3040187920674 x 107,

que és el corresponent al sistema Sol-(Terra+LLuna) d’acord amb els valors de les efemerides
de JPL. Inicialment reproduim algunes families d’orbites de segona espécie simetriques,
peridodiques i planes (SPSSS) i calculem, per a cada orbita, el seu parametre d’estabilitat
vertical. Un cop identificades quines sén les orbites critiques, busquem les families d’orbites

periodiques espaials bifurcades.

6.1 Estabilitat vertical

Considerant la importancia que tenen les orbites periodiques en estudi del problema res-
tringit de tres cossos, és natural lestudi de la seva estabilitat. En el problema restringit
pla és habitual separar I’estudi de 'estabilitat en dos: en el pla del moviment dels primaris
(horitzontal) i perpendicularment a ell (vertical).

En Plestudi de lestabilitat horitzontal esmentem els treballs de Hénon [10] i Guyot i
Hénon [14]. Pel que fa a lestabilitat vertical, citem el treball de Hénon [12] per al cas de
primaris amb masses iguals. Seguint aquest treball, introduim el que s’anomena parametre
d’estabilitat vertical.

Fixat un valor de pu, les orbites periodiques i simetriques s’agrupen en families unipa-
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122 Capitol 6. Exploracions Numeriques

rametriques, les quals estan representades per corbes caracteristiques en el pla (zg,Cy).
Donada una familia de SPSSS, volem estudiar com hi varia ’estabilitat vertical.
Suposem que tenim una orbita periddica amb condicions inicials (rg,p). Volem estudiar

com varien les variables (z, ) si modifiquem (2o, Zp). Siguin

z:gl(taanZ.O)a (6 1)

z= g?(ta 205 Z.O)a
i denotem per (22, 22) el seu valor al cap d’un periode 27 Es clar que una orbita periodica

correspon a un punt fix de aplicacié

20 22
—
20 Z9
Si modifiquem les condicions incials de la forma (zy + Az, 20 + AZp), Paplicacié ens donara

29 + Azy, 29 + AZy). Si ens quedem amb una aproximacié d’ordre 1, la relacié entre les
) q p

pertorbacions inicials i finals sera

Az ay b Az
2 _ v v 0 : (6.2)
Az"z Cy dv Az',’o
z . 0z . 0% . 0% .
on a, = a—ZO(QT, 20520), by = a—Z_O(QT, 20520), Cy = a—ZO(QT, 20,20), 1d, = 3—20(2T’ 20,20). Per

estudiar 'estabilitat del sistema caldra buscar els valors propis de la matriu anterior, que sén

les solucions de 'equacié
= aydy — bycy — (ay +dy)X+ A =0, (6.3)

Situem-nos en el cas d’orbites planes, periodiques i simetriques respecte de ’eix sinodic
ox. En aquest cas es pot comprovar que a, = d,, i per tant els valors propis de 'equacié (6.3)

seran

2y + /42 — 4
P 2% = ap /a2 — 1.

Si |ay| > 1 els sistema sera inestable, i, per tant, la condicié d’estabilitat sera |a,| < 1 o,
equivalentment,

a2 —1<0.
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De a, en diem el parametre d’estabilitat vertical. Per la simetria i periodicitat de les orbites,
ay €s pot escriure en termes de les derivades de z i Z respecte de les condicions incials avaluades

en mig periode. Denotem per

0z 0z 0% 0%
A, = —(T > B, = —(T ; = —(T 0) 1 Dy = —(T >
v 620( 320320)3 v 82’0( aZOaZO)a CU 620( 320320) 1 Ly 620( 720320)3

essent T' el semiperiode de I'orbita. Llavors se sap que a? — 1 = 44,B,C,D, i per tant una
SPSSS plana sera estable si
A,B,C,D, <0. (6.4)

Donada una familia de SPSSS planes, a, variara al llarg d’ella, de manera que tindrem
zones d’Orbites estables i d’orbites inestables. El pas d’una a ’altra es produira quan |a,| =1
o0, equivalentment, quan un dels parametres A,, B,, C, o D, es faci zero. Hénon (a [12])
anomena oOrbites critiques verticals a aquelles orbites planes amb a, = £1. En aquests punts
s’espera que la familia es trencard en noves branques formades per orbites que viuen a R3,
aixo és, fora del pla del moviment dels primaris. En concret Hénon diu:

...sembla que, en general, una oOrbita vertical critica representa la interseccié de la familia
d’orbites periodiques planes que estem considerant amb una familia d’orbites periodiques
3-dimensionals.

Aixi doncs, a I’hora de buscar aquestes families espacials hem de tenir en compte que
podem trobar quatre tipus d’orbites diferents segons sigui el parametre que s’anul-la a I’orbita

de bifurcacié. Tindrem els segiients casos (vegeu [12]):

1. Cas A, = 0. Denotarem per A, la familia d’orbites verticals generades a partir d’una
orbita critica amb A, = 0, i les condicions incials seran de la forma (xg,0, 29,0, 9o, 0).
Una idea aproximada de la forma de ’0rbita la tenim en la representacié superior

esquerra de la figura 6.1.

2. Cas B, = 0. Les condicions inicials de les orbites periodiques verticals d’aquest tipus
sé6n de la forma (z¢,0,0,0,90,20). La representaci6 superior dreta de la figura 6.1 ens
pot donar una idea de la seva forma. Denotarem per B, aquesta familia d’orbites

verticals.

3. Cas C, = 0. En aquest cas les condicions inicials seran de la forma (z, 0, 29, 0, 90, 0) i
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s’obtenen orbites periodiques de forma aproximada a la que podeu veure en la tercera

representacié de la figura 6.1. De la familia a la qual pertanyen en direm C,.

4. Cas D, = 0. Les orbites periodiques de la familia, que denotarem per D,, tenen
condicions incials de la forma (z,0,0,0, 9o, 29). Vegeu la representacié inferior dreta

de la figura 6.1.

(€) Cy =0 (d) D, =0

Figura 6.1: Representacié qualitativa de les orbites periodiques espacials no planes (linies de punts)

originades a partir de les orbites critiques planes
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Tal i com diu Hénon a [12], el raonament a partir del qual es fa aquesta classificaci6
només és valid per a Iaproximacié lineal. Tot i aix0, sembla suficient per justificar la re-
cerca de families que parteixen d’orbites planes de segona especie critiques. Les exploracions

numeriques que hem dut a terme es troben exposades més endavant.

6.2 Parametre d’estabilitat vertical per SPSSS planes

Per tal de trobar orbites periodiques espaials, partirem d’una SPSSS plana amb parametre
d’estabilitat vertical |a,| = 1. Per aix0 ens cal veure com varia aquest parametre al llarg d’una
familia d’orbites periodiques de segona especie. Hem reproduit part de les families que estan
generades per orbites de xocs consecutius (OCC) pertanyents a les families de Hénon Ag, A1,
Bi, By i Ci9 (vegeu [11]). Aquestes sén orbites descrites pel tercer cos P i que intersequen
la trajectoria de M dues vegades: en temps —7 i 7. Hénon les classifica en diferents families
(vegeu la figura 6.2), que representa en el pla (7/7,n/7) (on n és 'anomalia excentrica del

tercer cos en el moment del xoc).

25 T T T T T
Cl2
2 L 4
B2
1.5} 1
A0
1r BL A
Al
0.5r¢ 1
0 1 1 1 1 1 1

Figura 6.2: Corbes caracteristiques en el pla (7/m,n/7) de les orbites de xocs consecutius generadores

d'orbites de segona espécie. Els punts marcats corresponen a orbites amb parametre d'estabilitat 1 o -1

Seguint el treball i les notacions de Gémez i Ollé [4], hem continuat aquestes families



126 Capitol 6. Exploracions Numeriques

per a g > 0, i hem obtingut A, AY, BY, BY i Cl, generades per OCC amb /7 € [0,3]
in/m €10,2.5]. Per tal de trobar-les hem pres les condicions inicials d’una orbita a xocs
consecutius. Aquestes sén de la forma (z,0,0,90), aixi que sortim d’un tall perpendicular
a l'eix oz sinodic. Com que estem treballant amb una p propera a zero, aquesta orbita
passara molt a prop de M, pero el tall amb I’eix no sera perpendicular. Amb un metode
corrector es modifiquen les condicions inicials per tal que el tall a prop del primari petit
sigui perpendicular. I amb un meétode de continuacié es prediuen les condicions incials de la
seglient SPSSS. Per a totes les orbites hem calculat el valor dels parametres A, B,, C, i Dy,
de manera que, per a cada familia de SPSSS, tenim 4 corbes. A les figures 6.3 i 6.4 es troben
representades, per a les families Af i C},, respectivament, les quatre corbes caracteristiques

respecte de T'/m (on T és el semiperiode de I'orbita).

05f | — 05 |

0 L R
05 05
1 1 1 1 1 1 1 1 1 I 1
0 05 1 15 2 2.5 3 0 05 1 15 2 2.5 3
Ay — By - Cv — Dv ——
(a) Corbes A, i By (b) Corbes C, i B,

Figura 6.3: Corbes A,, B,, C, i D, per a la famila Afj. A I'eix horitzontal hi ha representada la variable
T/
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1 1 7
05 05
] ]
1 I I I T \\\\\ 1 I I I I
0.8 0.9 1 11 12 13 14 0.8 0.9 1 11 12 13 14
Av — By e v —o Dv -
(a) Corbes A, i By (b) Corbes C, i B,

Figura 6.4: Corbes A,, By, C, i D, per a la famila C%,. A I'eix horitzontal hi ha representada la variable

T/r.

6.3 Orbites periodiques espacials

A la secci6 6.1 hem vist que podem obtenir diferents tipus d’orbites peridodiques espacials a

partir d’una SPSSS plana critica segons quin dels parametres

0z 0z 0z 0z
8—%(T)a ”_8—20(T)’ C”_a_zo(T)’ "= 55

s’anul-la (T és el semiperiode de ’orbita plana). Les orbites espacials generades tenen unes

Av - (T)a

certes simetries que usarem per trobar-les (vegeu les representacions de la figura 6.1). Tin-

drem

e enelcas A, =01 D, =0, simetria respecte del pla zy.
e en el cas B, = 0, simetria respecte de l'eix z =y = 0.

e en el cas (), = 0, simetria respecte del pla zz.

Utilitzant aquestes simetries hem buscat orbites a l’espai provinents d’orbites planes
critiques de les families Af i CY,. En els segiients apartats exposem els resultats numeérics

trobats.
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(0.9997936609,-2.0005652880) | A, =0
(0.9885733735,-2.0001310691) | C, =0
(1.0102277444,-2.0052238813) | D, =0

Taula 6.1: Coordenades (g, 3o) inicials de I'dorbita critica plana i parametre que s'anul-la

6.3.1 Orbites espacials provinents d’orbites de la familia A}

En el cas de la familia A} ens hem centrat en les drbites amb semiperiode al voltant de 7/2,
on els parametres que s’anul-len sén A,, C, i D, (vegeu la figura 6.3 i, en detall, la figura
6.5). A la taula 6.1 hi ha les condicions incials (xg, ) de 1'orbita periodica i simétrica plana
que hem pres com a llavor inicial per buscar orbites espacials, aixi com el pardmetre que

s’anul-la.

0.4

03r

02F

01F

0

01 ¢

02+

0.3

I I I I i I I I I

0.4
04 042 044 046 048 05 0.52 054 0.56 0.58 0.6

Ay — Cv oo Dv

Figura 6.5: Parametres A,, C,, D, de la familia A/ per a drbites amb semiperiode proper a 7/2

Denotarem per A — A,,, Af — C, i A — D, les families d’drbites periddiques que trobem

a partir de cada una de les orbites planes assenyalades a la taula 6.1.

Familia Al — A,

Tal com ja hem dit, les condicions inicials d’una orbita periodica d’una familia A, sén de la

forma (z,0, 29,0, 90,0). Hem comengat amb una zy propera a 0 i hem continuat la familia
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per a valors positius i negatius de zy. A la figura 6.6 podem veure dos orbites

familia i a la figura 6.7 n’hi ha dibuixada una representacié més amplia.

0.01

-1
115

(a) (o, z0) = (0.9997999825, 0.0009999144)

d’aquesta

(b) (zo, 20) = (—0.6339241914, 0.7729937822)

Figura 6.6: Exemples de la familia A} — A,
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Figura 6.7: Orbites de la familia 4% — A,

A la figura 6.8 es troben representades algunes corbes caracteristiques de la familia: se-

miperiode (modul 7) versus zp, zg versus Cy i zg versus zg (on (zg, 0, 2p) és la posicid inicial).
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Observem que z pren valors entre [-1,1] mentre que el semiperiode (T") de les orbites oscil-la
entre [r/2,7]. Observem que, per a orbites properes a l’orbita plana de semiperiode 7/2,
el semiperiode passa a prendre valors propers a w. Després el semiperiode va disminuint a
mesura que disminueix la mida de les orbites que trobem (z( tendeix cap a —1).

Finalment hem projectat sobre els plans xy i xz les orbites trobades. Les representacions

es poden veure a la figura 6.9. Observem que es manté la simetria respecte de 1'eix ozx.
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Figura 6.8: Familia A}
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05y | -0.02
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-0.04 +
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Figura 6.9: Projeccions de les orbites espacials de la familia Af — A, sobre els plans zy i zz
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Familia Aﬁ —Cy

Com en la familia A — A,, les condicions inicials d’una orbita periddica d’una familia C,
també sén de la forma (xg,0, 29,0, 7o, 0), pero a diferencia de la familia anterior, no sén
simetriques respecte el pla z = 0. De nou el rang de variacié de zy és de [—1,1] com es pot
observar en els grafics de la figura 6.10 on hi ha representades algunes corbes caracteristiques
de la familia.

També aqui hem comencat amb una zy propera a 0 i hem continuat la familia per a
valors positius i negatius de zy. A la figura 6.11 podem veure uns exemples d’orbites d’a-
questa familia només per a valors positius de zy. Per a valors negatius d’aquesta coordenada

s’obtenen les orbites simetriques, respecte del pla xy, de les obtingudes per a valors zy > 0.

Familia A — D,

En aquest cas busquem orbites amb condicions inicials de la forma (zg,0,0,0, 9o, 29) a partir
de I'orbita plana trobada amb D, = 0 (vegeu la taula 6.1). Comencem amb valors de %
propers a 0 i continuem la familia per a valors positius i negatius d’aquesta coordenada. En
aquest cas és 2y qui varia entre [—1,1]. Uns exemples de les orbites que s’obtenen es pot

veure a la figura 6.12.

6.3.2 Orbites espacials provinents d’orbites de la familia Ch,

Hem buscat orbites a 'espai provinents d’orbites planes de la familia Cf, amb parametre
d’estabilitat +1 i amb semiperiode al voltant de . A la figura 6.4 es veu el comportament de
By, Cy, i D, al voltant de les orbites planes amb semiperiode proper a m (en I’eix horitzontal
estd representada la variable T'/mw. A, no s’anul-la en aquest entorn.

Hem pres l'orbita plana de condicions inicals (zg, 7o) = (0.99991455543, —1.63484969906),
que és propera a una orbita amb D, = 0, per trobar orbites periodiques i simetriques no planes
amb condicions inicials (g, 0, 0,0, 30, 20). Seguint la notacié emprada fins ara, la familia que
trobem serd Cl, — D,,.

Al grafic de la figura 6.13 hi ha representada la corba caracteristica (T'/m, zp) per a aquesta
familia. Analogament al que passava per a les families de tipus A,, el periode de les orbites

espacials poperes a I'orbita plana s’ha doblat.
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Figura 6.10: Familia Af — C,. Corbes caracteristiques.

Un exemple de les orbites que es troben es pot veure a la figura 6.14. Les seves projeccions

en els plans coordenats es poden veure a la figura 6.15.
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Figura 6.13: Familia C};, — D,

. T'/m versus zp.

Figura 6.14: Un exemple d'una orbita de la familia C{;, — D,
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Figura 6.15: Projeccions sobre els plans coordenats de |'orbita de la figura 6.14
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