
Cap��tol 6

Exploracions Num�eriques

Les exploracions num�eriques que s'exposen en aquest cap��tol s'han dut a terme per al valor

del par�ametre de masses

� = 0:3040187920674 � 10�5;

que �es el corresponent al sistema Sol-(Terra+LLuna) d'acord amb els valors de les efem�erides

de JPL. Inicialment reprodu��m algunes fam��lies d'�orbites de segona esp�ecie sim�etriques,

peri�odiques i planes (SPSSS) i calculem, per a cada �orbita, el seu par�ametre d'estabilitat

vertical. Un cop identi�cades quines s�on les �orbites cr��tiques, busquem les fam��lies d'�orbites

peri�odiques espaials bifurcades.

6.1 Estabilitat vertical

Considerant la import�ancia que tenen les �orbites peri�odiques en l'estudi del problema res-

tringit de tres cossos, �es natural l'estudi de la seva estabilitat. En el problema restringit

pla �es habitual separar l'estudi de l'estabilitat en dos: en el pla del moviment dels primaris

(horitzontal) i perpendicularment a ell (vertical).

En l'estudi de l'estabilitat horitzontal esmentem els treballs de H�enon [10] i Guyot i

H�enon [14]. Pel que fa a l'estabilitat vertical, citem el treball de H�enon [12] per al cas de

primaris amb masses iguals. Seguint aquest treball, introdu��m el que s'anomena par�ametre

d'estabilitat vertical.

Fixat un valor de �, les �orbites peri�odiques i sim�etriques s'agrupen en fam��lies unipa-
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122 Cap��tol 6. Exploracions Num�eriques

ram�etriques, les quals estan representades per corbes caracter��stiques en el pla (x0; CJ).

Donada una fam��lia de SPSSS, volem estudiar com hi varia l'estabilitat vertical.

Suposem que tenim una �orbita peri�odica amb condicions inicials (r0; _r0). Volem estudiar

com varien les variables (z; _z) si modi�quem (z0; _z0). Siguin

z = g1(t; z0; _z0);

_z = g2(t; z0; _z0);

(6.1)

i denotem per (z2; _z2) el seu valor al cap d'un per��ode 2T . �Es clar que una �orbita peri�odica

correspon a un punt �x de l'aplicaci�o0@z0
_z0

1A �!

0@z2
_z2

1A :

Si modi�quem les condicions incials de la forma (z0 +�z0; _z0 +� _z0), l'aplicaci�o ens donar�a

(z2 + �z2; _z2 + � _z2). Si ens quedem amb una aproximaci�o d'ordre 1, la relaci�o entre les

pertorbacions inicials i �nals ser�a0@ �z2

�_z2

1A =

0@ av bv

cv dv

1A0@ �z0

�_z0

1A ; (6.2)

on av =
@z

@z0
(2T; z0; _z0), bv =

@z

@ _z0
(2T; z0; _z0), cv =

@ _z

@z0
(2T; z0; _z0), i dv =

@ _z

@ _z0
(2T; z0; _z0). Per

estudiar l'estabilitat del sistema caldr�a buscar els valors propis de la matriu anterior, que s�on

les solucions de l'equaci�o������ av � � bv

cv dv � �

������ = avdv � bvcv � (av + dv)�+ �2 = 0: (6.3)

Situem-nos en el cas d'�orbites planes, peri�odiques i sim�etriques respecte de l'eix sin�odic

ox. En aquest cas es pot comprovar que av = dv i per tant els valors propis de l'equaci�o (6.3)

seran

� =
2av �

p
4a2v � 4

2
= av �

p
a2v � 1:

Si javj � 1 els sistema ser�a inestable, i, per tant, la condici�o d'estabilitat ser�a jav j < 1 o,

equivalentment,

a2v � 1 < 0:
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De av en diem el par�ametre d'estabilitat vertical. Per la simetria i periodicitat de les �orbites,

av es pot escriure en termes de les derivades de z i _z respecte de les condicions incials avaluades

en mig per��ode. Denotem per

Av =
@z

@z0
(T; z0; _z0); Bv =

@z

@ _z0
(T; z0; _z0); Cv =

@ _z

@z0
(T; z0; _z0) i Dv =

@ _z

@ _z0
(T; z0; _z0);

essent T el semiper��ode de l'�orbita. Llavors se sap que a2v � 1 = 4AvBvCvDv i per tant una

SPSSS plana ser�a estable si

AvBvCvDv < 0: (6.4)

Donada una fam��lia de SPSSS planes, av variar�a al llarg d'ella, de manera que tindrem

zones d'�orbites estables i d'�orbites inestables. El pas d'una a l'altra es produir�a quan javj = 1

o, equivalentment, quan un dels par�ametres Av, Bv, Cv o Dv es faci zero. H�enon (a [12])

anomena �orbites cr��tiques verticals a aquelles �orbites planes amb av = �1. En aquests punts

s'espera que la fam��lia es trencar�a en noves branques formades per �orbites que viuen a R3 ,

aix�o �es, fora del pla del moviment dels primaris. En concret H�enon diu:

...sembla que, en general, una �orbita vertical cr��tica representa la intersecci�o de la fam��lia

d'�orbites peri�odiques planes que estem considerant amb una fam��lia d'�orbites peri�odiques

3-dimensionals.

Aix�� doncs, a l'hora de buscar aquestes fam��lies espacials hem de tenir en compte que

podem trobar quatre tipus d'�orbites diferents segons sigui el par�ametre que s'anul�la a l'�orbita

de bifurcaci�o. Tindrem els seg�uents casos (vegeu [12]):

1. Cas Av = 0. Denotarem per Av la fam��lia d'�orbites verticals generades a partir d'una

�orbita cr��tica amb Av = 0, i les condicions incials seran de la forma (x0; 0; z0; 0; _y0; 0).

Una idea aproximada de la forma de l'�orbita la tenim en la representaci�o superior

esquerra de la �gura 6.1.

2. Cas Bv = 0. Les condicions inicials de les �orbites peri�odiques verticals d'aquest tipus

s�on de la forma (x0; 0; 0; 0; _y0; _z0). La representaci�o superior dreta de la �gura 6.1 ens

pot donar una idea de la seva forma. Denotarem per Bv aquesta fam��lia d'�orbites

verticals.

3. Cas Cv = 0. En aquest cas les condicions inicials seran de la forma (x0; 0; z0; 0; _y0; 0) i
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s'obtenen �orbites peri�odiques de forma aproximada a la que podeu veure en la tercera

representaci�o de la �gura 6.1. De la fam��lia a la qual pertanyen en direm Cv.

4. Cas Dv = 0. Les �orbites peri�odiques de la fam��lia, que denotarem per Dv , tenen

condicions incials de la forma (x0; 0; 0; 0; _y0; _z0). Vegeu la representaci�o inferior dreta

de la �gura 6.1.
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(a) Av = 0

P
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(b) Bv = 0

P
Q

(c) Cv = 0

P

P’ Q

(d) Dv = 0

Figura 6.1: Representaci�o qualitativa de les �orbites peri�odiques espacials no planes (l��nies de punts)

originades a partir de les �orbites cr��tiques planes
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Tal i com diu H�enon a [12], el raonament a partir del qual es fa aquesta classi�caci�o

nom�es �es v�alid per a l'aproximaci�o lineal. Tot i aix�o, sembla su�cient per justi�car la re-

cerca de fam��lies que parteixen d'�orbites planes de segona esp�ecie cr��tiques. Les exploracions

num�eriques que hem dut a terme es troben exposades m�es endavant.

6.2 Par�ametre d'estabilitat vertical per SPSSS planes

Per tal de trobar �orbites peri�odiques espaials, partirem d'una SPSSS plana amb par�ametre

d'estabilitat vertical javj = 1. Per aix�o ens cal veure com varia aquest par�ametre al llarg d'una

fam��lia d'�orbites peri�odiques de segona esp�ecie. Hem reprodu��t part de les fam��lies que estan

generades per �orbites de xocs consecutius (OCC) pertanyents a les fam��lies de H�enon A0, A1,

B1, B2 i C12 (vegeu [11]). Aquestes s�on �orbites descrites pel tercer cos P i que intersequen

la traject�oria de M dues vegades: en temps �� i � . H�enon les classi�ca en diferents fam��lies

(vegeu la �gura 6.2), que representa en el pla (�=�; �=�) (on � �es l'anomalia exc�entrica del

tercer cos en el moment del xoc).
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Figura 6.2: Corbes caracter��stiques en el pla (�=�; �=�) de les �orbites de xocs consecutius generadores

d'�orbites de segona esp�ecie. Els punts marcats corresponen a �orbites amb par�ametre d'estabilitat 1 o -1

Seguint el treball i les notacions de G�omez i Oll�e [4], hem continuat aquestes fam��lies
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per a � > 0, i hem obtingut A
�

0 , A
�

1 , B
�

1 , B
�

2 i C
�

12 generades per OCC amb �=� 2 [0; 3]

i �=� 2 [0; 2:5]. Per tal de trobar-les hem pres les condicions inicials d'una �orbita a xocs

consecutius. Aquestes s�on de la forma (x0; 0; 0; _y0), aix�� que sortim d'un tall perpendicular

a l'eix ox sin�odic. Com que estem treballant amb una � propera a zero, aquesta �orbita

passar�a molt a prop de M , per�o el tall amb l'eix no ser�a perpendicular. Amb un m�etode

corrector es modi�quen les condicions inicials per tal que el tall a prop del primari petit

sigui perpendicular. I amb un m�etode de continuaci�o es prediuen les condicions incials de la

seg�uent SPSSS. Per a totes les �orbites hem calculat el valor dels par�ametres Av, Bv, Cv i DV ,

de manera que, per a cada fam��lia de SPSSS, tenim 4 corbes. A les �gures 6.3 i 6.4 es troben

representades, per a les fam��lies A
�

0 i C
�

12 respectivament, les quatre corbes caracter��stiques

respecte de T=� (on T �es el semiper��ode de l'�orbita).
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Figura 6.3: Corbes Av , Bv, Cv i Dv per a la fam��la A
�
0
. A l'eix horitzontal hi ha representada la variable

T=�.
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Figura 6.4: Corbes Av , Bv , Cv i Dv per a la fam��la C
�
12
. A l'eix horitzontal hi ha representada la variable

T=�.

6.3 �Orbites peri�odiques espacials

A la secci�o 6.1 hem vist que podem obtenir diferents tipus d'�orbites peri�odiques espacials a

partir d'una SPSSS plana cr��tica segons quin dels par�ametres

Av =
@z

@z0
(T ); Bv =

@z

@ _z0
(T ); Cv =

@ _z

@z0
(T ); Dv =

@ _z

@ _z0
(T );

s'anul�la (T �es el semiper��ode de l'�orbita plana). Les �orbites espacials generades tenen unes

certes simetries que usarem per trobar-les (vegeu les representacions de la �gura 6.1). Tin-

drem

� en el cas Av = 0 i Dv = 0, simetria respecte del pla xy.

� en el cas Bv = 0, simetria respecte de l'eix z = y = 0.

� en el cas Cv = 0, simetria respecte del pla xz.

Utilitzant aquestes simetries hem buscat �orbites a l'espai provinents d'�orbites planes

cr��tiques de les fam��lies A
�

0 i C
�

12. En els seg�uents apartats exposem els resultats num�erics

trobats.
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(0.9997936609,-2.0005652880) Av = 0

(0.9885733735,-2.0001310691) Cv = 0

(1.0102277444,-2.0052238813) Dv = 0

Taula 6.1: Coordenades (x0; _y0) inicials de l'�orbita cr��tica plana i par�ametre que s'anul�la

6.3.1 �Orbites espacials provinents d'�orbites de la fam��lia A
�

0

En el cas de la fam��lia A
�

0 ens hem centrat en les �orbites amb semiper��ode al voltant de �=2,

on els par�ametres que s'anul�len s�on Av, Cv i Dv (vegeu la �gura 6.3 i, en detall, la �gura

6.5). A la taula 6.1 hi ha les condicions incials (x0; _y0) de l'�orbita peri�odica i sim�etrica plana

que hem pres com a llavor inicial per buscar �orbites espacials, aix�� com el par�ametre que

s'anul�la.
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Figura 6.5: Par�ametres Av, Cv , Dv de la fam��lia A
�
0
per a �orbites amb semiper��ode proper a �=2

Denotarem per A
�

0 �Av, A
�

0 �Cv i A
�

0 �Dv les fam��lies d'�orbites peri�odiques que trobem

a partir de cada una de les �orbites planes assenyalades a la taula 6.1.

Fam��lia A
�

0 �Av

Tal com ja hem dit, les condicions inicials d'una �orbita peri�odica d'una fam��lia Av s�on de la

forma (x0; 0; z0; 0; _y0; 0). Hem comen�cat amb una z0 propera a 0 i hem continuat la fam��lia
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per a valors positius i negatius de z0. A la �gura 6.6 podem veure dos �orbites d'aquesta

fam��lia i a la �gura 6.7 n'hi ha dibuixada una representaci�o m�es �amplia.
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Figura 6.6: Exemples de la fam��lia A
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Figura 6.7: �Orbites de la fam��lia A
�
0
�Av

A la �gura 6.8 es troben representades algunes corbes caracter��stiques de la fam��lia: se-

miper��ode (m�odul �) versus z0, z0 versus CJ i z0 versus x0 (on (x0; 0; z0) �es la posici�o inicial).
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Observem que z0 pren valors entre [-1,1] mentre que el semiper��ode (T ) de les �orbites oscil�la

entre [�=2; �]. Observem que, per a �orbites properes a l'�orbita plana de semiper��ode �=2,

el semiper��ode passa a prendre valors propers a �. Despr�es el semiper��ode va disminuint a

mesura que disminueix la mida de les �orbites que trobem (x0 tendeix cap a �1).

Finalment hem projectat sobre els plans xy i xz les �orbites trobades. Les representacions

es poden veure a la �gura 6.9. Observem que es mant�e la simetria respecte de l'eix ox.
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Figura 6.8: Fam��lia A
�
0
�Av. Corbes caracter��stiques.
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Figura 6.9: Projeccions de les �orbites espacials de la fam��lia A
�
0
�Av sobre els plans xy i xz
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Fam��lia A
�

0 �Cv

Com en la fam��lia A
�

0 � Av, les condicions inicials d'una �orbita peri�odica d'una fam��lia Cv

tamb�e s�on de la forma (x0; 0; z0; 0; _y0; 0), per�o a difer�encia de la fam��lia anterior, no s�on

sim�etriques respecte el pla z = 0. De nou el rang de variaci�o de z0 �es de [�1; 1] com es pot

observar en els gr�a�cs de la �gura 6.10 on hi ha representades algunes corbes caracter��stiques

de la fam��lia.

Tamb�e aqu�� hem comen�cat amb una z0 propera a 0 i hem continuat la fam��lia per a

valors positius i negatius de z0. A la �gura 6.11 podem veure uns exemples d'�orbites d'a-

questa fam��lia nom�es per a valors positius de z0. Per a valors negatius d'aquesta coordenada

s'obtenen les �orbites sim�etriques, respecte del pla xy, de les obtingudes per a valors z0 > 0.

Fam��lia A
�

0 �Dv

En aquest cas busquem �orbites amb condicions inicials de la forma (x0; 0; 0; 0; _y0; _z0) a partir

de l'�orbita plana trobada amb Dv = 0 (vegeu la taula 6.1). Comencem amb valors de _z0

propers a 0 i continuem la fam��lia per a valors positius i negatius d'aquesta coordenada. En

aquest cas �es _z0 qui varia entre [�1; 1]. Uns exemples de les �orbites que s'obtenen es pot

veure a la �gura 6.12.

6.3.2 �Orbites espacials provinents d'�orbites de la fam��lia C
�

12

Hem buscat �orbites a l'espai provinents d'�orbites planes de la fam��lia C
�

12 amb par�ametre

d'estabilitat �1 i amb semiper��ode al voltant de �. A la �gura 6.4 es veu el comportament de

Bv, Cv i Dv al voltant de les �orbites planes amb semiper��ode proper a � (en l'eix horitzontal

est�a representada la variable T=�. Av no s'anul�la en aquest entorn.

Hem pres l'�orbita plana de condicions inicals (x0; _y0) = (0:99991455543;�1:63484969906),

que �es propera a una �orbita ambDv = 0, per trobar �orbites peri�odiques i sim�etriques no planes

amb condicions inicials (x0; 0; 0; 0; _y0; _z0). Seguint la notaci�o emprada �ns ara, la fam��lia que

trobem ser�a C
�

12 �Dv.

Al gr�a�c de la �gura 6.13 hi ha representada la corba caracter��stica (T=�; z0) per a aquesta

fam��lia. An�alogament al que passava per a les fam��lies de tipus Av , el per��ode de les �orbites

espacials poperes a l'�orbita plana s'ha doblat.
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Figura 6.10: Fam��lia A
�
0
� Cv . Corbes caracter��stiques.

Un exemple de les �orbites que es troben es pot veure a la �gura 6.14. Les seves projeccions

en els plans coordenats es poden veure a la �gura 6.15.
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