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Introduccion

Las integrales elipticas fueron objeto de atencién de importantes matemaéticos
y fisicos del siglo XIX. Esto llevé al estudio de las curvas elipticas y, posterior-
mente, al de las curvas modulares. Las propiedades aritméticas de las curvas
modulares han situado a éstas en un puesto destacado en el campo de la Teoria
de Numeros.

Asi, Yutaka Taniyama [Tan55] enuncid, en el afio 1955, una importante
conjetura que relacionaba las curvas modulares y las curvas elipticas definidas
sobre Q. Mas tarde, Goro Shimura preciso el enunciado de esta conjetura que,
sin embargo, sélo llegé a ser ampliamente conocida tras su publicacién en
un articulo de André Weil en 1967 [Wei67]. Dicha conjetura, conocida como
Conjetura de Shimura- Taniyama- Weil, establecia:

“Para toda curva eliptica E definida sobre Q de conductor geométrico N,
existe un morfismo no constante m : Xo(N) — E definido sobre Q.”

Equivalentemente, esta conjetura afirma que existe una forma modular de peso
2 de T'y(N) tal que las funciones L asociadas a la forma modular y a la curva
eliptica coinciden. Asi, la informacién aritmético-geométrica almacenada en la
funcién L de la curva eliptica se puede obtener a partir de la forma modular
correspondiente.

Esta conjetura ha sido de gran importancia en el desarrollo de la moder-
na Teoria de Numeros y, mas concretamente, en la Geometria Aritmética. La
constatacion de que ésta implicaba el Ultimo teorema de Fermat proporciond
un impulso notable para conseguir su demostracién. Andrew Wiles [Wil95],
con la ayuda de Richard Taylor [TW95], demostré esta conjetura para el ca-
so semiestable, condicién suficiente para probar el tltimo teorema de Fermat
como habfa demostrado Kenneth Ribet [Rib90]. Este resultado mostraba la

1



2 Introduccion

potencia de las curvas modulares en la resolucién de problemas diofanticos.
Recientemente, esta conjetura ha sido demostrada en su totalidad por Chris-
tophe Breuil, Brian Conrad, Fred Diamond y Richard Taylor [BCDTO01].

Una vez demostrada la conjetura de Shimura-Taniyama-Weil, parece na-
tural determinar otras familias de curvas que sean modulares, entendida la
modularidad de una curva como la propiedad de admitir un recubrimiento
desde alguna curva modular X (V). Este es el punto de partida de esta tesis.
Mas concretamente, nuestro objetivo es el estudio de las curvas hiperelipticas
que son modulares. El interés suscitado por dichas curvas aparece por varias
razones. En primer lugar, las curvas hiperelipticas son la generalizacién natu-
ral de las curvas elipticas para género mayor que 1, ya que estan caracterizadas
por el hecho de admitir morfismos de grado 2 sobre la recta proyectiva. En
segundo lugar, dichas curvas han sido ampliamente estudiadas y conocemos
muchas de sus propiedades; en particular, las curvas hiperelipticas son descri-
tas por ecuaciones explicitas de la forma y? = F(z), donde F es un polinomio
de grado mayor que 4 sin raices multiples. Por ultimo, el interés en las curvas
hiperelipticas definidas sobre cuerpos finitos de género pequeno ha aumenta-
do considerablemente desde que son consideradas para usos criptograficos. En
este sentido, son de especial interés aquéllas que se obtienen como reduccion
de curvas hiperelipticas definidas sobre Q cuya jacobiana es modular. Esto es
debido a que la congruencia de Eichler-Shimura permite el uso de un método
propio para el recuento del niimero de puntos sobre un cuerpo finito, basado
en la accién de los operadores de Hecke sobre las diferenciales regulares.

El estudio y la obtencién de ecuaciones de curvas modulares que son hipe-
relipticas han sido realizados por diferentes autores. Andrew P. Ogg [Ogg74]
determiné qué curvas modulares Xo(/N) son hiperelipticas. En concreto, de-
mostré que los unicos valores posibles son N = 22, 23, 26, 28, 29, 30, 31, 33, 37,
39,40, 41,46,47,48,50,59 y 71. Ecuaciones para todas estas curvas fueron cal-
culadas por Josep Gonzélez [Gon91]. Jean-Frangois Mestre [Mes81] demostré
que N = 13,16 y 18 son los unicos valores para los que la curva modular
X1(N) es hipereliptica y Markus A.Reichert [Rei84] calcul6 ecuaciones para
estas curvas. Mds tarde, Noburo Ishii y Fumiyuki Momose [IM91] demostra-
ron que ningin subrecubrimiento propio de X;1(N) — X(IV) es hipereliptico.
Desde un punto de vista un poco méas general, Yuji Hasegawa y Ki-ichiro
Hashimoto ([HH96], [Has97]) determinaron algunos cocientes modulares hipe-
relipticos y ecuaciones para éstos. Concretamente, determinaron los valores de
N para los cuales las curvas X;j(N) := Xo(IV)/B(N), donde B(IN) denota el
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grupo de involuciones de Atkin-Lehner, son hiperelipticas. Por ultimo, Yuji
Hasegawa y Masahiro Furumoto ([FH99], [Has95]) determinaron y calcularon
ecuaciones para todas las curvas hiperelipticas obtenidas como cocientes de
Xo(N) por subgrupos propios de B(N).

Nuestro enfoque es méas general, ya que estamos interesados en el estudio
y determinacién computacional de las curvas hiperelipticas C' definidas sobre
Q que son modulares, en el sentido de que exista un morfismo no constante
m ¢ Xi(N) — C definido sobre Q. El estudio de curvas de género mayor
que 1 definidas sobre @Q (no necesariamente hiperelipticas) que son modulares
presenta diferencias notables respecto del caso de curvas elipticas definidas
sobre QQ, ya que estas ultimas se identifican con sus jacobianas y, ademas,
como variedades abelianas son Q-simples. Asi, para una curva modular C
sobre Q de género 1 siempre existe un morfismo no constante 7 : X1(N) — C
tal que el correspondiente morfismo entre las jacobianas factoriza a través de
la parte nueva de la jacobiana de X;(N). No obstante, esta condicién no puede
garantizarse para curvas de género mayor que 1. Llamaremos curvas modulares
nuevas de nivel N a aquéllas que satisfacen dicha condicién. Esta familia de
curvas contiene a todas las curvas elipticas definidas sobre QQ y nuestro estudio
se restringird a las curvas modulares nuevas que son hiperelipticas.

A diferencia del caso eliptico y de manera sorprendente, el conjunto de cur-
vas hiperelipticas modulares nuevas es finito, tal como se demuestra en esta
tesis. Tras haber obtenido este inesperado resultado, nuestro objetivo se ha en-
caminado a la determinacion de estas curvas, es decir, a encontrar ecuaciones
y los correspondientes morfismos que las hacen modulares. Para ello, hemos
acotado sus géneros y encontrado condiciones sobre los niveles correspondien-
tes. Creando paquetes computacionales, que recogian los resultados tedricos
demostrados, y utilizando propiedades de las curvas modulares y de las curvas
hiperelipticas, hemos conseguido probar que solamente existen 213 de tales
curvas con género 2 y encontrado ecuaciones para cada una de ellas. Para el
caso de género mayor que 2, hemos calculado 75 de tales curvas y presentamos
evidencias numeéricas que sugieren que éstas son todas las curvas hiperelipticas
modulares nuevas.

La memoria se ha organizado en siete capitulos. Los dos primeros se de-
dican a recopilar resultados conocidos y fijar notaciones acerca de las curvas
modulares e hiperelipticas. Los cinco capitulos restantes contienen nuestras
aportaciones originales y se dividen en dos partes bien diferenciadas. La pri-
mera parte consta del capitulo 3 y en ella se recogen los resultados tedricos
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mas importantes de este trabajo. El resto de capitulos tiene un claro contenido
computacional destinado a materializar y completar los resultados obtenidos
en el capitulo 3.

El capitulo 1 estd dedicado a las curvas modulares que se obtienen como
subrecubrimientos de X;(N) — Xy(N). En él, se presenta un resumen de
resultados conocidos acerca de estas curvas, los cuales seran utilizados poste-
riormente. De manera especial, se abarca la teoria de formas nuevas, la accién
del grupo de automorfismos formado por los operadores diamante y las in-
voluciones de Weil sobre éstas y la descomposicién de las jacobianas de tales
curvas, tanto sobre Q como sobre Q.

En el capitulo 2 se presenta un resumen sobre curvas hiperelipticas. Se
trata con especial interés los resultados relativos a las ecuaciones de la forma
y?> = F(z), donde F es un polinomio sin raices miiltiples, para el caso en el cual
el cuerpo de definicidon no es algebraicamente cerrado. Ademads, se muestran
resultados concernientes a isomorfismos e involuciones de éstas.

El capitulo 3 es el niicleo tedrico de la memoria. En primer lugar, se intro-
ducen los principales objetos de estudio, esto es, las curvas que son recubiertas
por alguna curva modular X;(N) y que, atin a riesgo de confusién, seguiremos
llamando curvas modulares. Definimos las nociones de curva modular nueva
y primitiva. A continuacién, se estudian las curvas hiperelipticas modulares
nuevas definidas sobre Q. Obtenemos resultados que nos permitiran determi-
nar y calcular de manera efectiva ecuaciones para estas curvas. Terminamos
el capitulo demostrando el resultado tedérico principal de este trabajo, que nos
asegura que solamente hay un ntmero finito de curvas hiperelipticas modula-
res nuevas definidas sobre Q, salvo Q-isomorfismo, toda ellas de género menor
o igual que 10.

En el capitulo 4 calculamos todas las curvas modulares nuevas definidas
sobre Q de género 2. Para ello, utilizando los resultados tedricos obtenidos en
el capitulo 3 se han elaborado programas en MATHEMATICA y GP-PARI, que
han estado trabajando durante mas de doce meses de forma ininterrumpida.
Posteriormente, utilizando propiedades de las curvas hiperelipticas y modula-
res, hemos podido establecer criterios para cribar las soluciones correctas de
entre las proporcionadas por el programa. Finalmente, demostramos que el
total de estas curvas es 213.

El capitulo 5 esta dedicado al calculo del resto de curvas hiperelipticas
modulares nuevas definidas sobre Q. Para ello, mejoramos algunos de los re-
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sultados obtenidos en el capitulo 3. En concreto, damos restricciones sobre los
posibles niveles y géneros de estas curvas. Con estos resultados, elaboramos
un programa en MAGMA que nos permite reconocer si en un cierto nivel N
existen curvas hiperelipticas modulares nuevas y, en tal caso, determinarlas.
Con este programa, hemos calculado todas estas curvas para el caso de género
mayor que 2 y nivel menor que uno dado. Por dltimo, mostramos evidencias
numéricas que nos permiten conjeturar que las curvas hiperelipticas modulares
nuevas definidas sobre QQ que aparecen en esta tesis completan el conjunto de
tales curvas.

Todas las ecuaciones de las curvas hiperelipticas modulares nuevas defini-
das sobre Q aqui calculadas se muestran en el capitulo 6. También se presentan
ecuaciones de las Q-curvas cocientes de las curvas modulares nuevas de género
2 cuando sus jacobianas son Q-simples y no Q-simples.

Por 1ltimo, en el capitulo 7 mostramos ejemplos de curvas modulares no
nuevas. Estas curvas se han obtenido a partir de algunas de las curvas que
aparecen en el capitulo 6, utilizando coincidencias que hemos detectado cuando
en un mismo nivel aparecen varias curvas hiperelipticas nuevas. Estos ejemplos
nos permiten mostrar el mayor abanico de situaciones que presentan las curvas
modulares con género mayor que 1 en relacién al caso eliptico.

Los resultados obtenidos en el capitulo 4 para el caso en el cual la jacobiana
es Q-simple estdn recogidos en el articulo conjunto con Josep Gonzalez titulado
“Modular curves of genus 2”7, que ha sido aceptado para su publicaciéon en
Mathematics of Computation. La mayor parte del resto de resultados forman
parte de un trabajo conjunto con Matthew H. Baker y Bjorn Poonen sobre
curvas modulares, no necesariamente hiperelipticas, y que contiene resultados
de finitud maés generales. La prepublicacién conjunta con Matthew H. Baker,
Josep Gonzalez y Bjorn Poonen lleva por titulo “Finiteness results for modular
curves of genus at least 2”7 y sera sometida préximamente para su publicacion.

En esta tesis hemos traducido al castellano los términos angléfonos utili-
zados usualmente en la literatura de formas modulares. Asi, hemos utilizado
los términos forma parabdlica, forma propia, forma nueva y torcimiento para
hacer referencia a los términos cusp form, eigenform, newform y twist res-
pectivamente. Aunque hemos seguido utilizando la notaciéon habitual en este
contexto, esto es, So(N)"eW, Sy (N)OM Jy (N)PeW y Jp (N)°d,
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Capitulo 1

Curvas modulares

En este capitulo presentamos un resumen de resultados conocidos sobre las
curvas modulares que serdn usados en esta tesis. Las principales referencias
utilizadas para este resumen han sido [Shi7la], [DDT94] y [Roh97]. En ellas
se encuentran la mayoria de las demostraciones de los resultados que enuncia-
remos a lo largo de este capitulo.

1.1 Curvas modulares

Sea H = {z € C|Im z > 0} el semiplano superior de Poincaré. El grupo
modular SLy(Z) actua en H mediante transformaciones lineales fraccionarias.
Se define el grupo principal de congruencias de nivel N como

P(N)—{@ Z)ESLQ(Z)‘I)ECEO (mod N),a =1 (modN)}.

Un subgrupo I' de SLy(Z) se dice que es un subgrupo de congruencias de nivel
N si contiene a I'(N).

Si I' es un subgrupo de congruencias, denotamos por Yr la superficie de
Riemann no compacta I'\H. Para compactificar Yt es suficiente con anadir el
conjunto finito de las érbitas de los elementos de P!(Q) bajo I'. Los elementos
que pertenecen a este conjunto son llamados puntas. A la inica punta que hay
en el infinito se la denota por ico. Denotamos por Xt dicha compactificacion
y sea H* = HUP'(Q), con lo que Xt = I'\H*. La superficie de Riemann Xt es

7



8 Capitulo 1. Curvas modulares

compacta y, por lo tanto, es una curva algebraica sobre C que recibe el nombre
de curva modular asociada a I.

En nuestro caso, estamos interesados en las curvas modulares asociadas a
los subgrupos de congruencias de nivel N siguientes:

To(N) = {(‘c‘ Z) € SLy(2) ’ c=0 (mod N)} :

I'(N) = {(Z Z) € To(N) ( a=1 (mod N)}.

Como es habitual, denotaremos a estas curvas por Xo(N) y X1(IV) respec-
tivamente. El grupo I'1(N) es un subgrupo normal de T'g(IN) y el cociente
To(N)/T1(N) es isomorfo a (Z/NZ)*. Cada subgrupo A de (Z/NZ)* deter-

mina el subgrupo de congruencias de nivel IV:

T(N,A) = {(‘CL Z) ETo(N) |4 (mod N) € A} ,

que tiene asociada una curva modular que denotamos por X (N, A). Ademads,
cualquier grupo I' que cumpla I'y(N) C T' C T'o(N) es de la forma I'(N, A)
para algin subgrupo A de (Z/NZ)*. Sabemos por [Shi7la] que X (N, A) tiene
un modelo definido sobre Q. Estas curvas son todas las curvas intermedias
entre X1(N) y Xo(N) y admiten la siguiente interpretaciéon de méduli:

Los puntos en Y (N, A) = Yr(n,a) pueden ser interpretados como curvas
elipticas sobre C con una estructura extra “de nivel N” . M&s precisamente,
los puntos en I'(N,A) parametrizan clases de isomorfismos de pares de la
forma (E, A = A.P), donde E es una curva eliptica definida sobre C y A es el
subconjunto de los puntos de F de orden N obtenidos multiplicando un punto
P € E(C), de orden N, por el subgrupo A de (Z/N Z)*.

Asi, en el caso particular en que A = (Z/NZ)*, A.P es el subconjun-
to de todos los generadores del grupo ciclico de orden N generado por P y
obtenemos la curva Xo(N). Habitualmente Yy(N) se describe de forma equi-
valente, interpretando los puntos de Yp(V) como clases de isomorfismos de
pares (E,C'), donde E es una curva eliptica y C' un subgrupo ciclico de orden
N.

Para el caso A = {1}, obtenemos la curva X;(N) y la interpretacién de
moéduli de Y7 (V) es la habitual. Es decir, Y7 (V) parametriza clases de isomor-
fismos de pares (F, P) donde E es una curva eliptica y P un punto de orden
exactamente V.
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Otro ejemplo de interés se obtiene considerando un caracter de Dirichlet
e médulo N. En este caso, denotamos por I'(N,¢), resp. X(N,¢e), al grupo
['(N,kere), resp. a la curva X (N, kere).

1.2 Automorfismos de curvas modulares

Sea I' un grupo de congruencias de nivel N y Xr la curva modular asociada.
El grupo PSLy(R) es el grupo de automorfismos de H. Por lo tanto, si deno-
tamos por I'* el normalizador de I' en PSLy(R), el grupo B(I') = I'*/T, con
T = T'/(I' N {41}), proporciona un subgrupo de Aut(Xr). Este grupo se ha
estudiado en profundidad para el caso en el cual I' = I'(IV, A), donde A es
un subgrupo de (Z/NZ)* y Xt de género mayor que 1. Recuérdese que toda
curva de género mayor que 1 tiene un ndmero finito de automorfismos.

El grupo de automorfismos de X (V) ha sido determinado por M. A. Ken-
ku y F. Momose en [KMS88| excepto para N = 63, caso que concluyé N. D.
Elkies en [Elk90]. Para un entero N libre de cuadrados y un subgrupo propio
A de (Z/NZ)*, el grupo de automorfismos de X (N, A) ha sido determinado
por F. Momose y S. Yamada [MYO01]. Por dltimo, F. Momose [Mom01] ha
determinado el grupo de automorfismos de X (N).

A partir de ahora, vamos a centrarnos en ciertos subgrupos de los auto-
morfismos de estas curvas.

Para cada entero positivo M tal que M|N y (M, N/M) = 1, toda matriz
de la forma

Ma b

W(M;a,b,c,d) = (Nc Md

) con a,b,c,d € Zy det(W(M;a,b,c,d)) = M,
pertenece al normalizador de I'1(/N) y también al de T'g(/V), y proporciona
sendos automorfismos de X;(N) y de Xo(N). El automorfismo obtenido en
X1(N) depende tnicamente de d (mod N/M) y ¢ (mod M), mientras que el
obtenido en Xy(N) es independiente de los valores a, b, ¢, d. Cuando tomamos
M =1, los automorfismos obtenidos en X (V) sélo dependende d € (Z/N Z)*,
éstos son denotados por (d) y llamados diamantes. Notese que las matrices
W(1;a,b,c,d) pertenecen a I'g(N) y, en consecuencia, proporcionan la identi-
dad en Xo(N).

Para un tal M, fijamos la matriz W (M;a,b, c,d) con las condiciones

a=1 (mod N/M) y c=1 (mod M).
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De acuerdo con Atkin y Li [AL78], denotamos por Wy, al correspondiente au-
tomorfismo en X (V). En X((V), dicha matriz define una involucién llamada
inwvolucion de Atkin-Lehner, que también denotaremos por Wjs. En general,
tenemos el siguiente diagrama conmutativo:

x(v) 2 x (v

Whr

Xo(N) —= Xo(N) .

En el caso particular M = N, el automorfismo Wy es una involuciéon que
actia tanto en X;(IN) como en Xo(N), cuya accién proviene de la accién de

la matriz
0 -1
N 0

en el semiplano superior de Poincaré. Esta involucién actuando en X (N) es
conocida con el nombre de involucion de Weil y como involucion de Fricke
cuando actia en Xo(N). Su relacién con los diamantes viene dada por:

()W =Wy (d)™t.

1.3 Formas parabdlicas de peso 2

Sea I un grupo de congruencias de nivel N y Xr la correspondiente curva
modular. Si f es una funcién meromorfa de H se define

Fly(2) = (det7)(cz + d) 2 f(72), para = (;‘ g) € GLy(R) y dety > 0.
Sea f(z)dz una forma diferencial de Xp. Utilizando las igualdades

fly2)d(yz) = f(2)d= y  d(yz) = (detv)(cz +d)dz,

obtenemos
flv=1, para toda v € T'.

Ademés, la meromorfia de la forma diferencial implica que f(z) es meromorfa
en H y en las puntas de I'. Sea M el menor entero positivo tal que I" contiene la
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2miz /M

traslacion por M. Entonces podemos tomar ¢ = e como uniformizante

en la punta ico y obtener asi

Si ademas la forma es holomorfa, entonces f es holomorfa en cada una de las
puntas y se anula en todas ellas. Esto justifica la siguiente definicion.

Definicion 1.1. Una forma parabdlica de peso 2 en I' es una funcién en H tal
que

(i) f es holomorfa en H y en las puntas de T,
(ii) f|y = f, paratoday €T,

(iii) f se anula en las puntas de I

El conjunto de formas parabdlicas de peso 2 en I' forman un espacio vec-
torial complejo, denotado por Sa(I"). Se tiene el siguiente resultado.

Proposicién 1.1. La aplicacion

So(I') — H°(Xr, Q)
f(z) — 2mif(z)dz

es un tsomorfismo de C-espacios vectoriales.

A partir de ahora, nos centraremos en el grupo de congruencias I'1 (V).
En este caso, denotaremos por S3(NN) a S2(I'1(N)) y forma parabdlica de
nivel N significard forma parabdlica de peso 2 para I'; (V). Toda funcién f €
C(X1(N)) o f € Sa(N) es periddica de periodo 1 y tiene un desarrollo de
Fourier convergente para todo z € H:

f(Z) — Zan 627rinz‘

n>1

Normalmente escribiremos

f(Q) = Zanqna

n>1
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donde ¢ = €?™*. A este desarrollo de Fourier se le conoce con el nombre de
q-expansion de f.

En todo lo que sigue, X1(N) denota una curva definida sobre Q que queda
determinada, salvo Q-isomorfismo, por la condicién de que el cuerpo Q(X1(N))
es el subcuerpo de C(X1(N)) cuyas funciones tienen g-expansiones racionales.
En particular, H°(X1(N), Qﬁﬁ( N)/Q) es el Q-espacio vectorial de las diferen-
ciales f(q)dgq/q con f variando entre las formas parabdlicas de nivel N con
g-expansiones racionales. Los diamantes (d), resp. las involuciones de Atkin-
Lehner, son automorfismos de X;(NV), resp. de Xo(/NV), definidos sobre Q, ya
que dejan estable Q(X1(N)), resp. Q(Xo(N)). Sin embargo, la involucién Wy
actuando en X (V) estd definida sobre el cuerpo ciclotémico Q({x ), donde (n
es una raiz N-ésima primitiva de la unidad. De hecho, se cumple

"iWyn = Wn (d) paratodode (Z/NZ)*, (1.1)
donde 74 € Gal(Q(¢n)/Q) con 74 : {n — (&

Los automorfismos Wy, y (d) de X;(N) proporcionan automorfismos de
S2(N), cuya accién denotaremos por Wi f y (d) f respectivamente. Sea € un
caracter de Dirichlet médulo N, se denota por S3(IV, ¢) al subespacio vectorial
complejo de S3(IN) formado por las formas parabdlicas de nivel N tales que
(d) f = e(d) f para todo diamante (d). Los elementos de S3(IV,e) reciben
el nombre de formas parabdlicas de caracter . Es ficil comprobar que si
Sa2(N,e) # {0}, entonces € es par, es decir, £(—1) = 1; equivalentemente, el
cuerpo fijo por ¢, @kem, es un cuerpo de numeros totalmente real. Ademas, se
tiene la siguiente descomposicion

S(N)= B S(Ne)
e:(Z/NZ)*—C*
Si A es un subgrupo de (Z/NZ)*, entonces se tiene
S(T(N,A) = P Sa(N,e).
ACkere

Obsérvese que para el caso de caracter trivial, es decir € = 1, se tiene que
S2(N, 1) es igual a S3(I'o(N)), mientras que si € # 1, entonces So(I'(N,¢€)) es
distinto de S2(N,¢). En concreto, por la anterior igualdad se tiene

orde

S2(T(N,€)) = P Sa(N, ™).
n=1
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Notemos que la involucién de Weil W es un automorfismo de X (N, ¢), pero
en este caso Wy estd definida sobre @kera debido a (1.1).

1.4 Operadores de Hecke y formas propias

Sea p un primo, se define el operador de Hecke T}, actuando en So(N) mediante
la férmula

_1p_1 z+ k
awx@—ggy( p>+m@ﬂm%

si p/N, o bien por

-1
1% z+k
@0 =3 37 ()
L p
si p|N.
En el espacio Sp(N,¢) la formula del operador T}, estd dada en términos
de la g-expansién de f =}, -, an ¢", mediante
Tpf = Z Gn, qn/p+p5(p)zan qpn‘ (1'2)

n>1,pln n>1

La definiciéon de operador de Hecke se extiende a cualquier entero positivo n.
Si n = p”, a través de la siguiente férmula de recurrencia

T, _ Ty Typ-1 — (p)p T2 si p|N,
P TI? si p|N.

Sin= Hle p;’ es la factorizacién en primos de n, de forma multiplicativa, es
decir T,, = Hle Tpfi. Para n =1, se define T} = 1.
De la definicién se deduce

Tnm =T, T si (n,m) =1.

Ademds, conmutan entre si, con los operadores diamante y satisfacen la si-
guiente igualdad de series de Dirichlet formales

ZTW n=% = H (1 _ Tppfs + <p>p1723)71.

n=1 p
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Se denota por Ty al subanillo de Endc(S2(N)) generado por todos los
operadores de Hecke y recibe el nombre de dlgebra de Hecke de nivel N. Nétese
que Ty contiene los operadores diamante.

Definicién 1.2. Sea f € So(N), f # 0, diremos que f es una forma propia
si es un vector propio para todos los operadores de Hecke, es decir, cuando
Tf = \T)f para un cierto \(T') € C y para todo T' € Ty.

Proposicién 1.2. Si f(q) = 3,51 an ¢" es una forma propia, entonces existe
un cardcter de Dirichlet € mddulo N tal que f € So(N,e). Ademds, a1 # 0 y
an/ai es el autovalor de f bajo la accion de Ty,.

Una forma propia se dird normalizada si a1 = 1. En tal caso, 1), f = a, f
para todo n > 1.

Si f(g) = >,>1anq" € S2(N) es una forma propia normalizada de
caracter ¢, se tiene

(1) amn = amay si (m,n) = 1.

(ii) aye = ayh-1 ap — pe(p)a,r—2 para todo primo p.

(iii) @, = &(p)a, para todo primo pfN, donde ~ denota la conjugacién com-
pleja.

1.5 Formas nuevas

En esta seccion resumiremos los principales resultados de la teoria de formas
nuevas. Esta fue desarrollada por Atkin-Lehner [AL70], Miyake [Miy71] y Li
[Li75].

En el espacio S3(NN) tenemos el producto escalar de Petersson que estd
definido por

(f.9) = /f £(2)3(2) da dy,

donde z =z 4+ yi y F es un dominio fundamental de Y7 (V).

Sean M un entero positivo tal que M|N y d un divisor positivo de N/M.
El automorfismo de H definido por z + d z define un morfismo no constante
tmd » X1(N) — X1(M), que proporciona un monomorfismo de Se(M) en
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Sa(N), f(q) — f(gh), el cual envia So(M,¢e) a un subespacio de Sa(N,¢), ¥
que commuta con los operadores de Hecke T}, cuando p/N. Introducimos el
siguiente subespacio vectorial de Sa(N):

So(N) = (f(q?) : f € Sa(M) con M|N, M # N y d|]N/M)c .

Al subespacio de So(N) ortogonal a So(N)° con respecto al producto escalar
de Petersson se le denota por Sy(IN)™W. Asi, tenemos la siguiente descompo-
sicion:

So(N) = So (N L Sy (N)mew,
Andlogamente, se denota por Sa(IV,e)"" al espacio Sa(IV)"V N Sa(N,e).

Definicién 1.3. Sea f € S3(IN). Diremos que f es una forma nueva de nivel
N si es una forma propia y f € So(N )"V,

De hecho, se tiene la siguiente igualdad

So(N)=EP P tara(S2(d)™).

M|N d|N/M

Dos de los principales resultados de la teoria de formas nuevas son los
siguientes.

Teorema 1.3. El conjunto de las formas nuevas normalizadas de nivel N
forman una base de Sa(N)™V.

Teorema 1.4. Sean f = anl anq" Yy g = Zn21 bnq" formas nuevas normali-
zadas de Sa(N) y So(M) respectivamente. Si a, = b, para casi todo primo p,
entonces N =M y f=g.

Los siguientes resultados, que serdn de gran importancia en el resto de la
tesis, nos proporcionan informaciéon de los coeficientes de la g-expansion de
una forma nueva normalizada.

Teorema 1.5. Sea f(q) =), an¢" una forma nueva normalizada de nivel
N y cardcter . Denotaremos por Ky = Q({an}n>1) al cuerpo de los coeficien-
tes de la q-expansion de f. Entonces, Ky es un cuerpo de nimeros y an € Ok,
el anillo de enteros de K. Ademds Ky es totalmente real si e = 1, mientras que
sie #1, Ky es una extension cuadrdtica imaginaria de un cuerpo totalmente
real.
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La demostracién del anterior resultado se puede encontrar en [Shi7la] y
[Shi72].

Teorema 1.6. Sea f(q) = )_,~; anq" una forma nueva normalizada de nivel
N y cardcter €. Entonces

|an| < o0(n)Vn,
donde og(n) denota el nimero de divisores de n. Ademds, si p es un primo tal

que p|N, se tiene

0  sip*N yf|N/p,
|ap| = VP si fe| N/p,

1 si p*IN y §= | N/p,

donde . denota el conductor de €. En particular, si e es trivial, a, € {0,£1}.

La primera parte del teorema es un caso particular de la conjetura de
Ramanujan-Petersson, que fue probada por P. Deligne ([Del71], [Del74]) co-
mo una consecuencia de su demostracién de la hipotesis de Riemann para
variedades sobre cuerpos finitos. Para el caso particular de n primo, dicha
desigualdad recibe el nombre de desigualdad de Weil. La segunda parte del
teorema se puede encontrar en [DS74].

Teorema 1.7. Sea f(q) = )_,~; anq" una forma nueva normalizada de nivel
N y cardcter €. Entonces

Lifis)= T[] Q—aw™+e@p' )",

p primo

donde L(f,s) = 3,51 ann™° denota la funcion L asociada a f.

Sif(g) =) ,>1anq" € S2(N,¢) es una forma nueva normalizada y x un
caracter de Dirichlet médulo N, denotaremos por f, a la forma parabdlica (cf.
[AL78]) de cardcter ex? y cuya g-expansién es de la forma

Al = x(payq™.

n>1

Denotaremos por f ® X a la tnica forma nueva normalizada de caracter ex?
(cf. [Rib77]) cuya g-expansién es de la forma (f ® x)(q) = >_,~1 bn¢" con
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b, = x(p)a, para casi todo primo p. De hecho, se tiene que b, = x(p)a, para
todo primo que no divide al conductor de Y.

Cada automorfismo Wj, proporciona un isomorfismo (cf. [AL78]) entre
los espacios vectoriales Sa(N,e)"" y S2(N,Enmen/a)"®", donde en y en/ur
denotan respectivamente los caracteres de Dirichlet de médulos M y N/M,
tales que € = epenynr. Ademds, se tiene

W f = Au(f) - f ®Ewm, con [Ay(f)] =1,

f ®Enm € S2(N,Enven/u)™™ v su g-expansion es de la forma

(f®Em)(g) = anq”, con b(p) =

{?wdpﬁ@ si pfM
n>0

en/m(p)ay  sip|M.

Definicién 1.4. Sea f € S2(NV,¢) una forma nueva normalizada. Un torci-
miento interno de f es un par (o,x), donde o € Gal(Q/Q) y x # 1 es un
caracter de Dirichlet médulo N, tal que

‘f=fox

Se dice que una forma f tiene multiplicacion compleja si tiene un torcimiento
interno (o, x) con o = id. En este caso, x és el cardcter asociado a un cuerpo
cuadratico imaginario (cf. [Rib77]). Diremos que (o, x) es un torcimiento extra
de f si o es no trivial. Cuando el céracter € es trivial los caracteres de los
torcimientos internos sén cuadraticos (cf. [Rib80]) y si € # 1 entonces f tiene
el torcimiento extra formado por la conjugacién compleja y e 1.

1.6 Las jacobianas de las curvas modulares

En esta seccién mostramos la descomposiciéon de la jacobiana de X;(N),
J1(N), sobre Q y también sobre Q. En primer lugar, notamos que cada ope-
rador de Hecke T, define una correspondencia de X;(N) y, por lo tanto, un
endormorfismo de J;1(IN) que estd definido sobre Q. Omitimos la descripcién
de la accién de 7T;, como correspondencia, ya que ésta no serd utilizada poste-
riormente. El siguiente resultado desempena un papel importante en la teoria
de curvas modulares.



18 Capitulo 1. Curvas modulares

Teorema 1.8 (La congruencia de Eichler-Shimura). Si p es un primo
entero tal que pfN, entonces p es un primo de buena reduccion para X1(N) y
ademds - . .

T}, = Frob, 4(p)Frob, = Frob,, +(p)p Frob,, L

donde i’;, resp. (p), denota la reduccion del endomorfismo T), resp. (p), médulo

p, Frob, el endomorfismo de Frobenius mddulo p y F/raop su dual.

H.M. Eichler [Eic54] demostro6 que este resultado era cierto para todo primo
p| N excepto para un nimero finito en el caso de la jacobiana de Xo(V), Jo(N).
G. Shimura [Shi58] lo generalizé para Ji(NV) y, finalmente, J. Igusa [Igu59]
demostrd su validez para todo primo que no divide a N.

En segundo lugar, hacemos una breve introduccién de la construccion de G.
Shimura (ver capitulo 7 de [Shi71a] y [Shi73]) para asociar a una forma nueva
f (o, més bien, a la érbita de f bajo Gal(Q/Q)) una variedad abeliana A;.
Sea f € S2(IN) una forma nueva normalizada. Consideramos el homomorfismo
de anillos Ay : Ty — C tal que T'f = A\¢(T)f para T € Tn. Sea Iy = ker(Ay)
y definamos

Ty =Tn/Is.

Si f(q) = > 51 anq" € S2(N, ), entonces Ay induce un isomorfismo
Q X7, Tf — Kf R

Tp—f—]lf — ap ,

La imagén Iy J1(IV) es una subvariedad abeliana de J1(/V) que es estable bajo
Ty v estd definida sobre Q.

Definicién 1.5. La variedad abeliana modular Ay asociada a f es
Ay = Ji(N)/Iy Ji(N).

Por construccién, tenemos un morfismo exhaustivo
mp: JiI(N) - Ay

cuyo nicleo es la variedad abeliana Iy J;(/V). Este morfismo nos proporciona
informacién de las diferenciales regulares de Ay. En concreto, tenemos

dq

T (H(Af, Q1)) = Sa(Ay) 2’
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donde denotamos Sa(Af) = (° f : 0 € Gal(Q/Q))c . Ademds, la involucién de
Weil Wy y los diamantes dejan estable Sa(Ay), propiedad que desempefiara
un papel destacado en el capitulo 3.

El siguiente resultado muestra las principales propiedades de esta variedad
abeliana.

Teorema 1.9. Sea f € So(N) una forma nueva. Entonces la variedad abeliana
Ay tiene las siguientes propiedades:

(i) Ay estd definida sobre Q,
(11) Ay es Q-simple,
(iii) dim A = [K; : Q],

(iv) Q® Endg(Ay) = Ty ~ Ky,

(v) Ay solo depende de la clase de conjugacion de Galois de f, es decir, si

g € So(M) es una forma nueva, entonces Angg siy solosi N=M y
g =7f para algin o € Gal(Q/Q).

Utilizando la congruencia de Eichler-Shimura se obtiene el siguiente resul-
tado.

Teorema 1.10. Sea f(q) = > ,>1anq" € S2(N,€) una forma nueva y p un
primo tal que pfN. Entonces el polinomio caracteristico del endomorfismo de
Frobenius Frob, actuando en el médulo de Tate de Af/le es de la forma:

H (t* — “ayt + pe(p)).

o:Ky—C

El siguiente resultado fue demostrado por H. Carayol [Car86] tras comple-
tar algunos trabajos de [Del71], [Tha67] y [Lan73].

Teorema 1.11. Sea f € S2(N) una forma nueva y denotemos por Ng(Ay) el
conductor geométrico de Ay sobre Q. Entonces,

(i) Ng(Ay) = NdimAr,

(ii) L(Ag, ) = T, e LS. 5).
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Se definen la parte vieja y nueva de Ji(N) y se denotan, respectivamente,
por Ji(N)° y Ji(N)"¥, a los cocientes optimales de Ji(NN) definidos sobre
Q tales que los correspondientes espacios de diferenciales regulares propor-
cionan los subespacios Sz(N)°dg/q y S2(N)**Vdq/q respectivamente. Mas
concretamente, ponemos

JA(Naa= > D thah(M) vy Ji(N)™Y = Jy(N)/J1(N)ota -
M|N, M#N d|N/M

Si A es una subvariedad abeliana de Ji(N) tal que A+ Ji(N)oa = J1(N) y
J1(N)olq N A es finito, entonces

Ji(N)M = J(N)/A.

Asi, Jl(N)ng(N)Old X J1(N)™¥ y andlogamente para Jo(INV).

Las variedades Ay jugaran un papel destacado en el desarrollo de esta tesis,
debido a que éstas son los factores Q-simples de J;(NN), tal como se muestra
en el siguiente resultado.

Teorema 1.12. Denotemos por By el conjunto de clases de conjugacion de
Galois de formas nuevas normalizadas de nivel M. Entonces,

neWQ Q o
AN I Ar v a)= T [T Asee™AD
feBN M|N feBy

Finalmente, damos la descripcién de la descomposicién de J;(N) sobre Q
mostrando como descomponen las variedades Ajy.

Teorema 1.13. Sea f =) -, anq" € S2(N,€) una forma nueva normaliza-
da. Entonces, existe una variedad abeliana By, llamada bloque constituyente
de f, que es Q-simple, iségena a todas sus conjugadas de Galois y tal que Ay
es Q-isdgena a una potencia de By. Ademds:

(i) Si f tiene multiplicacion compleja, es decir, existe un cardcter de Di-
richlet x tal que a, = x(p)ap para pfN, entonces By es una curva

eliptica con multiplicacién compleja por el cuerpo fijo del cardcter x (cf.
[Rib77],[Shi71b]).
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(11) Si f no tiene multiplicacion compleja, entonces dim By = t[F : Q] donde
F es el cuerpo de nimeros Q({a2/e(p) : p/N}) y t es igual a 1 6 2 de-
pendiendo que Q@ End(By) sea F o una dlgebra de cuaterniones central
sobre F' (cf. [Rib80],[Mom81]). Ademds, el cuerpo fijo por los caracteres
de los torcimientos extras es el minimo cuerpo tal que Ay descompone
completamente (cf. [GLO1]).

Observacion 1.1. Se dice que una curva eliptica definida sobre Q es una Q-
curva si es Q-iségena a todas sus conjugadas de Galois. Todo bloque constitu-
yente de dimensién 1 es una Q-curva y Ribet [Rib92] demostré que, asumiendo
la conjetura 3.2.4, de Serre [Ser87], el reciproco es cierto.
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