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Introduccio

Sovint, el conjunt d’equacions diferencials que descriu el comportament d’un
sistema fisic és tan complicat que es desconeix I'expressié general de les seves solu-
cions. Si s’arriba a trobar una solucié particular, és usual que per estudiar localment
aquest sistema es resolgui 1’equacié linealitzada, tot suposant que la informacié que
en puguem extreure també sigui valida per a l’equacié original. Perd no sempre
és aixi i, en conseqiiéncia, té sentit plantejar-se quines condicions cal demanar per
poder-ne estar del tot segurs. Quan les solucions de l'equacio linealitzada real-
ment serveixen per aproximar les solucions exactes, es diu que ’equacié original
és linealment estable, o estable per linealitzacié. La definicié classica que tradueix
aquesta idea és la seglient: Sigui f : X — Y wuna aplicacid diferenciable entre dos
espais de Banach. L’equacid f(x) = yo, amb yo € Y fix, és linealment estable en el
punt xo si per a tota solucié h de l'equacid linealitzada Dy, f(h) = 0 ezisteiz una
corba A — x(X\)) de solucions de f(x) = yo que és tangent a h en xp. Suposar
que zg + h és una bona aproximacié d’una solucié de f(x) = yp és fals; I'inic que
es pot assegurar és que, en primer ordre, xg + h és solucié de f(z) = yo, ja que
f(zo +h) = f(z0) + Daof(R) + O(|R?|)) = vo + O(||R?|)). Pensem, per exemple,
en una funcié potencial del tipus V (w1, 22) = 22 — 3. A T'origen de coordenades
el potencial és nul. Les solucions de V(x1,x2) = 0 sén les bisectrius xo = z i
r9 = —x1. En canvi, basant-nos en ’equacié linealitzada D(O,O)V(hl, he) = 0, que
ara és simplement la identitat 0 = 0, haurfem arribat a la conclusié erronia que en
un entorn de (0,0) el potencial és nul en totes les direccions.

L’exemple anterior pot semblar un xic trivial, basicament perque hem considerat
una equacio algebraica. Des d’aquest punt de vista, I’equacié d’Einstein esdevindra
un exemple de gran riquesa perque, una vegada escrita en coordenades, és una
equacié en derivades parcials de segon ordre, quasi-lineal. No és d’estranyar, doncs,
que en la majoria de situacions sigui impossible obtenir la solucié exacta de ’equacié
d’Einstein, tret d’aquells problemes amb un alt grau de simetria. Segons el mateix
S. Hawking [28], durant forga temps la investigacié es va centrar tinicament a trobar
solucions en algun sistema de coordenades en concret, resultats que segurament
mancarien de sentit fisic. No fou fins els anys 60 que es va donar més importancia a
I’estudi de propietats generals de les equacions que no pas a la seva resolucié exacta.
En la decada dels 70 es van publicar molts articles [34] sobre I’estabilitat lineal de
I'equacié d’Einstein en el buit G(g) = 0. Historicament, el motiu d’aquest interes
era saber si tenia algun sentit linealitzar aquesta equacié al voltant de la metrica n
de Minkowski de la Relativitat Especial, solucié6 de G(n) = 0. La qiiestié no era
simplement teorica: en considerar només els termes de primer ordre, s’obté ’equacié
d’ones que permet postular I'existéncia de les ones gravitatories. Y. Choquet-Bruhat,
S. Deser, A. Fischer i J.E. Marsden [11, 12] van demostrar que, efectivament, G(g) =
0 és estable per linealitzacié en g = 7, és a dir, que per estudiar les metriques
g properes a 7, amb la condicié G(g) = 0, es pot utilitzar ’equacié linealitzada.



Posteriorment, A. Fischer i J.E. Marsden [21, 23] van estudiar en quines condicions
I’'equacié d’Einstein és linealment estable en un espai-temps arbitrari i, més tard
V. Moncrief i J. Arms [35, 36, 1] van relacionar 'estabilitat lineal amb l’abséncia de
simetries de ’espai-temps.

Al contrari que del cas del buit, pocs articles s’han escrit sobre l'estabilitat
lineal de I'equacié d’Einstein amb materia perque, d’entrada, sempre hi ha hagut
dificultats per aplicar la definicié anterior [3]. La nova definicié d’estabilitat lineal ha
estat inspirada en els articles [18, 19] d’Einstein sobre cosmologia de ’any 1917. En
aquests escrits Einstein també parteix de G(n) = 0, pero es pregunta per aquelles
metriques g proximes a la metrica de Minkowski que compleixen G(g) = xT' per
a un 7T petit, que podem entendre com una pertorbacié de T" = 0. Aleshores,
per simplificar el problema, considera ’equacié linealitzada D,G(h) = xT', ja que en
primer ordre n+h és soluci6 de G(g) = xT. Escollint una determinada representacio,
Einstein obté 1’equacié d’ones no homogenia, i déna les solucions de I'equacié li-
nealitzada en funcié dels potencials retardats. En aquest cas concret, els arguments
de tots els autors citats anteriorment també serveixen per demostrar que ’equacid
linealitzada serveix per aproximar G(g) = x7', per a T petit, al voltant de g = 7.
En general, pero, aixo no és cert.

El raonament anterior es pot estendre a una situacié més general com ara la
segiient. Interpretem l'univers com un sistema fisic amb una metrica de Lorentz g i
un tensor d’impulsié-energia 7', ambdds relacionats per I'equacié d’Einstein G(g) =
x7T'. Imaginem que, per exemple, el naixement d’una nova estrella es tradueix en una
petita pertorbacié 67 de T. Com a conseqiiéncia, s’originara una altra pertorbacid
0g de g, relacionada amb lanterior per G(g+0dg) = x(T'+0T"). Aleshores la pregunta
és si, per estudiar la propagacié d’aquesta pertorbacié arreu de 'univers, és correcte
considerar que la metrica g + h, amb h solucié de I'equacié linealitzada D,G(h) =
x0T, és una bona aproximacié de la metrica pertorbada. La diferéncia respecte al
cas de 'equacié d’Einstein en el buit és clara: si abans ens interessavem per les
solucions de f(z) = yo properes a una solucié particular xp, per al mateix yo, ara
ens preocupem per les solucions de f(z) = y properes a una soluci6 particular z( de
f(xo) = yo, per a aquells y proxims a yg.

Aquesta nova problematica requereix també d’una nova definicié d’estabilitat
lineal. En el capitol 3 s’explica tot el procés fins arribar a la definicié precisa,
original d’aquesta tesi:

Definicié: Sigui f : U — Y wuna aplicacid continuament diferenciable entre un
obert U d’un espai de Banach X i un altre espai de Banach Y. Sigui xg € U i
yo = f(zo). Per a qualsevol ¢ € Y definim

Hy, = {z € U solucid de f(z) =yo+q}
Ly={z €U : z=x0+h, h solucié de Dy, f(h) = q}.

Sigui F' un subespai vectorial tancat de Y. Direm que lequacié f(x) = yo + q és
estable per linealitzacio en el punt inicial xo segons la direccid del subespai F' si



- Ezisteiz un entorn 'V de l'origen a F', un entorn W de l'origen a L = ker Dy, f,
un entorn U’ de xo, U’ C U, i unes aplicacions ¢ i ¢ continuament diferen-

ciables
o: VW — U v: VW —— U
tals que per a tot q € V les aplicacions
wg: W —— H,NU' Yg: W —— LgnU’
2 —— ¢(q,2) 2 —— ¥(g2)

son bijeccions continues, d’inversa continua, amb ¢o(0) = xq i 1¥(0) = xo (és
a dir, HyNU' és una varietat diferenciable parametritzada per pg @ LgN U’ és
una varietat lineal parametritzada per ).

- Per a cada q € V i cada z € W Uerror Ey(z) = @q(2) — ¥4(2) en considerar
e(z) € LyNU" en lloc de pq4(z) € HyNU' esta controlat per

E
o Fa®)
(z.0)—(00) \/[|z]]2 + [|q||?

Quan F sigui tot Y direm simplement que f(x) = yo + q és estable per linealitzacio
en un punt xg € U.

El segiient teorema (que, essencialment, és una adaptacié del teorema de la funcié
inversa en aquest context) déna unes condicions suficients per a 'estabilitat lineal
en el sentit de la definicié anterior:

Teorema: Siguin X i Y dos espais de Banach, xo un element de X i

fiU — Y

una aplicacio continuament diferenciable entre un cert entorn U de xg 1 Y. Suposem
que aquest xg € X compleix lequacié f(x) = yo, yo € Y. Indiquem per L el nucli de
D, f i suposem que L té un suplementari topologic S a X, X =L ® S, de manera
que tot element de X es pot representar per un parell (z,u) amb z € L i u € S.
Aleshores, si laplicacid lineal tangent

Dpf: X —— Y

és ezhaustiva, l'equacio f(x) = yo + q €s linealment estable en xy.

Potser el tret més important de la nova definicié és que la idea de tangencia passa
a ocupar un segon pla. Allo important, en definitiva, el que es pretén en linealitzar
una equacié és que ’error comes sigui petit o, si més no, estigui acotat. El requisit de
tangencia ho assegura, pero 'error pot ser petit sense necessitat d’imposar aquesta
restriccié a les solucions d’una equacié i a les de la seva linealitzada. Naturalment,
en el capitol 3 es comprova que quan F' = {0} s’obté la definicié classica d’estabilitat
en el buit.



L’equacié d’Einstein és de naturalesa hiperbolica i, en conseqiiéncia, se li associa
un problema de Cauchy que mostra el seu caracter determinista. Una particularitat
d’aquest problema és que les dades que es donen inicialment no poden ser qualssevol,
siné que han de complir unes equacions de lligam. Si el problema de Cauchy esta
ben posat (el que essencialment vol dir que les solucions depenen continuament de
les dades de Cauchy) l'estabilitat per linealitzacié de les equacions de lligam implica
la de l'equacié d’Einstein. Per aquest motiu suposarem que, tant per al tensor
inicial T com per a les petites deformacions T+ 07, el problema de Cauchy esta
ben posat. Trobar, per a cada situacid, les coordenades (o la gauge) adequades
en les quals I'equacié d’Einstein primerament, esdevingui un sistema d’equacions
hiperboliques sobre el que es pugui aplicar la teoria a R™ coneguda fins ara [15, 20,
25], 1 en segon lloc, demostrar que el problema de Cauchy esta ben posat [16, 30]
sén qiuiestions obertes que encara donen lloc a un considerable nombre d’articles
d’investigacié [14, 22]. El capitol 1 esta integrament dedicat a aquests aspectes
del problema de Cauchy de ’equacié d’Einstein a l'interior els quals sén necessaris
per als capitols posteriors. El material que hi apareix és una generalitzacié en
preséncia de materia dels resultats obtinguts per A.Lichnerowicz [33] i Y.Choquet-
Bruhat [13, 14], pero el teorema segiient, malgrat que es pugui trobar d’una manera
més o menys implicita en la literatura, és inedit d’aquest treball:

Teorema: Sigui V una varietat diferenciable de dimensio 4 i M una hipersuperficie
de V. Sigui T una classe de tensors d’impulsio-energia a V', que depenen de m camps
de la matéria QW i =1,...,m i d’una métrica de Lorentz g de V. Suposem que en
qualsevol sistema de coordenades adaptades a M,

1. T és d’ordre zero en G i en Qy,, és a dir, no conté cap derivada de § ni de Q.

2. fizada g, Uequacio divg(T) = 0 es pot escriure com un sistema hiperbolic de
primer ordre en {QW}, quasi-lineal i simétric.

3. la hipersuperficie M no és caracteristica de divg(T) = 0.
Suposem que es donen a M les dades de Cauchy segiients:

- un camp vectorial N, camp de V. amb suport a M, transvers a M, aixo és, per
acadax € M es té Tp(V)=Ty(M)® < Ny >.

- una metrica de Riemann g i un camp tensorial covariant d’ordre 2 i simétric

k.

- m camps tensorials w® camps de V. amb suport a M, i=1,...,m.

que compleizen les equacions de lligam H(g, k) = xF(g,w®) i v(g, k) = xX (g,w®)
sobre M. Aleshores, en un entorn de M a 'V, existeixen una métrica de Lorentz g i
uns camps tensorials Q... Q™ tals que

. substituint a la classe de tensors T les variables pels valors concrets de g i Q0
es té Gg = xT i divg(T) =0



- en tot punt x € M el camp vectorial N és unitari, g(Ny, Np) = —1, i N, és
perpendicular a Ty(M) respecte a Gy .

- la restriccid de § a M és g i els valors dels camps QD a M sén w®.
- per a tot © € M es té Np(g) = ky.

A més, si g i VD sén respectivament una métrica de Lorentz i m camps tensorials
en un entorn de M a V que compleizen les 4 condicions anteriors, existeir un
difeomorfisme d’un entorn de M a V' en un altre entorn de M a V que deixza fizes
les dades de Cauchy i que porta g en § i QO en Q') (unicitat llevat difeomorfismes
que preserven les dades de Cauchy).

Les condicions que el teorema anterior imposa al tensor d’impulsié-energia T' no
sén tan exigents com pugui semblar perque els medis holonoms (i en particular els
fluids perfectes) les compleixen:

Proposicié: Considerem l'equacié div (ru @ u+ 0) = 0 en un espai-temps (V, g),
on r és un escalar positiu anomenat pseudodensitat, u és un camp unitari i 6 és
un tensor simétric d’ordre 2. Suposem que la divergéncia de 6 és igual al gradient
d’una certa funcid K, i que r 1 K son funcions d’un mateiz parametre (. Sigui M
una hipersuperficie espacial per g. Aleshores, si

1. la funcié r(C) és positiva en tot el seu domini.

/
2. les funcions r(¢) i K(C) sén de classe C*, K' és sempre positiva i % > 2,

Vequacié div (ru @ u+0) =0 es pot escriure, en unes coordenades adaptades a M,
com un sistema simétric i hiperbolic de primer ordre per al qual la hipersuperficie
M no és caracteristica.

L’objectiu d’aquesta tesi és I’estudi de I’estabilitat lineal de ’equacié d’Einstein
quan el tensor d’impulsié-energia inicial és el corresponent a un model de Robertson-
Walker (cap. 2). En aquests models se suposa que tota la materia que forma I'univers
(les estrelles, les galaxies, els cimuls de galaxies...) es comporta com un fluid
perfecte de densitat p i pressié p amb un camp de velocitats u geodeésic i unitari,
descrit per un tensor del tipus 7' = (p + p)u ® u + pg. L’espai-temps, homogeni i
isotrop, esta modelat per una varietat producte V = M x I, on I és un interval de
R i M és una varietat de Riemann de dimensié 3, completa i simplement connexa,
de curvatura constant K. Llavors necessariament M ha de ser I'espai euclidia R?
(K = 0), l'espai hiperbolic H3 (K = —1) o l'esfera S* (K = 1). En el capitol 4 es
demostra que els models de curvatura nulla o negativa (anomenats universos oberts)
sén linealment estables, i en el capitol 5, que el model esferic (també dit tancat)
és inestable. Les demostracions del capitol 4 es basen en l'exhaustivitat de certs
operadors elliptics definits en uns espais de Banach adequats, els espais de Sobolev.
Concretament, en el cas euclidia, les eines necessaries sén els espais de Sobolev



ponderats, definits sobre R3, i els teoremes d’isomorfismes de M. Cantor [9, 10]. En
el cas hiperbolic, els resultats es basen en els teoremes d’isomorfisme entre els espais
de Sobolev ordinaris sobre I'espai hiperbolic obtinguts recentment per J. Bruna i
J. Girbau [8].

FEls resultats anteriors poden fer pensar que ’estabilitat del model de Robertson-
Walker esta relacionada amb la compacitat de la varietat de Riemann M, perque
en els universos oberts M és no compacta i el model esdevé estable, i en el model
esferic M és compacta i el model és inestable. Per refutar aquesta conjectura, I'altim
capitol (cap. 6) estudia dos casos més en qué M no és simplement connexa. Un
resultat general afirma que tota varietat de Riemann M, de dimensié n, completa i
de curvatura constant, és sempre un quocient X/I", on X pot ser R, §" o H" i I’
és un subgrup discret del grup de les isometries de X que actua de manera lliure i
propiament discontinua. Els resultats sén:

varietat | curvatura | compacitat | estabilitat
R3 0 no si
H3 -1 no si
S3 1 si no
R3/T 0 st no
H3/T -1 sf sf

Els casos M = R? i M = S? han estat publicats en dos articles del Journal of
Mathematical Physics, 40 (1999). La resta apareixera en un tercer article.

Després d’aquesta introduccié el lector trobara uns preliminars, I’objectiu dels
quals no és cap altre que recordar alguns conceptes que apareixeran durant 1’exposi-
ci6. S’inicien amb la nomenclatura propia de la Relativitat General (I’espai-temps,
vectors temporals . .. ), després s’estudien algunes propietats del tensor de curvatura,
es defineixen els operadors A i Ag i, finalment, a partir del concepte de derivada
debil, s’introdueixen els espais de Sobolev.
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Nomenclatura

espai-temps
varietat de Riemann de dimensié 3

espai tangent, con de T},
segons el context la lletra g pot indicar una metrica de Lorentz o

bé una metrica de Riemann. Quan sigui necessari, la primera es

distingira de la segona amb un signe al damunt de la lletra g.
producte escalar local i global

derivada covariant i el seu adjunt metric
laplaciana grollera i laplaciana de de Rham
simbol de Christoffel

tensor de curvatura, tensor de Ricci i curvatura escalar

en el text principal és el tensor d’Einstein, a 'apéndix A és un cert
operador.

espai dels g-tensors de classe C°°° i amb suport compacte

espai de Sobolev dels g¢-tensors, d’ordre de regularitat s, amb

normes a_LP
conjunt de tots aquells g-tensors de LP amb les seves derivades

generalitzades d’ordre < s també de LP

és Wqu

espai de funcions

espai de camps vectorials (identificats amb les 1-formes per la
metrica)

espai dels tensors covariants i simetrics d’orde 2
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Preliminars

0.1 Conceptes generals i notacié

Una varietat de Lorentz és una varietat diferenciable de dimensié 4 en la qual
esta definida una meétrica g no degenerada d’index 1. Aix0 significa que en cada
punt p € V existeix una base de I’espai tangent T,,(V') on g adopta la forma g =
diag[1,1,1, —1]. Una meétrica amb aquestes propietats es coneix com a métrica de
Lorentz Per exemple, R* amb la metrica de Minkowski n = (dz)? + (dy)? + (dz)? —
(dt)? és una varietat de Lorentz.

Una metrica de Lorentz no és euclidea perque permet l'existencia d’objectes de
longitud nula o negativa. Un vector v € T),(V') s’anomena temporal si g,(v,v) <0,
espacial si gp(v,v) > 01 nul si gp(v,v) = 0. Anomenem C), el con de T),(V') format
pels vectors temporals de T),(V); C), té dos components connexos. La varietat (V, g)
és orientable respecte al temps si per a cada p € V es pot escollir un component
connex C;r de (), de manera que es compleixi la seglient condicié de coherencia:
cada punt p € V té un entorn U, sobre el qual existeix un camp vectorial X amb
X, € C’; per atot ¢ € Up. Un vector v € C; es diu que apunta cap el futur. Orientar
V respecte al temps significa fer efectiva 1’eleccié d’un C’; per a cada p € V. Un
espai-temps és una varietat de Lorentz (V, g) amb una orientaci6 respecte al temps.
Es pot demostrar que en una varietat de Lorentz orientable respecte al temps sempre
existeix un camp vectorial que en tot punt de la varietat és temporal [26].

Sempre que en un espai-temps s’utilitzin coordenades els indexs grecs variaran
de 0 a 31iels llatins de 1 a 3. Genericament les quatre coordenades de qualsevol carta
U de V s’escriuran z. Sovint s’emprara 9, per indicar &%. S’usara el criteri de
sumacié dels indexs repetits: a’b; = >, ; a’b;. Si V és un operador de diferenciaci6
covariant (també es parla de connerid), escriurem Vy_ en lloc de V S En una carta
local, Vj,05 = rgﬁau, on Fgﬁ s’anomenen simbols de Christoffel. ‘Una connexié V
és diu que és compatible amb g si Vxg = 0. Es pot veure que si imposem que el
claudator [X,Y] = XY —Y X siguiigual a VxY —Vy X (com succeeix en la derivada
usual de R™), llavors existeix una tnica connexié compatible amb g donada per la
formula de Riemann

29(VxY, Z) = X(9(Y, 2)) + Y (9(X, 2)) = Z(9(X,Y))

~G(X.[Y,Z) - g(Y.[X. Z)) - g(Z.[Y. X)), (0-1)

En una base coordenada, [0, 0g] = 0, els simbols de Christoffel vénen donats d’acord
amb 'expressi6 (0.1) per

1 1
Tap = 59" [ B:v] = 59" {8a9p0 + Opgar — Dugas}:
on ¢g°# indica la matriu inversa de g (en particular 6§ = g*g,5 = 95)-

11



Tot tensor T p-covariant i g-contravariant (abreujadament, un (p,q)-tensor)
d’una varietat n-dimensional s’escriura en coordenades
T=T!""7"d"® ©d"®0 e 00

11...8 q

on tots el indexs van de 1 a n. Mitjancant la metrica g, pero, el podem considerar
com un tensor (p + g)-covariant, ja que
B = g gITIT i

Per exemple, cada camp X pot ser interpretat com aquella forma w tal que w(Y') =
9(X,Y), i escriure indistintament X = X*0, o bé X = X,dx®, en el ben entes que
els components covariants i contravariants estan relacionats mitjancant X, = gogX B
i X =g"BXg.

La diferencial covariant V1’ d’un tensor p-covariant 1" és un p + 1-tensor definit
per

VT(Xo, X1,...,X,) = Vx, T(X1,...,X,) = Xo(T(X1,...,X,))
~T(VxyX1,..., Xp) — - = T(X1, ..., Vx, Xp)

En components, si T' = Til,,,ipdzvil ® - Qdx'e,
VT = VT, 4,da" @ da" @ - @ da',

on

ViTiy. i = Ty iy — Uiy Thin iy — - — I‘ﬁpﬂl,...i,,_ljp-
Els ViT}, . i, poden ser interpretats com els components de Vg, T' perque ViT;, ;, =
VT (Ok,0iy,...,05,) = Vo, T(0y,...,0;,). L'aplicacié k vegades de la derivada co-
variant s’escriurd V) per diferenciar-la de V¥ = g"V;.

Sense necessitat d’estar definida una metrica sobre una varietat podem construir
en un punt p la derivada de Lie LxY d’un camp vectorial Y en la direccié d’un altre
camp X d’una forma molt semblant a la derivada natural de R™. Si {¢;} representa
el grup uniparametric associat a X i ¢ I'aplicacié lineal tangent, ¢ (Y, t(p)) és un
vector de Tj,(M); llavors té sentit la diferencia Y}, — ¢ (Y,_,(p)) 1 es defineix

. }/P - (pt*(YLP—t(p))
(LxY)p = lim t

Es pot demostrar que LxY = [X,Y]. La derivada de Lie s’estén sobre els tensors
de la manera habitual:

LxT(Y,Z2)=X(T(Y,Z))—T(LxY,Z)—-T(Y,LxZ)
= X(T(Yv Z)) - T([Xv Y]’Z) - T(Y7 [Xv Z])

Si V és la connexi6é compatible amb g, [X,Y] = VxY — Vy X i expressi6 anterior
es pot escriure

LxT(Y,2)=VxT(Y,Z)+ T(Vy X, Z) + T(Y, V3 X).
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Per exemple, recordant que Vxg = 0,

(Lxg)ij = Lxg(0;,0;) = 9(Vo, X, 05) + g(9;, Vg, X)
= 9(ViX" 0, 0;) + 9(0:, V; X" 0)
= ViX"grj + VX g = ViX; + V; X .

Un camp vectorial X d’una varietat diferenciable (V,g) és una isometria in-
finitessimal o un camp de Killing si el grup uniparametric de transformacions que li
correspon (; esta format per isometries , és a dir, si ¢} (g) = g. Llavors Lxg =01 el
camp X compleix I'equacié V; X;4+V; X; = 0. Contraent els dos indexs i, j arribem a
la conclusié que si X és un camp de Killing, V?X; = 0. Un altre resultat és que si un
camp de la base canonica 0; és de Killing llavors tots els coeficients g;;, de la metrica
no depenen de la coordenada z*. Aix0 és una conseqiiencia de la definicié de la
derivada de Lie ja que Lxg(Y, Z) = 0 implica X¢(Y, Z) = g([X, Y], Z2)+9(Y, [X, Z]),
i [0;,0;] = 0. El reciproc també és cert perque, en ser [0;, Y] = 0;Y*0,

ig(Y,2) — 9([0:, Y], Z) — (Y, [0s, Z])
= 0;(YiguZ*) — 0;,Y9 g 2% — Y g;0: 2% = (0;9;%)Y? Z"

i lavors Ly, g(Y, Z) = (0igjx)Y? Z".

0.2 El tensor de curvatura

Si X, Y iZ s6n camps tangents de V el (3,1)-tensor de curvatura R es defineix
mitjancant,
R(X,Y)Z =VxVyZ —-VyVxZ - Vxy|Z.

Es evident que R(X,Y)Z = —R(Y,X)Z. En una carta local (U, z®), per conveni,
R(9a,08)0, = R},,30,. En components

Ryop = 0l — 9T, + FZ\M ox ~ Fg\cur‘%/\
El tensor de curvatura presenta les segiients simetries:
1. g(RIX,Y)Z,W) = —g(R(X, Y)W, Z) = g(R(Y, X)W, Z).
2. RIX,)Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z,X)Y =0 (1a. identitat de Bianchi)

3. (VxR)Y,Z,V)+ (VyR)(Z,X,V) 4+ (VzR)(X,Y,V) = 0 (2a. identitat de
Bianchi)

El tensor de Ricci R es defineix com la contraccié (1,1) de R, R = Ci{(R), i la
curvatura escalar R com la traca de R, R = tr(R). En una carta local,

Rap = 9" 9(R(0y,05)00,0y) = R R = ¢ Raps = RE.

uB ;
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De la primera identitat de Bianchi es dedueix que el tensor de Ricci és simetric i
de la segona identitat, que div(R) = %dR, on div indica 'operador divergencia
div(R); = V7 R;i i d la diferencial exterior.

El tensor d’Einstein de la metrica g és
1

Aquest tensor és simetric per ser-ho R i g, i té divergéncia nulla perque VﬁRag =
%8,11:{ AV {%Rgaﬁ} = %(%R. A vegades, per recalcar que els tensors R i G depenen
de la metrica, s’escriura R(g), G(g) o bé Ry, Gy.

0.3 Els operadors A i Ap

La metrica g d’'una varietat de Riemann M defineix en cada punt x € M el
producte escalar (T, S5)(z) = T (x)S;, ;,(x) de dos tensors T i S. Aquesta
expressio no depen de la carta local escollida; té sentit, doncs, definir la funcié
IT|(z) = (T, T)(x))*/?. Llavors el producte escalar global de dos tensors T'i S és
(T,S) = [;(T,S)du, quan aquesta integral sigui finita. Aqui du és la mesura de
Lebesgue associada a g, que en cada carta local esta relacionada amb la mesura dx
de R™ mitjangant du = /| det(g)|dz. Definim |T'| = \/(T,T) i |T|| = /{(T,T).

L’adjunt metric V* de V es defineix per la relacié (VT,S) = (T, V*S) per a tot
p-tensor T' i tot (p+ 1)-tensor S quan la integral de cada membre tingui sentit, com
és el cassi T 1.5 som C i de suport compacte. L’operador V*, doncs, transforma
p + 1-tensors en p-tensors. En coordenades,

(VT.8) = WThinsyy, o = V(T ) — TS,

Si T i S sén de suport compacte, el terme [}, Vj(Til"'iPSjilmip) és nul perque és la
integral d’una divergencia, de forma que

(VT,S) = /M(VT, S)dp = — /M Til'”ipvjsjil.‘.ipdﬂ ;

que si ha de ser igual a | 2 (T, V*S)dy implica que I'operador V* actua sobre els
(p + 1)-tensors mitjangant

V*Sil...ip = _ijjil...ip .
A partir de V* es defineix el laplacia groller Ag = V*V que transforma p-tensors
en p-tensors segons la llei

(ART)iy.iy = =V, Ty, iy

De la definicié es dedueix que Apg és autoadjunt i definit positiu. L’adjectiu “groller”
és per diferenciar Ar de la laplaciana A de de Rham,

hS]

AT,y iy =~V Ty + > (-1 (Vi V= VIV, (0-2)

k=1

1--952p IR IR S
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on i, indica abséncia de I'index ij.

Si « és una p-forma (tensors antisimetrics d’ordre p) la derivada exterior da es
defineix com l'antisimetritzacié de Va. Llavors, si a i 8 sén p-formes, es compleix
que (Va, ) = (da, 3) i per tant els adjunts metrics sén iguals: V* = 4. Quan A
actua sobre p-formes es demostra que A = dé + dd.

Els operadors A i Ag coincideixen quan actuen sobre funcions:

Af =—-V'V,f = Arf .
Sobre 1-formes o camps,
Aw; = —VIVw; — (V;VI = VIV,)w; .

El primer terme és Agw;. El segon es relaciona amb el tensor de Ricci amb
I’anomenada identitat de Ricci

p
(VyVz—=VzVy = Vy)T(X1,.... X)) ==Y T(X1,...,R(Y,2)X,...,X,) ,
j=1

que sobre 1-formes es llegeix
(VNj — VjVi)wk = *Rzijwl .
De les propietats de R, Réjl = —7?,2, per la qual cosa
(ViV? — VIV)w; = Rlw;,

i obtenim A ' ‘
Awi = —VJiji — ngj = ARwi — ngj .

En el capitol 4 apareix 'operador F(X) = V*Lxg que es pot relacionar amb el
laplacia groller Ar. En una carta local

F(X); = (V'Lxg); = -V'(Lxg)ij = ~V'ViX; = V'V;X;
= -V'V,X; - (V'V,;X; - V'V, X;) - VIV, X;
El primer terme torna a ser Ag X, el que esta entre parentesis és R;Xl ildaltim do X

(o VV*), de forma que
F=Ap—R+ds. (0.4)

0.4 Els espais de Sobolev

Els espais de Sobolev seran el marc adequat on establir que I'operador F' i per-
torbacions d’ordre zero de Ag siguin isomorfismes topologics.

Direm que un g-tensor T" és de LP (M) si en qualsevol carta local els eus coeficients
sén funcions mesurables respecte a la mesura dp i la funcié |T| és de LP, és a dir,
Jas | TIPdp < +o0.
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Definicié 1. Sigui Dy(M) Uespai dels q-tensors C*° amb suport compacte a M i
s un enter no negatiu. Definim ’espai de Sobolev W (M) com la completacid de
Dy(M) per la norma

Tl = 37|
k=0

p )
1
on | ||p és la norma habitual de LP, || T, = ([, |T|Pdp) " .

Una altra forma de caracteritzar aquests espais requereix préeviament el concepte
de derivada covariant generalitzada o débil: un g-tensor T de LP(M) té una derivada
generalitzada VT d’ordre k a LP(M) si per a tot tensor covariant S d’ordre ¢+ k
de classe C'*° i amb suport compacte es compleix

1 1

(T, V*(’f)5’>| < comnst ||S]| amb ; + - =1,

essent p’ 'exponent conjugat de p. Llavors l'aplicacié S — (T, vk g ) és continua i
existeix, per tant, un tnic element F € LP(M) tal que (T, V*¥)S) = (F, S). Aquest
F és, per definicié, V® T

(T, vk 8y = (V¥ S)

L’espai L} s(M) es defineix com el conjunt de totes aquells g-tensors de LP(M) amb
les seves derivades debils, fins a ordre s, també de LP(M):

— . k
L2 (M) ={T € LP(M) : V®T € LP(M) Vk < s}

Si dotem aquest conjunt amb la norma ||T||, s introduida anteriorment, L} (M) és
un espai de Banach. Aleshores W[ s també es pot definir com la clausura de Dy (M)
dins de L} s(M).

Només || ||2,s compleix la llei del parallelogram, és a dir, només els L?,,S(M ) s6n
espais de Hilbert amb el producte escalar

(T,S)e =Y _(VWT,vg) .

|k|<s

Per aixo és usual en la literatura suprimir el superindex p = 2, i anomenar H; (M) a
W2, (M). Lanorma associada a aquest producte escalar, || T|s = \/Zlklﬁs V&3,

és equivalent a [|T[|2,s = 3°)4 <, V)T ||y, és a dir, existeixen constants positives C}
i Cy tal que || l2,s <Chl [ls 1 [ls < Coll [|2.s-

A R", lespai D, és dens a LY 5, és a dir, Wl s(R") = L (R™), perd en general
aquest resultat no és cert. En l'article [2] es demostra que si M és completa, Dy(M)
és dens a Lg}l(M), 1 < p< +400,iquesi, amés amés, (M, g) té un radi d’'injectivitat
positiu i totes les derivades fins a ordre k—2 del tensor de curvatura R estan acotades,
llavors el resultat anterior també és cert per a s > 2 (vegeu, també [29]). Una

16



demostracié explicita que LiS(M ) = H;(M) per a g-formes quan M és completa i
té curvatura K = —1 es troba a [8].

En el context dels espais de Sobolev les lletres F, X i § indicaran respectiva-
ment espais de funcions, 1-formes (camps vectorials) i tensors covariants i simetrics
d’ordre 2.

Quan la varietat (R",e), e la metrica euclidea, tots els espais de Sobolev sén
equivalents als espais dels tensors d’ordre zero (les funcions) perque la norma de tot
p-tensor s’expressa en termes de la norma de les seves funcions components:

TP =) T 4,

En aquest context és costum 1'is dels multi-indexs. Tot vector I = (i1 ...,i,) € R",
amb els components enters no negatius es diu que és un n-index d’ordre |I| =
i1+ Fin. Siz = (:cl, . ) € R™, per conveni z! = (1:1)“ -+ (xp)"™; per als
coeficients, a! = a1 ia; = azl . Una derivada d’ordre k s’escriu
n 74 I
0 J a| ‘
DI:H<8 ) S
i=1 €5 axl a$n
essent I un n-index d’orde k. Cada i; = 0,1,...,k indica el nombre de vegades que

es deriva respecte a la variable x;. En canvi, en la notacié 0;,. 4, tots els indexs

corren de 1 a n i4; = k indica que es deriva respecte a la variable z;. Per exemple,

*f
8k

La definici6 estricta de derivada debil d'una funcié definida sobre R™, (V¥ f, S) =
(f, V¥R S) és

la derivada correspon a I'n-index (k,0,771,0) i al k-parell (1,.%.,1).

ok S;
k _(_ 11...0%
/R (VFfS)da = / . Z T vy dz

ja que si S és un tensor d’ordre k llavors V*K)§ = (—1)F Z“Zk Oi1..ip,Siv..ip,- L
definicié més habitual, pero, és aquella que defineix aquest concepte per a un n-index
I d’ordre k donat: direm que h és la I-eéssima derivada debil de f si per a tota funcié
¢ de classe C'°° amb suport compacte es compleix que

_(—) I
/Rnhcbda: (-1) /Rnfpwx

per a un cert n-index I d’ordre k.

Els espais de Sobolev d’aplicacions es defineixen de la mateixa forma. Si f :
R"™ — R™ és una aplicacié d'un obert de R™ en R™, llavors f € F£(R"™ R™) si cada
funcié component fi: R" — R és de F%(R").

Les demostracions dels teoremes d’existencia i unicitat per a equacions amb
derivades parcials usen el metode de ’estimacié de I’energia, que només té sentit si
I’espai de funcions al que han de pertanyer les solucions esta dotat d’un producte
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escalar, és a dir, és un espai de Hilbert. Tots aquests teoremes sén locals, aixi
que de fet els espais implicats son els Fg(U), amb U un obert de R". Pot succeir
que f € Fs(U) no sigui derivable en el sentit classic perd en canvi existeixi la seva
derivada debil (per exemple, si f és una funcié continua amb “punxes”). En aquest
cas f no podria representar un “objecte” fisic o geometric com ara la velocitat d’'un
mobil o la metrica d’una varietat. Per aixo és important el segiient resultat, conegut
amb el nom de lema de Sobolev:

Lema 2 (Sobolev). Sigui U un obert de R". Aleshores, si s > k+ n/2, l’espai
Fs(U) esta inclos en Uespai C*(U) de les funcions amb derivades continues fins a
ordre k. Per ap>2, FY(U) C C* sis>k+n/p.
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CAPITOL 1

El problema de Cauchy per a ’equacié d’Einstein a
P’interior

La Relativitat General és una teoria classica de la gravitacid, en la qual I'espai
fisic s’entén com un continu, que matematicament ve modelat per una varietat de
Lorentz orientada respecte al temps. L’equacié d’Einstein que relaciona els camps
gravitatoris amb la materia que els crea és

Gg:XTv

on Gy és el tensor d’Einstein de la metrica g de l'espai-temps, T és el tensor
d’tmpulsio-energia que descriu la materia i xy és una constant universal. Aques-
ta equacié juga el mateix paper que l'equacié de Poisson AV = p en la gravitacié
newtoniana. Per aquest motiu els components g, de g se’ls coneix com a potencials
gravitatoris. L’equacié G = xT és equivalent a

R:X{T—;HHW}.

En efecte: com que G = R — iRg, tr(G) = —R perque tr(R) = R1i tr(g) = 4.
Prenent traces a G = xT s’obté R = —yx tr(7"). Substituint R en R — %Rg =xT
s’arriba al resultat desitjat. En cas de no haver materia, I'equacié Gy = 0 s’escriu
Ry = 0. Per exemple, la metrica de Minkowski de la Relativitat especial, n =
diag[1, 1,1, —1], compleix R,, = 0. Ens referirem a ’equacié G, = xT indistintament
com equacio d’Finstein amb matéria o equacio d’Finstein a l’interior o simplement
equacié d’Einstein, mentre que per a l'equacié Ry = 0 s’empraran les expressions
equacid d’Finstein en el buit o bé equacié d’Finstein a [’exterior. Obviament el
tensor d’impulsié-energia haura de ser simetric i tenir divergencia nulla, perque
ha de ser proporcional a G. Aquest tensor dependra de la meétrica g i del que
anomenarem camps de la matéria com ara la densitat si T representa un fluid o el
tensor electromagnetic si T' representa una interaccié d’aquesta mena. Les equacions
que han de complir aquests camps tensorials s’anomenen equacions de la matéria.
L’equacié d’Einstein, com tota equacié tensorial, és invariant sota l’accié de
qualsevol difeomorfisme ¢ : V — V. Es a dir, si g compleix G = xT aleshores la
soluci6é de ¢*(G) = x¢*(T) és ¢*(g), que és una metrica isometrica amb g i per
tant geometricament indistingible. La peculiaritat de ’equacié d’Einstein és que
les 10 equacions en derivades parcials de segon ordre G, = Xx1,3 no sén totes
independents, siné que estan lligades per les 4 relacions V7 (Gap — XTap) = 0,
una per a cada valor de a. De fet, doncs, els 10 components g,3 només han de
complir 6 equacions independents, donant lloc a 10 — 6 = 4 graus de llibertat.
Aixd comportara que puguem imposar 4 condicions al difeomorfisme ¢. Com es
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veura més endavant, en les anomenades coordenades harmoniques generalitzades les
4 expressions gaﬁf‘gﬂ son iguals a un cert camp vectorial de la varietat. Per tant,
fins que no fixem un determinat difeomorfisme (també s’utilitza la paraula gauge),
no tindra sentit parlar de la solucié tnica de ’equacié d’Einstein. En un llenguatge
més abstracte, podriem dir que la incognita g representa no una metrica en concret,
siné una classe d’equivalencia de metriques segons la relacié g1 ~ g2 sii g1 1 g2
son isometriques. El que fem en escollir un determinat difeomorfisme és fixar un
representant de cada classe d’equivalencia.

Per altra banda, ’equacié d’Einstein ha de reflectir que la velocitat de propagacio
del camp gravitatori ha de ser finita. Aquesta condicié implica necessariament que
I’equacié d’Einstein reduida (una vegada s’ha fet efectiu I’eleccié d’un difeomorfisme)
ha de ser hiperbolica. Aquest procés s’anomena reduccio hiperbolica. Tindra sentit
plantejar-se aleshores el problema de Cauchy associat a I’equacié reduida d’Einstein,
que inicialment podem enunciar com el problema de trobar una solucié d’aquesta
equacio de forma que sobre una hipersuperficie de la varietat prengui uns certs valors
o dades de Cauchy. El problema de Cauchy associat a una equacié hiperbolica es
diu que és well-posed (que traduirem per ben posat) si

1. la solucid existeix 1 és Unica.

2. la solucié depeén continuament de les dades inicials (estabilitat de Cauchy de
la solucid).

3. la solucié té un domini de dependencia finit.

Per a un sistema d’equacions diferencials que ha de descriure una realitat fisica
sembla molt assenyat imposar aquestes tres condicions a tota solucié del sistema.
La primera exigeix que les equacions que el formen no siguin incompatibles i en
nombre suficient per assegurar la unicitat. La segona posa de manifest que una
petita pertorbacié en les dades inicials comporti també una petita variacié en les
solucions. Es a dir, que un petit error en la mesura de les dades inicials no esdevingui
un daltabaix per a les solucions. Evidentment caldra concretar en quins espais
topologics considerem aquesta continuitat, amb la condicié que siguin del mateix
tipus per a les dades que per a les solucions (aquests espais resultaran ser uns
determinats espais de Sobolev). L’iltima condicié significa que la solucié només
depén de les dades de Cauchy restringides a un subconjunt compacte de M (velocitat
de propagaci6 finita).

1.1 Equacions i sistemes hiperbolics

Sigui V' una varietat de dimensié n+ 1, U C V un obert de Vi f : U — R una
funcié de tipus C*. Una equacié diferencial en derivades parcials en f d’ordre k és

quasi-lineal si en una carta local (U;2°,z1,..., 2™) es pot escriure com una expressié
lineal en les derivades d’ordre maxim:
I
> a (@, Dy f)s<h-1Dif + F(a, Dy f) gj<p-1 =0 . (1.1)
|I|=k
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Aqui I sén n + 1-indexs d’ordre k i F(x,DJf)MSk_l agrupa tots aquells termes
que depenen de les derivades de f d’ordre menor que k. Si els coeficients a! només
depenen del punt de la varietat, I’equacié s’anomena lineal.

L’accié d’un canvi de coordenades y® = y®(2”) es tradueix en un canvi de la

5 _ .
base coordenada donat per % = %%, en forma compacta e = eC, on e i
€ sén matrius fila i C és la matriu jacobiana del canvi de base, en components
ol = .y°. Aleshores si en la nova representacié escrivim f(z) = f(y) tindrem

que les derivades de primer ordre es transformen segons O,f = C’gc‘)g f, que les
derivades segones de f i de f , llevat termes d’ordre menor, es relacionen per J,gf =
CgCgﬁW f + ---, i que en general, emprant ara la notacié amb multiindexs (ap.
0.4), Drf = C}]DJf 4 ---. Aixi, la part principal > a!D;f es transforma d’acord
amb Y a'Drf = S a'C{Dyf = 0/ Dyf, on b = S CJal, i si una equacié es
quasi-lineal en una carta local, ho és en totes. Per aixo té sentit definir, pera cada
1-forma £ de l'espai cotangent, la forma caracteristica associada a la solucié f

Qu.p(©) = a' (@, Dsf)<h1és

=k

que és un polinomi homogeni en § de grau k. En efecte, Q(£) no depen de la base
escollida perque si £ = &da’ = §jdyj , 1 ja que els components de & es transformen
sota un canvi de base e = eC segons & = C7¢;, tindrem que

Q&) =a'ér =a'ClE; =085 =Q, () .

La forma caracteristica () sorgeix de manera natural en plantejar-se el problema de
Cauchy associat a I’equaci6 (1.1). En ser una equacié diferencial d’ordre k, les dades
de Cauchy sobre una hipersuperficie M donada per ®(2?,z!,... 2™) = 0 seran els
valors a M de f i de les seves derivades fins a ordre k—1 en una direccié n transversal
a M. A partir d’aquestes dades de Cauchy, es podran calcular a M per simple
derivacié tangencial i operacions algebraiques totes les altres derivades d’ordre k — 1
de f aixi com totes les derivades d’ordre k, llevat de %. Com que 'equacié (1.1)
s’ha de complir en tota la varietat V' i en particular a M, és possible que la derivada
g%{ pugui ser aillada de (1.1) i calculada a M. Per poder establir quines condicions
ha de complir M perque aixi sigui, és necessari escollir un sistema de coordenades
adaptat a M en el qual privilegiem una direccié transversal a M. Considerem doncs
la 1-forma £ = d®, en components £, = d®(0J,) = 0, P, que és normal a M perque
en tot punt p de M, si X, € T,(M), (d®),(X,) = Xp(®) = X,(0) = 0. En
un entorn de M dins de V, considerem un sistema de coordenades {y®} en el qual
{dy® = &, dy', ..., dy"} sigui una base de T, (V). En aquestes coordenades, I'equacié
de M és y° =0, en cada punt p € M els camps {8%1'}’ des de i = 0 fins a n, formen

una base de I'espai tangent T),(M), i la derivacié exterior a M és 6%0. Si I és un
n + 1-index d’ordre |I| = k,

ot _9F <3yo> (ayo) N
ol - dxly  Oyf \Oxo Oy, oyl

D[f: &4_...7
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k
de manera que separant el terme en gy{ de (1.1) obtenim que a M,
0

~ k7 ok
Z al(yaDJf)U\gk—l%fI‘F"'+F:Q(&) }]:
et o 0y

+F=0.

Per tant, si la 1-forma & = d® normal a la hipersuperficie M que en unes certes
coordenades ve donada per ®(2°, 2!, ..., 2™) = 0 és una solucié de Qupl )=0la

derivada % no es pot calcular a M i ’equacié diferencial (1.1) restringida a M es
0

converteix en una equacié de lligam que han de complir les dades de Cauchy perque
siguin admissibles. En cas contrari, si Q, )(§) # 0, I'equacié (1.1) es compleix
a M per a unes dades de Cauchy arbitraries. Una hipersuperficie M, d’equacié
®(20, 2!, ... 2") = 0, s’anomena caracteristica de I'equacié (1.1) per a la solucié f
si, en tot punt x de M, la 1-forma § = d® compleix Q(, )({) = 0. EIl subindex
f emfasitza que en general la forma caracteristica depen de les dades de Cauchy
inicials. Només si ’equacié és lineal la condicié Q(§) = 0 depeén exclusivament de
M.

La teoria de les equacions lineals

> d(x)Drf =0 (1.2)

1<k

és la més estudiada i, malgrat que seran les equacions quasi-lineals aquelles que
ens interesaran, és convenient fer-hi un cop d’ull per tal d’introduir la notacié més
habitual.

Quan 'tinica solucié de Q(&) = 0 és £ = 0 I'equacié lineal (1.2) es diu elliptica, i
quan té k solucions s’anomena hiperbolica. Siles k solucions sén diferents, rep el nom
de estrictament hiperbolica. Les equacions elliptiques, doncs, no tenen superficies
caracteristiques. Per exemple, I’equacio

34f o*f 32f 0% f
42 (' 28 xd)? Z A(x)20(x0)? 0(1‘0)2 ZZ: O(xt)?

és estrictament hiperbolica perque Q(&) = & — 562362 + 4(>.€2)% = 0 té quatre
solucions &0 = (£2(3° V2,61, 63, 63) 1 &a = (F(E)V2%,61,65,&3)

Quan 'equacié diferencial és d’ordre 2 la forma caracteristica () és una forma
quadratica:

Qu,p(©) =Y d' (@) = a® (2)€és.

[]=2

Com f € C?, i emprant el conveni dels indexs repetits,
QCLaﬂaa/gf = a"‘fgﬁaﬁf + aﬂaﬁﬁaf = (aa,ﬂ + aﬂa)(?aﬁf

de forma que si definim b8 = 1/2(a*® + a”®) tenim que a®? Oapf = pes Oapf, amb
b8 = b, Per tant podem suposar sense cap restriccié que la matriu A = (aap) és
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simetrica i en conseqiiencia diagonalitzable. En el cas de dues variables, si I'tinica
solucié de Q(£1, &) = 06s &1 = & = 0, equacié Q(&1, &%) = 1 defineix una elipsi del
pla, i si en té dues i diferents, una hiperbola, d’aqui el perque de la nomenclatura.
Tornant al cas general de n variables , quan A tingui index 1 i signatura n — 1
en tot punt de M (i per tant, per continuitat, en un entorn Vj; de M), I'equaci6
sera hiperbolica perque en la base canonica A és (—1,1, n, 1) i 'equacié Q(§) =0
s'escriu —&2 + &2 + -+ + €2 =0, que té dues solucions & = (> 52-2)1/2,&, s En).
La forma canonica (—1,1, n, 1) i la invarianga de @ sota canvis de base permet
interpretar tota matriu A d’index 1 i signatura n — 1 com la matriu d’una metrica
de Lorentz i fer-la servir per pujar i baixar indexs. Aleshores I'equacié @ = 0, escrita
en la forma aaﬁgafg = 0 representa en cada punt p de Vas un con C; de vertex p a
I’espai cotangent, i escrita aaﬁgo‘fﬁ =0, un con C), a I'espai tangent.

Els vectors de T),(V') interiors (exteriors) al con C}, s’anomenen temporals (es-
pacials). En la signatura anterior, v és temporal (espacial) si Q = aagv*v”® < 0,
(aagvavﬁ > 0). Els vectors del con aagvavﬁ = 0, de longitud nulla respecte a la
“metrica” aqg, s’anomenen nuls. Els mateixos conceptes es defineixen a l’espai dual.
Una hipersuperficie de la varietat és espacial si en tots els seus punts la forma nor-
mal & és temporal, que és equivalent a imposar que la restriccié de la metrica a la
hipersuperficie és definida positiva. La hipersuperficie z° = 0 és espacial perque
& =1(1,0,---,0) 1 Q(&) < 0. Observi’s que aquesta darrera condici6 indica, si A té
index 1 i signatura n — 1, que Q(&o,&1,...,&,) = 0, interpretada com una equaci6
en &, té dues solucions reals i diferents per a &; arbitraris. Com @ és invariant sota
canvis de coordenades, podem definir, si cal amb una reassignacié de coordenades,
que z° = 0 és espacial si lequacid Q(&o,&1,...,&n) =0 en & té dues solucions reals
1 diferents per a & arbitraris.

Considerem ara el sistema de m equacions, quasi-lineal d’ordre k,

SN (A (2, Dy f)g1<k-1D1f* + B (2, Dy f)gj<h-1 = 0 (1.3)
a |I|=k

on f : R" — R™ cada A’ sén matrius quadrades d’ordre m, i D;f i B sén
matrius columna de m elements. El sistema s’anomena simetric si totes les matrius
A! ho sén. Podem pensar que I'operador diferencial Z| Il=k (Ag)l D;f® actua sobre
les seccions d’un determinat fibrat vectorial de la varietat V, i que localment f
representa un camp vectorial donat per f(z°,...,2") = (f%(z%),..., f™(z%)). En
general, f pot representar un camp tensorial de 'ordre que es vulgui. Per exemple,
I’equacié d’Einstein esta definida sobre les seccions del fibrat dels tensors 2-covariants
i simetrics, i per tant cada D f és una matriu quadrada de components Dy f*? i cada
AT seria una “matriu” de components (AZZ)I . Si escrivissim en forma de columna i
degudament reindexats tots els components significatius d’un tensor simetric d’ordre
2, aleshores f en una varietat de dimensi6 n seria una columna d’ordre n(n + 1)/2
i cada A’ una matriu quadrada del mateix ordre.

De forma analoga a les equacions diferencials, el problema de Cauchy associat
al sistema (1.3) porta a la qiiesti6 previa de si la derivada d’ordre k en una direcci6
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transversal n a la hipersuperficie M es pot aillar i calcular del sistema d’equacions

a partir de les dades de Cauchy. Substituint Dy f* per &; 8; j: en (1.3) obtenim
akfa
By _
g—:k(Aa) G e =0 (1.4)

on els punts suspensius indiquen termes que a M poden ser calculats a partir de les
dades de Cauchy. Quan la matriu A = Z‘ 1=k A’¢r no sigui invertible el terme a; J:
no es podra aillar de (1.4) i la hipersuperficie M, amb 1-forma normal &, passara a
ser caracteristica per a la solucié f. Com que la matriu A és singular si det(A4) = 0,
la forma caracteristica es defineix mitjangant Q(§) = det(zl Il=k ATEr), que és un
polinomi homogeni en & d’ordre km. Igual que abans, M és una caracteristica del
sistema (1.3) per a la solucié f si Q. ¢(§) = 0 en tot punt de M.

Si E, indica l'espai vectorial (la fibra) de les formes normals en cada punt x de la
hipersuperficie M, podem considerar per a cada f I'aplicacié lineal o simbol principal
or(z,€) : E, — E, associada a la matriu A = Z|I|:k Al¢rilaseva adjunta o (z, €),
de matriu associada A’. La condicié det(A4) = det(A?) = 0 indica que el nucli de
o7 (x,€) no es redueix al nucli trivial siné que r = dim(ker o) > 1, per la qual cosa
existiran vectors propis de A* de valor propi zero en nombre igual a la dimensi6 de
ker(o} ). Sigui u un d’aquests vectors, i U la columna de components de v en una

certa base. En multiplicar I’equacié matricial A% +--- =0 per U’ per 'esquerre,

k
el terme U tAgT{ s’anulla perque

t t
UtAﬁ = <UtAakf> = <8kf> AU =0.

onk onk onk

Com a conseqiieéncia, en r combinacions de les equacions del sistema no apareixera

s k 7 . . . . . .
el terme %, és a dir, que aquestes r combinacions constituiran les equacions de

lligam que han de satisfer les dades de Cauchy perque siguin admissibles.

La nocié d’hiperbolicitat per a un sistema d’equacions diferencials lineals pot
donar-se en termes geometrics, sense necessitat d’utilitzar coordenades. Per defini-
cid, un sistema de m equacions i d’ordre k és hiperbolic en un punt p de la varietat
V' si existeix algun vector u de Ty (V') de forma que tot pla 2-dimensional de 7, (V')
que té u com a un dels seus vectors directors, talla al con normal @,(§) = 0 en
km corbes. Algebraicament, si {u,v} generen el subespai director d'un d’aquests
plans, la condicié anterior equival a imposar que Qp(Au + pv) = 0 ha de tenir km
solucions A = A(u). De fet, per homogeneitat, Qp(Au + pv) = 0 és equivalent a
Qp(Au+v) = 0 que, si ha de tenir km solucions A, indica que tota recta de direccié
u ha de tallar a @), = 0 en km punts. En unes coordenades adaptades a la referencia

en la qual v = (1,0, .".).,O) iv=(0,v1,...,v,), la condicié6 d’hiperbolicitat implica
que 'equacié Q(A,v1,...,v,) = 0 en A ha de tenir km solucions. Si convenim com
abans que la hipersuperficie g = 0 és espacial si 'equacié Q(&o,&1...,&n) = 0 té
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km solucions & per a &; arbitraris, podem caracteritzar els sistemes hiperbolics com
aquells que admeten ’existencia d’hipersuperficies espacials. En el cas particular
d’equacions de segon ordre, en que k = 2 i m = 1, retrobem un resultat anterior.

Tal i com han estat definits, els conceptes d’hiperbolicitat o superficie espacial
no tenen gaire sentit per a les equacions o sistemes quasi-lineals, perque depenen de
la solucié f. No obstant, en el cas particular dels sistemes quasi-lineals i simetrics
de primer ordre, es dona la seglient caracteritzacio:

Definicio 3. EI sistema de m equacions
A%, [)0af + B(w, f) =0,

amb les matrius A%, a« =0,1,...,n simetriques i d’ordre m, és hiperbolic si existeiz
una combinacid Y E,AY que és definida positiva. Llavors la corresponent hipersu-
perficie de forma normal § = (&) s’anomena espacial.

Aquesta definicié és coherent amb la donada per al cas lineal: suposem que
aquesta combinaci6 Y £, A% s'obté amb § =1, & = -+ = &, = 0, i que per tant
AV és definida positiva. Sigui v = (1,0, .".).,O) ivdela forma v = (0,v1,...,0p).
Llavors Q(Au + v) = det(AA® 4+ >"v;4Y) = 0 és I'equacié que determina els valors
propis A de la matriu simetrica S v; A® respecte a la matriu AY, simetrica i definida
positiva, problema que té m solucions reals (comptant les multiplicitats).

La definicié anterior continua depenent de la solucié f, pero tot plegat s’ha
d’entendre com una forma d’etiquetar aquestes equacions ja que, degut a que molts
problemes fisics sén descrits per sistemes d’aquesta mena, existeix una teoria general
a R™ segons la qual el seu problema de Cauchy té les mateixes propietats que el de
I’equacié hiperbolica més coneguda, 1’equacié d’ones. El segilient teorema es pot
trobar en els articles [14],[20],[22],[30].

Teorema 4. Considerem el problema de Cauchy associat al sistema quasi-lineal de
primer ordre.

- 0
ZA“(xﬁ,f)aTﬂw(xﬁ,f) =0
a=0

on f:[0,T] x U — R™ amb U un obert de R", A“ sén matrius d’ordre m x m i B
és una columna d’ordre m. Suposem que:

- les matrius AY son simétriques i A° és definida positiva

s> 5 +1

Indiquem les coordenades de U per x*, i = 1,...n i distingim la coordenada x° de
la resta posant z° = t. Representem per ¢(x') les dades de Cauchy per a t = 0.
Aleshores existeix T' < T de forma que si ¢ € Fs(U,R™),

- lequacid Aa(xﬂ,f)é% + B(2%, f) = 0 té una tnica solucié f definida en
0, 7] x U, amb f(0) = ¢
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- les solucions i les dades de Cauchy pertanyen als mateizos espais de Sobolev,
és a dir, fi € Fs(U,R™) per a tot t € [0,T"].

- les solucions depenen continuament de les dades de Cauchy: Uaplicacio ¢ — f,
t € [0,7"], és continua en la norma Fs(U,R™).

En la literatura existeixen altres definicions d’hiperbolicitat, per exemple, en el sentit
de Leray [31].

Una propietat ben coneguda de l'equacié d’ones és que la solucié en un punt
proper a la superficie inicial M només depen de les dades de Cauchy en un subconjunt
compacte K de M. S’introdueix aleshores el concepte de con de llum i de domini
de dependencia de K com aquell conjunt de punts de 'espai-temps en els quals
el valor de la solucié depen exclusivament de les dades de Cauchy restringides a
K. La demostracié de la unicitat del teorema anterior prova que les solucions de
tot sistema quasi-lineal simetric i hiperbolic també comparteixen aquesta propietat.
L’estrategia és la mateixa que la del cas lineal (veure, per exemple, el llibre [17])
pero degudament retocada [24]. Considerem doncs el sistema

amb les matrius A% simetriques i suposem que A és definida positiva respecte a
dues solucions f1 i f2, 0 el que és el mateix, la hipersuperficie My d’equacié t = 0
és espacial per a f1 i fo. Definim una regio lenticular com aquell domini tancat
limitat per dues superficies espacials de la varietat. Imaginem que M; és una altra
hipersuperficie espacial (respecte a f1 i f2) que forma amb M, una regié lenticular
D de R™". Volem demostrar que si fi = fo a My aleshores f; = f» en tota la regié
lenticular D.

Segons el teorema del valor mig, si A% i B sén C! existeixen objectes T i C
continus en els seus arguments tals que

A(t, 2l fr) — A%(t, 2, fo) =Tt 2", f1, f2) (fr — f2)
B(t7$i7f1) - B(tv xi7f2) = C(t,l‘i, f17 f2)(f1 - f2>

(concretament, cada T és un tensor 1-contravariant i 2-covariant, mentre que C' és
un matriu m x m). Llavors si f i fo compleixen el sistema també es verifica

A%t 2", f1)0a(fi — f2) + [T, 3", f1, f2)0afo + C(t, 2", f1, f2)](fi — f2) = 0.

Anomenant —F a la matriu entre claudators, arribem a la conclusié que la diferencia
f1 — fo entre dues solucions del mateix sistema ha de complir

Aa(t7xi7f1)8a(fl - f2) = E(taxiaflvfé)(fl - f2) )

on F és una matriu continua en (2%, ¢). Considerem el producte escalar (e~ A%(f; —
f2), fi — fo) de R amb k > 0 i calculem

Oale ™A (fi — f2), f1 — f2)
= —ke M (DAY (f1 — fo), f1 — f2) + e FHOuAY(f1 — f2), fL — f2)
+ e M(AY0G(f1 — fo), [1 — fo) + € FH(AY(f1 — f2), Oalfr — f2)) -
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En ser A® simetriques, els dos iltims sumands sén iguals, i utilitzant que A%, (f1 —
f2) = E(f1 — f2), arribem a

Oa(e™MAY(f1 — fo), f1 — fo) = e " ([=kA + 0u A” + 2E(f1 — f2), (/1 — f2)) -

Aplicant el teorema de la divergencia a la regié lenticular D la frontera de la qual esta
constituida per les hipersuperficies espacials My (donada per ¢ = 0) i M; obtenim

/M e (AN(f1 = f2), i — fo)€ads — / (A%(f1 = f2); 1 = f2)€ads

Mo

— /D e M(F(f1 = f2), f1 — fo)dv

on F = —kA° + 0,A“ + 2E. La segona integral és zero perque fi = fo a M.
Suposem que f1 i fo s6n diferents a D i arribarem a una contradiccio, tenint present
que la igualtat s’ha de complir per a qualsevol valor del parametre k > 0. En efecte:
per una banda la primera integral és positiva perque la hipersuperficie M; és espacial
per a les solucions f1 i fs 1 per tant també per a la diferéncia f; — fs. Pero en canvi
la integral del segon membre pot fer-se negativa per a un valor de k£ suficientment
gran, ja que en ser la matriu A° definida positiva la matriu P sera definida negativa.
L’inica forma d’evitar la contradiccié és que f; = fo en tota la regié lenticular D.

L’argumentacié anterior mostra que el valor de la solucié f(¢,2') d'un sistema
hiperbolic en un punt de la varietat proper a My només depen de les dades de
Cauchy en un subconjunt compacte K de My perque qualsevol punt d’un entorn
de My a V esta contingut en una regi6 lenticular. Es parla de la propietat de loca-
litzacio hiperbolica com aquella que garanteix que el comportament de les solucions
només depen d’un coneixement local de les dades de Cauchy. Com que donats dos
punts qualssevol d’una regié lenticular sempre existeix una corba de vector tangent
temporal que hi passa, podem dir que u(¢, %) només depen de les dades de Cauchy
restringides a aquell conjunt compacte de M els punts del qual poden ser units amb
el punt (t,2%) de la varietat mitjancant corbes temporals. El vector tangent a tota
corba temporal compleix que el seu modul (la velocitat) esta acotat per una constant
positiva. D’aqui que la propietat anterior de localitzacié és equivalent a l’existencia
d’una velocitat finita de propagaci6. Aleshores el domini de dependéncia d’una regié
K es pot redefinir com aquell conjunt de punts de la varietat que poden ser units,
mitjancant corbes no espacials, amb punts de K.

Teoremes d’existencia en un entorn de M en M x R en els casos M compacta i
M asimptoticament euclidea poden trobar-se a [16].

1.2 Les caracteristiques de ’equacié d’Einstein

Considerem l'equacié d’Einstein G, = xT', per a un cert tensor d’impulsié-
energia T que representa la distribucié de materia a I'espai-temps V. Aquest ten-
sor T dependra de la metrica g i d’'un o més camps (en general, tensors) 9108
1=1,2---, que per la seva banda han de complir el que hem anomenat equacions
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de la materia, en les que també apareix g. A I’hora de plantejar el problema de
Cauchy, doncs, cal estudiar conjuntament I’equacié d’Einstein, que escriurem en la
forma Ry = x{T — % tr(T)g}, amb les equacions de la mateéria. Suposarem que
aquests dos subsistemes estan desacoblats, en el sentit que la part principal de g
rau en el primer (concretament, en el tensor de Ricci) i la part principal de Q) en
el segon. Ja que l'equacié d’Einstein és d’ordre 2, una condicié necessaria perque
s’esdevingui el primer és en que en les equacions de la materia apareguin com a molt
derivades d’ordre 1 en g. Les condicions perque no hi hagi un acoblament en QO de-
pendran de cada classe de tensors d’impulsié-energia. La hipotesi de desacoblament
permetra estudiar independentment l’existéncia d’hipersuperficies caracteristiques
per als potencials gravitatoris g, i per als camps de la materia Q.

Suposem, per simplificar, que les equacions de la matéria sén d’ordre 1 en Q.
Llavors, un primer redactat per al problema de Cauchy és el segiient: donats amb
suport a M una metrica de Lorentz ¢°, un tensor p° simetric 2-covariant i una col
leccié de camps tensorials w(®, es tracta de trobar una solucié (9, Q(i)) del sistema
que resulta de I’acoblament de I’equacié d’Einstein amb les equacions de la materia,
de forma que els valors a M de ¢ i Q) siguin iguals respectivament a ¢ i a w®, i que
una derivada transversal a M de g, g—i sigui igual a p°. A partir d’aquestes dades
de Cauchy, es podran calcular a M per simple derivacié tangencial i operacions
algebraiques totes les altres derivades primeres de g aixi com totes les derivades

segones, llevat de g—z‘é, i pel que fa a Q@ totes les derivades primeres tret de ag:).

Si M no és caracteristica les derivades % i 637(1” podran ser aillades de les equacions
que formen el sistema i calculades a M. Pero si M és caracteristica el mateix
sistema proporcionara sobre M unes equacions de lligam que hauran de satisfer les
dades de Cauchy. Saber quines sén les (hipersuperficies) caracteristiques de I’equaci6
d’Einstein és doncs necessari per després poder estudiar I'existencia i unicitat de les
solucions al problema de Cauchy.

L’expressié en coordenades del tensor de Ricci és

1 v
[R(g)]aﬁ = 59“ (8uﬁgal/ =+ 8#6!951/ - 8aﬁ9;w - a,uugaﬁ) + Faﬁ(ga d9),

on la notacié (g,dg) indica dependeéncia respecte la metrica i les primeres derivades.
Aquesta expressié és lineal en les segones derivades, que sén les d’ordre maxim, és
a dir, 'equacié d’Einstein és un sistema quasi-lineal de segon ordre en g. En el
llenguatge dels 4-indexs I = (ig, 1, i2,3) 'equacié d’Einstein s’escriu

> Al(g,09)Dig + F(g,09) =0, (1.5)
1<2

on ara F'(g,0g) recull tots els termes d’ordre inferior a 2 que apareixen en G = xT'.
Aqui cada A’ i D¢ sén matrius de components (A’ )Zg i (D'g),, respectivament.
En aquest cas,

1
[R(9)as = 5197060} + g™050% — 90505 — 9770605} OraGuw + Fas(9, 99),
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i Pexpressi6 que resta entre claus, amb el factor 1/2 sén els components (AV)‘)ZQ de
la matriu (A™):

v 1 v v v v
(At = S{g™ 048} + g 0553 — 9" 000} — 97343k} -

D’acord amb el que s’ha exposat a la seccié anterior, 'existéncia de condicions de
lligam per a les dades de Cauchy depen de si el nucli de ’adjunt del simbol principal
no es redueix al nucli trivial.

La matriu A de Paplicacié lineal o, (z,§) : S(Var). — S(Var), entre els tensors
simetrics d’ordre 2 és

A= (37 ATt = 3 (AN)e = (AN 8
1'”:2 71=2 (1.6)
= S{€7€p0% + €600 — Eatpg™ — €110}

i I’accié de o sobre un tensor s s’escriu en components

v 1 v v v
AZﬁS,LLI/ = 5{5 gﬁsazx +§ gasﬁy - gafﬁsﬁ - fusaﬁ}'

En aquest punt és important adonar-se de com arribar a lexpressié de o (z,£)(s)
d’una forma més senzilla. Si comparem l’expressié anterior amb la del tensor de
Ricci

1
§g“ll(auﬁgau + auagﬁu - aa,@g,uu - a;wgaﬁ)

observarem que els diferents termes de o (x,&)(s) s’obtenen dels termes del tipus
9" 0,,39ar substituint 'operador 9,3 pel producte §,{3, el potencial g., per sq, i
després pujant o baixant indexs amb g"”.

El nucli de o, ve definit, doncs, per

ker(UL) = {Sa,ﬁ S T2<VM)33 : fl’gﬁsow + f'/{aSg,, - fagﬁsﬁ - €V§V3aﬁ = O}- (1'7)

Abans d’estudiar aquest sistema homogeni, provarem que ker(or) no és el nucli
trivial siné que els tensors del tipus s = X ® £ + £ ® X, amb X un camp qualsevol,
pertanyen a ker(or). L’argument és el segiient: si ¢ és un difeomorfisme de la
varietat en ella mateixa, es compleix la identitat ¢*Ry = Ry+, perque g i ¢*g sén
isometriques 1 R només depen de g. En particular, si ¢; és el grup uniparametric
corresponent a un camp vectorial X, derivant respecte t I'expressié ¢*Ry; = Ry
obtenim

Lx(Ry) = DRy,

on Ly indica la derivada de Lie i (DR) l'aplicacié diferencial de g — R4. En ser una
identitat, els termes del mateix ordre d’ambdés membres han de ser iguals. Com que
(Lxg)ag = VaXp+VsX,, en el segon membre apareixeran termes de tercer ordre en
X, mentre que en el primer com a molt sén d’ordre 1. Per tant, {,. X5+ {3X, és del
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nucli del simbol principal de (DR) i també de R perque I'expressié en coordenades
de R és quasi-lineal. El calcul explicit ho verifica: 1'expressié

5V§ﬂ(§aXV =+ fl/on) + gyfa(fﬁXu + guXﬂ) - 2§a§ﬂ€VXV - gl/fu({aXﬂ + fﬂXa)

és identicament nulla. El raonament anterior, pero, no assegura que els tensors
s=X®&+ & ® X siguin els tnics elements de ker(op). De fet, si el coeficient V¢,
de (1.7) (que és I"inic amb sentit geometric, ja que és igual a g(&,£)) s’anulla, també
aquells tensors que compleixen 2s,,£" = tr(s)&, sén del nucli, com es pot comprovar
facilment. Arribem a la conclusié, doncs, que tota hipersuperficie és caracteristica
i que caldra discernir entre els casos £7&, = 01 £7¢, # 0. Aquelles hipersuperficies
que en tot punt la seva 1-forma normal compleix £#§, = 0 s’anomenen nutles. Una
hipersuperficie nulla és doncs tangent en cada punt als cons C} definits a ’espai
cotangent 17 (M) per g»(&, &) = 0.

La matriu del sistema Zu,v Aggsw = 0 de 10 equacions en els 10 components
significatius soo, So1, S02, S03, S11, S12, S13, S22, $23, S33 NO és simetrica en {u, v}. Pero
Z AL S = Z AL Sun + Z(AZE + AL S = Z Al S

Hov 7 u#v usv
amb les identificacions Agg = Agg i Agg = Agg + A;% Per simplificar els calculs
suposarem que g és la metrica de Minkowski n = —d2® @ d2® + " da* @ dz’. Llavors,
d’acord amb la férmula (1.6), els elements de la matriu A vénen donats per

Age ==&

Ao
A =0 Ab =206 AL =¢"
A== &4
Afo,B
ao aa af _ af _
A,u,l/ =g é‘ugu Ap,u - 0 Ayl/ - 0 )
on £0 = —& i ¢ = ¢;. La matriu reduida

100 -% ¢ 0 0 0 0 (f0)2

3 3
010 -8 0 o —f 0 0 sl

&3 &3 £2
001 -2 0 o0 0 0 3 i

&3 &3 2
000 0 1 0 Ha 0 0 (8)?
000 0 0 X —gren 0 —gEea Yo
000 0 0 0 0 Y&u FEEyon gy
000 0 0 0 0 0 0 0
000 0 0 0 0 0 0 0
000 0 0 0 0 0 0 0
000 0 0 0 0 0 0 0
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posa de manifest que si Y. & ¢, = 0 la dimensi6 del nucli és 6, i que si &My # 0
és 4. En aquest tltim cas, prenent com a parametres s, = 24X, obtenim s,g =
§aXp + €3 Xn si a # 3, en forma tensorial s = £ ® X + X ® . En general, en una

n(n—1)
2

Per saber quines sén les combinacions de les 10 equacions G = x71 que, en
nombre igual a la dimensié del nucli, esdevindran equacions de lligam sobre les
dades de Cauchy, és necessari, segons la teoria anterior, coneixer el nucli de o7 .
Evidentment, si o fos autoadjunta, ker(c}) = ker(oy,). Pero la matriu

n-varietat, si §#§, = 0 la dimensié del nucli és , 1 en cas contrari és n [24].

1
Aapu = i{ﬁuéﬁ%a + &ubadup — £ 600uabup — Eapguw}

no és simetrica en permutar {af} per {ur} degut al terme £,£3g,,. En lloc de
calcular explicitament la matriu de o7, considerem la matriu B del simbol principal
o) de 'equacié G = xT. Com que G, = R — 3Ry

v v ]- A v
Bus = Aag = 597 AN 905 -

isis € ker(or) també s € ker(o} ). L'avantatge és que o és autoadjunta: el factor
g)‘pA‘)f: és igual a

1
S0 E T + 610 — £°6a k0] — 660"} =
1
= S{E7E + 8" = £%6ag" — 69"} =€ = g,
de forma que
1
Bl = 5{5”5555 + €1l — E \0EG — Ladpg™ + £ 00" gap — €€ gas)-

Dels dos termes nous, £*¢ AGuwv9ag ja és simetric, mentre que —§,8,9q5 €s el simetric
de —&a€39,u,- Per tant, els tensors X ® £ + { ® X també sén del nucli de o7,
la qual cosa vol dir que el sfmbol principal de (X®¢P 4+ XP¢¥) (G — xT)ap 8'anul
la. Pero en ser (Xo¢P 4+ XPe) (G — XT)ag = 2X8(G — XT)ap, tindrem que
X%P(G — XT)ap = 0 per a qualsevol X, és a dir €%(G — xT)ag = 0, que sén les
4 equacions de lligam per a una hipersuperficie M no nulla. Aquestes equacions,
escrites en la forma £g(G —xT' )3 = 0, es poden interpretar com la contraccié interior
de la 1-forma £ = d® normal a la hipersuperficie ® = 0 amb el tensor G — xT'
1-covariant i 1-contravariant. Les equacions de lligam en un sistema adaptat a M
son doncs

(G = XT)|m = 0.

Pel que fa al camp gravitatori, aquestes equacions relacionen els valors a M de la
metrica i el d’una derivada en la direccié transversal.
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1.3 Les equacions de lligam

A partir d’ara suposarem que la hipersuperficie inicial M de V és espacial, és
a dir, que g(&,€) < 0 en tot punt de M. Quan sigui necessari 1'is de coordenades
es fara servir un sistema de referencia adaptat a M en el que, si g té signatura
(—,+,+,4+) i la superficie inicial ha de ser espacial, M vindra donada localment
per una equaci6 del tipus 20 = constant, per exemple, z° = 0. Es costum indicar
la coordenada z° per t i substituir el subindex “0” també per t en els operadors
diferencials. Quan indiqui components d’un tensor, pero, es mantindra 'index “0”.
En aquestes coordenades la 1-forma normal és £ = dt, els seus components sén
€o = 0az® = 80 i la condicié g(£,&) < 0 és £ag®Pés = 5gga5(52 = g% < 0. Aixi
mateix, els components de la 1-forma i(dt)(G — xT') s6n

i(dt)(G = XT)(0a) = (G = XT)(dt,8a) = (G = xT)q
i les quatre equacions de lligam s’escriuen
Golar = XT3 ur-

El calcul en una carta local (U;z%) mostra que, efectivament, la part principal
de GY no depen de 000908 = O1gap- Els termes amb derivades segones de la metrica
en l'expressi6 del tensor de Ricci sén,

Rag = Rl 5= 0uTh, — 0Tty + T0sTh, — T4, Th = 0,I%, — 0,T),

1
= gﬂl’{au[a7 B; V] — Oa [/Ba 3 V]} = ig'wj(au,@gow + a,uagﬂy - aaﬁg;w - a,ul/gaﬁ)

on el signe ~ indica igualtat llevat termes que depenen de la metrica i de les seves
derivades. Especificant els termes en 0y;gns obtenim

1
Rij = —59003&9@'
1 1 1 .
Rio = 5901/8ttgm — 59008&9@'0 = §QOJ8tt9ji

1 1
Roo = 6% Ouguo — ngattgw - 59008“900

1 .. . 1 1 ..
= ¢" Ougo, — 5{9“ Ougij + 29" 0ugio + 9" 0ugoo} — igooattgoo = —59” 01t 9ij

Finalment,

1 . 1 .. 1 ..
Gy =R) - §Rgzo =RY = g"R;; + ¢""Rip = —59039005”917 + 590]90031%9@' =0
G = Rg — ERQS = goaRaO — i{ngij + gOORoo + QQzORio}
1 - 1 - 1 .
= 5{9007300 —g"Rij} = —igoogmattgz‘j + 59009238ttgij = 0.

32



El calcul precedent mostra que les derivades segones Oy go, no formen part del simbol
principal del tensor de Ricci (i per tant de I'equacié d’Einstein).

Cal recordar que I'expressié
i(dt)(G—=XxT)|m =0

per a les equacions de lligam ha estat obtinguda en un sistema de coordenades
adaptat a M en el qual la lletra ¢ indica una direccié transversal qualsevol i M ve
donada per t = 0. La 1-forma normal a M és dt perque si v és un camp tangent a M
tenim que dt(v) = v(t) =0, jaque t = 0 a M. La 1-forma normal dt, doncs, no és
un concepte metric. Si en cada punt p de M les 1-formes {dz', d2?, dz3} formen una
base de l'espai dual T7¥(M), el conjunt {dt,dxz",dz?, dz’} és una base de T*(V) i el
dual {%, %, %, %} una base de T),(V'). Aqui el camp % és transvers a M pero
en general no és normal a M: és el camp n associat a dt per g el que és perpendicular
a M perque g(n,v) = dt(v) = 0 per a tot v € Tp(M). En la base {dt,dz!, dz?, dx3},
la metrica g a M és

g(z,0) = goodt @ dt + go;(dt ® da’ + dz’ @ dt) + g;jda’ @ da? |

amb una descomposicié analoga per als camps tensorials Q. Les dades de Cauchy
inicials sén els valors a M de gag, Otgag: Q) i les derivades transversals de Q) fins a
Iordre adequat. Pero ja que tenim la llibertat per fer difeomorfismes, la pregunta és
com es poden escriure les equacions de lligam en forma intrinseca (independentment
de les coordenades) i quines dades de Cauchy hi intervenen. En principi sembla logic
pensar que si estem buscant una expressié de i(dt)(G — xT)|a = 0 que sigui valida
per a tota direccid transversal ¢, aquestes equacions hauran de dependre d’objectes
intrinsecs a M. En aquest sentit, seran els potencials g;; que defineixen la metrica
de Riemann de M els que tindran un paper significatiu. Per distingir entre les dues
metriques, la lletra “g” indicara una metrica de Riemann, mentre que quan porti
un signe al damunt (com ara g, g 6 §) simbolitzara una metrica de Lorentz. Aquest
criteri s’aplicara, quan sigui necessari, a la connexié V, als simbols de Christoffel I,
al tensor de Ricci R i a la curvatura escalar R, pero en cap cas al tensor d’Einstein
G ni al tensor d’impulsié-energia T

Un altre objecte de M, la segona forma fonamental, s’endevina que apareixera
d’una manera o una altra perque es defineix mitjancant la metrica ¢ de la varietat
on esta inserida M. Concretament, si IV és el vector normal a M per g i unitari en el
sentit (N, N) = —1, la segona forma quadratica fonamental S d’una hipersuperficie
M de V és aquella aplicacid bilineal que assigna a cada parell X, Y de camps tangents
a M Descalar S(X,Y) = —§(VxY,N). En termes de S, doncs, VxY = VxV +
S(X,Y)N. També tenim que S(X,Y) = §(VxN,Y), ja que §(N,Y) = 0 implica
G(VxN,Y)=—g(N,VxY). La forma S és simétrica perqué

S(Y,X) = =g(VyX,N) = =§(VxY +[Y, X],N) = —=§(VxY,N) = S(X,Y)
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Es defineix 'endomorfisme P : T,,(M) — T,,(M) associat a S per la metrica g de la
segiient forma: P(X) és 1'inic vector de T),(M) que compleix g(P(X),Y) = S(X,Y)
per a tot Y € T,(M). Com que S és simetrica, P és autoadjunt:

9(P(X),Y) = 5(X,Y) = SV, X) = g(P(Y), X) = g(X, P(Y))

De la definici6 de P i comparant amb §(VxN,Y) = S(X,Y), es dedueix que P(X) =
VxN (VxN és de T,(M) perque §(N,N) = —1 implica §(VxN,N) = 0). Es
costum escriure k = 2S.

Per simplificar el calcul de i(dt)(G — xT)(0a) = (G — xT)?, treballarem en la
base {N,9;} i la seva dual {dn,w'} en qué gij = gij, doi = 0 i goo = —1 (i el mateix
per als indexs contravariants). Si (f, —U) representen els components de N en les
direccions normal i tangencial, essent U i f respectivament un camp tangent a M i
una funcié de M, el canvi entre les bases {0, 0;} 1 { N, 0;} ve donat per &y = fN—U,
i entre les bases duals {dt,dz'} i {dn,w'} per

) ) ( 1
=fN-U dw’zwl+idn dt:?dn.

Els components del tensor d’Einstein G en la base {N,0;} sén (tenint en compte
que g5 = 05),

~ 1~ 1 1
G°=R8—§R98— R 0—59 ﬁRaﬂ—_ROO_*( IR — Roo)

1 .- -
= —5(9"Rij + Roo)

G = RY ~ SRl = RY = " Ras = R
Com que els components del tensor de Ricci R de § sé6n
Rag = Raxg = 7V G(R(0x, 05)0a, ) - (1.8)
sera necessari calcular els productes escalars,
JR(X,Y)Z,W)  §(R(X,Y)Z,N)  G(R(N,X)N,Y).
on X,Y,Z s6n camps tangents a M. Substituint VXY = VxY + S(X,Y)N en

la definicié del tensor de curvatura R(X Y)Z = VXVyZ VyVXZ V[X y]
obtenim

R(X,Y)Z = R(X,Y)Z + S(Y, Z)VxN
—S(X,Z)VyN + {(VxS)(Y,Z) — (VyS)(X, Z)}N.
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on R és el tensor de curvatura de (M, g). Els components tangencial i normal de la
identitat anterior reben el nom d’equacié de Gauss i equacié de Codazzi:

JRX,Y)ZW)=g(RX,Y)Z,W)+ S(Y, Z)S(X,W) — S(X,Z)S(Y,W) (1.9)
J(R(X,Y)Z,N) = —=(VxS) (Y, Z) + (VyS)(X, Z). (1.10)
El terme R(N, X)N és igual a
R(N,X)N =VNVxN —VxVyN = Viy N

El primer terme VxVx N és VyP(X). Com que {N, d;} no és una base coordenada,
el claudator [N, X] és diferent de zero,

1,0 1[0
f(at—irU),X] =5 [&+U7X] +

X(/f)

X(f) 9 1[U,X]+fN,

7 ety

v.x1= |

i Ialtim terme és @[N’X}N = @@NN + %@[U’X}N. Per calcular la derivada

covariant VN, considerem el seu producte escalar amb els elements de la base.
Com que §g(N,N) = —1, els camps Vx N i VyN son de T,(M). Ja que g(N,X) =0,

tenim que

G(VNN,X) = —§(N,VxX) = —§(N, VxN + [N, X]) = (N, [X, N]) = X}f) _

Recordant que X (f) = df(X), per comparacié deduim que
1
f

on fidf és el camp vectorial tangent a M corresponent a la 1-forma df a través de la
metrica g. Per tant,

@NN = ﬁd.ﬂ

R(N,X)N = VyP(X) — @X(ﬁ}lf) - @wf\’

Multiplicant escalarment aquesta igualtat per un camp Y tangent a M i operant
s’obté

N — @%[M]N.

g(R(N,X)N,Y)=N(S(X,Y)) - S(X,P(Y)) — }S(X, U,Y])

Ly 1
f(V NXY) fS([U,X],Y) ,

on V2f és la 2-forma (V2f)(X,Y) = Vx(V(f))(Y) = Vxdf(Y). Tenint present
I’expressié de la derivada de Lie d’un 2-tensor covariant és

(LuS)(X,Y) =U(S(X,Y)) = S(|U, X],Y) = S(X, [U,Y])
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i substituint al segon membre el camp N per (1/f)0/0t+(1/f)U, tindrem finalment:

s, ONY) = 1T L))
/ (1.11)
- (X P(Y)) - HTAXY)

Introduim la segiient notacié: S-S indica el producte escalar de S per ell mateix
induit per la metrica g de M, o sigui, g”ngSijSm; Af el laplacia de f segons la
metrica g, —g¥V;V;f; 1S x S la 2-forma definida per (S x S)(X,Y) = S(X, P(Y)),

en components, (S x S);; = ¢"*S,;Ssj. Llavors, de 'expressié en coordenades del
tensor de Ricci (1.8) i de (1.9), (1.10) i (1.11) (tenint present que en la base {N, 9;}
la matriu inversa de § compleix §¥ = g%, §%° = —11i g% = 0), s’obtenen les férmules
segients:

~ 1 XY 1

R(X,Y) :fas(at’)+f(LUS)(X,Y)—2(S><S)(X,Y) (1.12)

1
— ?(VQ HEXY)+R(X,Y) + tr(S)S(X,Y)

. g 0

RN, X) = g9 (Voy0,:8)(X, 57) = X tx(S)

- 1 ,:08; 1 1

N,N)=——¢g9"2 — ~tr(L S —=Af.

Aixd,

G? = _7%01' = —ﬁ(j\ﬂ a’L) = _gij(va/axis)(ahaj) —0; tl"(S).

En el component GY = —%(gijﬁij + 7%00) el producte gijﬁij aporta termes com
ara g (LyS)i; que és igual a tr(LyS), ¢ (S x S)ij = g¢"*S,;Ss; igual a S-S,

g9 (V2f)ij = —Af 1 g9Rij = R, que és la curvatura escalar de g. El resultat és
1
G) = G(dn,N) = 5SS —R- tr?(S9))

Cap dels components GY depén ni de f ni de U, i en ells apareixen la metrica g,
la segona forma fonamental £ i la curvatura escalar R de g, tots ells objectes de M.
Introduint & = 2S5 i 'operador 6 de Hodge de g que actua sobre un tensor d’ordre
2 segons (0A); = —VIA;;, i indicant la funcié G per H(g,k) i la 1-forma GY per
v(g, k),

1
H(g, k) = é(k -k —4R — tr?(k))
1
(9. k) = 50(k — g tr(k)) .
Convenint que Té)\ M= Fi TZ»O\ v = X; les equacions de lligam quan la direccio
transversal és normal s’escriuen,

(1.13)

H(Q? k) = XF
(g, k) = xX.
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En una direccié transversal qualsevol les equacions de lligam (G — xT)(dt, 0,) s’ob-
tindran de (G — xT")(dn, 0,) tenint en compte el canvi de base

i

) U 1
dz' = W'+ —dn dt = —dn .
f f

Aleshores,

1
f
(G =XT)(dt, ) = (G — xT)(dn, N)

(G = XT)(dt, 0;) = - (G — xT)(dn, )

UJ
- T(G — xT')(dn,9;) .
La condicié necessaria i suficient perque les equacions de lligam es compleixin per
a qualsevol direcci6 transversal ¢, és a dir, per a tot (f,U), és que es verifiquin en
una direccié normal a M, aix0 és, que H(g, k) = xF i v(g,k) = xX. Les dades de
Cauchy (g, k) son les variables naturals o canoniques, també anomenades dades de
Cauchy essencials.
La segona forma fonamental k ha d’estar relacionada amb alguna derivada trans-
versal, ja que k(X,Y) és el component normal de VxY:

g(@XN_'_ [NvXLY) +§(X7@YN+ [N’YD

G(P(X),Y) + }a([a X],Y) + (X, P(Y)) + }g(x, U, Y))

}U<g<x, y)) - }(Lagxx, Y).

Substituint N per (1/f)0/0t+ (1/f)U i g per g, s’obté que, a M,

= 25(X,Y) +

gi = fk— Lyg . (1.14)
Logicament, la derivada exterior dyg depen de la direccié transversal (f,U). La
funci6 F' = T(dn,N)|y i el camp X; = T'(dn,0;)|pm dependran dels potencials
gravitatoris i dels valors a M dels camps de la materia Q@ i de les seves derivades
en la direccié normal, dependéncia que representem simbolicament per w®. Una
vegada resoltes les equacions de lligam H(g, k) = xF(g,w™) i v(g, k) = xX (g,w®)
i fixada una direcci6 transversal (f,U), les derivades 0;g;; s’obtenen a partir de la
férmula anterior i els potencials gg, de

oo = §(8:,0) = (> + g(UU))  Goi = 30, 0) = —g(U, ).
Sén aquestes dades de Cauchy no naturals les que fan apareixer la dependencia

respecte f i U. En la direccié normal (f = 1,U = 0), goo = —1, goi = 01 Oig = k.
Les altres derivades de primer ordre 0;go. resten indeterminades.
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1.4 Les equacions de la materia

Imaginem que hem d’estudiar un sistema en que la interaccié del camp gravitatori
g amb d’altres camps no gravitatoris, el que en general anomenem camps de la
materia Q*), es basa en un model tedric i ve descrita per unes certes equacions. Si
suposem que l’energia es troba en forma de camp electric i magneétic, el model és
la teoria de I’Electromagnetisme i les equacions son les de Maxwell. Seguint amb
el mateix exemple, per acoblar les equacions de Maxwell amb 'equacié d’Einstein
sera necessari deduir un tensor 7" simetric que sigui conservatiu, div(7") = 0. Es ben
sabut que en Relativitat els camps electric £ i magnetic B sén certs components
d’una 2-forma A i que les equacions de Maxwell sén

VoA =0 3 Vadg, +VyAus+Vadye =0.

Llavors, es pot demostrar [27] que el tensor d’impulsié-energia és

1.
Tap = AJ Ay = 70ap A AT .

Efectivament,
1
VoTag = Agy VoA + ATV Agy — TV5(AnA™) .
El primer terme és zero per la primera equacié de Maxwell, aixi que
1
VoT,p = AV o Ag, — 5AV*VﬂAVA :
I el segon membre és nul, perque fent s de segona la equacié de Maxwell,
1 1
A"V Agy = i(AMVaAﬁv + A7V, Agy) = iAav(VaAm + V,Au3)
1 1
= —5ATVpde = 5 AT Vg day

Quan el sistema fisic és tot I'univers es parla de models cosmologics. En aquests
models el tensor d’energia T no es dedueix de les equacions de la materia, siné que el
procés és justament el contrari: cada model ve caracteritzat per una classe de tensors
d’impulsié-energia, i les equacions de la materia vénen donades per div(7) = 0, que
en aquest context reben el nom de equacions d’Euler. Per exemple, en el capitol 2
s’estudien els models de Robertson-Walker, en els que el tensor T és de la classe fluid
perfecte, T'= (p + p)u ® u + pg, on p i p sén respectivament la densitat i la pressio
del fluid (relacionades per una equacié d’estat) i u és el camp geodessic i unitari de
velocitats de les particules que l'integren. Cada classe de tensors d’impulsié-energia
es representara per 'expressié 7T'(g, Q(i)).

A T’hora de plantejar el problema de Cauchy associat a I’equacié d’Einstein, per
a un certa classe de tensors d’impulsié-energia, sempre suposarem que,
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- les equacions de la materia no introdueixen més graus de llibertat, és a dir,
que el nombre d’equacions és igual al nombre de camps de la materia.

- les dades de Cauchy no han de complir unes equacions de lligam suplementa-
ries, aixo és, la hipersuperficie inicial M no és caracteristica de les equacions
de la materia.

1.5 Reduccié hiperbolica

Per trobar el difeomorfisme o la gauge en el qual I'equacié d’Einstein adopta
una expressié hiperbolica, estudiarem primer en quins casos la part principal en g
de I'equacio d’Einstein se simplifica considerablement, i relacionarem aquests canvis
amb un difeomorfisme adequat. El resultat sera que la part principal del tensor de
Ricci (i per tant de ’equacié d’Einstein) queda reduida a

Ly
29 uv9as -
Una equaci6 del tipus —% 3" Ouvgap = A(x, g,0g) és hiperbolica si g és una metrica
de Lorentz, perque g""0,,gap ¢és I'equacié d’ones per a cada component g,g. Ara
el simbol principal o7, fa correspondre a cada ang € To(Var), 'element €€ a4,
i el nucli de o és diferent de {0} tvnicament si £”¢, = 0, el que indica que les
Uniques caracteristiques son les superficies nulles. Quan ’equacié d’Einstein adopta
la forma de I’equacié d’ones es posa de manifest que tots aquells conceptes definits
a l'apartat 1.1 associats a la “metrica” de components a,g (direccions temporals,
superficies espacials ... ), coincideixen amb els respectius conceptes de la relativitat
general, perque ara els coeficients a,g sén exactament els potencials gravitatoris g, 3.

Recordem que la part principal del tensor de Ricci és
. . 1. ~ ~ ~ ~
Rap = Oul'5 — 0al'y, = 59" OupGav + Ouagpy — OapJuy = OuvGas)-

Definim I'® com la contraccié dels simbols de Christoffel amb la métrica: '™ =
g"'I'},. Intentem relacionar algun dels termes anteriors de la part principal de R

amb els termes de segon ordre en g3 de I’expressié ga,ﬁ@f“:

Gop 0T = GoyDs10 T} 2 5™ 379510 v19] = 33" Oslp,v: o
= 5 (Ospive+ Do — s} = 37" 120100 — Dagin} -
Aleshores, en segon ordre, la combinacid gwaﬁfﬂ + ngﬁaf“ s’escriu,
GaudT" + G5y 0aT* = G (Oadpy + Opudor — Dapduv)
Per tant,

P B o
Rap = 5{9auds" + Gou0al™} = 53" O Gas + Fap(3, 09) (1.15)
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Si > = 0, la part principal es veu reduida tinicament al terme —%g“" OuvGas- De
fet, aixo també seria cert si els simbols I'* no depenguessin de cap derivada de la
metrica, perque llavors ’expressio

1 . ~ B ~
i{gauaﬁru + gﬁuaozru}

no entraria a formar part del simbol principal. Per tal de trobar unes coordenades
adients i una metrica convenient § que en aquestes coordenades compleixi la condicié
que els sfmbols T'® no depenguin de les derivades de la meétrica, introduim unes
certes funcions Y%, que ja definirem més endavant. En termes de la diferencia
H® =T% - Y Pexpressi6 (1.15) resta

| 1. - 1 -
Rap = =59" Owdap + 519an0sY" + §5u0aY "} + Fap + 519au0sH" + G5u0a H"}
Per tal d’abreujar les notacions, definim
lowy - 1. B I
Saﬁ = _59 8ul/gaﬁ + i{gauaﬁy + gﬁuaay } + Faﬂ
1 . -
Log = 5{904“(951-[” + gguaaH“} .

Llavors el tensors de Ricci i d’Einstein s’escriuen
R=S+1L
1 1
G=R- §R§ =S+ L - Q[tr(S) +tr(L)]g ,

de forma que si anomenem £ a S — %tr(S )g, tindrem que
1 .
G=&+L - §tr(L)g.

En el segiient paragraf veurem que existeix un difeomorfisme ® tal que S = *(R)
i€ =®"G), aixi que S i &, que han estat definits localment, sén en realitat ten-
sors. En aquesta notacié, trobar unes certes coordenades en les quals els simbols
de Christoffel no formin part de la part principal de R(g) és equivalent a definir les
funcions Y, encara arbitraries, amb la condicié que depenguin de § pero no de les
seves derivades, i de manera que H = I' — Y s’anulli. Per aconseguir-ho és necessari
introduir el concepte d’aplicacié harmonica.

Les aplicacions harmoniques. Sigui V' una varietat diferenciable de dimensié 4 i
g 1 g dues metriques de Lorentz. Aqui cal entendre § com una metrica donada pero
fixa, que rep el nom de métrica de referéncia. Considerem una aplicacié diferenciable
®:(V,g) — (V,9). Com que (D®), : Tp(V) — T, (V), podem considerar D®,
com un element de T (V) ® T,y (V), que en coordenades, si en unes cartes locals ®

ve donada per y% = ®3(2®), s’escriu D® = g%ﬁ(m)dx“ ® %. Per tant, D® és una
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secci6 del fibrat T*(V) ® ®T(V) sobre V. Dotem aquest fibrat d’una connexi6é V'’
que actua sobre un element t @ s € T (V) ® Tg(,) (V) de manera que, si v € T(V),
VI (t®5) = (Vt) @ s+t P*(Vys)

on @*(@vs) = @Dq)(y)s.
En analogia amb les funcions, es diu que ® és una aplicacié harmonica si §D® =
0. En coordenades g#ﬂvM(ch)g = 0. En el calcul de

o09P 0
V', D<I> V’ dz®
5o ( Oz © 8y5)
apareixera el terme @a %, que és igual a
. 0 oP¥ - 0
Vs Gar a7 Oy (%sﬂv% dyP
de forma que
9*eP 99 0P 9PV . 0
"9 DO = — T 10 ) da® @ —.
va%u (8:1:0‘81‘“ 0z 10 T P o l”\> © dyb

La condicié d’harmonicitat, escrita en coordenades, és doncs,

250 8 _ A v
W(aaq} 9o 9B aq>r5>:0.

own  dav 1 T gan gt A (1.16)

Si I'aplicacié identitat, I : (V, g) (V, g) és harmonica, la condici6 (1.16) aplicada
a la identitat és go‘“(Fgu — Fau) = 0, o sigui, gWFﬁ —TP% = 0. Anomenant Y7 a
Fgu, la condicié anterior s’escriu I = Y7, on Y només depen de § g, pero no de

les derivades de g, com haviem desitjat. Per tant, fixada una metrica de referencia g,
per a qualsevol metrica de Lorentz § anomenarem Y7 a go‘“l“ﬁ Quan la identitat
I:(V,g) — (V,§) sigui harmonica, H =T —Y s’anullaraies tindra L=0, R =S

i G = &. Es diu aleshores que g és harmonica respecte a la métrica de referencia g.

Observem que si ara tenim una aplicacié harmonica qualsevol ® : (V,§) —
(V,§), i definim la metrica pull-forward de §, g = (®71)*g, llavors la identitat
I:(V,g) — (V,g) és harmonica ja que

2
po_ 0%ps o 0°0°

028 T frrdr
002109
ox® Oxt

i equacié (1.16) s’escriu

(0P 4+ g™y ) =0,
que és la condicié d’harmonicitat de l'aplicacidé identitat. Llavors & = ®*(R) i
& = ®*(G). Resumint, 'harmonicitat de ® : (V,g) — (V, ) és equivalent a la de
I:(V,g) — (V,§), amb g = (271)*g.
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1.6 El problema de Cauchy per a 1’equacié reduida d’Einstein

L’equaci6 d’Einstein esta definida en una varietat de Lorentz i a ’hora de resoldre
el problema de Cauchy ens trobem amb la dificultat que només en el cas R™ hi ha
una teoria d’existencia i unicitat per a les solucions de les equacions en derivades
parcials, i que per tant els resultats que es puguin obtenir a partir dels teoremes
existents no podran ser en principi de caire global, sind unicament referents a una
carta local de la varietat. Les equacions que han estat més estudiades a R™ sén
aquelles que es poden classificar o bé com a elliptiques, o bé com a hiperboliques o
bé com a paraboliques. En ’apartat anterior s’ha vist que I'equacié d’Einstein pot
ser reduida a una de tipus hiperbolic, i ara el que cal és aplicar el teorema 4 per
tal de, a partir d’un problema de Cauchy “abstracte” per a equacions hiperboliques
que esta ben resolt, arribar a solucionar el problema de Cauchy “geometric” per a
I’equacié d’Einstein.

La proposicié que ve a continuacié fa referéncia a la hipersuperficie M = R? de
R*. Com és habitual, les equacions que hi apareixen estan escrites en un sistema de
coordenades (t,z!, 22, 23) de R* en el qual M ve determinada per 'equacié ¢ = 0 i
(x', 22, 2) s6n les coordenades de M. En aquestes coordenades, si Gij| M representen
els components d’una métrica de Riemann g de M, una metrica de Lorentz § de R*
ve caracteritzada per la condicié oo < O.

La segiient proposicié és una conseqiiencia del fet que un conjunt d’equacions
hiperboliques de R* degudament acoblades formen un sistema que també és hiper-
bolic, i que per tant el seu problema de Cauchy esta ben posat. Recordem que una
classe determinada de tensors d’impulsié-energia és un tensor 71" simetric d’ordre
2 del qual coneixem la seva dependencia funcional respecte a la meétrica ¢ i als
camps tensorials Q) de la matéria. Ens restringirem al cas en que les equacions
de la materia vénen donades per divg(T) = 0. Si U és un obert de R3, definim
Ue = (—€,+€) x U.

Proposicié 5. Considerem el sistema format per les equacions —%gwawgag +
Fo3(g,09) = 0 i divg(T) = 0, on g representa una métrica de Lorentz de R T
una classe de tensors d’impulsid-energia. Suposem que,

1. la hipersuperficie R® donada pert =0 no és una caracteristica del sistema.

2. T és d’ordre zero en § i en QY| és a dir, no conté cap derivada de § ni de

0,

3. firada g, Uequacid divg(T) = 0 es pot escriure com un sistema hiperbolic de
primer ordre en Q@ | quasi-lineal i simétric.

Sigui U un domini obert i acotat de R3, suport de les segiients dades de Cauchy:
- una meétrica §° € Fy(U).

- un tensor 2-covariant i simétric kO € Fs1(U).
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. un conjunt de camps WD € Fo(U),i=1,...,m

Aleshores, si s > 4, el problema de Cauchy associat esta ben posat, és a dir, existeix
un € > 0, una tnica métrica de Lorentz § € Fo(U.) i uns tnics QO € Fy(U.)
1=1,...,m que compleixen el sistema

1. 3 o
—59“”8Wgaﬁ + Fop(g,0g9) =0
d’L"UgT =0

amb

i0=9 L= ad0)=u

i on (§,9) depenen continuament de les dades inicials (§°,k°,w) en la norma Fy.

Demostracio. Es basa en el el teorema 4 per a sistemes de primer ordre. Per la
hipotesi 1 el component §%° és diferent de zero. Aleshores, per la hipotesi 3 sobre
T i segons la definicié 3, el subsistema divz7T = 0 es pot escriure com un sistema
hiperbolic i simetric del tipus

B%9,h + B'9;h = B

amb B és simetrica i definida positiva, les matrius B? sén simetriques. Aqui h
depén tnicament dels Q) perque Vg = 0.

Anem a veure que 'equacié 'equacid —%g’“’@,wg,w + F,3 = 0 també pot ser
reduida a un sistema del mateix tipus. Aleshores, segons la hipotesi 2 sobre T, les
parts principals de cada subsistema estaran desacoblades, i el sistema

(o )2 ()20 5)2G)=(6)

també sera hiperbolic i simetric de primer ordre, amb la matriu (“(‘)0 é)()) definida
positiva. Podrem doncs aplicar el teorema 4 d’existéncia i unicitat a cada subsistema
per separat.

El problema de Cauchy de I'equacid —% 9" Ouvgas + Fop = 0 es pot plantejar en
termes d’un sistema de primer ordre A%0; f+A%0; f = A(f) si definim convenientment
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les dades de Cauchy. Siguin
Il() 010 010 010 010

010 g''ho 9L §*ho 010 9ap
A" =101 §*Lo §2Lo Lo O f=1Tasj
010 §*'Io §%Lo %o 010 548
010 O 010 010 —g%Io
010 010 010 010 010
' 0w Owo 010 010 —g"" I S8
A'= {010 O 010 O  —g¢* o A=1 03 |,
010 010 010 010 —g%I —2F .3

010 —§" o —g%Lio —g"ho —2¢"To
on I, 0, indiquen les matrius identitat i nulla d’ordre n i F' és d’ordre O en les varia-
bles. El sistema A0, f + A'0; f = A(f) és hiperbolic en el sentit de la def. 3: primer,
les matrius A° i A7 s6n simetriques. Segon, A° és definida positiva, (v, A%) > 0 si
v # 0: en efecte, observem que els seus elements vénen donats per

5kt i=7=
alOH—k,lOJ-H — gzgék’l i,j=1,2,3 k.l=1,...,10.
_gOO&kl i = ] — 4
Aleshores,
10 310 10
0 kl ~i7 okl ~00 ckl
(v, A) = vaao"gvg = Z vE0" U + Z Z V10i+£9"7 6" V10541 — Z vEg 0"y
k=1 i,j=1k,l=1 k=1
10 3 10 10
2 ~ij ~00 2
=D vt D0 D> vioiekd viojer — 5 vk
k=1 ij=1k=1 k=1

és positiva perque en ser g una metrica de Lorentz, en qualsevol punt es descompon
com § = §Udt @ dt + gijda’ @ dx?, on §g*° < 01 g;; sén els components d’una metrica
de Riemann.

Considerem el problema de Cauchy per al sistema A0, f + A'0;f = A(f) amb
les segiients dades de Cauchy:

- 93°
Gas(0) =% 5ap(0) =Koy Fa(0) = =7,
El desenvolupament de A%, f + A'0;f = A(f) déna lloc a
_~ooag;vﬁ _ ~z'j8gaxfj _ gOiaaS;f = —2F,4
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Si escollim el minim valor de regularitat, s = 4, d’acord amb les hipotesis del teorema
les dades de Cauchy ¢ = (go,l%o,aigﬂ) sén de F3(U). El teorema 4 ens assegura
aleshores que existeix una tunica solucié f € F3(Us,) amb f(0) = ¢, que depen
continuament de les dades de Cauchy. Com que pel lema de Sobolev Fy C C¥ si

s >n/2+ k, la solucié f = (§,7,35) és de classe C'. Perod pel primer conjunt de 10

9905 : 99ap | iy s
i | pigr €Xistelxen 1 son

?Gap : 0%9a .

e i 599 s6n iguals.
. . < ~id oz 0T Bi 0s

De la segona equacié deduim (perque g% té inversa) que Tgf L= 5;?
934 d_(99a d (99a : - 9 (99a =

oot = 5 (T52) = #(522), arribem a la conclusié que §(52% — 7api) = 0. En

aggf = Tagi per a t = 0, la igualtat es complira V t € (—&,4€). Substituint
a la tercera equacid, obtenim —% 3" 0w gap + Fop(g,0g) = 0. Finalment, com que

(Tapis Sap) = (i?;f, 8%;6) és de F3, la metrica g és de Fy.
De la mateixa forma, aplicant el mateix teorema a B°9;h + B'0;h = B, s’arriba
a la conclusi6 que existeixen uns tnics Q4 € F5(U.,,R*), s > 3/2 4+ 1 = 2.5, amb

Q@(0) = w®. Prenent € = min(ey,e2) i s > 4 arribem al resultat desitjat. O

i

. o . s p . .
equacions % també és de C1, és a dir, les derivades

continues, la qual cosa implica que les derivades creuades

. Perd com

ser

La proposicié 5 fa pensar que el problema de Cauchy per a l'equacié reduida
d’Einstein amb les mateixes hipotesis sobre el tensor 1" també estara ben posat.
Tot i que aquest serad el resultat final, a hores d’ara no és tan evident, perque
encara que £ = xT és del tipus —%g‘“’@w/ga@ + Fop5(g,09,9) =0, l'equacié € = xT
representa ’equacié reduida d’Einstein només si g és una metrica harmonica respecte
una metrica de referéncia g. Es a dir, sigui quina sigui la formulacié del teorema de
Cauchy per a l'equacié € = xT', la meétrica solucié ha ser harmonica (H ha de ser
zero) en un entorn Vj; de M a V perque aleshores el tensor £ és el tensor d’Einstein
G escrit en coordenades harmoniques. Es obvi que en el plantejament del problema
de Cauchy no podem pas imposar que H = 0 a Vjs sin6 en tot cas que H =0 a
M. Es necessari un resultat que asseguri que si § és solucié del problema de Cauchy
plantejat en la proposicié 51 H =0 a M, aleshores H = 0 “fora” de M.

Lema 6. Si g és una meétrica de Lorentz solucio de £ = xT aleshores H® compleix
un sistema hiperbolic, lineal i homogeni.

Demostracid. Com que div(G) = 0 (perque G és el tensor d’Einstein) i div(€) =0
(perque, per hipotesi, € = xT'i div(T) = 0), deduim de G = £ + L — % tr(L)g

que div{L — 3tr(L)g} = 0. Com L = govgh'L,, = 1{G*"0,HP + §°9,H"} i
tr(L) = 0, H?,

1 1
Vo {L* — §tr(L)§°‘ﬁ} = 5{gwa,wﬂﬁ + % 0y HY — §°P 0oy H" + BI“O, H"} |

on els BJ® sén com amolt d’ordre 1 en Jap- Enser G 00, H® = g‘w@wH”, I’equacio
div{L — 3tr(L)g} = 0 passa a ser

G100, HP + B0, HY =0,
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que és un sistema lineal i homogeni de segon ordre en H¢, hiperbolic per ser § una
metrica de Lorentz. O

Lema 7. Sigui § una métrica de Lorentz solucid del problema de Cauchy associat
a lequacio £ = XT', en el que les dades de Cauchy en una superficie espacial M
compleizen les equacions de lligam GY = xT?. Llavors, si H* = 0 en una carta
local U de M també 0,H*|y = 0.

Demostracid. Per definicié GO = €3 + LY — L tr(L)gl. Per hipotesi GO, = £ a M,
perque en unes coordenades adaptades a M les equacions de lligam i(n)(G—xT)|a =
0 s’escriven G = XT3, i & = xT. Per tant, LY — 3 tr(L)gS = 0 també a M. Com
que Lozﬁ = %{gauaﬁHu + gﬁuaozHu}a

- 05~ - 1 08~
LS = gOBLaﬁ = goﬁi{gauagH“ + 93,0 H"} = 5{90%@“85}1“ + 0,H"}
1 1
tr(L) = §*°Log = §*° 5 {G0n 0 H" + Gpu00 H"} = 5{aﬂHﬁ + 0, H"} = 0gHP.

Aqui s’ha fet s de gaﬁggﬂ =g, = 0,. Perser H* = 0 a M, totes les derivades 0; H"
seran nulles i per tant LY = 3{§%Ga, 0 H" + 9,H®} i tr(L) = §,H. La condicié
que LY — 2tr(L)gS = 0 a M es tradueix en

7% Gop 0 H" + {0, H® — 620,H°} = 0

L’expressi6 entre claus és nulla (per a a = i els dos termes sén zero, i per a = 0 sén
identics) i com per hipotesi §%° # 0 (M és una hipersuperficie espacial), obtenim el
sistema §n, O H" = 0 a M, que implica O;H* = 0 Vu, ja que det(g) # 0. O

Com a conseqiiéncia, tenim que si g és una solucié de £ = xT' i les dades de
Cauchy satisfan, a més a més de les equacions de lligam, la condicié H®(0,z%) = 0,
lavors 9, H*(0,2%)|y = 0 i H®(t,2') compleix un sistema d’equacions hiperbolic,
lineal i homogeni I'tinica solucié del qual, per a les condicions inicials anteriors, és la
identicament nula. Es a dir, existeix un e > 0 tal que H =0 en U, = U x (—e,+e)
la qual cosa implica que ¢ és una metrica harmonica respecte § en U i que &; = xT'
és I'’equacié d’Einstein en coordenades harmoniques.

La condici6 H = 0 no suposa noves restriccions a les dades de Cauchy ja fixades
siné que determina els valors de d:gon, & M que encara eren arbitraris. Per arribar
a uns resultats concrets, prendrem com a metrica de referéncia § = —dt? + v, amb
~ qualsevol metrica de Riemann d’una varietat 3-dimensional. Recordem que & :
(V,3) — (V,§) és harmonica si H* = go‘ﬁ(f‘gﬁ — fgﬂ) =0,on g= (" 1)*gésla
metrica pull-forward de g. El segiient lema servira per demostrar I’anullacié d’alguns
dels I':

Lema 8. Si en una base coordenada {t,z',x2 23} es compleir que g(0;,0;) = —1 i

9(0r,0;) = 0 aleshores Vy,0p =0 i 0y és un camp geodésic.
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Demostracid. De §(d;,0;) = —1 es dedueix que §(V,d, ) = 01 §(Va,0r,0;) =
0. De §(0;,8;) = 0, que §(Vg,0r, ) = —§(0, Vs,0;). Per altra banda, com que
@8,58@' — @31.& = [0, 0;] = 0, tenim que g(@aﬂt, 0;) = —3g(0, @ai&), que és nul com
acabem de veure. Aleshores @Bt 0 = 0 per ser nul el seu producte escalar amb tots
els elements d’una base. O

Immediatament obtenim de @@ 0 = fgoaa que els quatre simbols de Christoffel
I'Sylas sén nuls. També necessitarem

A 1 o0, . 1 N A
I = 5900[%]; 0] = —5{9igjo + 0;Gi0 — Fij} =0

perque g;o = 01y és una metrica de M, independent de ¢.
En ser g;; = g;; sobre M tindrem que per definicié de segona forma fonamental,
Vs,0; = Vp,0; + S0 (on recordem que V és la connexi6 de g). En components

%00 = T5,0 + S0,

d’on es dedueix que

1

nk _ 1k . 0 _ q.. _

De ?aﬁj = ?aj Oy = S;-@i s’obté
flgj :Sf ; fgj:O.
El simbols I'§j|pr sén iguals a
o = %9“[070; 1] = ¢"digu

1 1
I = 590l[030§l] = —gatgoo

Les tres primeres relacions d’harmonicitat sén gaﬂ(fg 5= f’; ,8) =0, és a dir, gij(f% _
ffj) - (flgo - f’go) = 0. Substituint,

9" 0 gor = gij@fj - FZ)
Desenvolupant els simbols I de g obtenim

) . 1 y
Ogoilar = ¢°F (Ongij — iaigjk) — gi;T9,9™.

L’altra relacié d’harmonicitat és g% (f% — f‘%) — (9, — T9,) = 0, que porta imme-
diatament a
Orgoo|m = —9" kij.
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1.7 El problema de Cauchy per a ’equacié d’Einstein

L’equacié d’Einstein G = x7T és intrinseca, a diferencia de ’equacié reduida
E = xT, que és 'equacié d’Einstein en coordenades harmoniques. L’enunciat del
teorema de Cauchy de l’equacié d’Einstein, doncs, ha de tenir un caire purament
geometric i en ell no es pot fer referéncia a cap sistema de coordenades en particular.

Per poder aplicar els resultats de la seccié anterior, primer treballarem en un
sistema de coordenades harmoniques i després demostrarem que tota solucié de
lequacié d’Einstein reduida £ = xT és difeomorfa a una solucié de G = xT.
L’existencia d’un sistema de referencia adaptat a la hipersuperfice sobre la que
es definiran les dades de Cauchy no és evident quan ens trobem en una varietat
abstracte de dimensié 4. Per aix0 és necessari precisar previament el concepte de
hipersuperficie:

Definicié 9. Una hipersuperficie d’una varietat diferenciable V' de dimensic 4 és
un subconjunt M de V que es pot dotar d’estructura de varietat diferenciable de
dimensio 3 de tal manera que

1. la inclusio canonica i : M — 'V és diferenciable.
2. en cada punt x € M Uaplicacid diferencial (di)g : Ty(M) — T (V) és injectiva.

3. la topologia de M com a wvarietat diferenciable coincideiz amb la topologia
induida per la topologia de V.

Proposicié 10. Sigui V una varietat diferenciable de dimensié n. Sigui M una
hipersuperficie de V' en el sentit de la definicio anterior. Sigui N un camp vecto-
rial (diferenciable) de V' amb suport a M, transvers a M. Aleshores existeiz un
difeomorfisme d’un entorn U de M a 'V sobre un entorn U' de M x {0} a M x R.

S’ha de dir que no tota subvarietat M de V admet un camp transvers. Aquest
és el cas quan M no és orientable dins d’una varietat V' orientable.

Demostracio. Provarem en primer lloc que el camp N admet una extensio, és a dir,
que existeix un entorn W de M a V i un camp vectorial diferenciable N sobre W
tals que per a tot p € M es té Np = N,. Efectivament, per a cada p € M sigui
(Up;xl, ...,2") una carta local de V, on U, és un entorn de p a V' i de forma que
Up(\ M sigui una hipersuperficie de U, d’equacié =™ = 0. Sigui W = UpeM Up.
Considerem el recobriment {Up,}pens de W. Sigui {U;}ier un refinament localment
finit de {Up}pem 1 {Vi}ier una particié de la unitat subordinada al recobriment
anterior. Sobre cada U; (que és domini d’una carta local), escollim una extensié N;
de N. Definim sobre W el camp N = Y icr v;N;. Aquest camp diferenciable (i ben
definit) compleix que N, = N, en cada punt z € M.

Pels teoremes d’existéncia i unicitat de solucions de sistemes d’equacions difer-
encials ordinaries, per a cada x € M existeix un interval (—eg,€;) 1 una corba
diferenciable

Yo i (—€g,€5) = W
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tals que v,(0) = x i que t — ~,(t) és una corba integral de N. Considerem en
la varietat producte M x R l'obert U’ format per les parelles (z,t) amb x € M i
t € (—€g,€z). Obviament U’ és un obert de M x {0} a M x R. L’aplicaci6

U -
(1) —— 7%()

déna un difeomorfisme entre U’ i un entorn U de M a W C V.
Aquesta proposicié es pot obtenir com un cas particular del teorema de I’entorn
tubular (Tubular Neighborhood Theorem). O

Sobre M estara definida una metrica de Riemann g i un tensor 2-covariant i
simeétric k, aixi com uns camps w® de V amb suport a M, perd no tangents a M.
A Tapartat 1.3 s’ha constatat que sén les equacions de lligam obtingudes quan la
direccié transversal és normal a M, H(g,k) = xF(g,w®) i v(g,k) = xX(g,w®),
les que tenen un sentit geometric, ja que no depenen de les coordenades. Es natural
doncs que en ’enunciat del problema de Cauchy privilegiem, entre totes les direccions
transversals, aquella que és normal.

Teorema 11. Sigui V una varietat diferenciable de dimensié 4 © M una hipersu-
perficie de V. Sigui T(g,Q(i)) una classe de tensors d’impulsio-energia a V', que
depenen de m camps de la matéria Q@ , i =1,...,m i d’una métrica de Lorentz §
de V. Suposem que en qualsevol sistema de coordenades adaptades a M,

1. T és d’ordre zero en g i en QO és a dir, no conté cap derivada de g ni de
0,

2. firada g, Uequacié divg(T) = 0 es pot escriure com un sistema hiperbolic de
primer ordre en {€;}, quasi-lineal i simétric.

3. la hipersuperficie M no és caracteristica de divg(T) = 0.
Suposem donades a M les segiients dades de Cauchy:

- un camp vectorial N, camp de V' amb suport a M, transvers a M, aixzo és, per
acadax € M esté Tp(V)=Ty(M)® < Ny >.

- una metrica de Riemann g i un camp tensorial covariant d’ordre 2 i simétric

k.
. m camps tensorials w®, camps de V' amb suport a M, i=1,...,m.

que compleizen les equacions de lligam H(g, k) = xF(g,w0™) i v(g, k) = xX (g,w®)
sobre M. Aleshores, en un entorn de M a V', existeizen una meétrica de Lorentz g i
uns camps tensorials QW ... Q) tals que

. substituint a la classe de tensors T les variables pels valors concrets de g i Q0
es té Gg = xT i divg(T) =0
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- en tot punt x € M el camp vectorial N és unitari, g(Ny, Np) = —1, i N, és
perpendicular a Ty(M) respecte a Gy .

- la restriccid de § a M és g i els valors dels camps QW a M sén w®.
- per a tot © € M es té Np(g) = ky.

A més, si g i QD sén respectivament una métrica de Lorentz i m camps tensorials
sobre un entorn de M a V que compleixen les 4 condicions anteriors, existeir un
difeomorfisme d’un entorn de M a V en un altre entorn de M a V que deiza fizes
les dades de Cauchy i que porta § en § i QO en Q') (unicitat llevat difeomorfismes
que preserven les dades de Cauchy).

Demostracio. Segons la proposicié 10 existeix un difeomorfisme ¢ entre un entorn
de M a V iun entorn de M x {0} a M x R, de manera que per a tot = € M es
compleix que ¢(z) = (x,0) i de forma que, si x € M, (Dp)(N,) coincideix amb 0y
per at = 0, on t indica la coordenada natural de R. Aquest difeomorfisme permet
construir sobre un entorn de M a V una metrica de Lorentz § de la forma —dt? + 7,
essent v una metrica de Riemann qualsevol sobre M.

La condicié que M no sigui caracteristica de divg(7T") = 0 assegura que les dades
de Cauchy no han de complir cap equacié de lligam suplementaria. I com que
g|am = g implica que M ha de ser una hipersuperficie espacial de (V, g), les tiniques
equacions de lligam que han de satisfer les dades de Cauchy sén i(dt)(G—xT')|p = 0.

Sota les condicions imposades al tensor d’impulsié-energia T', I'equacié £ = xT'
és del tipus —%g}“”@,“,gaﬁ + Fo3(g,09,2) = 0. Com M és espacial, no és una
caracteristica. Segons la proposicié 5 existeix una Unica metrica g i uns Unics camps
Q@ solucions de & = xT ide divg(T) = 0, que prenen a M uns certs valors inicials
fixats de vell antuvi. En un sistema de coordenades {x?,t} adaptat al difeomorfisme
© anterior en que la hipersuperficie inicial ve donada per ¢ = 0, escollim que

© Gij = 9ij» §oi = 0, goo = —1,
Q) — ),
- OGij = kij,

complint les equacions de lligam H(g, k) = xF(g,w®) i v(g, k) = xX (g, w?). Aixi,
el camp 0y és normal i unitari i el tensor simetric k es pot interpretar com la segona
forma fonamental de M a V. Fixem els valors de les altres derivades normals 0;goq
escollint § = —dt? + v com a metrica de referéncia i imposant que a M la metrica
g sigui harmonica respecte a §, és a dir, que H = 0 sobre M. Segons els lemes 6
i7, H=0enlobert U = (—¢,4+¢) x U de M x R. Aix0 prova 'harmonicitat de
g respecte a la metrica de referencia ¢ en un entorn de M a V. Per tant, I’equacié
& = XT' és I'equacié d’Einstein escrita en coordenades harmoniques.

Pel que fa a la unicitat llevat difeomorfismes, considerem aquella aplicacié ®

entre uns entorns (Ue,g) i (UL, §) per a la qual I'equacié ['* = g’“’fﬁy expressa la
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condicié de g-harmonicitat de g. En termes de § = ®*g aquesta condicié s’escriu

P*eP 998 0P 9PV .
g — G et G g kon ) =0

ox*dx+  Jxv H ox® gzt v
que és una equacié hiperbolica i quasi-lineal de segon ordre en ® i per tant ben
posada. Les condicions inicials sobre ® determinaran les dades de Cauchy per a g.
Escollim que

1. ® sigui la identitat sobre M.
2. el camp normal a M per g continul essent perpendicular a M per g.

La primera condicié implica que si X és un camp tangent a M, (®,)|yp(X) =
X. La segona s’escriu, en unes coordenades adaptades a M en que J; és normal,
(P.)|a(0r) = O¢. Sén equivalents, doncs, a ®|py = I ia (Py)|pr = I. Aquestes dues
condicions asseguren que ® és un difeomorfisme d’un entorn de M dins la varietat
en ell mateix.

Com que ® és la identitat a M, la transformada de g és ella mateixa. La segona
condicié imposada a 'aplicacié ® garanteix que la segona forma quadratica de M
tampoc canviara, perque k unicament depen de g i de N. Per tant, 'aplicacié ®
conserva tant les dades de Cauchy com les equacions de lligam.

El calcul explicit ho confirma. Per a qualsevol tensor A,

Alu,v) = ¢*A(u,v) = A(dwu, ¢ov) = A(u,v)

on u i v tant poden ser vectors tangents a M com el vector normal d;. En coorde-
nades, els valors de A = (¢~ 1)* A sobre M s’obtenen de la llei de transformaci6

09 0
B G g

Derivant respecte a la direccié normal ¢,
815121(1[3 = 801@%)”8,514“,/85(;5” + 8toz¢#;1/w86¢y + 8a¢#Auu8tﬁ¢y

Com que 0q¢P |y = 55, tenim que 0;o#°|3r = 0, i obtenim 0tGij = 0t Gij-
Quant a les equacions de lligam, i ja que el vector normal a ®(M) = M continua
essent el mateix,

i(dt)(G —xT)( )= (G—xD)( ,8)=(G—xT)( &) =i(dt)(G—xT)( ).

La imatge per ®* de £ és G i ®*(T) = T perque per hipotesi T és d’ordre zero
en la metrica. L’accié de ®* sobre & = xT' déna lloc doncs a l'equacié G = xT',
on g = ®*g, amb les mateixes dades de Cauchy i les mateixes equacions de lligam
H(g, k) = xF 1d(g,k) = xX. Per tant, la métrica g és solucié del problema de
Cauchy per a I'equacié d’Einstein Gz = xT en U.. 0
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El procés fins el redactat d’aquest ultim teorema ha anat posant de manifest la
peculiaritat dels potencials goo. Ni sén del simbol principal (perque no apareixen
en el tensor de Ricci, ap.1.3), ni la parella (§oq, 9:doa) forma part de les dades de
Cauchy que intervenen en les equacions de lligam. L’arbitrarietat en els gp, ’hem
trencada en “mirar-nos” la hipersuperficie inicial des d’un punt de vista en el qual la
direcci6 transversal t és normal, per aixi poder identificar k amb 0:g. L’arbitrarietat
en els 0;go, implica que, fixades unes coordenades, totes aquelles metriques solucions
de I'equacié d’Einstein que només difereixen en els valors inicials de 0:;go, han de
ser considerades indistingibles. Pero totes elles sén difeomorfes a la metrica solucid
d’un sistema hiperbolic ben posat amb les mateixes dades de Cauchy (Gag, 0¢ij) i
les mateixes equacions de lligam. El difeomorfisme el déna una aplicacié harmonica
que fixa els 9;gon i redueix I'equacié d’Einstein a una equacié del tipus ¢"" 0. gag,
on ara si, tots els potencials gravitatoris apareixen en la part principal.

En la introduccié del capitol 1 hem fet servir la condicié div(G — xT') = 0, d’una
forma intuitiva, per afirmar que 'equacié d’Einstein té 4 graus de llibertat. Les
4 equacions div(G — xT') = 0 no apareixen en el redactat del problema de Cauchy,
perque si tenim una solucié de G = x7T evidentment també ho és de div(G —
xT') = 0. Des d’aquest punt de vista, podem entendre div(G — x7T') = 0 com una
"sobrecondicié”. Pero cal recordar que ha estat div(G — x7T') = 0 el que ha permes
estendre a 'exterior de M l'anullacié de H (lema 6).

1.8 Un exemple: les equacions d’un medi holonom depenent d’un
parametre

Les condicions imposades sobre el tensor d’impulsié-energia 1" en el teorema 11
anterior poden semblar molt restrictives. A continuacié veurem en que es concreten
en els medis holonoms i comprovarem que en un cas particular, els fluids perfectes,
aquestes condicions es compleixen sempre que s’imposin restriccions “naturals” al
tensor T

Un medi holonom [32] ve descrit per un tensor d’impulsié-energia del tipus
T=ru®@u+6

on u és el camp unitari de velocitats, g(u,u) = —1, r és un escalar positiu (la pseudo-
densitat) i 6 és un tensor simetric d’ordre 2, amb la propietat que la seva divergencia
és igual al gradient d’una certa funcié f, aixd és, Vo0*° = §“%0,f. Suposarem
que tant la pseudodensitat r com la funcié f depenen d’un mateix parametre (,
r=r(() 1 f = f(¢). Segons la seccié anterior, cal comprovar que la hipersuperficie
M, que en unes coordenades adaptades al difeomorfisme ¥ té per equacié t = 0,
no és caracteristica del sistema div(7) = 0. D’entrada disposem de 5 equacions,
div(T) = 01 g(u,u) = —1, i 5 incognites, u® i (. Perd deduirem unes altres cinc
equacions a partir de les inicials.
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Desenvolupant 'equacié div(7T") = 0 obtenim

0= VT = Vo {ru®u®} + %P0, f = u(r)u” + r div(w)u” + r(Vau)® + 50, f.
(1.17)
Com que u*u, = —1, multiplicant per —ug,

u(r) + rdiv(u) — rg(u, Vyu) —u(f) =0

El tercer sumand s’anulla perque §(u, Vyu) = 1/2V,(§(u,w)) = 0. Aixi, arribem a
I’equacié
u(r — f) 4+ rdiv(u) = 0. (1.18)

Les altres 4 equacions les obtindrem aillant u(r) de (1.18) i substituint en (1.17):
u(f)u? + r(Vou)? + o, f = 0. (1.19)

La part principal del sistema format per (1.18)) i (1.19) s’obté canviant V,u® per
0P Anomenant B? i BP els termes d’ordre menor i fent tis de 9o = 7/(¢)0a( i
Oaf = ['(€)0af, €l sistema anterior és

(r'(¢) = f/()u*Bal + 16§0au” = B

(7 + u M) f(O) 0l + ru® g‘@auﬂ =B

Les deltes § de Kronecker sén necessaries per poder escriure aquest sistema matri-
cialment:
(r'(Q) = f[(Qu*  rdg ¢ BY
Oa, = . (1.20)
1O @G + uPu®) rua(%‘ uP B>

Amb les identificacions evidents, A*0, ¥ = B.

Proposicié 12. Considerem l'equacid div (ru®u+0) = 0 en un espai-temps (V, ).
Suposem que la divergéncia de 0 és igual al gradient d’una certa funcio f, i que r @
f son funcions d’un mateix parametre (. Sigui M una hipersuperficie espacial per
g. Aleshores, si

1. la funcio r(C) és positiva en tot el seu domini.

/
- - . 1 gy e T
2. les funcions r(C) i f(¢) son de classe C, f' és sempre positiva i —; > 2,

f

Pequacio div (ru @ u+ 0) = 0 es pot escriure, en unes coordenades adaptades a M,
com un sistema simétric i hiperbolic de primer ordre per al qual la hipersuperficie
M no és caracteristica.
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Demostracio. Considerem aquelles coordenades en les quals M ve donada per ¢t = 0.
M sera caracteristica si el determinant de la matriu A“¢, s’anulla. Perd com la
I-forma normal de M és &, = 02, tenim que A%, = A%30 = A°. Utilitzant les
propietats dels determinants,
. (r" — fHu® 1"5% \ (r" — fHul 52
det(A”) = det = r*det
f/(§A0+uAu0) mo%\ f/(§A0+uAu0) uO(sg

= PO = )W) = 1 + ()]

= WP~ 2f) - )
La condicié det(A°) = 0 implica que o bé 7 = 0, 0 bé u’ = 0 o bé
[(W®)?(r" = 2f') = g% f'] = 0.

La primera és impossible perque, per hipotesi, r és un escalar positiu. La segona
tampoc és possible perque u és un vector temporal. De I'tiltima, aillant §°°, obtenim

que )
G% = (u0)? (;; _ 2) ‘

Com G és negatiu, 7'/ f’ < 2. Perd per hipotesi, 7'/ f’ > 2. En definitiva, M no és
caracteristica.

Només resta trobar alguna representacié en la que el sistema d’equacions (1.20)
sigui simetric i hiperbolic, d’acord amb la definicié 3. En lloc de treballar amb un
sistema 5 x 5, considerarem com a variables el parametre ( i els tres primers compo-
nents del vector velocitat, (¢, u!,u?,u?), estant u" relacionat amb els u’ mitjancant
la relacié §(u, u) = u®gagu’ = —1 (recordem que aquesta equacié ha sigut utilitzada
per obtenir la segona de les equacions de (1.20) i per tant es pot recuperar a partir
d’elles). Tenim que

Vou® ~ du® = d;u’ + oul.
Per relacionar 9;u® amb u? només cal tenir present que u,u® = —1 implica UaOgu™
0 d’on
upgu’ ~ —u;dpu’. (1.21)
En particular, d;u’ ~ —v;0;u’, on s’ha definit v; = u; /ug. Aleshores du® ~ Ju’ —
v;0pu’, que es pot escriure (6¢ — v;08)0,u’. Substituint a 'equacié (1.18), que en
components és

(r'(Q) = F()u0al + rVau = 0,
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i dividint per r s’obté

(') = f'(9))

r

U*0eC + (0 — v;68)Oqu’ = A°. (1.22)
L’equacié (1.19) escrita de forma intrinseca és
Vf+u(f)u+rVyu =0. (1.23)

Perqué aquesta equacié formi un sistema simetric amb (1.22) és necessari que apa-
regui la combinacié (65 — v;0()0aC = 0;¢ — v;0;¢. Per tant, haurem manipular les
tres equacions per a i = 1,2,3 de (1.23) escrites en forma contravariant:

rVuui + 0if +u(f)u; = 0.

Hi reconeixem el terme 9;f = f'0;C, perd u(f)u; = u;(u®,f +u'd; f) aporta termes
no desitjats. En lloc de desenvolupar el factor u(f), fem s del component o = 0
del sistema (1.23):

rVyuo + Vif +u(f)uo = 0.

Aixi, '
win(f) = = {rVauo + 0} = —vi{rVauo + 9},
0

i obtenim el terme —v; f’0;( que ens faltava. Només resta per comprovar si el coefi-
cient de la part principal de d,u" és simétric. Les parts principals de V,u; = u*Vau;
i de Vyup sén, tenint present (1.21),

U0y = ua(?a(f],-guﬁ) ~ uagijaauj + uo‘gio@auo = f]l-juo‘@auj — ngiouo‘aauj
u*Oqup = uaaa(goﬁuﬁ) ~ uo‘goj(‘)auj + u®GooOau’ = gojua(‘)auj — nggouaaauj )
Finalment, la part principal de les tres equacions rVyu; + Vi f + u(f)u; = 0 és
rVouti + Vif +u(f)u; = f'0:¢ — vi f'O + r{Goovivy — Gojvi — Goivj + Gij fu®Oar?
= (65 — 0i60) ' 0l + {gooviv; — Jojvi — Joivj + Gij fuOar’ .

En resum, les equacions div(ru ® u + #) = 0 sén equivalents al sistema

I, '
(rrf)uaaC + (0" — vidg) Do’ = Bo(,09)

oL - - - ; - A~
(0 — 308 )0aC  + ?{goo’vivj — Gojvi — Goivj + Gijfu®Oa’ = B;(g,09)
que és del tipus A%, = B, on ¢ = (¢, ul,u?,u?) i les matrius simetriques A® sén

(,',,/ _ f/)uOé
— (05" — v;65)
r - . ~ ~
(0f —vi0f)  —u™{Joovivj — Jojvi — Goivj + Gij

f
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Per poder classificar aquest sistema de primer ordre com a hiperbolic, només
resta per veure que la hipersuperficie ¢ = 0 és espacial per a ’equacié d’Euler, és a
dir, sota quines condicions la matriu

T/—f/ 0
—U
Aaga:Aa(so :AO: r
@ T
/

—v; JTUO{QOOUW;‘ — Gojvi — Joivj + Gij }

és definida positiva:

”"/ —_ / . ”" - - N - . .

(Aoq), <1>) = Tfuo(q)oy — QUi(I)z(I)O + ?uo(gooij + Gij — goiv; — ngvi)(I)l(I)j
= f 05002 NGO o 1,0 i\2 i i j j

= TU ((I) ) — 2(1}1(I)Z)(I) + ?u {goo(vi@’) + gij(I)Z(Iﬂ — 2.&()@'(1)1(1}3‘(1)])} >0

si ® # 0. En qualsevol punt de la varietat V' la metrica de Lorentz g admet la
descomposicid

g = —dt* + gijdz’ @ da?,

essent ¢ una metrica de Riemann. Aleshores, ug = Goat® = —u?, u; = Giou® = gijuj
i la condicié §(u,u) = —1 per al camp u de velocitats del fluid s’escriu —ud+g“u;u; =
—1. Dividint per u% s’obté

g 1
vig’v; = g(v,v) =1 - —.
Up
Com que g(v,v) ha de ser positiu, u3 > 1. Escollim u® > 1 (si v’ < —1, la forma
quadratica resulta ser definida negativa). Emprant la descomposicié anterior de g,

’ et
(4°0,@) = " L@ - 290, 0)8° + L0~ (0. ) + [ 0)
r
on || -] indica la norma per g. Si ® és un vector tangent a M, que en una carta local

s'escriu ® = (0, !, 2, §3),

(B - (v, ®))

A", 9) =
(A°®, @) = =

Com que g(v,v) =1 — u% < 1siu’ > 1, per la desigualtat de Schwarz g2(v, ®) <
0

|®]|?. Per tant, com que per les hipotesis del teorema r/f’ > 0, (A°®, ®) > 0.
Considerem ara el vector ® = leg + @, amb eg = (1,0,0,0) i ® com abans.
Llavors,

r—f r
(A0®17 (I)/) = TfUOAQ - 29(1}7 q)))‘ + WUO(H(I)HQ - 92(1}7 (I)))
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Si el discriminant d’aquest polinomi de 2n grau en \ és negatiu, (A°®’, @) > 0, Vo'
Fent tis de ¢*(v, ®) < (1 — u—12)||<I>H2 i sabent que 7'/ f" > 2, arribem a
0

/

A= 1g%0,9) =1 (- 1) (ol - (0. 9)

(e (-1)9)- (5 )
<4 <(1 - u%) <1 + (;l, - 1) u%) - <;/, = 1) ug) [k
— 4 (J% + <;// - 2)) @] < 0.

O

Els fluids perfectes vénen caracteritzats per un tensor d’impulsié-energia del
tipus
T=(p+pue@u+tpg,

on p i p indiquen la pressié i la densitat en tot punt del fluid, relacionades per una
equacié d’estat p = p(p). La derivada p’(p) representa el quadrat de la velocitat
de propagacio de les ones hidrodinamiques. En el sistema d’unitats emprat aqui la
velocitat de la llum és ¢ = 1, per la qual cosa sempre p’(p) < 1. Les equacions de la
materia div(7") = 0 d’un fluid perfecte es coneixen amb el nom de equacions d’Euler.
La divergencia de pg és Vopg®® = §*P0,p. Un fluid perfecte és per tant un medi
holonom parametritzat per la densitat p, amb r(p) = p + p(p) i f(p) = p(p). Les
dues hipotesis del teorema anterior imposen que p + p(p) sigui positiva en el domini
de definicié de p i que 1;,” L = L 4+1>2 ésadir, quep (p) < 1. Les condicions que
garanteixen que les equacions d’Euler es puguin escriure com un sistema hiperbolic
sén, doncs,

1. existeix una constant pg > 0 tal que p > pg > 0.
2. la funcié p(p) mai és negativa a l'interval [pg, +00].
3. la funcié p(p) ha de ser de classe C'i 0 < p'(p) < 1.

Evidentment, es pot arribar a les mateixes condicions sense fer referencia als medis

holonoms ([7],[24],[37]).
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CAPITOL 2

Els models cosmologics de Robertson-Walker

Un model cosmologic és una representacié de I'univers a gran escala que, com tota
teoria cientifica, ha d’arribar a formular unes lleis fisiques que donin una explicacié
de les propietats observables de 'univers i, si és possible, poder predir-ne d’altres
de desconegudes. A escala cosmologica, una estrella o fins i tot una galaxia té en
relacié al conjunt una grandaria tan petita que es pot considerar com una particula
d’un fluid. L’univers s’interpreta com un continu de galaxies que flueixen, i on el
moviment de cada galaxia ve representat per una geodesica de la varietat espai-
temps de vector tangent temporal que apunta cap el futur. Pot demostrar-se que,
sota hipotesis molt generals [26], el tensor d’impulsié-energia associat a aquest fluid
de densitat p adopta la forma T' = pu®u+ P, on u és el camp geodesic de velocitats
de les particules que el formen i P és un tensor simetric que depen de la metrica
g de l'espai-temps i que descriu les interaccions internes del fluid. Els models més
senzills son, primer, els de Friedmann, en que P =017 = pu ® u. Es diu aleshores
que el fluid esta constituit per pols. I segon, els de Robertson-Walker, en els quals la
materia que forma 'univers es comporta com un fluid perfecte amb P = pu® u + pg
i el tensor d’impulsié-energia corresponent igual a

T=(p+pu®u+pg.

Les funcions densitat d’energia p i pressié p estan relacionades per una equacid
d’estat. En aquests models es considera que 'univers és isotrop, tal i com afirma
la llei de Hubble, que postula que les galaxies s’allunyen unes de les altres a una
velocitat directament proporcional a la distancia que les separa, independentment
de la posicié que ocupen unes de les altres (la isotropia implica homogeneitat, pero
un univers pot ser homogeni sense ser isotrop). Es pot demostrar [26] que aleshores
la metrica de 1’espai-temps, en una carta local (z¢,t), adopta la forma

g=—dt’ +(t)g tel.

on g és una metrica de Riemann de curvatura seccional K constant. La funcié ((¢)
esta relacionada amb la distancia entre les galaxies: si ((t) augmenta amb el temps
I'univers s’estara expandint, en cas contrari s’estara contraent. Com ¢ només depen
del temps aquesta expansié o contraccié de l'univers és isotropa. Es compleix que
¢(t) — 0 quan ¢ tendeix a un cert ¢ (principi de 'univers). En els casos K = 0, —1 no
hi ha final de Punivers (es parla d’universos oberts) i ¢(t) > 0 (Punivers s’expandeix).
En canvi, quan K = 1 'univers és finit (universos tancats) i existeix un temps ¢;
entre Dinici i el final de manera que si ¢ < ¢; aleshores () > 0isit >t , () <0
(Punivers primer s’expandeix i després es contrau). Multiplicant la funcié ((t) per
una constant adequada, sempre es podra aconseguir que K prengui un dels valors
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0,1 6 —1. De les hipotesis fetes es dedueix també que la densitat p i la pressié p
només depenen del temps t.

La forma § = —dt? + (%(t)g de la metrica suggereix prendre com a espai-temps
una varietat producte del tipus V' = S x I, essent (S, g) una varietat de Riemann,
completa i simplement connexa, de curvatura seccional K constant, i I un interval de
R. Assignem a d;, que és un vector temporal i unitari, aquella orientacié que apunta
cap el futur. Obtenim aixi una foliacié d’hipersuperficies espacials My = S x {t}, t
fix, on §|p, = g¢ = ¢(%(t)g (fig.1). La coordenada t representa el temps comi a totes
les galaxies i per a t fix, My = S x {t} és l'espai comu a tots els observadors. En
ser la curvatura K constant, aquest espai comu és homogeni i isotrop. El camp u
de velocitats és 0; perque el fet que goop = —1 1 go; = 0 en tota la varietat indica que
0¢ és un camp geodesic, ortogonal a cada hipersuperficie (lema 8). Podem imaginar
I’espai-temps com una familia de “llesques” (slices), una per a cada valor de ¢, i on
cada geodesica y; representa el moviment d’una galaxia.

/ pr(z)

Figura 1: I'espai-temps vist com un continu d’hipersuperficies espacials.

Aquest esquema permet percebre 'espai-temps com un objecte tridimensional
que evoluciona amb el temps. Tot i ser molt visual, la primera qiiestié que hom es
pot plantejar és si tota varietat de Lorentz admet una foliacié de superficies espa-
cials. En segon lloc, si § ha de ser del tipus —dt? + g;, és clar que el problema de
Cauchy de l'equacié d’Einstein haura de ser formulat en termes de la familia {g;}
de metriques riemannianes. Les equacions de lligam sobre la hipersuperficie inicial
seran les mateixes, v(go, ko) = xXo 1 H(go, ko) = xFo. Pero per completar el plante-
jament manca saber quines sén les equacions que ha de complir el parell (g, k) (les
equacions d’evolucid). I encara una ultima qiiestié: en la formulacié 4-dimensional
del problema de Cauchy les equacions que lliguen les dades inicials no només es com-
pleixen sobre la hipersuperficie inicial siné en tot ’entorn on demostra ’existencia
de la soluci6 § de G = xT, perque les equacions de lligam sén G = xT?. Perod
en la formulacié 3-dimensional caldra algun resultat que asseguri que si les equa-
cions de lligam es compleixen inicialment aleshores es verifiquen automaticament en
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qualsevol M;.

2.1 La descomposicié 3 + 1.

Formalment 'equacié d’Einstein R = y{T — 3 tr(T)g} és equivalent als dos
subsistemes

1 .
Rij = x{T;j — B trg(T)gi5}
G = XTY

(2.1)

perque en ambdos casos tenim el mateix nombre d’equacions, relacionades per Roo =
g%(Gg +§ij72,ij) iRy = g%(G? —|—§0jRij).

Una primera propietat del sistema (2.1), ja verificada anteriorment, és que en
la part principal de 7~€Z~j Unicament apareixen les derivades segones 0y:g;; mentre
que G = xT? no conté cap derivada d’ordre 2 en ¢t de §. Una segona propietat,
anomenada involutiva i que esta demostrada en 'apendix B, és la segiient: si (g, Q(i))
és una solucié del problema d’integracié en t de I'equacié Rij = x{Ti;—1/2 trz(T)gi; }
amb unes dades inicials que compleixen en t = 0 les equacions GY = T2, aleshores
GO = xTY es compleix per a tot ¢. Si els sis components §;;(z,t) representen per a
cada to la metrica de Riemann ¢, (x) d’una hipersuperficie espacial My, d’equaci6
t = tp, el problema de Cauchy associat al sistema (2.1) resta dividit en dues parts
ben diferenciades:

- la primera, consistent en trobar unes dades de Cauchy (g, k,w) que compleixin
les equacions de lligam H(g, k) = xF(g,w) 1 v(g, k) = xX(g9,w) a M.

- la segona, la integracié de les equacions d’evolucié Ri; = x{T}j — 2 tr5(T)Gij }
per a les dades de Cauchy anteriors.

En relacié a sota quines condicions existeix una foliacié d’hipersuperficies espa-
cials, existeix el segiient resultat:

Proposicié 13. Sigui T un camp vectorial orientat respecte al temps i sigui {p;}
el grup uniparamétric local de T . Aleshores, donada una hipersuperficie espacial M
de V' que és compacta, existeiz un e > 0 tal que @i(x) esta definit per a tot x € M i
per a tot t € (—e,¢) i Uaplicacid

UV:Mx(—ee) — V
(z,1) — wi(2)

és un difeomorfisme de la varietat producte M x (—e,e) sobre un obert Viy de M a
V.

Aquest difeomorfisme proporciona una familia d’embeddings Ay : M — @i(M)
amb la particularitat que per a cada t € (—¢,¢), la subvarietat My = (M) de Vi és
una hipersuperficie espacial de V. Obtenim aix{ una foliacié {M,} d’hipersuperfices
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espacials en un entorn de M (fig.1 anterior). Cada sistema de coordenades locals
(2,22 2%) de M déna lloc, mitjancant ¥, a un sistema de coordenades (¢, z!, 2%, 23)
adaptades a M, en el qual la coordenada ¢ d’un punt qualsevol P de Vs ve donada
per la hipersuperficie a la qual pertany. Les coordenades espacials x = (z°) seran les
d’aquell punt Py de M que és de la mateixa corba integral que P. Evidentment, en
aquestes coordenades tots els punts de M estan caracteritzats per 'equacié ¢ = 0.
Els objectes definits a M x (—¢,¢) s’identifiquen per ¥ amb els corresponents a Vjy.
Per exemple, M amb U(M x {0}) = ¢o(M) i el camp 0; amb T = ¢,(9;). Tot
camp vectorial X de M genera una familia X; de camps tangents a les hipersu-
perficies M; mitjangant (X;), = X, (2) = (¢1)«Xz. En concret a cada M; tindrem
la descomposicié Oy, = filNe + Up i si g = §|u,,

J(x,t) = (=2 (@) + g (Ut), (Up)))dt @ dt
+ 9t ((Ut), 0;)(dt ® da’ + da* @ dt)
+ (g1)ijda’ @ da?.  (2.2)

La funcié f; i el camp U, de Vj; s’anomenen lapse function i shift vector. Com
que el parell (f,U) sén coneguts a partir de la descomposicié 0|y, = fiN¢ + Uy,
la metrica de Lorentz g solucié de '’equacié d’Einstein quedara determinada una
vegada coneguda la metrica de Riemann g¢(x) = ¢(¢,z) solucié del sistema (2.1).
No hi ha cap equacié que governi I’evolucié de la funcié f i del camp U, els quals per
altra banda tampoc formen part de les dades de Cauchy. Poden per tant prendre
valors arbitraris, donant lloc a quatre graus de llibertat.

La recerca d'uns (f,U), en principi arbitraris, o d’una relacié entre ells, perque
les equacions d’evolucié estiguin ben posades ha originat gran nombre d’articles i
és encara un camp d’investigacid en relacié a la resolucié numerica de ’equacid
d’Einstein (refs.[25],[15],[16]). La dificultat rau en que, per mantenir 'esquema 3+ 1
i només haver d’estudiar les equacions d’evolucié anteriors, cal demostrar, com en
el cas de les equacions de lligam, que si aquesta condicié es compleix per a t = 0
automaticament es verifica a l'exterior de M. Per exemple, en les anomenades
coordenades de Gauss succeeix justament el contrari: el lema de Gauss assegura que
la condicié f =11 U = 0 es compleix en un entorn de M si es verifica a M, pero en
canvi les equacions d’evolucid, quan f =11 U = 0, no esta demostrat que estiguin
ben posades.

Les equacions d’evoluci6 per a k s’obtenen de 7~€ij = x{Tij — 1/2 tr5(T)gi;},
emprant ’expressié (1.12) per a R(X,Y’) obtinguda en el capitol anterior, i definint
(Ye)ij = Tijln, 1 o0 = trg(T)| sy

ok 1
—8; = —Ly ki + filky x k) +2V7 fi — 2, Ry, — §ft( tr ke )ke +xfe(2Y: — o19¢), (2.3)
L’evoluci6 de g ve donada per I'equaci6 (1.14) escrita sobre qualsevol M;:
dgt
— = fiki — L .
ot Jiki Us 9t
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L’equacié d’Einstein, que és una equacio6 diferencial de segon ordre en g, ha quedat
substituida per un sistema diferencial de primer ordre que descriu la variacié del
parell (g, k¢) d’una hipersuperficie M; a una altra.

2.2 Les equacions d’evolucié d’un model de Robertson-Walker

Des del punt de vista del formalisme 3 + 1 de I'apartat anterior, ara f; = 1 i
U; = 0 en tota la varietat. En cada hipersuperficie M; la relacié entre la segona
forma fonamental k; i la metrica g; = (2(t)g és

_1 o RN ()
ke = 7(&:% + Lu,gt) = Orgr = 2¢(t)¢(t)g = 2@% =2Cg, (2.4)
t

on C = %

En les equacions de lligam o en les d’evolucié apareix el tensor de Ricci i la
curvatura escalar de g;. Pero en una varietat de curvatura seccional constant K, el
tensor de curvatura es pot escriure

R(X,Y)Z = K{g9(Z,Y)X — g(Z, X)Y}

que déna lloc a
Zij = K((s;gk:j - 5;'91“) .
De la relacié anterior s’obté Ry; = Rim = 2Kgy;. Tornant a contraure, R =

g" R;j = 6K. Per a una hipersuperficie M; qualsevol, les connexions V; de g; =
C%(t)g i V de g sén iguals perque en ser (%(t) una constant, ¢;((Vi)xY,Z) =
9(VxY,Z) segons la féormula de Riemann (0.1). Per tant, també el tensor de cur-
vatura i el tensor de Ricci de g; 1 g sén iguals. La curvatura escalar de g; és, pero,

Kl R 6K
Rij =5 = 5
(t) ¢2(t) <)
Totes les transformacions necessaries per obtenir les equacions de lligam i ’equacié
d’evolucié de g sén

R(g:) = gtinz‘j = Cg

2K gy 6K Ogt
Rig) = oo R(gi) = —prr k=20 = 9c
(gt) <2(t) (gt) C2(t) t ot Gt
]{Zt X gy kt = 4029t kt ‘gt ]{Zt = 1202 trgtkt =6C (2 5)
oA+ e Fi=To = Xi=1j=0

(Y1)ij = Tijln, = 0ot ot = trg(T)|n, = 3pt — pt

Substituint aquestes expressions en les dues equacions de lligam (1.13) obtenim que
(g, k) = xX déna la identitat 0 = 0 mentre que H(g, k) = xF relaciona, a I'instant
t =0 (i per tant, en tot instant), les funcions ¢ i p:

o\ 2
K
G>+@:¥. (2.6)
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La metrica g; evoluciona amb el temps d’acord amb 'equacié (2.3) amb f = 1 i

U=0
Ok 1
?#z:(m><m)—2Rm——5(mk»h—%xDYz—Qm&a

que, tenint en compte (2.4) i les expressions anteriors, s’escriu

. .\ 2
2<+4<g> +4g=x(p—p)

Insertant ’equacié (2.6) obtenim

—62 = x(3p +p) (2.7)

L’evolucié amb el temps dels camps de la materia (la densitat p i el camp de
velocitats u) s’obté de Pequacié div(T)? = V,T? = 0. De fet, en ser u geodesic,
I'equaci6é d’evolucié de w ha de ser V,u = 0. Efectivament, si T' és del tipus (p +
p)u ® u + pg, amb u unitari

div(T) = div{(p + p)ulu+ (p+ p)Vau+ Vp , (2.8)

on Vp indica el gradient de p. De g(u,u) = —1 es dedueix §(Vyu,u) = 0, aixi que
G div(T), u) = — div{(p+ p)u} + u(p)

Pero g(div(T),u) = 0 perque div(T') = 0 i obtenim div{(p+p)u} = u(p). Substituint
a (2.8), 'equacié div(T) = 0 es converteix en

u(p)u+ (p+ p)Vuu + Vp =0,
és a dir,
- 1 -
Vou=——— (Vp+ .
u p+p( P U(p)U)

Si uw = 0; i la densitat i la pressié sén funcions només de t, en la base {9;,0;} el
segon membre és

(VD)0 + 0ypdy = (§°°0p + Oip)Oy = (—0up + O4p)0; = 0
i @Qﬁt = 0 en qualsevol base. En els models de Friedmann (p = 0, p # 0), obtenim
p@at &g =0

i sempre es compleix @@ 0, = 0, encara que p no depengui tinicament de la coorde-
nada t.

L’equacié d’evolucié de p s’obté de div(7) = 0 expressada en coordenades.
Primer cal relacionar els simbols de Christoffel de la metrica g amb g 6 k. Per
definicié de la segona forma fonamental, @iﬁj = V,;0; + S;;04, és a dir,

%00 = T};0 + S0,
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d’on es dedueix que
1

Iy =T ; fgjzsi-:§kij.
De V,0; = Vo, 0 = 50; s'obté

Per iltim de Vy,d; = 0, i
La condicié @QT af — () gescriu
0T’ + 0 T + T4 T = 0.

Els sumands fgva donen lloc a

Do, T + D) T = T T + 20, 1% + T 1%
Els sumands fngW porten a

00,777 + TL 178 =10, 777 + T4, 797 + T} 7%
Tenint en compte les tres relacions

- X . -

deduides abans, Pequacié Vo T = 0 s’expressa

0= 9T + ;T + 20, % + T T + T4, 198 + Tl 107 (2.9)
Fent us de les altres dues relacions
- 1 . 1. .
0
L = 5"%’ ) Bj = 5"3} :

La condicié (2.9) per a 3 = 0 és, sabent que T = Ty = —F, que T = —T§ = — X"
ique T% =Y (perque gij = gij, gio = 01 goo = —1),

T D
0= —-0F —0; X"+ §kin” — ngXj — §k;F ,

és a dir,
1 1
atF == —dngX - i(trgk)F + §k ‘Y )

Substituint les expressions necessaries de (2.5) arribem a

b+3(p+p)g =0.

que juntament amb (2.7) forma un sistema de dues equacions diferencials acoblades
que determina ’evolucié d’un univers Robertson-Walker.
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CAPITOL 3

Generalitzacié del concepte d’estabilitat lineal

L’estabilitat per linealitzacié de ’equacié d’Einstein en el buit G(g§) = 0 ha estat
ampliament estudiada en la literatura, com ho demostra la gran quantitat d’articles
existents (refs. [6], [11], [12], [14], [21], [22], [23]). A continuaci6 descrivim el marc
general d’aquest problema.

Sigui f : X — Y una aplicacié diferenciable entre dos espais de Banachiyy € Y.
Suposem que es coneix una solucié particular x = xy de 'equacié f(x) = yo, 1 que
s’esta interessat a trobar solucions de f(z) = yop proximes a xg. En el cas de I’equaci6
d’Einstein en el buit s’ha de pensar que f és laplicacié § — G(g). Com que trobar
solucions d’aquesta equacié pot resultar forga complicat (pensem per exemple en les
EDPs no lineals), és costum resoldre ’equacié linealitzada en el punt xg

Dﬂ:of(h) =0,

amb el suposit que per a h prou petit, g + h serd proxima a una solucié exacta de
la vertadera equacié f(x) = yo. Perd estrictament 1'inic que es pot assegurar és que
xo + h és una solucié de f(x) = yo en primer ordre en h ja que

f(wo+h) = f(wo) + Dag f(h) + O(IW*[|) = yo + O(|Ih?])) -

Només si la direccié h és tangent en g a una corba de solucions exactes de ’equacié
f(x) = yo té sentit afirmar que xo+h serveix per aproximar una solucié de f(x) = yo.
Un exemple pot ser illustratiu. Considerem D'aplicacié f : R® — R? donada per
flzt 22, 23) = ((21)? + (22)? — (23)2,, 2! + 22 + 23) i 'equaci6 f(z) = 0, de la qual
coneixem la soluci6 particular zy = (0,0,0). Les corbes de solucions exactes venen
donades per la interseccié del con (z1)? + (22)2 — (23)2 =0 iel pla 2! + 22+ 2% =0,
és a dir, per les bisectrius d’equacions {z =0,z = —y} i {y =0,z = —z}. En canvi,
com que la matriu de l'aplicacié diferencial en el punt (0,0,0) és ($99), segons
equacid linealitzada D g ) f(h) = (0,0) qualsevol vector del pla sl a2 +23=0
donaria una bona direccié a partir del punt (0,0, 0), resultat evidentment fals.

Definicié 14 (classica). Una equacio f(x) = yo €s linealment estable (o estable per
linealitzacid) en x = g si per a tota solucié h de l'equacio linealitzada Dy, f(h) =0
existeir una corba A — x(\) de solucions de 'equacid original que és tangent a h en
Zo-

El segiient teorema déna una condicié suficient per a 'estabilitat lineal d’una
equacié en el sentit de la definicié 14 :

Teorema 15. Sigui f : X — Y wuna aplicacio diferenciable entre dos espais de
Banach i yo € Y. Sigui z9 € X tal que f(xg) = yo. Aleshores si laplicacid lineal
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tangent Dy, f €s exhaustiva i el nucli de Dy, f té un suplementari topologic l’equacio
f(x) = yo és linealment estable en x = x.

Demostracio. Pel teorema de la funcié inversa, si es compleixen les dues hipotesis
del teorema, el conjunt f~!(yo) és una varietat diferenciable en un entorn de g, amb
espai tangent el nucli de Dy, f. Aleshores, que h € T, X compleixi D, f(h) =0
vol dir que h € Ty, (f~(yo)) i per definicié d’espai tangent, existeix una corba
z(\) € f~1(yo) tangent a h. m

3.1 Una nova definici6é i un teorema associat

Fins ara hem parlat de ’equacié d’Einstein en el buit. Perd quan considerem la
resolucié de 'equacié d’Einstein amb materia, G(§) = T, on T és un cert ten-
sor (no nul) d’impulsié-energia, la situacié canvia una mica. Donat un tensor
d’impulsié-energia Ty per al qual coneixem una solucié gy de 'equacié d’Einstein
(o sigui G(go) = Tp), estem interessats en les solucions § proximes a gg, de 1'equacid
G(g) = T per a tots els T proxims a Tp. En el cas anterior 7' sempre era nul (sempre
el mateix). Ara, en canvi, donat qualsevol T' proxim a Tj volem resoldre G(g) =T

Per justificar aquest punt de vista, diguem que el mateix A.Einstein fa servir
aquest procediment en els seus articles [18], [19] sobre cosmologia. En aquests es-
crits Einstein resol aproximadament 1’equacié G(g) = x7', per a un T petit, amb
Pargument que, si la metrica n de Minkowski compleix G(n) = 0, la metrica §
solucié de G(g) = xT haura de ser de la forma g = n + h, amb h petit. Aleshores
considera l'equacié D,G(h) = xT, per al mateix T. En la gauge div,y = 0, on
P = h— %(trnﬁ)n, aquesta darrera equacié pot escriure’s,

2 \022 " 922 T 027 op2) VP T XTeb

La condici6é divyy = 0 no és fisicament relevant perque sempre es pot trobar una
gauge en la qual es compleixi. Es ben conegut que les solucions d’aquesta equacio
que s’anullen a l'infinit vénen donades en termes dels potencials retardats per

_x [ Ty txlz—yl)
vt = 47r/3 |z —y| W

La situacié general abstracta pot ser formulada en els segiients termes: siguin X
i Y dos espais de Banach i f : X — Y una aplicaci6 diferenciable en un entorn U
d’un punt xy € X. Sigui yo = f(xg). Per a qualsevol y € Y donat, proxim a yp € Y,
que escrivim en la forma y = yo+ ¢, ara amb ¢ proper a zero, volem trobar solucions
proximes a z de 'equaci6 f(z) = yo+¢q. Si, degut a la dificultat d’aquesta equacid,
optem per resoldre ’equacié linealitzada Dy, f(h) = ¢, tindrem que el fet que

f(zo+ h) = f(x0) + Day f(h) + O(IR*])) = yo + a + O(|R?]])

no garanteix que xo + h, amb h petit, sigui propera a una solucié exacta de f(x) =
Yo + q. Si aquest és el cas, direm que 'equacié f(z) = y és linealment estable en el
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punt xg € X. Naturalment, caldra precisar aquesta definicié amb tot detall. Pero
observi’s que, una vegada formalitzada, no coincidira amb la definicié 14 (classica)
perque alla equaci6 que es considerava era f(x) = yo, amb yp fix, mentre que aqui
I'equacié és f(x) = y per a qualsevol y proxim a yo. La nova definicié d’estabilitat
per linealitzacié en un punt, adaptada a la nova situaci6 és la segiient:

Definicié 16. Sigui f : U — Y wuna aplicacié continuament diferenciable entre
un obert U d’un espai de Banach X i un altre espai de Banach Y. Sigui xg € U i
yo = f(zo). Per a qualsevol ¢ €Y definim

H, = {z € U solucio de f(z) =1yo + q}
Ly={x €U : x=x0+h, h solucid de Dy, f(h) = q}.

Sigui F' un subespai vectorial tancat de Y. Direm que lequacié f(x) = yo + q és
estable per linealitzacio en el punt inicial xo segons la direccid del subespai F' si

- Existeiz un entorn 'V de Uorigen a F', un entorn W de l'origen a L = ker Dy, f,
un entorn U’ de xo, U’ C U, i unes aplicacions ¢ i 1 continuament diferen-

ctables
FxL U FxL U
U U U U
o VxW —— U VW —— U
tals que per a tot q € V les aplicacions
g W —— H,NU' g W —— L,NnU’
& T SO(Qa Z) g d}(q7 Z)

son bijeccions continues, d’inversa continua, amb ¢o(0) = x¢ i Po(0) = xo (és
a dir, HyNU' és una varietat diferenciable parametritzada per ¢q i LgNU’ és
una varietat lineal parametritzada per 1)

- Per a cada q € V i cada z € W Uerror Ey(z) = @q(2) — ¥4(2) en considerar
e(z) € LyNU' en lloc de ¢4(z) € HyNU' esta controlat per

Eq(z)

lim —— =0
(20)—=0,0) /||| + [|q||?

Quan F sigui tot Y direm simplement que f(x) = yo + q és estable per linealitzacio
en un punt xqg € U.

(3.1)

De manera intuitiva aquesta definicié consisteix simplement a demanar que per
a cada ¢ € F' (proxim a zero) es puguin parametritzar el conjunt H, de solucions de
I'equacié f(x) = yo + ¢ i el conjunt L, de solucions de la linealitzada D,, f(h) = ¢
per un mateix espai vectorial de parametres L, de forma que la diferencia entre
la solucié de ’equacié linealitzada i la vertadera solucid, totes dues corresponents
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a un mateix parametre z, compleixi la condicié (3.1). S’ha escollit que L sigui el
nucli de Dy, f perque és ’espai que serveix habitualment per parametritzar 1’equacié
linealitzada (fig.2)

Tot element x = 1)4(2) de L, compleix 'equacié f(x) = yo + ¢ en primer ordre
perque

f(x) = f(x0) + Do f(x —20) + - =yo+ Do f(R) + - =vo+q+---.

Es la garantia de que Perror F,(z) tendeix a zero més de pressa que +/[|¢||2 + ||z[]2
el que permet afirmar que, per al mateix z, ¢4(2) € Ly és una bona aproximacié de
©q(z) € Hy, solucié exacta de f(x) — f(zo) = ¢.

Evidentment quan el subespai F' de Y és F' = {0} la definici6 16 ha de coincidir
amb la definicié d’estabilitat lineal en el buit, en la qual s’exigeix que tota solucid
de D, f(z) = 0 sigui tangent a una corba c(A) de solucions de f(x) = yo. La
condicié (3.1) implica I'equivalencia d’ambdues definicions. En efecte, sigui h una
solucié de equacié linealitzada, Dy, f(h) = 0 (h sera un vector director de Ly,
que és una varietat lineal). Sigui r(A\) = ¥o(Ah) = xo + Ah, per a un h donat,
una recta continguda a Ly. Volem provar que la corba ¢(\) = ¢g(Ah) de Hy, amb

h fix, té h com a vector tangent en el punt de parametre A = 0, és a dir, que
(dpo(Ah)/dN) x=0 = h. Per la férmula de Taylor,

dgpo( AR
o AR) = 2o+ POy 60y |
dA a=o
Per tant,
Eo(Ah) _ . @o(Ah) —ho(AR) _ . po(AR) — (20 + AR)
puse TP VA TR wa? By = Jin By
1 [ dpo(\h) > ) 1 <d900(>\h) )
— — (EOA ) fim S = (SO )

||h|!< dA [0 A—0 [A| IRl X |20

La condicié (3.1) exigeix que el limit anterior sigui nul, i per tant d‘p‘zli(/\’\h” Ar=0 = h.

Es important tenir present que, tot i que Hy és tangent a Lo si f és linealment
estable, en general H, no és tangent a L, quan ¢ # 0 (fig.2).
En relacié a la “nova” definicié 16 podem enunciar el segiient resultat:
Teorema 17. Siguin X ¢ Y dos espais de Banach, xg un element de X i
f: U —Y

una aplicacio continuament diferenciable entre un cert entorn U de xo 1Y . Suposem
que aquest xg € X compleix lequacid f(x) = yo, yo € Y. Indiquem per L el nucli de
D, f i suposem que L té un suplementari topologic S a X, X = L ® S, de manera
que tot element de X es pot representar per un parell (z,u) amb z € L iu € S.
Aleshores, si Uaplicacid lineal tangent

Def: X —— Y

és exhaustiva, l'equacio f(x) = yo + q €s linealment estable en xy.
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z és el parametre de @ € H, z és el parametre de P € L,
X
S
Q
Lyq
P H,
z
Lo=xy+ L
g
M// M HO

Figura 2: Lo i Hy sén tangents, pero no pas Ly i H,. La nomenclatura és la
corresponent a la del teorema 17.

Demostracié. Si (Dgyf) : X = L& S — Y és exhaustiva, la seva restriccié a S
déna un isomorfisme de S a Y. Sigui o : ¥ — S l'isomorfisme invers. Per a tot
r € X, r— xg es descompondra com z+wuw amb z € Liu € S. Peratot g €Y la
subvarietat L, quedara parametritzada per ¢, : 2 — . = 20 + 2 + a(q), ja que

Dﬂﬁof(x - SUQ) = Da:of(z + O‘(Q)) = D:L‘of(a(Q)) =9q.

Per ser f diferenciable en el punt zg, tindrem f(xo+ z +u) = f(z0) + (Dgo f)(u) +
e(z,u), amb
e(z,u)

im @ —=
(1) =(0,0) \/|2[|* + [Ju|[?
Considerem ’aplicacio
v: X — LxY
xo+z+u —— (2, f(xo+z+u) — f(xg))

Com que
Dvygy: X —— LxY

(Z, u) - (Za Dﬂcof(u))

és isomorfisme, el teorema de la funcié inversa ens assegura l’existéncia d’un entorn
U’ de zp a X i d’un entorn W x V de v(zg) = (0,0) a L X Y de manera que v déna
un isomorfisme entre U’ i W x V. Considerem

Yy WxV —— U cC X

(z,9) —— 7 (2,9
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Per construccié ¢, : 2 — v71(2,q) és una parametritzacié de H, N U’ per a tot
q € V. Vegem si v~ !(z,q) és de la forma x¢ + z + u amb u € S. En efecte, tenim
v Hz,q) =x0+ 2 +uamb 2 € LiucS. Hem de veure que 2’ = z. Escrivim

(2.0) =777 (z,0) = (20 + 2 +u) = (2, f(wo + 2 +u) — f(z0)).

Aixo implica z = 2’. En 7y 1(2,q) = 20 + 2z + u I'element u € S depeén diferenciable-
ment de z i ¢. Escrivim v71(2,q) = zo + z + 8(q, 2). Només ens resta ara provar la
condicié (3.1). Observem que

Ypq(2) =77 (2,0) = (2,q)

i que
Yq(2) = (@0 + 2 + alq)) = (2, f(zo + 2 + a(q)) — f(w0))
Per tant
YPq(2) — vpq(2) = (0, f(zo + 2+ alq)) — f(zo) — @)
Ara bé,

f(xo+2z+alq) — f(wo) — ¢ = Day flalq) + (2, a(q) — ¢-
Perd Dy, f(a(q)) = ¢ i per tant f(xo+ 2z + a(q)) — f(x0) — ¢ = €(z, a(q)). Tindrem,
doncs,
Vq(2) = 7q(2)llLxy = lle(z, al@)lly -
Com que el teorema de la funcié inversa assegura que l'aplicacio
(D)™ W xV — L(L XY, X)

és continua, donada una constant C > 0 existeix un entorn £ de (0,0) a W x V tal
que per a tot z € £ es té ||[(Dy)"1(2)|| < Cy. Si 21 i 29 s6n de &, pel teorema del
valor mig ||[y71(21) — v (22)|| < Cil|z1 — 22||. Apliquem aixd quan 21 = yp,(z) i
29 = Yq(z). Suposem que z i ¢ prou propers als origens de L i Y per tal que 2 i
2o siguin de £. Tindrem:

l0q(2) = Pa(2)|| < Cillvpe(2) —vq(2)|l = Crlle(z, )]l -
Sigui ara Co = 1/||cr||. Com que ||a(q)|| < ||a]| |l¢, tindrem
lpa(2) =gl _  Cille(z a(g))l]

VIEP+ Tl V=P + Clla(@]?

Si 02 >1esté

ViIzl? + el < \/HZ!P +C3llalg)|?,

i si C2 < 1 llavors es té

Cov/|[2)1* + lle(@)[I* < \/HZH2 + C3llalq)]?.
En tots dos casos finalment,
OO ECI0) |
Vzl* + llall 1201* + [|e(g)]
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3.2 Aplicacié a I’equacié d’Einstein i exposicié de resultats

El problema que ha motivat la nova definicié d’estabilitat és el d’esbrinar si és
correcte aproximar les metriques g que sén solucié de 'equacié G = x(Tp+0T'), quan
G(go) = xTb, per metriques del tipus go + i~1, amb h solucié de I’equacié linealitzada
DgOG(ﬁ) = x0T. El tensor d’impulsi6-energia, pero, depén de la metrica g i dels
camps de la materia, T'(g, "), raé per la qual les variacions 67 de T'i h de g no sén
independents. A més, s’ha de tenir present la condicié suplementaria divy(7T") =0,
que cal acoblar amb G = xT'. Per tant, només tindra sentit aplicar la nova definicié
d’estabilitat al sistema format per G = xT'i divy(7T) = 0 en una representacié on
totes les variables involucrades siguin independents.

L’estudi del problema de Cauchy de I'’equacié d’Einstein ha posat de manifest
que les dades inicials han de complir les equacions de lligam H(g, k) = xF(g,w®) i
v(g,k) = xX(g, w(i)). Si el problema de Cauchy esta ben posat, podem identificar tot
parell (g, k), solucié de les equacions de lligam per a uns certs F(g,w®) i X (g,w®),
amb una metrica de Lorentz § solucié de G(g) = x7T. De fet, aquesta identificaci6
podra ser estesa fins el punt de dir que l’equacié d’Einstein G(g) = xT és linealment
estable en go si les equacions de lligam son estables en (go, ko). Per veure-ho, i ja que
Iestabilitat de ’equacié d’Einstein s’ha d’estudiar quan gy representa una metrica
de Robertson-Walker, a partir d’ara ens restringirem al fluids perfectes els quals,
com a cas particular de medis holonoms, tenen el problema de Cauchy ben posat.
Suposem, doncs, que tots els tensors T' = T+ 67 sén del tipus T = (p+p)u®@u+pg
que compleixen les condicions establertes al final de 'apartat 1.8:

1. existeix una constant pg > 0 tal que p > pg > 0.
2. la funcié p(p) mai és negativa a l'interval [pg, +0o0].
3. la funci6 p(p) ha de ser de classe C1 i 0 < p/(p) < 1.

Com que la pressio p i la densitat p estan relacionades per ’equacié d’estat p = p(p),
tots aquests tensors vénen parametritzats per p i u, amb la condicié que el camp de
velocitats del fluid sigui unitari, g(u,u) = —1.

El problema de Cauchy ha estat plantejat en un sistema de coordenades (¢, )
adaptat a la hipersuperficie inicial M, on t indica una direccié transversal, que
escollirem normal, de forma que O; representara el camp unitari i normal a M.
Escrivim la restriccié de w a M en la forma u = rd; + v, on r és un escalar > 0 (u
ha de ser temporal i apuntar cap el futur) i v és un camp tangent a M. La condici6
g(u,u) = —1 sobre M és r = /14 g(v,v). Per tant, (g, p,v) determinen el tensor T’
sobre M. Prendrem les dades de Cauchy (g, k, p, v) en espais de Sobolev convenients
que ara anem a descriure. Recordem (ap.0.4) que Fs(M), Xs(M) i Ss(M) son els
espais de Sobolev de funcions, 1-formes (camps vectorials) i de tensors covariants
simetrics d’ordre 2, de grau de regularitat s. Donada una funcié inicial fy sobre
M, de classe C*° indiquem per Fs(fy) l'espai de funcions f tals que f — fy €
Fs(M). El conjunt F(fo) es topologitza imposant que l'aplicacié h — h + fo de
Fs(M) a Fs(fo) sigui un homeomorfisme. Analogament es defineixen els conjunts
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Xs(wp) 1 Ss(ap) per a un camp wp i un 2-tensor covariant simetric ag, de classe
C°. Amb aquestes notacions, prendrem les dades de Cauchy (g, k, p,v) a l'espai
Ss(go) x Ss(ko) x Fs—a(po) X Xs—1(vg), on s és un cert nombre enter positiu que
s’especificara més endavant i (go, ko, po,vo) son les dades de Cauchy corresponents
a la metrica go i al tensor inicials 7p inicials (de Robertson-Walker). Concretament,
go = C%(to)g, ko = 2{¢(t0)/¢(to)}g0, po és la densitat inicial, i vo = 0. EI parell
(F, X) ve donat en funcié de (g, p,v) per les expressions segiients:

F = =T(3,0)|m = —[p + p(p)lg*(u,8) = p3(d;, 0) = p — [p + p(p)](1 + g(v,v))

Xi =T(0,03)|m = [p+p(p)]g(u, Or)g(u, 0;) = —[p+ p(p)]V/1+ g(v,v) v;
Considerem

H : S,(g0) x Fs—2(po) x Xs_1(v0) —— Ss(g0) x Fs—2(Fp) x Xs_1(Xo)
(gvp7v) E— (Q,F,X)

L’aplicaci6 lineal tangent de H en (go, po, vo) és

oy H 2 Ss(M) x Fu o(M) x Xy 1 (M) —— Sy(M) x Fy_o(M) x Xy_1(M)

(hvfaw) - (hv fa_(pO —|—p0)’w)

g90,P0,

Dy

Com que pg + po és positiu, I'aplicacié anterior és un isomorfisme. Pel teorema de la
funcié inversa en espais de Banach es pot invertir H en un entorn de les dades inicials.
Construim I’aplicacié ¥ obtinguda per composicié de les segiients aplicacions:

—1

Ve (g.k) —— (9, (1/)H(9, k), (1/x)7(g. k) ——— (g,p,0) —— (p,v) .

L’aplicacié ¥ de Ss(go) X Ss(ko) a Fs—2(po) X Xs—1(vg), definida només en un entorn
de (go, ko), assigna a cada parell (g, k) proxim a (go, ko) 1"inic parell (p,v) proper a
(po,vo) que compleix les equacions de lligam

H(ga k) = XF(g,p,U)
v(9,k) = xX(g,p,v) .

A cada tensor d’impulsié-energia T' correspon un parell (p, v) (que representa donar
la distribucié de materia en un instant t = ¢y). Llavors el problema de trobar una
metrica de Lorentz ¢ solucié de 'equacié d’Einstein per a aquest T donat ha quedat
substituit pel problema de trobar aquell parell (g, k) solucié de ¥(g,k) = (p,v),
perque segons el problema de Cauchy les dades inicials (g, k, p,v) sobre M deter-
minen completament § i 7" tals que G(g) = xT' i divgT = 0. L’equacié d’Einstein,
en el marc dels fluids perfectes, és del tot equivalent a l’equacié ¥(g, k) = (p,v).
Es en aquesta representacié on té sentit plantejar I'estabilitat lineal: si (hy, ha) és
una soluci6 de Dy 1)V (h1, h2) = (p, 6v) i Pequacié ¥(g, k) = (p,v) és linealment
estable en (go, ko), aleshores (go+ h1, ko + he) serveix per aproximar a una solucié de
U(g, k) = (po+9p,vo+dv). A cada (go+hi, ko+ha, po+3dp,vo+9v) li correspon una
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metrica de Lorentz ¢’ i un tensor d’impulsié-energia T”, relacionats per G(g') = xT7,
que sabem que existeixen, que sén Unics i que sén de la forma gg + hiTy+ 6T amb
h i 6T petits perque, en ser el problema de Cauchy ben posat, les solucions depe-
nen continuament de les dades de Cauchy i a tota pertorbacié de les dades inicials
correspon una pertorbacié de la solucié. Llavors, per definicid, prendrem la meétrica
go + h com una aproximacié valida a una solucié de G(3) = x(Tp + 6T). Aquest
raonament pot ser estes a qualsevol classe de tensors d’impulsié-energia 7T'(g, Q(i))
sempre i quan el problema de Cauchy estigui ben posat i ’equacié d’Einstein pugui
ser identificada amb una equacié del tipus ¥(g, k) = (w®). Pel que fa a aquest
ultim punt, ha estat important haver pogut aplicar el teorema de la funcié inversa.
Adaptant-nos a la nomenclatura de la definicié 16, laplicacié f: X — Y és

UV=noH lod: Ss(go) X Ss(ko) e 5_2(p0) X Xs_l(’l)o) .

Segons el teorema 17 la condicié perque 'equacié ¥(g, k) = (p,v) sigui linealment
estable en un punt és que la diferencial de ¥ en aquest punt sigui exhaustiva. Pero
com que DH és un isomorfisme i 7 és la projeccié canonica, I’exhaustivitat de DW
dependra exclusivament de D®. En ser

(9.k) —— (g9, (1/x)H(g. k), (1/x)7(9, k)

concloem, amb abis de notacié, que '’equacié d’Einstein per a fluids perfectes és
linealment estable en gg si i només si 'aplicacié lineal tangent de

Sslg0) X Ss(ko) —— Fs_2(po) X Xs_1(vp)
(gv k) — (H(g7k)77(gvk))

és exhaustiva en el punt (go, ko) i el seu nucli té un suplementari topologic (aqui
es pot veure perque els espais F(pg) i X(vg) tenen ordres de regularitat inferiors:
com que en el terme Ry de H(g, k) apareixen derivades segones de g, H(g, k) és una
funcié amb l'ordre de regularitat dos unitats inferior; i en (g, k) intervenen derivades
primeres de k per la qual cosa (g, k) és un camp vectorial amb regularitat s — 1).

Exposicié de resultats. Recordem que en un model de Robertson-Walker (V, g, T)
la metrica de l'espai-temps V = S x I és § = —dt? + ((t)?g on (S, g) és una varie-
tat de Riemann amb curvatura constant K i I un interval de R; que g; = ((t)%g
s’interpreta com la meétrica riemanniana de la hipersuperficie M; = S x {t}; i que
el tensor d’impulsié-energia ve donat per T' = (p + p)dt ® dt + pg. Reescalant
la funci6é ((¢) de manera convenient, sempre es pot suposar que la constant K és
—1, 0 6 1. Llavors, 'equaci6 d’Einstein G(§) = x7 sera linealment estable en
la metrica inicial § de Robertson-Walker si la diferencial de ® en el punt inicial
(g0, ko), amb ®(go, ko) = (—xpo,0), compleix les condicions indicades anteriorment.
Estrictament, en un model de R-W se suposa que la varietat (S, g) ha de ser completa
i simplement connexa, fixant el tipus de varietat S per als tres tipus de curvatura:
esfera unitat S* en el cas K = 1, l'espai euclidia R?® quan K = 0 o bé espai
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hiperbolic en el cas K = —1. Els dos models més corrents per a l’espai hiperbolic
sén el semipla de Poincaré H? = {z € R3, 2% > 0} amb metrica

(dz' @ dz' + d2® @ da® + da® @ da?).

L
i la bola unitat B® = {z € R3, ||z |[|< 1} amb

_ 4
SR COERICORRI O

5 (do' @ da' + da® ® d2? + do® @ da?).

Quan K < 0 (universos oberts, cap.2), la varietat S no és compacta, i en els universos
tancats (K = 1) S és compacta. Evidentment, si no s’exigeix que S sigui simplement
connexa sén possibles altres casos com assegura el seglient resultat: tota varietat S
completa de curvatura K constant és del tipus S/F onS=R"siK=0,8=5S"si
K =1, S=H"si K = —1, i " és un subgrup discret del grup de les isometries de S
que actua de manera lliure i propiament discontinua. Els dos primers, R"/I" i H" /T,
poden ser compactes o no compactes, orientables o no. En aquesta tesi s’estudiaran
els casos R?/T" (tor pla) i H" /T’ quan sén compactes i orientables. Els resultats sén:

varietat | curvatura | compacitat | estabilitat
R? 0 no si
H> -1 no st
S3 1 st no
R3/T 0 sf no
H3/T -1 sf sf
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CAPITOL 4

L’estabilitat dels universos oberts de Robertson-Walker

Recordem que els universos oberts sén aquells de curvatura constant nulla o negativa.
Encara que els espais funcionals en els que es demostra 1’exhaustivitat de D® sén
diferents per a la metrica euclidea que per a la metrica hiperbolica, el procediment
és identic en ambdods casos.

4.1 L’aplicaci6 diferencial D, ;)®

Les diferencials Dy 3)H, D4 )7 de

H(g, k) = é(k k= tr2(k) — 4R)
v(g, k)i = %vr(kir — trg(k)gir).

sén els termes lineals en h in de H(¢', k') ide v(¢', k') quan ¢ =g+ hi k' =k+n.
Com totes les operacions algebraiques s’efectuen mitjancant la metrica, primer de
tot cal coneixer quins sén els termes en h de la inversa de ¢':

g =g+h) T =g +g W =T +g " h) !
=(I—gh+gthgth— g t=g ' —gthg ' +g  hg thg -

El terme g~ 'hg~! es transforma com
(g~ hg ) = gi*hy, gl = B
L’dltim terme s’escriu
(9~ hgthg™ ") = g™ hah? = hih = (b x h)”
Fins a ordre 2 en h, doncs,
g =g — B (hx b — (4.1)

El terme k' - k' = kgjg’ilg’jmk‘;m de H(g', k') es igual a

(k+n)ij(g + )" (g + By (k + n)im

= (k+n)ij(g" — h) (g™ = W) (k + 1)

=k-k+ g g™ (kijnim + nijkim) — (@"W™ + gAY ki kim
k4 2k-n—2h- (kx k),
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on el signe = indica igualtat llevat termes d’ordre > 1 en h 6 n. La diferencial del
terme trg(k:) és dues vegades la diferencial de tr,(k) multiplicada per try(k):

2 trg (k) ( trgen(k+n) — trg(k)) = 2 trg(K){(g" — hV)(k + n)ij — g7 ki;}
= 2 try(k) (g nij — hk;;) = 2 tr(k) tr(n) — 2 tr(k)h - k .

Per calcular els termes en h de R’ = ¢"/Rj; ~ (9" — h")Rj; és necessari saber
els del tensor de Ricci R’ i en definitiva del tensor de curvatura R’. Sera util
definir préeviament Q(X,Y) = VY — VxY. Es un tensor simetric 2-covariant i

1-contravariant perque és lineal en X i Y, isi f és una funcid,

QUIX,Y) =VxY = VxV = fVYY — fVxY = fQ(X,Y)
QX, fY) = VX(fY) = Vx(fY) = X(N)Y + fVXY = X(f)Y - [VxY

En components, si per conveni Q(0;,0;) = ij@k, tindrem que ij = I‘;’; — I‘f’]
Aleshores,

R(X,Y)Z =VXxVyZ - VyVxZ ~VixyZ

=V{WZ+QY,2)} - Vy{VxZ+Q(X,2)} —{Vixy)Z + Q(X,Y], Z)}
=R(X,Y)Z+Q(X,VyZ) + Vx(Q(Y,2)) + Q(X,Q(Y, Z))

-QY,VxZ) - Vy(Q(X,2)) - Q(Y,Q(X, Z)) - Q([X,Y], Z))
=R(X,Y)Z+VxQ(Y,2) - VyQ(X,2) + Q(X,Q(Y, 2)) — Q(Y,Q(X, 2))

Prenent X =0y, Y =0;1 Z = 0;,
Rijj = Rigy + ViQij = ViQix + Quon @i} — Q@3-

Tots els termes d’ordre 1 en h del tensor de curvatura R’ provindran del termes en
@. Amb aquesta finalitat, considerem el producte escalar

20 (Q(X,Y), 2) =2 (VxY, Z) — 29'(VxY, Z)
Emprant la férmula de Riemann (0.1) en el terme 2¢'(V'yY, Z) obtenim

20 (QX,Y),2) = X(g' (Y, 2)) +Y(¢'(X, Z)) = Z(d'(X,Y)) — ¢ (X, [V, Z])
- gI(Y7 [Xv Z]) - g/(Z7 [Y7 X]) - Zgl(vav Z) :

Substituint ¢’ per g + h i utilitzant altra vegada la férmula de Riemann en sentit
contrari per a la connexié V compatible amb g deduim que

29'(Q(X.Y), 2)) = X(h(Y, Z)) + Y (W(X, Z)) = Z(h(X,Y)) — M(X, [V, Z])

78



Recordant que [X,Y] = VxY —Vy X ique X(h(Y,Z)) = Vxh(Y,Z2)+h(VxY,Z)+
hY,VxZ) arribem a

QQI(Q(X, Y),Z2)=Vxh(Y,Z)+Vyh(X,Z)—Vzh(X,Y).

En components, si X = 0;, Y = 0; i Z = 0,
1
ij = §g/kl(vihﬂ + Vjhi — Vihij) . (4.2)

Substituint ¢’/ = g% — h% en la férmula anterior, els termes fins a ordre 1 en h de
Rj; = R}, son

ikj
Ri; = Rij + ViQ5; — V;Qh
1 1
=R+ gvl(vihﬂ + thil — Vlhij) — ivj(vihﬁ + Vlhil — vkhik)
1 1
=R + 5(vlvmﬂ + V'V hiy — VIV ihij) — 5ViVi tr(h),
i per a R/,
R =g R}; = (¢ — W)R; =R — h Ry + V'V hij — V'V, tr(h) .
Tot plegat,
1
H(g' k') =H(g, k) + g[—2h (k x k)4 2k-n— 2 tr(k) tr(n) + 2h - k tr(k)
+4h - R(g) — 4V VI hij +4V'V; tr(h)]

Abans de comengar amb D, 1)y desenvolupem l'expressio del camp 7:
1_,; 1, ,
W' K )i = 5V (ki — trg (K)giy) = S {97 Viki; — 0i trg ()}
El primer terme és:
gV = g7 Okl = D1 K, — T ki)

= (g7 — WO{0(kij +nig) — (T + Q) (Kjm + 1jim) — (U7} + QFF) (Kim + 1in) }
= ¢ Vikij + Vinij — Q' kjm — Qfkim} — W'{Vikij + Vini;}

El terme gﬂQZijm déna lloc, en primer ordre, a %kﬂvihﬂ iel terme gﬂQl’?kim a
K]V — Lk VI tr(h).
D’altra banda, com que try (k') = tr(k) — tr(n) — h -k tenim que

Oi( try (k') = 9;( tr(k)) — 95 tr(n) — W'VkI — k3,1
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Substituint en I'expressié de v(¢', k') arribem a
(g k)i = (g, k)i + %[vjnzj — 9 tr(n) — W'V kg + W'V ikj + %(vihﬂ)kﬂ
— (VIhj)kl + évj tr(h) k] -
En definitiva,
Dy H(hn) = é[ b (kX )+ 2k -n— 2 te(k) tr(n) + 2h - k tr(k)
+4h - R(g) — 4V'VI hij +4V'V; tr(h) ]
Dy yv(h,n); = %[vjnij — 9 tr(n) — W'V jky + W'V ik + %(vihﬂ)kﬂ
— (VIh)kl + %vi tr(h)ki; | -

En un model de Robertson-Walker, les férmules (2.5) permeten simplificar no-
tablement les expressions anteriors:

1 8K
D gy ko)H(h,n) = §[1602 tr(h) — 8C tr(n) + 20) tr

+4V'V; tr(h)] (4.3)

(h) — 4V'VI hyj

1 . .
D(go,ko)’y(h7n)i = Q[anij — 0; tr(n) +2C 0; tI‘(h) - 2C v]hji] .

on C = ((0)/¢(0) és una constant.

4.2 El teorema d’estabilitat

A continuacié s’enuncia el primer resultat d’aquesta tesi:

Teorema 18. FEls universos de Robertson-Walker de curvatura constant nubla o
negativa son linealment estables.

Demostracio. Segons la teoria del capitol anterior, per establir I'estabilitat lineal
de I'equacié d’Einstein en una metrica § = —dt? 4 £2(t)g de Robertson-Walker cal
demostrar que l'aplicacié lineal tangent D® en el punt (go, ko) és exhaustiva i el seu
nucli té un suplementari topologic. Recordem que ® és I'aplicacid

P : Ss(g0) x Ss(ko) —— Fs—a(po) X Xs-1(0)

definida en un entorn del punt (go, ko) amb imatge ®(go, ko) = (—xpo,0), i 'aplicacié
lineal tangent esta definida entre

Digo ko) ® + Ss(M) x Sg(M) ——— Fso(M) x Xs_1(M) .
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Tots aquests espais sén espais de Sobolev, els quals de moment s’han caracteritzat
amb l'ordre de regularitat s perque seran de diferent tipus en el cas de curvatura nulla
que de curvatura negativa. Pero tret d’aixo, I'estructura de la demostracio és identica
en ambdos casos. Adaptant un procediment de Y.Choquet-Bruhat, A.Fischer i
J.Marsden utilitzat en larticle [12] per a l'equacié d’Einstein en el buit, la idea
per a la demostracié de l'exhaustivitat de D® és la de trobar uns (h,n) per als
quals els components D g 1 H(h,n) i Dy, 10)7(h,n) puguin escriure’s en termes
d’operadors diferencials de segon ordre que siguin isomorfismes topologics entre uns
espais de Sobolev adients. Per exemple, la laplaciana euclidea se sap que ho és entre
certs espais de Sobolev sobre R" [9, 10]. Tot seguit s’escriuran (sense concretar els
tipus d’espais de Sobolev) els resultats sobre isomorfismes topologics necessaris per
continuar amb la demostracio, i després s’enunciaran amb tota precisié els teoremes
i es demostraran aquells que sén inedits a 'apartat 4.4. Suposem, doncs, que els
segiients operadors sén isomorfismes topdlogics, quan M = R3 i quan M = H?:

1. F:Y — V*Lygo, de Xs(M) a X,_o(M)

2.7 = A1 — %T, de Fs(M) a Fs_o(M), és a dir, 7 — A7 quan K = 0 i

T—>AT—|—C%(0)TquanK:—1

L’operador F(X) = V*Lxg és igual per (0.4) a Arp — R + dd. Perd en un model de
Robertson-Walker, R = 2K g (cap.2). Per tant,

F=Ap—2KI+ds. (4.4)

La qiiesti6 es ara trobar unes expressions algebraiques per als dos tensors (h,n)
de forma que en substituir a (4.3) apareguin aquest tipus d’operadors. Per exemple,
prenent h = artg proporcional a un producte de la metrica g per una funcié 7
qualsevol, els termes V'V7h;; i V'V, tr(h) esdevenen laplacianes (perque VIV g;;7 =
—A7 i V'V, tr(gr) = —3A7). Més evident és que si n = Lyg, amb Y un camp
vectorial qualsevol, V/n;; déna lloc a —V*Lyg. Perd com tr(n) = —2V*Y el terme
0; tr(n) fa apareixer —20;V*Y. Si volem que Dy, 1,)v(h,n) sigui igual dnicament
a V*Lyg s’hauran de fer sorgir termes en 0;V*Y per poder cancelar-lo. Aixo
s’aconsegueix posant n = Lyg + gV*Y, perque V/g;;V*Y = §;V*Y i tr(gV*Y) =
3V*Y. La contribucié dels dos tltims termes 2C9; tr(h) i 2CV7hj; quan h =
aTg es compensa afegint un terme del mateix tipus 7¢g en 'expressié de n, ja que
D (go,k0)Y(R,n) és quasi bé simetric en h i n.

En fi, per determinar els coeficients més adequats, substituim h = agr, n =
ALy g + pgV*Y +vgr, tr(h) = 3ar i tr(n) = (3u — 2A\)V*Y + 3vT en les equa-
cions (4.3) per obtenir

1 24 K

Dok H(Y,T) = 3 48C%ar — 8C((3u — 2\)V*Y + 3v7) + 20" 8aAT
1

D(go k)Y (Y, 7) = 5[—/\V*Lyg + (2A = 2u)VV'Y + (4Ca — 2v)VT .
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Escollint A = 4= =2, a = 1 i v = 2C aconseguim que D~ sigui F' i que en DH
desapareguin els termes d’ordre 1 en 7:

3K
Doni?07) = gy

D(go,ko)’y(y’ 7); = (V' Lyg); .

L’exhaustivitat de D4, r,)® és ara immediata. Donat (f,Z) € Fs_2(M) x Xs_o(M)
existeix per hipotesi un dnic Y € X tal que V*Lyg = Z. Per a aquest Y € X,
D gy k0)H(Y, 7) = f implica

T+20V*Y — AT>
(4.5)

3K
AT — ——7=2CVY — f.
¢*(0)
Com que, per hipotesi, A — gg—[gl és isomorfisme tant si K = 0 com si K = —1,

existeix una unica funcié 7 tal que D(go,ko)H(Y7 7) = f. A partir d’aquesta funcié 7 i
d’aquest camp Y es construeixen h i n segons les expressions h = grin = —2Lyg—
2gV*Y +2C g7. Per construccié, D gy 1) ®(h,n) = (f,Z). Per tant D D és
exhaustiva.

Per veure que el nucli de Dy, 1,)® t€é un suplementari topologic, considerem per
a qualsevol element (h,n) el parell (h1,n;) de la forma

go,ko)

hy = g1
ny = —2Lyg — 2gV*Y + 2C g7

tal que D(g 1) ®(h1,11) = Dy 1)®(h,n) (tnic, ja que Dy
restringit als parells (hi,n1)). Si escrivim

go.ko)® €s isomorfisme

(h,n) = (hl,n1) + (hQ,ng),

aleshores (hg,ng) € ker @ i, en ser 'aplicacié (h,n) — (hi,n1) continua, el con-
junt format pels (hi,mn1) és un subespai vectorial tancat i constitueix per tant un
suplementari topologic de ker ®.

O

4.3 Isomorfismes entre espais de Sobolev en varietats de curvatura nulla

Es ben sabut que la funcié v(z) = v(z!,...,2") = |z|>~" definida en R™ (n > 3)
per a x # 0 és una solucié de ’equacié de Laplace Av = 0. Apliquem la féormula de

Green 5 5
v v
Av — vAu)dy — o,

/U(u v — vAu)dv /8U <u8n U8n> do

en la regi6 U = Br — B, delimitada per les boles Bg i B, on v(z) = |z|>™" i
u € C?(R™) és de suport compacte, . El sentit de la normal n és el que apunta cap a
Pexterior de OU. Escollim R suficientment gran perque el suport de u estigui inclos
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en la bola Bg i per tant la integral faBR (U% — vg—;;)da s’anulli, i € prou petit a fi
d’aillar la singularitat © = 0 de v(z). Com que g—z = C|z|'7" i la mesura de OB, és
proporcional a €1,

ov C
u—do = Cﬁln/ udo = / udo
/a& on 2B, o(9Be) Jan.

ou ou Ce ou
—do =Ce —do= ———— —do.
/33 U@n o= Ce aB. On g o(0Bc) Jop, On 7

Quan € — 0, pel teorema de Lebesgue la primera integral tendeix a u(0) i la segona
a zero. Finalment, fent R — oo i emprant Av = 0 obtenim

w0)=C |, [y~ Au(y)dv.

Aplicant aquesta identitat a (7,u)(y) = u(x — y) arribem a

u(zx) = C/R” ly|> " Au(x — y)dv = C/R” |z — 2" Au(y)dv.

Aixi, recuperem u de la laplaciana mitjancant el seu producte de convolucié amb
I'anomenat potencial de Riesz Io(x) = C|z|>~". La qiiestié és ara trobar uns espais
funcionals de Banach adequats en els quals 'operador v — Aw sigui un isomor-
fisme topologic d’invers f — Is x f. En ser A un operador diferencial lineal de
segon ordre, si triem A : FL(R™) — F¥ ,(R") automaticament A és continu perque
|Aulls—2 < |lulls (recordem que F%¥ estd constituit per tots aquells objectes de LP
amb les seves derivades generalitzades d’ordre < s també de LP, veure ’apartat 0.4
dels preliminars.)

Succeeix, perd, que els espais de Sobolev FZ(R™) no sén els adequats, com evi-
dencia el segiient argument. Si Iy : F? ,(R") — FE(R") fos continua i ja que
A o I, = I, automaticament A passaria a ser un isomorfisme topologic: per una
banda tota f € FF(R™) té una antiimatge donada per I f, i si I és continua, fent
u=Af en || Luls < |ulls—2, obtenim || f||s < [|[Af]/s—2, amb la qual cosa Af =0
implica f = 0 (en general, sempre que || |4 < | ||5, es diu que || ||z controla || ||,
o bé que || ||p és més forta que || ||4). S’hauria de complir, doncs, que

||12f j < C||f”p,sf2 ) f € .7-'572(]1%”),

Per a s = 2 la desigualtat |2 ||z < C||f|[ implica que

ID7 Lo fllp < Ol fllp, 1] < 2.

En particular ha de succeir que || I>f||, < C||fl]|p. Per veure que aixd és impossible,
considerem les funcions dilatades fy(x) = NPf(Az), X > 0. Les normes a LP de
fide fy sén iguals perque

15l = [, 1P @as = [ xlsroaas = [ 3015 sodo = 11,
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Per altra banda,
(Iof)a(x) = AP /]R e — P f(y)dv = AP /]R Az — Ay FOw)A
— Anlry? /R & — g2 Og)do = N L(f) (2).

Aixi, si [[Iaf]|p < CJ f|lp fos cert, podriem escriure

ALl = 12001 < ClAll = ClLE Iy,

per a qualsevol A, desigualtat que és falsa quan A — 0.

Els espais de Banach adequats a aquest problema s’obtenen en afegir un pes en
la norma de LP: per a tot s € ZT U {0}, p € Z* i § € R definim I’espai de funcions
de Sobolev ponderat, que s’escriu fg 5> com la completacié de l'espai Do(R™) de les
funcions C*° amb suport compacte per la norma

les = |20 (VIFTE)

[k|<s

p

Per exemple, per an = 3 'espai .7:50, amb p > 3, conté les funcions del tipus f ~ 1/r.
En efecte: per a r — -+o0, per a qualsevol |k| = s obtenim [ r~P(s+1) (14 92)Ps/2p2qy
que convergeix si p > 3. En general, si f € ]:56 amb p > 3 llavors f = O(r—(0+1),
Si6 >0, [ llps < |l llpss - és adir, F 5(R™) C FJ(R"), i el lema de Sobolev continua
essent cert: fgé(R”) C CF(R") si s > Ttk

El teorema sobre l'isomorfisme de la laplaciana euclidea és de M.Cantor[9].
L’isomorfisme de 'operador Y — V*Ly gy n’és un corolari.

Teorema 19 (Cantor). Sip >n/(n—2), s >2, —n/qg<§ < —2+n/q, essent
P i q exponents conjugats (zl? + % = 1), el laplacia euclidea A, és un isomorfisme
topologic entre els espais FL s(R™) i FL_, 5. 5(R™).

Corollari 20. L’operador Y — V*Lyg és un isomorfisme topologic entre els ma-
teizos espais del teorema anterior.

Demostracié del corollari. Si V*Lyg = Z antiimatge de Z ve donada explicitament
per Y; = —A~YZ; + %@@A‘le) i llavors I'isomorfisme de A implica el resultat.
Efectivament, com que K = 0, per (4.4), (V*Lygo) = Ar+ddI, i com que a R totes
les derivades commuten, Ap = A per (0.2). Aixi que (V*Lygo)i = AY; — 0;0;Y;.
En substituir Y; en el terme 0;0;Y; per 'expressié anterior obtenim, tenint present
que les derivades commuten i que 9;0; = —A,

1 1
8]821/] = @»@-A*l(zj + iak8jAflzk) = 8]'81*A712j + iajﬁjAflaiakA”Zk

= @&-A*le — %(Z&ﬁA*le = %&'BjAlej.
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Finalment,

1 1
V*Lyg =AY, — OJ&Y] =7Z;+ §8jaiA_IZj — iéj&A_le = 7;

4.4 Tsomorfismes entre espais de Sobolev en varietats de curvatura
negativa

Els dos operadors dels quals hem suposat que sén isomorfismes sén A + =5~

2(0
aplicat sobre funcions i F(X) = V*Lxg sobre camps (o 1-formes), que erf Eu)m
varietat de dimensié n i curvatura constant K = —1 es pot escriure, equacié (4.4),
com F = Ap + 2I + df. La demostracié en els dos casos és identica i obeeix
un mateix patré: si T : A — B és un operador entre dos espais de Banach, cal
que ||T(z)||p < const ||z]la i que |[z]|a < const ||T(z)|p perqué T i T~! siguin
continus. Generalment, la desigualtat ||T'(x)||p < const ||x|| 4 resultara evident,
essent la contraria ||z||4 < const | T(z)|p la més dificil de provar, sobretot en el
cas de l'operador F. Més d’una vegada es fara referencia (aqui i a apéndix A) de
larticle [8] de J.Bruna i J.Girbau, tant per fer esment de les tecniques alla utilitzades
(convolucié hiperbolica de r-formes i regularitzacié hiperbolica) com per fer ds dels
segiients resultats (per seguir la notacié de l'article abans citat, H? és l'espai de
Sobolev de les r-formes d’ordre de regularitat s, la lletra H implica normes a L?):

- (proposicio 2.3 de [8]) Si M és una varietat amb curvatura constant i negativa,
per a cada s > 2 10 < r <n existeir una constant positiva tal que

llae||s < const [[Ara||s—2

per a a € H(M). Si M = H" el resultat també és cert per a r = 0,n.

- (lema 3.3 de [8]) Si en una una varietat riemanniana M de curvatura cons-
tant —1 una r-forma o i la seva laplaciana Ara sén de HE72(M), 0 < r < n,
aleshores v € HE(M). El resultat també és cert per a v = 0,n quan M = H".

El teorema sobre l'isomorfisme de I'operador F entre els espais X o(H?) i X (H?)
Vs > 0 (en el que resta d’aquesta secci6 se suposara p = 2) es basa en els segiients
resultats, analegs als anteriors, la demostracié dels quals es troba a 'apéndix A:

Sigui (M, g) una varietat de Riemann de curvatura —1 i 0 < r < n. Aleshores,

- (prop.33 de lapéndiz) Si X € Xg(M), per a tot enter s > 2 existeir una
constant positiva tal que

1X s < const [ F(X)ls-s -

- (prop.34 de Uapéndiz) Si X € Xs_o(M) i F(X) € Xs—o(M), llavors X €
Xs(M).
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Com abans, també es compleix per a r = 0,n si M = H".

Teorema 21. Si M és una varietat de Riemann completa, amb curvatura cons-
tant —1, per a tot enter s > 2 l'operador F' és un isomorfisme topologic entre Xs(M)

i Xy_o(M).

Demostracié. En ser F = Ar + (n — 1)I + dé un operador diferencial de segon
ordre tenim que ||F'(X)||s—2 < const || X||s perque en el primer membre hi ha menys
derivades que en el segon. Per tant F' és continu. Ara cal veure que per a tot
Y € X;_o(M) existeix un tnic element X € Xs(M) tal que F(X) =Y, i que F~!
és continua, és a dir, que || X||s < const ||Y||s—2. Amb aquesta finalitat, considerem
X1 (M) com un espai de Hilbert amb el producte escalar

B[X,Y] = (VX,VY) + (n—1)(X,Y) + (6X,0Y) ,

on {,) és el producte de L? habitual. La norma || || induida pel producte escalar
B és equivalent a la norma de Sobolev || ||1, per la qual cosa || | < C|| ||p. Donat
un element Y € Xs_o(M) C Xo(M) = L?(M), construim I'element del dual

L: X (M) —— R

w — (Y, W).

Com que
ILW)| = [y, W) < [ X[ W] < ClIX W] s
L és un funcional lineal continu de &;(M). Per tant, existeix un X € X (M) tal
que B[X, W] = L(W) per a tota W € X1 (M), és a dir,
(VX, VW) 4+ (n—1)(X, W) + (0 X, W) = (Y, W) .
En particular, per a W € D;(M) obtenim
(X, (Agp+ (n—=1)I+doO)W) = (Y,W) .

que recordant la definicié de F' s’escriu

(X, F(W)) =(Y, W) .

la qual cosa indica que els elements X,Y € L?(M) = Xy(M) estan relacionats per
F(X) =Y. Aleshores, segons les proposicions 33 i 32 de 'apendix, X € Ay(M) i
1 X2 < CIF(X)|lo < C||Ylo. Si, per hipotesi d’induccié, suposem aixd cert per
a s — 3, tindrem que donat Y € X;_o(M) C Xs_3(M) existeix X € X;_1(M) C
Xs_o(M), i laplicacié altra vegada de les props. 33 i 32 demostra l’exhaustivitat.
Aquest X € X5(M) tal que F(X) =Y és unic, ja que per la prop.33 de 'apendix
F(X) =0 implica X = 0. O

Sobre les funcions 6 O-formes els operadors A i Apr coincideixen (apartat 0.3).
Llavors Ag + g%(o)l és una pertorbacié d’ordre zero de Ag del tipus Ag + AI amb
A>0.
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Teorema 22. Sigui T'= Ar + X ¢ A > 0 una constant positiva. Aleshores T és un
isomorfisme topologic de Fs(H") a Fs_o(H™) per a tot s > 2.

Demostracié. Com s’ha comentat al principi d’aquest apartat, segueix la mateixa
estructura que la del teorema anterior. Ara cal considerar el producte escalar

B[f,g] =(Vf,Vg) + Xf,9) ,

per concloure que per a cada h € Fs_o(H") existeix f € Fs_o(H™) tal que T'f = h.
El segiient resultat és necessari per cloure la demostracio:
Si T és com el de l’enunciat anterior, aleshores ||Arf|s < const ||Tf]|s.

Suposant cert aquest resultat, la demostracié del teorema s’acaba tenint en compte
quesi f € Fs_o(H")iTf € Fs_o(H"), llavors Agf = T f—Af també és de Fy_o(H"),
iellema 3.3 de [8] assegura que f € Fs(H"™) amb ||f||s < C||Arflls—2 < C||Tf|s—2 =
C||h||s—2. La unicitat se segueix de que ||T'f||s = 0 implica ||[Arf]|s = 0 que alhora,
per la proposicié 2.3 de [8], implica f = 0.

La desigualtat ||Agrf||s < const ||Tf]|s es demostra per induccié sobre s. Per a
s=0,
IARSII = ITf = AfI < ITFI+ Al (4.6)

Pero || f|| < const ||Tf|| perque
(TF, 1) = (DS, ) + AP = AP

ja que (Arf, fy = (Vf,Vf) és sempre positiu.
Suposant que [|Agf|, < const [|Tf]|., r < sisabent per la proposici6 2.3 de [8])
que ||a|s < const ||Agal/s—2,

[ARSNls < ITflls +11Flls < I Tflls +C AR ls—2 I Tflls +C T flls—2 < C [T

O]
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CAPITOL 5

La inestabilitat dels universos tancats de
Robertson-Walker

Un univers tancat ve representat per un espai-temps dels tipus V =S5 x 1 on S és
Iesfera unitat S® de R*, que és 1'tinica 3-varietat de Riemann simplement connexa i
de curvatura constant i igual a 1. La metrica de Lorentz de V és § = —dt? + (%(t)g,
essent g la meétrica euclidea de R?* restringida a S*. El terme gg = ¢ 2(0)g representa
la restricci6 de § a la hipersuperficie inicial M = S3 x {0}. Per tant, M és 'esfera de
R* de radi ¢ (0) centrada a l'origen. Es tracta, doncs, d’una hipersuperficie compacta
i sense vora. Com en el capitol anterior, cal estudiar I’estabilitat de I’aplicacié

@ :Ss(g0) x Ss(ko) —— Fs—a(po) x Xs-1(0)

en un entorn del punt (go,ko) en que ®(go,ko) = (—xpo,0). De fet, pero, de-
mostrarem que ® és inestable al voltant de (go, ko), provant que no existeix cap
entorn de (go, ko) format per parelles (¢, k') tals que ®(¢', k') = (—xpo,0), que sigui
una varietat diferenciable.

D’entrada, per simplificar els calculs, introduim la variable p = k — (trgk)g. Com
que tr(p) = —2 tr(k), tenim que k = p — 5 tr(p)g. Llavors

1 3 1
kb =pp— tr(p)pg+ tr?(p)g-g = pp — tr’(p) + 1 tr*(p) = pp — 1 tr?(p).

Substituint en H(g, k) = §(k -k — tr?(k) — 4R) i en v(g, k); = VI (kij — tr(k)gij),

obtenim

H(g,p) = % <p p—4R — % tr2(p)>

1_.
(9,9)i = 5V7pij -
L’aplicacio lineal Dy, ® indueix una aplicacio
Dg®: S*(M) x S®(M) — F*(M) x X*(M).

En ser la varietat M compacta, en aquests espais té sentit definir els productes
escalars globals mitjancant integrals de Lebesgue. Introduim a S (M) x §*°(M)

(h, P), (I, P')) = /Mw,P)x (WP dp

on

(h, P)s - (', P')s = g" (2)g”* () (hir hio(x) + Py Py(2))
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i a FoO(M) x X(M),

(FY), (f.Y")) =4 /Mf(fr)f’(ﬂf) d + 4 /Mgac Y'), da .

(el coeficient 4 és per a simplificacions posteriors). Respecte a aquests productes
escalars ’aplicacié

D(g,p)(I) : SOO(M) X SOO(M) — fOO(M) X XOO(M)
té un adjunt:
(Dgpy®)" s F(M) x X°(M) — S(M) x S*(M) ,

que indueix una aplicacié entre els espais de Sobolev corresponents.

5.1 L’aplicacié diferencial, la seva adjunta i la diferencial segona

Els operadors D, ,y®, (D4, ®)" i D?g 07 sén necessaris per a 'obtencié dels

resultats posteriors. El calcul del component D, H (ja comentat a I'apartat 4.1)
déna, en les variables (g, p),

1 . .
D(g7p)H(h‘a P) :§[2p -P—2h- (p X p) +4h - ’R(g) _ 4v2vjhij
+4V'V;tr(h) — tr(p)tr(P) + tr(p)h - p].

Els operadors D, ,)v(h, P) i D(Qg pﬂ(h’ P) s6n, respectivament, els termes d’ordre
lidordre 2 en hi P de~(¢,p) = g’jkV;p;j quan ¢ =g+ hip =p+ P. Pero,
recordant del capitol anterior que Q(X,Y) = VY — VxY,

Vipij = V0 (9, 05) = 0kp' (05, 05) — p' (Vi 0i, 95) — 1'(0i, Vi, 05)
= hpij — 1 (Va,0i + Q(Ok, 0i),05) — 1 (9, Vg, 05 + Q(0h, 05))
= vkp;j - Q%ﬂ'p;j - kajp;i = Vi(pij + Pij) — Qii(plj + Py) — Qij (pi + Pu)

on ij = 1¢'*(V;hji+Vjhy—Vihi;) (eq. 4.2). Com que g% = giF — ik 4 (b x h)7*,
els termes d’ordre 1 en h i P de v(¢',p')i = ¢” kV;ﬂp;j provindran o bé del producte
de —h7* per termes d’ordre zero de V?Cp;j, o sigui —hjkvkpij, o bé del producte de
¢7% per termes d’ordre 1 de V;p;j. Aquests ultims sorgeixen dels productes kaiplj i
kajpil substituint ¢’ per g en 'expressié de Q). El primer d’ells és

) 21 1
F*QLipi; = g]k§glm(vkhim + Vilkm — Vinhii)py; = Epkmvihkm-

El primer i tercer termes son oposats perque l’'index “i”

esta collocat en el mateix lloc. El segon producte és

, que és I'inic que no és mut,
kOl oo ikl m A P Vo — pooipl L o
g ijpzl =g 29 (vkh]m + v]hkm vmhk])pzl — lev hj 2lev tI‘(h).
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Per tant,

1 1 1
D(g,p)’y(]% P)z = 5 |:VS_P7;S - hmvrpis - §mevihrm - pgnvshsm + §p;nvmtr(h)

Els termes d’ordre 2 en h i P s6n, primer, (h X h)jkapij, i els altres provenen de
les combinacions de ¢g7¥ per termes de segon ordre en h i dels productes de ¢/ amb
termes de primer ordre en A i P. El resultat és

2 1

rs rs,m 1 rs,m
Digpy(h, P)i =35 [Vr((h X D)"*pis) + P Vihrm — Sh D Vi

1 1 1
—ihlmpﬂvm tr(h) = P Vihwm + 5 P Vi tr(h) = V(A" Pi)

2
(5.1)
L’operador Dy, ®(h, P) és, doncs,
1 o
D(g,p)H(h7 P) =§[2p P —2h-(pxp)+4h-R(g) — 4V'V'h;
+ 4V'V;tr(h) — tr(p)tr(P) + tr(p)h - p|

1 1
Dy (h, P); =3 V*P;s — "V, pis — Emevihrm

1
—pi"Vhgm + §p§”Vm tr(h)

Si designem per A i B els dos components de D, ,)®*, la identitat

(Dgp)®(h, P), (f,Y)) = ((h, P), (Digpy®)*(f,Y))

implica que

4/ D(gyp)H(h’v P)xf(x)dx+4/ g(D(g,p)'Y(ha P)amYac)d%'
M M (5.3)

:/ h-A(f,Y)wdx—i—/ P-B(f,Y).dz
M M

Per poder identificar A(f,Y) i B(f,Y) com allo que acompanya a h i a P sera nece-
ssari manipular convenientment els integrands del primer membre de (5.3). Aixi,

per exemple, en I'expressié de D, H f, el terme (1/2) fViV7h;j s’ha d’anar trans-
formant fins a fer aparéixer una divergencia:

1 . 1. A 1 o
§fvzvjhij = div — 5(Wh¢j)V’f = div + §hijV]VZf .
Quant al terme 4fViV;tr(h),

A4fViVitr(h) = div + 4¢/%hj, VIV, f = —4g - hAf.
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Aleshores, s’arriba a

DygpyH(h, P) f Zé[QfP P —2fh-(p xp)+4fh-R(g) — 4hijV'V'f —4g - hAf
— f tr(p) tr(P) + f tr(p)h - p] + div

Laltre integrand g(D(y,)v(h, P),Y) és un xic més complicat. El terme Y'V*P;
és igual a una divergencia menys P;,V*Y"'. Com que (Lyg);; = ViY; + V;Y;,
tenim que Y'V*P; = div — %Lyg - P. Durant el procés d’anar fent apareixer di-
vergencies, sorgeixen els termes %h’”m(Vime)Yi + hempTV"Y?) suma que és igual
a $h- Ly P perqué (Ly P)(Z,W) = (VyP)(Z,W)+ P(NyZ,W)+ P(Z,VyW). El
terme Y'1pV,,tr(h) origina —3p™ tr(h)V,, Y i —3(V,,p) tr(h)Y?. El primer és
igual a — tr(h)p- Lyg i el segon, com que v(g,p); = Vip;;, és —3tr(h)g(v(g,p),Y).
Finalment,

oDl P),Y) =3 | =3P Lyg = 5(h-p)3(YV) = 5 x(Wglr(9.p),Y)

2
1 1 .
—|—§(h - Lyp) — i tr(h)p- Lyg| + div

En ser la varietat M compacta i sense vora, la integral a M d’una divergencia és nul
la, i per simple identificacié s’arriba a les expressions segiients de A i B:

A(f,Y)=—fpxp+2fR(y

+ Lyp —pi(Y) —

— 2Hess(f) ~ 20Af)g + 5 (o)
(p-Lyg)g —29(v(9,p),Y)g (5.4)

B(f,Y)=—Lyg+ fp— %f tr(p)g ,

Y

on (Hess f);; indica el hessia V;V;f. Concretant els ordres de regularitat, I’adjunt
de D, )P esta definit entre els espais

(D(g,p)q’)*: Foo X Xs—1 — Ss—q X Ss5—9

5.2 Demostracio de la inestabilitat

Com en els casos anteriors, I’estudi de ’estabilitat per linealitzacié de les equa-
cions d’Einstein en la metrica inicial § de Robertson-Walker ens porta a l’estudi de
I’estabilitat de ’aplicaci

®: Ss(g0) x Ss(ko) —— Fs—2(po) x Xs-1(0)
(g’ p") — (H(d",p"),7(d",p"))

en el punt inicial (go, po), on ®(go,po) = (—xpo,0).
El resultat principal és el segiient:
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Teorema 23. No hi ha cap entorn U de (go,po) a Ss(go) X Ss(ko) en qué el conjunt
de parells (¢',p') € U que compleizen ®(g',p') = x(—po,0) sigui una subvarietat
diferenciable de U.

Abans de la seva demostracié ja podem assegurar que,

Corolari 24. No pot existir cap subespai F' de Fs_2(po) X Xs—1(0) tal que ® sigui
estable per linealitzacid en el punt inicial (go,po) segons la direccid de F

Demostracio. Efectivament, en la definicié 16 d’estabilitat per linealitzacié respecte
a qualsevol subespai F s’exigeix que ®~1(®(go, po)) sigui varietat diferenciable en
un entorn de (go,po), la qual cosa el teorema afirma que no és certa. O

Demostracié del teorema 23. Suposem que hi hagués a Ss(M) x Ss(M) un entorn
U de (go,po) en que el conjunt de parells (¢/,p") € U que compleixen ®(¢,p') =
—xX(po,0) fos una subvarietat diferenciable de U. Sigui A — (¢'(A\),p’(\)) una petita
corba d’aquesta varietat que passi per (go,po) per al valor A = 0. Indiquem per
(h,P) € Ss(M) x Ss(M) el vector tangent a aquesta corba en el punt (go,po).
Sigui (', P') la derivada segona d?(g’'(A\),p'(\))/dA\? en el punt A = 0. Com que
D(g'(N),p'(N) = —x(po,0) per a tot A, derivant aquesta igualtat en A = 0 s’obté
(D(go,p0)®) (R, P) = 0. Derivant altra vegada en A = 0 s’arriba a

Df, o ®(h, P)+ D

(go0,p0) )Q)(h” Pl) =0. (5.5)

90,P0

Sigui ara (f,Y) un element qualsevol de F*°(M) x X°°(M). Multiplicant escalar-
ment (5.5) per (f,Y), tindrem

<D(290,p0)(1)(h’ P)’ (f’ Y)> + <D(907p0)q)(h/7 Pl)v (f’Y» =0.

Tenint en compte que

<D(g,p)q>(h7 P)? (f7 Y)> = <(h7 P)) (D(g,k)q))*(fv Y)>
es dedueix que per a tot (h, P) € Ss(M) x Ss(M) que sigui de ker(Dg, ) ®) 1 tot
(f,Y) € F(M) x X°(M) de ker(D g, ,,)®)* es verifica que

(D, oy ®(h, P), (f,Y)) =0 (5.6)

L’estrategia per a demostrar el teorema 23 (fent servir una idea de [1]) consis-
tira a trobar un parell (h, P) del nucli de Dy, ,,y® i un parell (f,Y) del nucli de
(D(go,p0)®)* per als quals no es compleixi (5.6).

En un model de Robertson-Walker ~(g,p) = 0 i per tant I'iltim terme de
I'expressié de A en (5.4) és nul. Com que g; = (2(t)g i ky = Osgr = 2(é/C)gt,
obtenim que pg = ko — trg,(ko)go = —4Cg, on C = ¢(0)/¢(0). Les noves expressions
(2.5) en les variables (g,p) per a K =1 sén:

240 6

R(go) = 2(0) R(g0) = 2(0) po = —4Cqo (5.7)

Do Xgo PO = 1602g0 D0 "go PO = 48C"? trg, (p()) = —12C.
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Els components (A, B) de 'operador adjunt (D4, »,)®)* sén ara

A(f,Y) = <8C2 + C;l(())) fgo —4C Ly go — 2Hess(f) — 2(Af)go

B(f,Y)=2Cfgo— Lygo -
La metrica gy = ¢%(0)g és la restriccié de la metrica euclidiana de R* a lesfera
S3(¢(0)) de radi ¢(0) i centre a l'origen. Escollim f = 0 i Y camp de Killing de

9o, Ly go, com a elements del nucli de (Dy, ,,,)®)*. Per a qualsevol parell (h, P) €

Ker(D g po)®) i un parell de la forma (0,Y) € Ker(D(y, ,,)®)* tindrem:

<D(290,P0)(I)(h’ P),(0,Y)) = 4/M g(D(zgo,po)'V(ha P),Y)dv,

on dv indica I'element de volum de M = S3(¢(0)) per go. L'expressié (5.1) de

D(Zgo po)@(h, P) en un model de Robertson-Walker, fent ts de p;; = —4C (go)ij, és

1 T ™m
DYy oy V(s P)i =3[ —4C V7 (h X )i = 20 K" Vil
1
+2C hipyy V™ tr(h) — §Pmrvih7"m (5.8)
1

b 2P (k) - V,(h7P)]

Per tant,

1 ‘
9(Dgy oy ¥ (1 P),Y) =5 [AC (V'Y ) (h x )i = 20 B (Vy )

—2C (V™Y )i tr(h) —2C Y tr(h)V ™ hip
1 1 . (5.9)

= Py hy = SV 6x(R) V" P

- % 6 (h) P VY — VIV, (W7 )] + div .

Si (h, P) ha de pertanyer al nucli de D4, ,,)® els dos components de (5.2) hauran
de ser zero. De I'anullacié de la segona expressi6 de (5.2), i ja que p;; = —4C (go0)ij,
es dedueix que V" Py, = —4C V™ h;y,. Substituint a (5.9) obtenim:

1 1 ; .
9D 1 P)Y) = 5 {=2C - Wyl = S(Tyh) - P = V'V, (0P ) + div.

En integrar la identitat anterior sobre M = S*(¢(0)), el terme [,,(h.Vyh)dv s’anul
lara. En efecte:

h-Vyh = hepY'Vh™ = =By (ViY)R™ — (Vihp) Y R™ + div.

En ser Y un camp de Killing, té divergéncia zero a i el terme h,.,,(V;Y*)R™ de la
igualtat anterior s’anulla. Integrant a M s’obté [, (h-Vyh)dv = — [, (h- Vyh)dv
i per tant aquesta integral és zero. Finalment:

4 / g(D%, A(h, P),Y)do = / (Vyh- P)do — 2 / YV, (W P)do . (5.10)
M ’ M M
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El problema consisteix, doncs, a trobar h i P que anullin (5.2) i un camp de Killing
Y sobre l'esfera M per als quals (5.10) no s’anulli.

Considerem 'espai euclidea R* on és immersa 'esfera M. Indiquem per (z,y, z, )
les coordenades candniques de R*. Els camps vectorials e; = (y,—x,t,—2), ea =
(z,—t,—z,y), es = (t, z, —y, —x) s6n ortogonals dos a dos, els seus claudators de Lie
sén ey, e2] = 2es3, [e2,e3] = 2e1, [e3,e1] = 2es . Per exemple,

lex, ea)f = —2y.f — 200, f + 240, f + 220, f = 2esf

Si e(i, j, k) és el signe de la permutacié (i, j, k) quan els tres indexs sén diferents, i
zero en cas contrari, tenim que [e;, e;] = 2(i, j, k)e. Els camps e; (i = 1,2,3) sén
perpendiculars al camp radial N = (x,y, z,t) respecte a la metrica euclidiana usual
de R*. Per tant, les seves restriccions a Desfera M sén camps tangents que en cada
punt seran perpendiculars dos a dos amb norma ((0). La férmula de Riemann

QQO(VXya Z) :X(QO(Yv Z)) + Y(QO(Xv Z)) - Z(QO(Xv Y))
- gO(Xv [Y7 Z]) - gO(K [Xv Z]) - gO(Z7 [Y7 X])

aplicada als camps eq, eg, e3 déna

290(Ve,ej,ex) = —goles, [e5, ex]) — golej, [ei ex]) — golex, [e), €i])
= _QO(eiv 2€(j7 k, Z)el) - go(ej, 28@? k,j)€j) - gO<ek7 2€(j7 (3 k)ek)
= —2(2(0)(6(]', k,i) + 2e(i, k, j) + 2e(4,4, k) = 2¢(i, J, k‘)CQ(O).

Per tant, V¢e; = €(i,7,k)eg, és a dir, els simbols de Christoffel Ffj en la base

{e1, ez, e3} definits per V., e; = Ffjek sén justament els (7, j, k). Un camp vectorial
de Killing X de M compleix

(Lxgo)ij = ViX; + V;Xi = go(Ve,; X, €5) + go(Ve; X, €i) =0

En particular, e, e i e3 sén camps de Killing de M.

Escollim ara Y =ej, h=e1 QReas+ea®e;, P=¢e; ®ez+ ez ®e;. Volem veure
que aquesta terna (Y, h, P) satisfa totes les condicions volgudes. Veiem primer si
aquests h i P anullen el segon membre de (5.2). En un model de Robertson-Walker,
les equacions (5.2) s’escriuen

(D(go.po) H) (h; P) = é [40 tr(P) + (1602 + ) tr(h) — AViVIih;; — AA tr(h)

8
¢2(0)
1
(D(go,po) V), P)i = 5V8(4Ch + P)is .
(5.11)

Tant la traca de h com la de P s’anullen ja que, per exemple,

tr(h) = (go)” hij = (1/42(0))(2 hii) = 0.
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També les divergencies de h i de P s’anullen. En efecte, si {w'} és la base dual de
{ei},
ViAY =V, AW, w?) = ep(AY) — A(Vew',w?) — Aw', Ve, w)
= e (AY) + T, AY 117, A"
Per tant, V;AY = ¢;(AY) +F§ZAU —G—I‘{lAil. Si, com és el cas de hi P, els components
A% s6n constants el primer terme d’aquesta darrera expressié s’anulla; perd també
els altres dos: el segon perque Ffj = ¢(i,7,k), 1 el tercer perque Ffj és antisimetric
eni,j ien canvi AY és simetric en els mateixos fndexs.
L’anic terme que resta per demostrar la seva s’anullacio és Vivjhij . Com que h
és un tensor (2,0) covariant, V2h és un tensor (2,2) que actua sobre els camps X, Y i
sobre les formes w,w’ segons V2h(X,Y,w,w’) = (VxVh)(Y,w,w'). En components,
si V2h = V,Vihiw! @ vk ® e; @ e,
ViVih = (V2h)(er, ex,w',w?) = (Ve, VR)(ep, ', w)
= e;(Vih") — (VR)(Veer,w',w?) — (VR)(ek, Ve,w',w?) — (Vh)(eg, w', Ve,w?)
= e)(Vgh) — TRV, h T4 Vih™ T Vi h™.
Per tant, V;V;hi/ = ;(V;h¥7) — TV, hi + % V;h™ + T, V;h™. El segon i
quart termes sén oposats; el primer és zero perque la divergencia de h és nulla; i el
tercer també és zero perque tant I'}, = e(i,7,m) com V;h™ sén nuls.
Només resta comprovar que (5.10) no s’anulla. Tenim que Vyh = V., (e1 ® e2 +

ea®e1) = e1Rez+e3Re; = Pique (Vyh)-P =P-P= P13P31 +P31P13 = 2/(2(0).
Per altra banda, com que Y = e; i h té divergencia nulla,

YV, (WS P;s) = h"™*V, Py = h'2V Pis + h*'Vo Py = (1/¢%(0)) (V1P + VaPyy) .

Pero
ViPig = Ve, P(e1, e3) = e1(P(e1,e2)) — P(Ve,e1,e2) — Pler, Ve, €2)
= —P(el,eg) =1
VaPi1 = Ve, Per,e1) = ea(P(er,e1)) — P(Veyer,e1) — Pler, Veyeq)
:P(63,61)+P(61,63) =141=2
Per tant,

YV, (" P;s) = 1/¢3(0).

Substituint aquests resultats a (5.10) obtenim

4/ 9(D}y poy 1 (hy P), Y )dv = —/ (Vyh - P)dv —2/ V'V, (h" Pis)dv
M M M

= (1/¢%(0))(—4vol{M}) #0 .
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CAPITOL 6

Universos no simplement connexos

Dels resultats obtinguts fins ara es podria arribar a la conclusié que 'estabilitat
d’un univers R-W depeén de la compacitat o de si la curvatura de la hipersuperficie
inicial S és negativa o nulla. Per poder confirmar o descartar definitivament aque-
sta conjectura és necessari estudiar alguna altra possibilitat. En aquest capitol
s’estudien els casos en els que R3/T" i H? /T sén compactes i orientables. El tor pla
R3/T" va ser el primer exemple [6] que es va donar en que les solucions de 'equacié
linealitzada no servien per aproximar les solucions exactes de l'equacié G(g) = 0
d’Einstein en el buit. El resultat és que el tor pla continua essent inestable sota
I'equacié d’Einstein G(g) = x7T en un model de Robertson-Walker. En canvi, H" /T’
és estable. Amb aquest dos resultats podem refutar la conjectura anterior.

Proposicié 25. L’equacié d’FEinstein a linterior és linealment inestable en un
univers de Robertson-Walker (S x I,§,T) quan S és el tor pla T> = R3/T, on
I'={z — x+neg +mez, n,meZ, eg=(1,0,0),ea = (0,1,0)}

Demostracid. Per construccid, la restriccié g de § a T? és la métrica euclidea de R3.
Seguint el mateix metode que en el cas de la 3-esfera, es tracta de trobar uns h i P
de ker D, ,)® i un camp de Killing X del 3-tor 73 per als quals

4/ g(D?gp)v(h, P), X)dv = —/ (Vxh-P)dv—2 [ X'V, (k" P;)dv
T3 ' T3 T3

sigui diferent de zero. Com que els components g;; = d;; no depenen de les coor-
denades z?, qualsevol camp 0; és un camp de Killing. Escollim X = 9,, h =
Op @0y +0y® 0,1 P =12(0, ®0y+ 0y ® 0y) — 2(0y ® 0, + 0, ® 9y). Aleshores hi P
tenen la traga i la divergéncia nulles. A més a més, Vxh = 0 i la primera integral
és igual a zero. El segon terme és:

X'V, (h"Pig) = V,.(h"*P1s) = h'*V 1 Pig + h*'Vy Py = Vi Pig = 0,(z) = 1
i per tant

XV, (h" Pis)dv = vol(T3) # 0
T
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Proposicié 26. L’equacio d’Einstein a l'interior és linealment estable en un univers
de Robertson-Walker (S x I,g,T) quan S té curvatura constant negativa i és com-
pacta i orientable.

Demostracid. Segons el teorema de Berger-Ebin [4], si M és una varietat compacta
i orientable i un dels operadors Dgp® : Ss X S — Fs_o X Xs—1 6 el seu adjunt
(D(g,»®)* té simbol injectiu, sén valides les descomposicions

Fs—a x Xs—1 = Rang(D®) @ ker(D®)* , S5 x S5 = ker(D®) & Rang(DP)*

i Pexhaustivitat de Dy, ,)® és equivalent a la injectivitat de (D, ,)®)*.

De les equacions (2.5) i (5.4) s’obté que els components A i B de (D, ®)*
s’escriuen, en un model de Robertson-Walker amb K = —1,
4
A(f, X :<802— >fg—4C’LXg—2Hessf —2(Af)g
(f, X) 200) (f) —2(Af) (6.1)

B(f,X)=2Cfg— Lxg .

El simbol de (D, ,,)®)*, per acadaz € M i{#0, £ € T,(M)*, és I'aplicacié lineal

9.p

UL(.%',f) Tx(M)XR E— SQXSQ
(X7f> - (aaﬁ) :

Recordant que (Lxg)i; = ViX; + V;X;, (Hess f)ij = V;V;f i Af = =V'V,f, els
components de « i de 3 sén

Qrs = =258 f — 2§ - Efgrs
/67’5 = _ngs - ngr .

Provem que el simbol és injectiu. De o = 0 obtenim que tr(a) = —8(§ - &) f també
haura de ser zero i com &-& # 0 (perque £ # 0), f = 0. Com que £ # 0 es pot prendre
una base {w!,w? w3} de Tp(M)* en la qual w! = &. Llavors, de 11 = 0, B2 =0 i
B13 = 0, tenint en compte que en aquesta base £ = (1,0,0), s’obté respectivament
X1=0,X2=0iX5=0.

Quant a la injectivitat de (D®)*, si a (6.1) s'imposa B = 0, s’obté Lxg = 2C'fg,
i aleshores substituint en I'expressié de A(f, X) hom arriba a

—4

A(f, X) = CT(O)JCQ — 2Hess(f) — 2(Af)g.

Si A =0, llavors tr(A) =0, i de 'anterior equacié obtenim

—12

C27(0)]0—4Af=0
és a dir, 5

Af—l—@(o)f:O.
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Multiplicant aquesta equaci6 escalarment per f, i com (Af, f) = (§df, f) = (df, df),
tenim que
3

df,df) + ==/, f) =0

(A1.6) + gy )
que implica f = 0. Tornant a (6.1) arribem a Lxg = 0. Per tant el nucli de
(D(g,p)®)" esta format per aquells parells de la forma (0, X), X camp de Killing de
S. Per altra banda, tota varietat diferenciable riemanniana i compacte amb tensor

de Ricci definit negatiu té un nombre finit d’isometries , és a dir, no té isometries

infinitesimals [5]. En un model de Robertson-Walker V' = Sx I tenim que Ry = EQL(OQ).
Per tant, com que K = —1, Ry és negatiu, Lxg = 0 implica X = 0 i 'operador
(Dg,p)®)* és injectiu. O
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APENDIX A

Algunes demostracions en varietats de curvatura
negativa

El lector podra comprovar que sovint en aquest apéndix es fa referencia a ’arti-
cle [8] de J.Bruna i J.Girbau. Per mantenir la notacié alla emprada, Hj(M) in-
dicara l’espai de Sobolev de les 1-formes d’ordre de regularitat s. Recordem que
a l'apartat 0.4 dels preliminars hem definit HZ(M) com la completacié de D, (M)
(espai de les r-formes C'*° amb suport compacte) per la norma

s 1/2
lexlls = (Z HV("”)a\P) ,
k=0

perd com que en el nostre cas HS (M) = Lg?r podem pensar els objectes de H(M)
com aquelles r-formes o de L? amb totes les derivades generalitzades V*) o també
de L?.

Tots els resultats que aqui apareixen son valids per a r-formes amb 0 < r < n
si suposem que la varietat M és completa i té curvatura K = —1. Si M = H" (és
a dir, si a més a més M és simplement connexa) els resultats també sén certs per a
r = 0,n. Pero com l'operador F' en el nostre cas actua sobre els camps (identificats
mitjancant g amb les 1-formes), ens limitarem a r = 1 en queé no hi ha distinci6
entre M = H" o M = H"/G. El que aqui és Hj(M) en el text principal és Xs(M).
Pel que fa a la notacio, la lletra w es reservara per a elements de D; (M), i la lletra
a per a elements de H;(M). Les constants positives s’indicaran explicitament per
“const 7 o bé per la lletra C.

En aquest capitol hi ha tot el material necessari per arribar al resultat principal,
que és el seglient:  Sigui (M,g) una varietat de Riemann de curvatura —1. Si
X € H{(M) i F(X) € H}(M), llavors X € H{T2(M) i || X|ss2 < const ||[F(X)]s
per a tot s > 0. L’operador F' = Ar + dé + (n — 1)I és una pertorbacié d’ordre
zero de loperador G = Ag +dd, i el resultat anterior es deriva d’un de similar per a
I'operador G. Es tot alld relacionat amb G el que ocupa la major part de I’exposicié,
relegant el resultat sobre F' com un simple corollari.

La desigualtat ||Aral|s < const ||Galls en Hj ?(M)

L’objectiu d’aquest apartat és provar que si a € H{T?(M) la norma || Agal|s esta
dominada per [[(Ar+ dd)a||s. La demostracié utilitza que ||a||s+2 < const ||Agralls,
resultat que es troba en larticle [8]. També son necessaris els tres lemes segiients:

Lema 27. Sigui (M, g) una varietat de Riemann de dimensio n, de curvatura cons-
tant K. Donat un p-tensor covariant « i una permutacié o dels indezxs {1,...,s},
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definim el (p + s)-tensor covariant o(V®a) mitjancant
o(VWa) (X1, ..., X Y1,...,Y,) = (V&) (X,0), o Xp(e)s Yib -1 ) -
Aleshores, donat un enter s > 2, existeix una constant C > 0 tal que
lo(V®a) — V®al| < const [|alfs—2
per a tot p-tensor covariant a de classe C*° amb suport compacte.

Observi’s que, intuitivament, caldria esperar que, com a molt, ||0(V(5)a) —
V®al| < Clla||s—1, fruit de la cancelacié de les parts principals. Sera la identi-
tat de Ricci la que permetra baixar una unitat ’ordre de regularitat.

Demostracio. Sigui 7 la transposicié dels indexs consecutius k i k + 1:
7 {L.. kk+1,...,s} —A{l,....k+1,k,...,s}.
En una carta local, els components de 7(V(*)a) sén
T(V(S)a)il,,,isjl,,,jp =Viy ... Vi Vi ... Vi,ajj,

Combinant la identitat de Ricci (0.3) amb el fet que quan la curvatura seccional K
és constant el tensor de curvatura compleix R(X,Y)Z = K{g9(Z,Y)X —g(Z,X)Y},
obtenim que per a qualsevol r-tensor 3

(ViV; = V;V)Biy i = — Zﬂ sy R(03,07)04,, ..., 0;)

I8
=-K Z(gikjﬁil..‘ik,lii;ﬂrl...ir — Gir,iBir i1 jinsrir)
k=1
= K(9ii, Bjiy...ir — Gjir Bii...i) + - -« + K(9ii Bir iy 1§ — GjinBinip_1i) (A1)

Fent Bi,.,.icj1..5p = Vipio -+ VisQjy..j, 1 tenint en compte que la diferencial cova-
riant del tensor metric g és nulla, deduim que

(TV(S)a - v(s)a)h---is,jl---jp = v’il R vik—l (V'Lk+1v vikvik+1)vik+2 s visajl---jp

sera suma de 2((s — k — 1) 4+ p) termes de la forma
EE Gy i1 yn(ia) Vi) - - Vilis) Xrdp

on 7 és una certa permutaci6 dels indexs {1,...s}. Ja que en tots els termes de la
forma anterior hi ha s —2 derivacions la norma ||7(V(®)a) — V(*)a|| restara dominada
per fla]s-s.

Sigui ara una permutacié qualsevol o, producte de n transposicions 7, ..., T,.
Si definim 7% = 1, 0 -~ o 7y llavors o = 7™ i ||o(V®)a) — V) a| és igual a

7™M (V) — 7D (V) 4 70D (V) a) — oo 4 7V a) — V)| <
I7 (V&) — 7DV E Q)| + -+ [ (VPa) — V|| < const [lalfs—s
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Lema 28. Sigui (M, g) una varietat de Riemann de curvatura constant K. Donat
un enter s > 0 existeix una constant per a la qual es compleix

(VO AR — ApV©®)a| < const ||al|s
per a tot p-tensor covariant « de classe C°° amb suport compacte.
Demostracié. Es una conseqiiéncia del lema anterior, perque
(V(S)ARQ)il...is,jlu.jp =—Vi - 'visviviajl.“jp =gV, - Vi, V;iViag g,

= O'(v(s)ARa)h---ile---jp

per a alguna permutaci6 o. ]

Lema 29. El producte (V(S)d&u,V(S)ARw) es pot expressar com a suma de dos
termes Th + 1o, onT1 > 0 i Ty compleizx la desigualtat

| Ty| < const [|w][341 -
Demostracid. El producte escalar local de V) ddw per VA pw és
(VO dow, VO Apw) = (Vi ... Vi, ViVFw) (V... V=V V,00)

Aplicant reiteradament (A.1) perque en el primer factor V;, ...V, V; la derivada
V., passi davant de tot, tenim que

Vi . Vi, ViV, = ViV, ... Vi, VEwe + AW)iiy .,
on A(w) és un (s + 1)-tensor globalment definit. Aleshores,
(VO dbw, VO Apw) = (ViVi, ... Vi, VFwp) (V... VEVV,w') + (A(w), VO Agw) .
Passem ara la derivacié V; al segon factor tot afegint una divergencia:

(V) dbw, VO Apw) = — (Vi, ... Vi, VFwp) (ViV ... V5V V,w)
+ div+ (A(w), V& Agw) .

Analogament, passant la derivacié V; del segon factor del primer terme darrera de
totes les altres,

ViVi, ... Vi V'V, =V;, ... Vi ViV'V,0' + B(w)i, .4,
on B(w) també és un s-tensor globalment definit. Substituint, ens queda

(VO dbw, VO Apw) = — (Vi ... Vi, VFwp) (V... V=V, V'V,0)

+ (V(S)éw, B(w)) 4+ div + (A(w), V(S)ARW) . 42
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Finalment, passant el laplacid Ar = —V"V,. al davant en V' ... V*V;V"V,w',
VA ... VeV V'V, = V'V, V. VeV + C(w)iy . s
amb C(w) del mateix tipus que A(w) i B(w). De (A.2) obtenim

(VO dbw, VO Apw) = —(Vi, ... Vi, VFw)(V'V, V1 ... VEVwh)
+(VE 6w, C(w)) + (VObw, B(w)) + div + (A(w), VP Agw) .

Integrant sobre tota la varietat,

(VO dsw, VO Apw) =(Vsw, ApVE)éw)
+(V®6w, C(w) + B(w)) + (A(w), V) Apw) .
Definim ara
Ty = (V®ow, AgVPow)  Th = (VEsw, C(w) + B(w)) 4+ (A(w), VO Arw) .
Obviament T} > 0, perque (V®dw, AgVE)sw) = (VVE)iw, VVE)w). Falta veure

que T5 compleix la desigualtat del lema. Per a aixo veurem que cada un dels termes
que intervenen en la definicié de T3 és < ||w||2, . El producte escalar local de A(w)

per V& Apw és

(Aw), V& Agw) = A(W)'iil...isvil e Vislvrvrafi | (A3)
= —(V"A(W)ii,. i) (V2 ... VEV'V, ') + div.
Denominem D(w) el s-tensor definit per
D(W)iig...io = =V A(Wiiig...is »
que esta globalment definit. Per integracié de (A.3) es té
(A(w), VO Arw) = (D), VEVARw) .

Remuntant-nos a la definicié de A i de D, tenim

D(w)iiy..i, = (=VIV;, Vi, ...V ViVF £ VIV, Y, ...V VR

Veiem, doncs, que D(w) és la diferencia entre dues permutacions de v (+2) - amb
certes contraccions. Pel lema 27,

| D(w)|| < constl||w||s < const|w]|s+1 -
Per altre banda, de manera obvia,

IVEDApw|| < [|wlls+1 -
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De tot aixo deduim
[(A(w), V& Apw)| = [(D(w), VE D Agw)| < [|[DW)[[[VEDAgw| < const [Jw]Z,, -

Ocupem-nos ara del terme de Ty que conté B(w). Com que B(w) és per definicié la
diferencia entre dues permutacions de V(5+3) amb certes contraccions, tindrem

|Bw)|| < const [w]es1 -

Per tant
(VPdw, Bw))| < V]| [ B@)]| < const w2, -

De manera analoga, pero utilitzant el lema 28, s’arriba a

(V&6w, C(w))| < const [|w]|Z,; -

El resultat principal abans esmentat és el segiient:

Proposicié 30. Sigui (M, g) una varietat de Riemann de curvatura —1. Per a tot
enter s > 0 existeix una constant positiva tal que

IAra||s < const ||Ga|s
per a a € HiT2(M).

Demostracid. En ser Dy(M) dens a H{T2(M) és suficient provar la desigualtat per
a w € Di(M). Procedirem per induccié sobre s. Quan s = 0,

((Ap 4+ dd)w, (AR + dd)w) > (Apw, Agw) + 2(déw, Agw) . (A.4)
Com que AR = A+ (n—1)I =dd + dd+ (n— 1)1, el terme (dow, Arw) és
(ddw, Apw) = (ddw, ddw+ddw—+(n—1)w) = (déw, ddw)+(ddw, ddw)+(n—1){déw,w) .
D’aquests tres termes, el primer i 'dltim sén > 0 i el del mig és nul ja que d> =0 i
(dow, ddw) = (dddéw, dw) =0 .
Per tant, (ddw, Arw) és > 0. Llavors, de (A.4) deduim que
1(Ar + dBYwll? = (A + db)w, (A + d)w) > (Arw, Ape) = | Agw2,

que és el que voliem demostrar. Suposant que la proposicié es compleix per a s — 1,
cal provar-la per a s. Aplicant el lema 29,

(VO (AR + d)w, V(AR + d6)w) > (VO Arw, VI Arw) + 2(VE) déw, VIS Agw)
> <V(S)ARW, V(S)ARw> + 275 .
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D’aqui s’obté
(VO ARw, VO Apw) < (VO (AR + db)w, VIO (AR + dé)w)+
+2|To| < [[VE (AR + d8)w|* + const [|w]2; -

En Darticle [8] es demostra que |[w]|s+1 < const ||Agw||s—1. Per hipotesi d’induccid,
|Arw]|s—1 < |[(Ag + dd)w||s—1. Per tant,

IV ARw|? < |V®(AR + dd)w]® + const [|[(Ag + do)wl2_y < Cll(Ag + dd)w]|?

que prova la proposicio. ]

Un teorema sobre 'operador G quan actua sobre Hj (M)

El teorema a que fa referéncia ’encapcalament és el segiient: Sigui (M, g) una
varietat de Riemann completa, de curvatura —1. Sia € H{ (M) i G(a) € H{ (M),
llavors o € H{T2(M) i ||a||s2 < const ||G(a)||s. La seva demostracié és un xic més
delicada que les anteriors, no es redueix unicament a un calcul més o menys llarg.
La dificultat rau en que a partir de les hipotesis cal veure que Va1 V*T2q sén de
L3(M). L'eina que s'utilitza és la reqularitzacié hiperbolica per a formes de H" que,
perque pugui ser aplicada al cas H"/G, ha de ser G-invariant. Aquest procés a la
vegada es basa en el concepte de convolucid hiperbolica de formes [8]. En definitiva,
es tracta d’aproximar una forma de Hj (M) invariant per G que compleix les hipotesis
del teorema per formes C> de H{(M), que sén denses a L2,(M) = Hj(M). La
demostracié, doncs, constara de dues parts: primer es verificara que les formes C'*°
de H{(M) compleixen el teorema, i després s’estendra a totes les formes de Hj (M).

Lema 31. Sigui (M, g) una varietat de Riemann completa, de curvatura —1. Si
a és una 1-forma C* sobre M tal que o € H{(M) i G(a) € H{ (M), llavors o €
Hf+2(M) 1 existeizen constants tals que per a tota o amb les condicions anteriors
es compleix

lels42 < const [|[G(a)lls , [[Aralls < const [|G(a)]s -

Demostracié. L’estrategia passa per demostrar la segona desigualtat ||[Aga|ls <
const ||G(«)l|s, que implica Ara € Hj(M), ja que aleshores el lema 3.3 de [§]
assegura a € H{P2(M) amb ||a||s12 < const ||Agal|s.

Com és habitual, usarem induccié sobre s. Per a s = 0 volem veure en primer
lloc que Aga € L?. Considerem una successié de funcions de D(M) (una exhausting
sequence) tal que o, /' 11 tals que |[V®)y,,(z)| < ¢ per a tot m i tot z € M. En
larticle [8] es verifica que existeix una tal successi6 en els casos M = H" i M =
H"/G, i es demostra que donada una forma C*° « de Hj(M) aleshores y,a — «
a H{(M). Definim oy, = xma i formem el producte (G(ay), ) de L2. Com que
G=ARr+dé=V*V+dJ,

(G(am),am) = (Vam, Van) + (dam, dam,) .
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D’aqui deduim
(Vam, Van) < (Glam),am) -

Desenvolupem per separat cada un dels dos membres de la desigualtat anterior. En
ser Vag, = V(xma) = (Vxm) ® a + xm Ve, el producte escalar local (Vay,, Vau,)
sera

(Vamy vam) = (va X a, VXm & O‘) + (vaaa vaa) + Q(VXm K a, vaa)
= |dxm|*|0)* + x| Val® + 2(dxm @ a, xm V).

Per desenrotllar (G (o), ) és necessari coneixer G(ay,) = G(xma). Un calcul en
coordenades mostra que

G(xma) = xmG(a) + (ArXm)a — CZS(V(2)Xm ® a)

A5
—2C12(dxm ® Va) — C13(dxm @ Va) + (da)dxm - (A4.5)

on per exemple Ci9 indica 'operador que en cada punt x s’obté per contraccié (a

través de la metrica) entre el primer i el segon factor de @37, (M)*. Llavors,

(G(am); am) = (G(Xm@), Xma) = X?n(G(O‘)a @) + XmARrXm (o, @)
_Xm(v(Q)er a a) - 2Xm(vav de ® 04) - Xm(vaa a® de) - Xméa(dea a) .

La desigualtat (Vam, Vam,) < (G(am), am) s’escriu

/ { Lyl + [xml2IVal? + dym(dxem ® 0, Va) Jdp <
2 2_ (2)
< / { o 2(G(@), ) + XmArXm|al? = Xon (VP xms 0 @ )
— xm(Va,a ® dxm) — xmoa(dxm, @) Hdu .

Per hipdtesi, |Xml, |dxm|, VP xm| i |ArXm| estan acotats (per a tot = € M) per
una constant C' independent de m, per la qual cosa

[(dxm ® a, Va)| < const |o||[Va| (VP xpm, o ® a)] < const |af?
|0a||(dxm, )| < const |||Vl

Anomenem I, a la integral [, Ixm|?|Va|?du, que és finita perque x,, és de suport
compacte. Com que a,G(a) € HJ(M) els productes (G, a) i (a, ) sén finits de
forma que de la desigualtat anterior es dedueix

I, < const ((G(a),a) (o, a) —|—/|Xm\|a| yww) . (A.6)

Per la desigualtat de Schwarz,

1/2 1/2
[ Renlal (Valdn < { / |><mPrVa2du} { / !a!2du} — 1%l .

107



Ara bé, si x, y i € s6n nombres reals, es té
2
(y — 2ex)® =y +4e%2? —dexy >0 — ay<ex®+ Z—g
és a dir,
[l

/!xmua\ [Voldu < el + 151
19

Prenent 0 < & < 1, 'expressi6 (A.6) déna (passant al primer membre tots els termes
que porten I,)

I Z/Ixm\QIVaIQdu < const ((G(a), a) + [laf?) .
Perd (G(a),a) < [[G(a)] ol < (1/2)([IG(a)* + [|a]|*). Per tant
I = / x| *[Val?dp < const ([l + [|G(a)]?) -

El teorema de la convergéncia dominada (que es pot aplicar perque tant ||| com
|G()| sén finits per ser a i G(a) de HY(M) = L3(M)) ens diu que [ |[Va|?du és
finita, és a dir, que Va € L2(M). Per tant o € H{(M). Sabem llavors que la suc-
cessi6 {ay, } convergeix a « en la norma de Hi(M). En particular, {Vay,} convergeix
a Va en L2(M). Com que per altra banda G(a) € L}(M), {G(a,,)} convergeix
a G(a) en L2(M). Prenent limits a la desigualtat (Vau,, Van) < (G(am), aum)
obtenim

(Va,Va) < (G(a),a) .

D’aqui es dedueix que la norma de Va esta controllada per
IVal* < [G()] llell < (1/2) (IG(@)]” + [la]?) -
Llavors, de I'expressié (A.5) s’obté que
IG(am)|? < const ([|G(@)]|* + flal*) -

Aquesta desigualtat ens permetra establir que Agra € L2(M). Aplicant la desigual-
tat de la proposicié 30 d’aquest apendix,

|2 raml? < const [[Gan|2 < const ([|Gal2 + [laf/?)
Com es pot comprovar facilment
Ar(am) = Ar(xm@) = (ArXm)a + XmAra — 2C12(dxm @ Va) (A7)
de forma que

IxmArall < lamll + lad gxm] + 2ldxm © Val -
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Com que {xm} és una “exhausting sequence” i la norma de Vo esta controllada per
(1/2)(|G(@)]? + [a]]?) arribem a

/ | Agaldy < const ([[G()]2 + [laf?) -

Pel teorema de la convergéncia dominada la integral [ |Agra|?du és finita i Aga €
L3(M). El lema 3.3 de [8] assegura aleshores que a € HZ(M) i que |af2 <
const ||Agal. Una vegada se sap que Ara € L?(M), es poden prendre limits a
la desigualtat ||Agran,|| < const ||G(anm,)|| per obtenir ||[Ara| < const ||G(a)||, que
juntament amb ’anterior déna

llr]|2 < const ||[Aga| < const ||G(a)]| -
Aixo prova el lema quan s = 0.

Suposem el lema cert per a s —1. Com que d’entrada « i G(«) sén de H{ (M) C
H:1(M), per hipotesi d’induccié tindrem o € H (M), |lafsy1 < C|G(a)][s—1 i
|Aralls—1 < C||G(a)]|s—1. Intentem acotar la norma ||Agramn,||s per les quantitats
finites |G(a)||s 1 |||[s+1. La férmula (A.5) escrita per l'ordre en les derivades de «
és

G(Xma)i = xmG(a); — 2(Vka)(VkOéi) — (kam)(viak)
—(VFar)(Vixm) + (ArXm) i — (ViVixm)ar .

Llavors
VEG(am) = VO G(xma) = xmVEG(a) + T,

on T és suma de termes que porten menys de s derivades de G(«) i de termes que
porten menys de s+ 2 derivades de «, és a dir, || T||* < const ([|of|2, +[|G(a)|%_,).
El producte escalar local de V*)G(a,,) per ell mateix sera

(VEG(am), VIG(am)) = X2 (VPG(a), VEIG(a)) + (T, T) + 2xm (VO G (), T) .
Integrant sobre M obtenim
IV G (am)|* = / X [P VG () Pdp+ | T +2/ X[ (VO G(@), T)dp
< const |[VEG(a)|? + ||| + const (VPG (), T)|.

Com que

1
(VIG(a), T)| < [VOG(a)] |IT]| < 5 IVOG(@)* +IIT)1%)
i |72 < const ([|all2,, + [|G(a)[2,) arribem a

1G(am) 12 = IV Cam)|? + |G lam)|2-1 < const (|G (a)l2 + [|all;y) -
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Segons la proposicié 30, [[Aramm|[s < const [|G(am)||s, per la qual cosa
IARawm 13 < const (|G(a)]Z + llallZy) - (A.8)

Utilitzant la férmula (A.7) i fent per a V) Aga,, el mateix raonament que per a
V)G () arribem a la conclusié que

VO ARam = xm VO Aga + T,

on ara 1" és suma de termes en menys de s derivades de Aga i termes en menys de
s + 2 derivades de a. La norma de V) A gy, és

RN / 21V Aga2dp + T2 + 2xm (VO Agar, Ty (A9)

amb || T7]* < const ([|Agali_; + [lafZy). Com que [VAgan|| < [Agam|s,
de (A.9) i (A.8) es dedueix que

/’Xm\Z\V(S)ARanu <71 + 2/ (xm V' Agar, T')| + const (|G (@) [3 + [lllZ11)

Aqui ignorem si (V) Apa, T') és finit perque només sabem que Agar € Hg_l. Com
abans, cal aplicar la desigualtat de Schwarz a la integral <XmV(S)A ro, T'),

1/2
[ ol (V9 5, e < ( / rxm|2\v<s>ARanu) I

1772

< [ bonPIVO arafidn+ L

de forma que, escollint 0 < e < 1,
/ 21V A gl 2ds < const (| Agal_y + G2 + lla]%) -

Ara bé, per hipotesi d’induccié [|Agal/? ; < const ||G(a)|?_; < const ||G(a)]?, i
al|2,; < const |G(a)||?_; < const ||G(a)]|2, Per la qual cosa

/va(s)ARay?czM < const [|G(a)||s -
Aixo prova que [ ]V(S)ARan,u és finita i que
/\V(S)ARanu < const ||G(@)]|s -
Per tant,
ARl Z/!V(S)ARal2dﬂ+ IARalZ_y < const |G(a)] -
Segons el lema 3.3 de [8] llavors o € H{T2(M) i |jallsse < const |Agals <

const ||G(a)l|s. Aixo clou la demostracid. O
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La seglient proposicié afirma que el resultat del lema anterior s’estén a tot
Hy(M):

Proposicié 32. Sigui (M,g) una varietat de Riemann completa, de curvatura —1.
Si o € Hi (M) i G(a) € Hj(M), llavors o € H{T*(M) i existeizen constants tals
que per a tota o amb les condicions anteriors es compleix

lalls2 < const [|G(a)]ls , [|Aralls < const [|G(a)|]s -

Demostracid. Cal aproximar les formes o € Hj (M) amb G(«) € H{ (M) per formes
C* de M amb les mateixes propietats. La varietat M pot ser H" o H"/G, on G
és un subgrup discret d’isometries de H" que actua de manera lliure i propiament
discontinua. Pero el fet que es puguin identificar les formes de H" /G amb les formes
de H" G-invariants ens permet pensar Hj (M) com aquell conjunt format per totes
aquelles p-formes o € H” G-invariants tals que V®)G(a) € L?(F) per a tot enter k
tal que 0 < k < s, on F és una regié fonamental de G a H" (una regi6é fonamental
F és un tancat de H" de forma que tots els conjunts g(F) = {gz, Vax € F}, g € G,
defineixen una particié de H").

El problema inicial d’aproximar una forma per formes C* dins de H{(M)
s’aconsegueix definint per a cada € > 0 la convoluci6 hiperbolica de a amb 0. (z, y),

(Cea)(x) = /n a(y) A *yde(z,y) .

L’operador * de Hodge de H,(M) a H,,_,(M) es defineix intrinsecament mitjangant
(o, B) = [, A %[ (per a una expressié algebraica, vegeu [38]). Es demostra que

- Coa=aiC.aés C
- C.a és G-invariant si « ho és.

- Ceav € Hf (M) amb ||Cear||s < const ||a|s.

- Cea tendeix a o en H{ (M) quan € — 0.

L’operador G = AR + dé commuta amb totes les isometries, perque Ag i dd
s’han definit a partir de la derivada covariant, que és un concepte metric. Es pot
veure aleshores que C; commuta amb G. Com que o € H{(M) i G(a) € H{ (M),
de la tercera propietat de la regularitzacié hiperbolica deduim que C.av € H{ (M) i
C:(G(a)) € H{(M) per a tot €. El lema 31 aplicat a C.av i a G(Cear) = C:(G(av))
ens diu que Cea € H{T?(M). Anem a demostrar que (en variar €) {C.a} és una
successi6 de Cauchy a l'espai Hy +2(M). Aplicant el lema 31 a la diferéncia C.a—Clrax
obtenim

|Cear — Cerar||s42 < const ||G(Cear — Corav)||s < const ||C.G(a) — CoG(a)||s (A.10)
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Ara bé, G(a) i C.G () sén de Hj (M) i en aquest espai C-G(a) convergeix a G(«)
quan € — 0, i per tant {C.G(a)} és una successié de Cauchy en H{(M). Lla-
vors (A.10) ens diu que {C.a} és de Cauchy a H{T?(M). Com que aquest espai és
complet, {C.a} tindra un limit 8 € H{™2(M) C H{(M). Perd la convergeéncia en
la norma || ||s42 és més forta que en la norma || ||s, per la qual cosa  també sera
el limit de {C.a} en la norma | |5, que és a. Per tant o = B1i a € H{T2(M).
Finalment, segons el lema 31,

|Ceat||s42 < const ||G(Cear)||s = const ||C-G(a)]|s
|ARC:a|s < const |G(Cea)||s = const [|CeG ()]s -

Prenent limits en les desigualtats anteriors obtenim

g2 < const [|G(a)]]s
| Agall, < const [|G(a)]s -

Resultats per a 'operador F = G + (n — 1)1

Proposicié 33. Sigui (M, g) una varietat de Riemann de curvatura —1. Per a tot
enter s > 0 existeiz una constant positiva tal que

llls2 < const [[F ()]s
per a a € HiT2(M).

Demostracid. Es tracta de veure que ||G(a)||s < const ||F(a)||s i la proposicié 32
donara el resultat final. La desigualtat anterior es demostra per induccié sobre s i
considerant a € D(M). Com que

(F(0),a) = (Va, Vo) + {6, 60) + 2(a) > 2a,a)
d’aquf es dedueix en aquest ordre ||a||? < const |[|[F(a)| ||c], ||| < const ||[F(a)]| i
IG(@)] < [[F(@)] + (n = D]l < comst [F(a)]| -

que prova la desigualtat per a s = 0. Suposant que es compleix per a s —1 i emprant
la proposicié 30,

lels < lledls41 < const [[G(a)|s—1 < const [|[F(a)][s—1 < const [[F(a)]]s ,

i per tant
1G(a)lls < F(e)ls + (n = D|erl[s < const [[F(a)]ls -
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Finalment, el resultat necessari per a la demostracié de 'isomorfisme de 1’ope-
rador F' és una conseqiiencia de les proposicions anteriors:

Proposicié 34. Sigui (M, g) una varietat de Riemann completa, de curvatura —1.
Sia € Hj(M) i F(a) € Hj(M), llavors o € Hi™2(M) i

lefls2 < comst [|[F(a)]]s -
Demostracié. La primera afirmacié se segueix de a € H{(M) i F(a) € Hj (M),

perque G(a) = F(a) — (n — 1) € H{(M) i la proposicié 32 ens assegura que
o € Hi™?(M). Llavors ||al|sy2 < const ||F(a)|s per la proposicié 33. O
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APENDIX B

La propietat involutiva de I’equacié d’Einstein

Lema 35 ([32, 33]). Sigui {t,z', 2% 23} un sistema de coordenades adaptat a M.
Aleshores, si les dades de Cauchy compleizen les equacions de lligam G° = xTY a
M 1 g és solucio de
1 -
Rij = x(Tij — 5 ( tr5T)gi5)
divg(T) =0

(B.1)

aleshores Gg = xT2 per a tot t per al qual existeiz una solucié de (B.1).

Demostracid. En ser G el tensor d’Einstein i div(T") = 0, tindrem que div(G—xT) =
0, és a dir, Vg (Gg —xTB.) = 0. La idea és transformar aquesta divergencia en una
equacié en (GY — xTY). Com que

Vs(GE —XTP) = Vi(Gl, — XTL) + V(G2 — xTY), (B.2)

serd necessari relacionar els (G°, — xT?) amb els (GY — xT2). Recordem que G =
RS — %Rég i que de G = xT es dedueix que R = —x trg(7T"). Els components
(GY — XT?) sén, tenint present que R;; — xT;; = —% trg (1) gij

- - 1 g
GP = XT} =R} = XT} = 5" (Rai = XToi) = 5" (Roi = XToi) = 53" ij trg(T) (B.3)
Quant als G8 — XT(S),

1 - 1
Go = XTIy =Rg = 3R = XT5 = 3" (Rao = xTao) = ;R -
B.4

N Y 1
= §"(Roo — xTwo) + 3" (Rio — xTho) + 2X trg(T') .

Els termes que cal relacionar amb els anteriors son,

G — XTe = Rl — XTt = §"*(Rao — XTao) = 5" (Roo — xToo) + 37 (Rjo — xTjo)

(B.5)
G~ XT! =Ri - %Réj- — XTI} = 5" (Raj — XTaj) — %R‘Sé'
= §"(Roj — xToj) — %X tr(T)g" s + %X (17,
= §(Ro; — xTo;) + %X tr(7)5go; (B.6)
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Aqui s’ha fet s de g“fgkj + §VG0; = 5; i altra vegada de la hipotesi R;; — xT;i; =
—2 tr3(T)gi;. Aillant la combinacié Ro; — xTpi de (B.3),
1

1 07 ~
Roi — xToi = 70 [(G? —XT}) + X tr(T)g% gis).

Substituint aquesta tltima expressié en (B.4) i emprant les identitats §%g;, +
g0, = 5;2 =01 %0 + §%F00 = 58 =1, s’obté
~0i

1 g 1 00 ~
Roo — xToo = 500 (Go — XTp) — gﬁ(Gg —XT}) - X tr(T)g%goo | -

En substituir aquestes expressions de Roo — xZ0o 1 Roi — xZo; en les férmules (B.5)

i (B.6) els termes en tr(T) desapareixen. Els que acompanyen a G} — xT¢ s6n

G75% Gk

—3"Goo + 0 —3 00 — §7Gj0 = —=§"“Fa0 = =65 =0

perque f]Okgkj + §00§oj =0, 1iels de G8 — XT[?,

~10 ~0k ~
979Gk ~i0-
0 2+ 550, = —3"90; + 5505 = 0.

Llavors, els G% —xT 8 sén iguals a una combinaci6 de tots els GO — xT, mentre que
els G; — XT; unicament dels G? — XT]Q:
Gy — XTj = B"™(G), —xT9) ; Gi—xT}=CHGY—XT)),

on els coeficients B i C? depenen de la metrica §.

La condicié (B.2) quan a = 0 és V4(GY — xT) + V(G — xT¢) = 0. Com que
VOCAE = 8aAg + FgéAESY — FgwAg les derivades covariants fan apareixer termes en
G2 —xT# | es a dir, una vegada usades les relacions (B.5) i (B.6), termes en GO —xTY:

0y (G) — XT9) + AP 9,(GYy — xT9) + B (G — xT§) =0.
Analogament, quan o = j 1’expressié @Z(Gz - XT;) + @t(Gg - XT]Q) = 0 s’escriu
H(GY = XT}) + A'0;(GY — XT}) + B(GY — xT3) = 0.

En aquestes expressions els coeficients A i B depenen tnicament de la metrica
g 1 dels simbols de Christoffel. En conjunt, aquestes dues equacions equivalen al
sistema

0y (GO — XT9) + AP0,(GY — XT§) + B(GY — XT3) =0,

amb Aé’g = AP A;fg = Aidf, I'unica solucié del qual, per a (GY — xT9)|y = 0 és
(GY — XT?) =0 a tot V. O
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