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ANTECEDENTS

Per a Kuhn “elsIlibres de text son vehicles pedagogics per ala perpetuacio de laciéncia
normal” (KUHN (1962), p. 214 de la versio castellana). Els llibres de text exposen els
resultats establerts després d’ una revolucio, atorgant maduresa a la ciencia normal. Les
diferencies entre la ciencia normal ala Gran Bretanya i la ciencia normal al Continent
queden paleses en els respectius llibres de text. Els llibres de text també son vehicles de
transmissio del vocabulari i la sintaxi cientifica utilitzats en un moment donat. Els
“paradigmes’ de Kuhn i els Ilibres de text estan molt lligats, doncs al segle XIX €ls
primers eren ensenyats a partir dels segons. Abans del XI1X molts dels classics cientifics

tenien unafuncid similar.

... assoliments que alguna comunitat cientifica particular reconeix, durant un
cert temps, com a fonament per a la practica posterior. En |’ actualitat, aquests
assoliments son relatats, encara que rarament en la seva forma original, pels
[libres de text cientifics, tant elementals com avancats. Aquests llibres de text
exposen el cos de la teoria acceptada, il-lustren moltes o totes les seves
aplicacions adients, i comparen aquestes amb observacions i experiments de
condicio exemplar. Abans que aguests llibres es popularitzessin a principis del
segle XIX (i finsi tot en temps més recents, en les ciencies que han madurat
darrerament), molts dels llibres classics famosos de ciéncia exercien unafuncié
similar. La Fisica d Aristotil, I’ Almagest de Ptolomeu, €ls Principia i I’ Optica
de Newton, I'Electricitat de Franklin, la Quimica de Lavoisier, i la Geologia
de Lyell — aguestes i moltes altres obres van servir implicitament, durant un
temps, per definir els problemes i métodes legitims d'un camp de la recerca
durant generacions successives de cientifics. Estaven en condicions de fer-ho
perqué compartien dues caracteristiques essencials. El seu assoliment mancava
suficientment de precedents com per poder atreure un grup durable de
partidaris, alunyant-los dels aspectes competitius de I'activitat cientifica.
Simultaniament, era prou incompleta com per deixar molts problemes per
resoldre pel grup de cientifics, els limits del qual havien estat definits
novament. A partir d'ara em referiré als assoliments que comparteixen
ambdues caracteristiques com a paradigmes. (KUHN (1962), pp. 33-34 de la

versio castellana).
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Perd Gillies' creu que potser Kuhn exagera la diferéncia entre llibre de text i classic de
la ciéencia i, en consequéncia, la diferéncia entre el que passa actualment i € que va
passar abans del X1X. Dels classics que esmenta alguns, de fet, no eren utilitzats per
ensenyar un paradigma, mentre que d' altres eren tan utilitzats que es poden considerar
com a llibres de text. Gillies introdueix el “textbook criterion for paradigms’ per
substituir la diferéncia entre llibre de text i classic de laciéncia. Si es vol identificar €l
paradigma d'un determinat grup de cientifics en un determinat periode, Gillies
suggereix examinar els llibres de text usats per ensenyar els principiants els
coneixements necessaris per esdevenir un membre reconegut del grup. Els continguts
delsllibres de text més o menys defineixen el paradigma acceptat pel grup.

Quant a la manera d'escriure, €l treball d'investigacié és diferent de I’ éaboracié de
llibres de text. Aquests dos processos generen audiéncies diferents. D’una banda, els
textos elementals van dirigits a's destinataris d’ una educacio general. D’ altra banda, els

qui volen aprofundir els seus coneixements hauran de llegir els classics de laciéncia®

Segons Bensaude-Vincent:*

1) Elsllibres de text donen unavisié del coneixement de I’ época, caracteritzant-lo
com a disciplina academica i, d’' aguesta forma, considerant-lo com un mitja de
professionalitzacio.

2) Elsobjectius de crear una nova ciencia van molt Iligats amb el seu ensenyament.
Pero resulta dificil confeccionar una tractat elemental exposant la revolucio
soferta pels conceptes. Bensaude-Vincent considera que I’ experiencia com a
professor pot facilitar aguesta tasca.

3) A més a més, fora bo adrecar-se a principiants donada la seva manca de

prejudicis en contra de lanovaciencia.

Com remarca Schubring”, tampoc no s ha d oblidar que, des de finals del segle XVIII,
els llibres de text depenen de restriccions imposades pel context institucional

(programes oficials, decrets ministerials,...). El desenvolupament de la ciéncia depén de

! Vegeu GILLIES (1992), p. 271.

2\/egeu SCHUBRING (1987), p. 43. Pel quefaalarelaci6 entrelaciénciai e public aqui va
dirigida, Rousseau senyala la dicotomia ciéncia-imaginacié a ROUSSEAU (1990).

% Vegeu BENSAUDE-VINCENT (1990).

*Vegeu SCHUBRING (1987), p. 41.
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la rapida difusio de la informacié cientifica arreu del mon. La investigacio no porta
enlloc s es basa en coneixements obsoletsi els cientifics haurien de dedicar una part del
seu temps a la biblioteca per posar-se a corrent dels nous descobriments. Aixo implica
que els cientifics han de confiar en el comercg bibliografic. En particular, son els editors
de revistes qui els proveeixen dels materials basics sobre els resultats obtinguts per
altres treballadors en camps similars de recerca. Si no s aprecia alo que s ha fet en €
passat i alo que s esta fent en e moment present, és gairebé impossible fer plans de
futur.” Es el que Schubring anomena “procés d'elementaritzacié”® o, dit d'una atra
manera, I'andlis dels elements d'una disciplina, per transmetre el coneixement i
facilitar-ne el seu ensenyament. Schubring proposa un esguema “tridimensional” per
analitzar els|libres detext historics:”

1) Analitzar els canvis observats en les diverses edicions d’ un mateix llibre.

2) Trobar canvis corresponents a d’ altres llibres d'un mateix autor, a partir de

parts que tractin camps conceptual s relacionats.
3) Relacionar els canvis en els llibres de text amb canvis en e context: canvis

en els programes, decrets ministerials, canvis epistemol ogics,...

En e mateix article Schubring també afirma que un possible patré per avaluar els
efectes d’ un determinat llibre de text és veure quin ha estat €l seu impacte sobre les
matematiques escolars, sobre el métode, sobre la practica, sobre la seva utilitzacié per
part del professor... Un indicador de I’ exit del Ilibre son les traduccions que se n’ han fet
a d altres idiomes. Aquest factor és meés significatiu que el nombre d edicions, ja que
aguest pot venir condicionat per factors institucionals.® Schubring recolza I'andlisi
comparativa de llibres de text com aforma d’ exploracio de les diferéncies entre paisos a
nivell d’ estil, significat i epistemologia, donat que els llibres de text emergeixen d’'un

marc cultural matemétic especific i o un determinat sistema educacional .’

®>Vegeu THORTON-TULLY (1971), p. 354.

®Vegeu SCHUBRING (1987), pp. 431 47.

"Vegeu SCHUBRING (1987), p. 45.

8 Per exemple, a Franca els Ilibres de text eren prescrits centralment per una comissio, per
garantir I’ aplicacio uniforme del métode que es considerava millor. Vegeu SCHUBRING (1987), p. 42.

° Vegeu també SCHUBRING (1996), p. 363.
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OBJECTIUSDEL TREBALL

El 1684 Gottfried W. Leibniz (1646-1716) publical’ article "Nova methodus pro maximis
& minimis,..." a Acta Eruditorum, que representa la primera publicacié oficial sobre
cacul. A I'article Leibniz definia les diferencies i establia, sense demostracio, les regles
de diferenciacio de les operacions elementas i les aplicava a problemes de tangents i
punts critics. Aquest text és curt, mal imprés i dificil d’entendre. Leibniz no publica cap
treball especific sobre la nova matéria i moltes de les seves descobertes les coneixem a
través de la seva correspondencia amb altres matematics, apart dels articles publicats a
Acta Eruditorum. Entre 1669 i 1676 Isaac Newton (1643-1727) escrigué tractats de
fluxions, no publicats fins el 1704. La base del métode, doncs, estroba als seus Principia
(1687), molts anys després del seu descobriment del calcul. Tanmateix, es tracta també
d'un text curt i dificil. John Craig (1663-1731) publica dos treballs (1685, 1693) basats
en e cacul leibnizid No serveixen com a introduccié a la matéria, donada la seva
dificultat a causa del seu llenguatge geométric.’® El 1696 L’ Hopital (1661-1704) publica
I’ Analyse des infiniment petits, €l primer tractat sistematic sobre calcul diferencial, basat en
les Ilicons que Johann Bernoulli (1667-1748) oferi a L'Hopital entre 1691 i 1692.
L’ Analyse des infiniment petits fou ampliament llegit durant € segle XVIII. Al llarg del
segle, pero, d altresllibres de text sobre calcul aparegueren a Europa. L’ objectiu d’ aquesta
tesi és anadlitzar el desenvolupament del calcul a través d’aquests llibres als paisos
seguents. Franca, Alemanya, Itdlia i Gran Bretanya. Es duu a terme una revisio dels
factors que impulsaren la seva lectura, com, per exemple, el public a qui anaven dirigits
(estudiants d'universitat o d escola militar, principiants en general, etc), o si foren
traduits o no a d’altres llengues. S avalua la influencia de I’ Analyse en aquests Ilibres.
Aixi mateix sanditza la forma i e contingut d aquests llibres de text. Les principals

diferéncies entre el s textos anditzats son:

(i) lamanera de presentar els fonaments del calcul i €l corpus tedric que inclouen;

(i) € llenguatge utilitzat (geométric o algéebric);

(iii) € tractament de les corbes algebriques i transcendents, i els criteris d’eleccio de
coordenades,

(iv) elsproblemesi aplicacions que tracten, i @ seu plantejament;

(v) els aspectes metodol dgics, com I’ estructura, laintencié didacticai la notacio.



13

Aixi mateix, situant e meu treball dins del context historic del desenvolupament del
cacul diferencia/fluxional dins del context institucional de les matematiques durant
aquest periode, he analitzat €l progrés del calcul dins de cada paisi he contrastat el seu

desenvolupament entre els diferents paisos.

ESTRUCTURA DEL TREBALL

Inicio el meu treball (capitol 1) amb una breu exposicio del context historic i
institucional del desenvolupament del calcul des de Leibniz fins a Lacroix, d’ una banda,

i del métode fluxional, d' una altra banda.

El segon capitol és una revisio del treball de recerca Analis de la controversia
L’ Hopital-Bernoulli, presentat per a |’obtencio del grau de Magister en Historia de la
Ciencia (setembre 1999), part del qual posteriorment va aparéixer al niUmero 1-2 (2001)
de la revista Cronos.** De fet aguest treball previ m'ajuda a establir les directrius
comparatives que he seguit en els capitols 3, 4, 5 6.

A la primera part dels capitols 3, 4, 5, i 6 presento les obres analitzades de Franca,
Alemanya, Itdliai Gran Bretanya, respectivament. A continuacio analitzo i comparo els
textos de cada pais. Comento en primer lloc com exposen cadascun d’ ells els fonaments
del calcul. També descric e corpus tedric comu (ordre superior, tangents, maxims i
minims, punts d'inflexio, osculacions,...). Després d’ haver estudiat els fonaments i €l
corpus teoric, dedico un apartat al [lenguatge emprat en cada cas (geometric o algebric).
A continuacio recullo les corbes tractades a cada text i I’eleccié de les coordenades,
dependent o independent del tipus de corba treballada. Finalment dedico un apartat ala

classificaci6 dels problemesi aplicacions de cada obra.

El capitol sete esta integrament dedicat a I’ Ingtitutiones calculi differentialis (1755) de
Leonhard Euler, donadala sevainfluénciai lainternacionalitat del seu autor.

10\/egeu BOYER (1946), p. 159.
1 \/egeu BLANCO (1999) i (2001).
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El capitol vuité recull els aspectes més formals dels textos anadlitzats: la didactica,
I’estructura i la notacid. En particular, aplico tecniques estadistiques multivariants per
quantificar I'estructura dels diferents Ilibres mitjancant les frequencies d’'Us de certs

mots.

Finalment, el capitol nove sintetitza I'analisi comparativa del desenvolupament del
calcul a cadascun dels paisos estudiats i a continuacio es recullen les conclusions i una

breu descripci6 de les perspectives de treball futur.



1. INTRODUCCIO: CONTEXT HISTORIC | INSTITUCIONAL



1.1. EL CALCUL LEIBNIZIA: DE LEIBNIZ A LACROIX

El context geométric del calcul leibnizia*

El 1672 Leibniz conegué Huygens a Paris, qui I'insta afer un estudi més profund de les
matematiques. El 1673 Leibniz visita Londres, on va aprendre molt sobre séries infinites
I compra una copia de les Lectiones geometricae de Barrow. Un cop de tornada a Paris,
es posa a estudiar Cavalieri, Torricelli, Gregory of St. Vincent, Roberval, Pascal,
Descartes, Wren, James Gregory, Sluse, Hudde,... S'interessa principament per la
geometria, I’analisi combinatoriai I’ aritmética. Entre 1680 i 1690 Leibniz va introduir
I’andlisi infinitesmal en el marc de |I’andlis cartesiana. L’ objectiu de Leibniz era crear
un metode, és a dir, unes formules amb unes regles de calcul, per trobar quadratures,
tangents... L’objecte central era la corba. El concepte fonamental leibnizia era la
quantitat variable geometrica, com |’ ordenada, |’ abscissa, I’ arc, € radi, la subtangent,...

Al segle XVII la corba implicava relacions entre variables geometriques, que de
vegades podien ser expressades mitjancant equacions, d’ altres mitjangant circumloquis
en prosa, basats en la construccié geometrica (com és e cas de les corbes
transcendents). La relacio entre les variables no era funcional, en el sentit que no hi
havia una variable que fes € paper de “variable independent” i una altra que fos funcio

d aquesta. La corba no era un graph del tipus x — y(Xx), siné que era la figura que

inclou la relacio entre x i y, que eren dues variables geométriques. Dins d’ aquest
tractament algébric, les equacions havien de conservar I’ homogeneitat dimensional. Una
altra representacio per ales corbes erala proporcionalitat (especialment en aguells casos
en qué I'equacié presentava dificultats dimensionals). Les relacions entre variables
infinitesimals es representava mitjancant equacions diferencials o mitjancant
proporcions diferencials (especiament, en els problemes relacionats amb la fisica i, en
particular, la mecanica, atés que aquesta: implica forces i canvis de moviment, per tant,

elsinfinitesmals).

! Per a la descripci6 del calcul segons Leibniz m'he basat principalment en LEIBNIZ (1684);
BOYER (1949); HOFMANN (1972); BOS (1974) i (1993); MARTIN-LORENZO (1994).
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La definicio de variable, diferénciai diferencial®

Llegint el Traité des sinus du quart de cercle de Pascal, Leibniz observa la sumai la
diferéncia en €l triangle caracteristic: mitjancant sequiéncies de variables d’un poligon
finit, sumes relacionades amb quadratures, diferencies amb tangents. Aixi se n’adona
que les quadratures i les tangents sn operacions reciproques. Quan €l poligon té infinits
costats, infinitament petits, entén la corba com un poligon infinitangular. La corba és e
poligon. Lebiniz extrapola e cas infinit del cas finit, les diferencies (fent servir
I’ operador A) passen a ser diferencials. d és|’ operador que envialavariable finitay ala

variable infinitament petitady (diferencial). [ és|’operador que correspon amb la suma

en el cas finit (que simbolitzaamb X)*. A partir de la seqiiéncia de diferéncies, es poden
tornar a estudiar les diferencies. La variable “diferencia’ és la sequiéncia de tots els
valors que recorre. X, y, ... Son variables que recorren infinites sequiéncies de valors
infinitament propers. dx, dy, .. son variables noves, anomenades diferencials,
infinitament petites. L’ ordre superior queda justificat de la manera seglent: la seqiiencia
diferencia corresponent a la segiiencia de diferencials de primer ordre (no tindria sentit
parlar de ddx si només es considerés un dx, pero dx és una variable, que cobreix una

seqiiencia ordenada).

La indeterminacié dels diferencials: I’ eleccié de la “ progressié de les variables’*

Els costats del poligon infinitangular no tenen perqué ser iguals. Aixo depén de 1) la
naturalesa de la corba, i 2) la progressio de les variables. No és acceptable fixar dx
constant, va contralallibertat i la generalitat del métode de Leibniz. Els diferencials de
primer ordre no depenen de la progressio, perd els d ordre superior si. | existeixen
proporcions diferencials amb diferencials de primer ordre que depenen de la progressio.
En alguns problemes |’ especificacié de la variable amb diferencial constant és crucial.”
Si sescull la progressié de manera adient, es poden simplificar els calculs, que és un

dels avantatges de |’ eleccio de la progressio. Segons Johann Bernoulli, una formula és

2 Vegeu BOS (1974).

3 Primer Leibniz I’anomena “suma’. Després, per suggeriment de Johann, sera “integral”. En
qualsevol cas, la “integral” de Johann és la inversa de la diferenciacié, com Newton. La “suma’ de
Leibniz correpondria més aviat a I'actual “integral definida’. Perd tant Newton com Leibniz eran
conscients dels dos punts de vista. Vegeu BOY ER (1949), p. 206; BOS (1974), pp. 20-22 .

*Vegeu BOS (1974).

®Vegeu BOS (1974), p. 49.
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incompleta quan dx, dy, ... es prenen com a constants (quan s escull una progressio). Si

no, s’ anomena compl eta.

Laindeterminacié de la progressié i lallei d’ homogeneitat condicionaren I’ eleccio dels
problemes i de les técniques, com, per exemple, el calcul del radi de curvatura (0 com
I”anomenaven ells, “radi del cercle osculador”). Johann Bernoulli, en la part analitica de
la deduccio, pren ddx = 0. El 1694 Jakob Bernoulli havia donat la férmula en els casos
ds, dy, dx constant, respectivament (també en € cas de coordenades polars). Cramer
(I"editor de Jakob Bernoulli) en un reimpressio de Jakob presenta la prova geomeétrica
infinitesimal (en € cas de coordenades polars) i dona una formula que verifiquen totes
les progressions. La solucio de Leibniz consisteix a eliminar els diferencials d’ ordre
superior de laformula del radi, de manera que sigui independent de la progressié de les
variables. Per evitar laindeterminacié, Leibniz introdueix €l's quocients diferencials com
a variables noves.® Johann estudia les regles per passar de la férmula en una progressié
a la férmula en una altra, la qual cosa implica la introduccié de quocients/coeficients
diferencials (Johann els introdueix pero no els assigna un nom particular), transformant
I’equacio diferencial en una equacid diferencial de primer ordre. Aixi doncs, la
indeterminacié es supera introduint € que ara anomenem quocients o coeficients

diferencials.

La naturalesa delsinfinitesimals: I’ atac de Nieuwentijdt

En e seu article de 1684, després de donar les regles de calcul, Leibniz menciona de
manera casual que els diferencials es poden considerar proporcionals als increments o
decrements momentanis de les variables, elsinfinitessimals. A continuacio diu que tragar
una tangent és tracar una recta que uneix dos punts de la corba, amb distancia
infinitament petita entre elles, o bé que és un costat del poligon infinitangular. Aquesta
distancia infinitament petita es pot expressar mitjancant un diferencia (dv) o bé
mitjancant unarelacio amb aquest (per exemple, a partir de la tangent). Pero Leibniz en
general evita la definicié i usa directament els diferencials com a infinitesimals.
Justifica els diferents ordres d'infinit referint-se as infinits rangs del seu sistema
filosofic de monades (idealisme metafisic).
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Leibniz era conscient que s havien de contestar dues guiestions: 1) I’ existéncia “de fet”
delsinfinitesimals; 2) la validesa de les solucions de problemes resolts via les regles del
calcul. Pel que faala primera guiestio, Leibniz evita qualsevol mena de discussié sobre
la naturalesa dels infinitesimals. Perd Nieuwentijdt ataca la manca de claredat del treball
de Newton i I’existencia dels diferencials d’ ordre superior de Leibniz, tot i admetre la
validesa dels resultats (1694-95). Aleshores, € 1695, Leibniz respon que I'excés
d escrupols no hauria de fer refusar els fruits de la sevainvencio. Leibniz justifica el seu
calcul segons dueslinies:

- El calcul nou no és res més que un llenguatge abreujat per ales demostracions per
exhaustio d’ Arquimedes.

- Lalle de continuitat, que és la que justifica la transicié de “ficcions’ a “realitat”.
Considera primer dx, dy diferéncies finites. Fixa un segment finit, (d)x, i fixa
també x, y. Defineix (d)y mitjancant la proporcionalitat: (d)y:(d)x=dy:dx. En el
cas que dx sigui zero, aleshores defineix (d)y:(d)x=y:o, on o representa la
subtangent. Aqui no invoca la llei de continuitat. La fara servir més tard, en
pressuposar la tangent, la linia que uneix dos valors consecutius de la variables. Si
dx=0,larad (d)y:(d)x pot ser substituida per dy:dx. L’argument es pot estendre
al caslimit dx=0 graciesalalle de continuitat, perque encara es pot entendre com
una rad de quantitats finites. Es a dir, primer considera les quantitats com a
magnituds assignables finites i, després dels calculs, les considera com inassignables

infinitesimals.”

En canvi, en referéncia ala segona questio, usal’ exit del metode al’ hora de justificar el
calcul: I’aplicacié de les regles adients dona lloc a resultats correctes. Leibniz destaca la

natural esa algorismica del nou métode.

El debat Rolle-Varignon a |’ Académie des Sciences®

El calcul leibnizia va ser difés a través dels germans Bernoulli. En particular, va ser
Johann qui e va introduir a Franca, en cercles relacionats amb Malebranche. Els

primers textos sobre €l nou calcul van aparéixer gracies a I’Académie Royale des

® Vegeu BOS (1974), pp. 41-42.
"Enreferénciaalallei de continuitat de Leibniz, vegeu BOYER (1949); BOS (1974).
8Vegeu BLAY (1986).
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Sciences, a partir de 1693, en els Registres des Proces-Verbaux des Séances de
I’ Académie royale des Sciences, signats pel Marqués de L’ Hépital, Pierre de Varignon,
Sauveur i de Lagny. El 1696 L'Hépital publica I’ Analyse des infiniment petits. La
publicacio del Ilibre de L'Hopital provoca que € 17 de juliol de 1700 Michel Rolle
comencés un debat sobre e calcul diferencial, en el si de I'Académie.’ Varignon va
decidir defensar el nou calcul contra |’ atac de Rolle. La critica de Michel Rolle es basa

en dos punts:

- Lamanca derigor logic dels conceptesi principis fonamentals: La primera objeccié
de Rolle és I'existencia dels infinits i infinitament petits de diferents ordres i, en
consequéncia, dels diferencials d'ordre superior (com Nieuwentijdt). Varignon
recorre a Euclides per justificar-ne la seva existéncia. La segona objeccio de Rolle fa
referéncia a fet que una quantitat més (o menys) el seu diferencial és igua ala
quantitat. Finalment, Rolle plantgja la questio de s els diferencials son zeros
absoluts. Varignon es recolza en lateoria de primeres i Ultimes raons de Newton (els
infinitesimals no son ni res ni alguna cosa, Sind “evanescents’) i en la practica de
Pascal, Roberval, Torricelli, LaHire, Huygens i Fermat (una quantitat pot ser
considerada menyspreable, en relacio amb unaaltra, per efectuar-ne aproximacions).

- Els errors produits pel nou calcul: En una segona memoria (27 novembre/l
desembre, 1700) Rolle afirma que amb el calcul leibnizia s obtenen resultats
diferents dels obtinguts amb els métodes classics, purament algebrics, com e de
Hudde. Recolza aquesta afirmacié mitjancant tres exemples relatius a la
determinacié d’ extrems de corbes particulars (tercera memoria, 12-16 marg, 1701).
Varignon respon mostrant que Rolle, de fet, ha aplicat malament tots dos métodes.
Amb e metode dels infinitament petits es veu millor la forma de les corbes i es
poden distingir els maxims i minims dels punts d’interseccid. A més, Varignon creu
gue € fet que e métode de Hudde no serveixi per estudiar les corbes mecaniques
sense fer desapareixer els radicals, ja és una bona rad per afirmar la fecunditat del
métode leibnizia.

® Abans, perd, LaHire, I’abbé Bignon, el pare Gouye i I’abbé Gallois ja s havien mostrat
contraris al nou calcul.
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La polémica prengué un caracter més aviat persona (quarta i cinquena memories,
1701). El 3 de setembre de 1701 es nomena una comissio, formada pel pare Gouye,
Cassini i LaHire, per acabar amb el debat. Després d’uns mesos de calma, € 13 d' abril
de 1702 Rolle recomenca el debat en e Journal des Sgcavans (dirigit pel pare Gouye).
Saurin va substituir Varignon en la defensa del calcul leibnizia. Els exemples van
canviar pero els principis d argumentaci es conservaren. Aquesta segona fase durafins
a 1705-1706.

El calcul leibnizia al Continent©

Leibniz mantingué correspondéencia amb d altres matematics, buscant les formes més
adients de notaci6 i representacio per al seu calcul. Els seus seguidors aviat foren
capacos d'aportar contribucions propies, rad que impulsa € progrés del metode
leibnizia. EI métode de Newton no tingué seguidors de la talla dels del métode de
Leibniz, i la principal preocupacié era interpretar i clarificar els diferents termes
emprats per Newton. A través de Journal des Scavans i d’ Acta Eruditorum es crea una
atmosfera d’ entusiasme envers el calcul diferencial, laqual cosajustificala poca atencié
que el Continent dedica al calcul de fluxions.™* Els germans Johann i Jakob Bernoulli
foren grans defensors del métode leibnizia. De fet, gracies a Johann, al seu deixeble el
Marqués de L' Hopital i a Pierre Varignon aguest metode s estengué a Franca. També
els germans Bernoulli, junt amb Christian Wolff (1679-1754) popularitzaren el calcul
leibnizia a Alemanya. Un altre correspondent de Leibniz, Guido Grandi (1671-1742), €

difongué altalia.

Malgrat I’ exit d’ aplicacio, tant a problemes matematics com cientifics en general, quant
alabase del nou calcul continuava la manca de claredat i de consens. Un dels postulats
de Johann Bernoulli, “una quantitat que augmenta o disminueix en una quantitat
infinitament petita ni creix ni decreix” (BERNOULLI (1922), p. 3), fa fonamenta
I’omissio dels diferencials d’ ordre superior. Leibniz va definir els seus diferencials com
a “indefinidament o incomparablement petits’, perd en una carta a Leibniz (1698)
Johann establi I’ existencia dels infinitesimals com a reciproc dels infinitament grans.
Leibniz |’ aconsella parar compte, donat que els resultats per a les quantitats finites no

19vegeu BOYER (1949).
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necessariament funcionen en el cas de les infinites. A més, infinit i infinitament petit
poden ser no reals i, tanmateix, determinar relacions reals. Johann, pero, va persistir en
les seves idees sobre I'infinit i I'infinitament petit, idees que recorden els primers
treballs de Wallis. Boyer'? afirma que dels dos germans, Johann fou el que mostra més
originalitat i imaginacio, mentre que Jakob tenia més poder critic. Johann expressava
I"actitud positiva de Leibniz en relacié als infinitesimals, Jakob va prendre el punt de
vista més cautel0s de Leibniz: els infinitesimals no son quantitats determinades, sind
“ficcions de I'esperit”. Per a Christian Wolff, els infinitament petits 0 grans son
impossibilitats o ficcions geométriques adients, Gtils per fer descobertes. Els
infinitament grans son quelcom que excedeix un nombre qualsevol; es infinitament
petits realment no son quantitats, sind una especie de simbolisme imaginari (com per a
Leibniz).

En canvi, a Itdlia, Guido Grandi defensava I'existéncia de I'infinit absolut i dels
infinitesimals. Els infinitessmals de primer ordre son quantitats que guarden amb un
magnitud finita de la mateixa classe una rad respectivament més gran i meés petita que
qualsevol nombre assignable. Els infinitessmals d’ ordre superior es defineixen de
manera similar, en termes dels d’ ordre inferior. Les quantitats que difereixen en menys
d’ una magnitud assignable es poden considerar com aiguals. Es una manera abreujada

d expressar els métodes d' Euclides i Arquimedes respecte figures circumscrites.

A Francal’ encarregat de difondre el nou calcul fou el Marques de L’ Hopital, deixeble
de Johann Bernoulli, que publica I’ Analyse des infiniment petits (1696). Un altre
defensor del calcul leibnizia fou Pierre Varignon que, com hem vist, intenta mostrar que
els infinitesimals es podien reconciliar amb la geometria d' Euclides, durant el debat
Rolle-Varignon. El 1727 es pot dir que ladiscussio en €l si de I’ Académie des Sciences
havia acabat, que ja no hi havia dos grups i que havien guanyat els partidaris del nou
calcul. Un amic de Varignon, Bernard de Fontenelle (1657-1757) publica Elemens de la
géométrie de I’infini, que no presentava cap dubte respecte a la nova matéria. Fontenelle
dugué a terme una dogmatitzacio absoluta de I’infinit. L’ infinit per a Fontenelle no era

cap misteri. Es podia entendre com el darrer terme de lasérie 0, 1, 2, 3, ... i I’escrivia

1 En general, poca atencié envers la ciéncia de Newton, i més afavor de la ciéncia de Descartes,
fins que Voltaire popularitza Newton a Continent.
12 Vegeu BOYER (1949), p. 239.
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amb el simbol o, com Wallis. Tanmateix el pas del finit al’infinit no es podia concebre.

També com feia Johann, justifica els diferents ordres d’infinitesimals com a reciproc de

les poténcies infinites. Aixi dy era una magnitud d’ ordre i, tot i definir-laen relacio al
o0

triangle caracteristic. John Wallis, Johann Bernoulli i Bernard de Fontenelle tractaren de
deduir els infinitament petits de manera aritmética, com a reciproc dels infinitament

grans.

La manca de rigor matematic ve causada, doncs, per la manca de definicions
convenients i per la tendéncia general de basar les matematiques sobre conceptes
geometrics. L’ aritmética encara no és prou abstractai simbolica com per assumir aquest
paper. EI nombre encara és interpretat métricament, com una rad de magnituds
geometriques. Les fluxions i els diferencials eren vistos com a processos convenients a
I” hora de resoldre problemes geométrics, tot i expressar-se en termes algébrics.

Euler: lafuncidi € coeficient diferencial™

Sera Leonhard Euler (1707-1783) qui donara una base formal, no geometrica, a calcul,
incorporant-lo a una teoria més general, lateoria formal de funcions. Euler és €l primer
en donar alafunci6 un rol central, i en proposar un estudi sistematic i una classificacio
de les funcions elementals, i dels seus diferencias i les seves integrals. La funcié
d Euler és una expressio analitica, en termes de constants i de variables, que pot ser
representada per simbols simples. La notacié de Leibniz s adaptara bé a aquesta visio
formal, laqual cosafaraque e calcul leibnizia es desenvolupi durant e segle XVIII. Els
seus infinitament petits o quantitats evanescents son senzillament zeros i € cacul
consisteix a operar amb zeros. Euler és contrari al’existéncia dels infinitessmals com a
constants, menors gque qualsevol quantitat assignable. Com Jakob Bernoulli, Euler

afirma que una guantitat menor que qualsevol atra quantitat ha de ser zero. Els

diferencials d ordre superior també son zeros. La rad entre zeros 8 pot ser qualsevol

rao finita 1 De manera que e calcul és la determinacié de la ra0 dels increments

13 |es fonts consultades per elaborar aguest apartat son BOYER (1949); BOS (1974);
GRATTAN-GUINNESS (1990).
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evanescents. Euler no justifica €l pas de finit ainfinitament petit, i segueix Taylor en €
sentit de prendre els increments com a zeros. Quant a I'infinit, la posicié d’ Euler és
similar alade Wallisi ala de Fontenelle. La suma 1+ 2+ 3+... es pot fer sempre més
gran que una quantitat finita qualsevol i es pot representar amb el simbol «. La seva
visio formalista inaugura una tendencia que aliberara € calcul de la geometria i que
més endavant fara acceptable la interpretacié aritmética (via limits). El cacul
diferencial per a Euler és un cas particular del metode de les diferéncies (primer finites,
després infinitament petites). Per0 a diferencia de Leibniz, les seqliencies no vénen
induides per un poligon infinitangular que Sidentifica amb la corba, sin6 per una
funcid, una variable dependent d' una atra independent. Aqui es comenga a veure la

transicio d'unaanalis geomeétricaa una andlisi de funcionsi formules.

Degut a la indeterminacié provocada pels diferencials d’ ordre superior, aguests havien
de ser eliminats de I'andlisi. Els diferencials de primer ordre no depenen de la
progressio, pero els diferencials d ordre superior si. El “programa’ d Euler per eliminar-
los es basa en € concepte de funci6 i de coeficient diferencial. Per tant, la
indeterminacié dels diferencials d’ ordre superior serala causa principal que, alallarga,
sorgeixi € concepte de derivada com a objecte principal del cacul. A nivell
computacional i conceptual, €l coeficient diferencial funciona com la derivada, pero
encara no introdueix el concepte de limit en la seva definicié. S ha de trobar, doncs, la
rad dels increments evanescents, d’ una funcié qualsevol respecte a la quantitat variable
de la qual aquesta funcié depen. No es trauran conclusions de I’ estudi dels increments
per separat, sind sempre de la seva rad. La diferenciacio d’ Euler és un operador que
relaciona una funcié amb un diferencial. El diferencial de segon ordre és diferencial del
primer diferencial. El diferencial, doncs, es considera com una funcié. A la conclusié a
queé arriba Euler és que s ha d’idear un metode que permeti eliminar els diferencials
d ordre superior de|’analisi, i aquest métode involucra el's coeficients diferencials:
1) Siundiferencia de primer ordre es pren constant, els d’ ordre superior poden ser
eliminats en ser expressats en termes de diferencials de primer ordre.
2) S I'expressio és independent de la progressio, s diferencials d’ ordre superior
es cancel-len mituament.
3) S no Sespecifica cap progressio de variables i les férmules depenen de la
progressio, els diferencials d' ordre superior son vagues i insignificants i, per
tant, no acceptables en analisi.
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Amb la introduccié dels coeficients diferencials es redueixen els diferencials d’ ordre
superior adiferencials de primer ordre:
dy = pdx, dp = qdx, dq = rdx,...

L’ eleccio d' una progressio de fet equival al’ eleccio de variable independent en lateoria
de funcions. Els termes vy, p,q,r,... son funcions de la variable independent (x, en
aguest cas). Després d' aplicar aguest méetode, en I'expressié dels diferencials d’ ordre
superior només apareixen potencies d'un unic infinitesimal. Aquesta eliminacio de
diferencials d’ ordre superior també afecta les equacions diferencials d ordre superior,
gue poden ser transformades en equacions entre coeficients diferencials. Segons
I’ eleccid de la progressié poden existir diverses equacions diferencials per ala mateixa
relacié entre x i y. Pero fent servir coeficients diferencials, només apareix una equacio.
Euler es pregunta si, a revés, una Unica equacio entre diferencials d’ ordre superior
podria implicar diverses relacions entre x i y, és a dir, diverses solucions. De manera
semblant a com ja havia fet Johann Bernoulli, Euler estudia les regles de transformaci6
per a diferents progressions, que aplica després d eliminar els diferencias d ordre
superior mitjancant coeficients diferencials. En consequiencia, tambeé es va plantgar la
pregunta de si existia una relacio entre x i y que satisfés una equacio diferencial, fos
quina fos la progressio de variables escollida. Arriba a la conclusié que aquest fet
nomes es donava en alguns casos especials, sota condicions especifiques.

D’ Alembert: la teoria de limits**

Mentre Euler treballava amb el concepte de funcid i de coeficient diferencia, Jean le
Rond D’Alembert (1717-1783) estava elaborant la seva teoria de limits, que seria la
finalment acceptada. D’ Alembert pensa en els “infinitament grans i petits” com en
“indefinidament grans i petits’. Boyer considera que probablement la seva teoria es
basava en e De quadratura curvarum (1704) de Newton i en les Institutions de
géométrie (1746) de De la Chapelle, que exposava idees relacionades amb Stevin,
Gregory de Saint Vincent, ... D’Alembert interpretava la “primera i Ultima rad” de
Newton com un limit. La definicié de limit apareix en € seu article de I’ Encyclopédie
(1784):
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..una quantitat és el limit d’una atra quantitat, quan la segona es pot apropar a la
primera més que una quantitat donada, per molt petita que aguesta es pugui suposar,
sense, tanmateix, que la quantitat que s apropa, arribi mai a sobrepassar la quantitat ala
qual s aproxima; de manera que la diferencia d’una quantitat d’'aquesta mena al seu
limit, és absolutament inassignable... (D’ ALEMBERT (1765) 1X, p. 542; i (1784) |1, pp.
309-310)

Per a D’Alembert el limit representa la base del cacul diferencial i del metode de
fluxions. S'arriba a les mateixes conclusions fent servir e cacul diferencia, que
combinant I’ Us de limits amb el métode d’ exhaustio. La seva quantitat variable I’ entén
com Robins, no assolint mai el limit. De fet, una corba és e limit dels poligons inscrits i
circumscrits. D' Alembert refusa la idea d' Gltima rad (en el sentit de Newton™ i de
Leibniz). La metafisica del calcul consisteix simplement a trobar els limits de la rad de
diferéncies finites de dues variables, incloses en una equacio. D’ Alembert insisteix en €
fet que es tracta del limit de larelacio entre dues quantitats finites, i no de la fraccio de
quantitats infinitament petites. L’infinitessimal com a tal no existeix, homés és un
escurcament per evitar el circumloqui necessari per expressar e concepte de |imit.'®
Tanmateix, com que agquesta teoria era ambigua i fosca a I’ epoca, en els llibres de text
sobre calcul a Continent seguien apareixent les explicacions de Leibniz.'” Perd finsi tot
els defensors de lateoria de D’ Alembert no podien evitar utilitzar els infinitament petits

i, finsi tot, confondre rad Ultima amb rad de quantitats Ultimes.
Lagrange: la funcio derivada®

Un altre intent de fonamentacio |ogica del calcul va ser e dut a terme per Joseph Louis
Lagrange (1736-1813). En els seus comencaments, Lagrange era defensor de la teoria
de la compensacio d errors. Pero e 1797 publica la Théorie des fonctions analytiques.

La seva nova teoria es basava en € fet que tota funcié era desenvolupable en série de

14 Les fonts en qué m'he basat son D’ALEMBERT (1765) i (1784); BOYER (1949);
SCHUBRING (2003).

> Fluxié és la velocitat amb qué una quantitat és descrita. Newton estudia la relacié entre
velocitats. Perd per a D’Alembert la velocitat (el moviment) és una idea estranya, no necessaria. No
sabem exactament queé és la velocitat d' un cos en cada instant. Segons D’ Alembert larelacié entre dsi dt
només queda claraen funcio de limits.

1 De manera andloga I’infinitament gran no existeix com tal, s'ha d'interpretar en termes de
limits. No hi ha necessitat de suposar I’ existéncia de fet de |’ infinit en geometria.

Y Entre 1754 i 1784 a Continent apareixen 28 publicacions sobre el calcul. D’ aquestes, 15 fan
servir la terminologia leibniziana; 6 utilitzen la teoria de limits; 4 estan escrites en termes del zeros
d' Euler i 2 en termes de fluxions; i una correspon a Lagrange. Vegeu BOY ER (1949), p. 250.
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poténcies, que sempre es podia aplicar €l teorema de Taylor. Els coeficients de la serie
es corresponien amb allo que ell anomena funcions derivades. Lagrange creia que la
seva teoria era valida pel fet que no havia de recérrer ni als infinitesimals ni als limits
per trobar aguestes funcions. Les funcions derivades només obeien a operacions
algebriques. D’atra banda, com a punt de vista filosofic la seva teoria va ser
reconeguda, perd no anivell practic, on es continuaven aplicant els infinitesimal's, donat
gue s adaptaven millor ala naturalesa dels problemes proposats. Tot i aixi, de Lagrange

S adopta el seu objecte principal, lafuncio derivada, i lasevanotacio ().

Donada la manca d'una teoria clara que justifiqués € calcul, €l 1784 I’ Academia de
Berlin (de la qual Lagrange n’era president) va convocar un concurs per premiar la

millor teoria. El guanyador va ser Simon L’Huilier (1750-1840), la memoria del qual

(1786) es basava en la teoria dels Iimits de D’ Alembert.”® Entenia % com € limit del
X

quocient de les diferencies, o quocient incremental, que havia de ser llegit com un
simbol Unic, tot i conservar aquesta notacio. Inspirat per lallei de continuitat de Leibniz,
afirmava que s una quantitat variable a cada pas tenia una certa propietat, € seu limit
també. La seva variable sempre era més gran 0 meés petita que € seu limit, no podia
oscil-lar. La seva memoria va tenir poc resso. Va ser meés llegida la memoria que havia
presentat Lazare Carnot (1753-1823) a mateix concurs. En aquesta memoria, Carnot
afirmava que tots els intents de fonamentacio (limits, infinitesimals, series de poténcies)
eren simplificacions del metode d’ exhaustié. Pero feia basic € sistema infinitessmal i
concloia que es basava en la “compensacié d’'errors’. El seu punt de vista era més
algebric que geométric: els diferencials eren objectes obeint a determinades lleis, més
gue no pas increments geometrics a llarg d' una recta. Altres intents per donar base
logica a calcul (Condorcet, Arbogast, Servois...) es basaren en I'Us de séries, sense

tenir-ne en compte la convergencia.

Lacroix i e seu Traité®

Sylvester-Francois Lacroix (1765-1843) destaca com a autor de llibres de text. En el seu
Traité du calcul différentiel et du calcul intégrale (1797-1800) Lacroix relaciona les

18 \/egeu BOYER (1949); GRATTAN-GUINNESS (1980) i (1990).
9 Defet, L'Huilier introduf la notacio lim.
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funcions derivades de Lagrange amb el coeficient diferencial d' Euler. Al mateix temps,
identifica e coeficient diferencial amb e limit de la relacio d'increments simultanis
d’ una funcié i de lavariable de la qual depen, € limit entes en el sentit de D’ Alembert.
Lacroix no aporta res de substancialment nou a la questio dels fonaments del calcul.
Tanmateix la seva interpretacio del coeficient diferencia en termes de limits va
introduir una novetat. D’ altra banda, Laplace |loa I’ enciclopedisme de Lacroix, ja que
creia que la metafisica del calcul consistia precisament en el que tenien de comu totes
les teories elaborades per fonamentar el calcul. A través dels seus textos i d altres
semblants, es va anar popularitzant la doctrina dels limits. A més a més, gracies a
aquests textos la notacio leibniziana i els limits van subgtituir les fluxions a Gran
Bretanya. Aixi, e 1802 Lacroix publica Traité éémentaire de calcul différentiel et de
calcul intégral, que seratraduit al’anglés el 1816.

1.2. EL METODE DE FLUXIONS#

El calcul newtonia

Es pot dir que Sir Issac Newton (1643-1727) tingué els mateixos antecedents
matematics que Lebniz: Cavalieri, Gregory de Saint Vincent, Roberval, Pascal,
Descartes, Sluse, Hudde... Newton rebé especial influencia del seu mestre | saac Barrow,
pel que respecta als indivisibles i ales quantitats que flueixen, i també de John Wallisi
de James Gregory, quant al’ s de series. Entre 1660 i 1690 Newton desenvolupa el seu
calcul. De manera que les matematiques a Gran Bretanya durant € segle XVIII es
centraren en € debat sobre la fonamentacié del calcul fluxiona i les diferents
interpretacions del treball matematic de Newton.

El 1669 Newton ja havia escrit De analys per aeguationes numero terminorum
infinitas, que no es publica fins e 1711. Representa el primer document sobre el seu
calcul. Aqui els elements basics son les quantitats infinitament petites que provenen de

magnituds finites i que son com els diferencials de Leibniz. EI moment és un increment

20 \/egeu BOY ER (1949); SCHUBRING (1987); GRATTAN-GUINNESS (1980) i (1990).
2 | es fonts en qué m’ he basat per elaborar aguest segon punt del context historic son BOYER
(1949); GUICCIARDINI (1989).
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infinitesimal: de I’abscissa x passa a ser x+o, € moment d una linia és un punt, €
moment d'un area és unalinia, ... Newton aplica el metode directament i inversa, doncs
relaciona el calcul del’areaamb larad de canvi del’ area. L’ Us de series infinites fa que

el calcul sigui un algorisme universal.

El Methodus fluxionum et serierum infinitarum és del 1671. No publicat finsel 1736, és
on apareixen la seva notacio i conceptes caracteristics. EI moviment continu genera les
quantitats variables o fluents. La seva rad de generacié (o velocitat) son les fluxions. El

problema fonamental consisteix a, donada la relacié entre quantitats, trobar larelacio de
les seves fluxions, i viceversa. Els moments (5(0) son les components infinitament

petites generades pel moviment (velocitat 5() en un interval de temps infinitament petit

(0), tot i que el formalment no considera el temps. Utilitzant el teorema del binomi, a

la quantitat fluent quan x passaaser X+ xo seli resta la quantitat fluent en x, després el
resultat de la resta es divideix per o i, finalment, com que o és infinitament petit, és

zero comparat amb laresta.

El 1676 Newton va compondre De quadratura curvarum, que apareix publicat el 1704.
Aqui les quantitats no esta formades per moments ni per parts infinitament petites, sind
que soriginen pel moviment continu. L’element basic és la rad primera i Ultima
(primera, o dels increments naixents; i Ultima, o dels increments evanescents), que és €l
limit de larad de fluxions (quan o S apropa a zero). Es correspon amb I’ estat final d'un

proces cinematic.

Perd la primera publicacié del calcul de Newton oficialment es troba als Principia
mathematica (1687). L’enfocament del primer llibre és semblant a de De quadratura
curvarum. Tanmateix, encara depen dels infinitesimals i esta escrit a I’antiga manera
geometrica sintetica, amb poques referencies a les fluxions. El segon llibre exposa els
fonaments d’'aquest métode general. Tot i que apareix I'GUs de séries i daguna
manipulacio algébrica, no es presenta I’ algoritme de les fluxions de manera adient i la
natural esa dels moments queda poc clara, una de les raons de la confusi¢ posterior entre

fluxions, infinitesimals, momentsi diferencials leibnizians.
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El primer periode: difusié i desenvolupament (1700-35)

A comencaments del segle XVIII els Unics que podrien haver conegut el calcul de
Newton eren els seus correspondents. Collins, Oldenburg, Wallis, ... També circulaven
algunes copies manuscrites. Alguns dels primers en intentar sistematitzar la nova
informaci6 foren Cheyne (1703), Hayes (1704) i Ditton (1706). La controversia sobre la
prioritat en la invencié del calcul® li dona popularitat i provoca la publicacié dels
treballs matematics de Newton. Tanmateix, €ls intents d’ exposicié del calcul eren poc
entenedors en general. Entre d’atres, els termes “fluxid”, “moment”, “diferencia” es
confonien. A les universitats hi ha poc evidencia que el calcul fluxional hi fos ensenyat.

L a recerca dels newtonians es centrava més en la geometria de corbes d' ordre superior i
en les series que no pas en les fluxions, doncs es considerava que, amb Newton, €l
cacul fluxional ja havia assolit la perfeccid. En € segle XVIII € progrés de les
matematiques i de la mecanica resulta de les critiques i desenvolupament de lesidees i
problemes dels Principia. Brook Taylor (1685-1731) i James Stirling (1692-1770) feien
recerca sobre interpolacio i series, i consideraven € calcul de fluxions com a cas limit

del calcul de diferenciesfinites.

La controversia sobre els fonaments (1734-42)

El 1734 George Berkeley (1685-1753) publica The Analyst, el seu atac al nou calcul.?
Berkeley no nega la utilitat del nou calcul ni la validesa dels resultats obtinguts. Les
critiques de Berkeley son de caire ontologic i de caire logic. En € primer cas, ataca els
febles fonaments de la nova matéria (definicions poc satisfactories de termes com les
quantitats infinitament petites o0 els diferencials, la manca de reditat fisica de la
velocitat, etc.). D’atra banda, Berkeley critica la “compensacié derrors’ en les
demostracions, que porta Newton a trobar resultats valids. La “compensacio d’ errors’
consisteix a considerar primer gque X té un increment i després, per arribar al resultat, a

fer que I’'increment s esvageixi.

2 Per a la questio de la controvérsia sobre la prioritat, vegeu NEWTON (1714-1715);
HOFMANN (1972): GUICCIARDINI (1989).

% per a la qliesti6 de I'atac de Berkeley m'he basat en BOYER (1949); BLAY (1986);
GUICCIARDINI (1989).
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Per defensar Newton davant de Berkeley, James Jurin publica una serie de pamflets
perd els seus arguments eren febles. Més endavant entra Benjamin Robins en la
discussio i comenga un debat entre Jurin i Robins al’ entorn del concepte de limit. Jurin
considerava el limit d’un procés cinematic, que finalment era assolit. Robins treballava

amb el metode d’ exhaustié i no amb un procés cinematic, i €l limit no s'assoliamai.

A partir d aquest debat, els matematics de la Gran Bretanya rellegeixen Newton. Colin
Maclaurin (1698-1746) tingué un rol important a I’hora de consolidar el calcul de
fluxions. El seu Treatise of Fluxions (1742) és un intent de fonamentar el calcul sobre la
geometria cinematica. En particular defineix la fluxi6 com la velocitat instantania,
mesurada no per I’ espai descrit de fet, sind pel que hauria descrit si e moviment hagués
seguit de manera uniforme a partir d’aguest terme. Fa servir un concepte intuitiu per
donar base ontologica a calcul. El primer llibre presenta e cacul com una
generaitzacio del metode d’ Arquimedes. EI segon llibre exposa €l poder algorismic del

calcul.

El periode posterior a la controvérsia

El debat Jurin-Robins provoca |’ aparicio de molts llibres de text sobre calcul fluxional.
De fet, gairebé tots els llibres de text publicats sobre el nou calcul pertanyen al’ época
1736-1758: Hodgson (1736), Muller (1736), Newton (1736), Simpson (1737, 1750),
Maclaurin (1742), Emerson (1743), Saunderson (1756)... Mentre que després de 1758

només es publiquen tres nous tractats fluxionals.*

En aquesta época es déna forma a I'ensenyament i a la imatge del calcul. Les
matematiques de Newton sOn reinterpretades i sistematitzades. Sorgeix una escola
fluxional que basa I’ensenyament sobre un conjunt homogeni de llibres de text.
Guicciardini creu que aguests tractats no introdueixen € cacul com una teoria
sistematica o una disciplina purament matematica. A excepcio del tractat de Maclaurin,
els textos fluxionals d' aquest periode exposaven com aplicar a la geometria i a la
mecanica una serie de regles vistes en una primera part. Els llibres de text de calcul

fluxional eren analitics en & sentit que presentaven la potencia algorismica del calcul

#\/egeu GUICCIARDINI (1989), p. 56.
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perd es fonamentava sobre conceptes cinemétics.® S amplia el ventall d aplicacions del
calcul de fluxions a la mecanica i a |I’astronomia fisica, inspirades per problemes que
apareixen as Principia. En aguest sentit cal destacar els textos de Colin Maclaurin i
Thomas Simpson. Al contrari del primer periode, aqui €ls autors de llibres de text estan
relacionats amb les universitats i les academies militars (per exemle, Maclaurin amb la

universitat d’ Edimburg i Simpson amb I’ académia militar de Woolwich).?®

A finalsdel segle XVIII i principis del X1X tenen [loc una série d’intents per reformar el

calcul

apartir de laincorporacié de métodes analitics i de laimportaci6 de treballs del
Continent (especialment, de Franca). Per exemple, a les universitats d' Escocia i a
Cambridge hi ha un interés per |I’algebrai per I'adopcié del programa de Lagrange. Les
académies militars com Woolwich, amb la publicacio de llibres de text i assaigs, van

contribuir amillorar el coneixement de la ciencia continental a Gran Bretanya.

1.3. EL CONTEXT INSTITUCIONAL

En aguesta seccio reviso de manera breu i a grans trets e context institucional de
I’ ensenyament de les matematiques en € segle XVIII a Franca, Alemanya, Italiai Gran
Bretanya.®®

Franca

A la Franca prerevolucionaria, I’ensenyament universitari de les matematiques
practicament es limitava als colléges, dirigits per ordes religioses, com la dels jesuites o
la de I’ Oratoire. En els colleges les matematiques tenien un rol més aviat marginal.

D’altra banda, al voltant del 1750 s establi una xarxa d escoles d’ enginyeria, de gran

% No obstant, vegeu |’ apartat dedicat al grup dels fluxionistes analitics, com Thomas Simpson o
John Landen, a GUICCIARDINI (1989), pp. 82-91. Aquest grup intenta importar els meétodes
continentalsi treballar forade context geométric-cinematic.

% Tot i que, segons Guicciardini, era poc probable que e calcul fluxional fos ensenyat a les
académies militars i potser se les esmentava per donar prestigi als llibres publicats. D’atra banda, es
produi un increment de les soci etats matematiques i una especialitzacié cientifica-matematica a les coffee-
houses. Vegeu GUICCIARDINI (1989), pp. 62-67.

2"\/egeu GUICCIARDINI (1989), pp. 95-138.

% Per elaborar aguesta revisio m’ he basat fonamentalment en BOTAZZINI (1994); GRATTAN-
GUINNESS (1994b) i (1994c); SCHUBRING (1994), (1996) i (2002).
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prestigi. Aquestes escoles podien ser militars, com la de Méziéres, i civils, com I’ Ecole

des Ponts et Chaussées.

Després de la Revolucio, es funda I’Ecole Polytechnique (1794), que preparava els
enginyers militars i civils i que dugué a terme la publicacio de livres élémentaires. La
publicacié d aquests llibres semmarca dins del projecte d’elementaritzacio, que
consistia a recollir, reestructurar i fer accessible tots els coneixements de totes les
disciplines. El 1795 es funda |’ Ecole Normale, que fou un centre de formacio dels futurs
professors d’ escola, sense gaire éxit. Durant aquesta época es publicaren gran quantitat
de llibres, uns adrecats als aspirants i estudiants de |’Ecole Polytechnique i I’Ecole

Normale, i uns altres a un public erudit en general.

A Franca destaca la visio fisico-matemética de les matematiques, en detriment d’una
teoritzaciO abstracta. Aquesta visié és palesa especialment en les escoles militars.

El sistema d’ ensenyament frances presentava alguns el ements negatius. D’ una banda, €l
context institucional es caracteritzava per una excessiva centralitzacié de la burocracia.
Per exemple, elslibres de text eren prescrits centralment per una comissio, per garantir
' aplicacié uniforme del métode que es considerava millor.?® D’ altra banda, hi havia la
tendencia de no llegir llibres de matematiques estrangers. De fet, fins a finals del segle
XVIII no es varen traduir llibres del francés a I'alemany ni a revés. Després,
principalment només aparegueren traduccions del frances al’ aemany, pero no en I’ atre

sentit.

Alemanya

Al contrari que Franca, €l sistema educacional alemany no era centralitzat. Cada regio
es regia pel seu propi sistema educaciona. A meés, la vida cientifica es concentra en les
universitats. No hi havia un sistema descoles militars significant. El sistema
educacional de Prussia, després de les reformes de 1806-1810, va constituir un model
remarcable. Al sistema prussia, €ls professors universitaris de matematiques assumien
un paper d'investigador, amb contribucions importants a problemes de fonamentacio.
Destacaren les universitats reformistes de Goéttingen (1737) i de Halle (1694).
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Les universitats estaven orientades cap a I’ especialitzacié i la recerca i defensaven una
visio epistemol ogica de les matematiques. S'insistia en reflexions sobre els fonaments
de la ciencia. Aixi, es potenciava la recerca en matematiques pures (especialment en la
branca d' dgebra i andlis) i sabandona el camp de les aplicades. Aquest procés de
rigoritzacié es conegué com | aritmetitzacié de I’andlisi. Aquest desenvolupament
esdevingué gracies a dos elements del context universitari. En primer lloc, les escoles
(amb professors formats a la universitat, S emmarcaven en un context cultural que
valorava |’ entrenament mental. Aixo explicariala cerca de la claredat en els fonaments,
I”ordre logic i la puresa dels metodes. En segon lloc, cal dir que les matematiques
universitaries formaven part del context de les facultat de filosofia, que potenciava la

independéncia de cada disciplina, en relacié amb les altres.®

A larestad estats alemanys, € nivell de matematiques era elemental i enciclopédic. Les
matematiques es consideraven una disciplina auxiliar, amb tendencia cap a una

metodol ogia geométrica.

[talia

A Italia, arran de la independencia (1861-1866), es produeix un rebuig de la geometria
de Legendre (que es considerava “barrgjada’ amb I’dlgebra i I’aritmetica), amb la
conseguient adhesié a una geometria pura euclidiana. Aquesta adhesié era conseqiiéncia
de la influencia del treball en matematiques de Galileu, encara dominant a finals del
segle XVII. En primer lloc aixo és degut a factors politics (de caire nacionalista) i en
segon lloc, aun intent d’ assolir unaintegracié optima de les matematiques en el marc de

I” ensenyament dels valors classics.

La introduccio del calcul a les universitats italianes fou tarda. Tanmateix, el calcul de
Leibniz fou estudiat per individus i grups (com Jacopo Riccati i Giulio Fagnano). La
revista Giornale dei letterati in Italia, amb les seves publicacions, guda a estendre els
metodes de Leibniz i Newton. En aquest sentit, les academies i les societats eren més

actives com a centres de recerca en matematiques que no pas les universitats. Les

#\/egeu SCHUBRING (1987), p. 42.
%0 Vegeu SCHUBRING (1996), p. 373.
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escoles militars tenien també una millor educacié matematica que les universitats (per

exemple, Lagrange fou professor ala Reggie Scuole di Artiglieriade Tori).

A finals del segle XVIII, perd, comencen a observar-se canvis. Les universitats de
Pavia, Pisa i Modena milloren € seu nivell de matematiques, quan matematics

prominents com Mascheroni, Paoli i Ruffini hi comencen a ensenyar.

Després de |’era napolednica, es torna a la divisié politica previa. No obstant aixo,
encara influéncia de la ciencia francesa en la italiana. Molts dels millors estudiants
italians marxaven a estudiar a I’ Ecole Polytechnique de Paris. Un dtre cop Lagrange
serveix per exemplificar aquest fet: originari d'ltalia, Lagrange és una de les figures

centrals de les matematiques franceses.
Gran Bretanya

El calcul a Gran Bretanya es caracteritza per la seva adhesié alanotacié i al’ esperit de
Newton, amb la consegiient manca de traduccions de llibres de calcul del Continent a
I"angles, i la inexistencia de cap influencia del Continent en general, durant €l periode
analitzat.

L’ ensenyament de les matematiques quedava exclos de les escoles publiques. Només
van ser-hi acceptades al voltant de 1830. Per0 hi dominava una adherencia estricta a
Euclides i les matematiques eren considerades només com una forma d’“ entrenament

mental”, en laliniadels model classics.

En el context universitari, en general, tant lainstruccié com la recerca no gaudien d’un
bon nivell. A Cambridge, € sistema de seleccio d estudiant, els anomenats “Tripos’,
contenien questions matematiques. Agquestes, pero, no reflectien un gran conel xement
matematic. En aquesta época a Oxford la recerca en matematiquesi el seu ensenyament

caigueren en lamediocritat.*

Al voltant de la segona década del segle XVIII, sorgeix a Londres un tipus professors
itinerants, els philomaths, que ensenyaven a les coffe-houses. Els seus assoliments eren
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modestos, tot i comptar amb gran nombre de publicacions. D’ entre ells, destaca Thomas

Simpson.*

En produccié de matematics, Escocia va ser més lenta que Anglaterra, amb algunes
figures remarcables com John Napier, Colin Maclaurin 0 Robert Simson. Pero € nivell
d'instruccié a les universitats de St. Andrews, d’ Aberdeen, d’ Edimburg o de Glasgow

no era superior al de les universitats angleses.

Finalment, a principis del segle X1X els matematics britanics comencaren a entrar en
contacte amb les matematiques continentals. Van aprendre el calcul diferencia o la
versi6 de caire algebric de Lagrange, per després utilitzar-lo en aplicacions.
Aparegueren nous llibres de text de matematiques pures i aplicades, i, per exemple, la
Royal Society of Edinburgh (1783) publica molts articles de recerca.

3 VVegeu GRATTAN-GUINNESS (1994), p. 1485.
3 \/egeu també GUICCIARDINI (1989), pp. 65-67.



2. ANALISI DE LA DISCUSSIO L’'HOPITAL-BERNOULLI



2.1. INTRODUCCIO?!

Guillaume Frangois Antoine de L’Hopital® (1661-1704), Marqués de Sainte-Mesme,
Comte d'Entremont, Senyor d Ouques, de seguida fou atret pel nou calcul de Leibniz.
L’any 1688 L’ Hopital aconsegueix I'article de Leibniz de 1684. Sobre el mateix text
pren notes per presentar amb detall i demostrar tota la teoria. Els seus amics (entre ells,
Malebranche) I'insten a publicar-lo. Malebranche (que té € Ilibre sobre seccions
coniques que ha escrit L’Hopital) demana permis L’ Hopital per publicar-lo, adjuntant a
final les seves notes sobre e cacul diferencial. L'abbé Catelan, defensor de la
continuacié del métode de Descartes, ataca € calcul de Leibniz. L'Hépital, en una carta
al Journal des Sgavans (sota el pseudonim G***) acusa Catelan de cometre errorsi de
no entendre el calcul de Leibniz. Comenca una disputa entre ambdos. ElI 1691, €
matematic i fisic suis Johann Bernoulli (1667-1748) visita Paris. Maebranche li
presenta el marqués de L’ Hopital. Per tal que Johann li ensenyi la nova materia, €
marqués el convida primer ala seva casa a Paris (de finals de 1691 a finals de juliol de
1692) i després a la seva propietat d’ Ouques (d'agost a octubre de 1692). Aixi, durant

alguns mesos, entre 1691 i 1692, Bernoulli ensenya la nova matéria el marques.

L’Hopital entra aformar part de I’ élite matemética i esdevé un gran exponent del calcul
a Franca, no nomes per la seva tasca cientifica, sind també pel contacte que manté amb
Leibniz, Bernoulli i Huygens. Sera membre de I’ Académie des Sciences des de 1690
fins ala seva mort. Montucla i Bossut consideren que L’Hopital fou un dels més grans
gedmetres de I’ &poca.® De fet, Montucla afirma que els Ginics coneixedors del nou calcul
a Continent eren Leibniz, Jakob i Johann Bernoulli, Varignon i e Marques de
L’'Hopital.

El tractat de L’ HOpital sobre seccions coniques, el Traité des sections coniques, no sera
publicat fins e 1707, tres anys després de la mort de I'autor. En canvi, €l 1696 es

! La introduccié d aquest capitol ha estat elaborada a partir de la informaci6 recollida a
CANTOR (1880-1908) IlI, pp. 233-261; ENESTROM (1894); BOYER (1946); SPIESS (1955);
COOLIDGE (1963) capitol 12; STRUIK (1963).

2 El marqués normalment escrivia e seu nom Lhospital o LHospital. Els seus contemporanis
I’escrivien L'Hospital, I'Hospital, I'Hopital. Podem trobar €l seu nom escrit L' Hospital. La familia també
I"escrivia Lhospital i, més endavant, L'Hoépital. Aquesta darrera forma sera la que utilizaré. Vegeu
SPIESS (1955), p. 124, nota 2; COOLIDGE (1963), p. 147.

*Vegeu MONTUCLA (1758) I1, p. 396; BOSSUT (1802) I1, p. 156 de latraduccié alemanya.



42 Capitol 2

publica el seu tractat sobre calcul diferencia, I’ Analyse des infiniment petits pour

I"intelligence des lignes courbes, que estara de moda durant € segle XVIII. Tot i no

discutir la naturalesa del calcul, L’Hopital dona una gran embranzida a la nova materia,

popularitzant-la tant mitjancant la seva influéncia a Journal des Scavans com a través de
les diverses edicions del seu llibre. Montucla i Bossut lloen € llibre de L' Hépital,
destacant que I’autor hagi contribuit a acabar amb e secretisme que envoltava € nou
calcul.* A Paris torna a editar-se diversos cops a llarg del segle XVII1. També hi ha una

edicié a Avignon I'any 1768. Stone va traduir I’ Analyse a I’ anglés (1730). Per respecte a

Newton, pero, € varescriure I’ origina en termes fluxionals, |i afegi nou materia i, a més,

el va completar amb un apendix sobre calcul integra, que fou traduit a frances i publicat

el 1735. L’ Analyse també fou traduit a llati a Viena (1764, 1790). A més se' n publicaren
els comentaris seguients:

- Commentaire sur I’ Analyse des infiniment petits (Paris, 1721), de Jean Pierre Crousaz
(1663-1750),

- Eclaircissemens sur I’ Analyse des infiniment petits (Paris, 1725), de Pierre Varignon
(1654-1722),

- Analyse des infiniment petits, suivie d’ un houveau commentaire pour |’intelligence des
endroits les plus difficiles de cet ouvrage (Avignon, 1768), d’Aimé Henri Paulian
(1722-1802), que apareix en una nova edici6 revisada i augmentada per Louis Lefévre-
Gineau (Paris, 1781).°

La publicacio de I’ Analyse és |’ origen del debat Rolle-Varignon en € si de I’ Académie

des Sciences de Paris.’

El 1698 Johann Bernoulli escriu Leibniz queixant-se que e marqués ha plagiat les seves
llicons de calcul. El 1704, després de la mort de L'Hépital, Johann també escriu Brook
Taylor, lamentant aquest fet. Aleshores es fa public que la regla que apareix al’article
163, seccio 1X, de I’ Analyse (coneguda a partir de llavors com a “regla de L’ Hopital”)

en redlitat |’ ha descoberta ell. De fet, L’Hépital en cap moment no afirma que la regla

*Vegeu MONTUCLA (1758) 1, p. 397; BOSSUT (1802) |1, pp. 162-163 de latraduccié alemanya.

® Paulian justifica la publicacié del seu comentari, tot basant-se en els errors que apareixen en e
comentari de Crousaz i en |’ elevat nivell del de Varignon. Segons Paulian, Varignon només aclareix allo
que ell mateix no ha entés, perd el's seus comentaris no serveixen per a un principiant. Per aixo Paulian es
dirigeix as principiants (PAULIAN (1768), prefaci). Montucla considera que €l comentari de Paulian
nomeés és bo per guiar principiants febles (MONTUCLA (1758) I1, p. 398). De fet, a més de Montucla,
nomeés tinc constanciad' una atrareferénciaa comentari de Paulian per part de Cantor (CANTOR (1880-
1908) IV, p. 26, nota 9).

®Vegeu I’ apartat El debat Rolle-Varignon a I’ Académie des Sciences al capitol 1.
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fos seva. Pero quan Saurin adjudical’ autoriaa Leibniz, Johann la reclama com a propia.
El 1742 Johann publicales seves llicons sobre calcul integral. En una nota afirma que el
contingut de les seves llicons de calcul diferencial apareix a |’ Analyse de L’Hépital, €
qua les prengué en préstec. Per0o tant L'Hoépital com Malebranche (que els havia

presentat) ja eren morts.

Durant molt de temps es tingueren dubtes de qui era reament I'autor del llibre.
L’ Hopital, en e prefaci, deixa oberta la porta a les reivindicacions que vulguin fer
Leibniz i els germans Bernoulli. El 1922 Paul Schafheitlin editalas Lectiones de calculo
differentialium de Johann Bernoulli, és a dir, les Ilicons de calcul diferencial que oferi
L’Hépital entre 1691 i 1692. Comparant ambdds textos s observen massa coincidencies.
La questié de I’origen de les fonts es resolgué quan, € 1955, Otto Spiess publica la
correspondeéncia de Johann Bernoulli. Quan Bernoulli abandona Parisi tornaaBasileaa
finals de 1692, les llicons continuen per correu. De fet, sembla que les suposades
“contribucions originals’ de L’Hopital eren majoritariament problemes en qué havien
treballat junts Johann Bernoulli i L"HOpital. En una carta amb data el 17 de mar¢ de
1694 L'Hopital ofereix Johann una renda anual de tres-centes lliures fins la seva mort,
quantitat que tenia intencié d’ augmentar.” A canvi, Johann havia de comunicar-li aell, i
nomeés a €ll, les seves descobertes. En particular, li prega que no els hi comuniqui a
Varignon. Mentre duraren les classes a Paris, les Ilicons de Johann eren copiades pel seu
amic Stahelin. Més endavant, durant la seva estada a Oucques, Johann no compta amb
I"gjut del seu amic i no fa copia de les llicons corresponents a aquesta estada. Stéhelin
lliura les seves copies de les llicons de Johann al pare Reyneau, qui les passa a
Montmort. El pare Bizance també en tenia una copia. Varignon volia aconseguir-ne una
copia. Aquesta és la rad per laqua en la seva carta a Johann, L’ Hopital i demana que,
en particular, no comuniqui les seves descobertes a Varignon, que era un bon amic
d ambdds. No s ha trobat 1a resposta de Johann a aquesta carta, perd en una altra amb
data el 22 de juliol del mateix any es dedueix que Bernoulli ha acceptat. En aquesta
mateixa carta Johann exposa la “regla de L' Hopital” (que L’ Hopital presenta al’ article
163, secci6 I1X, de |’ Analyse el 1696 amb formulacié i exemples molt similars). Degut a

la manca de tractats elementals, L’ Hopital expressa a Bernoulli en una carta® laintencié

" De fet, aguest any L’Hopital intercedeix perqué Johann aconsegueixi un lloc de professor ala
universitat de Groningen.
8 Vegeu BERNOULLI (1955), cartan® 56 (agost, 1695).
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de publicar un text sobre seccions coniques (encoratjat per Malebranche) per més
endavant afegir-li un petit tractat sobre calcul diferencial, on reconeixera els merits de
Johann. Vol que sigui la introduccié de De scientia infiniti, tractat sobre e calcul
integral que Leibniz tenia intencié d escriure.® A la seva resposta,’® Johann agraeix
L'Hoépital que vulgui adjuntar el seu calcul logaritmic a seu text. L’Hopital envia una
copia de I’ Analyse a Johann el 1697, el qual agraeix que, a prefaci, es reconeguin les
seves aportacions i promet tornar € compliment en la seva propera publicacio.
Bernoulli lloa la distribucié solida de les proposicions i I’exposicio intel-ligible de
I” Analyse. Només li retreu que a prefaci L' Hoépital també reconegui les aportacions de
Jakob Bernoulli, reconeixement exagerat, segons € parer de Johann.*

No tenint constancia que existis cap altre estudi monografic dedicat a la comparacié
minuciosa i exhaustiva de I'Analyse de L’'Hopital i de les Lectiones de Johann
Bernoulli, el Dr. Josep Pla de la Universidat de Barcelona em proposa analitzar i
comparar € contingut i laforma d ambés. Els resultats de I’ estudi quedaren recollits en

un treball de recerca (no publicat) i en un article publicat alarevista Cronos.*

L’ Analyse des infiniment petits pour I'intelligence des lignes courbes consta de deu
seccions, de les quals només les quatre primeres es corresponen amb les Lectiones de
Bernoulli. Tanmateix, alguns problemes i resultats de les sis restants es poden trobar a la
correspondéncia entre Johann i L’ Hépital.™ La seccié | déna les definicions, els axiomesi
les regles basiques de la diferenciacid. La seccio |l aplica aquestes regles per calcular la
tangent a una corba en un punt. La seccio 11 tracta els maxims i minims. La secci6 IV
tracta els punts d’inflexid i les clspides (0 punts de retrocés). A laseccié V s andlitzen les
evolutes i evolvents i es defineix € "radi de curvatura o una evoluta'. Es la seccio més

llarga. Les seccions V1 i V11 tracten les caustiques per reflexid i refraccio.* La seccié V111

® Donat que Leibniz no es decidia a fer-ho, L’ Hopital suggeri Johann Bernoulli que publiqués un
text sobre calcul integral. Aquest no aparegué fins € 1742, incl6s dins el segon volum de les seves obres
completes. De fet, son les llicons de calcul integral que dona a L'Hopital. Segons Montucla aquesta
mancanca fou coberta, en part, el 1707 pel Traité de constructione aequationum differentialium primi
gradus de G. Manfredi. Vegeu MONTUCLA (1758), p. 398.

10\/egeu BERNOULLI (1955), cartan® 59 (gener, 1696).

1 v/egeu BERNOULLI (1955), cartan® 71 (novembre, 1697).

12\/egeu BLANCO (1999) i (2001).

3 \/egeu SPIESS (1955).

14" estudi de les caustiques fou topic tradicional del calcul definalsdel XVI1. Precisament foren
L'Hépital i Bernoulli, junt amb Tschirnhaus, els que desenvoluparen la teoria de les caustiques. Vegeu
BOYER (1946), p. 165.
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estudia & tema de les envolvents a una familia de rectes. Es agui on introdueix el métode
de Leibniz de diferenciacio respecte d’un parametre. La seccid IX esta dedicada a la
resolucio de diversos problemes, fent servir els métodes precedents. De fet, tracta € que
actualment es coneix com a indeterminacions. Conté la “regla de L'Ho6pita”. Finalment, a
la seccio X es compara |’elegancia del nou calcul amb els metodes no tan agils de

Descartes i Hudde per trobar extrems.

A continuacié exposo la comparaciod de les quatre primeres seccions de I’ Analyse del
Marqués de L’Hopital amb les Lectiones de Johann Bernoulli. Aixi mateix anditzaré
alguns resultats de I’ Analyse que es troben a la correspondencia entre ambdds. Les
diferencies més notables que he trobat entre els dos autors son (1) I’enfocament dels
problemes, (2) I'éleccié de coordenades, (3) € tractament de les corbes algébriques i
transcendents, (4) laintencio didacticai (5) la notacio. En genera, la notacié origina ha
estat transcritaen la sevaformaactua per facilitar lalectura. Per designar I’ arc, € triangle
i I’angle he utilitzat els simbols arc( ), A, £, respectivament, mentre que Bernoulli i
L’Hopital els indiquen amb text, sense cap notacié especial. A |'hora de treballar amb
diferencials de segon ordre, he mantingut la notacié utilitzada per ambdds autors, ddy.

2.2. SECCIO I: BASE DEL CALCUL DE DIFERENCIES

A laprimera seccio d’ ambdds textos ja es detecten diferéncies quant alaintencié didactica
dels autors. Fet obvi, donat que les llicons de Johann eren apunts per a classes particulars,
mentre que d llibre de L’Hobpital anava dirigit a un public més ampli. En € text de
L'Hoépital apareixen més definicions i axiomes fonamentals que no pas en & de Johann. La
seccion | de I’ Analyse s obre amb les definicions seglients (que no es troben en € text de

Johann Bernoulli):

Definicié |: Sanomenen quantitats variables aquelles que augmenten o
disminueixen continuament; i a contrari quantitats constants aguelles que
romanen sempre iguals mentre les altres canvien. Aixi en una parabola les
abscisses i les ordenades son quantitats variables, mentre que € parametre és
unaquantitat constant. (L’ HOPITAL (1696), p. 2)

Definicié II: La porcid infinitament petita en qué una quantitat variable
augmenta o disminueix continuament, Sanomena la diferencia (...)
(L’HOPITAL (1696), p. 3)
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A continuacio, L'Hopital enuncia els dos postulats segients, dels quals afirma que no

necessiten demostracio:

1. Es poden considerar iguas dues quantitats que difereixen en una quantitat
infinitament petita. Dit d’ una atra manera, S una quantitat |I’augmentem o la
disminuim en una quantitat infinitament menor que ella, roman igua. Aixi,
podrem prendre AP igua a Ap, PM igual a pm, I’espai Apm igua a |'espai
APM, I"espai MPpm igua a rectangle MPpR, € sector AMm igua &l triangle
AAMS etc.

Figural

2. Una corba pot ser considerada com un poligon d'infinits costats. Els angles

entre aquests costats donen la curvatura de la corba. Per tant, la porcio de corba

Mm infinitament petita es pot considerar per aguesta rad com un segment

rectilini i, aixi, &l triangle AmSV passa a ser rectilini. (L’HOPITAL (1696), pp.

2-3)
Per exemple, laregla de diferenciacio del producte xy és ydx+ xdy, perque pel primer
postulat, dxdy ésinfinitament petit respecte a ydx, xdy. Si ydx i dxdy esdivideixen
per dx, doneny i dy respectivament. dy és infinitament menor quey (i, per tant, dxdy és

infinitament menor que ydx).

A laintroduccié de les Lectiones de Johann Bernoulli trobem els tres postulats seglients,
dels quals només els dos primers apareixen al’ Analyse de L’ Hopital:

1. Una quantitat que és disminuida o augmentada en una quantitat infinitament
petita, no és ni disminuidani augmentada.

2. Cadalinia corba esta composada d’ infinites linies rectes, infinitament petites.
3. Una figura que esta continguda entre dues ordenades, la diferéncia de les
abscissesi la part infinitament petita d’ una corba qualsevol, és considerada com
un paral-lelogram. (BERNOULLI (1922), p. 3)

El primer postulat de I’ Analyse no apareix a I'article de Leibniz de 1684 pero si a les
Lectiones de Johann Bernoulli, que de fet es basa en laidea de Newton que x+o0 ésigua

ax. Al seu article Leibniz no fareferéncia a quantitats infinitament petites, pero € grup de
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Malebranche aixi ho va entendre i aixi ho propaga. El segon postulat de I’ Analyse si que

apareix al’article de Leibniz.™®

Johann Bernoulli i L’HOopital, abans d atacar e problema de la tangent, justifiquen les
regles basiques de diferenciacio (suma, substraccid, multiplicacio, divisio, potenciacio,

radicacio), mentre que Leibniz no ho fad seu article de 1684.

2.3.SECCIO I1: USDEL CALCUL DE DIFERENCIES PER TROBAR
LA TANGENT D'UNA CORBA?*

L’Hépital afirmaque, si es prolonga un dels petits costats Mm del poligon que conforma
unalinia corba, aquest petit costat éslatangent de lacorbaen e punt M o m*’ Bernoulli
és del mateix parer: basant-se en € seu postulat segon, la tangent a la corba en un punt
coincideix amb una porcié infinitament petita de corba.'® La determinacié de latangent:
donada una corba, tal que la relacio entre abscissa i ordenada vingui expressada
mitjancant una equacio. Es consideren dues ordenades infinitament properes, MP i mp
(vegeu Figura1). Sigui MT latangent buscada, T €l punt d’ interseccio de latangent amb
el diametre. Sigui AP=x,PM =vy,Pp=MR=dx,Rm=dy. Per la semblanca dels
yadx

trianglesmMRM i MPT: mR(dy).RM (dx) :: MP(y).PT. Aixi, lasubtangent és PT =
y

La diferencia que considero més notable entre ambdos autors és I'deccio de les

coordenades. En general, Bernoulli busca coordenades x, y ortogonals per poder aplicar

directament la formula ﬂ: Y (BERNOULLI (1922), p. 8), on s és la subtangent
s

dx
(encara que no sempre és aixi, com €l cas de I’espiral, on utilitza coordenades polars).
El seu metode és sempre el mateix i no depen de la naturalesa de la corba. Quan tracta
amb corbes agébriques, en prendre coordenades ortogonals I'equacio és més clara i
senzilla. En canvi, en € cas de corbes transcendents, |’ expressié és bastant meés fosca i €

problema es complica.

5 \/egeu SCHUBRING (2004), pp. 219-221.
1 A 1" Annex | escomparen i analitzen exemples comuns als dos attors.
Y vegeu L’'HOPITAL (1696), definicio, p. 11.
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Per la seva banda L'Hopital busca dtres tipus de relacions, segons les propietats de la
corba estudiada. El fet d' qustar-se a la naturalesa geomeétrica de la corba li permet una
millor eleccion de les coordenades. D’ aguesta forma |’ equaci6 de les corbes transcendents

esdevé més clarai senzillaque lade les algébriques.’®

L’Hopita i Bernoulli també difereixen en I’ enfocament dels problemes. A diferencia del
seu mestre, L' Hépital déna una série de proposicions generas que aplica posteriorment a
alguns casos particulars®® Quan és possible, L'Hopital presenta diverses maneres de
resoldre e mateix problema, una de les quals normament coincideix amb la resolucio de

Bernoulli.

Donat que I’Annex | recull exemples comuns als dos autors, que ja havien aparegut a
BLANCO (1999) i (2001), a continuacié comentaré el cas de la tangent a la corba
logaritmica, que no apareix als citats treballs. Coolidge afirma que sobta € fet que a
I'Analyse no aparegui explicitament la diferenciacio del logaritme, tot i que € Marques
coneixia € valor de | L Perd, de fet, si que apareix la diferenciacio del logaritme a
X
I’Analyse. Fins i tot L'HOpita suggeri Bernoulli de confeccionar un apendix sobre la
diferenciacié del logaritme, que no es dugué a terme?® A la seccié sobre calcul de

tangents, L’ Hépital demostra la proposicio (general) seglent:

Proposicié XI1: Siguin dues linies qualssevol, BN, FQ que tenen per eixos les
rectes BC, ED que estdlen en angles rectes en € punt A; sigui unalinia corba
LM tal que havent tracat des d’'un qualsevol dels seus punts M les rectes
MGQ, MPN pard-leles a AB, AE; lardacio dels espais EGQF (e punt E ésun
punt fix donat sobre larecta AE i lalinia EF és pard-ldlaa AC), APND, i les
rectes AP, PM, PN, GQ, sigui expressada per una equacio quasevol. Es tracta
de tracar des d’'un punt donat M sobre la corba LM, la tangent MT.
(L’HOPITAL (1696), p. 34)

18 \/egeu BERNOULLI (1922), p. 8.

19 Leibniz recomanava seleccionar |a transformacié més adient al problema, de manera que la nova
ordenada fos expressable com a funcié racional de la nova abscissa. Vegeu HOFMANN (1972), p. 235.
Newton i Pasca també escollien les seves coordenades depenent de la naturalesa de la corba. Vegeu
NEWTON (1671), problema IV, pp. 49-62 de la traducci6é francesa; COOLIDGE (1963), p. 154. Per
comparar els tractaments diferents de L’ Hopital i Bernoulli, vegeu lel calcul de latangent alacicloidei ala
cissoideal’ Annex I.

20 \/ggeu com a exemple la comparaci6 del calcul de latangent alacicloide al’ Annex .

1 \/egeu COOLIDGE (1963), p. 154.

%2 \/egeu BOYER (1946); BERNOULLI (1955), cartan® 59 (gener, 1696).



Discussio L' Hopital-Bernoulli 49

Figura2

L’exemple 1l presenta € cas particular en qué I’espai EGQF sigui igual al’espai APND,
obtenint aleshores una corba la subtangent de la qual és constant. En aquest cas, diu
L’'Hopital, la corba s anomena logaritmica. En € problema V de les Lectiones, Bernoulli
vol trobar la corba tal que la seva subtangent és constant. Considera X, y coordenades

ortogonals, i subtangent a congtant. Fent servir la formula de la subtangent resulta

d . ) dx . d )

d_y = X, d on dedueix que la corbabuscada ésta que — i Y €s mantenen congtants, és
X a a 'y

adir, estracta de la corba logaritmica, on les abscisses segueixen una serie aritméticai les

ordenades formen una serie geométrica. En aguest cas, tot i tractar-se d' una corba

transcendent, € plantgament de Bernoulli és més clar i senzill que & de L’'Hopital.

dy y

Bernoulli només fa servir dues variables i la formula —- =——-——. Donada la
dx subtangent

naturalesa de la corba, aguest tractament resulta més natural. En canvi, L’ Hbépital necessita
sisvariables i un primer resultat genera per a qualsevol relacié entre corbes auxiliars. En

el cas particular delacorbalogaritmica, larelaci6 entre les corbes auxiliars esta donada >

% Defet, és el problema de Debaune, que jaresol Leibniz el 1684.
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2.4.SECCIO I1l: ESTUDI DE MAXIMSI MINIMS

Bernoulli comencgal’ estudi de maximsi minims amb el problema X11. Un maxim (minim)
€s un punt on la corba és concava (convexa) respecte I’eix. En aguest punt (maxim o

minim) la tangent és pard-lela a I'eix. Dit d'una dtra forma, y és infinitament petita

respecte s. Per tant, utilizant laformula & =Y , podem concloure que dy=0.
S

dx

La secci6 111 de I’ Analyse esta dedicada a problema de buscar I’ ordenada més gran o
més petita, es adir, a problema de trobar els maximsi minims. L’ estudi de L'Hopital es
basa en el redlitzat per Leibniz,** perd de manera més general. Considerant que
I” abscissa creix continuament, si |’ ordenada també creix fins un cert punt a partir del
gual comenca a decréixer (0 viceversa), la diferencia de I’ ordenada passara de positivaa
negativa (0 a revés). En consegiiencia, haura de ser zero o infinita en algun moment.
Igualant la diferéncia primera a zero (cas que aquesta disminueixi) i després a infinit
(cas que augmenti) trobarem |’ ordenada maxima o minima. Quan la diferencia és zero la
tangent en el maxim (o minim) és paral-lelaal’eix de les abscisses i la subtangent, per
tant, és infinita. En canvi, s la diferéncia és infinita, la tangent es confon amb

I’ ordenada corresponent al maxim (o minim).

Després de les definicions, ambdds autors presenten una série d’exemples on
pressuposen que alo que es busca és un maxim o un minim, sense donar cap indicacio
sobre com esbrinar si és tracta d’un tipus o de I’atre. Generalment, la naturalesa dels
extrems és clara a partir de les condicions del problema. Molts dels exemplesi figures
son identics.”® L’ estudi de L'Hépital és més complet que e de Bernoulli (per exemple,

Bernoulli no estudia el cas de la diferénciainfinita).?

\egeu LEIBNIZ (1684).

25 A I’Annex |1 es comparen i analitzen exemples comuns als dos autors.

% Malgrat aixo, I'abril de 1694 Bernoulli escriu a L'Hopital que no sempre es compleix dy =0
quan hi ha un extrem. Esta pensant en les corbes "bicornies’, aquelles amb punt de retrocés. Les tangents en
aguests punts no son paral-leles sind perpendiculars a I'eix de les abscisses, és a dir, dy=o. Vegeu
BERNOULLI (1955), cartane 22 (abril, 1694).
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25.SECCIO IV: ESTUDI DE PUNTSD'INFLEXIO?

El problema X XI de les Lectionesrecull I’ estudi de Johann Bernoulli dels punts d’ inflexio.
Defineix punt d’inflexié com “aquell que separa les dues curvatures, quan la corba passa
de concava a convexa, o viceversa’ (BERNOULLI (1922), p. 23). Aquest punt esta al final
de laprimera curvaturai a comencament de ladarrera. Bernoulli presenta tres metodes per
trobar els punts d’inflexio.

PRIMUS MODUS

Les tangents creixen fins € punt d'inflexié i quan canvia la curvatura comencen a

decréixer. Bernoulli diu que la tangent en e punt dinflexié és "remotissma'
(BERNOULLI (1922), p. 24), d'on dedueix que la diferéncia entre la subtangent ()% i

|’ abscissa (x) hade ser maxima. Esadir:

X-t=m,
dx-dt=0,
dx = dt.

METHODUS SECUNDUS

Considerant dx constant, en el punt d’inflexio la corba no és ni convexa ni concava.

Aqui sera una porci6 de recta infinitament petita, d’on es dedueix que dy sera constant.
La qual cosa implica que d(dy) (és a dir, ddy) és zero. Bernoulli observa que aixo

funcionatant en el cas de corbes mecaniques com geometriques.

MODUS TERTIUS

Suposem la corba formada per infinites rectes infinitament petites ab, bc, cd... La

tangent en el punt d és dc, que passa per m.

2 A I’ Annex 111 es comparen i analitzen exemples comuns als dos autors.
%8 Notem que, en aguest capitol, Bernoulli utilizaunat per indicar la subtangent i no s, com haviafet
fins aguest moment. Leibniz també faraservir t a seu article de I’ Acta Eruditorum. Vegeu LEIBNIZ (1684).
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Figura3

Si la corba exterior és convexa, la tangent de és exterior i I’angle Zldm és infinitament
petit.®® Si la corba exterior és concava, la tangent serd interior. Les tangents en punts
infinitament propers a punt d’inflexio no sdn ni exteriors ni interiors. Es poden igualar,
obtenint aixi € punt buscat. Per tant, en € punt d'inflexio la tangent coincideix amb la

tangent en un punt infinitament proper.

Sigui la corba ABC amb punt d’inflexio en B. Des del punt F tracem les rectes FB i Fb,
on I'angle ZbFB és infinitament petit. Tracem FD i Fd perpendiculars a FB i a Fb
respectivament. La tangent BdD en B és la mateixa que la tangent en b. Siguin arc(Be) i

arc(gd) dos arcs de centre F.

Figura4

FD=Fd=t, gD =dt,
FB=Fb=1zbe=dz
arc(Be) = dy.

% Per a Fermat un punt d'inflexi6 es aquell tal que la tangent amb I’eix d abscises forma un
angle minim. Vegeu FERMAT (1894), p. 146.
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Els sectors Fgd i BeF sdn semblants donat que I'angle /BFe és igua I'angle ZgFd.

Aixi: E:: gBj , que implica gd = td—y. AbeB i AgdD també son semblants (donat que
z

D, d, B, b estroben sobre la mateixa tangent). Consegiientment:

be gd
Be gD’
tdy
dz 7
dy dt

. . dz z
Utilizant laformula de la subtangent, E =7 resulta:

2 3

td_y = dzdt = dl’
z dz
dy3 = dz?dt.

BdD éslatangent en B, que també ho ésen b.

L'Hopital comenca la seccid 1V definint les diferéncies d ordre superior (cosa que no fa
Bernoulli):
Definicié |: La porcid infinitamente petita en qué creix o decreix la
diferencia d'una variable és la diferencia de la diferencia (o diferéncia

segona). Analogament es pot definir la diferéncia tercera, etc. (L’HOPITAL
(1696), p. 55)

Aquesta definicio coincideix amb la que ja havia donat Leibniz (tot i que de forma no
massa clara) en €l seu article d’Acta eruditorum "Nova methodus pro maximis &
minimis,..." de 1684.%° La diferéncia segona és infinitament petita respecte dy. L'H6pital
especifica que dd, ddd,... serveix per indicar I’ordre de la diferéncia i que dé, dx’,
ddx?,... indica la poténcia de la diferéncia. Calculales diferéncies segones tant per al cas
d ordenades paral-leles com per al cas d ordenades des d'un punt. Quant a I’ eleccid de
la progressio, en els corol-laris | i 11 delaseccio IV L’Hopital observa que, per calcular

la diferéncia segona, una de les diferencies dx, dy o du ha de ser constant. A la

% Aquesta manca de claredat a les definicions de les diferéncies d ordre superior no dona
precisament coheréncia ad simbolisme de les diferéncies. La critica de Nieuwentijdt (1695-96) es basa en
aquesta qliestio. Vegeu | apartat La naturalesa delsinfinitesimals: I’ atac de Nieuwentijdt a capitol 1.
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proposicio | d aquesta seccid estudia un exemple, primer considerant dx constant i

després dy constant.

A continuacio, L’ Hopital defineix punt d’inflexio:

Definici6 11: Quan una corba AFK és concava i convexa respecte una recta
AB o un punt fix B, € punt F que separa la part concava de la convexai que
és al final d'unai a principi de I'altra s'anomena d'inflexié, si la corba a
partir d’aquest punt segueix el seu cami del mateix costat, i de retrocés, s
retrocedeix fins1’ origen. (L’HOPITAL (1696), p. 59)

A la proposici6 Il (seccié 1V) L'Hopital planteja el problema de, donada una corba,

trobar els seus puntsd’inflexid i de retroceés.

Figura5

1) Punt d'inflexi6: Si AP creix continuament, aleshores AT va creixent fins a punt
d'inflexio, a partir del qual comenca a decréixer. | AT sera maxim (AL) quan P caigui
sobre E.

2) Punt de retrocés. Si AT creix continuament, llavors AP també creix fins que T esdevé

L, on comenca a decréixer. AP sera un maxim (AE) quan T caigui sobre L.

En genera, s AE=Xx i EF =y, es tracta de maximitzar AL:ﬂ

—X (que és
I’ expressio que utilitza Bernoulli a seu primer métode). Diferencia aguesta expressi6:

2
dy” dx y;jxddy_ dx
dy

Dividint per dx (constant) i igualant azero o ainfinit obté:



Discussio L' Hopital-Bernoulli 55

2
dy -yzddy 1o -ydtiy —00w,
dy dy

d'on L'Hopital dedueix que als punts d’inflexié i de retrocés es verifica ddy=0 o
ddy = «o, proposicié que no és reciproca. En una carta a Johann Bernoulli,** L' Hépital
afirma que hi ha corbes que no canvien la seva curvatura i que, tanmateix, verifiquen
ddy=0. La definici6 de L'Hopital de punt d’inflexié coincideix amb la que dona
Bernoulli. Aquest, pero, no considera € cas dels punts de retrocés a les seves Lectiones,

tot i que si que ho faalacartaque enviaL'Hopital & 22 de abril de 1694.%

L'HOpital exposa un segon meétode que coincideix amb el segon de Bernoulli.
Considerant dx constant, si y augmenta aleshores ddy passa de positiva a negativa en
canviar la curvatura (és a dir, en el punt d'inflexié o de retrocés). Per tant, ddy ha de

valer zero o infinit.®

Finalment, amb un corol-lari® L'Hopital descriu un tercer métode que coincideix amb el
tercer metode de Johann Bernoulli (vegeu Figura5):

- Quan ddy = 0: Si prenem dues tangents infinitament properes FL, fL, han de coincidir
en €l punt d'inflexié o de retrocés, F.

- Quan ddy = oo : Podem tracar per F (punt d'inflexio o de retrocés) dues tangents FL,

FI amb angle entre elles infinitament petit.

L'Hopital també estudia el cas en que |les ordenades parteixen d’ un mateix punt, cas que
no apareix ales Lectiones.®

3 VVegeu BERNOULLI (1955), cartan® 21 (abril, 1694).

% \/egeu BERNOULLI (1955), cartan® 22 (abril, 1694).

% Vegeu L’HOPITAL (1696), p. 61.

¥ Vegeu L’HOPITAL (1696), p. 63.

% A la carta que Bernoulli envia L'Hépital & 12 de gener de 1695 li mostra com trobar les
diferencies segones en € cas d’ ordenades des d’ un punt, procediment idéntic al que apareix a corol-lari dela
pagina 57 de I’ Analyse de L'Hopital. La idea d ordenades des d'un punt sembla haver estat suggerida per
L'Hopital en la cartaanterior. Vegeu BERNOULLI (1955), cartan® 36 (gener, 1695).
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Figura6

Sigui AFK una corba, les ordenades de la qual des de B son BM, BF,.... Sigui MT la
tangent corresponent a |’ordenada BM, i sigui BT perpendicular a BM. Prenem m
infinitament proper a M amb ordenada Bm i tangent mt, essent Bt perpendicular a Bm.
Lainterseccio entre Bt i MT és el punt O. Suposant que I’ ordenada augmenta (quan BM
passa a ser Bm), aleshores Bt és més gran que BO ala part concavai menor que BO ala
part convexa. Aixi, en € punt d'inflexié (o de retrocés) F, Ot passa de positiva a
negativa. Aixi, Ot és zero en € punt F. Tracem des de B els arcs arc(MR), arc(TH). De
manera que es formen els triangles semblants AmRM, AMBT i ATHO, i els sectors

semblants BMR i BTH. Sigui BM =y, mR=dy, MR=dx. De les semblances de

trianglesi sectors obtenim la seglient cadena de proporcions:
mR_BM _MR_ TH

RM BT TH HO
mR—BM:>BT ydx

RM BT dy

2
BM _MR_ o, _ &
BT TH dy

3
MR_TH _ o ¢
TH HO dy?

Suposem dx constant. La diferénciade BT és:



Discussio L' Hopital-Bernoulli 57

dxdy? -ydxddy

Bt-BT=Ht= 2
dy
Per tant:
3 2.
OH+Ht=0t= & dxzyz yody,
y

Multiplicant per dy® i dividint per dx resulta dx’+ dy’-yddy=0000, d’on s obtenen els

punts d’inflexid i de retroceés.

L’ Hépital presenta una altraforma de resoldre el problema.®

11

Figura7

A lapart concaval’angle #BmE és mgjor que «Bmn. En canvi, a la part convexa passa
al revés. La diferencia entre els dos angles és I'angle ZEmn, que és la mesura de
I"arc(En), que passara de positiu a negatiu en € punt F. Suposem dx constant. Els

triangles AHMS i AHNk son semblants. A més, ss Bm creix llavors Rm decreix. D’on

resulta:
Hm_ Hn
mS nk'
%: -ddy:> k= _dxddy.
dx nk du

Com que els sectors BmSi mEk son semblants:

% \egeu L'HOPITAL (1696), p. 62.
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Bm_mE
mS Ek’
y_du_ g Gdu
dx Ek y
2_
Ek + kn= arc(En) = dxdu”-ydxddy
ydu

Multiplicant per ydu i dividint per dx:

du?-yddy = dx?+ dy’-yddy,
que en e punt F passa de positiu a negatiu. L’expressié anterior ha de ser nul-la o
infinita. Si y tendeix ainfinit (que seria el cas d’ ordenades paral-leles) dx? i dy” son zero

respecte yddy, i ddy ha de ser zero o infinit.

2.6. COMPARACIO D’ALGUNS RESULTATS DE L’ANALYSE
AMB EL CONTINGUT D’ALGUNES DE LES CARTES ENTRE
JOHANN BERNOULLI | EL MARQUESDE L'HOPITAL

Hi ha alguns resultats de I’ Analyse que trobem en certes cartes de la correspondencia
existent entre Johann Bernoulli i e Marqués de L’ Hopital dels anys 1692-1695.%"

SECCIO |l DE L’ANALYSE

Proposicio XI (art. 36)

Siguin dues linies qualssevol APB, EQF, de les quals es sap tracar les
tangents PG, QH; i sigui una linia recta PQ sobre la qual es marca un punt
M. Si es considera que els extrems P, Q d’aguesta recta llisquen al llarg de
les linies AB, EF, és clar que e punt M descriura en aguest moviment una
linia corba CD. Es tracta de tracar des d’'un punt donat M sobre aquesta
corba latangent MT. (L’HOPITAL (1696), p. 33)

3" Aquesta secci6 ha estat elaborada a partir de la correspondéncia entre Johann Bernoulli i
L'Hépital i delaintroduccié duta aterme per I’ editor de la correspondéncia. Vegeu BERNOULLI (1955)
i SPIESS (1955).
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Aquest enunciat es correspon amb un problema que Johann resol en la carta n° 28
(juliol, 1694). L’ tnica diferencia que hi trobo entre ambdés és el segment que fan servir

per trobar la tangent.

Proposicio XVI (art. 45)

Sigui ABCD una corda perfectament flexible, ala qual seli gjunten diferents
pesos A, B, C, etc. Que entre ells tenen tals intervals AB, BC, etc. com es
vulgui. Si s arrossega aquesta corda sobre un pla horitzontal per | extrem D,
al llarg d'una corba donada DP; és clar que aquests pesos es disposaran de
manera gque faran tensar la corda, i que descriuran les corbes AM, BN, CO,
etc. Es demana la manera de tracar les tangents, havent donat la posicié de la
corda ABCD amb la grandéria dels pesos. (L’ HOPITAL (1696), p. 38)
[Vegeu Figura 9]

Aquest enunciat es correspon amb el problema de les xalupes, que apareix resolt en la
carta n° 28, de Johann a L’Hopital (juliol, 1694). L’ unica diferencia que he detectat és
gue, mentre Johann fa servir la proporcio entre la suma dels pesosen Ai en B, i € pes
en B, L’Hopital utilitza la proporci6 entre el pesen A i e pes en B. Els dos problemes
anteriors estan relacionats. A la carta de Bernoulli I’ordre d'aparacio és I'invers de
I”emprat per L"Hoépital. Bernoulli parla primer del problema de les xalupes i després, en
relacio amb aguest, parla del segon. L’Hépital al final de I article 45 fa referencia a la
relacio d’ aguest problema amb € que ha aparegut en |’ article 36.
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Figura9

SECCIO |11 DE L’ ANALYSE

Remarca (art. 47)
Aquesta remarca es correspon amb un comentari de Bernoulli en la carta n® 22 (abril,

1694). Es comenta I’ estudi d’extrems quan la tangent és para-lelaal’eix (aeshores, la
diferencia és nul-la) i quan la tangent és paral-lela a I’ aplicada (aleshores, la diferéncia

ésinfinita). En el segon cas, Bernoulli parla de corbes bicornies, amb punt de retrocés.

SECCIO IV DE L’ANALYSE

Corol-lari 11 (art. 64, punt segon)
Aquest corol-lari es correspon amb la carta n® 36, de Johann a L’ Hopital, (gener, 1695).

Es parla de la construccié de d?x,d?y per a coordenades des d’un punt. En I’ Analyse
L’Hopital distingeix els casos dx constant, dy constant, du (la diferencia de I’arc de

corba) constant. En canvi, Bernoulli no.
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SECCIO V DE L’ANALYSE

Remarca (art. 79, segon cas)

Aquesta remarca apareix també a la carta n° 36, de Johann a L'Hépital (gener, 1695).
Tracta de la construcci6 del radi de I’evoluta en € cas d’ ordenades des d'un punt fix.
Johann considera que la soluci6 proposada per L’Hépital és molt ssmple i natural, perd
li enviala seva versié. Ambdos arriben a mateix resultat, llevat del signe (és el cas du
constant de L’ Hopital):

ydxdu

- Per aL’Hopital: —2
dx“ — yddy

,onuésl arc de corba

ydxds

- Per a Johann: ——
dx© + yddy

,onsésl’arc de corba.

Johann afirma en la seva carta que per trobar el radi de I’ evoluta es busca una equacié
differentio-differentielle, per construir la corba mitjancant la combinacio d' altres dues.
Es pot reduir aguesta equacio differentio-differentielle de manera que contingui € radi

del’evoluta

Remarca (art. 82)

S hi discuteix la curvatura en punts d'inflexio. La remarca de I’ Analyse es basa en la
cartan® 22, de Johann a L’ Hopita (abril, 1694). Johann comenta que en & punt d'inflexié
la segona diferéncia de y és zero o infinita. Pero que aixo no és reciproc, doncs existeixen
corbes tals que en un punt € radi és infinit o infinitament petit, sense que la curvatura

canvii (com per exemple, e paraboloide y = x*/?

). Si es comenca a desenrotllar l1a corba
en e punt d'inflexid, on € radi de I’ evoluta és infinit, es descriu una altra corba que també
té un punt d'inflexié perd amb radi infinitament petit. Si es torna a desenrotllar, en € punt
d'inflexié d radi encara és més infinitament petit. Aixi, només existeix un génere de

corbes amb radi infinit en & punt d’inflexio.

Remarca (art. 109)

Shi discuteix sobre les clspides de segona especie. En la carta n® 23, de L'Hopital a
Johann (abril, 1694), L’ Hopital comenta que, tot i que Johann pensa que en es punts

d'inflexié sempre es verificaque € radi val zero, €ll creu que també pot ser infinit (com en
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e cas de y=x?) o finit® (o determinat). Aixi, s es desenrotlla una corba amb punt

d'inflexio, comengant per un punt que no sigui € punt d'inflexid, es forma una corba
bicornia, amb un punt de retrocés i radi finit. Aqui Spiess comenta que, per primer cop,
apareix € dibuix d'una clspide, a partir del desenvolupament d' una corba amb punt
d'inflexid. A lacarta, L’ Ho6pita demana Johann que li indiqui com calcular aguest tipus de
punts. A la carta n® 24 Johann exposa que, per trobar aquests punts, larad de la diferéncia
dd radi de I'evoluta a la diferencia de la corba, ha de ser infinitament gran o bé
infinitament petita. Sembla que, gracies a L’Hopital, Johann se n'adona de |’ existencia
d aquest tipus de punt de retrocés, i és Johann qui €ls anomena de retrocés de segona
espécie®

SECCIO VI DE L’ANALYSE

De la secci6 dedicada a I’ estudi de caustiques per reflexid, aguns articles de I’ Analyse es

basen en lesllicons de calcul integral de Johann:*

Analyse Llicons de calcul integral

Art. 119 Pag. 471

Art. 120 Pag. 470

Art. 122 Pag. 479

Art. 127 Pag. 481
Taulal

SECCIO VII DE L’ ANALYSE

De la seccié dedicada a |’ estudi de caustiques per refraccid, aguns articles de I’ Analyse es
basen en lesllicons de calcul integral de Johann:

% Entenc que aqui “finit” tambéimplica“no nul”.

¥ Vegeu BERNOULLI (1955), cartan® 24 (maig, 1694).

“0 El contingut de les dues taules que vénen a continuaci, per a les seccions VI i VII,
respectivament, es troben a SPIESS (1955).
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Analyse Llicons de calcul integral

Art. 132 Pag. 548

Art. 141 Pag. 556

Art. 145 Pag. 557
Taula?2

SECCIO VIII DE L’ANALYSE

Proposicio | (art.146)

Sigui donada una linia qualsevol AMB, que té per eix larecta AP; siguin a
meés a més enteses una infinitat de pardboles AMC, AmC, que passen totes
pel punt A, i que tenen per eixos les ordenades PM, pm. S ha de trobar la
linica corba que toca totes aquestes paraboles. (L' HOPITAL (1696), p. 131)

Figura 10

En lacartan® 6, de L’Hopital a Johann (desembre, 1692), el marques planteja Johann €l
seglient problema: donada una €l-lipse i una infinitat de paraboles que passen per un
vertex de I’ el-lipse, amb €els vertexos sobre I’ el-lipse, s ha de trobar |a corba que toca a
totes les paraboles. També li plantgja € problema en el cas d atres corbes, en lloc
d el-lipse i pardboles. Johann li envia la solucié (aquesta carta falta). L' Hépital torna a
escriure Johann (carta n® 7, gener, 1693), indicant-li un error de calcul. L’ article 146 de
I’ Analyse presenta el problema en general, per a una linia qualsevol i infinitat de

pardboles. L’ article 147 conté un exemple concret, amb el-lipsei paraboles.

Proposicio V (art. 158)

Dues linies qualssevol AM, BN donades amb una linia recta MN que es
manté sempre igual; es suposa que els extrems M, N d’ aguesta linia Ilisquen
continuament a llarg de dues dtres, i es demana la corba que ella toca
sempre en el seu moviment. (L’HOPITAL (1696), p. 139)
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Figura 1l

En la carta n° 7 (gener, 1693) L’ Hopital demana Johann quina és la corba tal que,
donada una parabola, € segment de recta amb els dos extrems A i C sobre la pardbola
llisca per dins de la pardbola, i AC és tangent a la corba buscada. Situacié similar ala
que després exposa a I’ article 158. Per la carta n° 53, de L'Hopital a Johann (juliol,
1695), sabem que L’Hopital ha rebut la solucié de Bernoulli del problema: buscar la
corba que continuament és tangent a la hipotenusa d’ un angle recte en lliscar entre els
seus costats. L'Hopital diu que ell ho generalitza a cas d un segment de recta AC, els
extrems del qual Ilisguen sobre dues corbes. EI margques proposa Johann la solucio pero
no la demostracio, doncs considera que Johann la podra trobar facilment. En la carta n®
55, de Johann a L’Hépita (juliol, 1695), Johann escriu que la solucié que li ha enviat
L’Hopital és correctai que n’havist facilment la demostracié.

Proposicio VI (art. 159)

Siguin donades tres linies qualssevol L, M, N; i siguin estesos de cadascun
delspunts L, | delalinialL duestangents LM i LN, Imi In, ales dues corbes
M i N, una a cadascuna. Es demana la quarta corba C, que té per tangents
totes les rectes MN, mn qUE uneixen els punts tocants de les corbes M, N.
(L’HOPITAL (1696), p. 141)
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Discussio L' Hopital-Bernoulli 65

En lacartan® 7, de L’Hopital a Johann (gener-febrer, 1693), L' Hopital demana Johann
la solucié del problema seglient: de tots el's punts del cercle, B, D, es tracen les tangents
alaparabola BA, BC, DE, DF i s ha de trobar la corba que toca totes les linies AC, EF
que uneixen els punts de tangéncia, ésadir, I’ envolvent d’ un conjunt de cordes. No s ha
trobat la carta amb la solucié de Johann. En I'article 139 L’Hopital plantgja aquest
problema pero en general. En els articles 160 i 161 aplica aguesta proposicio al cas en

quélesliniesM i N siguin circumferenciesi coniques, respectivament.

SECCIO IX DE L’ANALYSE

Proposicio | (art. 163)

Sigui una linia corba AMD (AP = x, PM =y, AB = a) tal que € valor de
I’aplicada y estigui expressat per una fraccio, de la qual e numerador i
denominador esdevenen cadascun zero quan x = a, és a dir quan el punt P
cau sobre e punt donat B. Es demana quin ha de ser llavors € valor de
I’ aplicada BD. (L’HOPITAL (1696), p. 145)
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Figura 13

Aquest problema i la seva solucio estan continguts en la carta n® 28, de Johann a
L'Hoépital (juliol 1694). Sigui AEC una corba donada, AD = x, DE =y, AB constant, tal
gue BC és una fraccié amb numerador i denominador nuls. Es tracta de buscar € valor
de BC. Johann construeix sobre el mateix eix adb, dues corbes aeb, asb, de naturalesa
tal que, prenent abscisses iguals AD, ad, les ordenades de estan en rad del numerador de
lafraccio general que expressa DE. | les ordenades de estan en rad del denominador de

la fraccié general. Johann diu que és clar que de dividit entre de dona el valor de DE.



66 Capitol 2

S'hade buscar € valor de de dividit entre de quan ab = AB. Allaon de, de s'anul-len les
corbes aeb i aeb estallen en b. Només cal prendre les diferencias fc, Sy, € quocient de

les quals donen €l valor de BC. Aix0 proporcionala seglient regla general:

Per tenir €l valor de I’ aplicada d’ aquesta corba en aquest cas, s ha de dividir
la diferencia del numerador de la fraccié general entre la diferencial del
denominador, el quocient, després d' haver fet x igual ala posicié de AB, sera
el valor de BC. (BERNOULLI (1955), cartan® 28)

L’Hopita escriu: PM = AB:C;DI\I fraccié general, que en BD ddna 0/0. Aleshores pren

bd infinitament proper aBD, i esté bd = AB x bf

, que no difereix de BD (aqui remet d

postulat 1). Per tant, només és giiestio de buscar larad de bg a bf. Es adir, € contingut de
I’article 163 coincideix amb e contingut de la carta de Johann, perd L’ Hopital s estén una
mica més en la justificacio.** El primer exemple proposat per Johann apareix a |’article
J2a’x—x* —a¥/aax
a—4ax®

exemple de Johann és molt semblant al que proposa L’'Hopital a I'article 165. Johann

164 de I’ Analyse: s'ha de trobar € vaor de y=

en a. El segon

proposa trobar € vaor de yzw en a* mentre que L'Hopita proposa
a—-/ax
I'expressio y = 22— &
a—-/ax

Lemal (art. 166)

Sigui una linia corba qualsevol BCG, amb una linia recta AE que la toca en
el punt B, i sobre laqual es marquen a discrecié dos puntsfixos A, E. Si esfa
lliscar aguesta recta a voltant de la corba, de manera que la toqui
continuament; és clar que els punts fixos A, E descriuran en aquest
moviment dues corbes AMD, ENH. Si araes traca DL para-lelaa AB, i que
en conseqliénciafaamb DK (sobre la qual jo suposo la recta AE quan toca la
corba BCG en G) I'angle KDL igual al’angle AOD fet per les tangents en B,
G; i que es descriu com es vulgui, del centre D I'arc KFL: Jo dic que
DK.KFL:: AEAMD + ENH , a saber + quan € punt de tangencia cau sempre
entre els punts generadors, i — quan els deixa sempre del mateix costat.
(L’HOPITAL (1696), pp. 146-147)

“I'Vegeu L'HOPITAL (1696), pp. 145-146.

“2 Johann comenta aquest problema es pot resoldre també per geometria, perd de forma més
dificil.
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Figural4

Proposicio ||l (art. 169)

Siguin dues corbes qualssevol AEV, BCG, amb una tercera AMD tal que
havent descrit pel desenvolupament de la corba BCG una porcié de corba
EM, la relacié de les porcions de corbes AE, EM, i dels radis de I’ evoluta
EC, MG sigui expressat per una equacid donada qualsevol. Es proposa de
tracar d’un punt donat M sobre la corba AMD la tangent MT. (L’HOPITAL
(1696), p. 148) [Vegeu Figura 15]

L'Hépita demana Johann la solucié del problema seglent (carta n°® 51, juny, 1695):
donades les corbes AEB, DC; i la corba AMG (descrita lliurement pel desenvolupament
de la corba DC I'arc EM) larelacio dels arcs AE, EM i del radi CE ve expressada per
una equacié donada. S ha de trobar la tangent MT. Johann |i envia la solucio (carta n®
52, juny, 1695), que és el lema de I’ article 166, que L’ Hopital fa servir per demostrar
I"article 169. Johann considera que aquest resultat, tot i ser bonic, és poc util. Els
corol-laris del lema de I’ article 166 (articles 167 i 168) també es troben a la carta n° 52,
de Johann aL"Hopita (juny, 1695).
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Proposicio |11 (art. 175)
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Figura15

Sigui una semi-ruleta AMD descrita per la revolucié del semi-cercle BGN al
voltant d'un arc igual a BGN d'un altre cercle, de manera que les parts
revolucionades BG, BG siguin sempre iguals entre elles; sigui € punt
generador M pres sobre el diametre BN fora, dintre, o sobre la
circumferencia mobil BGN. Es demana el punt M de la llargada més gran de
la semi-ruleta respecte a seu eix OA. (L’HOPITAL (1696), p. 151)
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Figura 16b

Aquest problema es troba en les cartes 46 i 48, de Johann a L’Hopital (marg, 1695). En
el casdel punt generador dintre de la circumferencia mobil, Johann busca també el punt
d'inflexié. En canvi, L’Hopital no. En la carta n® 48 Johann explica L’ Hbépital que en la
n° 46 li ha mostrat la forma més rapida a partir de la generacio de la corba, pero a
peticio del marqués, en la n® 48 exposa |’equacié de la cicloide amb coordenades. |
d’ aguesta segona forma (no geométrica) pren dy =0. Arriba a una igualtat algebrica i

troba el punt d'inflexio fent ddy = 0. Tanmateix, afirma que la seva primera solucio és

millor, ja que només es basa en simple analogia, sense calculs.
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A lacarta n® 48 Johann escriu “(...) les solucions que s obtenen de les equacions per ala
relacio de les coordenades de | es corbes sbn generalment més prolixes que les altres que
es troben per la generacio mateixa de les corbes’ (BERNOULLI (1955), p. 274) i "(...)
és util escollir la via més natura a I’hora de resoldre els problemes” (BERNOULLI
(1955), p. 275). Aixo representa una diferéncia en el tractament de corbes algebriques i
transcendents respecte a de les Lectiones. En les llicons de calcul diferencial, Johann
tracta la cicloide i la quadratriu amb coordenades ortogonals, mentre que L’Hopital
treballa aquestes corbes adaptant-se a la naturalesa de la corba (que és € que indica
Johann en aguesta carta). Per tant, penso que L'Hoépital va modificar les Lectiones de

Johann amb comentaris del propi Johann.

Proposicio V (art. 182)

Es tracta de trobar la quadratura de la cicloide. La solucio d’ aquest problema apareix a

la cartan® 50, de Johann a L’ Hépital (maig, 1695), i aleslicons de calcul integral . La
construccid de L'Hépital canvia, pero € plantgjament basic és e mateix: treballar amb
sectors infinitament petits de la cicloide. Mentre que Johann Bernoulli treballa amb els

sectors amb vertex y (sobre la corba generada):

Figura 17

L’Hépital considera el sector OGg de la Figura 16a.

Remarca (art. 186)

Aqui es tracta €l cas d’una corba amb dues branques que es toquen entre si (tot i que

sembli que tingui un punt d’inflexid). Aquesta remarca es basa en I’ exempl e estudiat per

Johann a la carta n® 50 (maig, 1695) i sorgeix arran de la corba de la forca centrifuga

“3 A la pagina 454, segons SPIESS (1955).
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proposada per L’ Hoépital ala carta n® 49 (abril, 1695). Segons Spiess, Johann no estudia

|’ aspecte de la corba en profunditat, per exemple ignora el cas d’ un possible node.**

SECCIO X DE L’ANALYSE

Remarca (art. 191)

Aquesta remarca fareferencia a les corbes amb punts de retrocés. En aguest cas, tant les
paral-leles a |’ eix d abscisses com les para-leles a I’ eix d’ aplicades troben la corba en
dos punts. A un valor de x li corresponen dos valors dey (i viceversa). Per tant, es pot
considerar x com a constant i y com a variable, quan es diferencial’ equacio de la corba.
Després d’ haver diferenciat, tots els termes multiplicats per dx, d’una banda, i tots els
termes multiplicats per dy, d'una altra, han de ser zero. Aqui dx, dy marquen les
diferencies de dues ordenades que parteixen del mateix punt i no la diferencia de dues
ordenades infinitament properes. Aix0 apareix a la carta n® 25, de L’Hopital a Johann
(juny, 1694).

| JINSS>

Figura 18

A la carta L'Hépita tracta MN com a “diferencia”, pero a I’ Analyse apareix com a
“diferéncia’. A lacartan® 26 (juny, 1694) Johann critica L’ Hopital perque MN, MO son
diferencies finites i no diferencials. Per a Johann existeix diferéncia entre un
infinitament petit i un diferencial: tot diferencial és infinitament petit pero el reciproc no
és cert. En el cas de les corbes amb punts de retroceés, tot i ser infinitament petits, MN,
NO no s'inclouen en I’equacio genera dels diferencials de la corba. A la carta n® 25
(juny, 1694) L’ Hépital afirma que larad MN a MO és com 0 sobre 0, i que aguesta rad
pot ser qualsevol gque es desitgi. Johann li contesta que jali ha mostrat amb un exemple
alacartan®28 (juliol, 1694) que 0 sobre 0 té un valor determinat.

% \/egeu BERNOULLI (1955), cartan® 50 (maig, 1695).
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2.7.LA NOTACIO®

Al llarg dels dos textos es detecten diferencies en la notacio utilitzada. L'Hépita nota les

potencies 2 : 3, ! ,...%% mentre que Bernoulli de vegades utilitza O, C, QQ per

indicar poténcia quadrada, clbica i quarta, respectivament.”’ Si shan de multiplicar

expressions llargues Bernoulli escriu in,*® mentre que & seu alumne només nota x.*> Amb

e simbol & Bernoulli indicae doble signe F, que si que fa servir L'Hdpital.* Quant a
les proporcions L’'Hépital utiliza A.B::C.D.>" Bernoulli també, perd no escriu les
proporcions de forma tan clara. Per exemple, ala pagina 26 de les Lectiones de Bernoulli

trobem I’ expressio:

aabdx adx — xdx
dy: + .
aa— 2ax + Xx+/2ax— XX +/2ax — xx

(=M«/23X—XX) -t

a—X

dx:y

per indicar que |’ expressio m\/Zax—xx (entre parentesis) és igua a vy, la
a—X

aabdx adx — xdx

diferencia primera de la qual és dy = +
g q Y aa— 2ax+ Xxv/2ax— XX +/2ax — XX

, 1 que Sha

utilitzat laférmula % = Ty per trobar la subtangent t.
X

> Lesreferéncies historiquesi el's comentaris sobre les notacions utilitzades pels dos autors han estat
extretes de CAJORI (1928-29).

“ Descartes a la Géométrie (1637) ja utilitza aguesta notacié (només per a enters positius), que
és unaintersecciO entre lad’Hérigone i la de Hume. De fet, alternava aquesta notacié amb la repeticio de
variables.

“"El simbol O fou utilitzat per Stampioen (1639) i els simbols C, QQ per Schott (1661).

“8 Utilitzat per Viéte (1591).

> Aquest simbol apareix per primer cop a Clavis mathematicae (1631) o Oughtred.

% E| primer simbol fou utilitzat & 1649 (i fins & 1695) per van Schooten a les seves edicions de la
geometriacartesiana. El segon simbol £ jal’empra Oughtred a Clavis mathematicae (1631).

* Aquesta notacid apareix a Clavis mathematicae d’ Oughtred e 1631.
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3.1. ANALYSE DEMONTREE (1708) DE CHARLES RENE
REYNEAU

El pare Charles René Reyneau® (1656-1728) va estudiar a Collége de I’ Oratoire
(Angers) i entra ala Maison d'Institution de Paris el 1676. D’ aguesta forma va establir
contacte amb Nicolas Malebranche (1638-1715) i Jean Prestet (1648-1690). De fet, a
partir de 1674 Malebranche era professor de matematiques al College de I’ Oratoire. El
1679 Reyneau es tradllada a College de Toulon, on sera ordenat sacerdot el 1681. El
1682 substitueix Prestet com a professor de matematiques a la Universitat d’ Angers. El
1705 deixa d ensenyar, doncs s esta quedant sord. Torna a Paris i és aeshores que

comencaaescriure. El 1716 és nomenat soci lliure de I’ Académie Royale des Sciences.

El 1698 Malebranche |i va proposar escriure llibres de text que inclogueren totes les
matematiques de finals del XVII. Donat que tenia certes dificultats per assimilar €l
cacul diferencia i integral, treballa amb altres dos membres de I’ Oratoire, Louis
Byzance i Claude Jaguemet, millors matematics que €ll. Reyneau es mostra molt
interessat en la controvérsia Rolle-Varignon a voltant del calcul diferencia i
infinitesimal. EI 1705 Reyneau entra en possessié dels papers de Louis Byzance, que
inclouen una copia de les Lectiones de Johann Bernoulli.? Alguns dels papers es perden
guan €ls deixa a Pierre Rémond de Montmort (1678-1719), tot i que pot preservar els
manuscrits del grup que envoltava Malebranche. El 1708 publica I’ Analyse démontrée,
ou la Méthode de résoudre les problemes des mathématiques et d’ apprendre facilement
ces sciences.® El 1714 publica un segon treball, La science du calcul, seguint les
directrius de les matematiques de I’ Oratoire, perd que tingué menys éxit que e primer.
També publica un tractat sobre navegacio, Traité de la marine ou I'art de naviguer.
L’ Analyse démontrée esta constituida per dos volums. El primer volum conté:

! Les fonts biografiques sobre Reyneau consultades son GILLISPIE (ed.) (1970) i O’ CONNOR-
ROBERTSON (1999).

2 Copiades per Stahelin, amic de Johann. Vegeu SPIESS (1955).

3« .. sabem que Malebranche encoratja activament Reyneau perqué escrigués un text geométric
gue remplacés un manuscrit no publicat d'un atre membre de I’ Oratoire, Jean Prestet, perque ‘el del Pare
Prestet éstan llarg i avorrit ...."” L’ Analyse Démontrée de Reyneau cobreix matematiques fonamentals aixi
com tambeé calcul, d’ aqui la seva descripci6 per part de Maebranche de que remplacava el text geometric
de Prestet, que no tractava el calcul...” (COSTA, 2001).
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- Llibre I: De I'analis que ensenya a resoldre els problemes que es redueixen a
equacions simples.

- Llibre 1I: Analisi composta, 0 analisi que ensenya a resoldre els problemes que es
redueixen a equacions compostes.

- Llibre 111: On s'explica la naturalesa de les equacions compostes, el nombre, i les
qualitats de les seves arrels, i les seves transformacions.

- Llibre IV: On s'explica la resolucio de les equacions en general, és a dir, de tots els
graus, quan les seves arrels sdbn commensurables.

- Llibre V: Delaresoluci6 d’ equacions compostes en particular.

- Llibre VI: De |’ aproximacio de les arrels de les equacions numeriques.

- Llibre VII: Del’ aproximaci6 de les arrels de les equacions literals.

El segon volum esta congtituit nomeés pel llibre VIII, Analisi composta o analisi que
ensenya a resoldre els problemes que es redueixen a equacions compostes. On es fa
veure I’Gs de I’andlisi en la geometria i en les ciencies fisico-matematiques. La segona
part d’ aguest volum esta dedicada als problemes geometrics i fisico-matematics que es
poden resoldre mitjancant I'algebra, el cacul diferencia i e cacul integra. Sera

aquesta part laque analitzaré:

- Primera Seccié: On s explica e calcul diferencial i els seus principis, aixi com els
principisdel calcul integral.

- Segona Seccié: Us de I'analisi en la resolucié de problemes de geometria composta,
utilitzant el calcul diferencial.

- Tercera Secci6: On es descobreixen les formules dels principals problemes, la
resolucio dels quals comenca pel calcul diferencial i acaba pel calcul integral.

- Quarta Secci0: On s explica la manera de trobar les series que son les integrals dels

elements que es troben per les férmules de la seccié precedent.

A més amés, @ calcul diferencia de les expressions logaritmiques i de les quantitats

exponencials apareix alatercera seccio de latercera part d aquest segon volum.



Franca 77

A quin public anava dirigit?

Malebranche proposa Reyneau I’ elaboracio de I’ Analyse démontrée per ensenyar les
noves matematiques de finals del segle XVII. El llibre esta adrecat as principiants,
perqué descobreixin les principals propietats de totes les corbes. Reyneau redueix a

formules generals el's problemes que ajuden atrobar-les.

Per qué va tenir exit?

Segons I’entrada del Dictionary of Scientific Biographies referent a Reyneau, aquest
tenia gran habilitat pedagogica i €ls seus llibres de text impulsaren I'estudi de les
matematiques a Franca a finals del XVII. La segona edicio (1736-1738), augmentada
amb comentaris de Varignon, és la que utilitza D’ Alembert per aprendre els fonaments

delanovamatéria

Vatranscendir lesfronteres dela seva terra?

Nomeés tinc constancia de les edicions franceses de I’ Analyse démontrée (1708, 1736,
1738, 1739). Pero per exemple Christian Wolff fa referéncia al llibre de Reyneau en €l
Mathematisches Lexikon (1716), fet aillat de la comunicacio entre Franca i Alemanya
en aquest periode.

Quinarelacié té amb I' Analyse?

Matematics com Varignon, L’'Hopita i Reynau formaren part del cercle que
Malebranche crea a |’ Oratoire. Una de les contribucions directes de Malebranche a les
matematiques fou el seu paper editoria en la publicacio de I’ Analyse. D’ altra banda,
Reyneau recomana “1’ excel-lent llibre de I’ Analyse des infiniment petits del Marqués de

L'Hépital” (Reyneau, 1708, p. 171) per aquells que comencen a estudiar el calcul.
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3.2. COURS DE MATHEMATIQUES A L'USAGE DU CORPS DE
L’ ARTILLERIE (1799-1800) D'ETIENNE BEZOUT

Etienne Bézout* va néixer a Nemours (Franca) e 1730 i va morir a Basses-Loges
(Franca) el 1783. El seu pare, magistrat a Nemours, volia que Etienne el succeis en
I’ofici, pero ell es va sentir atret per les matematiques, especialment a traves de la
lectura dels treballs d Euler. Les seves consecucions rapidament van ser reconegudes
per |I’Académie des Sciences, que € va nomenar adjoint I'any 1758, i associé i
pensionnarie el 1768. El 1763 el Duc de Choiseul li ofereix una posicio de professor i
examinador en ciencies matematiques per as futurs joves oficials navals, els Gardes du
Pavillon et de la Marine. EI 1768 desenvolupa tasgues semblants per a Corps
d Artillerie.

La seva tasca com a docent va impedir que es dediqués més alarecerca. Es valimitar a
la teoria de les equacions. Els seus dos primers articles (1758-1760) eren investigacions
sobre integracié, pero el 1762 ja es dedica completament a I’ algebra. En la seva teoria
sobre equacions algebriques es veu la influencia rebuda d’ Euler. El seu treball influi en
les investigacions en €& camp de la teoria moderna de I'eliminacié (Cauchy,
Sylvester...). El 1762 publica “ Sur plusieurs classes d’ éguations de tous les degrés qui
admettent une solution algébrique” en Mémoires de I’ Académie royale des sciences, on
també publica “Sur le degré des équations résultantes de I'évanouissement des
inconnues’ (1764) i “Sur larésolution des équations de tous les degrés’ (1765). El 1779
apareix la seva Théorie générale des équations algébriques. Entre el 1764 i e 1769
publica el Cours de mathématiques a |’ usage des Gardes du Pavillon et de la Marine,
en sis volums, que sera reimpres molts cops amb petites variacions en € titol, sovint
traduit o revisat. Una d’ aquestes reimpressions és el Cours de mathématiques a I’ usage
du corpsdel’artillerie (1799-1800) que consta de quatre parts:

- Laprimerapart conté I’ aritmetica, la geometriai latrigonometriarectilinia.
- Lasegona part conté I’algebrai I’ aplicacio de I’ lgebra ala geometria.
- La tercera part conté els principis generals de la mecanica i |’ hidrostatica. Precedits

dels principis del calcul que serveix d introduccio a les ciéncies fisico-matemati ques.
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- La quarta part conté |’ aplicacio dels principis generals de la mecanica per a diferents

casos de moviment i equilibri.

Latercerapart éslaque he andlitzat i comparat amb laresta de textos.

Per qué va tenir exit?

Tot i que de vegades se |’ acusa de manca de rigor, els seus llibres podien ser entesos per
aquells qui necessitaven fer servir les matematiques. Es a dir, els seus Ilibres eren molt
popularsi emprats. L’ orientacié delsIlibres per als seus estudiants és més aviat practica,
i I’exposicié clara, donat que € seu objectiu era ensenyar matematiques i mecanica
elementals, necessaries per a la navegacio i la balistica. L’ experiéncia d'instruir a no-
matematics dona forma als seus treballs. Els seus textos foren molt utilitzats a Franca.

A quin public anava dirigit?

Entre les seves publicacions s inclouen les llicons as seus estudiants. Li assignaren la
funcio d’ elaborar un llibre de text especiament dissenyat per ensenyar matematiques als
estudiants (de la marina, d artilleria,...). EI Cours complet de mathématiques a |’ usage
de marine et de I’ artillerie fou durant molts d’anys € Ilibre que els estudiants candidats
aentrar en |’ Ecole Polytechnique estudiaven.

Vatranscendir lesfronteres dela seva terra?

Laclaredat i orientacio practica dels seus textos els feren atractius als Estats Units. Aixi
a principis del segle XIX els seus textos van ser traduits a |’angles per al seu Us a les
escoles nordamericanes. De fet, un dels traductors, John Farrar, les utilitza per a les
seves llicons de calcul a Harvard (First Principles of the Differential and Integral
Calculus, or the doctrine of fluxions, intended as an introduction to the physico-
mathematical sciences, taken chiefly from the Mathematics of Bézout... € 1824 i
€l 1836). Aquestes traduccions van influir considerablement en la forma i contingut de

I’ educacié matematica dels Estats Units en el segle XIX. També cal esmentar que €ls

* Les fonts biografiques sobre Bézout consultades son GILLISPIE (ed.) (1970) i O’ CONNOR-
ROBERTSON (1999).
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Elementos de Matematicas (1772) de Benito Bails (1730-1797) es basen en € curs de

matematiques de Bézout.”

Quinarelacié té amb I’ Analyse?

No he trobat cap comentari de Bézout en referencia a |’ obra de L’Hopital. No obstant
I’exposicio dels principis del calcul diferencial és analoga a la de I’Analyse de
L’'Hopital.

3.3. LECONS SUR LE CALCUL DES FONCTIONS (1800) DE
JOSEPH LOUISLAGRANGE

Joseph-L ouis Lagrange® va néixer el 1736 a Tori i fou batejat amb el nom de Giuseppe
Lodovico Lagrangia. El seu pare, Tresorer de I'Oficina de Treballs Publics i
Fortificacions a Tori, volia que esdevingués advocat. Joseph-Louis accepta i estudia al
Col-legi de Tori. El seu interes per les matematiques comenca en llegir una copia del
treball de Halley sobre I'aplicacié de I’algebra a |'optica (1693). Basicament va
aprendre sol, sense I’ gjuda de cap matematic remarcable. El 1754 publica el seu primer
treball matematic, sota la forma d’'una carta adrecada a Giulio Fagnano. En aquest
article exposa una analogia entre el teorema del binomi i les derivades successives del
producte de funcions. Abans de la publicaci6 en italia, envialatraduccio llatina a Euler
(a Berlin). Un mes després de la publicacié Lagrange va saber que els seus resultats ja
havien aparegut en la correspondéncia entre Johann Bernoulli i Leibniz. Tanmateix, va
comencar a treballar sobre la tautocrona, sobre la qual va dur a terme importants
descobertes amb qué contribui de forma substancial a calcul de variacions. Lagrange

envia els resultats sobre |la tautocrona a Euler, que en quedaimpressionat.

El 1755 Lagrange esdevé professor de matematiques a la Reia Escola d’ Artilleria de
Tori. Per recomanacio d’ Euler, Maupertuis li ofereix una plagca a Prissia, que Lagrange

refusa. Euler també & proposa com a membre de I’ Academia de Berlin, essent elegit €

®Vegeu CAPEL (1988).
® A més de GILLISPIE (ed.) (1970) i O'CONNOR-ROBERTSON (1999), per completar la
informaci6 biografica sobre Lagrange també he consultat BORGATO-PEPE (1987).
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1756. L’any seguent Lagrange va ser un dels membres fundadors de la societat
cientifica de Tori, que esdevindria I’Académia Reia de Ciencies de Tori. Un dels
principals papers de la societat fou la publicacio de la revista cientifica Miscellanea
Philosophico-Mathematica Societatis Privatae Taurinensis, de la qual e primer volum
aparegué e 1759, que contenia tres memories de Lagrange (sobre maxims i minims,
sobre la integracié d' una equacié diferencial amb diferencies finites i sobre la corda
vibrant). Lagrange escriu en italia (perque aixi ho exigeix € reglament de I’ Escola) els
Principj di Analisi sublime (1759),” que és un tractat sobre calcul diferencial i integral
per I’ is de I’ estudiant.

Lagrange participa en els concursos proposats per I’ Académia de Ciencies de Paris el
1764 i € 1766. D’ Alembert, que havia visitat I’ Académia de Berlin i era amic de
Frederic 1l de Prussia, aconsegui |’ oferta d'una plaga a I’ Academia de Berlin per a
Lagrange, € qual la refusa un atre cop. El 1766, com a consequencia de la tornada
d Euler a Sant Petersburg, li van tornar a oferir la placa a Berlin i, finalment, Lagrange
accepta ser € Director de Matematiques de I’ Académia de Ciencies de Berlin, on
romandra durant 20 anys. El seu treball a Berlin cobria molts topics: astronomia,

mecanica, dinamica, probabilitat, els fonaments del calcul, ...

El 1787 Lagrange deixa Berlin i esdevé membre de I’ Académia de Ciencies de Paris,
oferta que incloia una clausula que especificava que Lagrange no havia d’impartir
classes. El 1788 publicala Mécanique analytique, que havia escrit a Berlin, i que tingué
I"aprovacio de la comissié de I’ Académia (Laplace, Cousin, Legendre i Condorcet).
Aquesta obra recollia tot € que s havia fet en el camp de la mecanica des de Newton i
és remarcable per I’ Us de la teoria de les equacions diferencials. Lagrange fou membre
de la comissi6 de pesos i mesures el 1790, que treballa en el sistema métric decimal. En
comencar € Terror (1793) I’ Academia de Ciencies, entre altres societats, fou suprimida.
Tanmateix, a la comissio de pesos i mesures se li permeté de continuar. Lagrange
sobrevisgué també al Terror. El 1794 fou inaugurada I’ Ecole Polytechnique, de la qual
Lagrange fou € primer professor d’andlisi. També dona cursos sobre matematiques
elementals a I’ Ecole Normale (fundada el 1795). Lagrange publica dos volums amb les

seves llicons sobre calcul. El primer, la Théorie des fonctions analytiques (1797), fou la

" Analitzat en el capitol corresponent a ltalia.
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primera teoria de funcions de variable real, on sexposen els principis del cacul
diferencial, lliures dels infinitesimals, limits, fluxions... i reduits al’analis algebrica de
les quantitats finites.? El segon volum apareix e 1800 amb €l titol Legons sur le calcul
des fonctionsi conté les vint-i-dues lligons segiients:

- Llico primera: Sobre I’ objecte del calcul de funcionsi sobre les funcions en general.

- Llico segona: Sobre el desenvolupament d’ una funcio d’ una variable, quan s atribueix
un creixement a aquesta variable. Llei general d’ aguest desenvolupament. Origen de
les funcions derivades. Ordres diferents d’ aquestes funcions. Llur notacié.

- Llico tercera: Funcions derivades de les potencies. Desenvolupament d’ una potencia
qualsevol d’un binomi.

- Llicd quartac Funcions derivades de les quantitats exponencials i logaritmiques.
Desenvolupament d' aquestes quantitats en series.

- Llico cinquena: Funcions derivades dels sinus i cosinus dangles, i dels angles
expressats pels sinusi cosinus. Desenvolupament d’ aquestes quantitats en series.

- Lligd sisena: Funcions derivades de les quantitats compostes de diferents funcions
d una mateixa variable o dependents d’ aquestes funcions per equacions donades.

- Llicd setena: Sobre la manera de relacions les funcions derivades amb diferents
variables.

- Llicd vuitena: Del desenvolupament de les funcions quan es doéna a la variable un
valor determinat. Analisi d’aquests casos. Dels valors de les fraccions, € numerador i
el denominador deles quals s anul 1en alhora.

- Llico novena: De la manera de tenir els limits del desenvolupament d’una funcio,
guan només es té en compte un nombre determinat de termes. Casos en que €ls
principis del calcul diferencial fallen. Teorema fonamental. Limits de diverses series.
Manera rigorosa d'introduir les funcions derivades en la teoria de corbesi en la dels
moviments variats.

- Lligo desena: De les equacions derivades i del seu Us per a la transformacio de les
funcions. Analisi de les seccions angulars.

- Lligd onzena: Continuacié de I’andlisi de les seccions angulars, on es demostren les
formules generals donades en la lligo precedent.

8 i crec haver desenvolupat |a veritable metafisica dels seus principis [del calcul diferencial i
integral], tant com és possible” (citat per BORGATO-PEPE, 1987, p. 27).
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- Lligd dotzena: Teoria general de les equacions derivades i de les constants
arbitraries.

- Llicé tretzena: Teoria dels multiplicadors de les equacions derivades.

- Lli¢o catorzena: Dels valors singulars que satisfan les equacions derivades, i que no
estan compreses dins les equacions primitives. Teoria de les equacions primitives
singulars.

- Llico quinzena: Com |’ equaci6 primitiva singular resulta de I’ equacio derivada.

- Lligd setzena: Equacions derivades que tenen equacions primitives singulars donades.
Analisi d’'una classe d equacions de tots els ordres, que tenen sempre necessariament
equacions primitives singulars.

- Llico dissetena: Sobre diferents problemes relatius a la teoria de les equacions
primitives singulars.

- Llicd divuitena: Digressié sobre les equacions a diferencies finites, sobre e pas
d aquestes diferencies als diferencialsi sobre la invencio del calcul diferencial.

- Llicd dinovena: De les funcions de dues o diverses variables, de llurs funcions
derivades. Notacié i formacié d’ aquestes funcions.

- Lligd vintena: Equacions derivades de diverses variables. Teoria d aquestes
equacions. Metodes generals per torbar les equacions primitives de les equacions de
primer ordre de diverses variables.

- LIigd vint-i-unena: De les equacions de condicié per les quals es pot reconeixer si una
funcié d’'un ordre qualsevol de diverses variables és una funcio derivada exacta.
Analogia d’ aquestes equacions amb aquelles del problema dels isoperimétrics. Historia
d aquest problema. Métode de les variacions.

- Lligo vint-i-dosena: Métode de les variacions, deduit de la consideracié de les

funcions.

La primera part de la Théorie des fonctions analytiques® es titula “Exposicié de la
teoria, amb els seus principals usos en I’analisi”, que coincideix practicament amb les
Lecons.™

° En el prefaci de la Théorie Lagrange diu que la segona edicié (1813) és més correcta que la
primera, esta millor ordenada, dividida per capitols, donat que la primera edicio I'anava component a
mesura que imprimia. Hi ha alguna diferéncia quants als capitols X1V (de la segona part) i V (de la
tercera part).

19 Una de les diferéncies principals entre les Legons i la primera part de la Théorie és que a les
Lecons parla del métode de variacions, pero ala Théorie no. Una altra diferéncia és que la Théorie conté
més sobre equacions diferencials que les Legons.
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Per qué va tenir exit?

Com a filosofia, com a intent rigorés de fonamentacio, la teoria de Lagrange va ser
lloada. Perd a la practica no, cas similar a de Maclaurin. Els infinitesimals seguien
essent utilitzats donat que s adaptaven millor a la naturalesa dels problemes.** Entre els
seus (pocs) defensors es troben Louis Arbogast (1759-1803) i August Crelle (1780-
1855), que va preparar les traduccions a I’alemany dels llibres de Lagrange sobre la
matéria™. Es van fer diverses edicions en francés de les Legons (1800, 1804, 1806,
1866).

A quin public anava dirigit?

Lecons sur le calcul des fonctions recull les lligons que va donar a's alumnes de I’ Ecole
Normale i més endavant les reimprimeix per a I'Us dels seus alumnes de I'Ecole
Polytechnique. En el prefaci de la Théorie Lagrange comenta que les Lecons serveixen
de comentari i continuacié de la primera part de la Théorie. L’ objectiu de I’ obra és
“donar la teoria de funcions, considerades com primitives i derivades, resoldre a partir
d aquesta teoria els principals problemes de I’ Andlisi, la Geometria i la Mecanica, que
s han fet dependre del Calcul Diferencial i donar aixi ala solucié d’ aquests problemes
tot e rigor de les demostracions dels antics’. En les obres completes de Lagrange, tant

les Lecons com la Théorie estan recollides dins de la seccié d’ Obres Didactiques.
Va transcendir lesfronteres de la seva terra?
Les Lecons foren traduides a I’anglés (1806) i a I'alemany (1823).* En generd, les

traduccions del franceés al’alemany esdevingueren més frequents a partir del 1790, pero

en |’ altre sentit no.**

1 Segons de Prony com a filosofia, com a intent rigorés de fonamentacié del calcul,
I’enfocament de Lagrange tingué éxit, perd a nivell practic no (com a instrument d exploracié en
guestions d’astronomia, marina, geodésia, enginyeria...). | lloa els avantatges practics dels infinitament
petits. Vegeu GRATTAN-GUINNES (1990), p. 133).

12 Vegeu GRATTAN-GUINNESS (1970), pp. 14-15, nota 37.

3 | a Théorie fou traduida a I’adlemany (1798-99, 1813, 1823) i a portugués (1798). A més, el
1799 a Postdam es publcia Anfangsgriinde der Differential-Rechnung: Nach Lagrange’s Théorie des
Fonctions Analytiques, de J. P. Von Rohde. Woodhouse possiblement escrigué alguns reviews sobre les
matematiques continentals a Monthly review. En particular, Grattan-Guinness sospita que fou ell qui
escrigué sobre Théorie de Lagrange €l 1799. Vegeu GRATTAN-GUINNESS (1990), pp. 264-266).

14 \/egeu SCHUBRING (1996), p. 367.
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Quinarelacié té amb I’ Analyse?

En lasevajoventut Lagrange haviallegit I’ Analyse i en fareferénciaals seus Principj.*

3.4. TRAITE ELEMENTAIRE DE CALCUL DIFFERENTIEL ET DE
CALCUL INTEGRAL (1802) DE SYLVESTRE FRANCOIS
LACROIX

Sylvestre Francois Lacroix™® (1765-1843) va ser un destacat autor de Ilibres de text
matematics. El seu nom també valligat a del seu tutor i amic, Gaspard Monge (1746-
1818) i a la geometria andlitica. Els seus llibres de text van influir de forma important
durant uns cinquanta anys (de 1795 a 1845). Va tractar totes les branques de les
matematiques escolars i tots els graus d’escola, des de la secundaria fins a |’ educacio
superior. La seva obrava ser laque millor contribui a la constitucid de les matematiques
escolars a Franca. Lacroix es va comprometre a integrar les matematiques dins
I”educacio general. En general, s'inspirava en |’ obra d’ altres matematics. Per exemple,
el seu tractat de geometria descriptiva es basa en €l curs de geometria descriptiva de
Monge, al qual gjuda al’ Ecole Normale. El seu tractat sobre aritmética es basa en bona
part en e treball de Biot.)” Lacroix reconeix que el seu tractat sobre dgebra I’ha
completat amb notes i addicions de I’ gebra de Clairaut i també en part es basa en €
treball de Bézout.

L’ objectiu principal de Lacroix va ser donar una visio universal i coherent de les
matematiques, des de I’educacié secundaria fins a la superior, justament quan
S estableix per primer cop un sistema d’educacié genera i public (primer a Franca i,
més endavant, a Prissia). El cos del coneixement matematic estava mal organitzat i
dispers. Lacroix s'imposa la tasca de reestructurar-lo. Lacroix publica e monumental

Traité du calcul différentiel et du calcul intégral, primer tractat general sobre teoria i

> vegeu  capitol Italia.

16 |_es fonts biografiques consultades en aquest cas sén GILLISPIE (ed.) (1970), SCHUBRING
(1987) i O' CONNOR-ROBERTSON (1999).

7 \/egeu SCHUBRING (1987), p. 45.
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aplicacions del calcul infinitesima després de I’Introductio in Analysin Infinitorum
d’'Euler (1748). Es una obra clara, documentada i actualitzada sobre I'analis
matematica. El Traité de calcul différentiel et de calcul intégral recull els resultats
originals de diversos investigadors (Euler, Lagrange, Laplace, Monge, Legendre,
Poisson, Gauss, Cauchy...), apareguts de forma dispersa en publicacions de diverses
academies europees. El 1797 n’apareix € primer volum, dedicat a calcul diferencial. El
1798, e segon, que tracta € calcul integral. Finalment, el 1800, n’ apareix €l tercer, que
és un apéendix sobre calcul de diferenciesi series. Hi va haver una segona edicié en tres
volums el 1810, 1814 i 1819, respectivament.

Més endavant, el 1802, Lacroix publicael Traité élémentaire de calcul différentiel et de
calcul intégral. A diferenciadel Traité de calcul différentiel et de calcul intégral, és un
tractat elemental (0 manual) sobre calcul diferencia i integral, dirigit als seus alumnes
de I'Ecole Polytechnique. La part del Traité élémentaire de calcul différentiel et de

calcul intégral dedicada al calcul diferencial consta de les segiients seccions:

- Nocions preliminarsi principis de la diferenciacio de les funcions d’ una sola variable.
- De les diferenciacions successi ves.

- De la diferenciaci6 de funcions transcendents.

- Dela diferenciaci6 d’ equacions qualssevol amb dues variables.

- Recerca dels maxims i minims de les funcions d’ una sola variable.

- Dels valors gque prenen en alguns casos els coeficients diferencials, i de les
expressions que esdevenen 0/0.

- Aplicacio del calcul diferencial a la teoria de corbes.

- Recerca dels punts singulars de les corbes.

- Exemple de |’analis d'una corba.

- De les corbes osculadores.

- De les corbes transcendents.

- Dél canvi de la variable independent, o com canvia la diferencial que s ha pres per
constant, en un altraque no I’ és.

- Dela diferenciacio de les funcions de dues o d’ un nombre més gran de variables.

- Recerca dels maximsi dels minims de les funcions de dues variables.

- Nocions generals sobre I'aplicacié del calcul diferencial a la teoria de les corbes de

doble curvatura i de les superficies corbes.
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- En un apendix parla de diferenciesi series.

Amb el Traité élémentaire de calcul différentiel et de calcul intégral Lacroix no nomeés
sintetitza els resultats originals d' altres investigadors, sind que també els estructura i
“elementaritza’. Amb aquest darrer mot, Schubring designa I’andlisi dels elements del
calcul, com a camp conceptual, presentant-lo de forma ordenada i ben definida a partir
d' elements basics.’® Tot i que e seu treball conté poc material realment innovador i
original, Lacroix juga un paper molt important a I’hora de difondre les noves teories
matematiques degut ala seva claredat i sentit pedagogic.

Tot mirant I'index s observen diferéncies entre e Traité i € Traité élémentaire: e
Traité presenta un capitol d'introduccid, on s exposen les nocions generals sobre
funcions i séries (diferéncies i séries en un apendix del Traité élémentaire). A més a
mes, €l capitol tercer esta dedicat a les equacions algebriquesi el quart alateoriade les
linies corbes. En aquest darrer capitol primer exposa una visié general de les linies
corbes i després parla de la I'aplicacio del calcul diferencial a la teoria de corbes
(mentre que en el Traité élémentaire només n’ apareix I’ aplicacio).

Per qué va tenir éxit?

Lacroix va ser un reconegut autor de Ilibres de text del XIX. A més a més del Traité
élémentaire de calcul différentiel et de calcul intégral™® també publica, entre d'altres,
Traité éémentaire darithmétique (1797), Traité éémentaire de trigonométrie
rectiligne et sphérique et d’ application de I’ algébre a la géométrie (1798), Elémens de
géométrie (1799) i Complément des éémens d algébre (1800). Bensaude-Vincent es
questiona si I’ experiencia com a professor pot facilitar la tasca d’ elaboracio de tractats
elementals®® En Lacroix conflueix la seva experiéncia docent amb una extensa
produccio de llibres de text. Va ser professor de matematiques a |’ Ecole de Gardes de la
Marine de Rochefort, al Lycée de Paris, a |’ Ecole Militaire de Paris, a I’Ecole Royale
d’ Artillerie de Besangon, a I’ Ecole Centrale des Quatre Nations de Paris, a I’Ecole

Polytechnique...

18 \/egeu SCHUBRING (1987), p. 43.
¥ D aquesta obra apareix |a novena edici6 francesa el 1881.
20 \/egeu BENSAUDE-VINCENT (1990), p. 438.
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D’ altra banda va formar part del tribunal en el concurs convocat €l 1794 per escollir €l
millor llibre de text de cada assignatura. Es considerava que la prescripci6 de llibres de
text per part del govern central asseguraria“lalleialtat al caracter republicai I'aplicacio
uniforme del ‘bon metode’” (SCHUBRING (1987), p. 42). L’any seglent € propi
Lacroix s hi va presentar i la seva obra fou seleccionada. Segons Grattan-Guinness® el
nivell delsllibres de Lacroix estava per sota del nivell de penetracié d Euler i Lagrange.
Perd tingueren éxit perqué presentaven un compendi de les técnigues establertes en
I’época (“enciclopedisme”). Grattan-Guinness opina que les tradicions del 1800 es
mantingueren, enriquiren i estengueren, Mmes que no pas canviar de forma substancial.
Per aix0, la segona edicio del Traité de Lacroix és ampliada amb la teoria de
Lagrange.?? De fet, Lacroix fou I’Gnic autor francés, gairebé totes les obres del qual

foren traduides al’ alemany.?

A quin public anava dirigit?

Els textos que Lacroix publica estaven relacionats amb els diferents ensenyaments que
imparti. En particular, a I'Ecole Polytechnique Lacroix va utilitzar e seu Traité
élémentaire de calcul différentiel et de calcul intégral. Durant més de mig segle, amb

els seus textos va contribuir alaformacio dels matematics del X1X.%

Vatranscendir lesfronteresdela seva terra?

Per renovar |’ esperit cientific anglés, una de les primeres accions de I’ escola formada
per Babbage, Peacock i Herschel va ser traduir e Traité éémentaire de calcul
différentiel et de calcul intégral de Lacroix a I’angles (An elementary treatise on the
differential and integral calculus, 1816). El 1831 va ser traduit a|’alemany (Handbuch
der Differential-und Integral-Rechnung, traduccié de Baumann, de la quarta edici¢). El
Traité du calcul différentiel et du calcul intégral també es va traduir a |I’aemany

2 \Vegeu GRATTAN-GUINNESS (1997a), p. 30.

2 \/egeu GRATTAN-GUINNESS (1997a), p. 267.

2 \/egeu SCHUBRING (1996), p.367.

% En e capitol primer de la part del Traité dedicada al calcul diferencial, Lacroix considera que
és dificil explicar la naturalesa d' aquesta matéria als principiants. Perd Lacroix creu que es pot comencar
un tractat amb definicions, donant nom a les coses, designades clarament en termes coneguts.
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(Lehrbegriff des Differential und Integralcalculs, traduccié de P. Griison de la primera
edicig, 1799).

Quinarelacié té amb I’ Analyse?

Lacroix cita |’ Analyse de L’ Hdpital com a referencia en el capitol “Exposicié analitica
dels principis del Calcul Diferencia” del Traité du calcul différentiel et du calcul
intégral.

3.5. ANALISI COMPARATIVA DELSTEXTOS

3.5.1. COM EXPOSA ELSFONAMENTSDEL CALCUL?

Reyneau: Reyneau defensava €l calcul leibnizia. Hem de tenir en compte que Leibniz
transmeté moltes de les idees del seu calcul a Malebranche, que guda a propagar-les. |
Reyneau pertany a cercle de Malebranche. El seu llibre es publica després del debat
Rolle-Varignon (pero abans de |’ atac de Berkeley, 1734). Reyneau sembla defensar €l
calcul contra les dues critiques basiques de Rolle: lamanca de rigor logic dels conceptes
i principis fonamentals, i els resultats erronis als quals porta € calcul. En el prefaci de
I’ Analyse démontrée (punt 500), Reyneau justifica I’ existencia dels infinitament petits,
tot basant-se en que els Grecs també el s utilitzaven. Dues quantitats es poden considerar
iguals quan la seva diferencia és menor que qualsevol quantitat finitai determinada, per
petita que sigui. El cercle es pot considerar com un poligon d'infinits costats
infinitament petits. Reyneau fa referencia a Llibre X1l d’ Euclides. Afirma que, mentre
que €els Grecs felen servir les demostracions per reduccié a I'absurd, € calcul
(diferencia i integral) permet resoldre de manera curta i facil la major part dels
problemes de dificil resolucié mitjancant la geometria composta (ordinaria). També
parla de composicio de moviments generadors, en termes de velocitats. Reyneau afirma
que e principi del calcul diferencial serveix per demostrar sense calculs algunes
proposicions de la geometria composta. La quarta observacio de la primera seccié parla
de I’ exactitud de les demostracions, de la certesa de les resolucions trobades mitjancant

el calcul diferencia i integral. Una de les critiques de Rolle va ser que € calcul
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diferencia portava a resultats erronis quan es comparaven amb els resultats obtinguts a
partir d’ altres métodes. Reyneau afirma que el calcul té la mateixa exactitud geomeétrica
gue I’ antiga geometria, doncs els antics utilitzaven els infinitament petits a |’ hora de

demostrar un resultat, que s anul-laven al final de la demostracio.

Per trobar la regla de diferenciacié del producte, elimina dxdy per ser una quantitat

infinitament petita respecte xdy + ydx. L’ eliminacié de dxdy la justifica com havia fet
o , 1 1 . . 1 1
Newton. Substitueix X, y primer x—zdx,y—zdy, i després per x+§dx,y+§dy,

respectivament. Les dues expressions resultants es resten, donant lloc a xdy+ ydx.

D’aguesta forma Newton pensava que evitava els infinitament petits. Aquesta
“compensacié d'errors’ va ser una de les critiques de Berkeley a metode de Newton.

Als elements dx,dy també se li poden aplicar les regles algebriques. Només elimina

quantitats com dxdy, dx?, ... quan les compara amb dx, per exemple.

Bézout: El calcul diferencial estudiales variacions que pateixen les quantitats per arribar
a un estat de grandesa o un altre. Mitjancant el calcul diferencial arriba als mateixos
resultats que, per exemple, amb I’ Algebra, perd de forma més expeditiva. Aquest fet
I’ utilitza per justificar perque s eliminen quantitats de segon ordre respecte les de primer
(veure exemple, punt 30). Una quantitat és infinita o infinitament petita respecte una
altra, quan no és possible assignar cap quantitat prou gran o prou petita per explicar la
rad d’ aquestes dues, és a dir, el nombre de vegades que una conté I’ altra. No hi ha cap
quantitat tan petita o tan gran respecte d’ una altra, que no es pugui concebre unatercera
infinitament meés petita 0 més gran. Per exemple, si x ésinfinit respecte a (encara que no
es pugui assignar larad que hi ha entre ells), es pot concebre una tercera quantitat que,
respecte X, sigui com X respecte a. Dit d’'una altra manera, la quarta proporciona de
a:x:x: (que és infinitament més gran que x, ja que conté a).° Al revés, la quarta
proporciona de x:a::a:; ésinfinitament més petita que a, doncs esta continguda en a.
El producte de dues quantitats infinites o infinitament petites de primer ordre és
infinitament més gran o més petit que cadascun dels dos factors. Per exemple, si x és
infinit significa que conté una infinitat de cops la unitat, i xy conté unainfinitat de cops

25 \/egeu REYNEAU (1708), p. 165.
% Aqui laquantitat buscada ve indicada pel punt i coma
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y. Esadir: xy:y:x:1. L’ordre d infinit/infinitament petit ve marcat pel nombre de
factors infinits continguts en & producte, en la potencia... Si x és infinit respecte a,
aleshores a infinitament petit respecte x. Bézout diu que aixd en calcul s expressa
rebutjant dins I’ expressié algébrica on es troben aguestes quantitats totes les poténcies

de x inferiors ala més atai tots el's termes sense x (E pot ser eliminat, doncs esta per
X

sota de qualsevol quantitat).?’

La regla de diferenciacié del producte: € terme dydx s ha d ometre perqué és
infinitament petit de segon ordre i, per tant, infinitament petit respecte xdy i respecte
ydx, que son infinitament petits de primer ordre.

Lagrange: En laintroduccié de les Legons Lagrange comenta que, allo que comunament
es coneix com a cacul “infinitesima” o “transcendent”, en realitat és calcul de
funcions. El seu objecte és el mateix que el del cacul diferencial, perd a més serveix per
relacionar-lo amb I’ dlgebra. Exposa les dificultats dels enfocaments d’ altres estudiosos
de lamatéria: Leibniz i els infinitament petits; Euler i els “zeros’ (cas 0/0); Maclaurin i
D’Alembert i es limits quan les diferéncies s anul-len (cas 0/0 també; a més a més,
després d' assolir € 0 aquests limits podrien seguir decreixent i convertir-se en negatius;
critica laidea de tangent com a limit de secants, que recolzava D’ Alembert, perqué qué
impedeix la secant, un cop assolida la posicié de la tangent, no seguir endavant?);
fluxions (la determinacié analitica de velocitats també depen de la consideracio de
quantitats “evanescents’). Tots aquests enfocaments son, pero, diferents maneres de
considerar el mateix métode, bons per la seva generalitat i simplicitat, perd mancats de
I’evidéncia i €l rigor de les antigues desmotracions. La solucié que proposa Lagrange
son les funcions derivades, aparentment deslligada dels infinitesimals, limits, és un
objecte que obeeix determinades lleis algebriques; Lagrange es basa en el concepte de

funcié i de desenvolupament en serie de Taylor d’ unafuncio.

. .12
%" per corroborar que aguest fet porta a resultats congruents, considera la progressio 532

que es veu que va cap a 1. Segons €l fet que exposa Bézout, quan x s’ n vaal’infinit, la fraccio 1 és
X+
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Lacroix: Segons Lacroix (punt 60) I’origen del calcul diferencial és la geometria, tot i
gue després aguesta nova matéria hagi estat presentada des de diferents punts de vista.
Tanmateix, afirma que, sigui quin sigui I’origen del calcul diferencial, aguest sempre
descansa sobre un fet analitic preexistent a tota hipotesi. Aquest fet és que totes les
funcions admeten un limit de la rad dels seus creixements amb els de la variable de la
qual depenen. Diu que “el calcul diferencial és la recerca del limit de la rad
d’increments simultanis d’ unafuncié i de lavariable de laqual depén” (Lagrange, 1802,
punt 5). Aixi com I’ objecte de I’algebra és una quantitat considerada en ella mateixa,
I’ objecte de I’analisi és una quantitat que passa per diversos estats. Aquests estats son
observables a partir de les funcions. Lacroix defineix el coeficient diferencial i
I'identifica amb ¢ limit de la rad.® Amb notes a peu de pagina justifica e calcul

leibnizia en termes de limits.?®

Corba com a poligon

A partir de poligons inscrits i circumscrits amb costats que disminueixen infinitament,
Reyneau identifica el cercle amb un poligon d'infinits costats, infinitament petits. De
fet, s u ésun arc de corba, du és un linia recta infinitament petita que coincideix amb la
corba i amb la tangent a la corba. Bézout també defineix la tangent a partir de la
representaci de lalinia corba com un poligon d'infinits costats infinitament petits (punt
30).% En canvi, Lacroix comenta que es pot entendre la corba com el limit de tots els
poligons inscrits, és a dir, com un poligon d'infinits costats.** En una nota afegeix que
aguest, aproximadament, és el punt de vista de Leibniz. Pero que la diferénciaradica en
qué, mentre per a Lacroix € limit dels poligons és la corba, per a Leibniz e limit és un

poligon d'infinits costats infinitament petits.3* De fet, en els punts 84 i 85, demostra que

igual a =, ésadir, igud al.
X

% \/egeu LACROIX (1802), punt 4.

% Vegeu, per exemple, LACROIX (1802), punts 7 i 63. Al Traité Lacroix també presenta
I’origen analitic que Lagrange ha donat a calcul diferencial, independent dels infinitessmals. Vegeu
LACROIX (1797-1800), punt 8. Quant al’infinit i I"infinitament petit, Lacroix diu que una quantitat gran
pot ser superada tants cops com es vulgui (idea d'infinit). Una quantitat petita mai no és tan petita que no
€s pugui trobar una altra encara més petita (idea de quantitat infinitament petita).

% Lagrange, a la Théorie, defineix la tangent des de diversos punts de vista Un dels quals
presenta la tangent com la prolongacio dels costats infinitament petits de la corba, considerada com a
poligon d'infinits costats.

3 Defet, a Traité Lacroix presenta la tangent com a prolongacié d’ un d’ aquests costats.

% Vegeu LACROIX (1802), p. 78, en nota a peu de pagina. A partir del punt 285 del Traité
Lacroix explica els mateixos resultats obtinguts abans, considerant ara la corba com € limit del poligon.
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un arc petit de corba es pot identificar amb |la seva corda (és a dir, que larad de I’arc

amb lacordaté limit 1) i d’ aquesta manera, troba la diferencial del’ arc.

Variable

Reyneau: Defineix variable com aquella quantitat que augmenta o disminueix
insensiblement en la formacié de linies i figures. | constant com la linia que ni
augmenta ni disminueix, que resta igual mentre les altres canvien. Distingeix entre “una
quantitat variable composada només de x,... i suposada igual a 'y’ i “equacio d una

corba’, ésadir, entre equaci explicitai equacio implicita, respectivament.

Bézout: Parla de guantitats variables, que es consideren com creixents per graus
infinitament petits. Per contra, una constant és agquella quantitat que conserva sempre €l

mateix valor.

Lagrange: Parla de “funcié d’una o més quantitats (o variables)” perd no la defineix
explicitament.

Lacroix: Segons Lacroix una variable és una quantitat que canvia o que pot canviar. En

canvi s la quantitat conserva sempre el mateix valor S anomena constant.

Funcié

Lagrange: Tant en les Legons com a la Théorie, Lagrange defineix una funcié d’'una o
més variables com tota expressio de calcul en la qual totes les quantitats entraran d’ una
forma qualsevol, barregjades 0 no amb d’ altres quantitats considerades com posseidores
de valors donats i invariables, mentre que les quantitats de la funcié estan obligades a
poder assolir tots els valors possibles.® La seva definicié coincideix amb la que déna
Euler al’Introductio in analysin infinitorum.* La forma que adopta Lagrange per ales
seves funcions és el desenvolupament en serie de Taylor. També déna uns quants

exemples de com escriure x com a funcid dey, s y és funcio de x. Nota les funcions
f(x), F(x), f (X y)..

% L AGRANGE (1800), pp. 10-11.
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Lacroix: En el Traité élémentaire comenta com el canvi (increment/decrement) sofert
per una quantitat (o quantitats) queda reflectit en quantitats dependents d’ aquesta. En €l
punt 2 explica que per expressar que una quantitat depén d’una o de diverses quantitats
(bé per qualsevol operacio, bé per relacions impossibles d'assignar algébricament),
I’ existencia de les quals ve donada per certes condicions, es diu que la primera és funcio
de les altres.® Diferencia entre funcié donada de forma implicita i funcié donada de
forma explicita. No cal tenir equacié per definir una relacié implicita entre quantitats.
Per exemple, €l sinus és una funcié implicita de I’arc, tot i que no hi hagi equacio
algebrica que els relacioni (aix0 també ho expressa en e primer punt del Traité
élémentaire). També exposa € cas en gque, donada y = y(x), tant x com y S expressen
en funcié d'una tercera variable, z (el diferencial d’ aguesta darrera variable es pren

constant al” hora de fer derivacions successives).

Diferencia

Reyneau: Després de la segona suposicio (punt 514), defineix la diferéncia (d) com
I”augment o decrement infinitament petit que experimenta una variable. La diferencia és

infinitament petita respecte la quantitat finita de la qual prové.

Bézout: Per coneixer €l valor dels creixements de les quantitats variables, s'’ha de
determinar € valor de la quantitat en un instant qualsevol, i € valor d aquesta mateixa
quantitat en I'instant que segueix immediatament. La diferéncia dels dos valors és €l
creixement o disminucié que pateix la quantitat. S anomena diferéncia o diferencial de
la quantitat. Es infinitament petitai es nota dx.

Lacroix: Defineix diferénciacom f(x+h)— f(x).

* Vegeu e capitol dedicat a Euler.

% A laintroduccié del Traité defineix funcié com una quantitat, el valor de laqual depén d'unao
més quantitats (conegudes o desconegudes), i a través d’ operacions es passa d' aquestes Ultimes a la
primera. Vegeu LACROIX (1797-1800), p. 2.
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Diferencial

Lacroix: La diferencial és e primer terme de la diferéencia, i avisa que no s han de

confondre el's conceptes de diferéncia i de diferencial.
Limit

Lagrange: Tot i no defensar la teoria dels limits, Lagrange defineix tangent com la
secant, €ls dos punts de tall de la qual amb la corba es reuneixen en un de sol. O de
corbes asimptotiques, que es van apropant continuament, a mesura que X tendeix a

infinit, sense arribar atocar-se mai.

Lacroix: Explicitament Lacroix no defineix € limit a Traité élémentaire. Si que ho fa,
pero, a Traité, on considera que € limit (o frontera) no pot ser assolit per la quantitat ,
gue s apropa tant com es vulgui. Aixi doncs Lacroix considera €l limit en € sentit de
D’ Alembert.®

Teorema de Taylor

Lagrange: en la segona Ilico de les Legons parla del desenvolupament en série d’una
funcio d'una variable, quan s atribueix un creixement a aguesta variable (perd no

esmenta “Taylor").®” Sigui f(x) unafuncié dex. Si en lloc de x escrivim x+i (i una
quantitat indeterminada qualsevol) i calculem f(x+1i), per lateoria de séries obtenim:
f(X)+ip+i2q+isr+...,
onp,q,r, ... son noves funcions de x, derivades de la funcio6 primitiva f (x) . Laforma
dep, q, r, ... només depéen de f(X). Suposem que X passa a ser X+ 0, On 0 éS una
quantitat indeterminada i independent de i. La funcio f(x+i) esdevé f(x+i+0).
Substituint i a desenvolupament en serie de f(x+i) per i+o0 sobté €
desenvolupament en serie de poténciesde i +0:
f(X)+(@{+0)p+(i+0)°q+(i +0)°r + (i + 0)*s...=

= f(X)+ip+i?q+i’r +i*s+..+o0p+2iog+3ior +4ios+... (I)

% En parlar de limit remet las seus Elémens d’ Algébre. Vegeu LACROIX (1802), punt 4.
3" Vegeu LAGRANGE (1800), pp. 15-17.
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A continuacio, a la mateixa serie fa la substitucié de x+0 en lloc de x. Aleshores la
funcié esdevé f(x)+op+... Sip,q,r,.. passen aser:

p+ip+....q+iq-+...,r +ir'+..
quan en lloc de x tenim x+i. En desenvolupar p, q, r,... Segons potencies de i es té,
canviant i per o, per las desenvolupaments de les mateixes funcions després de la
substitucio de x+ 0 enlloc de x:

p+o0p+...,q+0d+...,I +0r'+...
Aixi lasérie f(x)+ip+i%q+... esdevé:
f(X)+ip+i2q+i’r +...+ op+iop+iZoq+idor'+...,
expressio que ha de coincidir amb I’ expressié (1), amb independencia dels valors dei i
deo. Llavors:
20=p'3r=q.4s=r',...,
d on es dedueix:

=2p.r=2q,s=>r
2 1 3 1 4 L |

onpés f'(x), derivadadelafunciéo f(x), p' é f'(x), laderivada de la derivada, o
derivada de segon ordre, etc. D’aguesta forma justifica que la féormula del
desenvolupament de f (x+1i) és:
f(x+i)=f(X)+if "(X) +E f'(x) +i fr (X)) +...
2 2-3

Demostra pergue el's exponents de les potencies de i només son enters i no fraccionaris
(p. 14): la presencia d exponents fraccionaris implicaria que f(x) tindria diversos
valors que, combinats amb els de |a poténcia fraccionaria, farien que f(x+1) tingués
més valors que f(X), laqual cosa seria absurda. També demostra perqué els exponents
de les potencies de i no poden ser negatius (p. 15): si n’hi hagués, quan i fos zero llavors
f(x+i), és adir, f(x) seria infinit, la qual cosa només es pot donar per valors
particulars de x, i ho per atots els valors possibles de x. ES preocupa per la convergencia
de lasérie, tot i que de vegades no gaire correctament.® A lanovenallicé avalual’ error
comes en tallar la serie a partir d’ un determinat terme; avalua els limits entre els que es

troba |’ error comeés, perd no en dénalaformula. Si p, q son elsvaorsde x+i que fan

% Per a Lagrange, totes |es funcions eren desenvolupables en série de poténcies. Vegeu |’ apartat
dedicat aLagrange dins del capitol Introduccio: context historic i institucional del present treball.
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minima i maxima la derivada f*(x+i) (semprei quan ni f#(p) ni f*“(q) siguin
infinit), aleshores la quantitat f(x+1i) estrobaentre
i2 i“

. " I U :
f(x)+if (x)+5f (x)+...+mf (p) i

- i2 ) j “ P
f(x)+if (x)+5f (x)+...+mf ().

Lacroix: A partir de les diferencies successives dedueix el desenvolupament en série de
poténcies d’ unafuncio, que diu que es coneix com ateorema de Taylor (punts 20-21 del
Traité élémentaire): per justificar-ho estudia el desenvolupament de lafuncié en x+h,
primer considerant x constant, h variable, després al revés (aprofitant que ja havist com
diferenciar poténcies).® En e punt 62 aprofita la formula de Taylor per donar
I’ expressi6 dels costats del poligon que equival ala corba (aproximacio lineal).

Funci6 derivada®

Lagrange: Els coeficients obtinguts en desenvolupar en serie una funcié son les
funcions derivades de la funcié (primitiva). Lagrange fa referencia a la “primera
solucié” de Newton.** A la sisenalecon presenta les funcions derivades de |es quantitats
compostes de funcions d una mateixa variable, o dependents d’ aguestes funcions a
través d' equacions donades. Si p ésfuncié dexi y= f(p), aeshores y'= p' f'(p) (és
adir, treballa amb la regla de la cadena). La legon setenatracta el cas de y funcié de X,

on x ésfuncid det, i com s expressay en funcié det, i laderivada dey respectet és l .
X

Si volem trobar la derivada respecte x només cal substituir en aguestaformula x'=1.

% En e Traité, per obtenir el teorema de Taylor utilitza el mateix raonament que Lagrange:
desenvolupa f(x+k+k'), primer en poténcies de k', després en poténcies de (k+k'). A partir del
desenvolupament no sempre es troba €l valor de la funcié. S ha de tenir en compte la convergéncia
(segons D’ Alembert). Grattan-Guinness comenta que en els llibres de Lacroix ja es comenca aformular la
convergéencialdivergéncia de series i a parar atencié a la suma terme a terme, aixi com en les Lectures
Notes de Fourier i en els quaderns de Gauss. Vegeu GRATTAN-GUINNESS (1997a), p. 71. Al Traité
Lacroix enuncia el teorema de Taylor per a funcions de dues variables. Vegeu LACROIX (1797-1800),
punts 33 i 34.

“O Al Traité Lacroix explica que s ha de parar especial atenci6 als coeficients que acompanyen
les poténcies de la série (que son les funcions f'(x), f''(X),...), perd no parla de funcions derivades.
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Coseficient diferencial

Lacroix: En € punt 5 del Traité élémentaire Lacroix afirma: “el limit de la rad dels
creixements, o coeficient diferencial, s obté dividint la diferencial de lafuncio per lade
la variable; i reciprocament s obtindra la diferencial multiplicant € limit de la rad dels
creixements, o coeficient diferencial, per la diferencial de la variable”. En una nota
explica que és sobre aquest principi que Leibniz funda el cacul diferencial, considerant
les diferencials com a diferencies infinitament petites. Comenta que hi ha casos en qué
és més facil trobar e coeficient diferencia que la diferencial. Una formafacil de trobar
el coeficient diferencia és substituir x+dx en lloc de x i desenvolupant la funcié en

série de poténcies.”?
Ordre superior

Reyneau: Tracta les diferéncies d ordre superior, no tractades pels antics geometres
(punts 543-547). Reyneau justifica aguesta mancanca dient que en els problemes
plantejats no eren necessaries. Com que una quantitat és divisible fins al’infinit, primer

€es pot considerar una progressié geomeétrica —a, b, c,e..., on a és una quantitat finita, b

“ g x, y fossin funcié d’'una tercera variable, llavors en lloc de y' s hauria d escriure l
X

(qUesti6 vistaa punt 50, de la primera part de la Théorie, i també en les Lecons).
“2 En d Traité (punt 92) demostra la identitat del coeficient diferencial amb el limit de la rad.

Sigui u=u(x) funcié6 de x. Quan x passa a ser x+h, la funcié esdevé u+ ph+qgh?+rh+.....
K

Aleshores % = p+gh+rh?+... Quanki h desapareixen, el segon membre de I’ equacié no desapareix, és
igual ap. El terme p (que és & primer coeficient diferencial) és el limit de % . Aquest terme és una nova

funcié, que esdevé p+ p'h+qh?+... quan x passaa ser x+h. Llavors £= p+q'h+.... Quan h, k'
—_— h
desapareixen, € segon membre de I'expressié no, i ésigual a p'. El terme p' (segon coeficient

diferencial) és € limit de % | aixi successivament. En el punt 96 adverteix que, tot i que % €s una

indeterminaci®, aixo no vol dir que larad % ho sigui (quan hi k s'anul-len). El que passa és que € limit

d’unarad no s ha d entendre com a ra6 de limits, sSin6 com un quantitat que es pot fer tan petita com es
vulgui. Dona les férmules de transformacio per trobar el coeficient diferencial de x = x(y) si esconeix €l

coeficient diferencia de y = y(X) .
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és la diferencia primera (infinitament petita respecte a), ¢ és la diferencia segona,
respecte la primera diferencia b (infinitament petita respecte b),... De forma que la rad
dels dos primers termes a, b regna a tota la progressié. Es té una progressio de
diferencies primeres, segones, etc. en desenvolupar la poténcia del binomi

n

nxn-1

€S una quantitat finita, dx
1x2

n _ —
x+dx = x"+nx"tdx+ x"2dx? +..., on X

correspon a la diferéncia primera, dx® correspon a la diferéncia segona, etc. En

geometriatambé es pot generar una progressio geometrica d’ aquest estil.

L. b

Figural

Sigui ED I'ordenada d'una circumferencia, tan petita que és una diferéncia a punt
d anul-lar-se i propera a diametre AB. AD és a la diferéncia primera ED, com ED és a
DB, que en conseguéncia és infinitament petit respecte ED. Si es considera ED €
diametre d'un cercle, es pot concebre diferencia tercera,.... També justifica la
possibilitat de formar diferencies segones, terceres,... atenent ala generacio de linies i

figures pel moviment.

Figura2

Si I’ordenada BC es mou paral-lelament al’eix AB, i C esmou al llarg de BC, aleshores
C descriu una corba AC. Defineix les diferencies segones a partir de la consideracié de
les parts de corba infinitament petites descrites pel punt C en dos instants consecutius.
Mentre que e moviment de BC sobre AB és uniforme (que equival adir dx constant), el

del punt C en dlunyar-se de |’ eix AB és continuament accelerat o retardat. Si ens fixem
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en un tercer instant, podem definir la diferenciatercera,... Les expressions del tipus ddx,
dxdy, dx® , ... son diferéncies de segon génere; d®x, dx®, ... sdn de tercer génere, etc.

Eleccio de la progressio: En treballar amb diverses variables que augmenten o
disminueixen a I'hora, normament es considera una d'elles amb creixement o
decreixement (diferencia constant), doncs hi ha casos on €els calculs resulten més facils
segons quina diferéncia es prengui com a constant (per exemple, férmula del radi de

curvatura).

Bézout: Del punt 18 a 21 parla de les diferencies d’ ordre superior. ES considera la
variable augmentant per graus desiguals, la diferencia dels quals és infinitament petita
respecte als propis creixements (que és la diferéncia segona, ddx, infinitament petita
respecte dx). Els termes ddx i dx? sn infinitament petits de segon ordre, perd no sén
iguals. Per determinar les diferéncies segones, € que és natural és considerar la
quantitat variable en tres estats consecutius, infinitament propers. S ha de prendre la
diferéncia del segon amb €l primer, i la del tercer amb e segon. Aleshores, s'ha de
prendre la diferéncia d' aquestes dues diferéncies. En una nota (pagina 19) parla d’una
dificultat que es presenta en estudiar ordre superior. Quan es determinen les diferéncies
primeres, es rebutgen les quantitats infinitament petites de segon ordre. Pero les
diferéncies segones també son infinitament petites de segon ordre. Es pot témer que €
gue s ha rebutjat abans no deixi defectuoses les segones diferencies? La resposta de
Bézout és negativa, perque els infinitament petits que s han eliminat, en diferenciar-los,
només poden donar infinitament petits de tercer ordre, que s han d’ eliminar respecte la
diferéncia segona (que és un infinitament petit de segon ordre).

Eleccio de la progressio: Bézout comenta que en € calcul on entren diverses variables,
es pot suposar constant la diferencia primera d'una d' elles (suposicié permesa, donat
que sempre es pot prendre una de les diferencies primeres com a terme fix, respecte les
altres). Aquesta suposicié simplifica els calculs, ja que si dx és constant, aleshores
ddx = 0. Per a calcul de diferencies successives, si una de les diferencies primeres s ha

pres constant, s’ ha de considerar constant a tota la resta de diferenciacions.

Lagrange: Les derivades dordre superior son els diferents coeficients del
desenvolupament en série de potencies de la funcid. Les derivades d ordre superior

tornen a ser funcions. Per trobar-les, el més simple és derivar successivament f', en



Franca 101

aix0 “consisteix I’esséncia i I’ agoritme fonamental del calcul de funcions derivades’.*®

7

f' ésladerivadadef, f' ésladerivadade f', etc. Pero hi ha casos on la consideracio

immediata de termes successius de la série fa més facil i directe trobar les derivades
successives (sempre i quan e desenvolupament en série no es compliqui massa). A la
tercer lecon parla de la relacio entre els coeficients del desenvolupament de la poténcia
del binomi i les derivades d’ una potencia. De fet, amb ala plana 25 demostra la férmula
del binomi.

Lacroix: Dels punts 17 a 22 tracta les diferenciacions successives. El coeficient

diferencia és una nova funcié de x, de la qual es pot tornar a estudiar el seu coeficient

diferencial. Esadir, s p= % (considerant primer dx constant) aleshores g = ? gue
X X
és el coeficient de p, o coeficient de segon ordre de u. Com que d(du) = ddu =d?u i
2
du = pdx, llavors d?u=dpdx=qdx? i, en conseguiéncia q:%. Més endavant
X

(punt 116), donades x, y tals que y = y(X), pren un tercera variable z, de manera que
Xx=X(2), y=y(2). Aixi podra expressar els coeficients diferencials sense haver de
considerar dx constant, és a dir, fent variar tant dx com dy.** A partir de la diferenciacio
successiva justifica el desenvolupament en série d'una funcié. Els diferents ordres
d'infinitament petits de Leibniz els justifica sota la idea de limit (nota del punt 63 del
Traité élémentaire).* Al punt 20 del Traité éémentaire també comenta la relacié entre
els coeficients de la potencia del binomi i e desenvolupament en série de potencies

d unafuncio.

3 Vegeu LAGRANGE (1800), p. 55.

“ Vegeu I’ apartat Del canvi de la variable independent, o com canvia la diferencial que s ha
pres per constant, en un altraqueno I’ésaLACROIX (1802), pp. 143-151.

** En e Traité (punt 10) exposa amb més detall I’ obtencié de la diferenciacié successiva,
mitjancant I'estudi de les diferénciesdef, de f', de f'', etc. (dx constant). Observa que I’ exponent del
primer terme del desenvolupament de I'ordenada i de les diferéncies, coincideix amb I'ordre de la
diferencial. A lapractica, per trobar f', f'',... no ca desenvolupar f completament, només fins a segon

terme (corresponent a f'). Aleshores, com que f' també és unafuncid, si la desenvolupem fins a segon
terme trobem f'', etc. Quant a I'eleccid de la progressio, fent referéncia a Leibniz, Lacroix parla del

problema de la indeterminaci6 del diferencial d'ordre superior degut a la progressio escollida. Lacroix
posa com exemple qué passaria si en lloc de dx constant es considerés € triangle caracteristic com
equilater.
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Diverses variables

Bézout: Exposa com trobar maxims i minims en el cas de diverses quantitats variables

(com, per exemple, aspunts51i 52)

Lagrange: A lalli¢cé dinovena tracta funcions de diverses variables independents. Les
funcions presenten diferents funcions derivades, relatives a les diferents variables
independents. Aquestes derivades es generen a partir del desenvolupament de la funcio
primitiva, donant a cada variable un creixement particular.*® Primer treballa amb

funcions de dues variables independents, f(x,y). Quan X iy Sincrementeneniieno

respectivament, desenvolupem f(x+i,y+0) en funcié de i,0,i%,io,0%,i3,..., amb
diferents funcions derivades, unes relatives ax, d' atres ay, d altres en part relatives a x
i en part relatives a y. Primer considerem només x com a variable (y constant) i

desenvolupem f(x+1i,y), com s es tractés d' una funcié d'una Unica variable, x. A
continuacié, en lloc dey considerem y+o0 (ésadir, aray com avariable i x constant) i
obtenim €& desenvolupament de f(x+i,y+0). Sobté el mateix resultat s primer

agafem y com avariable i després x, és a dir, per a Lagrange les derivades creuades son
sempre iguals, no té en compte les condicions del teorema de Schwarz . La notaci6 que

faservir: f",f'"... respectex; f'', f'"... respectey. En general, els apostrofs abans de
la coma indiquen derivacio respecte x i els de després, derivacio respecte y. Opina que
aquesta notacio és millor que la que apareix ala Théorie: tracos superiors per indicar les
derivades respecte x ( '), tragos inferiors per indicar les derivades respectey ( f,). | les
operacions indicades abans i després de la coma son absolutament independents entre

elles, porten al mateix resultat, sigui quin sigui |’ ordre al’ hora de derivar respecte x i y.

Lacroix: Exposai justifica la diferenciaci6 parcial d ordre superior igual que Lagrange.
També com Lagrange, com que el procés és analeg prenent primer x com a constant i

2 2 3 3
fent variar lay, arriba a la conclusié de que du = d u’ d u2 = dzu ... Per tant,
dydx dxdy dydx dx“dy

tampoc no té en compte les condicions del teorema de Schwarz. La diferencial d' una

“ |agrange pensa que si els inventors del calcul diferencial haguessin tractat les funcions
derivades, no hauria passat mig segle entre el descobriment del calcul diferencia i €l de les diferencies
parcias. Vegeu LAGRANGE (1800), p. 299.
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funcio de diverses variables, a partir del desenvolupament en serie de

f(x+hy+k)-f(xy), é df (x, y):du=$dx+$dy. A partir d'aqui es poden
X y

treure els diferents coeficients. Avisa que no s ha de confondre % el coeficient
X

diferencial de u=u(x), amb %% les parcials de u =u(x, y) . Parla de les diferents
X ay

notacions a respecte (Euler, Fontaine,...). També treballa amb e cas d equacions

implicites.

Diferenciacid/ I ntegracio

Reyneau, Bézout, Lagrange i Lacroix consideren el calcul integra com el cami invers
del calcul diferencial. Reyneau remarca (punt 546) que, si la quantitat finita és constant,
no hi ha diferencia. Per aquesta rad, per tornar a la integra d'una diferencia, s ha
d afegir una constant. Lagrange observa que la funcié derivada d’una funcié primitiva
és unica. Al revés, pero, no hi ha unicitat: donada una funcio derivada, pot correspondre
a diverses funcions primitives, que difereixin en una constant. Lacroix fa la mateixa

observacio. Reyneau parla de series en relacio alaintegracié aproximada.
Derivacio implicita

Lagrange i Lacroix mostren com trobar la funcio derivada o € coeficient diferencial,
respectivament, en e cas en que la relacié entre variables vingui donada per una
expressio implicita. A la plana 53 de les Lecons de Lagrange, apareix |’expressio
F(y,x)=0,0n y=2z(x).Lagrange derival’equacio: y'F'(y)+ F'(x) =0, i d agui obté
_ F'(

y=-—
F'(y)

V =0 amb dues variables x, y. Considera, per exemple, y com afuncio de x. Fent servir

. En @ punt 38 del Traité élémentaire Lacroix presenta les equacions

ladiferencial del’equacio i que dy = pdx, troba el valor de p.
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Tangents

Reyneau

Definicio: Sigui Cc part infinitament petita de corba ACc, que també és part
infinitament petita de latangent ala corbaen C. (pag. 172).

Determinacio de la tangent

Per justificar la formula de la subtangent es basa en la semblanca del triangle
caracteristic (a partir de dues ordenades infinitament petites) i €l triangle de costats
I”ordenada, la subtangent i la tangent. Calcula els segments associats a la tangent, la
subtangent, la normal, la subnormal.... En el punt 554 presenta algunes aplicacions del
calcul de tangents: 1) com que la tangent és una porcié de corba infinitament petita,
I’angle entre dues tangents infinitament properes és igual a I’angle format per les
corresponents porcions infinitament petites de la corba; 2) a partir de les tangents en tots
els punts es pot estudiar la concavitat/convexitat; 3) si la tangent és paral-lela a les
ordenades, aleshores la diferéncia de x és nul-la, i si, en canvi, la tangent és paral-lelaa

les abscisses, ladiferénciade x ésinfinita; 4) larelacio entre tangentsi extrems.

Bézout

Definicio: En el punt 30 considera la tangent com la prolongaciéo d'un dels infinits
costats infinitament petits de la corba (com a poligon).

Determinacio de la tangent

Arriba a la formula de la subtangent també basant-se en la semblanca del triangle

caracteristic (infinitament petit) i e triangle finit format per I’ ordenada, la subtangent i

dx . - . .
la tangent. Comenta que & s obté de I’ equacio de la corba (on entren x, y i quantitats
y

constants). Considera tambeé el cas en quée quan x augmenta, y disminueix. Aleshores, la
tangent en lloc de caure del costat de I’ origen de les abscisses, respecte I’ ordenada, cau
del costat oposat. Aixi es pot prendre la mateixa formula per a la subtangent, i tenir en
compte que S és negativa indica que s ha de portar €l seu valor del costat oposat de

I”origen. En el punt 32 diu que ? expressa la tangent de I’angle que la corba forma en
y

cada punt amb I’ ordenada. | que % representa la tangent de |’ angle que formala corba
X
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amb |’ eix de les abscisses. Ho justifica a partir de triangles rectangles, prenent radi igual

1 alestaules [trigonometriques).

Lagrange

Definicié: La tangent és una recta que presenta un punt comu amb la corba, de manera
que no existeix cap altrarecta pel mateix punt entre la corbai la recta donada.*’
Determinacio de la tangent

A la novena legon estudia qué passa quan € desenvolupament en serie d’una funcio es
tala a patir dun determinat  terme® En  particular, sigui
2

f(x+i)= f(x)+if'(x)+|3f"(x)+.... i prenem |’equacié de la recta de pendent
f'(x), z=f(X)+if"(X). Els dos primers termes del desenvolupament de la funcio

coincideixen amb els dos termes de la recta. Aquesta és larad per la qual no passa cap

meés recta entre la corba i latangent. La subtangent t verifica que Ty =f'(x).®

4" En la Théorie Lagrange també exposa la definicié de tangent des dels dos punts de vista
seglients: 1) Segons els antics gedmetres, la tangent és la recta que té Gnic punt comd amb una corba, de
manera que entre larecta i la corba no es pot tragar cap atra recta per aguest punt. 2) Des que les corbes
son estudiades analiticament, la tangent es pot entendre com una secant, els dos punts d'interseccié de la
qual es reuneixen en un de sol. O bé, la tangent és la prolongacié dels costats infinitament petits de la
corba, considerada com a poligon d'infinits costats. També es pot considerar latangent com a direccié del
moviment composat, generador de la corba.

“8 El titol de la novena legon entre altres temes inclou “manera rigorosa d’introduir les funcions
derivades en la teoria de corbes’. Es en aquesta llicd precisament on parla de la tangent i del cercle
osculador.

“* En el primer capitol dela Théorie exposala“teoria de les tangentsi dels contactes de diferents
ordres, segons €ls principis de la geometria antiga’. Siguin dues corbes amb un punt en comi. La
distancia entre les corbes és més petita si |a primera derivada coincideix. De forma que cap atra corba no
pot passar entre les dues corbes inicials, llevat que la seva primera derivada també coincideixi. La
diferencia entre les dues corbes inicials és més petita encara si les segones derivades coincideixen, i aixi
es pot generalitzar aquest resultat per a ordres superiors. Aquesta és la idea que s ha de tenir sobre els
diferents graus d'aproximacid de corbes, comunament anomenats de “contacte’, “osculacié”, ... En €
segon capitol tractalatangent. Pren unacorba y = f (x) i unarecta q= F(p) =a+bp que tenen un punt

en comi i la primera derivada coincideix. D’aqui obté I'equacié de la recta tangent:
g=(f(x)—xt'(x))+ f'(x)p. Demostra que entre aquesta rectai la corba no pot passar cap altra recta pel

punt comd. El terme b és la tangent de I'angle que forma la recta amb |'eix. L’ expressio —% és

|” abscissa corresponent a punt on larectatalal eix. Aixi, x+3=ll és |’ equacio de la subtangent. De

manera analoga troba les equacions de la normal i la subnormal. En particular, demostraque s y' ésla
tangent de I'angle format per la tangent i I'eix, aleshores —i. és la tangent de I'angle de la seva
y

perpendicular.
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Lacroix

Definicio: Latangent és el limit de les rectes que toquen la corba en dos punts.
Determinacio de la tangent

En la seccié del Traité éémentaire dedicada a |’ aplicacié del calcul diferencial a la
teoria de corbes Lacroix afirma que “les consideracions geometriques proven de forma
evident que larelacio dels creixements d’ una funcié i de la seva variable és en genera
susceptible de limits” (LACROIX (1802), p.76). Larad de I’ ordenada de la corba amb
la seva subtangent correspon al coeficient diferencial de lafuncid. A partir de triangles
semblants, considerant dues ordenades, una de les quals s apropa sense fi al’atra, obté
la subtangent. També déna la férmulade la subnormal i de lanormal. Lacroix troba més
comode i elegant tractar amb les equacions de la tangent i la normal, trobades com fa
Lagrange igualant |’ ordenada en un punt i e primer coeficient en el desenvolupament
en serie d’una corba i d’una recta (punt 67). Identifica e coeficient diferencial amb la

tangent deI’angle. Si % = o0, |"ordenada és tangent, aixo respon a un limit de la corba
X

en e sentit de les abscisses (tret del cas de punt d’inflexio). S % =0, latangent és
X

paral-lelaal’eix d abscisses.™ Entre d' atres aplicacions del célcul de tangents, resol el
problema de tracar la tangent a una corba per un punt determinat (punt 68 del Traité
élémentaire, punt 242 del Traité); tracar la tangent a una corba que sigui paral-lelaauna
recta donada (punt 69); tracar la tangent, donat el coeficient diferencial (punt 243 del

Traité); ... >

0l cas ;ﬂ :% correspon a diverses tangents per un punt. Vegeu LACROIX (1797-1800), p.
X

164.

L A I'apartat Teoria de les linies corbes, dins del capitol quart del Traité, Lacroix (com
Lagrange) demostra que, entre la corba i la seva tangent en punt, no pot passar cap altra recta per aquest
punt.
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Asimptotes™
El punt 71 del Traité éémentaire (i punt 247 del Traité) tracta les asimptotes, com a cas
extrem de tangent: el punt de contacte s allunya infinitament. En el punt 72 dedueix les

asimptotes horitzontalsi verticalsfent y=0 i x =0, respectivament, en I’ equaci6 de la

tangent.
Extrems

Reyneau

Definicio: Punts 555-559 treballa amb maxims i minims. En la part concava de la corba,
s les ordenades y primer augmenten, arriben alay més gran, i després, disminueixen.
En la part convexa, les ordenades y disminueixen fins a la'y més petita i després,
augmenten. Aquesta definicié és validatant per ay, com per ax.

Caracteritzacio dels candidats i justificacié

A continuacio estudia les férmules per trobar els maxims i minims de la corba (tant per

ax, com per ay):

- perax Q:E, ésadir, dy infinitament petit respecte dx,
dx dx
- peray: %:%y ésadir, dy infinit respecte dx.
X

O simplement, dy=0 i dy=o0. Aquest fet esta justificat perque en aquests punts la
tangent és paral-lelaals eixos.

Naturalesa dels extrems

Aleshores, per distingir si €s un maxim o un minim, estudia el creixement/decreixement

de la subtangent. En la remarca Il (punt 554, dins |’apartat d'Us de les tangents)

%2 Al capitol segon de la segona part de Théorie, Lagrange defineix asimptota. Sigui y = f (X),

el desenvolupament de f(}) és Ai* + Bi*t + CiM“* 4 .. Sigui unaatrafuncié, y = F(x), tambées
i

desenvolupa F(}j Si s primers termes de f(}) i F(}] coincideixen, es pot prendre i prou petit de
[ i i

manera que cap atra corba passi entrefi F, en x= 1 Al llarg del seu text es troba aquesta expressio
[

diversos cops, tot i indicar en €l titol de la seva obra que la teoria exposada esta “lliure de la consideracio
dels infinitament petits o de quantitats evanescents’. La corba y=Ax"*, 0 y=Ax"* +Bx*#, etc.

S anira apropant continuament a |’ altra corba a mesura que x tendeix ainfinit, sense arribar atocar-lamai,
de forma que arribara un terme en qué cap atra corba d’ ordre més alt passara entre aquestes dues corbes.
La segona corba és asimptota de la primera.
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Reyneau recomana estudiar les subtangents en dos o tres punts propers. Si creixen
positivament, aleshores la corba és concava. Si creixen negativament, la corba és
convexa. Si una serie de subtangents primer és positivai després passa a ser negativa, hi
ha un punt on la subtangent esdevindra zero o infinit. Zero, quan primer decreixen i
després creixen (per exemple, cas del punt dinterseccié de I'el-lipse amb I'eix
horitzontal). Infinit, quan primer creixen i després decreixen (per exemple, cas del punt
d'interseccio del’el-lipse amb I’ eix vertical). Poden haver-hi diversos maxims i minims.

Observa que s en un punt dx=dy=0 o s % €s una quantitat finita, la corba en
X

aquest punt no presenta ni maxim ni minim.

Bézout

Definicio: Els punts del 33 fins al 54 estan dedicats a les “ Aplicacions als limits de les
linies corbes, i en genera, as limits de les quantitats, i a les questions de maxims i
minims’. Utilitza la figura d'un cercle per definir els limits de les abscisses i les
ordenades. Els limits de les abscisses son els punts entre els quals, per a cada abscissa,
corresponen valors reas per a les ordenades. Fora d' aguests limits, no hi ha cap més
punt de la corba. De la mateixa forma, es poden definir els limits de les ordenades. No
pot haver-hi cap ordenada meés gran que el limit superior ni meés petita que € limit
inferior, i en aquests casos latangent és paral-lela a les abscisses. Per a valors més petits
que € limit inferior o més grans que el superior, les abscisses son imaginaries. Bézout
parla de I’ordenada més gran (maxim) de la part concava, i I’ordenada més petita
(minim) de la part convexa. Les ordenades corresponents a la interseccio del cercle amb
el seu eix horitzontal son les ordenades més petites de la part concavai, alhora, les més
grans de la part convexa. Aixi doncs, es donen tres tipus de punt: 1) quan I’ ordenada
primer creix i després decreix (maxim); 2) quan |’ordenada primer decreix i després
creix (minim); 3) quan I’ ordenada és la més gran de la part convexa, i lamés petitade la
part concava.>®

Caracteritzacio dels candidats i justificacié

Per saber quan la tangent d'una corba és paral-lela a les ordenades s ha d’ estudiar quan

% és 0, o, equivalentment, quan dx és 0. Per saber quan la tangent és paral-lela a les
y
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abscisses, s'’ha d estudiar quan % €s 0 (o bé, quan dy és 0). Es diferencial’ equacio, es
X

troba % i esfazero numerador i denominador. Aquest métode serveix per: determinar
y

limits d'abscisses i ordenades; determinar en quins casos la tangent és para-lela a les
abscisses i en quins a les ordenades; determinar les ordenades i abscisses més grans i
meés petites. Discuteix i descarta solucions no admissibles, segons s donen un valor
imaginari o valors que no corresponen ala questié actual, sind a una questié on algunes
de les condicions son contraries.

Naturalesa dels extrems

En € punt 41 explicaque s a és el valor de x corresponent al maxim o al minim, s ha

de substituir en la quantitat proposada a+ g,a,a—q. Si €ls dos resultats extrems son

realsi menors que el del mig, aleshores es té un maxim. Si els dos resultats extrems son
reals i majors que € del mig, es té un minim. Si dels dos resultats extrems, un és
imaginari i I’atrereal, laquantitat ésal’ horamaxim i minim.

En el cas de diverses quantitats, el més simple és fer variar a mateix temps el meés petit
nombre possible de quantitats (per exemple, considerar primer només x com avariable i
trobar els extrems; sobre aquests, considerar y com a variable i trobar els extrems...)
(punt 51). O bé (punt 52) es poden fer variar a mateix temps totes les quantitats
variables, gjuntar tots els termes que estan multiplicats per la diferencial d’ una mateixa
variable, igualar la seva suma a zero i després igualar a zero € que acompanya a cada
diferencial (és adir, que la suma de termes que multipliquen cada diferencial ha de ser
zero, gque és la manera en que e diferencia total sera zero). Si les condicions de la
quiestio vénen expressades per diverses equacions, abans d’ aplicar la regla a I’ equacio
diferencial que ha de determinar maxims i minims, de les equacions diferenciades s han
d obtenir valors de diferencials de tantes variables com d’ equacions hi ha (apart de
I”equacio que ha de determinar els extrems), introduir-les dins de la mateixa equacio i
aplicar la regla com s només hi hagués una equacié. En €l punt 54 afirma que, en
general, es poden prendre com a constants aquelles parts que es desitgin, sempre i quan
aquestes noves condicions auxiliars no superin e nombre de variables (especia ment

important quan es treballa amb radicals).

%% Reyneau pren I'el-lipse per il-lustrar | apartat de méxims i minims. Vegeu REYNEAU (1708),
p. 175.
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Lagrange

Definicio: En les Legons, mitjancant series, i per a valors finits de f(x), demostra que si
la derivada és positiva, la funcio és creixent, i si la derivada és negativa, la funcio és
decreixent. Perod ales Legons no fal’ estudi dels extrems d’ una funci6.>

> Lagrange dedica e capitol cinqué de la segona part de la Théorie als maxims i minims de les
funcions d'una variable, qiiestié independent de la consideracio de les tangents perd relacionada amb ella.
Troba €l valor de la variable que fa que € valor de la funci6 sigui € més gran o € més petit, a nivell
geométrici anivell algébric.
A nivell geométric:
Observa que per aquest valor, la tangent és paral-lela a I'eix de les abscisses. Si la corba és convexa
respecte I'eix aleshores la corba presenta un minim. Si la corba és concava, presenta un maxim. La
tangent és pard-lelaal’eix delesabscissessi y'=0. Si essubstitueix y'=0 alesequacions del centre del

cercle osculador sobté: a= x,b= y+% (vegeu I’ apartat Corbes osculadores del present capitol). Si
y

y''>0 € centre cau més enlla de la corba, la corba és convexa, i, per tant, en aquest punt presenta un
minim. Si y''< 0 el centre cau del costat del’eix, la corba és concavai, per tant, presenta un maxim.

A nivell algébric:

L’ estudi dels maxims i minims es pot deduir directament de I’andlis de funcions, sense la consideracio
auxiliar de les corbes. La condicié perque f presenti un maxim en x é f(x+i)< f(x) o bé

f(x+i)— f(x) <0, amb i positiu 0 negatiu, tan petit com es vulgui. Analogament la condicié de minim
és f(x+i)> f(x) obé f(x+i)— f(x)>0. Desenvolupaen serie f(x+i) i saturaal terme d ordre 2:
-2

f(x+i) = f(x)+if'(x)+|3f"(x+j), on O<j<i. Aleshores en & maxim es veifica

.2 2
if'(x)+|7 f'"(x+j)<0iend minim if'(x)+|7 f'"(x+j)>0. Espot prendre i tan petit que faci que

2
e valor absolut de if '(X) sigui més gran que IE f'"'(x+ j). De manera que per ai prou petit €l signe de

)
if'(x)+|3f“(x+ j) ésd mateix que e de if'(x), que canvia de signe segons €l terme i. Aixi, resulta

impossible tenir un maxim o un minim, llevat que f'(x)=0. Si a continuacio es tala €l

i 2 +3

desenvolupament pel terme d'ordre 3: f(x+i)= f(x)+if'(x)+'7f“(x)+éf"'(x+j), com que
o2 i3 . : o

f'x)=0, d Ef"(x)+2—3f"'(x+j)>0 la funci6 presenta un minim, | S

i2 i

Ef"(x)+2—3f"'(x+ j) <0 lafuncié té un maxim. Si s'agafai tan petit que faci que el valor absolut de

:2 3 P2 3
L f''(x) sigui mésgran que € de L f'"'(x+ j), aleshores la quantitat I—f"(x)+'—f"‘(x+ j) sera
2 23 2 23

:2
positiva o negativa, en funcié del signe de IEf"(x), és a dir, segons d signe de f''(x). Aixi, s
f"(x) >0 lafuncié presentaun minimi si f''(x) <0 lafuncié presenta un maxim. Si a continuacié es
considera € desenvolupament fins a ordre 4, aplicant el mateix raonament, si també f''(x)=0, per

trobar maxims o minims s ha de verificar que f"'(x)=0,i s fY(x)>0 estractad un minim i s

fY(x) <0 es tracta d’'un maxim. Els capitols VIII a XI de la Théorie estan dedicats a la teoria de
superficies corbes. En el capitol X| de la Théorie Lagrange mostra com trobar-ne els maximsi minims.
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Lacroix

Definicié: En un punt la funcié presenta un maxim si |’ ordenada corresponent és major
gue les ordenades en s punts immediatament anteriors i posteriors. De forma analoga,
en un punt la funcioé presenta un minim s I’ ordenada corresponent és menor que les
ordenades en els punts immediatament anteriors i posteriors.> Expressa laidea del que
avui anomenem “extrems locals’, definicié d'extrem en funcié dels valors que €
precedeixen i segueixen immediatament, ja que hi ha funcions amb valors més grans
gue €l corresponent al maxim o més petits que € corresponent a minim. També parla
de funcions sempre creixents 0 sempre decreixents.

Caracteritzacio i justificacio

A partir del teorema de Taylor (aplicat a x—h i a x+h) dedueix que en un extrem el

coeficient diferencial de primer ordre s'anul-la, ésadir, gy 0. Lacondicio % 0 és
X

X
necessaria pero no suficient. Si, per exemple, els coeficients de primer i de segon ordre
s anul-len pero € de tercer no ho fa, aleshores no podem parlar ni de maxim ni de
minim. En general, per tenir un maxim o un minim, el primer coeficient diferencial que
no s anul-la ha de ser d ordre parell. Un dels exemples que fa servir és amb equacio
implicita.

Naturalesa dels extrems
A partir del teorema de Taylor veu que e signe del coeficient diferencia de segon ordre

2
C; Z indicala naturalesa de I’ extrem. En el cas de funcions de dues variables (punt 133
X

del Traité éémentaire), s una es considera com a constant i sanul-la e coeficient
diferencial relatiu alavariable ala qual s atribueix els canvis de la funcio, es troben els
maxims i minims relatius a aquesta variable. D’aquests maxims i minims relatius
existeix necessariament un nombre limitat de valors més grans o més petits que laresta.

Aquests s anomenen absoluts i es poden obtenir en eliminar x de |’ equacio % =0.
X

Aleshores queda una funcié de y, que designem amb v, i fem % =0. També es pot
y

d(u) du dx du
dy T dx dy dy

arribar als maxims i minims substituint 3—_0 al’equacio —= —=0,de
X

% En e Traité Lacroix defineix un maxim quan els valors de la funcié abans del maxim creixen i
després decreixen. De forma andloga, €ls valors de lafuncié abans del minim decreixen i després creixen.
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manera que s obté I’ equacio % = 0. Per especificar la naturalesa dels extremsi a partir
y

del teorema de Taylor, déna un metode que equival al’estudi del signe de la hessiana
(punt 134 del Traité élémentaire), andleg a que presenta Lagrange al capitol cinqué de
la  segona pat de la Théorie® s e  desenvolupament  és

A+ Bh+Ck +1—12{Dh2 +2Ehk + Fk? [+ efc (on A, B, C, D, E, F, ... son respectivament

, du du d’u d’u d’u
’dx’dy’dxz’dxdy’dyZ IER

.), dleshores B i C han de ser nuls en el cas de tenir maxim

o minim. Aleshores per assegurar |’ existéncia de maxim o minim Dh? + 2Ehk + Fk?

nNOmMEs pot tenir arrels imaginaries, per no canviar el seu signe. Per exemple, considerant
el valor de h, s'ha de verificar FD > E?. Donat que en aquest cas Dh? + 2Ehk + Fk?

no canviade signei esredueix a Dh? quan k = 0, estindraun maxim si D és negativai

un minim si D és positiva.

Puntsd’inflexid i de retrocés. Altres puntssingulars

Reyneau

Definicio: (Punts 560-567) Existeixen corbes que primer son concaves i després
convexes. El punt o la part infinitament petita que separa la part concava de la convexa
(que és comu a ambdues) s anomena punt d’inflexid, si la corba va sempre del mateix
costat, i punt de retrocés, quan la corba retrocedeix €l seu cami.

Caracteritzacio i justificacio

Si dx constant, dy disminueix en la part concava i augmenta en la convexa, o viceversa.
Si les dy (o, millor, linies finites amb les mateixes raons que les dy) funcionen com a
ordenades, es té una nova corba, amb un maxim o un minim en €l punt d’inflexié o de
retrocés. Aquest raonament coincideix amb e segon métode de Johann Bernoulli i de
L’Hopital. D’agui es dedueix que ddy =0 o bé ddy =oo. No indica com deduir si es
tracta de punt dinflexi6 o bé de retrocés. Reyneau comenta que e calcul es
simplificaria s I’ equacié vingués donada de forma explicita perd que no ho fa d’ aguesta
forma per mostrar €l principiant com tractar I’ equacié sense aillar primer lesy. Amb les
formules donades un es pot fer una idea de la naturalesa de la corba, tracar-la de forma

%6 Vegeu nota 54.



Franca 113

aproximada i resoldre la magjor part de problemes fisico-matematics. Arriba ala mateixa

formula en e cas de coordenades des d’ un punt B. Considera els arcs que mesuren els

angles formats per les tangents de dos punts infinitament propers. Sén positius en una

de les parts i negatius en I'atra, per tant, en e punt d'inflexio o de retrocés han de ser

zero o infinit. Si y representa ordenada des de B, du la diferencia de I’ arc de corba, dx la

porcio infinitament petita de I'arc de cercle tracat des de B amb radi y (dx i du
dudxdy + yduddx

constants), I'expressio dels arcs és " en la part concava,
yay

— dudxdy — yduddx
ydy
retrocés dxdy + yddx és o zero o infinit. En el punt 581 Reyneau caracteritza els punts

en la part convexa, d'on dedueix que en € punt d'inflexié o de

d'inflexid i de retrocés a partir dels radis de I’evoluta: els radis son positius a la part
concavai negatius a la part convexa. Per tant, en el punt d'inflexi6 o de retrocés, € radi

de |’ evoluta és zero o infinit.

Lacroix

Definicio: Abans del punt d'inflexié la corba és concavai després convexa, o viceversa.
Caracteritzacio i justificacio

En general, hi ha punt d'inflexié si e primer coeficient diferencia que no s'anul-la és

d?y

X2

d ordre senar. La corba és convexa si y i mateix signe; la corba és concava s y i

2 2

d Z signes diferents. Per tant, el signe de d Z
X X

indica la concavitat/convexitat de la

corba i un canvi de signe d’' aquest coeficient diferencial implica I’ existencia d’un punt
d'inflexio.>” Una quantitat entera que canvia de signe ha de passar en agun moment pel

zero. Una quantitat fraccionaria que canvia de signe ha de ser en algun moment infinita.

d?y

Aixi, en e punt d’inflexio —- észero o infinit.
X

Altres punts singulars

Lacroix defineix un punt singular de la corba com aquell que presenta aguna
caracteristica remarcable. N’ hi ha de diverses espécies, segons la forma que prengui el
coeficient diferencial en e punt. El punt 78 tracta lainterseccid i reunio de branques. Es

adir, els punts miltiples, on, per a una mateixa abscissa, |’ ordenada presenta diverses
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diferencials. En cadascun d’aquests punts la corba té diverses tangents (que poden
coincidir). Un tipus particular de punt multiple és & punt de retrocés, on la corba
presenta una unica tangent (doble). Els punts de retrocés es classifiquen en: 1) de
primera espécie, s la convexitat de les dues branques és oposada, i 2) de segona
espécie, s les dues branques tenen concavitat del mateix costat.”® La regla general és
que, s a partir d'un determinat ordre € coeficient diferencial és 0, infinit o 0/0, aixo
indica I’ existencia d’un punt singular. Per determinar-ne la seva espécie, s ha de veure
s les brangues s estenen més enlla del punt o no, i quina és la seva posici6 respecte
I"eix d'abscisses (abans i després del punt). Es pot donar e cas de punts aillats que
tenen el caracter de punts multiples. Son els punts conjugats. El que els diferencia dels

multiples és que % pren valors imaginaris. També poden existir alguns punts singulars
X

invisibles, que resulten d’ un nombre parell d'inflexions que es reuneixen en un sol punt.

L’estudi de les branques de la corba esta relacionat amb I'estudi de les arrels de
' equaci6. Del punt 88 a 93 analitzalacorba y* —96ay? +100a’x? — x* = 0: maxims
i minims en y, maxims i minims en X, punts multiples, branques infinites i punts

d'inflexié (exemple que apareix tant a Traité com al Traité élémentaire).
Ni Bézout ni Lagrange no tracten punts d’inflexio.
I ndeterminacions

Reyneau

En & punt 553 Reyneau estudia el cas % = g Per resoldre aguesta situacio, s han de

y

cacular les diferenciesde dx i dy, i € seu quocient ésigual a % . Tanmateix, Reyneau
y

no fareferenciani aL’Hopital ni a Johann Bernoulli.

Lagrange

A lavuitenalegon parla de valors particul ars que poden prendre determinades funcions:

" També caracteritza concavitat/convexitat segons la posicié de la tangent respecte de la corba.
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Quan % =0, vol dir que lafuncio té poténcies de i negatives. Quan f(x) conté
X

unradical que sanul-lasi x = a, significaque lafuncié presenta poténcies dei positives
i fraccionaries.
f(x)

tal que, quan x=a, es verifica f(a)=F(a)=0.
F(X)

. % (p. 78): sigui y=

Lagrange deriva I'expressié equivaent f(X)=yF(X): Y'F(X)+yF'(X)=f'(X).

f'()

Llavors, quan x=a, e terme y'F(X) desapareix i queda y=FI()
X

. Cas que

numerador i denominador tinguin arrels miltiples comunes, és a dir, continguin €l
factor (x—a)™ (relacié derivades successives i arrels multiples). Si m és enter positiu,
es simplifiquen €s factors comuns. Si m és fraccionari 0 negatiu, aleshores es
desenvolupa en serie f(a+i) i F(a+i), sordenen les séries en ordre ascendent, es
divideix per i, i, finament, esfai =0.

f(x)

.2z (p. 80): sigui y=—-— tal que, quan x=a, es verifica f(a)=F(a)=».
© F(X)

Desenvolupa en serie f(a+i) i F(a+i), divideix numerador i denominador per la

poténciamés baixadei i desprésfai=0.

Lacroix

P(x—-a)™

—, on P i Q son funcions de x independents del
Q(x-a)

factor x—a. Simplificant els factors comuns (mitjancant diferenciacions successives)

. % (punts 52 a 59): sigui

obté el seglent resultat general quan x = a:

- s m>n, aleshores|’expressio val zero,

- 8 m=n, aleshores|’expressio té un vaor finit,

- 8 m<n, aeshores|’expressio ésinfinita.
Aquesta regla, pero, no serveix quan I'expressié racional que esdevé 0/0 presenta
exponent fraccionari. Resol aquest cas com Lagrange. Aixi conclou que laregla general
consisteix en buscar € primer terme de cadascuna de les series ascendents que

expressen € desenvolupament del numerador i del denominador, quan x=a+h,

8 En e Traité observa que el caracter del punt de retrocés de primera espécie es manifestajaen
el segon terme del desenvolupament. Mentre que €l caracter del de segona espécie, ho fa més enlla del
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simplificar la fraccio formada pels primers termes i després fer h=0. Segons Lacroix,
de vegades és més rapid utilitzar aguesta regla que no pas |’ anterior (en els casos que es

puguin fer servir ambdues).

=

. % -z (punt 57): fent latransformacio X esredueix al’expressio
o0

olo

><\|—\

+ P:Q=000 (punt57): fent Q:% I’ expressio esdevé P-ngzg.

Corbes osculadores

Reyneau

En e punt 504, Reyneau suposa la corba envoltada per un fil, e qual es comenca a
desenrotllar a partir o’ un punt D.®* Aquest punt, a mesura que € fil es desenrotlla,
descriu una nova corba. La primera corba és |’ evoluta de la segona. El radi de |’ evoluta
és cada part de fil separada de la corba. Els radis de I’ evoluta son perpendiculars a la
corba de la qual ella és evoluta. En e punt 507 havia vist que un petit arc de corba era
igual a un petit arc de cercle i, per tant, igua a una petita part de tangent. El radi és
perpendicular al’arc de cerclei, en consequiéncia, alatangent. Elsradis de |’ evoluta son
tangents a |’ evoluta. De forma que cadaradi és exactament la part de la tangent des del
punt de contacte de I’ evoluta corresponent a aquest radi, fins al punt de la corba a la
qual € radi és perpendicular. De la qual cosa es dedueix que, quan es té una corbai es
volen trobar els punts que formen I’ evoluta, només cal trobar laformula general del radi
de I'evoluta. Considerant €l cas de coordenades ortogonals com un cas particular de
coordenades des d’'un punt, pren dues linies perpendiculars, a dos punts molt propers.
Aquestes dues perpendiculars es tallen en un punt, amb el qual ja es pot calcular € radi.

ydy./ dx? + dy? 2

dxdy + yddx

Treballa amb semblanca de sectors petits (o triangles): 1)

segon terme.
% A més dels casos anteriors, en el Traité, Lacroix també tracta el casen qué P-Q=ow—o |

veu que operant |’ expressio P — Q espot arribar auna expressio del tipus % .

% | a definici6 d evoluta a partir del desenvolupament del fil és de Huygens. La trobem a totes
les obres estudiades, tret de An Institution of Fluxions de Ditton, € Treatise of Fluxions de Maclaurini les
Lecons de Lagrange. Defet, cap d' aguestes tres obres presenta |’ estudi de calcul d’ evolutes.
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ydx/dx? + dy?

dx? — yddy

, quan du =+/dx® +dy? és constant, segons que |’arc sigui convex o

concau. També déna laformula per als casos dx constant i dy constant. Es pot rectificar
I’evoluta d’'una corba geométrica, ja que existeix una recta d'igua longitud que
I"evolutai cadascuna de les seves parts.

Bézout

Si sobre cada punt d'una linia corba es tracen les perpendiculars, les interseccions
consecutives formen una linia corba que s'anomena evoluta. Si es considera I’ evoluta
envoltada per un fil que latocaen el seu origen i es desenvolupa, s obté la corbainicia
(punts 55-58).

Figura3

En e desenvolupament de Nn, es considera Nn com una petita linia recta, € fil MNn
descriu a voltant del punt n com a centre I’'arc Mm, a qua li és necessariament
perpendicular, perqué € radi és perpendicular a la circumferéncia. Es determinara €l
radi de I’evoluta Mn per la concurrencia de dues perpendiculars infinitament properes
MN i mn. S'imaginen dos arcs consecutius Mm, mm’ infinitament petits i infinitament
poc diferents, que es consideraran com dues linies rectes. MN és perpendicular a Mm en
el punt M; mN és perpendicular a mm?’ en e punt m. Considerant €l triangle NMm,
rectangle en M, es verifica: 1: sinMNm::mN o MN : Mm. Com que I’angle MNm és
infinitament petit, es pot identificar amb el seu sinus:

1: MNm: mN 0 MN : Mm - MN = M.

MNm
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Figura4

Si es prolonga Mm, I'angle umm’" és MNm, doncs aguests dos angles sOn

Mm
umm'

complementaris del mateix angle MmN (NMm i Nmm’' son rectes). Aixi MN =

Els angles umr’ i mMr son iguals. L’angle umn’ és la diferencia de I’angle rMm
(negativa, quan corba concava, positiva, quan corba convexa). Per tant:

N =_&. La tangent de rMm és Q i €l cosinus és X (ds és I'arc Mm o
Fd(rMm) dx ds

\ (dx? +dy?) , doncs rMm és triangle rectangle). En el punt 24 ja havia vist que si z és

un angle qualsevol: dz = (cos.z)?d(tang.z) . Aleshores:

dx? (dy
d(rMm) = —-d| —
(rMm) ds? (dxj

d on arribaa

ds ds®

= 2 = f
e d(dyJ = dxzd(dyj
ds? \dx dx

que éslaférmuladelsradis de |’ evoluta, quan les ordenades son paral-leles.

MN

Els radis de I’ evoluta serveixen per mesurar la curvatura d' una corba en cada punt: en
el desenvolupament de I’element Nn de la corba BN €l fil traca el petit arc mn7, que té
la mateixa curvatura que el cercle de radi mn. Aixi, quan es té I'expressio del radi de

I”evoluta, per a cada punt es té el radi del cercle de mateixa curvatura que la corba.
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Finalment comenta que, com que el radi MN és igual alalongitud de I’arc BN més €l
segment AB, la corba BN és rectificable.

Lagrange
A lanovenallico de les Lecons (p. 103), estudia que passa quan e desenvolupament en

serie d'una funcié es talla a partir d'un determinat terme. En particular, sigui

:2
f(x+i)= f(x)+if'(x)+|3f"(x)+...., aplica aproximacié quadratica, és a dir,

:2
aproxima la funcié mitjancant la parabola (osculatriu) z= f(x)+if'(x)+|5f"(x). En

el cas en qué la corba proposada sigui una circumferéncia, es pot calcular € radi de

1213/2
curvatura r :_M i el centre (a,b): a=x- M b= y+( ) (p.

103).%

6L Al punt 8 de la Théorie compara una corba i un cercle que tenen un punt de contacte. Sigui la
circumferéncia (p—a)2+(q—b)? =c?, s imposem que tingui un punt comd amb la corba y = f(x) i
que les derivades primeres de la corba i de la circumferéncia coincideixin, aleshores es pot escriure a, b
enfuncié dex, y, ¥y i c (per atot ). Aquesta circumferéncia és tal que entre ellai la corba no hi ha cap

atre arc amb mateix radi. Aquesta circumferéncia és tangent a la corba. Donat que aguesta conclusio és
per atot ¢, guntant les equacions de a i de b selimina c i queda |’ equacié de la recta que és lloc dels

. o X—a L
centres de totes les circumferéncies que poden ser tangentsalacorba: b=y + , que coincideix amb

lanormal alacorba A continuacié fa el mateix en el cas en qué amés del punt i de la primera derivada
en comu, lacorbai € cercle també coincideixin en la segona derivada. Aleshores el centre té equacions:

y@+y?) 1+y? (L+y?)*?
NI o I
mateixa propietat que la tangent respecte ales rectes. S anomena cercle osculador (o cercle de curvatura),

jaque mesurala curvatura. En €l punt 10 exposa la teoria general. Si x, y son les coordenades de la corba
proposadai p, g les de la corba amb qué anem a fer la comparacid, d’ equacié F(p,q,a,b,c,...) =0. Sigui
(x,y) € punt comu, per tant F(x,y,a,b,c,...)=0. S només hi ha dos parametres, a, b, aeshores:
F(x,y,a,b)=0 i F(x,v,a,b)'=0, lacorba F(p,q,a,b) =0 éstangent ala corba proposada en €l punt
comu, el contacte s anomena de primer ordre. Si treballem amb una corba de tres parametres a, b, c:
F(x,y,a,b,c)=0,F(x,y,a,b,c)=0 i F(xvy,ab,c)'=0, llavors F(p,g,a,b,c)=0 és la corba
osculadora i e contacte s'anomena de segon ordre. Els parametres a, b, c, ... son els elements del
contacte. S m és |’ ordre de contacte llavors hi ha m+1 elements de contacte. Aquests contactes tenen la
seglient propietat analitica: si hi ha un contacte d’ ordre m, aleshores les funcions derivades fins a ordre m
coincideixen. | també tenen la propietat geomeétrica segiient: entre les dues corbes no passa cap atra corba
pel mateix punt comd. Al final del capitol quart exposa un exemple relacionat amb la “teoria analitica de
les evolutes’: donada una familia tri-paramétrica de corbes de contacte, amb parametres verificant una
determinada propietat, només funcié d' aguests parametres, s ha de trobar I’ equacio diferencial associada
i, després, lafuncié primitiva. Fareferénciaa Huygens.

a=Xx-— , b=y+=——— i € radi de curvatura és c= . Aquest cercle té la
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Lacroix

En el Traité éémentaire Lacroix afirma que latangent és el limit de les rectes quetallen
una corba en dos punts. Per analogia ens podem preguntar quin és € limit de les linies
d' una espécie que tallen la corba proposada en un nombre donat de punts. Aixi, tres
punts determinen un cercle. El cercle osculador és el cercle tal que els tres punts
coincideixen, és adir, és € limit de tots els altres cercles. Com Lagrange, remarca que
no passa cap altre cercle entre la corba i € cercle osculador. Defineix evoluta com €l
limit de les interseccions de les normals de la corba, agafades de dos en dos; Iloc dels
centres dels cercles osculadors de la corba donada (evolvent), els radis dels cercles
osculadors tangents al’ evolutai prenen la mateixa direccié que prendria un fil a voltant
de I’evoluta, que s anés desenrotllant. En el punt de contacte de la corba amb € cercle,
la corbai € cercle tenen iguals el valor de I’ordenada i dels coeficients diferencials de
primer i segon ordre. Com fa Lagrange a la Théorie, mostra com es pot arribar a
I”expressio del radi i del centre de cercle a partir del sistema format en diferenciar dos
cops consecutius I’equacio del cercle, obtenint tres equacions amb tres incognites
(I’abscissai I’ ordenada del centre del cercle, i € radi). Hi ha contacte de primer ordre si
en e punt comu €els coeficients diferencials de primer ordre coincideixen; contacte de
segon ordre s en e punt comu els coeficients diferencials de primer i segon ordre
coincideixen, etc. Quant més alt sigui |’ ordre del contacte, més properes es trobaran les
corbes. Entre dues corbes que tenen un contacte, no hi ha cap altra corba amb un
contacte d'ordre inferior. EI nombre maxim de termes iguals que pot tenir la “corba
tangent” amb la corba proposada (contacte que ve donat pel nombre de constants que té
I” equaci6 de la primera corba) s'anomena osculacio. Latangent és una corba osculadora
de primer ordre. El cercle osculador pot tenir o bé un contacte de primer ordre o bé un
de segon ordre. Com que dos és el maxim, aguesta sera |’ osculacio, i distingira el cercle

osculador de laresta dels cercles tangents.®®

62 \/ggeu nota 61.
% En el punt 258 del Traité exposa |a teoria de les osculacions de les corbes. Prenent el punt de

contacte com a origen del sistema (com també fa Lagrange), siguin k = ph+qh2 +rhd 4., k= ph

(I'ordenada de la tangent), k''= ph+gh? (I’ ordenada d una corba parabolica), k'''= ph+gh? +rh3, ...
Donat que les diferencies k—k',k —k",k—k'",... cada cop son més petites, k'' es troba entre la tangent i
lacorba; k''' estrobaentre k'' i la corba, etc. Els ordres de contacte sdn igual al nombre de termes de
k™ . Per exemple, entre la parabola k'* (contacte de segon ordre) i la corba, no passa cap altra corba de
segon ordre per aquest punt. Latangent ala corba que és lloc dels centres d’ osculacio (evoluta) és normal
alacorba Quan I’ evoluta té un punt d'inflexié la corba té un punt de retrocés de segona espécie (Lacroix

diu que aix0 ja era conegut per L'Hopital i defensat per D’ Alembert i Euler). En el punt 283 exposa com
es fa servir e métode dels limits en I’ estudi de les linies de contacte. Considera el cas particular de dues
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3.5.2. EL LLENGUATGE QUE UTILITZA, ESGEOMETRIC O ALGEBRIC?

Reyneau: En una primera part (fonaments, suposicions, definicions) e |lenguatge que
utilitza Reyneau és geométric. Considera el moviment com a generador de linies rectes,
corbes, angles, figures... (primera suposicio, punt 513). Qualsevol porcié de temps
finita esta dividida en infinits instants infinitament petits, i s&'n necessita una infinitat
per formar una part finita de temps (segona suposicio, punt 514). Tracta problemes
fisico-matematics basats en el moviment i en lesfigures, a partir d’ instants infinitament
petits. Perd a continuacio diu gque treballara de forma algebrica, doncs és més (til per
resoldre els problemes tractats. Al quart corol-lari (seccié 1) mostra com diferenciar
series, laqual cosali servira més endavant per al calcul integral. Enlaseccié 1V utilitza
series infinites per trobar les integrals que, amb les regles del calcul integral, no tenen
resultat finit i exacte (és adir, integracio aproximada). Sembla no respectar estrictament

I”homogeneitat dimensional: X" +gy"+hx'y*+a=0 (punt 552),

ma+mox"+ mex™ + mex™ +&c
dx... (punt 536).
pnbx" + 2pncx®” + 3pnex®™ + &c

Bézout: Gairebé tots els exemples proposats en la seccié de tangents i de maxims i
minims son geometrics. A més, e seu text presenta figures (adjuntes, a fina). Pero
també parla de reduir una expressio a serie per facilitar I’estudi d’ una expressié més
complexa que contingui la primera (i aqui fa referéncia a seu tractat d' algebra). En €
punt 30 resol un exemple amb calcul diferencial i recorda que obté € mateix resultat en
el seu tractat d' agebra. Perd que, utilitzant el calcul diferencial, la resolucié és més
expeditiva.

corbes que es tallen en tres punts. Troba e desenvolupament en serie en cadascun dels punts (tres series,
per tant). Simplificales equacions. Finalment, els tres punts coincideixen quan h esfamési més petita (és
adir, h= 0). Aixi, els coeficients diferencias de primer i segon ordre coincidiran (com ja haviavist en el
punt 258). També obté I'equacié de la tangent com a limit de les secants. Mostra una manera més
“elegant i rica’ de presentar la teoria dels cercles d'osculacio (punt 289): € centre de curvatura es pot
considerar com la interseccio de dues normals molt properes. El cercle osculador és el limit de tots els
gue, passant per un punt donat de la corba, tenen dues interseccions més amb la corba. Quan n punts
d'interseccié entre dues corbes es reuneixen en un de sol, a simple vista sembla que aquest cas no es
diferencia del cas en qué m punts d'interseccié coincideixen. Perd la llei de continuitat (analis) ens
assegura que en la coincidéncia dels punts es mantenen les caracteristiques que tenia la corba quan €els
punts eren diferents.
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Lagrange: El llenguatge de les Legons és algebric (“analitic”). L’ objecte del calcul de
funcions és & mateix que € del calcul diferencia perd a més a més serveix per
relacionar el calcul diferencial amb I'dgebra. L’algebra (funcions resultants
d  operacions aritmetiques) es pot considerar com a ciencia de les funcions resultants del
desenvolupament en serie. Les seves “funcions derivades’ son objectes que obeeixen

determinades |l eis (algébriques).®* De fet, no apareixen figures ala seva obra.

Lacroix: La motivacié original del calcul diferencial és geometrica; Lacroix parla del
moviment continu generador de corbes. Tot i aix0, € seu llenguatge és basicament
algebric, doncs treballa amb funcions, utilitza el desenvolupament en serie de Taylor,

parlade “pasal limit” (en el sentit de D’ Alembert) ...

3.5.3. ELECCIO DE COORDENADES | TRACTAMENT DE LES CORBES
ALGEBRIQUES| TRANSCENDENTS

Reyneau: Pierre de Bérulle, fundador de I'Oratoire, era amic de Descartes. Quan
Malebranche entra a I’ Oratoire, 1a filosofia ensenyada es basava de forma important en
la cartesiana. Aix0 porta a Malebranche a estudiar les matematiques i la fisica de
Descartes. Per fer I'estudi de tangents, maxims i minims, i punts d'inflexio i retrocés,
Reyneau practicament es limita a les corbes algébriques™ (per exemple, a partir de
I’ equaci6 general d' unacorba algébrica, fx™ + gy" +hx"y® +a =0, trobala subtangent
de totes les corbes algebriques). Les corbes transcendents que apareixen en €l llibre de
Reyneau son la cicloide, les expressions logaritmiques i les quantitats exponencials. Per
trobar la tangent a la cicloide Reyneau utilitza directament la corda paral-lela, com
Fermat (corol-lari de L'H®épital i Johann Bernoulli).®® Perod la justificacié és com la de

Descartes.®” Quant a la corba logaritmica, exposa la seva generacié i propietats i com

% En e primer punt del primer capitol de la Théorie comenta que les operacions de I’ dlgebra son
suficients per resoldre els problemes de la teoria de corbes, ja que les corbes no son res més que les
relacions de linies tracades d’ una manera determinada i que acaben en les corbes (ordenades). Pero la
determinaci6 de les tangents, radis de curvatura, arees, etc. depen essencialment d' operacions relatives a
les funcions. Sovint presenta el's dos punts de vista, geométric i algébric (tangents, maximsi minims,...).

® El| les anomena “ corbes geométriques’. Vegeu REYNEAU (1708), punt 552.

% \/egeu FERMAT (1894), pp. 144-145.

¢ Vegeu |’ apartat dedicat alatangent alacicloide de I’ annex I.
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trobar les diferencies, a partir del seu desenvolupament en serie. Aleshores, mitjancant
derivacio logaritmica i series, troba les diferencies de la corba exponencial. Calculales
subtangents d’ambdues corbes. Reyneau comenta que les formules donades serveixen
per a qualsevol angle entre coordenades, tot i que normalment considera coordenades
ortogonals. Els punts d’inflexio i de retrocés també els calcula com un cas de
coordenades des d'un punt. En particular, si lay tendeix ainfinit, dedueix les férmules

del cas d ordenades paral-leles.

Bézout: En els punts 8, 9, 10 mostra les regles de diferenciacié per a la suma, resta,
producte i poténcia (amb exponent positiu 0 negatiu, enter o fraccionari),®® necessaries
per diferenciar tota quantitat algebrica. En € punt 36 afirma que es pot considerar una
quantitat expressada algébricament com I’ ordenada d'una linia corba. Del punt 22 a 25
presenta la diferenciacio del sinus i del cosinus; en els punts 26 i 27 mostra la del
logaritme, i en €l 28 la de I’exponencia. La formula per diferenciar e sinus/cosinus la
dedueix de la férmula del sinus/cosinus d’ una suma, suposant radi 1, i tenint en compte
gue € sinus d’'un arc infinitament petit és ell mateix, i que e cosinus no difereix del radi
(aqui fareferencia a les planes 286 i 287 de la seva Géométrie, respectivament). En el
punt 24 exposa la diferenciacié de latangent d’ un angle, i en e 25 lade la cotangent. En
el punt 26 defineix € logaritme en termes de progressions aritmétiques i geometriques
(agui fa referencia a la plana 200 de la seva Arithmétique) i en dedueix la

diferenciaci6.” Troba la diferencia de I’ exponencial mitjancant derivacié logaritmica

(punt 28). Calcula les tangents a I'é-lipse, paraboles (yy= px,y™" =a™x"),

logaritme, circumferencia i hipérboles (xy=aa,y™ =a™"x™"). Calcula € radi de

% Ladel quocient ladedueix deladel producte, considerant 2= xy

® Sigui a,a'=ra,..Y,y'=ry progress® geométrica de rad r. Sigui b,b',..., x, X' progressi6
aritmética, de manera que b és e logaritme de a, b' el de a', x el dey, i x' e de y'. D'una banda
123, ddtra y'=y+z. D'aguestes dues formules resulta |'expressio g:a'—a. A partir de
y a y
X—x=b'-b i de larelacié entre les dues progressions (a'—a:b—b::1:m, on m és e modul) s obté

ez _ X—=X. Sy, Yy soninfinitament propers, i X, X' també, aeshores mady = dx, formula de la qual
y

y
Bézout afirma que té sentit, tot i ser m finit i dx, i dy infinitament petits, donat que dues quantitats
infinitament petites es poden contenir I'una a I’ altra tants cops com dues quantitats finites. Finalment

considera el sistema de logaritmes més comode (a = m=1), de manera que dy = dx.
y
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I’evoluta del cercle i de la parabola. Quant a les coordenades, X, y no tenen per que ser

perpendiculars entre elles, perd aquesta suposicio implicasimplicitat.

Lagrange: Troba les derivades de qualsevol funcié mitjancant el seu desenvolupament
en série de poténcies. Mostra les funcions derivades d’ una poténcia x™ (tercera lecon);

d'una funcié exponencial a* (quarta lecon); del sinus, del cosinus i dels angles

expressats pel sinusi e cosinus (cinquenalegon). Troba el desenvolupament en serie de
log(x+i) (a partir de I'exponencial i de la relacié f(x)=logx= x=a'™), que és
tant més convergent quant més petit sigui i respecte x (quartalegon). No especificatipus

de coordenades, només comenta: “si X, y son les coordenades de |a corba proposada...”.

Lacroix: Si la dependencia entre variables es basa en operacions algebriques, es té una
funcié algébrica. Comenta que son les funcions que apareixen en els seus Elémens
d Algébre (1811). Si, a contrari, la relacié ve donada a través de condicions no
algebriques, es té una funcié transcendent. Les relacions que caracteritzen una corba
poden venir expressades per equacions agebriques o bé a través d equacions
diferencials (punt 282 del Traité€). La diferenciacié d’ambdos tipus de funcions es basa
en el desenvolupament en séries de poténcies.” Les regles per diferenciar la suma, la
resta, el producte, e quocient, les arrels i les poténcies (d' exponent qualsevol) son
suficients per diferenciar les funcions algebriques. Quant a la diferenciacié de funcions
transcendents:

- Exponencial (punts 23-25 del Traité élémentaire), a partir del desenvolupament en
serie de potencies.

- Logaritmica: A partir de I’exponencial (punts 26-27 del Traité élémentaire). Justifica
perque no existeix el desenvolupament en seriede Inx pero si €l de In(x+1) (punt 28).
Quant a la convergencia, ens remet al seu Complément des éémens d Algebre (punt
29). Considerar logaritmes facilita la diferenciacio de féormules exponencials
complicades. En € punt 101 del Traité élémentaire déna la formula dels segments
associats a la tangent, primer respecte |I'eix de les abscisses (aleshores son
transcendents) i després respecte I’ eix de les ordenades (d’ aquesta forma son agebrics).

Obté I’ equaci6 diferencial de |’ evoluta, que és transcendent.

" En ¢l capitol introductori del Traité, Nocions generals sobre funcionsi séries, Lacroix observa
gue el nombre de termes algebrics del desenvolupament de les funcions transcendents ésil-limitat.
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- Circularsi les respectives inverses (punts 32-37 del Traité élémentaire): Desenvolupa
en serie de potencies aguelles que no sdon massa complicades, com el sinus o el cosinus.

- Cicloide (punts 102-103 del Traité éémentaire):”* Déna la seva equacié diferencial,
agafant coordenades x, y rectangulars. Perd, mentre que les de Bernoulli es referien al
cercle generador, les de Lacroix esrefereixen alapropiacicloide.

- Espirals (punt 104 del Traité élémentaire; 275 del Traité): Defineix les seves
equacions mitjancant coordenades polars. Per construir |'evoluta, treballant amb
coordenades polars, diu que és més elegant trobar el centre del cercle osculador i la
normal. En lloc de calcular directament les expressions dels segments associats a la
tangent en polars, a punt 108 justifica perque creu mes (til aplicar el canvi d’ ortogonals
apolars en les expressions generals (donades en ortogonals).

En general treballa amb coordenades rectangulars, pero afirma que tot e que ha escrit
es podria generalitzar per a coordenades formant un angle qualsevol entre elles (punt 70

del Traité élémentaire).

3.54. PROBLEMESI APLICACIONS

Reyneau: Les seccions |1 i 111 estan dedicades a la resoluci6 dels dos tipus de problemes
fisico-matematics, respectivament. La secci6 |1 tracta aguells problemes en la resolucié
completa dels quals només es fa servir e calcul diferencia (cacul de tangents,
subtangents, maxims i minims, punts d'inflexio i de retrocés, evolutes,...). Per exemple,
en e punt 503 exposa €l cas del péndol com a aplicacio de la tangent a la cicloide. La
seccié |1l tracta aquells problemes, la resolucié dels quals comenga amb calcul
diferencial i acaba amb calcul integral (rectificaci6, quadratures, centres de gravetat,...).
En laseccid IV estudiales series que son les integrals dels elements trobats en la seccid
anterior. Latercera part esta dedicada al calcul integral.

Bézout: Bézout afirma que € calcul diferencia és molt Gtil per a les ciencies fisico-

matematiques (principalment, la mecanica, on es veuen les raons entre les variacions

™ Enél punt 271 del Traité prenr com e radi del cercle generador i t com I’ arc de cercle entre el
punt delacicloidei € punt de contacte del cercle amb €l terra (és adir, de fet empra coordenades polars).

. . . ot t
Aleshores dona I'equacio de la cicloide en coordenades ortogonals: X'=t—rsin—,y'=r —r cos—.
r r

Eliminant t obté una equaci6 diferencial entermesde x' i y'.
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creixents/decreixents de les quantitats en cada instant). De fet, el tercer tom de la seva
obra esta dedicat la mecanica i I’ hidrostatica, “precedides pels principis del calcul que
serveix d’introducci6 a les ciéncies fisico-matematiques’.’? A partir del punt 30 déna
exemples d'Us de les regles exposades anteriorment, i |I’avantatge que representa el
calcul diferencia sobre |’algebra ordinaria. Aquestes regles les aplica a questions de
geometriai calcul. En e punt 32, proposa trobar on una corba (o la tangent) forma amb
I’ ordenada un angle determinat. D’ aquesta situacio pot sortir una equacio amb valors
(solucié) imaginaris o bé absurds. Gairebé tots els exemples proposats en |’ apartat
d extrems son de caire geometric: trobar d’ entre totes les linies que es poden tracar per
un punt D donat, amb un angle conegut, aguella que forma amb els costats de |I’angle, €l
triangle més petit possible (punt 44); trobar d entre tots els paral-lelepipedes amb la
mateixa superficie i la mateixa alcada el que té major capacitat (punts 45 i 46); de tots
els cilindres rectes, amb |la mateixa superficie, trobar € de major capacitat (punt 47); de
tots els triangles amb e mateix perimetre i mateixa base, trobar el d'area maxima (punt
48); etc. En canvi també proposa, com Fermat, dividir un nombre a en dues parts, de
forma que e seu producte sigui maxim (punts 38 i 39);”® en general, dividir a en dues
parts, de maneraque € producte d’ una poténcia d’ una de les parts per potenciade |’ atra
sigui maxima (punt 40). Estudia els extrems quan es treballa amb diverses variables.
Les planes 65 a 180 contenen la part dedicada a calcul integral, on es proposen

problemes sobre quadratura i rectificacio de corbes, i mesura de superficiesi volums.

Lagrange: Les funcions derivades es presenten de forma natural en Geometria (arees,
tangents, radis osculadors,...) i en Mecanica (velocitat, forca, ...). A leslegons X a X VI
tracta equacions diferencials’ i diferéncies parcials. En lalecon XI1X dénal’equacioé de
condici6 perque una formula pugui ser derivada exacta d’una funcié de x, y, condicio
necessaria per obtenir I’equacié primitiva. En la legon XX tracta les equacions
derivades de diverses variables (que relacionen les diferencies parcials, de les quas ja

ha parlat en lallicé anterior).”

2\/egeu BEZOUT (1799-1800).

#Vegeu FERMAT (1894), p. 122.

™ A laThéorie les anomena equacions derivades.

" El capitol tercer de la Théorie esta dedicat, entre altres temes, a “ problemes directes i inversos
sobre contacte de corbes’. Els problemes sobre tangents, radis de curvatura, etc. i, en general, sobre
contacte de corbes, poden ser:

- directes, shan de trobar alguns del elements del contacte d’'un determinat ordre; aquest tipus de
problema només depén de I’andlisi directa de les funcions i sempre son resolubles de forma analitica.



Franca 127

Lacroix: Considera la formacio d equacions diferencials. Donada una familia de corbes
troba I’ equaci6 diferencial associada, aliberant-la dels parametres (punts 43-45). Tracta
el que coneixem com equacions diferencials exactes (punt 84 i seguents). Presenta
I’estudi de les corbes, a partir de la seva equacio, com a aplicacio del calcul. Lacroix
també presenta les nocions generals sobre I aplicacié del calcul diferencia alateoriade

corbes a curvatura doble i superficies corbes (pla osculador, planormal, platangent).”

- inversos, suposant que existeix una relacio entre alguns d aquests elementsi x, y, y', y'',... (ésadir,
donada I'equacio derivada d’'un determinat ordre), buscar |'equacié primitiva per tenir |I'equacié de la
corba en x, y; es tracta de I'andlisi inversa de funcions, és més dificil que la directa pero hi ha casos en
gué la resolucio si és immediata, degut a consideracions particulars, com la relacié només entre els
elements de contacte, i no amb x, .

" El capitol X delaThéorie de Lagrange esta dedicat en part alateoria de superficies corbes.



4. ALEMANYA



4.1. ELEMENTA ANALYSEOS (1713-1715) DE CHRISTIAN WOLFF

Christian Wolff (1679-1754) va néixer a Bredau. Era fill d’un assaonador. Va estudiar
matematiques i fisica a la Universitat de Jena. El 1703 va esdevenir Privatdozent de la
Universitat de Leipzig, on dona classes fins € 1706, any en qué fou requerit per la
Universitat de Halle com a professor de matematiques i filosofia natural. Tenia relacio
amb Leibniz, amb qui mantingué correspondencia. De fet, la filosofia wolffiana és una
modificacié de laleibniziana. En principi, a Halle Wolff ensenyava matematiques, pero
en marxar un dels seus col-legues va afegir fisica a la seva tasca docent, i totes les
disciplines filosofiques. El seu sistema determinista li genera enemics a la universitat,
donat que Halle era el centre del Pietisme. El rei Frederic Guillem |, en assabentar-se'n,
el va destituir del seu carrec ala universitat i el va expulsar del territori prussia. Wolff
es dirigi a Marburg (Saxonia), on la universitat jali havia ofert un lloc abans d’ aquesta
crisi. Alla el van rebre amb distincié i les circumstancies de la seva expulsio van dirigir

I”atencid universal cap alasevafilosofia.

El 1740, alamort de Frederic Guillem I, pujaal tron Frederic el Gran, qui torna a oferir
Wolff un lloc a la universitat de Halle. La filosofia de Wolff tingué un renom gairebé
indiscutible, fins que va ser substituida per la revolucio kantiana. Es pot dir que €
sistema de Wolff és una adaptacié del de Leibniz, després d'haver sistematitzat i
dogmatitzat €l pensament leibnizia. Cal remarcar el seu caracter global, que abasta tots
els camps del coneixement huma, la seva insistencia en una exposicio metodicai clara, i
la seva confianca en € poder de la rad per reduir totes les materies a aquesta forma.
Publica obres sobre logica, ontologia, cosmologia, psicologia raciona i teologia
natural." En general, les obres que publica durant la seva estada a Halle van ser escrites
en alemany, mentre que les que escrigué a Marburg eren majoritariament en llati. Cal

afegir que Wolff va ser practicament el creador del Ilenguatge filosofic alemany.

El 1710 publica els Anfangsgrinde aller mathematischen Wissenschaften. La versio
llatina d'aquesta obra son els Elementa Matheseos Universae (1713-15), als quals

pertanyen els Elementa Analyseos, que contenen els Elementa Analyseos Infinitorum

! Les fonts biografiques consultades son GILLISPIE (ed.) (1970) i WALES-SANGER (eds.)
(2001).
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tradit, que constitueixen el text que he analitzat. En particular he analitzat les seccions

seguents:

- Secci6 |I: Dé calcul diferencial, que inclou un capitol sobre la naturalesa del calcul
diferencial (capitol 1), un dedicat a les tangents (capitol I1) i un dedicat a métode de
maxims i minims (capitol I11).

- Secci6 IV: Dd calcul differentio-differential, amb el capitol | que tracta sobre la
naturalesa del calcul differentio-differential (és a dir, I’ordre superior), € capitol 11
dedicat als puntsd'inflexio i el capitol 111 dedicat al radi de curvaturai I’ evoluta.

Per qué va tenir exit?

Buchdahl destaca el caracter popularitzador de I’ obrade Wolff.2 Entre el 1713 el 1741

esferen diverses edicions delaversio llatinai també alguna de la versio alemanya.
A quin public anava dirigit?
Com ja s'ha vist més amunt, la intencio essencial de Wolff era popularitzar tot els

camps del coneixement huma, exposant-los de manera clarai metodica, prenent com a
model el méetode matematic.

Vatranscendir lesfronteres dela seva terra?

El text anditzat és la versié llatina dels Anfangsgrinde aller mathematischen
Wissenschaften (1710). Després d’ haver consultat a BAUTZ (2004) em consta que hi ha
traduccions franceses de I’ obra de Wolff (1747, 1757). Fins i tot la part dels Elementa
dedicada al’ dgebrafou traduidaal’ angles (1739, 1765).

Quinarelacié té amb I’ Analyse?

Wolff fareferéncia al’ Analyse en el seu Mathematisches Lexicon (1716). Per exemple,
quan defineix el punt d’inflexio.

2 \Vegeu GILLISPIE (ed.) (1970), vol. 14, pp. 482-484.
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4.2. ANFANGSGRUNDE DER ANALYSIS DES UNENDLICHEN
(1760) D’ABRAHAM GOTTHELF KASTNER

Abraham Gotthelf Kéastner® va néixer a Leipzig € 1719. El seu pare, professor
d universitat i doctor en dret, va ser €l seu primer professor. Estudia a Leipzig. Més
endavant fou notari (1733) i Baccalaureus (1735). EI 1737 fou examinat com a
Candidatus Juris de la facultat de dret. EI 1739 esdevingué Magister de la facultat de
filosofia, on imparti classes de filosofia i matematiques. El 1746 obtingué la placa de
professor extraordinari de matematiques a Leipzig i € 1756 la de professor ordinari de
matematiques i fisica a Gottingen (fou el successor de Johann Andreas Segner, que a
seu torn fou successor de Christian Wolff). Fou nomenat membre ordinari de la Societat
Cientifica de Gottingen. El 1765 obtingué el caracter de “cortesa” de Gran Bretanyai de

Braunschweig-L tineburg. Mori el 1800.

Va publicar diverses obres de matematiques sobre resolucié d’equacions, resolucio
d equacions diferencials, projeccio, perspectiva, Optica, gnomonica, astronomia,
geografia matematica i historia de les matematiques (en llati). A més, va publicar un
tractat sobre seccions coniques (1759) i un atre sobre geometria, amb aplicacions
(1790) i la seva col-leci6 de principis. de |'aritmética, de la geometria, de la
trigonometria plana i esférica i de la perspectiva (1758); de la matematica aplicada
(1759); delI’andlis de les quantitats finites (1760); de I’andlis delsinfinits (1760); de la

mecanica superior (1765); de la hidrodinamica (1769).

L’ obra que he estudiat és la segona edici6 (1770) de I’ Anfangsgriinde der Analysis des
Unendlichen. La primera part conté els punts seguents, relacionats amb e calcul

diferencial:

- Motiusdelateoria delsinfinits.
- Motiusdel calcul diferencial.

- Conceptes del calcul de fluxions.

® Lafont biografica consultada és FABIAN-GORZNY (eds.) (1982-).
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- Provageneral del teorema del binomi.

- Formula per ala potencia d’' una sérieinfinita.

- Lestangents.

- Lesnormals.

- Tracar lestangents que passen per I’ ordenada d’ un punt.

- Asimptotes.

- Diferencials superiors.

- Comparaci6 dels coeficients binomials amb els coeficients de les diferencials.

- Expressio d'un terme indeterminat d’una série a traves de les seves diferencials
superiors.

- Ddsmaximsi minims.

A continuacié ve un seguit d’ apartats sobre lateoria de les equacions. Després de la part
on s exposen els principis del cacul integral, trobem una seccié dedicada a aplicacions
del calcul dels infinits a les linies corbes (quadratura, rectificacio, curvatura, punts de
retrocési d'inflexio, etc.) i una seccid dedicada a |’ aplicacié del calcul integral a calcul

de cossos rodons i les seves superficies.

Per qué va tenir éxit?

Durant la major part de la seva vida Kastner fou professor de matematiques. Segons el
parer de Bensaude-Vincent,* aguest fet que podria explicar la gran quantitat d obres
sobre matematiques (tractats i principis) que Kastner publica. De I’ obra analitzada he
trobat tres edicions en alemany (1760, 1770, 1799).

A quin public anava dirigit?

El seu llibre esta dedicat als estudiants de matematiques, en general, i als seus alumnes,
en particular. En el prefaci diu que els estudiants de matematiques han de respectar les
quantitats infinitament grosses i petites, les linies corbes, etc. com la doctrina més
elevada. En la segona edicio diu que gracies a I’ s que ha fet de la primera edici6 del

seu llibre al's seus cursos ha pogut detectar errates, que ha esmenat en la segona.

“\egeu BENSAUDE-VINCENT (1990), p. 438.
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Vatranscendir lesfronteres dela seva terra?

Als catélegs consultats® no he trobat cap traduccié de |’ obra estudiada, només exemplars
en alemany a la British Library de Londres i a diverses biblioteques d’ Alemanya. He
trobat altres obres de Késtner, tampoc no traduides, a les biblioteques nacionals
dEspanya i de Franca, com els Anfangsgrinde der Arithmetik, Geometrie,
Trigonometrie und Perspective.

Quinarelacié té amb I’ Analyse?

En |’ apartat de punts de retrocés (de primera i segona espécie) esmenta L’Hopital.® | en
parlar de curvatura fareferénciaales Lectiones de Johann Bernoulli.”

4.3. ANFANGSGRUNDE DER ANALYSIS DES UNENDLICHEN
(1770) DE GEORG FRIEDRICH TEMPELHOFF

Georg Friedrich Tempelhoff® va néixer a Trampe (Mittemark) el 1738. El seu pare, fill
d eclesiastic lutera, tenia a seu carrec terres del Princep August de Prissia. Els seus
primers estudis els dugué a terme a I’ escola del seu poble. Els continua al col-legi de
Frankfurt am Oder i a la seva universitat. Els seus pares volien que es dediqués a la
jurisprudéncia. Tanmateix, Frederic I, havent incorporat a seu exércit les tropes
saxones fetes presoneres a Pirna el 1756, va posar al comandament oficials i suboficials

escollits entres €'s seus subdits.

Donat que Tempelhoff mostrava interés per les matematiques i que volia ingressar a
I’ exércit, va comencar |la seva carrera militar. Es presentat al Duc de Bronswick, que €l
recomana a Frederic Il i e promociona dins del cos d artilleria. Continua els seus

estudis de matematiques. El 1768 tradueix i comenta les Instructions de physique et de

® Berkeley Digital Library SUnSTE, Bibliotecas universitarias y de investigacién espafiolas,
Catalogo Colectivo del Patrimonio Bibliografico Espafiol i Karlsruher Virtueller Katalog.

®Vegeu KASTNER (1760), p. 165.

"Vegeu KASTNER (1760), p. 493.
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mathématiques del cavaller Papacin d’ Antoni, per a Us dels cadets d’ artilleria (els seus
alumnes). El 1769 dels primers volums de la societat privada de Tori (que després
esdevindra académia real) n’extreu una memoria del Comte de Saluce sobre la forca
elastica de la pdlvora. Inventa un nou tipus de granada. El 1790 fou instructor de
matematiques del Princep Reia de Prissia. Des de 1791 dirigeix I’Academia
d Artilleria de Berlin. També fou membre de I’ Academia de Ciencies de Berlin. Entre
d altres publica les seglents obres. Anfangsgrinde der Analysis endlicher Grossen
(1769), Anfangsgrinde der Analysis des Unendlichen (1770) i Geometrie fur Soldaten
(1790), i també obres sobre astronomia i una introduccio a I’ agebra. També aplica el

calcul asinstruments musicals.

La primera part de I’ Anfangsgrinde der Analysis de Unendlichen esta dedicada al
Calcul Diferencial:

- 12 SecciG: Deleslinies de segon ordre o de les seccions coniques.

- 22 Secci6: Dela parabola.

- 32 Secci6: Del’ e lipse.

- 42 SecciO: De la hipérbola.

- 52 SecciG: De les quantitats infinites i infinitament petites.

- 62 Secci6: Dél diferencial deles equacions.

- 72 Secci6: Metode per trobar les tangents de les corbes.

- 82SecciO: Del’ s del Calcul Diferencial per solucionar problemes diferents.
- 92 Secci6: Més exposicio sobre e métode de les tangents.

- 107 Secci6: Del diferencial de figures corbes planesi dels arcs de les corbes.
- 112 Secci6: Dels diferencials de les equacions diferencial, o dels diferencials
superiors.

- 122 Secci6: Del’us del Calcul Diferencial per trobar els diferencials complets de
funcions donades.

- 132 Secci0: Dela suma de series.

- 142 Secci0: Dela curvatura de linies corbes.

- 152 Secci6: Métode per trobar les ordenades maximes i minimes de les linies corbes.

& Lafont biografica consultada és FABIAN-GORZNY (eds.) (1982-).
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Per qué va tenir exit?

Nomeés he trobat exemplars de la primeraedicié (1770) del text de Tempelhoff. Defet, a
la fitxa corresponent del llibre als catalegs de la British Library i de la biblioteca del

University College de Londres, hi diu que no vatornar a ser publicat.
A quin public anava dirigit?

Aquesta obra s adreca als cadets de la Reia Artilleria Prussiana, on Tempel hoff

impartia classes.
Vatranscendir lesfronteres dela seva terra?

Després d haver consultat diversos catdlegs col-lectius,” a Gran Bretanya, a Franca, a
Italiai a Espanya només he trobat la versio demanyadel text de Tempelhoff alaBritish
Library i alabibliotecadel University College de Londres, i cap traduccio.

Quinarelacié té amb I’ Analyse?

No he trobat cap referencia sobre I’ Analyse de L’ Hopital per part de Tempel hoff.

4.4. ANFANGSGRUNDE DER MATHEMATISCHEN ANALYSIS UND
HOHERN GEOMETRIE (1786) DE WENCESLAU J. G. KARSTEN

Wenceslau Johann Gustav Karsten'® va néixer a Neubrandenburg el 1732, en el si d’una
familia d’ apotecaris de Gustrow. Degut a un incendi € 1737 Wenceslau ha de marxar
cap a Gustrow, on rebé classes privades de matematiques. Estudia Teologia a Rostock
(1750-1752) i filosofia, teologiai matematiques a Jena (1752-1754). A la universitat de
Rostock fa de substitut del professor de matematiques Petrus Becker i del Privatdozent
Magister Franz U. T. Apinus. Sera promogut a Magister €l 1755, aixi com Privatdozent

® Berkeley Digital Library SunSITE, Bibliotecas universitarias y de investigacion espafiolas,
Catalogo Colectivo del Patrimonio Bibliografico Espafiol i Karlsruher Virtueller Katalog.
19) esfonts biografiques consultades son FABIAN-GORZNY (eds.) (1982-) i ENGEL (2000).
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per ales classes de | es disciplines fil osofiques. Fou Apinus qui posa K arsten en contacte
amb Leonhard Euler. El 1758 esdevingué professor de logica a la universitat de
Rostock. Tensions entre la ciutat de Rostock i € Duc de Mecklenburg-Schwerin feren
que la universitat es dividis. L’any 1760 el Duc funda la universitat de Bitzow, on
Karsten treballa com a professor de matematiques. Degut al comencament de la Guerra
dels Set Anys cap de les dues universitats es pogué desenvolupar, aixi que € 1789 les
dues parts es tornaren a gjuntar. El 1765 Karsten refusa una placa a |’ Academia de San
Petersburg i €l 1778 accepta la placa de professor de matematiques i teoria natura ala
universitat de Halle, com a successor de Johann Andreas Segner, on romangué fins la
seva mort, €l 1787. De fet, sembla ser que quan Lagrange deixa la seva plaga a
I’ Académia de Berlin, volien que Karsten €l substituis, pero no fou possible donat que
Karsten mori gairebé quan Lagrange marxa de Berlin. Entre les obres matematiques que
Karsten publica s'inclouen Elementa matheseos universalis (1756), Lehrbegriff der
gesamten Mathematik (1767-1777) i Mathematische Abhandlungen (1786), a qual
pertany |I’obra analitzada en aquest capitol. L’Anfangsgrinde de Karsten conté els
capitols seglients:

- Capital I: De la geometria indeterminada.

- Capital 11: Principisdel calcul diferencial amb algunes aplicacions.

- Capital I1I: Principis del calcul integral.

- Capital 1V: Métode general de lestangentsi els estudis que d’ ell depenen.

- Capitol V: De les propietats notables de les coniques.

- Capitol VI: Teoria general delesliniesd ordretercer i superior.

- Capitol VII: Deleslinies transcendents.

- Capital VIII: Deles superficies corbesi de les linies de doble curvatura.

- Capitol 1X: Solucié d equacions superiors determinades amb variacio sobre la
divisié del’angle.

- Capitol X: Usdeles séries per resoldre problemes matematics.

Per qué va tenir exit?

Moritz Cantor en la seva historia de la matematica parla del Lehrbegriff der gesamten
Mathematik de Karsten. La seva carrera esta dedicada a I'ensenyament de les
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matematiques, una de les raons que cita Bensaude-Vincent com a requisit per

confeccionar |libres de text satisfactoris.'*
A quin public anava dirigit?

Essent professor a les universitats de Rostock i de Halle, és molt probable que els seus

[libres s adrecessin al's seus estudiants.
Vatranscendir les fronteres de la seva terra?

Als catdlegs consultats” només he trobat la versi6 alemanya (dues edicions) i cap

traducci 6.

Quinarelacié té amb I’ Analyse?

En e punt 266 tracta el problema de g Fa referencia a Johann Bernoulli, que fou €l

primer en saber que aqui €l calcul diferencia podia ser molt avantatjés; a L’ Hopital i a
la seva obra Analyse des infiniment petits; i a les Institutiones calculi differentialis
d Euler.

4.5. ANALISI COMPARATIVA DELSTEXTOS

4,5.1. COM EXPOSA ELSFONAMENTSDEL CALCUL?

Wolff: El calcul diferencial és e métode de les quantitats diferencials, és a dir, les que
creixen en quantitats infinitament petites (definicido 1). Un infinitesm o quantitat
infinitament petita és una particula exigua, menor que qualsevol quantitat donada
(definicio 2). L’infinitésim es pot negligir, i, en fer-ho, I’ error comes és zero (corol-lari

1). Dues quantitats que es diferencien en un infinitésim son iguals (corol-lari 2). Com

1vegeu BENSAUDE-VINCENT (1990), p. 438.
12 Berkeley Digital Library SunSITE, Bibliotecas universitarias y de investigacion espafiolas,
Catalogo Colectivo del Patrimonio Bibliografico Espafiol i Karlsruher Virtueller Katalog.



140 Capitol 4

feia Leibniz, parla dels infinitésims com d’ entitats reals. En el Mathematisches Lexicon
Wolff comenta que es pot parlar de diferéncies infinitament petites (com el cas de
Leibniz), de fluxions (com els anglesos), d'infintésims (com Nieuwentijdt), infiniment
petits o quantitats diferencials (com els francesos). Per justificar la formula de la
diferéncia del producte, considera que el producte Xy representa un rectangle. Un costat

creix i passaaser x+dx, il'atrepassaaser y+dy. Aixi ladiferencial del producte és
la diferencia entre els dos rectangles. ydx+ xdy + dxdy. La diferencial del rectangle
ydx, s dx es considera constant, és dxdy. La del rectangle xdy, prenent ara dy

constant, també. El rectangle dxdy és nul respecte ydx i xdy.

Kastner: El primer apartat de la seva obra es titula Motius de la doctrina dels infinits.
Una quantitat creix infinitament quan sempre pot ser més gran que tota quantitat finita
donada. Una quantitat pot créixer sense fi, indefinidament (en el sentit de D’ Alembert)
sense esdevenir infinit (com la suma del's primers termes d’ una serie algebrica, com un
l[imit que no pot ser mai assolit). Realment no es pot dir que una quantitat sigui
infinitament gran. La quantitat, en créixer, s apropa mési meés a limit, de manera que
es pot prendre €l limit en lloc de la quantitat. Una quantitat decreix indefinidament

(infinitament) o desapareix quan €s meés petita que qualsevol quantitat donada. També es

s

diu que ésinfinitament petita. Si u és una quantitat infinitament gran aleshores x == és

u
una quantitat infinitament petita, parer andeg al de Johann Bernoulli. Dir que una
quantitat és infinitament gran d'ordre k és equivalent dir que aguesta quantitat és
infinitament petita d’ordre —k. Si y és infinitament petita d ordre 1, llavors y* és
infinitament petita d ordre 2, perqué y> disminueix més rapidament que y i desapareix

en comparar-laamb y.

Per trobar la diferenciacio del producte xy=Z fara servir I'expressio equivalent

47 = (x+Yy)? — (x—y)? i ladiferenciaci6 de la poténcia:

Justificacié diferenciacié de la poténcia: En el punt 17 troba la diferenciacié de la poténcia, amb

qualsevol exponent, fins i tot, imaginari, perqué per a calcul amb imaginaris no hi ha regles
diferents de les del calcul amb no imaginaris (punt 30). Sigui Z=2z". En lloc de Z escrivim

Z+E ienllocdez z+e. Desenvolupae binomi Z+E=(z+€)" i obté I’expressio de E:e.

Enrigor E:e és el limit de n.z":1, quan e es fa infinitament petit. Perd com que aquestes
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dues proporcions poden estar tan properes com es vulgui, no hi ha diferéncia entre ellesi es pot
dir quesdniguas. E:e=nz"':1= E=nez"* = dZ =nz""dz.

Observa que el terme dxdy desapareix en comparar-loamb dx i dy.

Tempelhoff: Al comencament de la cinquena seccid, De les quantitats infinites i
infinitament petites, defineix quantitat infinita com aguella quantitat més gran que
qualsevol quantitat finita, per molt gran que sigui. Una quantitat infinitament petita és
una quantitat menor que qualsevol quantitat finita, per petita que sigui (punt 213). Una
quantitat infinita és a unafinita, com unafinita és a una infinitament petita. El punt 220
conté el seglient teorema: “La proporcié d una quantitat infinita sobre una quantitat
finita és la proporcio 1:0 o bé igual a la proporcié d una quantitat finita sobre 0.” La
demostracio del teorema es basa en que la proporcio de la quantitat infinita X sobre la
finita A ésigual alaproporcio de latangent d’ un arc sobre el seu radi, considerant el cas
en qué I'angle sigui recte (punt 211). La proporcié 1:0 també serveix per a una
quantitat finita sobre una quantitat infinitament petita. No ens hem de preguntar qué és
una quantitat, sind quina proporcié té amb una atra Si 12:1=1:0 aleshores

Ilzll2 =1:0, ... (punt 234), raonament andleg a de Johann Bernoulli. En els punts
243, 244 i 248 justifica perque la suma dels infinitament petits d’ ordres 2, 3, 4, ...
desapareix davant I'infinitament petit d’ordre 1. Busca la suma d’'una progressio

geométrica donada. Sigui la progress6 A, B, C, .., T, U ta que
A:B=B:C=..=T:U=a:b... Per Euclides s obté la igualtat:
(A+..+T):(B+...+U)=a:b, s lasuma és Sllavors (S-U):(S-A)=a:b i per
tant, S:w. Quan a:b=0:1, i A=ao™, B=po ™Y . U=pnol
aleshores:

o™ o™ = 0:1

-(m-1) . —(m-2) -0
o : 00 0:1 S— ot

o2 igot=0:1
que equival a noo g ™ + fo ™Y 4+ F0? =1:0. Es a dir, la suma dels termes

infinitament petits d’ordres desde —m a — 2 desapareix respecte €l terme infinitament

petit d'ordre —1. De manera andloga veu en el punt 245 gque la suma dels termes infinits
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d’ ordres m—-1,m-2,... desapareix respecte a terme d’ordre m. Esa dir, s a:b=1:c

adleshores S=0o". Al fina de la secci6 afirma que els antics gedmetres (com
Arquimedes) usaren €ls limits de les proporcions amb éxit. Aixi ho fa també Colin
Maclaurin alaintroduccio del Treatise of Fluxions. Amb els gedmetres moderns avanca
aquesta teoria, i fa referéncia a meétode dels indivisibles (relacionat amb els
infinitament petits). Tempelhoff considera € moviment com a generador dels
diferencias. De fet, els canvis soferts per una funcié gracies al moviment origina €l
calcul infinitesimal de Newton.*®

En & punt 322 mostra com trobar el diferencial d’una equaci6 algebrica. En particular,
els diferencials de producte, de quocient i de poténcia els troba mitjancant €l diferencial
del logaritme (punt 320). Per exemple, s’ hade trobar du, on u=axy+b:

w=u-b

Iw=1l(u-b)=la+Ix+ly

diw=dla+dix+dly

aw_ dx  dy
w o X oy
dW=W7dX+M
X y
du = (u-b)der (u—-b)dy
X y

du = aydx + axdy

Karsten: La rad % és variable i s'ha de considerar e limit a qual s aproxima, que
X

s anomena “rao diferencial” de la funcid y. No es demana que ocorre amb la rad quan
numerador i denominador son zero o infinitament grans a |’ hora, donat que € darrer

valor de larad és una quantitat determinada en tots els casos.

Si es val trobar e limit de % on z=Xxy 1Yy ésfuncio de x, Karsten procedeix de la
X

manera seguent. S X creix en dx, aleshores

z+dz=(x+dx)(y+dy)=xy+xdy+ ydx+dxdy. Donat que y és funci6 de x

3 \/egeu TEMPELHOFF (1770), punt 268.
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dy = pdx. Aixi Z+dz=xy+ (px+ y)dx+ pdx? i en consequiencia,

dz = (px+ y)dx+ pdx?. El limit de % que és px+ Y, llavors dz = xpdx+ ydx, o bé:
X

dz = xdy + ydx. També justifica aquest resultat a partir de la regla de diferenciacio de

funcio de dues variables (punt 60).
Corba com a poligon

Ates quelacordai I'arc s apropen indefinidament, Kastner identificala cordaamb I’ arc
i diu la corba esta formada per linies rectes infinitament petites que funcionen com a
elements. Quan un punt s apropa indefinidament a un atre, I’angle format per la cordai
la tangent esdevé infinitament petit, de manera que en el punt I’arc, la cordai la tangent
S apropen a un estat en que els tres coincideixen. Aixi, I’element de |’ arc també pot ser

considerat com element de la tangent.
Variable

En el punt 7 Wolff diu que les variables continuament creixen o decreixen, mentre que
les constants no pateixen cap canvi. Kastner, Tempelhoff i Karsten parlen de variables
perd no les defineixen explicitament

Funci6

Kastner: S Z és funcié de z, aleshores quan z es transforma en z+e, Z passa a ser
Z + E. Quan estudia €s extrems, Kastner distingeix una funcié uniforme d’'una altra

que no ho és.**

Tempelhoff: F ésfuncid de X, Y, Z,... variables. S X, Y, Z,... disminueixen/augmenten
en quantitats finites donades X, vy, z,..., estudia com afecten aguests canvis a F. La
funcié F pot ser algebrica o transcendent, cada cas ha de ser estudiat en particular. S F
és algebrica pot ser racional o irracional, entera o fraccionaria; I’ expressio de F és una

combinaci6é de productes de X, Y, Z,... En & punt 257 dona la formula general d’una

14 Aquesta classificacio apareix a EULER (1748), punt 10 del capitol primer del llibre primer.
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funcio algebrica. Si F és funcid de X, Y, Z,... que passa a ser F' quan X passa a ser
X +X, Y passa a ser Y+V,. aleshores
F'=F +PX +Qx2 +RE+..+ P'y+Q'xy+ R'x2y+...+ P'z+..., on P,P',Q', etc.
son funcions de X, Y, Z.. S F és transcendent, prenent per exemple

U =snX,T =tangY,W =logZ,... llavors F adquireix |’ aspecte d' una funcio algebrica.

Karsten: y funcié de x, que creix dy quan x creix dx. En el punt 45 defineix funcié
algébrica com aquellafuncid y de x, on es pot trobar y a partir de x i de constants només
fent servir les quatre operacions comunes, poténcies i arrels, no apareixent cap altra
operacio. Les funcions que exigeixen operacions transcendents son funcions
transcendents, com un nombre i € seu logaritme, linies trigonometriques i e seu arc,

que no es poden expressar mitjancant equacions algébriques usuals.”®

Diferencia

Késtner: Z, Z + E s0n dos valors consecutius de lafuncio. E ésla seva diferéncia.
Tempelhoff: Quan X, Y, Z,... passenaser X+x, Y+Yy, Z+2z,... Fpassaaser F' i
aleshores F'-F s anomena diferencia. Aquesta diferencia és finita doncs x, y, z,... son

finites.

Karsten: La diferencia en que una quantitat variable creix o decreix, s'indicaamb unad

a davant de lavariable.

Diferencial

Wolff: diferéncia infinitament petita entre dues quantitats variables. Per notar-la
sutilitza d com a prefix. Si dx és positiva significa que x creix continuament. Si, a

contrari, dx és negativa, vol dir que x decreix continuament.

Kastner: Quan e disminueix indefinidament, E també. Quan e, E son infinitament petits,

s'anomenen diferencials de z i Z. Quan e decreix indefinidament, € limit al qual la

> Aquesta classificacio laintrodueix Euler al punt 7 d EULER (1748).
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proporcié E: e s apropaindefinidament s'anomena proporci6 dels diferencialsde Zi z
Aquesta proporci6 és finita, tot i que a comencament e és finita i després disminueix
fins a esdevenir zero. Diu que per a Euler e és zero. Esnota E =dZ,e=dz, ond no és
un factor. Trobar la proporcié dels diferencials s anomena diferenciar Z. Donada una
equaci6 finitaentre Z i z, trobar |’ equacio diferencial entre Z i z éstrobar |’ equacié entre
els seus diferencials.

Tempelhoff: Quan X, y, z... es fan infinitament petites, els termes d ordre superior
desapareixen i només queden elstermesen x, y, z..., i ladiferéncia passa a anomenar-
se diferencial, la quantitat en qué una variable creix o decreix. La quantitat en que una
equaci6 creix o decreix s'anomena equacio diferencial. La quantitat en que una funcio
creix o decreix és e diferencial de la funcid. Déna exemples de diferencials: d'un
triangle (punt 265); d'un paral-lelogram (punt 266); d'un arc de corba, d’ ordenada,
d’ abscissa, de regio (punt 267).

Karsten: Quan es busca el limit de % , No importa el valor de les diferencies dx, dy, no
X

tenen un valor determinat, S anomenen diferencial de x i dey. Es poden prendre com a

zero, perque per calcular € limit de % shade prendre dx=0.
X

Fluxionsi fluents

Wolff: La diferencial d’una quantitat és el mateix que la fluxié de Newton, la velocitat
instantania amb qué una quantitat creix. Pero, segons Wolff, la notacio de Leibniz és
més comoda que la de Newton (especialment, a I’ hora de trobar la diferencia d’una
diferencial).*

Kastner: Un punt descriu larecta AC i es calcula € principi del seu moviment des del
punt A. La velocitat que té C en cada posicié s anomena fluxié de AC, on AC és €
fluent. Lavelocitat amb qué una quantitat varia és la fluxio. Justifica que la proporcio de

fluxions coincideix amb la proporcié de diferencials. dZ,dz no son els

creixements/decreixements reals de Z i z sind els creixements/decreixements que
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sofririen en un instant, s a principi d’aguest instant continuessin amb velocitat
uniforme. Mostra la notacio de les fluxions. El segon diferencial ddy éslavelocitat amb
gue lavelocitat en 'y varia (prenent la velocitat en x uniforme). Comenta la controversia
L eibniz-Newton.

Tempel hoff: Els canvis soferts per una funcié a partir del moviment originaren el calcul
infinitesimal descobert per Newton. La velocitat de les quantitats fluents S anomena
quantitat fluxio. Per exemple, lafluxié d’ unalinia és la velocitat del punt que la genera.
Les “fluxions dels anglesos’ no son el mateix que els diferencials perd es comporten
digual forma. Tanmateix la notaci6 del calcul diferencial és més comoda. Els
fonaments del calcul de fluxions segons el méetode dels atnics es troba a Treatise of

fluxions de Colin Maclaurin.
Limit

Kastner: Al punt 7 Kéastner defineix el limit com € valor a qual s apropa
indefinidament una quantitat, de manera que la diferencia entre ells és més petita que

qualsevol quantitat.

Tempelhoff: Parla de “limits de proporcions’, que ja havien fet serivr els antics
geometres i Colin Maclaurin. Per exemple, en la férmula diferencial del sinus diu “a
mesura que b s'apropa a B la proporciéo Bb:bF sSapropaa Bf : fF i n'esdevé igual
quan b ésB. Bf : fF ésel limit a qual laproporcié Bb:bF s apropa, quan I’arc Bb es

fainfinitament petit”.’

Karsten: Lara0d entre dues quantitats variables pot ser variable o constant. Per exemple,
S y=ax,z=bx, lesraons y:zy:x,z:x sOn constants. Per0 s y=ax+c,z=bx, la
. a c : A = . .. a
rao y:z=E+b— és variable i mai no assolira e limit b’ fent x tan gran com es
X

vulgui.®® En general, Karsten treballa amb desigualtats per arribar a |imit.

16 egeu WOL FF (1713-1715), p. 546.
'"Vegeu TEMPELHOFF (1770), punt 332.
18 Esadir, Karsten considera el Iimit en el sentit de D’ Alembert.
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Teorema de Taylor

Tempelhoff: La seccié dotzena es titula De I'Us del calcul diferencial, per trobar €l

diferencial complet de funcions donadesi tracta de la relacié entre €l desenvolupament

en serie d'unafuncio i dels diferencials d’ ordre superior, tant per a funcions algébriques

com transcendents. Sigui U una expressio de X, algebrica o transcendent. Quan dx és

constant i finita, I’expressio del diferencial complet és:
2 3

B f:jjx A 1-2-sz &+ zésl-de3

En el punt 572 fareferenciaala convergénciade les séries, segons €l valor de Ax.

AU

AX® + ... (punt 567).

Karsten: En el punt 40, si y™ ésel valor dey quan x passaaser x+ ndx, aleshores:

N n nn-1.., nn-1n-2 nn-1ln-2.n-(n-1 ,,
=y+—-dy+ +————d°y+..+ d

y y 1dy 12 Y 123 y 1.23..n Y

Per tant:

N ndx dy nn-1dx® d?y nn-1n-2dx® d3y
y+— 24 —2 4 2t
1 dx 12 dx? 1.2.3 dx®

En el punt 42, prenent dx tant petit com es vulgui, sigui b = ndx. Aleshores lafuncio y

bdy b%d?y bid3y
+ +
1dx 1.2dx? 1.2.3.dx3

prendre tan petit que la suma Ssigui més petita que el primer terme p.b. En € punt 113,

en Xx+b passaaser y+f4,on g=

+..= pb+S, b es pot

donada una funci6 z de dues variables x, y, troba el valor de dz através de I’ expressié de
y X yX

lasérie completa, dz = dz+ dz+ ddz.

Coeficient diferencial

Kastner: Al punt 13 Kastner basa €l calcul diferencial en el limit a qual tendeix larad

dels diferencias de I’ordenada i de I’ abscissa. De fet, Kastner defineix |’ ordre superior
en relaci6 aaquesta rag.’®

19 Boyer, pero, diu que Késtner no entén que la rad dltima no és la rad de quantitats Gltimes.
Vegeu BOYER (1949), p. 251.
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Tempel hoff: En treballar amb ordre superior, per exemple, Tempelhoff usa els “limits de

les proporcions’.

Karsten: S'ha de buscar el limit de larad ;ﬂ , que és larao diferencial. Aquest limit, o
X
darrer valor, no s assoleix mai. Sigui %: p, aeshores e diferencial de y es pot

escriure dy = pdx, que és unaequacio diferencial entrex, y.

Ordre superior

Wolff: En e punt 293 defineix el calcul differentio-differentialis com el metode de les
quantitats diferencials tornades a diferenciar. Es noten ddx, dddx,... o bé d?x,d>x,...
Diferencial de primer grau és infinitésim d’ una quantitat ordinaria (dx). Diferencial de
segon grau és infinitésim de quantitat diferencia de primer grau (ddx, dx?, dxdy), etc.
En el punt 297 exposa les regles per diferenciar diferencials, que son les mateixes que
per a les quantitats ordinaries. Aixi, Wolff conclou que e cacul differentio-
differentialis no és diferent del calcul diferencial.

Eleccio de la progressio: En € punt 300 comenta que en circumstancies especials, les
quantitats diferencials es consideren o bé variables, o bé constants. En els problemes de
calcul de punts de flexio contrariai de radi osculador generalment pren dx constant.

Kastner: Els punts 120 a 143 estan dedicats als diferencials superiors. Sigui la corba
KLM (que anomena linia principal). Divideix les abscisses en parts iguas
NO =OP =e. Lk, MI son les diferencies de les ordenades. Com a exercici proposa
dibuixar la corba xAu, les ordenades de la qual (per a les mateixes abscisses) es
comporten com les diferencies de la corba KLM, és a dir, verifiquen la propietat:
OA:Pu=Lk:MI.
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Figural

a-Lk _aMl

La solucié que Kastner proposa és O4 =——,Pu , essent a una distancia
e

arbitraria. Quan NO (e) decreix infinitament Lk desapareix. Per tant, Lk ha de tenir una
expressio tal que desaparegui quan ho faci e Lk = P-e, on P ésunafuncié de x, y. Aixi,

quan e esdevé infinitament petit P passa a ser p: Lk = % = p. Espot trobar |’ expressio
e X

de la corba xAu depenent només de |’ abscissai no de e prenent z=ap . De I’equacio
delacorbaKLM, delarelacio entrex, yi p, i de z=ap S aconsegueix una equacio per
alacorba x4 enfuncio dexi dez xAu éslinia diferencial. De formaandoga, quan e
decreix indefinidament la diferencia entre les diferéncies de les ordenades desapareix,
obtenint d’ aquesta forma la segona diferencia de les ordenades (o differentiodifferential
de y). Considerant successivament KLM com la primera, la segona, la tercera, ... linia

diferencial, es poden trobar totes les linies diferencials d’una linia principa. El

nqn

d'y
ax"

diferencial d’ ordren és d"y. En canvi, laliniadiferencial d ordre n és

En e punt 46 (dins de la secci6 Prova general del teorema del binomi a partir del
calcul diferencial) Késtner proposa com a exercici trobar una formula per expressar la

poténcia d’una “arrel amb dues parts’ (és a dir, d'un binomi), amb exponent positiu 0



150 Capitol 4

negatiu, enter o fraccionari, i, fins i tot, imaginari, mitjancant una série infinita. La
soluci6 buscada ha de verificar:

1+ y)" =1+ Ay+By* +Cy* +...=w,
gue funciona bé per a qualsevol y, en particular quan y=0 és clar que dona 1.
Diferenciant tots els membres d’ aguesta expressid, s obtenen els coeficients de la
formula buscada. Més endavant, apareix la seccid titulada Expressié d'un terme

indeterminat d’una série mitjancant els diferencials superiors (punts 144-151). Calcula
els coeficients que resulten de diferenciar diversos cops I'expressié w = x™ (amb dx
constant) i els relaciona amb els coeficients del binomi o +e=(x+c¢)™. Fareferencia

a comentari de Colson sobre e Methodus Fluxionum de Newton; a |’ obra de Johann
Bernoulli; al’ obra de Jakob Bernoulli (que ho relaciona amb la combinatoria, pero aqui
nomes amb exponent enter positiu); a I’'Institutiones calculi differentialis d' Euler; a
I’ obra de Clairaut i de Segner,...

Elecci6 de la progressié: En e punt 142 comenta que no cal prendre e, o dx, constant, i
ddna la formula en aquest cas. Per0 observa que els diferencials superiors no tenen un
valor determinat s no es pren e primer diferencial d’una quantitat com a constant. En

aguest sentit, recomana llegir I’ Institutiones calculi differentialisd’ Euler.

Tempel hoff: La seccié onzena es titula Dels diferencials de les equacions diferencials, o
dels diferencials superiors. Defineix els diferencias superiors de manera andloga a
Kastner, pero en lloc de parlar de les diferéncies, pren les tangents.

- Cas equacio explicita: En @ punt 495 presenta la corba o3, amb equacié y= X, on

X ésunafunci6 delavariable x.

Figura 2
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Les coordenades x = AP,y = PM formen un angle recte. Larecta MX éslatangent ala
corba pel punt M. Considera la corba 5, |’ aplicada de la qual, PN, és la tangent de

I"angle format per latangent MX i I’ eix d’abscisses. Sigui NT la tangent a aquesta corba
pel punt N. Considerala corba & tal que I’ aplicada PO és la tangent de I’ angle format
per latangent NT i |’eix d abscisses. | aixi successivament. S’ ha de buscar les tangents

dels angles o, dit d'una altra forma, s ha de trobar I’equacio de les corbes y0,&4,.. La

solucié I’exposa en e punt 496. En el punt 363 ha vist que % , és una funcié de x, P.
X

Sigui p la tangent de I'angle format per MX i I'eix d abscisses: p=%= P. Ara

prenem p = PN, ordenada de la corba o . Aquesta corba queda expressada a traves de

I’'equacio p=P. Sigui g la tangent de I'angle format per NT i I'’eix d abscisses.

g= 3— =Q seral’equacio que expressa la corba &£ . | aixi successivament. Observa
X

que es pot considerar dy com avariablei dx com a constant. Aleshores:

dy =Pdx= p= P:ﬂ
dx
d.dy =dP.dx=Qdx* = q=Q :%
X
d.d.dy

d.d.dy =dQ.dx?> = Rdx®* = r = R=

dx®

d.dy = d?y ésel segon diferencial dey; d.d.dy = d®y ésel tercer diferencial dey:...

Es més comode determinar elsvalorsq, r, ... considerant y = P com anovacorba af3.

- Cas equacio implicita: Ara la corba aff ve donada per I'equacié X =0, on X és

dy

funcié de x, y. Aleshores Pdx+Qdy=0= p= v —g , que ésunafuncié de x, y. De
X

I’ expressio:
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es dedueix que d(—g] =P'dx+Q'dy, i per tant:

dp_,, Qdy_PQ-QP
dx dx Q

Aqui també esta suposant dx constant. En consequéncia, d.dy = d[— g]dx =... També

donal’expressio depi dedp en el casen que X sigui ésunafuncido deti x, i Y sigui una
funcio dexi y (ésadir, presentalaformula de laregla de la cadena).

Eleccio de la progressié: Els punts 551 a 557 mostra com varien les formules quan un
dels diferencials (dx, dy,...) és considerat constant, i quina és la férmula general, on cap
diferencia no es considera constant. En el punt 536 afirma que els diferencials d’ ordre
superior no signifiquen res determinat fins que un dels diferencials primers és constant
(dt = constant).

Karsten: En el punt 36 construeix la primera serie diferencial dey (funcié de x) per a

X+ dx, X+ 2dx, X+ 3dx,... Obté una nova série de la qual torna a calcular la série
diferencial, que sera la segona serie diferencial. | aixi successivament. En el punt 37
diu: sigui y funcié de x: dy = Pdx+ Qdx? + Rdx® + Sdx* +...,%° aleshores prenent dx
constant:  d?y = dPdx+dQdx? + dRdx® +..., on  dP = pdx+qdx® +rdx® +...,
dQ = Fdx+ Gdx? + Hdx® +..., dR = Kdx + Ldx? + Mdx® +..., ... Llavors:

d?y = pdx? + gdx® + rdx* + sdx® +...
+ Fdx® + Gdx* + Hdx® + ...

+ Kdx?* + Ldx® +...

Considerant Z=q+F, Y=r+G+K, X=s+H+L, .. aeshores resulta
2

d?y = pdx? + Zdx® + Ydx* +..., on Q:P,£=p i p:u_ d2y = pdx® és d
dx dx dx?

segon diferencial de y (primer membre de la segona série diferencial). Per trobar €l

segon diferencial a partir de dy = Pdx, es pren dx constant i es calcula d.Pdx, que és

d?y=dP.dx= pdx? i aixi successivament. En e punt 28 demostra per inducci6 el

% Des del punt 27 esta tractant amb funcions enteres. Mostra com trobar la diferéncia d'una
poténcia a partir del desenvolupament del binomi. | a continuacié, la d’ una suma de funcions enteres.
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desenvolupament del binomi per a una poténcia d exponent enter. Més endavant
demostra el desenvolupament per a qualsevol exponent. En e punt 41, relaciona els
coeficients del desenvolupament de la poténcia (x+ dx)" amb els diferencialsr d’ ordre
superior.
Eleccio de la progressio: Generament considera dx constant. Pero a final de la seccio
Il plantejala solucid, s dx ésvariable. Per exemple:

z=x"

dz = nx""dx

ddz = nx"*ddx + n.(n—1)x"%dx®

De les férmules generals es dedueixen les férmules quan dx ésconstant (fent
ddx=0,d°x=0,...). En & punt 107 calcula € radi de curvatura, primer quan dx és

variable, i després dedueix laformula per a dx constant.

Diverses variables

Késtner: En els punts 477-486 tracta els diferencials de funcions de dues variables i en
els punts 487-493 els diferencials de funcions de 3 variables (independents entre si).
Sigui V funcié de x, y. Diferenciant primer respecte X i després respecte y demostra que

dona € mateix resultat que diferenciant primer respecte y i després respecte x. A

continuacié, com que dV = Pdx+Qdy llavors P:[?j_VJ'Q:(?j_Vj i, pel resultat
X y
. (dP dQ . . e o .
anterior: w Ua ) S aquesta igualtat no es verifica significa que la quantitat
y X

diferencial no prové de la diferenciacié de la funci6 en x, y. De forma andloga, s V és

funcio de x, vy, z, aleshores dV = Pdx+ Qdy + Rdz i també demostra la igualtat de les

segones diferencials “ creuades’:

(S-S5

aixi com les terceres diferencials. Aplica aguest resultat a I'estudi d equacions
diferencials (punts 494 a 504).
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Tempelhoff: Si U és unafuncio de diverses variables x, y, z, considerant primer x com a
variable (i la resta com a constants), dU = Pdx, on P és una funci6é de x, y, z
Considerant a continuacio y com avariable (i laresta com a constants), dU = Qdy ; etc.
Ara, considerant totes les variables, quan x passa a ser x+dx, quan y passa a ser
y+dy, qQuan z passa a s z+dz,.. llavors U passa a ser
U'=U + Pdx+ Qdy + P'dxdy +... El terme P'dxdy desapareix perque és d ordre més
petit que dx,dy,dz. Aixi, U'=U +Pdx+Qdy+ Rdz i e diferencia de U és
U'-U = Pdx+ Qdy + Rdz.

Karsten: El diferencial d’unafuncié de dues variables té dues parts (punt 60). La funcié
es diferencia respecte cadascuna de les variables (una considerada com a variable,
I’ altra com a constant). Sigui z funcid de X, y. Quan només canvia x (i esdevé x+dx) z

X y X yX
esdevé z+dz. A continuacio, es substitueix y per y+dy i z esdevé z+ dz+ dz+ ddz.

Yy X yX X
y yX
Aixi dz=dz+ o)l(z+ ddz i E=$+E+%. Com que dz té un vaor indeterminat,
dx dx dx dx dx

yX

que depen de x, Y, % és de laforma pdy, que desapareix quan dx, dy desapareixen,
X

obtenint finalment que dz = dyz+ dxz. Segons aquesta regla també es pot diferenciar el

producte xy, € quocient X , I’'exponencial y* i equacionsimplicites.
y

Diferenciacid/I ntegracio

Wolff: La seccio Il esta dedicada a calcul integral, que és e meétode per sumar
quantitats diferencials, és a dir, per buscar la quantitat de qui prové una quantitat

diferencial.

Kastner: Una seccio del seu llibre esta dedicada a calcul integral i una altra a diverses
de les seves aplicacions. En e punt 201 defineix e calcul integral com la suma de

quantitats diferencials, i també com I’ operacio inversadel calcul diferencial.
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Tempelhoff: En e punt 271 comenta que e problema de trobar la quantitat fluxio
corresponent a una quantitat fluent és el metode de fluxions directe. El problema de,
donada una quantitat fluxid, trobar la quantitat fluent de la qual prové és e metode de
fluxions invers. Analogament, el problema de trobar € diferencial d'una variable és el

calcul diferencial. El problemainvers ésel calcul integral.

Karsten: La seccio 11 esta dedicada als principis del cacul integral. Quan a partir del

limit de larad ji = p, es busca una equacio entre X, y , S anomena integrar |’ equacio
diferencial.

Tangents

Wolff

Definicio: El capitol |1 estadedicat al’ Us del calcul diferencial per determinar la tangent
d una corba. Tanmateix, agui no defineix tangent.

Determinacio de la tangent

Defineix el triangle caracteristic d’'una corba com el format per dues ordenades
infinitament properesi |’ arc de corbainfinitament petit corresponent (que no difereix de
la recta tangent). Per semblanca del triangle caracteristic amb el triangle format per
I’ ordenada, latangent i 1a subtangent, troba |’ expressio general de la subtangent.
Asimptotes

Wolff defineix una asimptota com una recta que no concorre amb la corba en un
interval infinit. Eslatangent en un punt, amb abscissainfinita (“cas asimptotic, x =",
pag. 557). En e punt 46 mostra com trobar |'asimptota d’una corba algébrica,

mitjancant una cadena de semblances de triangles.

Kastner

Definicid: A partir del punt 63 i fins a 103 es troba |’ apartat Determinacio de les
tangents de les linies corbes mitjancant el calcul diferencial. Donat M un punt sobre
una corba, es consideren dues cordes per aguest punt, LM i MN. Quan |'angle entre
aguestes dues cordes s apropa indefinidament a dos angles rectes, L i N coincideixen,
s apropen indefinidament a punt M. L’arc LMN queda a un costat de la recta que toca

I’arc en M. A través de M no es pot tracar cap altra recta sense tallar la corba, no es pot
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tracar cap altra recta per M entre la tangent i I’arc MN (ho demostra per reduccio a
I” absurd).

Determinacio de la tangent

Donada una corba, si I’angle entre dues cordes LM i MN és menor que dos rectes I’arc
és concau. L’arc es troba entre la tangent i la regi6 respecte de la qual és concau. Si
I"angle entre les cordes és més gran gque dos angles rectes, |I'arc és convex. La tangent
cau entre I’arc i la regio respecte de la qual I’ arc és convex. Sigui una corba pels punts

M, N, essent les seves abscisses AP, AQ i les seves ordenades PM, QN, respectivament.

13
LI.

o .-"'_'_1-! .
ﬂ: :1"':'.---..:‘ A
m |
A 4 :
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Figura3

La diferencia de les ordenades és NS. Sigui MT la tangent a la corba pel punt M i V €l
punt de tall de latangent amb I’ ordenada NQ. En €l cas concau, I’angle MNS és igual a
I’angle MVS més |’angle VMN. En € cas convex, I’angle MNS és igual al’angle MVS
menys I’angle VMN. L’angle MNS sapropa indefinidament a |I’angle MVS Es
verifiquen |les proporcions seguents:

VS: MS=sinVMS:sin MVS

MS: NS =snMNS:sin NMS
| combinant-les s obté larelacio:

VS: NS =snVMS.sin MNS: sin NMS.sin MVS
VS,sinVMS.sinMNS s apropen infinitament; NS,sin NMS.sinMVS també. VS: SM
s aproxima indefinidament a NS: SM , donat que VN desapareix respecte NS. Si PT és
la subtangent, en el punt 77 busca la proporcio de I’ ordenada sobre la subtangent, és a
dir, MP: PT . Aquesta proporcié ésigua a VS: SM i, per tant, s apropa infinitament a
NS: SM (quan N s aproximaa M), que és la proporci6 dels diferencials de I’ ordenadal i

I’abscissa. Sigui x= AP,y=PM . Quan MN és element de la linia corba, llavors
dx=MS,dy = NS. Aleshores PT:%. El triangles MNS i TMP son semblants.
y

Késtner comenta que € triangle MNS ja va ser determinat per Barrow i que Leibniz
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I’anomena triangle caracteristic. Quan N S apropa indefinidament a M, NS és

infinitament petit (i) i, com gque VN és infinitament petit respecte NS VN és
o0

infinitament petit de segon ordre (iz). Si I’ordenada és positiva, quan creix, la
o0

subtangent és positiva i I’origen i € punt de tall de la tangent amb |’eix cauen del
mateix costat de I’ ordenada. En canvi, si |’ ordenada decreix, aleshores la subtangent és
negativai I’origen i & punt de tall de latangent amb I’ eix cauen de costats diferents de

I’ordenada. En el cas en qué I’ordenada sigui negativa, quan creix la subtangent és

negativai quan decreix és positiva. Quan % =0 latangent és paral-lela a | es abscisses.
X

Quan %:oo la tangent és paral-lela a les ordenades. Defineix la normal i déna la
X

formula per ala subnormal.

Asimptotes

En un teorema (punt 108), Kastner defineix una asimptota com la tangent en un punt
infinitament allunyat. La justificacio és la seglient: I’arc de corba sempre esta a un
costat de latangent, i I’arc i la tangent tenen un punt en comu. L’ asimptota per la seva
banda no talla la corba, perd la corba cau sobre un costat de I’ asimptota. Els punts de
I” asimptota s apropen infinitament a la corba, de manera que es pot considerar un punt
infinitament allunyat sobre I’arc de corba com si estigués també sobre |’ asimptota. En
alguns casos I’ asimptota talla la corba en algun punt (punt 109). Aleshores hi ha una
part on |I'arc és concau i una altra on és convex (punt d’inflexio). En el punt 113 déna

les formules seglients per trobar |es asimptotes, prenent x creixent infinitament:

1) % — X, que és la distancia de |’ origen de coordenades a punt de tall de la tangent
y

amb |’ eix de les abscisses; quan aguesta expressio és infinita, I’ asimptota és paral-lelaa

I"eix de les abscisses.
2) y—% , que ésladistancia de latangent al’ eix de les abscisses.

Aquestes expressions primer les tracta com a finitesi després fa el pas al’infinit. En €l
punt 116 afirma que, prenent les coordenades sobre les asimptotes, les equacions son
meés senzilles. Quan hi ha problemes, com per exemple que una coordenada sigui

infinitai I’ altra també o bé infinitament petita d’ ordre diferent, aleshores recomana fer



158 Capitol 4

servir les series de Newton. En el punt 523 observa que quan existeix una asimptota la

corba és convexa respecte |’ asimptota.

Tempel hoff

Definicio: La setena seccio esta dedicada al Métode per trobar les tangents de les linies
corbes. Sigui AB una recta per A tal que no hi ha cap atra recta per A entre AB i la
corba, sense tallar 1a corba en un altre punt. Es diu que AB tocaalacorbaen e punt A, o
bé que lalinia AB és latangent ala corba en A. Per tenir més clara la idea de tangent, a
continuacié considera la recta AG, que també talla la corba en un atre punt, F. Quant
meés petit sigui I’angle GAB, més prop estara F de A. F s'apropa infinitament a A,
I"angle GAB desapareix, lalinia AG passa a ser AB. Aixi doncs, latangent en el punt A
és |’ inica recta que forma angle infinitament petit amb la corba. Analogament amb el
tros Ag, al’atre costat del punt A. Larecta AB, que tocava el principi de |’ arc de corba,
AC, també en toca €l final, AD.

Figura4

Determinacio de la tangent

En e punt 357, Tempelhoff considera la tangent per un punt de la corba com una secant
que, en girar a I’entorn del punt, I’altre punt de tall es va apropant a primer fins a
coincidir. Es formen triangles semblants a partir de la secant i de les ordenades dels seus
punts de talla amb la corba. Les diferéncies de |’ abscissa i I’ ordenada “ desapareixen o
esdevenen infinitament petits’ quan e segon punt cau sobre el primer. En € punt 358,
descriu com obtenir aquesta proporci6 a partir de I’ equacié de la corba. Sigui U =0, on
U és una funcio de X, y. Les coordenades d’'un dels punts de tall de la secant amb la

corbason x,y i lesdel’atre punt x+ Ax, y-+ Ay, respectivament. Fent servir laforma
general de les funcions algebriques (punt 257):
0=U + AAX+ AAX? + A'AXC + ...+ BAY + B'AyAX+...+ C'Ay? +...,
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on A A, A" B,B',... son funcionsdex, y, i U =0, donat que els dos punts pertanyen a
lacorba, s arribaalarelacio:
AY:AX=..=Yy:p= A+ AAX+ A'AX* +...:—-B— B'Ax— B"AX* —...— C'Ay — C" AyAX —...

on p éslaprojecci6 de lasecant sobre |’ eix d’ abscisses. Llavors Ay=u K

2
_CYAX oy
p p

Prenent Ax=0, e punt de tall de la secant sobre |’ eix d’ abscisses cau en el punt de tall

de latangent sobre I’eix d abscisses i p esdevé p = _B_Ay_ En € punt 363 presenta una

y:p=A+AAX+..:—B—B'Ax—B"AX? —

manerameés facil detrobar Ai B. Si Ax, Ay esfan infinitament petits, el diferencial de U
6s AAx+BAy, €s adtres termes desapareixen respecte AX,Ay. Prenent
dx = Ax,dy = Ay, ja podem conéixer Ai B através del diferencial de U. “Diferenciar”
U=0 no é res més que trobar la proporcié entre I'’ordenada i la subtangent:
dy:dx=y:p=-A:B. També es pot determinar la tangent coneixent I’angle que
forma agquesta amb I'eix de les ordenades, 6 (punt 359) o I’angle de la tangent amb
I’eix de les abscisses, ¢ (punt 360), per a quasevol angle entre els eixos de
coordenades, ¢:

Bsineg Asing
tang = ————tanp=———
Bcose - A Acoss - B

Si A=0 latangent és para-lelaal’eix de lesabscisses. Si B =0 latangent és paral-lela
a|’ordenada. Aixi, segons Tempelhoff, es pot obtenir la subtangent i |a resta de linies
mitjancant la tangent sense utilitzar la idea de quantitats infinitament petites: només cal
determinar Ai B a partir de la naturalesa de la corba. A la seccié novena, Més exposicio
sobre e métode de les tangents, estudia la determinacié de la tangent en el cas de
coordenades polars. buscar la tangent de I’angle format per la recta tangent amb €l radi

Vector.

Karsten
Definicié: En el punt 46, considera la recta secant a una corba. Latangent de |’ angle que

forma I’ ordenada amb la secant (cas coordenades ortogonals) és % . Quan agquest angle
y
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disminueix (dx,dy disminueixen) la secant s apropa a la tangent, fins que I’ angle entre
lasecant i latangent desapareix (dx,dy desapareixen).

Determinacio de la tangent

La tangent de I’angle format per I’ordenada i |a recta tangent és el limit de larad %
y

Quan z=0 expressa la naturalesa d’una linia entre coordenades ortogonals X, y (és a
dir, es tracta d'una equacio implicita), aleshores I’ expressié de la série completa de dz

dx

és: P+%p+Qdy+ﬂdx+%qu+...:O i la tangent & X—_P 2 Troba 1a
dy dy P

cotangent, la secant, €l cosinus i e sinus. A partir d aquestes raons, en el punt 47

calcula els segments normal, subnormal, tangent i subtangent.
Extrems

Wol ff

Definicid: El capitol Il estda dedicat al métode de maxims i minims. S la
“semiordenada’ creix (o decreix) de forma continua fins a un cert terme, després del
qual decreix (o creix), aleshores el punt €s un maxim (o un minim).

Caracteritzacio i justificacio

El problema 13 exposa la determinaci6 dels maxims i minims d’ una corba algebrica. En
el maxim o minim, la tangent és paral-lela a I’eix d abscisses, i la normal coincideix
amb |’ aplicada. Per tant, la subtangent és infinita (ydx: dy =0 ) i la subnormal ésigual
a zero (ydy:dx=0). En consequéncia, de la primera expressio resulta dx =0 i de la
segona dy = 0. No mostra com distingir si es tracta d’un maxim o d’un minim. Com a
cas particular, observa que també pot succeir que la subtangent sigui zero (dx=0) i la
subnormal infinita (dy =« ). No especifica de quin tipus de punt es tracta, perd en la

figura corresponent es veu que és una cuspide.

Kéastner
Definicio: Els punts 152-162 estan dedicats a I’ estudi dels maxims i minims. Quan una
funcié de x fins a un determinat valor creix i després decreix, presenta un maxim en

aquest punt. Si succeeix a la inversa, presenta un minim. Un minim negatiu és un
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maxim. Un maxim negatiu és un minim. Només tracta amb funcions uniformes. En €l
cas de que per a una abscissa la funcio tingués més d’un valor per al’ ordenada, podria
ser que un valor fos un maxim o un minim pero els altres no.

Caracteritzacio i justificacio

En el punt 155 plantgja el problema de trobar els maxims i minims d’una funcié y de x.
En e desenvolupament en serie, en lloc de x es col-locara x+a i x—a. Si en x la
funcio presenta un maxim vol dir que lafuncido en X+« | X—a €smenor que en X. Si
en x lafuncié presenta un minim vol dir quelafuncidoen x+a | Xx—a €ésmagor que en

X. Prenem « tan petit de manera que la suma del segon terme i dels termes posteriors

dy o dy

sigui menor que €l terme corresponent a — . ™ €s positiu o0 negatiu, la funcié no
X

dx
presenta ni maxim ni minim, perqué en aquest cas, lafuncié en X+« ésmés gran quey
. , . . . d . d e
i en Xx—a és menor, o alainversa. En canvi, S d—y:O [ d—dz és finit,?? llavors la
X X

funcid té un maxim o un minim. En el punt 161 exposalarelacié entre els maximsi els

minims i e valor de la subtangent en aguests punts. Quan |’ ordenada primer creix i

després decreix (0 viceversa) % passa de positiu a negatiu (o viceversa), llavors en
X

algun punt % ha de ser zero o infinit. Per tant, en un maxim/minim la tangent és
X
para-lela a I’eix d'abscisses 0 a I’eix d’ordenades. Si la subtangent 3(%)( és infinita
aleshores ﬂ: 0; s lasubtangent yox és zero aeshores ﬂ: ©.
dx dy dx
Naturalesa dels extrems
. dy . .. Oy : .
Si d—:O i ddy <0, y presenta un maxim; si d—:O i ddy > 0, y presenta un minim.
X X
_ ddy , . ddy d3y d*y .
S — =0, no es pot decidir res a respecte. Sigui p=—-, =—5-, r=—-, ... 9
dx? P =P P dx? a dx® dx*

p=0i g=0,lafuncié no presentani maxim ni minim (depén del signede «); pero s

g=0 i r>0 lafuncio té un minim, i s g=0 i r <0 la funci6é té un maxim. En

2 \/egeu KARSTEN (1786), punt 113.
2 En aquest cas es pot entendre que I’ expressié “finit” indica també que no és nul.
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d 2n+1

d 2n y
eneral, essent y = A=
g « dx>" dx

y

2n+1 "’

S tots els termes anteriors son nulsi y ésfinit,

la funcié presenta un maxim o un minim segons €l signede y.Perds y=01i A és

finit, llavors lafuncid no presenta ni maxim ni minim.

Tempel hoff

Definicié: La seccié quinzena exposa € Métode per trobar les ordenades maximes i
minimes de les linies corbes®® De la teoria de méxims i minims surt la teoria de les
linies corbes, ja que una funcio d una variable (algebrica o transcendent) ve donada per
una equacié implicita que, en relacionar abscissa-ordenada, pot ser representada
mitjancant una corba.®* Sigui y unafuncié dex, u, z, ... tal que, quan x, u, z, ... sdn iguals
aa b c ..y é més gran (més petit) que les ordenades quan X, U, z ... sONn
a¥a,b¥ p,c¥y,.. Diem que y és una ordenada maxima (minima). Aquestes
ordenades maximes 0 minimes no necessariament son les maximes i minimes de totes
les possibles ordenades, només cal que ho siguin en un determinat entorn.
Caracteritzacio i justificacio

Primer s han de buscar els punts on la tangent sigui paral-lela o perpendicular al’eix de

les abscisses. Ha vist en €ls punts 374 i 375 que si la tangent en un punt és para-lela a

I"eix de les abscisses, es verifica ;ﬂ: 0. En & punt 760 fa |I'observacié seglient: si
X
(dj—§:0 ens trobem amb una clspide. Per tant, per trobar maxims i minims s han
d estudiar les solucions de & =0ide o =0.
dx dy
Naturalesa dels extrems

Quan la tangent sigui paral-lela, si I’arc és concau respecte I'eix de les abscisses,
aleshores es té un maxim. Si I’arc és convex, aleshores ens trobem amb un minim. Per
tant, s'’han de buscar €ls punts tals que I'arc sigui concau o convex. Quan la tangent
sigui perpendicular, si I'arc és convex respecte I’ eix de les abscisses, la funcid presenta

2 «De totes les investigacions tant en Geometria com en d' altres parts de les matematiquesii les
ciéncies naturals (...) no n'hi ha cap de tan agradable i entretinguda com buscar la quantitat maxima o
minima (...) Des que el calcul diferencia fou descobert existeix un metode general per trobar maxims i
minims’ (TEMPELHOFF (1770), punt 705).

24 Z . . . . z N .

Nomeés estudia el cas de funcions uniformes. Si es conegués un métode general per solucionar
les equacions de tots els graus, aleshores si es podrien determinar els maxims i els minims en qualsevol
cas.
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una cuspide en aguest punt, que és un maxim. Si I’arc és concau, la funcié presenta una
cuspide en aguest punt, que correspon a un minim. Aixi doncs, s han de buscar €l's punts
tals que I’arc sigui concau o convex. Sigui QR una corba d’ equacio y = X , X funcié de
X (vegeu Figura 4). S ha de determinar com esta situat I’arc QDR respecte la tangent
TD. Sigui x= AB,y = DB,Ax= DE,Ay = EF . Prolongant EF talla TD en € punt G.

Quan FE > EG, aleshores F esta per sobre de DG. Quan FE < EG, Ilavors F es troba

per sota de DG. Com que TD és la tangent és verifica EG=%-AX. Per tant:
X

u:FG:FE—EG:Ay—%Ax. Si u>0, F esta per sobre. Si u< 0, F esta per sota.
X

Prenent Ax tant petit com es vulgui, I’arc QDR estara per sobre de DG si u>0 i per
sota de DG s u<0. Utilitzant e desenvolupament del diferencia complet,®® la
longitud de FG queda determinada per:
2 3
Ay =u LNV L0 Ve S AV
dx dx  1.2dx? 1:2:3dx>

I, per tant:

2 3
ﬁszjL d’y AX® +

- 12d%° 1:2:3dx
2
Les quantitats % (funcions de x) son finites fins @ moment en que Ax desapareix.
X
d?y  , d?y .
Aleshores. u= > Ax. Quan > >0, aleshoresu>0i |’ arc estara per sobre de
1-2dx 1-.2dx

2

doy

Lo <0, adeshoresu<0il'arc estara
-2dx

latangent i la corba presenta un minim. Quan

per sota de latangent i la corba presenta un maxim. Ambdues situacions son valides tant

2

per a AX positiu com negatiu. Si Zdyz =0 sha d'anditzar com es comporta
X
ddy . . dy . 5 o ,
5 S €s positiu aleshores u = 5 AX” és positiu, sl Ax €s positiu, i €s
1.2-3dx 1.2-3dx

negatiu, quan Ax és negatiu. Aixi doncs, ens trobem amb un punt d'inflexié, donat que

3

d’y
1-2:3dx>

I"arc DF es troba per sobre de la tangent, pero I'arc DQ per sota. S

% Vegeu TEMPELHOFF (1770), punt 567.
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4
haurem danalitzar com es comporta d—y4: S és positiu aleshores
1.2:3-4dx
4
u= d—y4Ax4 > 0, tant per a AX positiu com negatiu, i I’arc es troba per sobre de
1:2:3-4dx

latangent. Si és negatiu llavors u < 0, tant per a AX positiu com negatiu, i I’arc estroba
per sota de la tangent. Si és O, ens trobem amb un punt d’inflexio. En general, s
d2ny
dXZn

decidir si un punt presenta un maxim o un minim, un punt d’inflexié o una cuspide. Per

=0 la funcié presenta un punt d’inflexié. Tempelhoff observa que no és facil

assegurar-se de com es comporta I’arc en agquests casos, recomana fer un canvi de
coordenades: prenent el punt solucié com a origen i tracant una recta paral-lela a |’ eix

d abscisses, sotalanova equaci6 desapareix |a dificultat.?®

Karsten
Definici6: Quan per a x €l vaor corresponent de y és major o menor que €ls
immediatament anteriors (x—b) o posteriors (x+b) es té un maxim o un minim.

Karsten distingeix entre maxims/minims absolutsi relatius (punt 43).

%6 Tempel hoff també exposa el calcul de maximsi mimins d’ unafuncié U dex, y, u, z, ... S hade
determinar els seu maxim o minim. Prenem primer x com a variable i suposem coneguts els valorsy, u,
Z,... del maxim o minim. Si considerem U una funcié de x aleshores per trobar els seus extrems hem de

trobar les solucions de I’ equacio c(ij_U =P=0 (equacid enx, y, U, , ...). Repeteix €l procés amb laresta
X

de variables. En general, per trobar els maxims i minims de la funcié U s'ha de resoldre el sistema
P=0,Q=0,R=0,...,on dU = Pdx+ Qdy+ Rdu +... Per saber si lasoluci6 d’ aquest sistema correspon a
un maxim o a un minim, considera una altra variable, t, de la qual depenen x, y, U, z, ... (punt 394), de

2 n n
manera que: AU :d—UAt+ d U2 At? +...+d$, U tindra un maxim/minim quan d—Uzo.
dt 1.2t 1:2:3-....ndt" dt

2
Prenent At tan petit com es vulgui, en comparacié amb d—UZAt2 la resta de termes desapareix. Si
1.2dt
d2U 2
5 < 0 lafuncié presenta un maxim; si 5
1.2dt 1.2dt
diferencials d’ ordre parell). En €l cas particular en que U sigui unafuncio de x, y, on x, y, sén funcions de
2 1 I2
v At? = P'AX? +Q'AXAy + R‘Ay2 = P'(AX+E~M)2 +(R'—Q—)Ay2. L' expressio
1.2dt 2 2 P P
QI2

At? sera positivaquan P' sigui positiva, i RI_F sigui positiva o nul-la. Fent un estudi andleg

> 0 lafunci6 presenta un minim (i estén per al cas de

t, aleshores:

d2u
1:2dt?
obté la condicié de maxim. Parla dels valors particulars de P', Q', R' en qué la funcié no presenta ni
maxim ni minim. Quan P'=Q'= R'=0, aeshores s han de mirar el termes seglients del desenvolupament

de AU . Fa referéncia a I'article de Lagrange “Recherches sur la Methode de maximis&minimis’
publicat a Miscellania Societatis Taurinesis.
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Caracteritzacio i justificacio
En x+b,ypassaaser y+ £, on:

bdy b?d%y bid3y
= + +

ldx 1.2dx*> 1.2.3.0dx°

Si y presenta un maxim es verificaa y>y+ pb+S,y>y-pb+S. Per a un minim:

p +...= pb+ S (punt 42).

y<y+ pb+S,y<y- pb+S. Aquestes condicions no son suficients si p no €s zero.

Naturalesa dels extrems

S p=0,aeshores f=b(gb+S). Quan q=0, y> y—gbb+bS, quan q negatiu (per

ax—biperax+b);, y<y+qgbb+bS, quan q positiu (per a x—b i per a x+b). S
d3y

1.2.30x>

g=0 s’hade mirar € seglient coeficient: r = .S r =0 estéun maxim o un

4

d'y

minim. S r =0, sha de mirar s=———,
1.2.3.4dx*

etc. Per tant, per trobar els maxims i

2
minims d’ unafuncio y de x s'han de calcular les arrels de % . Si en avaluar d7y enles

X dx?

arrels de % ddna positiu 0 negatiu, es té un minim o un maxim, respectivament. Si
X

3 4
d_g/ | Savaluael signede d—Z
dx dx

ddna zero, es busguen les arrels de en elles, etc.

Puntsd'inflexid i deretrocés. Altres puntssingulars

Wolff

Definicio: En e punt 301 (capitol |1 de la seccié V) defineix punt de flexié contraria
com €l punt alaon lacorba“flexiona” en parts contraries (convexa a un costat, concava
al’altre). Un punt de regressio és aguell en qué la corbaretorna al vertex.
Caracteritzacio i justificacio

Considera la tangent en un punt d una corba, i tres ordenades infinitament properes
(prenent dx constant). Si en la segona abscissa la diferencia de I’ ordenada de |a tangent
€s més gran que |’ ordenada, aleshores la corba és concava (dy decreix continuament).
Si, en canvi, és menor, aleshores la corba és convexa (dy creix continuament). Aixi
doncs, en € punt de flexié contraria dy presenta un minim (si la corba primer és
concava i després convexa) 0 un maxim (si primer és convexa i després concava.
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Prenent dx constant, resultaque ddy =0 o ddy =« en el punt de flexio contraria. En €l
punt 303 afegeix que es pot deduir la concavitat/convexitat de la corba a partir de larad
dy: dx. Per exemple, en e cas de la parabola ax = y?, obté dy:dx=a:2v/ax. Com
gue dx és constant, si x creix, dy decreix. Aleshores es pot concloure que la parabola és

sempre concava, sense punts de flexié contraria.

Kastner

Definicio: A un costat del punt d’inflexio la corba és concavai al’ atre és convexa.
Caracteritzacio i justificacio

Ké&stner defineix angle de curvatura (punt 511). Siguin M, N dos punts sobre una corba,

les tangents respectives MT, ND es tallen en un tercer punt, H.
& 1T TR

s

A
- i .l'-r

-"'K vl :

D THFP F 0
Figura5

Quan M i N s apropen indefinidament, |’ angle agut format per les dues tangents, THD,
s anomena angle de curvatura. Es pot imaginar aguest angle com |’angle que formen
dos elements consecutius d’'una linia corba, donat que ss M i N Sapropen
indefinidament, es poden prendre tan propers que I’arc no presenti cap punt d’inflexio
(tret que M o N siguin punts d'inflexid). En €l punt 518 déna la férmula de I'angle de
curvatura. En e cas de coordenades paral-leles, I’angle de curvatura quan M i N
s apropen infinitament és e diferencial de I’angle format per la tangent MT i I’eix
d abscisses. Atés que THD =OTH -ODH i que en & punt 299 ha demostrat

dyddx—dxddy _~ dp on p= dy

I’expressio per a diferencial de I’ arc, aleshores: :
ds? 1+ pp dx

i sésl’arc. Si dp és negatiu lalinia és concava; si dp és positiu la linia és convexa. En
un segon apartat del punt 518 arriba al mateix resultat, en e cas de coordenades des
d un punt. En general, si ddy és negativa, lalinia és concava. Si ddy és positiva, lalinia
és convexa (punt 522). En € punts 532-537 caracteritza els punts d’inflexi4. Sigui H €l

punt de tall de dues tangents de la part concava, per exemple. Quan €ls punts S apropen
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meés i més alapart convexai el punt H cau de I’ altre costat de la corda, aleshores o bé
s alunya de la corda, amb distancia infinita (I’ angle de curvatura creix fins a esdevenir
dos rectes), o bé cada cop es troba més a prop de la corda i I’angle de curvatura cada
cop més petit, fins que desapareix en comparacio amb qualsevol atre angle finit. Per

tant, en e punt d'inflexio es verifica: glpzo 0 p=x. En € cas de coordenades
X

para-leles, s (lepzo, prenent dx constant (i igual a 1), p presenta un maxim 0 un
X

minim. Aleshores, st dy =0 i ddy =0, y no presenta ni maxim ni minim, sindé un punt

d'inflexio. Si d®y=0 perd d*y=0, y no presenta punt d'inflexié, sin6 maxim o

minim. Si d*y=0 perd d°y =0, la diferencial presenta maxim o minim, per tant la

corba principal tindra punt d'inflexid, i no maxim ni minim. Llavors, s dy =0, lalinia
principal presenta punt d’'inflexi6 o maxim/minim segons €l nombre de la seglent
diferencial de y que s'anul-li (senar o parell). Fa referencia al Treatise of Fluxions de

Maclaurin. D’ atra banda, si |’ abscissa creix fins a un punt perd després decreix, aquest

punt S'anomena punt de retrocés. Les tangents en M i en N esdevenen una Unica

tangent. Aquest punt és com € limit d'ambdos arcs. Si en un punt hi ha dues o més
tangents, els arcs es corresponen a branques diferents. En e punt 516 classifica els
punts de retrocés en:

- De primera espécie: un arc cau per sota de latangent en un punt del’arc. | I'atre arc
cau per sobre de la tangent en un punt d aquest arc. Ambdos arcs son entre ells
CONVexos.

- De segona espécie: els dos arcs cauen per sota de les corresponents tangents. | en
una observacio fa referencia a que L’Hopital va ser e primer a descobrir aquest
segon tipus de punt de retrocés.

L’ angle de curvatura és infinitament petit de primer ordre. En € punt 520 exposa com

trobar els punts de retrocés: quan M i N s apropen infinitament i coincideixen en E,

I’expressio de I’angle de curvatura ha de ser igual a zero i, per tant, es donen les

mateixes condicions que €l punt d’inflexio. Per assegurar que existeix un punt de

retrocés s ha d’ estudiar la corba en I’ abscissa corresponent.
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Tempel hoff

Definicio: A la setena seccio ha definit que és un arc concau. L’arc a un costat d’un
punt A és concau quan totes les cordes d’ aguest costat des de A cauen del mateix costat
del’arc. En canvi quan les cordes primer cauen d’un costat pero després de I’ dtre, I'arc
no és concau. A un costat del punt d’inflexié I arc és concau, al’ atre costat és convex
Caracteritzacio i justificacio

Dels punts d'inflexio parla en la seccié quinzena, dedicada a maxims i minims. Per
trobar maxims i minims s han d’ estudiar les solucions de % =01ide 3—§ =0. Pero les
solucions d' aquestes equacions no donen sempre un maxim o un minim. Encara que la
tangent en un punt sigui para-lela a I'eix de les abscisses no es pot concloure
immediatament que en aquest punt trobem un maxim o un minim; per exemple, ens
podem trobar amb un punt d’'inflexié o amb una clspide. Analogament, encara que la
tangent en un punt caigui sobre |’ ordenada no podem assegurar |’ existéncia d’ un maxim
0 d'un minim. Ens podriem trobar amb un punt d'inflexio. Per la caracteritzacio i
justificacio, veure |’ apartat Extrems.

Altres punts singulars

A la setena seccié Tempelhoff parla dels punts multiples. Quan alaférmula:

2
y:p=A+AAX+..:—B-B'Ax-B"AxX? —...—CH—C”—yAX —... (")
p Y
(vistameés amunt), esté A= B =0, aeshores:
2
Vi p= AAX+ A'AXR.. ~BAX—B'AX? ..~ CYAX _cn¥AXT
p Y
— A4AAX. —B-B"Ax—..—CYL Y _
p p

Si ara Ax=0, es té la iguadtat de proporcions. y: p= A':—B'—C'%, d on resulta

I'equacié Ap? + B'yp+C'y? = 0. Aquesta equaci6 té dues arrels:

- reds: en @ punt D existeixen dues tangents, la corba presenta un nus (passen dos
arcs per D), € punt D s'anomena punt doble.

- imaginaries: pel punt D no passa cap tangent.

Si alamateixa férmula (*) esté A=B= A'=B'=0, aeshores en resultal’equaci6 de

tercer grau A" p° +B"yp? +C"y?’p+D"y® =0, lesarrelsdelaqual poden ser:
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- tresarrelsreds. en € punt D existeixen tres tangents, passen tres arcs per D, € punt
D s'anomena punt triple.

- unaarrel real, dues imaginaries. pel punt D només passa una tangent, D és un punt
simple.

En general, un punt miltiple és aquell on es tallen diversos arcs o pel qual passen

diverses tangents. Pero Tempelhoff no considera els punts multiples massa rellevants i

per saber-ne més recomana €l lector llegir I’ Analyse de lignes courbes algébriques de

Cramer i les Mémoires de |’ Académie des Sciences de Paris.

Karsten
Definicio: Quan en un punt s gunten dos arcs, un concau i un altre convex, amb tangent
comuna en aquest punt, amb direccions oposades en €l punt, es té un punt d'inflexio. Si
els dos arcs tornen en la mateixa direccio (direccio de la tangent comuna) es té un punt
de regressié (que és una cuspide, en la qual els dos arcs son tangents entre ells).
Aquestes dues definicions es troben en el punt 118.

Caracteritzacio i justificacio

En & punt 117 considera [I'expressi6 del vaor complet de dy
dy = Pdx+ Qdx? + Rdx® +..., corresponent a un valor qualsevol de dx. El terme
ddy
2dx?

demostra de la seglient manera:

Q=

€s negatiu a la part concava de la corba i positiu a la part convexa. Ho

Figura 6

Donat un punt M sobre la corba, tradllada I’ origen a M. Sigui m un altre punt sobre la
corba, MR la seva abscissa des de M. Sigui MT latangent alacorbaen e punt M i t e

punt de tall daguesta recta amb I'ordenada Rm. Si I'arcc Mm és concau:
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dy = Rm= Rt —tm= Pdx—tm. Com que dy = Pdx + Qdx? + Rdx® +..., la suma de tots
els termes (llevat € primer) ha de ser negativa. Prenent dx tan petit com es vulgui, de

manera que |a suma del's termes que segueixen a Qdx? siguin menors que aguest terme,
dd , .
es conclou que Q = Fyz ha de ser negatiu. De manera analoga raona en €l cas d’'arc
X

convex. En € punt 119 demostra que en €l punt d'inflexio, I’ angle entre la recta tangent
i I’ ordenada és maxim.
Altres punts singulars
En e punt 113, a partir de |’ expressio de la serie completa de dz, essent z=0 I’equacio

d unalinia entre coordenades ortogonals x, v,
P+% p+Qdy+7zdx+%qu+ ..=0,
dy dy

Karsten descriu la relacio entre els coeficients d' aquesta serie i les branques de la linia

corba. Latangent de I’angle entre |’ordenada i la recta tangent és el limit % = —g. Si

y
P =0, la tangent és paral-ldla a I'eix d'abscisses. S p=0, la tangent cau sobre

I’ordenada. Si P i p son tots dos nuls, per trobar el limit de % S ha de resoldre
y

2
I” equacio %q+%ﬂ+Q=0. En aguest cas, la tangent de I’angle format entre
y y

I’ordenada i la tangent pren valor doble, que significa que dues branques de la corba es

tallen en el punt. Les arrels també podrien ser imaginaries. S g,7,Q son nuls al’hora,

la tangent es dedueix d’una equacié de tercer ordre: d—xzr +diz7r'+;(%+ R=0.Si
dy dy dy
les tres arrels son reals, passen tres branques a través del punt; també pot haver només
una arrel real. Els punts 115-116 estan dedicats a les “parts associades’ en que una
corba esta dividida. Pot succeir que entre dues abscisses |’ ordenada prengui valors
imaginaris. O que a una mateixa abscissa li corresponguin diverses ordenades reals. Pot
ser que entre dues abscisses, amb una ordenada real cadascuna, a la resta d’ abscisses li
corresponen dues ordenades i es té un "oval associat”. Si per a una abscissa es tenen
dues ordenades reals iguals i per a abscisses més grans es troben valors d’ ordenada
imaginaris, aleshores esté un “punt associat”. Si fins a una abscissa determinada, a totes

les abscisses els corresponen dos valors reals d’ ordenada, s aquesta abscissa té Unic
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valor d'ordenada, s fins a una altra abscissa es tornen a tenir dues ordenades i s en
aquesta darrera abscissa es té Unica ordenada. Es tracta d’'un nus. En e nus, dues
tangents diferents, una per a cada branca. Si fins a una abscissa determinada a les
abscisses els corresponen dues ordenades, s a aquesta abscissa li correspon Unica
ordenada i s a partir d’ aguesta abscissa les ordenades son imaginaries. Es tracta d una

clspide. En aguest cas, % té dos valors reals. Hi ha dues branques diferents que

coincideixen en la cuspide. Els punts on dues branques o més es tallen, o coincideixen
en un punt, S’ anomenen punts multiples. Una recta que passa per un punt multiple talla
la corba en tants punts com branques es troben en el punt.

I ndeterminacions

Kéastner: Els punts 372-384 tracten Dels valors de funcions, que en determinats llocs
esdevenen indeterminats. Si quan x = a, resultaque P =Q =0, s’hade buscar €l valor

de g en aguest punt. En lloc de x posem a+e i considerem els primers termes del

desenvolupament de P i Q:P = fe+ Fee, Q=ge+Gee. S e decreix infinitament:

P f+Fe | . P f

—= , ésadir, — passaaser — quan x=a. De fet, quan en lloc de x posem

Q g+Ge Q g

X+ e, s e esdevé infinitament petita, f :?,g :(jj—Q. De manera que €l valor deg
X X

guan x=a ésigual al vaor de j—g guan x = a. Diu gque aquesta regla fou trobada per

Johann Bernoulli, i no esmenta L’ HoOpital. També fareferéncia ales Institutiones calculi
differentialisd Euler.

Karsten: Els punts 265 i 266 formen part de la secci6 titulada Us de les séries per
solucionar problemes matematics. Sigui y = \\//_V funcié fraccionaria que depén de x, ta

gue numerador i denominador s anul-len al’horaquan x = a. Per trobar el valor dey en
aquest punt, shade prendre z=x—a, ésadir, x=a+ z, y també serafuncié dez, Vi

W s anul-len al” hora quan z és zero.
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V=Pz+Qz’ +RZ> + &* +...
W = pz+qz® +rz° + s2* +...

yo P+Qz+Rz* +S2° +...
P+0z+rZ° +s2° +...

Aleshores, quan z=0,0 x=a, yvd E Es pot donar el cas que P, p també s’ anul-lin
Y

Q

a I'hora. Llavors. y=—. Si resulta que Q, q també sanul-len, y=5, etc. A
r

continuacié busca qui son P, p, Q, g, ... En lloc de x escriu x+z. V passa a ser

Vv +d—Vz+ dd\/2 z? +O|—3V323 ... i W esdevé W + dw Z+ ddV\2/ 22+ d3W3 22+
dx 2dx 2-3dx dx 2dx 2-3dx

(dw ddw _  dWwW _,
. + Z+ " +...|.
dx 2dx®  23dx®

, dv  ddv dv
A a+z este y= &+2d22+23d32 +...
X -3dx

y- P+Qz+RZ+S° +...

5 3 , resulta que
P+Qz+rz°+sz° +...

Comparant aguesta expressio amb

ddv R_d%
ddw'r  dw "

v Q
"q

av =
.. El valor de uan xX=a és y=——. S aguesta
aw y A Yoqw > ™

- 0 dav . . . . : .
fraccio torna a donar —, llavors y=——, i aixi successivament, fins arribar a una
0 ddw
fraccio amb numerador i denominador no nulsal’ hora.

Kastner i Karsten també tracten les segiients indeterminacions, que es poden reduir a — :

o0 . . . . . . N
« —:s quan x=a €& numerador i el denominador de la funcio fraccionaria y =
o0

S|< olo

son els dosinfinits, es fala seglient transformacio: y = \\//_V = % .

o 0-0:sgui lafunci6 y=V-X ta que quan x=a, V=01i X=w. Saplicala

transformacié X = i
W

« ow—oo0:sSigui y=V-W,onViWsoOninfinitesquan x=a. CasqueV i W siguin

funcions fraccionaries, amb denominador nul quan x=a, es cacula € comu
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denominador i es passa a una unica fraccio. Per a cas de logaritme i d’ altres funcions

transcendents, aquesta indeterminacio es resol mitjangant séries, prenent x =a+ z.

A més ames, Kastner tracta la seglient indeterminacio (punt 471). En determinats casos

per conéixer € valor real del diferencia dey funcid de x, s ha d’ expressar €l diferencial

complet dey: dy = pdx+%qu2 +%rdx3 +...., on dy = pdx,dp = qdx,dq = rdx,... Per

les regles usuals de diferenciacio % es transforma en p, els altres termes desapareixen
X

quan dx desapareix. Per0 si per aun valor particular de x p fos zero, aleshores s observa

larestadel diferencial: dy:%qu2 Jr%rdx3 +..7

Corbes osculadores

Wolff: El capitol 11l es titula De I'Gs del calcul differentio-differentialis en la
investigacio de les evolutes de corbes i radi osculador. Si es considera la corba
envoltada per un fil (I’evoluta) i es desenrotlla, I’extrem del fil descriu una corba. La
porcio de fil desenrotllat és €l radi de |’ evoluta, de curvatura o osculador. El cercle de
radi el radi de I’evoluta i centre el punt on el fil comenca a desenrotllar és el cercle
osculador. En € punt 315 defineix I’ evoluta com €l lloc geométric dels centres de tots
els cercles osculadors de la corba que I’ evoluta descriu. En el 317: un arc-element de la
corba és arc del cercle osculador; aixi, € radi de I’ evoluta és perpendicular ala corba. |
en el 318: @ radi de I’evoluta és tangent a I’evoluta. A partir d’ ordenades infinitament
properesi semblanca de triangles, i prenent dx constant, en el punt 320 determina el radi

osculador, per a cas d’ ordenades perpendiculars a I"eix:
(dx? + dy?)y/(dx? + dy?) : —dxddy. També justifica aquesta formula a partir de la

subnormal i de triangles rectangles. Els punts 321 i 322 tracten de com trobar I’ equacié
de I’ evoluta d’ una corba algebrica.

Kastner: A partir del punt 538 i fins a 562 parla del cercle de curvaturai de questions
relacionades amb €ll. Donats dos punts M, N sobre la corba, es consideren les cordes
NV = MN i K €l centre del cercle que passaper M, N, V.
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N W
.-"'.-'-:'-"f- | T =
&_‘R |

g

Figura7

Quan M i V s apropen infinitament a N, el cercle esdevé el cercle de curvaturai € seu
radi és €l radi de curvatura. A continuacié demostra que I’ angle de curvatura ésigual a
I’angle format pels radis des de M i des de N (x). Per trobar la férmula del radi de
curvatura fa referéncia a seu tractat sobre trigonometria; quan M i N S apropen
infinitament, MN esdevé ds:

1MN ds
z=MK=2 _ = ,
sn=x angledecurvatura
d on resulta:
3
- Cas ordenades paral 1eles. z= L, on ds=dx./(1+ pp) , que estudia en

dyddx — dxddy

els casos en qué dx i ds sdn constants, respectivament.

rds®

dxds? + du?dx + ududdx — udxddu

els casos en que du, dx i ds sdn constants, respectivament.

- Cas ordenades des d'un punt: z= , que estudia en

La corba és concava o convexa, segons que € radi de curvatura sigui positiu 0 negatiu.
El centre cau sobre la part concava de la corba, de manera que quan una corba té costat
concau i costat convex, els radis de curvatura son oposats. En € punt 544 veu que
I’angle format per la tangent en un punt i € radi és recte, de manera que la tangent
també és tangent del cercle. Aquests dos arcs (de corbai de circumferencia) S apropen
I’'un a I’atre infinitament. No hi ha cap altre arc de cercle passant per M o N entre €l
cercle de curvatura i la corba. En aquest sentit, el cercle de curvatura funciona com la
tangent. L’angle de curvatura del cercle i de la corba és el mateix, quan les tangents
respectives son comunes. Suposem que MN decreix fins esdevenir un cercle. Donats dos

' Aquesta indeterminacié també apareix a BOS (1974), p. 28.
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cerclesderadis C, ci amb longitud d’arc V, v. L’angle de les tangents d’ ambdds cercles

V v
es comporta com c :—. Quan I’angle es transforma en I’ angle de curvatura, |’ angle de
c

curvatura per ales dues linies corbes es comporta en sentit invers als radis de curvatura
(és a dir, quan € radi creix la curvatura disminueix). En € punt 548 prova que, per
trobar €l centre de curvatura, s ha de buscar € punt d interseccié de la perpendicular a
latangent per M i linia que talla la corda MN per la meitat. Les diferencials del radi de
curvatura en dos punts de la corba, comparats, ens fan veure com canvia la curvatura
(punts 560-562). Respecte a la curvatura esmenta, entre datres, € Methodus
Fluxionum de Newton, les Lectiones de Johann Bernoulli i e Treatise of Fluxions de
Maclaurin. A continuacié defineix |’ evoluta. Suposem un fil flexible col-locat a llarg
d' una corba, sense punts d'inflexié ni de retrocés. Desenrotllant € fil, I’extrem de la
qual descriu una corba anomenada I’ evolvent de la primera corba, que és |’ evoluta.
L’ evoluta és € [loc geométric dels centres de curvatura de la corba evolvent. En el punt
567 mostra com trobar |’equacié de I’ evoluta, a partir de I’equacié de I’ evolvent. | €
problema invers en e punt 575. L’angle entre dues normals de I’evolvent és igua a
I”angle entre les normals dels punts corresponents de |’ evoluta, és a dir, els arcs d’una
corba i els corresponents de I’ evoluta tenen la mateixa amplitud. En e punt 569: la
diferencial del’arc d’una corba és a seu radi de curvatura com la diferencial del’arc de
I’evoluta és al seu radi de curvatura. Kastner fa notar la relacié entre quadratures,
rectificacié i evolucio. Per veure altres exemples cita les Lectiones de Johann Bernoulli.

Tempel hoff: La seccié catorzena s anomena De la curvatura de les linies corbes. En €l
punt 654 considera diferents arcs de corba amb una tangent comuna. Aquests arcs son
tangents entre si. Aquests arcs verifiguen que, a més curvatura, € radi és meés petit.
Tracem la perpendicular a la tangent pel punt de tangencia. Considerem les
circumferencies amb centre sobre aguesta perpendicular, que seran tangents als arcs de
corba en & punt de tangéncia. Quan entre una circumferenciai un arc de corba no es pot
tracar cap altra circumferéncia, és a dir, quan la resta de circumferéncies queda entre la
corba i la tangent o bé per sota de la circumferéncia, aleshores es diu que la
circumferenciai la corba tenen la mateixa curvatura. El centre d’ aquesta circumferencia
és el centre de curvatura, € seu radi és e radi de curvatura i la circumferencia
S anomena cercle de curvatura o cercle osculador, que és Unic (ho demostra en € punt
659). Quan dues corbes es toquen i entre elles no hi ha cap circumferéncia aeshores
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tenen la mateixa curvatura. Un arc és més o menys corbat segons estigui menys o més
allunyat del cercle de curvatura (al’igua que ladistancia de latangent ala corbavaria).
En e punt 664 déna la férmula del radi de curvatura, que varia segons s agafi com a

constant un diferencial o un altre. Sigui £ I’angle format per les coordenades x, y de la

corba AMH.

Figura8

En e punt anterior ha demostrat que, donada la corba LBK verificant la proporcio
Tm: MT = MT : TK , aleshores la corda MB pertany a cercle osculador de la corba
AMH. Pren €l punt mig de la corda MB, G. Traga MN perpendicular a la tangent QT i
CG per pendicular a MB. MN i CG es tallen en C, que és € centre del cercle de

curvatura. Per tant, MC és R, €l radi de curvatura. Si dx és constant, I’ expressio del radi

_ 4J(dx® + 2dxdy cosé + dy?)?
- dxddysiné

és. R

. Després donalaformulaen e cas genera, amb

~ \/ (dx? + 2dxdy cosé + dy?)?
~ (dyddx—dxddy)siné&

dx no constant: R

. Com a cas particular estudia la

formula quan I'angle entre coordenades és de 90°, considerant primer dx constant i
després I'element de I’arc constant. En € punt 676 ddéna la formula en € cas de
coordenades polars. Els punts 672 a 675 exposa larelacio entre el radi de curvaturai la

convexitta o concavitat de la corba  Considerem e  segment

dy . _ d%yAx®

4 1202 +termes que desapareixen quan Ax molt petit. Si la corba és
X 2adx

concava respecte I'eix de les abscisses, la corba es troba per sota de la tangent; €

2
segment Ay—%Ax és negatiu, si d7y €s negatiu i, per tant, el radi de curvatura és

X dx?

positiu. De forma analoga, si la corba és convexa €l radi de curvatura és positiu. A
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continuacié defineix I'evoluta. El desenvolupament del fil que I'envolta genera una
corba. Demostra que s es descriu una circumferéncia de radi € segment de fil
desenrotllat, aquesta circumferencia té la mateixa curvatura que la corba que descriu €l
fil en ser desenrotllat. En € punt 686 proposa com a exercici buscar I’equacié de la
corba, e desenvolupament de laqual genera una corba donada.

Karsten: La seccié IV es titula Métode general de les tangents i altres estudis
dependents d'ell. Donada una corba i dos punts sobre ella, defineix amplitud d’un arc
com |’angle entre les normals pels dos punts, és a dir, I’angle entre les respectives
tangents. A major amplitud, major curvatura de I’ arc de corba. En € cas particular dela
circumferéncia, en tots els punts de la seva periferiaté la mateixa curvatura. Donada una
serie de circumferéncies amb centre sobre una recta i tangent comuna en un punt, a
mesura que €els radis creixen, els arcs s apropen a la recta tangent, n'és € limit. Es pot
considerar la tangent com un arc de cercle que ja no es pot corbar més. A menor radi,
major curvatura. A major curvatura, arc convex. A menor curvatura, arc concau. En el
punt 106 defineix € cercle de curvatura: aguella circumferéencia amb tangent comuna
per un punt d’'una corba, tal que la“desviacid” de la circumferencia respecte la direccio
de latangent és la mateixa que la de la corba respecte la direcci6 de la tangent. Es a dir,
circumferenciai corba tenen la mateixa curvatura. El punt de tall de les dues normals a
la corba en dos punts (putn 105) és el centre de curvatura. Defineix el radi de curvatura

com r :S—S, onsésl’arci ¢ I'angle entre|’ordenadai latangent. Aqui fareferénciaa
®»

la seva Geometria. En e punt 107 dona la férmula del radi de curvatura, en € cas de

coordenades ortogonals x, y. Partint de la definicié de radi, r =3—S ,on @= Atangg—:: ,
2
2 _ 3
calcula do = d.%: 1+ dX2 _ dyddx deddy . Aixi: r =d;, on dx és
dy dy ds dyddx — dxddy

variable (després també mostra la formula en el cas particular en qué dx sigui constant).
En e punt 110 defineix evoluta, a partir del fil que I’envolta. En e punt 111 defineix

I’evoluta com a lloc dels centres de curvatura d’una corba i en dona la seva equacio:

, onti usbdn abscissa i ordenada de I’ evoluta, respectivament; x, y son

t = X+rcose
u=rsing-y

abscissa i ordenada (ortogonals) de la corba, respectivament; r és el radi i ¢ I'angle

entre I’ordenaday i latangent. Si el radi de curvatura d’una linia s’ expressa mitjancant
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una funcié algebrica aleshores la seva evoluta és algebricament rectificable. En el punt
119 dedueix que €l radi de curvatura, r, és positiu quan ddy és negatiu (I’ arc és concau
respecte I’eix, i € radi cau del mateix costat), i que r és negatiu quan ddy és positiu
(I'arc aleshores és convex respecte I eix, i € radi cau del costat oposat).

452. EL LLENGUATGE QUE UTILITZA,ESGEOMETRIC O ALGEBRIC?

Wolff: Tot i quelaseccio V tractal’aritmética de I’ infinit i la defineix com el métode de
sumar series numeériques d'infinits termes, el llenguatge emprat per Wolff en les
seccions analitzades del seu text és geometric (vegeu, per exemple, |'apartat de
Problemes i aplicacions). Wolff adjunta les figures a final de la seva obra. Molt sovint
fareferenciaala seva Geometria.

Kastner: El llenguatge emprat per Kastner és algebric en € sentit que trebala amb
funcions, defineix €l limit, utiliza € desenvolupament en série i e limit de la rad dels
diferencials, i esta a cas de la convergéncia de séries.®® La corba, perod, és un poligon
d'infinits costats. Algunes de |es seves demostracions tenen base geomeétrica (vegeu, per

exemple, |’ apartat d’ Ordre superior). Apareixen figures en el seu text, adjuntes al final.

Tempelhoff: Tempelhoff fa servir funcions, desenvolupament en serie, e teorema de
Taylor, i parlade limit de proporcions. Podem dir que & seu enfocament és algébric.
Tanmateix, Tempelhoff considera el moviment com a origen dels diferencials (vegeu
I’apartat Diferencial). A meés, la base d'agunes de les seves demostracions és
geometrica (vegeue, per exemple, |’ apartat d’ Ordre superior). La seva obra també conté
figures adjuntes al final.

Karsten: El més algebric dels autors aemanys estudiats és Karsten. Per exemple la
justificacio de I’ ordre superior es basa en series, i no en geometria. També apareixen

% En ¢ punt 220 troba e desenvolupament en série del logaritme d’un nombre entre 1 i 2 fent

servir laintegracio: y=1+u=dy=du= dx= a~1d—u (on x és € logaritme de y). Dividint la darrera
+u

expressié obté: dx = a- (du—udu+u?du—u3du...), que en integrar resulta: x=a- (u—%u2 +%u3 —.).

A continuacié presenta u com a série de x. Busca séries que s apropin més rapidament a un valor donat.
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figures en la seva obra, perd no son tan necessaries per a seguiment de lateoria com en
el cas del atres tres autors. Karsten treballa amb funcions, usa e desenvolupament en
serie, el teorema de Taylor i larad diferencia, i defineix el limit. Karsten no considera
el moviment per definir corbes com lacicloide, laquadratriu o |’ espiral.

45.3. ELECCIO DE COORDENADES | TRACTAMENT DE LES CORBES
ALGEBRIQUES| TRANSCENDENTS

Wolff: Els problemes 4 i 5 estan dedicats a calcul de la subtangent i de la subnormal de
qualsevol corba algebrica, respectivament. En els corol-laris seglents treballa amb
corbes algébriques particulars perd en e corol-lari 12 (punt 32) proposa trobar la

subtangent de tota corba  agébrica, essent I'expressi6  general
ay" +bx"+cy'x*+ f =0. Quant a la cissoide de Diocles® (punt 31) pren

coordenades ortogonals, com Johann Bernoulli (problema 8 de les Lectiones). Una altra
corba algebrica de la qual troba la subtangent i la subnormal és la concoide (punt 49).
Pren coordenades ortogonals, |’ abscissa des del punt maxim de la corba, mentre que
L’Hopital pren I’ abscissa des de I’ eix horitzontal (punt 71 de I’ Analyse, primera forma
de calcular punts d’inflexié). Wolff presenta una segona forma de calcular la subtangent
alaconcoide, que coincideix amb la primera forma exposada per L’ Hépital (punt 25 de
I’ Analyse). També calcula els seus punts de flexié contraria, prenent coordenades des
d un punt, com fa L’Hopital (punt 71 de I’ Analyse, segona forma de calcular punts
d'inflexid). Els problemes 131 a 134 presenta exemples de calcul de punts de flexio
contraria de corbes algebriques. En particular, en el problema 131 treballa amb la corba

axx = (xx+aa)y, com L'Hopital (punt 68 de I’ Analyse) i en € problema 134 amb la
corba y—a=(x—a)*, com L'Hépital (punt 69 de I’ Analyse). Del métode per calcular

maxims i minims només presenta aplicacions geomeétriques i amb corbes algebriques
(fent servir coordenades ortogonals).

Quant a les corbes transcendents, Wolff treballa amb la cicloide, la quadratriu, les
espirals i la “logistica” (corba logaritmica). En calcular la subtangent de la cicloide
(punt 52) fa servir coordenades com L"HOopital, amb I’ abscissa sobre €l cercle generador
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(punt 17 de I’ Analyse). En canvi, per as punts de flexié contraria (punt 304) utilitza
coordenades ortogonals, com L’ Hopital (punt 70 de I’ Analyse). Amb aquestes mateixes

coordenades en e punt 328, per trobar e radi osculador de la cicloide déna la seva

equacio: y:,/(x—xx)+j%, com Leibniz, mentre que L'Hoépital dona la
X — XX

v )

relacié diferencial de la cicloide (punt 93 de I’ Analyse). El cami seguit per Wolff a
I hora de construir I’ evoluta de la cicloide coincideix amb la segona part del punt 93 de
I” Analyse de L"Hopital. Per calcular la subtangent de I’ espiral d’ Arquimedes (punt 50)
treballa amb les mateixes coordenades que L’Hopital (punt 23 de |I’Analyse). De
I’espiral parabolica calcula els punts d'inflexié (punt 312) amb coordenades des d’un
punt, igual que en e punt 73 de I’ Analyse de L’Hopital, tot i que Wolff fa servir la
distancia del cercle a I'espiral, i L'Hopital la distancia del centre a I'espiral. Les
coordenades que empra en calcular la subtangent a la quadratriu (punt 55) coincideixen
amb les de L’Hépital (punt 30 de I’ Analyse), lax i lay intercanviades. Finalment, les
coordenades emprades per trobar la subtangent de la corba “logistica’ (punts 54) son
ortogonals i coincideixen amb les de Johann Bernoulli (problema 5 de les Lectiones).
Perd mentre que e problema que plantgja Bernoulli és trobar la corba tal que la
subtangent sempre sigui igual, Wolff proposa trobar la subtangent de la corbatal que les
abscisses estan en progressié aritmetica i les ordenades en progressié geométrica. | veu
gue la subtangent ha de ser sempre igual (teorema). En calcula & radi osculador en €l
punt 332. En general, Wolff fa servir coordenades ortogonals per a corbes algébriques, i
coordenades segons la naturalesa de la corba en € cas de les transcendents. Per a la
determinacié de punts de flexié contraria especifica que trebala amb ordenades
paral 1eles (en & problema 129) i amb coordenades des d’ un punt (en el problema 135),

exactament com fa L"Hopital en el punt 66 de |’ Analyse.

Kastner: Per exemplificar € calcul de la tangent empra corbes algébriques (parabola,
el-lipse, hiperbola, “petxina’ dequacié (b+ x)\/m =yXx) i transcendents
(cicloide, espiral). Exemples de maxims i minims només amb algébriques. Un dels
exemples (punt 157) també apareixia a Fermat, a L'Hopital i a Johann Bernoulli:

donada una linia a, dividir-la en dues parts x,a— x, de manera que € rectangle sigui

maxim o minim. Kastner presenta la diferenciacié del logaritme dins de la part

# Dela cissoide dona directament I’ equacio, i fareferénciaal punt 548 de la primera part.
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corresponent al calcul integral. Atés que la subtangent del logaritme és constant:

% —am 2o | & , aguesta integral no es pot resoldre mitjancant potencies. Com que
y a y

y=c* i lc=1 daqui obté x=1ly. Aixi obté que diferencial del logaritme de y en €

sistema a és & . Troba la diferenciacié d’una quantitat exponencial a partir de la del

y
logaritme. Quant a I’ eleccio de coordenades, en general escull coordenades ortogonals
per a les corbes agebriques, i coordenades segons naturalesa corba en e cas
transcendent, com la cicloide i I'espiral. La propietat de la cicloide s ha d expressar
mitjancant una equacio diferencial, ja que no ésunalinia algebrica. Per al’ espiral escull

coordenades polars.

Tempel hoff: En e punt 322 mostra com trobar €l diferencial d’ una equaci6 algebrica. En
particular, els diferencials de producte, de quocient i de potencia els troba mitjancant el
diferencial del logaritme. El diferencial de funcions exponencials també el troba a partir
de logaritmes (punts 326-328). Els diferencials del logaritme (punts 275-320) i de les
funcions trigonométriques (punts 332-349) el's dedueix a partir de les proporcions entre
segments que defineixen aquestes funcions. En el cas del logaritmei de |’ exponencial es
sobreentén que considera coordenades cartesianes. En el cas de les funcions
trigonométriques considera I'arc com a variable independent. La justifiacio del
diferencial del logaritme és molt semblant a la que apareix a punt 26 de BEZOUT
(1799-1800).% Quant a diferencia del sinus, en el punt 332 proposa comparar €l

diferencial d' un arc de cercle amb €l seu sinus.

Figura9

Siguin ¢ =arcAB, sing =BD, cosp =CD i r =CA=BC. Sigui b un altre punt sobre
I’arc, bd paral-lel a BD. bF és la diferéncia entre BD i bd. El punt de tall de bd amb la
tangent pel punt B ésf. Mentre la quantitat Bb ésfinita, la proporcié Bb:bF ésdiferent
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de la proporcié Bf : fF . Perd a mesura que b s'apropa a B la proporcié Bb:bF
Sapropaa Bf : fF i n"esdevéigua quanb ésB. Bf : fF ésel limit al qual |a proporcid
Bb:bF s apropa, quan I’arc Bb es fa infinitament petit. Per semblanca de triangles es
verifica Bf : fF =...=BC:CD. Per tant, BC:CD és ¢ limit de Bb:bF . Aquestes

dues proporcions coincideixen quan Bb i bF es fan infinitament petits, esdevenint d¢ i

d.sing , respectivament. Aleshores, dp :d.singp =r :cosg .

Més endavant, a la seccié vuitena, De I'Us del calcul diferencial per solucionar
diferents problemes, defineix aguestes funcions transcendents mitjancant el seu
desenvolupament en serie de potéencies. Per tant, el tractament de les corbes a gebriques
i transcendents no difereix. Tanmateix, en la seccié on estudia la determinacio de les
tangents, els exemples son només algebrics (coniques, funcid polinomica de grau n;
trobar la tangent d' una corba, |’equacié de la qual sigui una expressié algebrica, fent
servir la relacié d' aquesta corba amb d'altres d'auxiliars). Estudia I’equacié de la
cicloide segons diferents parells de coordenades (tot i que sempre ortogonals. per
exemple, les projeccions ortogonals del punt de la cicloide sobre els eixos). Els eixos de
coordenades poden formar entre ells qualsevol angle, les formules serveixen per a
qualsevol angle. Com a cas particular pren |’angle entre els eixos igual a un recte. Per
exemple, dona laformula del radi de curvatura (punt 664) i la de la tangent (punts 359-
360) per a qualsevol angle entre les coordenades. També fa servir coordenades polars

(per exemple, punt 676).

Karsten: En e punt 49 dbna formules de transformacié de coordenades obliqlies a
ortogonals (abscisses sobre mateix eix), en funcié de |I’angle per I’ ordenada obliqua i
I’eix de les abscisses. A partir del desenvolupament de la potencia del binomi, en €
punt 56 troba el diferencial del logaritme:

y: Y y°dy y°dy
=Ix=>x=1+y+Z-+2 +.. . =>dx=dy+ ydy+ + +...
y - y 2 23 - dy+ ydy 2 2.3
Aleshores:
& _ : g
dx 3 X X

Lry+ty2at Ly,
YTy Tagd T

% vegeu lanota69 a capitol 3.
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Troba la diferencia d una quantitat exponencial (poténcia amb exponent variable)
mitjancant derivacio logaritmica. En e punt 182 parla de les linies trigonométriques,
que no tenen unarelacié amb el seu arc que es pugui expressar mitjancant una equacio
algebrica. Fa servir les linies trigonometriques quan exposa el metode de les tangents i
de les corbes osculadores. En e punt 105 mostra com trobar |I'amplitud de I’ arc entre
dos punts sobre una corba, en €l cas de coordenades ortogonals. En € punt 107 troba el
radi de curvatura en €l cas de coordenades ortogonals; en el 108, € troba en funcid d’un
angle variable i de la distancia del vertex de I’angle ala corba (és a dir, en polars). La
seccio V esta dedicada a les coniques i la VI ales linies de tercer ordre (i superior):
cissoide, concoide. La secci6 VII tracta les linies transcendents. quadratriu, espiral
d’ Arquimedes, espiral logaritmica, cicloide, epicicloide, hipocicloide... Les corbes
seglents no les defineix a partir del moviment i acaba expressant-les en coordenades
ortogonals:

- Cissoide (punts 156-157): Defineix la cissoide a partir de coordenades ortogonals, que
coincideixen amb |’abscissa i I’ ordenada de la cissoide, com Bernoulli.** Perd, mentre
gue Bernoulli arriba a I’equacié de la corba a partir de proporcions, Karsten ho fa a
partir de I’angle format entre el diametre i la corda de la cissoide. L’ equacié resultant
és. 2ryy = X(xx+ yy) . Determinala seva clspide en A.

- Concoide (punts 158 a 161): Les coordenades escollides per Karsten son ortogonals, a
partir de la projecci6 ortogona d’un punt de la concoide sobre |’ eix de les ordenades,
mentre que Bernoulli i L'Hopital treballen amb coordenades des d’un punt.* L’ equacié

b2x?

( % —x2. A continuaci, aplica un canvi de coordenades
a—-X

gue obté Karsten és. yy =

(ortogonals), a partir de la projeccio ortogonal del punt de la concoide sobre I’ eix de les
abscisses. En € punt 161 troba els punts d’inflexio de la concoide.

- Quadratriu (punt 180): Per D i E es descriuen dos arcs iguas. El radi BC quedara
dividit en parts iguals per P i F. Aleshores M i G descriuen la quadratriu. Primer fa
servir coordenades polars, amb r=CB i y I'angle ACD. S z és CM aeshores:

3 Vegeu I’ Annex I.
% Vegeu I’ Annex .
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zZ= 1r_;/ En aquest cas, Johann Bernoulli treballa amb coordenades ortogonals i
5 T SI n Y

L’ Hopital amb el segment BP i I’arc BD.*®

YRR
..- :i""xlfh
At I] EAf
L AE
L ]
S S _4,__.‘}'“4_
T (S L 7,
| _""'-\.__,l' L
A
2N
5
Figura 10

1
— X

Després passa a ortogonals: x=CP = zsiny,y=PM demaneraque y = xcot2— .

r
- Espiral d’ Arquimedes (punt 183): Karsten defineix I’ espiral sense parlar de moviment.
Primer dona |’ equacio en coordenades polars, tenint en compte la propietat de |’ espiral.
El radi de la circumferencia, r, és a radi vector, z, com 360° (0 27) ésal’ angle format

entre el radi de la circumferencia i e radi vector, . Aixi, I’equacio de I'espiral és

2=Lr. Les coordenades escollides coincideixen amb les de Johann Bernoulli i

2r
L' Hépital.** A continuacié considera un altre parell de coordenades: y és el radi de la

circumferencia menys el radi vector, i x és |’arc de circumferencia corresponent. En

aquestes coordenades |’ equacié esdevé y = r(p—x)
Y

, on p=2xar . Finament, prenent

les projeccions ortogonals x, y d'un punt de I’espiral sobre I'eix d’abscisses i I'eix

Yy
(x+yy)

delaqual no espot aillar y. En el punt 184 tractal’ espiral hiperbolicai en els punts 187

d ordenades, respectivament, I’ equacio esdevé /(Xx+ yy) =2ir - Arc.sin
JT

i 188 I’ espiral logaritmica.
- Cicloide (punts 189 a 194): En aquest cas, Karsten escull les mateixes coordenades

ortogonals que Bernoulli, pero intercanviant x, y. L’ equacio que obté per alacicloide és

3 Vegeu I’ Annex I.
% Vegeu I’Annex .
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y =./(2ax— xx) + a-Asin . En es punts 195 a 200 parla d epicloide i

4V (2ax — xx)
a

hipocicloide.

4.5.4. PROBLEMESI APLICACIONS

Wolff: Les aplicacions que presenta el text de Wolff estan dedicades a I’ estudi de les
corbes i a aguns problemes geometrics. Estudia tangents (i segments associats),
maxims i minims, punts de flexié contraria, radi osculador i evoluta. Il-lustra I’ apartat
del métode de maximsi minims amb problemes geomeétrics. donada una corba algebrica
i un punt, trobar la recta minima que uneix €l punt a la corba; donat un segment AB,
quin és el punt D que fa que el rectangle AD-DB sigui maxim?; donada una recta, quina
és la hipotenusa de manera que € triangle rectangle sigui maxim?; de tots els cons

d’igual volum, quin té minima superficie?;...

Kéastner: L’obra de Késtner presenta aplicacions del calcul dels infinits a les linies
corbes (quadraturai rectificacid, curvatura, punts d’inflexio, etc).; aplicacions del calcul
integral al calcul de cossos rodons i les seves superficies; Us del calcul integra a les
matematiques aplicades (teoria de Kepler dels planetes, area de I’él-lipse, centres de
gravetat, etc). Treballa també amb problemes d equacions diferencials (per exemple,
punts 494 a 504). Del punt 163 fins al 197 tracta de les arrels d’ equacions i de la seva
relacio amb els maxims i minims. En el punt 163 enunciai demostra un teorema que es
correspon amb €l teorema de Bolzano. Kastner discuteix sobre les arrels de les
equacions principals i de les equacions diferencias, d arrels imaginaries, dels signes de
les arrels no imaginaries, aplicacions de tota aquesta teoria, de les arrels mdiltiples, de
com trobar e nombre d’ arrels positives i negatives a partir del canvi de signe dels
coeficients... Finalment parla Dels limits de les arrels, on estudia com es comporta la
linia principal i les seves diferencials ala dretai a |’esquerra. En els punts 477-486 i

487-493 tracta els diferencials de funcions de dues i tres variables, respectivament.

Tempel hoff: Tempelhoff aplicaca el calcul diferencial a la geometria i a la teoria de

corbes (la naturalesa de les quals ve donada per una equacio). A la vuitena seccio parla
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de problemes diferents:. trobar €l logaritme de 1+ x; trobar I’ expressié en serie infinita

X

de e trobar e logaritme de 1+ax+ fBx%+ x> +etc.; trobar sirie per a

2 3 . . . .
glt @+ ACH+ee. . donat un arc de cercle, trobar el sinusi el cosinus; donat el sinus, trobar

I’arc;... Trobem problemes sobre calcul de quadratures i rectificacions a la desena
secciO. A la quinzena secciO exposa problemes geometrics sobre maxims i minims (dels
paral-lelepipedes amb un volum i un costat donats, quin té area minima; dels cilindres
amb un volum donat, quin té area minima,...). Tempelhoff treballa amb funcions de

diversesvariablesi, finsi tot, mostra com trobar els seus maximsi minims.

Karsten: En els punts 50-53 i 201-203, entre d’ altres, Karsten plantgjai resol problemes
d equacions diferencials. En e punt 114 exposa un examen genera de la figura d’una
linia corba (punts de tall amb els eixos, branques infinites, tangents, curvatura,
quadratura i rectificacio, punts multiples...). La seccié V parla de propietats curioses de
les coniques, la VI de linies de tercer ordre (i superior), i laVII de linies transcendents.
Alguns dels problemes plantejats sdn mixtos, es solucionen a partir de calcul diferencial
i calcul integral (calcul d'un interior, quadratura i rectificacio, area d’ una superficie
corba, liniatractrix, catenaria, trobar I’ equacio d’ una corba, sabent que la subtangent és
alatangent com la suma del quadrat de I’ aplicadai una superficie constant donada és a
una atra superficie constant donada, ... Com Kastner i Tempelhoff, Karsten també
estudia funcions de diverses variables i, en particular, dona €l seu desenvolupament en

seriede Taylor.
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5.1. INSTITUZIONI ANALITICHE (1748) DE MARIA GAETANA
AGNES|

Maria Gaetana Agnesi® (1718-1799) és la primera dona del mén occidental que es pot
considerar matematica. EI seu nom, pero, més aviat s associa amb la versiera o “corba
d' Agnesi”.? El seu pare era un noble dedicat al comerc que va encoratjar la seva filla
gran perque S interessés per les ciencies. A tal efecte li proporciona professors-tutors i
va fer de casa seva un “sal0 cultural”, on ella defensava diverses tesis. Els topics de les
reunions eren la logica, I’ontologia, la mecanica, la hidromecanica, I’ elasticitat, la
gravitacio universal, la quimica, la botanica, la zoologiai la mineralogia, entre d’ altres.
Aquestes trobades culturals tenien molta importancia doncs a segle XVIII el
coneixement encara no s havia “professionalitzat”. Als catorze anys, Maria Gaetana
resolia problemes de geometria anditica i de balistica. Als disset va escriure un
comentari critic del Traité des sections coniques de L’Hopital. Un visitant va dir d’ella
que era un “diccionari caminant” (TRUESDELL (1989), p. 116). El 1738 publica les
Propositiones philosophicae, recull d’algunes de les tesis defensades per ella en les

reunions.

Després d aquesta publicacié vol entrar en un convent perd el seu pare la conveng
perqué no ho faci. Tot i aixo, ella abandona la vida social i es dedica exclusivament
primer a |’ estudi de les matematiques i després a |’accid social i as estudis religiosos.
El 1748 publica les Instituzioni analitiche ad uso della gioventu italiana.® Pel que fa d
calcul diferencial segueix les directrius de Leibniz.* El llibre d’ Agnesi és el primer
successor important de I’Analyse de L'Hopital.” Va ser membre de I’ Académia de
Ciencies de Bolonya. El 1750 el Papa Benedicte X1V, director de I’Academia de
Bolonya, la nomena lectora honoraria d’ andlisi a la Universitat de Bologna , pero

Agnesi no anaaBolonya. A partir de 1752 es retira de la vida cientifica per tenir cura i

! Les fonts biografiques que he consultat sn GILLISPIE (ed.) (1970); TRUESDELL (1989);
KATZ (1993), pp. 511-512.

2 Aquesta corba ja havia estat estudiada per Pierre de Fermat i Guido Grandi. De fet, e 1718
Grandi I'anomena “la versiera’ (corda al voltant d'una vela). En la traduccié que fara Colson de les
Instituzioni € 1801 confon agquest mot amb “I’aversiera’, que significa “bruixa’, d’aqui € nom amb que
es coneix també aquesta corba, “bruixad' Agnesi”. Vegeu TRUESDELL (1989), p. 113.

% Instituzioni significa “principis elementals per a I’ensenyament de”. Vegeu TRUESDELL
(1989), p. 124.

* Tanmateix, quant a filosofia era seguidora de Newton. Vegeu TRUESDELL (1989), p. 118.

®Vegeu BOYER (1946), p. 167.
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educar els seus germans i dirigir un alberg per a malalts i indigents. Les Instituzioni

consten de quatre volums:

El primer volum tractal’andlis de les quantitats finites. Inclou la resolucié d’ equacions
I problemes diversos, la construccio de locus i € calcul de maxims, minims, tangents,

punts d’inflexid i retrocés fent servir I’ dgebra cartesiana

El volum que analitzo és € segon, Del Calcul Diferencial, que conté els capitols
seglents:

- Capitol I: Delesdiferencialsd’ ordre diversi del propi calcul.

- Capitol 11: Del métode de les tangents.

- Capitol 111: Del metode dels maximsi minims.

- Capitol 1V: Delspuntsd’inflexié i de retrocés.

- Capitol V: Del’evolutai € radi osculador.

El volum tercer esta dedicat a calcul integral. Presenta les regles d'integracié de
formules finites algebriques, la integracié mitjancant séries i problemes com la
rectificacié d’ una corba o la quadratura d’'un espai. Finament, el quart volum, Del

métode invers de les tangents, versa sobre lateoriai resolucio d’ equacions diferencials.

Per qué va tenir exit?

Truesdel|® dubta que I’ estudi de les matematiques a Italia necessités d’un nou llibre de
text. A més a més, no s ha d oblidar que aquell mateix any apareix |I'Introductio
d Euler, llibre molt superior a d’ Agnesi. Les Instituzioni és un llibre ordenat i clar pero
poc original. També es pot dir que és obsolet en e sentit que no estudia les darreres
descobertes, sind que ordena i dona regles practiques del que ja es coneixia. El pare
Ramiro Rampinelli (1697-1759), monjo benedicti, que havia estat professor de
matematiques a Roma i Bolonya, va arribar a Mila i comenca a visitar la casa dels
Agnesi. Amb I’guda de Rampinelli, Agnesi va llegir I’ Analyse démontrée de Reyneau

(1708). Ell I’encoratja perque escrivis les Instituzioni i la posa en contacte amb Jacopo

5 \Vegeu TRUESDELL (1989), p. 135.
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Riccati (1676-1754), amb qui mantingué correspondéncia.’ Jacopo Riccati anava
revisant les Ingtituzioni a mesura que Agnesi anava escrivint. El Ilibre no inclou
problemes complicats, no escriu res que ella mateixa no hagi pogut comprovar. Ni tan
sols, no inclou mecanica, tan relacionada amb el calcul. No exposa conceptes nous,

nomes regles practiques.

D’on prové, doncs, e seu renom? El talent de les dones s exagerava degut a la
indulgencia general envers e sexe femeni. La dona dedicada a les ciencies era
considerava com un “panda’ (TRUESDELL (1989), p. 122), un ésser rar. Els llibres
d historia de les matematiques generalment esmenten Agnesi com a referencia historica
i només comenten la “corba d’Agnesi”. Montucla (1725-1799) és un dels pocs
historiadors reconeguts que parlen d’Agnesi. En Histoire des Mathématiques (1758)
afirma que els lectors quedaran sorpresos en comprovar com una persona del sexe
femeni (i, per tant, poc habituada a les ciéncies) pot assolir uns coneixements tan
profunds d’'andlisi.? Aixi doncs, I’apunt que en fa Montucla és historic, més que
matematicament remarcable. També segons Truesdell, es pot atribuir a la seva condicio
de dona e fet que I'gudés Ricatti. D’atra banda, Lagrange en els seus Principj

recomana estudiar €l Ilibre d’ Agnesi abans o’ atacar matéries superiors.”
A quin public anava dirigit?

Agnesi va escriure les Instituzioni en el dialecte tosca per gudar als jovesitalians. Pero
era de dificil accés, doncs la impressié fou privada. Per supervisar personalment la
produccio i disseny del llibre, Agnesi va fer portar la premsa a casa del seu pare per
treballar-hi. A més a més, i segons Truesdell,® els tnics que no sabien llati i que
haguessin pogut aprofitar-se del llibre eren els enginyers. Perd6 Agnesi no mostra
aplicacions (per exemple, mecaniques) del calcul, que seria el que més hauria interessat

elsenginyers.

" En ¢ prefaci de les Instituzioni, Agnesi reconeix I’gjuda rebuda per part del pare Ramiro
Rampinell i de Jacopo Riccati.

®\egeu MONTUCLA (1758), pp. 155-156.

°Vegeu LAGRANGE (1759), p. 154.

10\/egeu TRUESDELL (1989), p. 135.



192 Capitol 5

Vatranscendir lesfronteresdela sevaterra?

El 1775 es va traduir a frances el segon volum de les Instituzioni per recomanacio de
I” Académie Royale des Sciences de Paris en el seu informe de 1749. La primera edicio
del llibre d’Agnesi contenia molt poca trigonometria i els treballs d’Euler i dels
Bernoulli sobre séries infinites feilen necessari afegir-hi les formules trigonometriques
estandard. El 1801 John Colson (1680-1760) el vatraduir al’anglés.

Quinarelacié té amb I’ Analyse?

Maria Agnesi va escriure un comentari sobre el tractat de coniques de L’ Hopital. També
vallegir I’ Analyse démontrée de Reyneau. Les Instituzioni presenta molts punts comuns
amb I’ Analyse.

5.2. PRINCIPJ DI ANALISI SUBLIME (1759) DE GIUSEPPE LUIGI
LAGRANGE

De 1755 a 1766 Lagrange™ treballa a la Reggie Scuole di Artiglieria de Tori. El 1759
confecciona els Principj di analisi sublime, tractat sobre calcul diferencial i integral per
al’Us de I’ estudiant, escrit en italia perqué aixi ho exigeix el reglament de I’escola. La
primera part d’ aquest text presenta la teoria algébrica de les corbes. Es un tractat analitic
de seccions coniques i corbes algébriques en general. La segona part tracta el calcul
diferencial i I'integral. Quant al calcul diferencial primer presenta el calcul algebric de
les diferencies finites. Després el calcul diferencial, propiament dit. I, finalment, €
calcul de tangents, d’ extrems, de punts d’inflexié del radi osculador.

A quin public anava dirigit?

A la primera plana dels Principj es pot llegir que I’ obra esta dedicada al's estudiants de
laReggie Scuole di Artiglieriade Tori.

1 Vegeu la biografia de Lagrange a capitol 3. Per a I etapa italiana de Lagrange m’he basat
principalment en BORGATO-PEPE (1987).
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Per qué va tenir exit?

Es tracta d'un text no difés, recentment trobat a I'arxiu de Tori i publicat per
BORGATO-PEPE (1987). Romangué en mans privades fins fa poc. No se li dona la
importancia que mereixia. Sembla que ni tan sols els seus millors biografs (com Gino
Loria, George Sarton o Filippo Burzio) no veieren aquest manuscrit. Aquest manuscrit
és important per estudiar €l calcul infinitesimal alaltaiade segle XVIII. A mésamés,
representa una etapa important en e procés de sistematitzacié de Lagrange sobre s
fonaments de I’andlisi, que assolira el seu cim amb la Théorie des fonctions analytiques
(1797).

Vatranscendir lesfronteres dela seva terra?

El text de Lagrange no transcendi les fronteres italianes, doncs es tracta d’ un material
inedit, no difés fins al 1987 per Borgato i Pepe.

Quinarelacioé té amb I’ Analyse?

A laplana 154 Lagrange cital’ obrade L’ Hopital com areferéncia bibliografica.

53. INSTITUTIONES ANALYTICAE (1765-67) DE VINCENZO
RICCATI | GIROLAMO SALADINI I COMPENDIO D’ANALISI
(1775) DE GIROLAMO SALADINI

Vincenzo Riccati (1707-1775)* fou el segon fill de Jacopo Riccati. Va rebre la seva
primera educacio a casa i per part dels jesuites. Ingressa a I’orde jesuita €l 1726 i hi
ensenya literatura al Col-legi jesuita de Piacenza el 1728. El 1729 es tradllada a Padua,
després a Parma el 1734, estudia teologia a Roma durant un temps, i més tard torna a

Bolonya el 1739 on ensenya matematiques al Col-legi de San Francesco Saverio durant

12 | es fonts biografiques en qué m’he basat sn GILLISPIE (ed.) (1970); MACDONNELL
(1997); O CONNOR-ROBERTSON (1999).
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trenta anys.*® Quan e Papa Clement XIV suprimeix la Companyia de Jests e 1773,
Riccati se'n torna a casa seva a Treviso, on morira e 1775. Vincenzo Riccati va
continuar el treball del seu pare en integracié i equacions diferencials. Estava ben
capacitat per a I'enginyeria hidraulica i dugué a terme projectes de control
d inundacions que van salvar les regions de Bolonya i Venecia. Vincenzo estava ben
format en I’andlisi matematica anterior a Euler. Rep influencia de Johann Bernoulli,
quant a la rectificacio de corbes, i de Jakob Hermann, en relacio a les equacions
coniques en coordenades cartesianes. També s'interessa per les integrals e-liptiques,
com a introduccio a la teoria de les funcions eliptiques. Vincenzo Riccati, junt amb
Girolamo Saladini, treballaren en alguns problemes geomeétrics, com la rosa de quatre
fulles introduida per Guido Grandi, el problema del mirall circular d’1bn a-Haytham,*

el lloc del's punt que divideixen les tangents d’ unatractrix en una determinada rag, etc.

Entre les obres d’andlisi, algebra, mecanica i fisica es troba I’Opusculorum ad res
physicas et mathematicas pertinentium (1757-1762), on introdueix I’ s de les funcions
hiperboliques per obtenir les arrels de certs tipus d’ equacions algebrigques (en particular,
cubiques). Vincenzo troba les formules estandard per a I'addicié de les funcions
hiperboliques, les seves derivades i la seva relacio amb la funcié exponencial.
Generament Lambert és citat com el primer en introduir les funcions hiperboliques pero
no ho va fer de fet fins el 1770, mentre que € treball de Vincenzo Riccati i Girolamo
Saladini fou publicat entre 1757 i 1767." Precisament una de |es obres que he analitzat
son les Institutiones analyticae (1765-67), que Riccati escrigué en col-laboracio amb
Girolamo Saladini. Aqui s utilitza per primer cop €l terme linies trigonométriques per

indicar les funcions circulars.

Girolamo Saladini (1731-1813)*° fou alumne de Riccati a Bolonya. Va ser professor
d analisi i membre de I’ Institut de la Ciencia de Bolonya, i mestre de la Reial Academia
de Cadets de Sa Mgjestat Siciliana, on utilitza la seva obra. Publica les Institutiones
analyticae recollides per €l i Vincenzo Riccati en italia, Compendio d’analisi (1775),

3 Aixi constaa GILLISPIE (ed.) (1970) i aO’ CONNOR-ROBERTSON (1999). Perd a BAGNI
(1997) & nom del col-legi al qual esfareferénciaés SantaLucia

4 Huygens n’'havia trobat una bona solucié, que Vincenzo Riccati i Girolamo Saladini
simplificaren i milloraren. Vegeu O’ CONNOR-ROBERTSON (1999).

> Hairer i Wanner indiquen que a I’obra de D. de Foncenex, Reflexions sur les quantités
imaginaires (1759), ja apareixen les funcions hiperboliques. Vegeu HAIRER-WANNER (1996), p. 56.
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obra que també he analitzat, junt amb la versio origina llatina. De fet, els dos Ilibres

presenten molts exemplesi figures comunes.*’

El contingut general delstres|libres de les dues obres és €l mateix:

- Llibre primer: De les quantitats infinitésimes, de la quadratura, i rectificacio de les
corbes, i de laintegracio de les formules diferencials d’' una sola variable.

- Llibre segon: Del métode directe i invers de les tangents, i de la integracio de les
equacions diferencials de primer grau. En el segon llibre de les Institutiones analyticae,
en lloc de les equacions diferencials de primer grau, parla d’ equacions separables.

- Llibretercer: Del calcul i del’ Us dels diferencials de qualsevol ordre.
Per qué va tenir exit?

L es Institutiones analyticae es pot considerar com el primer tractat extensiu sobre calcul
integral, anterior a les Institutiones calculi integralis d' Euler.® Segons Truesdell és el
primer Ilibre de text italia que prové de cercles universitaris.'® Bagni comenta la rapida
difusié de I’ obra, aixi com la seva notorietat. Esmenta diverses revistes cientifiques que
registren la publicacié de les Institutiones analyticae, entre d altres el Journal des

Scavansi e Nuovo Giornale de’ Letterati d'Italia.®
A quin public anava dirigit?

Tant Riccati com Saladini estaven relacionats amb el mon de |’ensenyament, on

utilitzaven les seves obres.

18 He trobat molt poques referéncies biografiques de Girolamo Saladini i alamajoriael més
destacable és la seva col-laboracié amb Vincenzo Riccati.

1 andlisi que he fet correspon basicament al Compendio d analisi perod també faig referénciaa
punts de les Ingtitutiones Analyticae que m’'han semblat interessants. Per distingir les dues obres, em
referiré a les Ingtitutiones Analyticae com RICCATI-SALADINI (1765-1767), i @ Compendio d' analisi
com SALADINI (1775).

18 \Vegeu GILLISPIE (ed.) (1970) XI, pp. 401-402.; MACDONNELL (1997).

19\ egeu TRUESDELL (1989), nota 51.

2 v/egeu BAGNI (1997), p. 37.
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Vatranscendir lesfronteresdela sevaterra?

Laversi¢ italiana de Saladini podria estar relacionada amb el moviment de formacié de
la conciéncianaciona i € periode napolednic, quan es creal’ Institut Nacional, entre els
trenta primers membres de la qual figurava Saladini. Apart de la versié llatina i de la
italiana, no he trobat cap altra traduccio. Tanmateix, la seva publicacié queda registrada

al Journal des Scavans.*
Quinarelacio té amb I’ Analyse?

En el prefaci de les Institutiones analyticae (pp. xii-xiii) es parla del notable Ilibre del

Marqueés de L’ Hépital sobre calcul diferencial.

5.4. ANALISI COMPARATIVA DELSTEXTOS

5.4.1. COM EXPOSA ELSFONAMENTSDEL CALCUL?

Agnesi: Afirma que les diferéncies no son vanes imaginacions i remet al Métode dels
Antics per poder-ho demostrar. Demostra alguns resultats mitjancant e métode
d' exhausti6 (per exemple, e primer teorema).?? Si una quantitat esdevé més petita que
qualsevol altra, aleshores és un infinitesim (fa referencia a la quantitat inassignable que
fa que dues quantitats finites donades siguin incommensurables, punt 4). Tracta els
diferents ordres d’infinitesims de forma geométrica (punts 6 a 24). Per judtificar laregla

de diferenciacié del producte: la diferénciadel producte xy és ydx + xdy + dxdy . dxdy és

una quantitat infinitament menor que qualsevol de les atres dues quantitats, que son €

rectangle d'una quantitat finita per una infinitésima. dxdy és un rectangle de dues

quantitats infiniteésimes, que és infinitament menor i, per tant, es pot “eliminar”.

Lagrange: Lagrange es basa en la ra0 Ultima i primera de les diferencies. El calcul
diferencia es basa en la rad entre diferencies que s esvaeixen, és a dir, en larad 0:0

(doncs es fa servir en e calcul de tangents i les expressions son més senzilles que

2 \Vegeu BAGNI (1997), p. 37.
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nomes fent servir diferéncies). Per trobar aquesta relacio primer es treballa amb
diferénciesrealsi finites, i després extrapola al cas en que les diferencies son nul-les.. El
cacul infinitesimal resol e problema de fonaments amb els “infinitesimals’ (punt 38):
amb dues suposicions falses (les quantitats infinitesimals primer no sdn zero, després
si), es corregeixen mituament els errors comesos i donen un resultat correcte. Es a dir,
defensa de la compensacio d’ errors, posicio que més endavant abandonara. En el punt
39 diu que lateoriadel calcul infinitesimal es pot deduir de les seglients reflexions:

1) Quan es multiplica una quantitat finita per zero el resultat és zero. Per tant, quan
es multiplica una quantitat finita per una quantitat infinitament petita el resultat
€s una quantitat infinitessima. Aixi, sl X és quantitat finita i dx una diferéncia
infinitament petita, aleshores Xdx (que és la quarta proporcional alaunitat, a X i
adx) també és infinitament petita, homogenia amb dx.

2) S dx és infinitament petita respecte una quantitat finita, llavors dx® és
infinitament petita respecte dx, donat que dx® és la tercera proporciona a la

unitat i a dx, és a dir, dx®> és a dx com dx és a 1. dx és infinitésim de primer

ordre, dx? és infinitésim de segon ordre, ... Per la mateixa rad, Xdx> és de
segon ordre. Elsinfinitesims son de mateix ordre quan guarden proporci6 finita.
3) dx, dy son diferencies infinitesimals de primer ordre, aleshores dxdy és
infinitésim de segon ordre, doncs dxdy és la quarta proporcional ala unitat, a dx
i ady. La proporcio de dxdy a un infinitessm de primer ordre és igua a la
proporcidé d un infinitéesim de primer ordre a una quantitat finita. Quant a la

diferenciacié del producte xy, considera primer la diferéncia finita del producte

xy: (x+dx)dy + ydx . Aleshores, € diferencial de xy és xdy + ydx.

Saladini: el capitol primer del llibre primer es titula Idea de la quantitat infinitesima,
gue és la quantitat menor que una quantitat qualsevol donada, a la qual recorrien els
Antics, quan volien comparar les figures rectilinies amb les curvilinies. La diferéncia
entre I’espal parabolic i triangle inscrit son dos espais parabolics. A cadascun d'ells
s'inscriu un triangle, més gran que la meitat de I’ espai parabolic corresponent. Sobre la
diferéncia entre els nous triangles i els espais parabolics s aplica novament el procés,
indefinidament. L’ espai parabolic inicial és més gran que el's dos seglents, que sdbn més
grans que €ls quatre seglents, que sdn més grans gque els vuit seglents, etc. La

2 \Vegeu AGNESI (1748), pp. 438-439.
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diferéncia entre I'espai parabolic i la suma dels triangles disminueix continuament
(sense limit) a mesura que es van construint nous triangles inscrits. La suma total dels
triangles inscrits, si el nombre de triangles és infinit, dona la quadratura del segment
parabdlic (en el limit sdniguals). Si no fos aixi, la diferencia entre lasuma dels triangles
inscritsi el segment parabolic no disminuiria continuament sense limit, contrariament al
que s havia demostrat. Mostra com calcular la suma total dels triangles.”® Com els
antics, si la diferencia entre dues quantitats disminueix sense limit, o si es fa menor que
qualsevol quantitat donada, directament es conclou que les dues quantitats en el limit
son perfectament iguals (doncs si en el limit no fossin iguals, la seva diferencia seria
determinada i no menor que qualsevol quantitat donada, contrariament al que s havia
suposat). Diu Saladini que els matematics moderns anomenen agquestes quantitats
menors que qualsevol donada: “quantitats infinitesimes, diferéncies infinitésimes,
diferencials, fluxions, quantitats naixents/evanescents, elements...”.?* En el punt IV del

cap. 1, llibre primer, Saladini justifica els diferents ordres de les quantitats infinitésimes.

M N ¥
N
| RIS

A B C
Figural

Donats €els rectangles AP, AN, si BC és la diferencia infinitésima de les rectes AC i AB,
el rectangle BP ésinfinitésim respecte AP, AN. CSés diferénciainfinitesimade CP i SP.
El petit rectangle BS és infinitesim respecte els rectangles BP, RP. Ates que € rectangle
BP ja ésinfinitesim, BS és infinitesim d'un infinitesim. BP infinitésim de primer ordre,
BS infinitésim de segon ordre.?® Saladini fa servir aquest fet per justificar la regla de
diferenciaci6 del  producte (punt 1, capitol Ill, llibre  primer):

% A RICCATI-SALADINI (1765-1767) també s estudia la quadratura de la parabola a partir de
triangles inscrits (punts 2-5, capitol primer, llibre primer). En els punts 6 i 7 els autors parlen
d’'Arquimedes i de rectangles inscrits/circumscrits, la suma dels quals la relacionen amb I'area sota la
corba.

2 A més amés, en e capitol primer, llibre primer, de RICCATI-SALADINI (1765-1767), es fa
referéncia al métode de reduccié a I'absurd i safirma que amb el métode dels infinitésims les
demostracions son breusi elegants.

% Aquest exemple també apareix en els punts 24-26, capitol segon, Ilibre primer, de RICCATI-
SALADINI (1765-1767). Les quantitats infinitesimes de segon ordre funcionen com la tercera
proporciona: si a és una quantitat finita, i AD és un infinitesim de primer ordre, si DL verifica la
proporcié a: AD:: AD: DL, aleshores DL ésun infinitésim de segon ordre
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D(ax + xx) = adx + 2xdx + dx*, quan dx &s finita. Perd quan és infinitéssima dx® o dx.dx

S esvaeix respecte adx + 2xdx. %

Corba com a poligon

Agnesi: En e punt 3 Agnes raona perque una porcié infinitésima de corba es pot
identificar amb la corda corresponent. Seguint el mateix tipus de raonament, en el punt
30 veu gue una porcid infinitament petita de la tangent es confon amb la corbai amb la

corda.

Saladini: Siguin un poligon inscrit i un altre de circumscrit a una corba donada. Si els
costats inscrits i circumscrits disminueixen, i €l seu nombre augmenta, la diferéncia
entre la corba i els poligons disminueix, es fa menor que qualsevol quantitat donada.
Aixi la corba esta composta d'infinits costats rectilinis, igual a perimetre de la figura
inscrita i de la circumscrita. La corba es pot confondre amb els poligons inscrit i

circumscrit.?’

Variable

Agnesi: Al primer capitol defineix quantitat variable com aguella que és capag
d augmentar, i de decréxer. A aguesta quantitat també es refereix com a fluent. En canvi,
una quantitat és constant quan ni creix, ni decreix, Sin6 que és determinada i invariable

(com & parametre, I’ eix, € diametre...).

Lagrange: Una quantitat variable és aguella que es suposa que pot canviar de valor,
quantitat indeterminada capa¢ d'infinites determinacions particulars. Una quantitat
constant és aguella que sempre té el mateix valor mentre les variables canvien, és una
quantitat veritablement determinada. El hombre minim de variables d’una equaci6 és
dos. A la segona part diu que totes les variables creixen, o disminueixen continuament,
o primer creixen i després disminueixen, o viceversa. En canvi, la quantitat constant es

manté igual, durant |la mutaci6 de les altres quantitats.

% E| punt 3 del capitol tercer, llibre primer, de RICCATI-SALADINI (1765-1767), afegeix que

dx? té respecte 2xdx unarad menor que qualsevol donada (dx : 2x).
%" \Vegeu RICCATI-SALADINI (1765-1767), punts 13-15, capitol quinze, llibre tercer.
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Saladini: Es defineix una variable com aguella quantitat subjecta a canvis, mentre que

una constant es aguella quantitat no subjecta a canvis.

Diferencia

Agnesi: Defineix la diferencia com la porcié infinitesma en que una variable creix o
decreix. Agnesi confon fluxié amb diferéncia, confusié freglient en aquest periode. Fent
referéncia a la definicié de diferéncia afirma que quantitats que es diferencien en una
quantitat infinitament petita (diferéncia inassignable, és a dir, més petita que qualsevol
quantitat donada) es poden considerar com iguals. La caracteristica amb la qua
sexpressa la diferéncia és la lletra d. La primera diferencia no té una proporcio
assignable a una quantitat finita. La segona diferéencia (o fluxié de segon ordre) no té
proporcié assignable a la primera diferencia Per aquesta ra0, dues quantitats
infinitésimes de primer ordre que es diferencien d una diferencia segona poden ser

considerades com iguals.

Lagrange: Per a Lagrange, una diferéncia finita és la quantitat indeterminada en que
una variable creix, o disminueix, i es hota amb una d. Una diferéncia negativa indica
que, mentre una variable creix, I’ altradisminueix. Si F és unafunci6 algébricadex, y, z,
la seva diferéncia finita s'expressa aixi: F(x+dx,y+dy,z+dz)—F(X,Yy,z). Quan la

diferénciafinita esdevé zero, Lagrange I’ anomena diferencia, o diferencial.

Saladini: La diferéencia d’una quantitat indica la porcié per la qual la quantitat creix o
decreix. ¢ indica diferéncia finita. Les diferencies infinitésimes s'indiquen amb d, i
amb D per a cas de formules complexes (vegeu Diferencial). Tornem a trobar la
confusio entre fluxions i diferencies. En algunes formules Saladini considera dx fluent,

en d altres diu que no pren cap fluxié constant.”®

% \Vegeu SALADINI (1775), pp. 235, 243-245.
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Diferencial

Lagrange: Diferencial és |’altre nom amb qué Lagrange designa una diferéncia que és
igual azero, per distingir-lade ladiferénciafinita

Saladini: El diferencial d’'una formula (complexa) s obté en restar la féormulaen x ala
formula en x+dx, eliminant els termes que s esvaeixen respecte els atres quan es

treballa amb diferencies infinitésimes.

Funcié

Lagrange: Una funci6 (d’una o diverses quantitats variables) és una expressié algebrica
comunament composada per aquestes variables i per les constants que es vulgui.?
Aquest concepte de funcié deriva del que apareix a Introductio in analysin infinitorum
d' Euler.*® Segons Borgato i Pepe (1987), tot i que en la seva definici6 de funcié apareix
“expressio algebrica’, Lagrange buscava ja un adjectiu per ales funcions sobre les quals

es podiaaplicar I'andlis (“analitiques’).

Saladini: Saladini no defineix explicitament el concepte de funcio, sind que directament

escriu; “sigui ¢ unafuncié quasevol de x,y,z..”.>"

Limit

Lagrange: Lagrange parladel limit de larad de diferéencies (o rad ultima), de la tangent

com alimit de secants,* ...

Teorema de Taylor

Saladini: En € capitol quinze del Ilibre tercer de RICCATI-SALADINI (1765-1767), es
demostralaigualtat seguent:

2 vegeu LAGRANGE (1759), punt 3 de la primera part.

% vegeu EULER (1748), punt 4, capitol 1, llibre primer.

31 A RICCATI-SALADINI (1765-1767), capitol quinze, llibre tercer, s especifica que F.x és
unafuncié d’ abscissa x.

% VVegeu LAGRANGE (1759), punt 22.
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F.x+dx = Fx+ Sddx.F .x+dx,

on F ésunafunci6 de x, F “prové de diferenciar F.x+ dx sotala hipotesi x constant, i

dx fluent”** i Sés el simbol de laintegracio. A continuacio s aprofita aquest resultat per

demostrar laférmula:

dx®>.Fx dx®.Fx dx*. Ilzvx
+ +
2.3 2.34

F.x+dx=Fx+dxF x+

dx.F x, que és un infinitésim de primer ordre, representa la linia entre I’ordenada i la

L
tangent: dx“. Fx

representalaliniaentre latangent i la corba, etc. Laformula obtinguda

sera utilitzada en la discussio sobre punts singulars. De fet el aquest capitol esta dedicat
al seu estudi.

Coseficient diferencial

Lagrange: Lagrange destaca la rao Ultima (i primera) de les diferéncies (punt 17 de la
segona part). Busca e limit de la rad de les diferéncies, quan aquestes disminueixen
continuament. Tambeé és la rad primera, doncs és €l limit del qual es parteix. Aleshores,
les diferéncies son considerades com a haixents, augmentant continuament. Aquesta rad
és finita, tot i que les diferencies de les variables realment s anul-lin, i depén de les
propies variables. El calcul d' aguesta rad és la part principal i més important del calcul
diferencial.

Ordre superior

Agnesi: En es punts 4 i 5 (primer capitol) defineix les diferencies d ordre superior.
Relaciona linies incommensurables amb infinitesms de primer ordre; quadrats
incommensurables amb infinitésms del segon ordre... La diferencia primera no té
proporcié assignable amb quantitat finita. La diferencia segona no té proporcié assignable
amb la diferencia primera i és infinitament menor que aguesta. De forma que dues
quantitats infinitésimes de primer ordre, que es diferencien en un diferéncia segona, es

% A RICCATI-SALADINI (1765-1767), p. 702, punt 1 .Per exemple, ala mateixa plana, en e

. . . . . m-1 , — m-2
punt 3, si lafuncio F és x™, llavors F és mx+dx , F és mm-1x+dx |, etc.
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poden assumir com iguas. Déna diversos exemples geometrics on va trobant les
diferéncies segones, terceres, etc.

Eleccié de la progressidé: Com ja havien indicat Johann Bernoulli i & marques de
L'Hopital, a I'hora de cacular la diferéncia segona, per exemple, és recomanable
considerar constant la diferencia primerad alguna de les variables, laqual cosasmplificai
abreuja es caculs. Perd reconeix que, per a més generditat, seria millor no fer cap
suposicid d' aquest tipus.** Agnes resol e mateix problema de diverses maneres, fent
constant la diferéncia primera de cadascuna de les variables i també en € cas generd,
sense considerar constant cap d’ aquestes diferencies primeres.

Lagrange: Si x, y estan relacionades segons una equacio, diferenciant s obté I’ equacio
diferencia Pdx+ Qdy =0, on P, Q sdn funcionsdex, y. Sigui dy:dx=z:1, de manera
que dy=zdx. Es considera z com una nova variable i es diferencia I'equacio
P+Qz=0. Sobté una nova equacié diferencial dP+2zdQ+Qdz=0 que es pot
rescriure de la forma Mdx+ Ndy+Qdz=0 (I). Per calcular dz cal considerar dx, dy

com a noves variables per diferenciar % . Prenent dx constant, dz = % , on ddy ésla
X X
diferencia de dos valors consecutius de dy. | [I'equacié (1) esdevé

dP+d§—dy+$=O, gue multiplicant-la per dx resulta dPdx+ dQdy+ Qddy =0.
X X

Adverteix del segiient problema de notacié: d?y no és el mateix que dy?. D’altra
banda, justifica la diferéencia d’'una poténcia, dx™ = (x+dx)™ - x™, a partir del
desenvol upament del binomi. Considera el resultat
a™-b™ =(a-b)@™t+a™?b+...+b™?), on substitueix a= x+dx,b=x,dx=a-b.

Elecci6 de la progressié: Lagrange diu que és permés de considerar un dels diferencials

constant.

Saladini: El llibre tercer esta dedicat al cacul i Us dels diferencials de qualsevol ordre.
En e capitol primer parla de la manera de trobar les diferencies i els diferencials de
qualsevol ordre de les formules, que son funcié d un nombre qualsevol de variables.

Sigui ¢ unafuncié qualsevol dex,y, z. Si enlloc de x escol-loca x', enlloc dey, y', i

% S gpareix ddy en @ denominador la hipotesi dy constant “repugna’ Agnesi. Vegeu AGNES
(1748), p. 469.
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enllocdez Z ¢ esdevé ¢' (sigui quin sigui I’ ordre de les substitucions). o, dy, oz, op
son les quantitats en les que canvien X,Y,z¢ respectivament (variacions finites o
infinitésimes; d aquestes darreres en parlara especialment). 5x|¢) representa alod que
esdevé ¢ quan en lloc de x es col-loca &, 5x§y|(p representa allo que esdevé ¢ quan

en lloc de y es col-loca dy, i en lloc de x es col-loca &, etc. Sigui la successio

0,0, ¢",... apartir delaqual s obtenen les successions seguents:

-0 =060, ¢"-¢'=5¢', ¢"'-¢"=5¢",..., Sp'-6p =59,
0p"—=6¢'=5%¢' ..., 5°p'-5°p=5%p,...

Substituint convenientment:

S =0 —,.... 5’0 =00'-0p=0"-20+p, 5°¢'=5p"-0¢'= ¢'""-2¢"+¢',.
5’p=05%p-5°p=0"-3p"+3p"-¢,...
i, finalment:

nn-1 ,, nn-1n-2 .3
> 7 2.3

fins arribar a ¢ sense cap poténcia® A continuacié estudia el cas de diferéncies

5”(/):go”—n(p”‘1

infinitésimes dx, dy,dz,... Ajuntant els termes que no contenen cap diferencial, els
termes amb diferencial de primera dimensio, els termes amb diferencial de segona
dimensio, etc. s obté |’expressié de ¢', que és el vaor obtingut en substitiur a ¢ X, Yy, z
per x+dx,y+dy,z+dz,...:

ERe > len v

De manera analoga arriba a |I’expressio de ¢ i de la resta. Saladini també troba el

P'=p+do+

diferencial de la poténcia d’ exponent natural mitjancant formula del binomi de Newton.
A RICCATI-SALADINI (1765-1767) es relacionen els coeficients obitnugts en fer

diferéncies successives amb els del binomi.

% Es la mateixa idea que es presenta a capitol primer, Ilibre tercer, de RICCATI-SALADINI
(1765-1767): donada la série X, X, X X,... €S pot obtenir les diferéncies pri meres infinitéﬁi mes:
X— X, X— X, X— x,... que nota dx. A continuacié obté la diferéncia entre x— X i x—X: x—2x+ X; entre

X=X 1 X=X: x—2x+x etc. que son les diferéncies infinitésimes segones i es nota ddx=d?x. De
manera andloga construeix les diferéncies terceres. Si dx es suposa constant, aleshores d?x=0 i els

elements d’ ordre superior son zero. Si dx es suposa variable, aleshores d?x al seu torn pot ser constant o
variable, i aixi successivament.
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Eleccio de la progressio: En e capitol |1 del Ilibre tercer, De les formules diferencials
significantsi de les formules absurdes, Saladini estudia la problematica de les equacions
diferencials, la solucié de les quals poden canviar si es consideren les diferencies
constants o variables. Les formules significants son aquelles on hi ha unarelacié estable

2
entre els diferencials superiors. Per exemple, % (amb dx, ddx arbitraris) no té
X

significat. S ha de fixar e seu significat, suposant constant una funcié de x, y i € seu
primer diferencial, o bé una sola variable i € seu diferencia. Qualsevol equacio
significant es pot expressar de manera que no apareguin els diferencias:
pdx = dy, dpdx = gdx? = d?y, dgdx? = rdx® = d®y... (amb dx constant).*® Donada una
equacio entre X, Y, p,q,r... estractade trobar unafuncio de x, y que la satisfaci. D’ atra

banda, parla de les formules diferencials absurdes, que son aquelles que no poden
néixer ma de la diferenciacio de cap férmula finita, no es donen les condicions perque
les férmules diferencials puguin ser integrades. Les relacions dels diferencials superiors
seran diverses i canviaran en canviar la constant. | sota la suposicié de “cap constant”
sera vaga i indeterminada, Ilevat d'alguns casos particulars. Es a dir, d una formula
diferencial amb du constant es pot retornar al’ equacio sense cap constant, laformade la
formula, pero, canvia segons la constant. Aleshores, si prenent dx constant laformula es

redueix a funcions de x,y, p,q,r... pero prenent dx fluent la férmula és molt diferent,

estem davant d’'un cas de férmula absurda. si en prendre una constant qualsevol s obté
sempre la mateixa relacio entre x, y laférmula és real. Si en canviar la constant canvia
la relacio entre x, y aleshores la formula és absurda (punt 7, capitol 11, llibre tercer). A

partir del punt 8 parla d’ equacions de condicié per poder integrar formules.®

% Podeu trobar una analisi detallada de la problemética de I’ eleccié de la progressio i la reduccié
delsdiferencials d’ ordre superior a diferencials de primer ordre en el casde Leibniz i Euler aBOS (1974),
pp. 35-53; 66-77.

3 A RICCATI-SALADINI (1765-1767) trobem exemples, prenent diferents diferencials
constants (dx, dy, ydx...). Al capitol segon, llibre tercer, donades férmules diferencials, es consideren dx,
dy, ddx, ds, xdy + ydx... constantsi aleshores s'integren les férmules. Al punt 10 d' aquest mateix capitol,

donada una formula diferencial amb dx constant, €ls autors intenten muntar una férmula sense cap
condicio de diferencial constant.
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Funcions de diverses variables

Lagrange: En e punt 7 de la segona part Lagrange expressa la diferencia d’ una funcio

algebricade variables x, y, z, F-(x-y-z-), quan les variables creixen les quantitats dx, dy,

dz. Lafunci6 esdevé F-(x+ dx-y+ dy-z+dz) i aleshoresladiferénciaés:
F-(x+dx-y+dy-z+dz) - F:(xy2)),

gue ve expressada en termes de les diferencies de les seves variables.

Saladini: S ¢ és una funcié entera i raciona de x,y,z amb totes les variables de
dimensi6 1, té la seglient expressio:

@ = AXyz+ Bxy + Cxz+ Dyz+ Ex+ Fy+Gz+ K =0, on A, B, C,.. sdn constants.
Si primer X passa a ser X+ ox, després es substitueix y per y+ 4oy i, finalment, z per

Z+ 0z, aleshores ¢ esdevé:

@ + N + YKo + 28y Hp
+ 5y|(p + 525)(](0
+ 5Z|¢) + 5Z5y|go
A partir de ladiferéenciafinitai posant successivament dx, dy, dz obté la mateixateoria
per a cas de diferencies infinitésimes. Les operacions en aquest darrer cas son més
facilsi breus, donat que es poden ometre els termes en els quals la suma del's exponents
dels diferencials és major respecte els que sén menors. Per aquesta rao:
dep = Mdx+ Ndy + Pdz& ¢

Si dx, dy, dz, sbn constants aleshores:

ddg = Mdx? + M "dxdy + M """ dxdz + ...+ N'dy? +
+ N"dydx+ N""'dydz+...+ P'dz? + P"'dzdx + P'"'dzdy +...
Pero també considera el cas en que dx, dy, dz siguin variables. Un diferencial d ordre

més alt s'aconsegueix diferenciant €l diferencial de I’ordre immediatament menor.

(z—(ojdx indicaque ¢ haestat diferenciada suposant només x com a fluent, mentre que
X

(z_qoj indica que ha estat diferenciada prenent nomeés x com a fluent i despreés dividint

X

per dx.*®

% Vegeu SALADINI (1775), punt 11, capitol I, llibre tercer.
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Diferenciacid/l ntegracio

Agnesi: El tercer llibre de les Instituzioni esta dedicat a calcul integral. Agnesi defineix
la integracié com I’ operacio inversa de la diferenciacio. La integral d’una expressio

també I’ anomena sumai area

Lagrange: Defineix el calcul diferencial com aquell que, a partir de les quantitats, obté
propietats de les seves diferéencies. | € calcul integral és aquell que, a partir de les
propietats de les diferencies, obté la quantitat de la qual procedeixen.

Saladini: Al capitol 111 del Ilibre primer, Saladini afirma que diferenciar una formula és
trobar la variacié que pateix, s la quantitat de qualsevol dels seus elements ha estat
alterada. Es nota amb una d davant de la quantitat Integrar una formula diferencial és
trobar laférmula, laqual si es diferenciaretorna el diferencial donat, procés invers de la

diferenciacié. Sindicaamb una Sdavant de laférmula diferencial (“suma’).*

Tangents

Agnes

Definicié: No defineix explicitament que és la tangent a una corba, siné que diu
directament “sigui latangent ala corbaen un punt”.

Determinacio de la tangent

En e segon capitol (Del métode de la tangent), a partir de la generacié de les corbes que

utilitza d’ exemple, explicacom s obté I’ equaci6 resultant.

Figura2

*) Diferenciar és com dividir una quantitat en els seus elements; mentre que integrar és sumar
aquests elements, operacio inversa de la diferenciacié. Vegeu RICCATI-SALADINI (1765-1767), capitol
tercer, llibre primer.
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Sigui BD i CF dues ordenades infinitament properes, la diferéncia entre elles és EF. Sigui
DT latangent de la corba ADF en € punt D. L’ ordenada CF tallala tangent en & punt G.
Pels teoremes i corol-laris vistos abans GF és infinitésm respecte EF, i la diferencia entre
DF i DG ésinfinitésim respecte I’arc DF. Aixi EF = EG i I'arc de corba DF ésigual ala

porcio de tangent DG. D’aquesta forma, i mitjancant semblanca de triangles, arriba a la

formula de la subtangent BT = 3gjx En confondre’s la tangent amb la corba i amb la
y

corda, es pot considerar la corba com un poligon d'infinits costats infinitament petits. Pero
al’hora de cacular les diferéncies segones, no hem de confondre G amb F. Troba també
les férmules per a linies and ogues a la subtangent: la tangent, la subnormal i lanormal. A
partir dels triangles semblants GED i DBT calcula I’ angle que forma la tangent amb I’ eix
d’ abscisses.

Asimptotes

Agnes afirma que amb aguest métode de tangents també es pot saber s la corba té
asimptotes i, en cas afirmatiu, com cacular-les. Nomes es fixa en @ cas de les obliqles,
doncs les asimptotes horitzontals i verticals ja les ha calculades en € capitol V dd llibre

primer.

Lagrange
Definicié: A la primera part, una tangent és un cas particular d'interseccio entre conica i
recta (els dos punts d’interseccio son iguals). A la segona part, sigui DF una recta secant a

unacorba.

Figura3

BC és la diferencia finita de I’abscissa, EF és la diferéncia finita de I'aplicada. Per
semblanca de triangles es pot trobar €l segment TB. Si BC tendeix continuament a 0, és
adir, s C sapropa continuament a B, aleshores F passa a ser D (FE també tendeix



Italia 209

continuament a 0) i la secant passa a ser tangent. La tangent en cada punt de la corba
determina I’ Ultim limit de totes les secants, de manera que no pot passar cap atra recta
pel punt de contacte que no tali per un altre punt. La secant depén de la relacié de les
diferencies DE i FE, aixi latangent també.

Determinacio de la tangent

Donada I’ equacio de la corba primer treballa amb diferencies finites (cas recta secant).

Mitjancant triangles semblants arriba a la férmula ? Formula que aplica quan la
y

diferéncia de les abscisses s apropa continuament a 0, és a dir, quan la secant s apropa a
la tangent (els dos punts de tall de la recta amb la corba es transformen en un de sol). A
partir de la subtangent es pot trobar la longitud de la tangent, aixi com també la de la
normal i de la subnormal. La subtangent és infinita quan la tangent és paral-lelaal’ eix
d’ abscisses. La subtangent és nul-la quan latangent és para-lelaal’ eix de les ordenades.
Asimptotes

Sigui una corba amb branques infinites. Si & punt de contacte de la tangent se'n va a
I"infinit, aleshores la corba té una asimptota. La seva equacié s obté fent infinita

I’ abscissa, 0 I’ ordenada, 0 ambdues, en I’ equacio de la tangent.

Saladini

Definicié: Saladini no defineix explicitament la tangent.

Determinacio de la tangent

El primer capitol del llibre segon esta dedicat @l métode per determinar les tangents
d una corba donada.*

Figura4

Sigui la corba ADB, pel punt D de la qual s hade tragar latangent DF. L’ equacio de la

corba ve donada en coordenades ortogonals x=CE, y = DE. Es suposa ja tragada la

tangent DF. Es pren ordenada ed infinitament propera a DE, que toca la tangent en n.

“0 E| seu procediment coincideix amb el que s exposa a RICCATI-SALADINI (1765-1767),
capitol primer, llibre segon.
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Sigui Dm paral.lela a Ee. Les dues linies infinitesimes md, mn es diferencien en dn, que
és infinitesima respecte les primeres. L’angle format per la tangent i la corda Dd és
infinitésim per la naturalesa de la corba. Els altres angles del triangle nDd son finits.*
En €l triangle nDd la distancia de la corba a la tangent nd és infinitésima respecte Dd
(pel que s havist en e capitol 11 del Ilibre primer). Pero Dd té el mateix ordre que md i
mn. Aixi nd és infinitésima respecte md i mn, aquestes linies es poden considerar iguals.
De la semblanca dels triangles nDm i DFE resulta la proporcio: nm: Dm:: DE: FE,
gue en termes analitics és dy : dx:: y: Fe. Aixi lasubtangent és FE = )éd;( %2 A les dues
obres es dona I'expressio de la normal i de la subnormal. A més a meés, tots dos
expressen la tangent (i 1a normal) en funcio de I’element de la corba ds. Per trobar la
tangent i les linies que d’ ella depenen només cal diferenciar I’ equacio de de la corba (en
coordenades ortogonals), determinant d’ aquesta manera la proporcié dels elements ds,
dx, dy. Substituint aguesta proporcié en la féormula sobté el vaor de les linies
demanades en termes finits.
Asimptotes
Saladini tracta les asimptotes en el capitol 111 del Ilibre segon.”® Una asimptota és una
linia recta ala qual s apropa continuament una linia corba sense arribar-la a trobar mai.
La distancia asimptota-corba disminueix més enlla de qualsevol limit, i sera zero quan
tant larecta com la corba hagin recorregut un espai infinit. Aixi també es pot interpretar
I” asimptota com la recta tangent a la corba en un punt infinitament remot. Perd aixo no
vol dir que totes les tangents en un punt infinitament remot siguin asimptotes. Es
necessiten algunes condicions:

- Per a tenir una asimptota para-lela a les abscisses,cal que es verifiqui:

dx:dy::1:0.
- Per a tenir una asimptota para-lela a les ordenades cal que es verifiqui:
dx:dy::0:1.
- S £x ésinfinitai dx:dy finita, I'angle que forma la tangent en un punt

infinitament llunya amb la linia de les abscisses és determinat. Aleshores la

“ Tret d’alguns punts particulars, que Saadini diu que veura en e capitol segon, De les
ordenades maximes i minimes de la corba.

“2 Riccati justifica que les raons Gltimes dels triangles amb hipotenusa sobre la tangent i sobre la
cordason iguals, i per semblancade triangles arriba al’ expressio de la subtangent

3 Com RICCATI-SALADINI (1765-1767), punts 21-22, capitol segon, llibre segon.
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distancia des de |'origen de les abscisses fins a la seccié amb la tangent

(ﬂ— x) ésfinitao zero.

Extrems

Agnesi

Definicio: El tercer capitol estitula Del métode de maximsi minims. Si la corba presenta
un maxim |’ ordenada creix fins a un punt, a partir del qual decreix. Si la corba té un
minim I’ ordenada decreix fins aun punt, a partir del qual creix.

Caracteritzacio i justificacio

En ambdos casos, la subtangent va creixent fins esdevenir infinita en e punt maxim o
minim. Aixi dedueix que en e maxim o minim es verifica dy = 0 , respecte dx (punt 72).
En el cas en qué la corba presenti una clspide (ella ho assenyala fent referencia a figures),
la subtangent anira decreixent a mesura que ens apropem al punt maxim o minim, on
esdevindra zero. Per tant, dx=0, respecte dy, o, equivaentment, dy=«. Com a
conclusio assenyaa que per trobar maxims i minims sha d’ estudiar dy=01i dy=c. S
ni dy =0 ni dy =c0 donen valorsreas s haura de concloure que la corba no té ni maxims

ni minims (punt 73). Quan dy és zero, llavors y funciona com a ordenada. En canvi, quan
dy ésinfinit, dx észero i aleshores x funciona com a ordenada.

Naturalesa dels extrems

En els exemples proposats per Bernoulli i L'Hopita €ls autors ja suposaven la naturalesa
dels extrems. Un aspecte positiu del text d’ Agnes és que indica com es pot decidir de quin
tipus d extrem es tracta. Si ho veiem com va la corba, podem procedir de la seglient
manera: a I’ abscissa en I’equacio i afegim un valor un mica més gran, 0 una mica més
petit, del que correspon al’ extrem, aleshores s € vaor de |’ ordenada és més gran es tracta
d'un minim; i s é més petit, dun maxim. Quan dy=0 i dy =00 donen la mateixa
ordenada (0 abscissa), ens trobem amb un cas d'interseccio de branques (0/0). Aleshores

s han d’ estudiar e's maximsi minims de cada branca.
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Lagrange

Definicio: Quan y deixa de créixer per comencar a decréixer, i viceversa, en € primer
cas la corba presenta un maxim (la major ordenada dels punts del seu entorn) i en €
segon cas un minim (lamenor ordenada dels punts del seu entorn).

Caracteritzacio i justificacio

Donat que {ji;( =00 llavors % =00, que éslaregla genera per trobar maximsii
minims. En e punt 29 comenta els signes de la subtangent. Suposant x creixent, la
subtangent és positiva s y creix, i és negativa s y decreix. El signe de la subtangent és
manté constant si y sempre creixent o sempre decreixent. Per0 si y primer creix i després
decreix (o al revés) aleshores la subtangent pateix un canvi de signe. Per tant, en algun
moment haura de ser infinita o zero.

Naturalesa dels extrems

Lagrange relaciona la naturalesa dels extrems amb els canvis de concavitat-convexitat.

Vegeu |’ apartat Puntsd’inflexid i de retroceés. Altres punts singulars.

Saladini

Definicid: Als capitols |1 i 111 del llibre segon Saladini tracta els méxims i minims.** S
creix |’ abscissa, decreix |’ordenada corresponent fins a B i a partir d aqui també creix
I’ ordenada. En B acaben el's decreixements de les ordenades i comencen els increments.
L’ ordenada sobre B és minima.

Caracteritzacio i justificacio

Mentre I’ ordenada decreix continuament, la tangent de la corba segueix la linia de les
abscisses, cap ala part oposada. Analogament quan I’ ordenada creix continuament. Aixi
en B latangent no cau ni cap aun costat ni cap al’atre. Aqui latangent ésparal-lelaala
linia de les abscisses, que en € calcul s expressa dy = 0. Si lalinia d’ abscisses es troba
per sobre de la corba, es té una ordenada maxima, on també la tangent és paral-lelaala
liniad abscissesi dy = 0.

Naturalesa dels extrems

La proposicio inversa no és valida: si dues brangues de corba tenen enmig la tangent i
corren en parts oposades o0 de la mateixa part, la tangent és paral-lela a les abscisses,

dy = 0 pero aqui no hi ha ni un maxim ni un minim. Per assegurar-se que és un maxim

“ Com RICCATI-SALADINI (1765-1767), capitol segon, llibre segon.
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0 un minim s ha de substituir € valor x trobat en resoldre dy =0, en I’equacié de la

corba i determinar € valor de y. Després s ha d’augmentar i disminuir €l valor de
|"abscissa en dx i trobar €ls valors corresponents de les ordenades. Si en ambdds casos
els valors creixen, es té un minim. Si en els dos casos els valors decreixen, es té un
maxim. Si en un cas augmenta i en I’altre disminueix, aleshores no es tracta ni d’un
maxim ni d'un minim. També es pot tenir un maxim o un minim quan la tangent és
paral-lelaalaliniade les ordenades. Aleshores, dx = 0. Pero no sempre que es verifiqui

aquesta equacio hi haura un maxim o un minim.

Puntsd'inflexid i deretrocés. Altres puntssingulars

Agnesi
Definicio: El quart capitol esta dedicat als punts de flexio contraria i de regressio (és a
dir, d'inflexié i de retrocés, respectivament).” Si la corba primer és convexa i després
concava (0 viceversa), la diferencia de I'ordenada creix fins a punt d’inflexiéo o
regressio, apartir del qual comenca a decréixer (o a revés).

Caracteritzacio i justificacio

1% métode: Quan I’ abscissa creix, s dy decreix finsal punt d’inflexié o de retrocés, a partir
del qual creix (o, & que és € mateix, s la corba primer és concava i després convexa), dy
ha de ser minim. Per tant, ddy serazero o infinit. Si, a contrari, primer la corba és convexa
I després passa a ser concava, aleshores dy ha de ser maxim i ddy sera zero o infinit, com
abans.

2°" métode: Com L’Hopital i Bernoulli, en € cas en qué la corba primer sigui concava i
després convexa, ddy passa de negatiu a positiu i, per tant, haura de passar per zero o per
infinit. En €l cas convexa-concava es procedeix de formaanadoga.

3¥ métode: També com L’Hépital i Bernoulli, fent maxima la diferéncia entre la

ydx
d

subtangent i I’ abscissa, — X (casen quelacorbaprimer sigui concava) 0 x—=—— (cas

en que la corba primer sigui convexa), arribaala conclusio que ddy hade ser zero o infinit.

Si fent aguests calculs S arriba a una 'y imaginaria o a una contradiccio, es pot afirmar

que la corba no tindra punts d’'inflexio ni de retrocés. Cas que s hagin de resoldre

“> Al capitol VI del llibre primer, Agnesi tracta e calcul d’extrems, tangents, punts d'inflexi i
deretrocés utilitzant I’ algebra cartesiana.
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equacions cubiques, fa substitucions paraboliques i troba els punts d'interseccio de la
pardbola i de la hipérbola que resulta de la substituci6.*® Agnesi calcula els possibles
candidats a punt d'inflexid i de retrocés fent ddy zero i infinit. Per saber de quin tipus de
punt es tracta, es basa en la naturalesa de la corba. Cas que “es vegi” que la corba no pot
tenir ni punts d'inflexié ni de retrocés, discuteix qué se'n pot deduir de les tangents.*’
En e punt 132, en & capitol dedicat a radi osculador parla de punts de retroceés (la corba
retorna cap a seu origen): s es desenvolupa una corba amb punt d'inflexid, una de les
dues parts a cada costat del punt d'inflexié genera una corba que presenta un retrocés de
primerad’ especie; I’ altra part genera una corba amb retrocés de segona especie.

Lagrange

Definicié: El punt alla on la corba passa de concava a convexa (0 viceversa) S anomena
punt d’inflexio (o de reflexid, o de flexid contraria).

Caracteritzacio i justificacio

L’ estudi dels punts d’inflexio es troben en I apartat 49, on es parla del radi osculador.
Quan la corba passa de concava a convexa (0 a revés), € radi osculador passa de
positiu a negatiu (o viceversa) i d?y passa de negatiu a positiu (o a revés). Aleshores
en e punt d'inflexié d?y és zero o infinit. Lagrange afirma que aquesta teoria és de
gran importancia a |’ hora de decidir la naturalesa de I’ extrem (i fareferénciaa Treatise
of Fluxions de Maclaurin, que tracta els signes de la segona fluxi6 en e
desenvolupament de Taylor).

Altres punts singulars

En la primera part parla de punts multiples en relacio al’ ordre de la corbai a nombre
de punts d'interseccié de la corba amb una recta. Pero diu que el calcul diferencial

facilitai famés clar I’ estudi dels punts mdltiples.

2 2
%221%:0 agafalaparsbola z2 = b—zp ,la

“6 per exemple, quan vol resoldre I’ equacié z° —

substitueix en I'equacié donada, obté la hipérbola pz—3bz=+ab i, aeshores, busca és punts
d’interseccio entre la parabolai la hipérbola. Es un métode forga corrent, com podem veure ales obres de
Descartesi de Fermat.

“" Veure, atall d exemple, el punt 101, on Agnesi calcula els punts d’inflexié i de retrocés dels
tres tipus de cicloide. En aguests casos les tangents son paral-leles a I’eix de les abscisses o de les
ordenades.
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Saladini

Saladini tracta els punts singulars en e capitol X del llibre tercer. En e punt 1 es
pregunta que passa quan % = g % Donada una corba (amb un punt B pel qual passen

y

dues branques), si sobre les abscisses es fa un canvi infinitésim, es veu que neixen dues
ordenades per ala mateixa abscissa, que es diferencien en una quantitat infinitesima. Si
el canvi infinitesm es produeix sobre I’ordenada, ocorre de forma analoga per a
I’ abscissa. En €l punt B els valors d’ ordenada i abscissa son dobles. Si per aquest punt
passen tres branques, I’ordenada en B tindra tres valors iguas corresponents a la
mateixa abscissa. | |’ abscissa en B tindra tres valors iguals per a la mateixa ordenada. |

analogament per a qualsevol nombre de branques. En general,

x—amA+x—am_ly—bB+x—am_zy—b2C+...+ y—b A=0,
s x=a aeshores y=b (m cops); s y=b aeshores x=a (m cops). Si aquesta
equacié es diferencia menys de m cops tots els termes dels diferencials estan

multiplicats per x—a i y—b. Perdo quan x=a, aleshores y=>b i tots els termes dels

diferencials s esvaeixen. Aixi, larelacié dx:dy en e punt on la corba es talla és g

mentre |’ equacio es diferencia menys de m cops. % denota un punt de la corba en €l

gual les brangues de la corba intersequen, tantes branques com unitats contingui m. Un
punt amb aguestes caracteristiques s anomena multiple. Per buscar els punts multiplesi
la sevamultiplicitat, s ¢ =0 és|’equacio de la corba, aleshores. dp = Mdx+ Ndy =0.
Els valors x, y que es troben en resoldre les equacions M =0,N =0 i que verifiquen
I’equaciop =0 son el's punts multiples. En cas contrari, no hi ha punt mditiple. En €

punt 5, cap. 10, llibre tercer, tracta els punts conjugats. Comenta que es podria creure
que hi ha tantes branques visibles com multiplicitat del punt mdltiple. Tanmateix no és
aixi, doncs poden existir branques imaginaries. Un punt d’ aquesta mena queda “aillat”
de la resta, tot i pertanyer a la corba. En el punt seglent parla dels punts de flexio
contraria, que sdn aquells on la corba passa de concava a convexa, o viceversa. En un
punt de flexio contraria la tangent és comuna a I’arc concau i a I’arc convex. La
interseccié de I’ ordenada entre la corba i la tangent de I’arc concau és negativa, i la de

I’arc convex és positiva. El pas de positiu a negatiu homés es pot donar quan la

8 D’ aquest fet ja s havia ocupat en general el capitol 1, llibre segon, de SALADINI (1775).
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interseccio passa pel zero o per I'infinit. Analiticament, quan ddy =0 o ddy =« (que
equival a ddx=0). Cas en qué hi hagi un nombre parell de flexions contraries
infinitament properes la flexié contraria és invisible. En canvi, si n"hi ha un nombre
senar, aleshores la flexio contraria és visible. En el punt 7 comenta que quan la tangent
de laflexio contraria és paral-lela a les abscisses, 0 ales ordenades, es verifica dx=0 o
dy =0, delaqua cosano s had inferir que existeixi un maxim o un minim. En €l cas
de flexié visible no hi ha ni maxim ni minim, en el cas de flexié invisible si. Sigui
y =¢ unafunci6 dex:

ddg _ dddp

dy=dop+
Y=ot o3

&c

Si dp=0:
- S d?p sanul-laperd d®p no, aeshores no hi hani maxim ni minim, perqué hi
ha flexio contraria visible (nombre parell de termes que s anul-len).
- Si d%p i d’p sanul-len perd d*p no, aeshores hi ha un maxim o un minim,

perque laflexid contraria és invisible (nombre senar de termes que s anul-len).

En & punt 8 del mateix capitol parla de les clspides. Els accidents fins ara considerats
per separat, poden aparéixer junts en el mateix punt, aleshores es poden fer deduccions,
per la qual cosa Saladini troba superflu donar-ne més detalls a respecte. En aquest
capitol dedicat als punts multiples fa referencia a Cramer i a les seves Instituzioni
Analitiche.*®

“ En e punt 27 del capitol segon, Ilibre segon, de RICCATI-SALADINI (1765-1767), es
defineix un punt de flexio contraria com aquell en € qual latangent és normal al’ ordenada, i a un costat
I’ordenada creix i al’atre decreix. D’ atra banda, en el punt 6 del cap. 15, llibre tercer, es discuteixen els

punts singulars. Sigui F unafuncié dex. Si F .x ésfinita, aleshores lalinia entre latangent i la corba és
un infinitésim de segon ordre, la curvatura és del genere circular i aleshores no hi ha punt singular. En

canvi, si F.x=0, laporci6 entrelatangent i la corba és d ordre superior a 2, la curvatura no és de génere
circular i hi existeix un punt singular. S F.x=00, la porcié entre la tangent i la corba no és un
infinitésim de segon ordre i aleshores hi ha un punt singular. Per tant, ss F.x=0 0 F .x=o0, existeix un

punt smgular en € qual la curvatura no és de génere circular. Com que y=Fx, dy=D.Fx= dxF X
llavors D. F X= dxF X... S dx és constant aleshores. D.dx. Fx dx? F X =ddy . Per un procediment
andleg arriba a les expressions segilents: d3y = e F x, dty= dx4.F X, ... Comparant amb la série

- 2 o 3 L. PR
que ha descrit abans, F.x+dx=Fx+dx.F x+ dx2.Fx+ dX2'3FX+ dzg'zx& c, €els coeficients son:
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I ndeterminacions

Agnesi: En els punts 68 i 69 Agnesi estudia qué passa quan la subtangent és 0/0. Afirma
gue aquest cas correspon a punts d’interseccio de les branques de la corba, i es tracta de
trobar la tangent en e punt d’interseccid. Aixi, treballa en e punt on concorren les
diferents branques i relaciona aquest fet amb la multiplicitat de les arrels. En € punt 71
estudia que passa quan una expressio racional en un punt determinat dona 0/0. El
numerador i el denominador s han de considerar com a dues corbes amb arrel comunai
S ha de veure que passa en punts infinitament propers a punt en quiestié. La relacio del
numerador al denominador en un punt és igual a la mateixa relacio en un punt
infinitament proper, és a dir, ésigua a la relacié de la diferencia del numerador a la
diferéncia del denominador.

Lagrange: Quan en una expressio, en substituir per un valor de x sobté —, s és

olo

possible s'ha de simplificar |’ expressio. Per exemple, I’ expressio a-x passa a ser
a—X

a+x; I'expressié E;\/_ es pot simplificar multiplicant e numerador i el

denominador per  b+-/bx, etc. Perd e métode general per resoldre les

2 _bx
bx

indeterminacions% el proporciona el calcul diferencial: s é d()na% guan x=a, €

seu valor ha de ser I'Ultima rad d aguesta quantitat, abans d’anul-lar-se. Per tant,

avaluant I'expressié a a+dx, € numerador passa a ser X +dX i e denominador

Y +dY . Aixi, quan x = a I'expressié esdevé 3—)\; En e punt 36 diu que aquest resultat

ddy o’y d'y
2 '23'234"

y, dy, .. Si el segon terme (dy) és zero o infinit latangent és paral-|ela ales abscisses o

ales ordenades. Si € tercer terme(d—gy) és zero o infinit, ésadir, s ddy =0 0 oo, aleshores hi haun

punt singular. A continuacié son caracteritzats els punts de flexié contraria. Suposant dx constant i
ddy = 0 0 «, en aquests punts la corba canvia de convexa a concava, 0 viceversa. També es parla de

flexions visibles i invisibles. En els exemples proposats (punts 9-10, capitol quinzé, llibre tercer) donada
I’equaciéd de la corbai fent ddy =0 o ddy = es troben les flexions contraries. Estudiant |a proporcio

dx:dy estél'angle que formalatangent en el punt de flexié amb I’ ordenada (que és com €l cosinus és al
sinus).
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és molt util per a I’estudi de tangents, doncs sovint, en buscar la subtangent o la

subnormal s obtenen expressions del tipus g :

Saladini: En el punt 7 del capitol Il del llibre segon, Saladini mostra com treballar amb

I’ expressio — . Per exemple, per conéixer el valor delafraccié:

olo

x* +ax® —9a’x* +11a°x — 4a*
x4 —ax® —3a’x? +5a®x - 2a*

quan x = a, substitueix x = a+ dx a numerador i denominador.® En el cas de trobar-se
amb expressions radicals, també s ha de substituir x=a+dx i, fent servir seriesi

eliminant les poténcies de dx, s'arriba a valor de la fraccio quan x=a. Si els termes

afectats de dx sanullen, shan de considerar els termes amb dx®. Si apareixen

quantitats imaginaries, s'ha de substituir x per a—dx.
Corbes osculadores

Agnesi: El capitol V esta dedicat primer a les evolutes i a continuacio as radis
osculadors. Suposem una corba envoltada per un fil. El fil es va desenrotllant de manera
que quedatangent alacorda, i I’ extrem del fil dibuixa una nova corba. La primera corba
és I’evoluta de la segona. La segona corba és la “generadora del naixement” de la
primera. Els segments de fil tangents al’ evoluta son els radis osculadors. Per trobar els
radis s han de prendre dues perpendiculars a la segona corba, infinitament propers entre
g, i € punt d’interseccio determinara la longitud del radi. En e punt 109, en dona la
formula general, sense suposar constant cap fluxié primera. Sobre la corba pren dos arcs
infinitésims i una perpendicular a cadascun d'ells, que es tallen en un punt. A partir de
trianglesi sectors semblants arribaalaférmula del radi osculador:

% A RICCATI-SALADINI (1765-1767), capitol tercer, llibre segon, trobem e mateix exemple
perd I'expressié primer es divideix per x—a. El primer punt presenta el procediment general: per

conéixer €l vaor de I'expressié % cal dividir numerador i denominador per x—a. En € punt 4 del
mateix capitol també es proposa estudiar € numerador i € denominador prop de x=a, és a dir,

substituint per atdx. En € punt 9 els autors comenten que la regla de diferenciar numerador i
denominador per obtenir e valor de lafraccié fou enunciada per Johann Bernoulli. En el cas de diverses

branques, s had’ estudiar €l valor de dy en el punt d’interseccio, on hi hatants valors com tangents en €l

punt (punts 14-18).
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dx? + dy? o
dyddx — dxddy

Finalment, en déna la férmula quan dx, dy i ds son constants. En €l punt 111 calcula la
sub-osculatriu (o co-radi), que és el segment que resulta de tracar una perpendicular a
I’ ordenada (prolongada) des de I’extrem del radi osculador (en e punt 118 dona la
formula general, sense prendre cap diferencia constant). Justificala unicitat de I’ evoluta,
en tenir una Unica expressio per a radi osculador i per al co-radi. Si € radi (o el co-radi)
és positiu, la corba és concava respecte I’ eix o € focus. Altrament, la corba és convexa.
Per tant, en un punt d’inflexié el co-radi passa de positiu a negatiu, i dos radis
osculadors infinitament propers passen de ser convergents a ser divergents, quan els
radis primer o bé son para-lels, o0 bé son nuls (punt 121). L’evoluta d'una corba
algébrica és una corba algebricai, amés amés, és rectificable.

Lagrange: En la primera part (De la teoria algebrica de les corbes) tracta la interseccid
de dues corbes de segon grau, que donara una equacio de quart grau. En particular,
estudia la interseccié d’una circumferéncia amb una conica. Si dues interseccions son
iguals aleshores la circumferencia és tangent. Si tres interseccions son iguals, a més de
ser tangents, la circumferéncia té la mateixa curvatura que la corba i s anomena cercle
osculador. En € punt 46 (de la segona part, Del calcul diferencial) construeix e cercle
osculador. Considera €els tres punts de la intersecci6 de la corba amb una
circumferéncia. A partir de semblanca de triangles troba el radi de la circumferéncia que
passa per aquests tres punts i, finament, fa que els tres punts coincideixin, doncs
aleshores la circumferéncia és tangent a la corba. D’ aquesta manera obté I’ expressio del
radi del cercle osculador:

(dx? + dy?)+/dx? + dy?

—dxd?y

(prenent dx constant).

Comenta que aquest radi és molt important en Mecanica i que serveix de mesura de la
curvatura d' una corba. En € punt 48 parla de I’ evoluta. Donada una corba, els centres
dels cercles osculadors de tots els punts formen una nova corba (evoluta), de manera
que elsradis osculadors li son tangents. Si aquesta nova corba es suposa circumdada per
un fil gque es va desenrotllant, I’ extremitat del fil descriu la corba original. En cada pas
el tros defil correspon al radi osculador en el punt. Degut alarelacio entre |’ evolutai €
radi osculador, sovint el radi del cercle osculador s anomena radi de I’ evoluta. Defineix



220 Capitol 5

concavitat/convexitat en termes del cercle osculador. Quan €l radi és positiu (és a dir,

quan d?y<0), e radi cau de la part de I’eix i la corba és concava. Quan €l radi és

negatiu (ésadir, quan d?y > 0), el radi no cau de lapart del’eix i lacorba és convexa

Saladini: Saladini dedica €l capitol VIII del Ilibre tercer primer as radis d’ osculacio i
després a les evolutes. Sigui AB tangent comuna a dues corbes AM, AN en €l punt A.
Sigui AB un infinitesim i MN la diferencia entre les ordenades BM i BN, infinitesim
respecte les ordenades. La diferencia de la curvatura dels arcs AM i AN és un
infinitésim. Per la doctrina dels infinitésims les dues curvatures es confonen.

Qualsevol equacié que expressi la relacié de les coordenades AB (infiniteésim), BM es

redueix a x=y", n qualsevol nombre enter o fraccionari. Qualsevol porci6 infinitament

petita d’ una corba esdevé e vertex d’ una parabola qualsevol d’ equacié general x=y".

A x infinitésima li correspon y infinitessma d’ ordre divers en les paraboles de grau
divers. El vertex de paraboles de graus diversos tindra curvatura diferent. Tot aixo es
pot entendre en relacié a les porcions infinitésimes de les corbes, doncs es redueixen a
vertex de paraboles (d'Apol-loni), tret d’alguns punts singulars on la corba queda
subjecta a canvis extraordinaris. Demostra que, com que el vertex de qualsevol pardbola
d Apol-loni es redueix a curvatura circular, aleshores es confon amb la del cercle. La
porcio infinitésima de la corba es confon amb cercle, que s anomena cercle osculador i

el seu radi és el radi osculador.

Figura5

Per M i N estracen dos arcs infinitesims. Siguin NQ, MQ dues normals ala corba. Amb
centre Q i radi I'interval QM, o QN, es descriu € cercle osculador de I'arc MN
(justificacié: Instituzioni i geometria dels infinitésims, tret de punts singulars, con €l

vertex d’'una parabola no d’'Apol-loni, on € cercle no és osculador). NS, SQ son €els

*! Es el mateix plantejament que RICCATI-SALADINI (1765-1767), capitol onzé, Ilibre tercer.
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coradis. Els punts Q, centres dels cercles osculadors de la corba, es troben sobre una
linia, I’evoluta. A lainversa, la corba ala qual pertanyen els radis és la corba generada
(ideadéd fil a voltant de I’ evoluta). La porcié de fil desenrotllada és tangent al’ evoluta.
En e punt 4 Saladini descriu el métode expeditiu per trobar I’ expressié analitica dels
radis d osculaci6.>® Siguin els angles LNQ (¢), PMQ (¢'), x=HL, y=LN,
dx=NC, dy=CM, ds=NM i e radi R=NQ.> Sigui LN paral-lelaa PM. L’angle
LNQ és igual a I'angle NVM que és igua a I'angle VMQ més un angle Q.
Analiticament, ¢ — ¢'=Q =—dg . Aixi:
—dp:r:ds:R— R:—:ji;,
dp_dSp o _0Co s
r Cop dSe
Donat que LNC, QNM son angles rectes, llavors elsanglesMNC i LNV sonigualsa ¢ :
r :C(/)::dS:dX}
r:Sp:ds:dy

Diferenciant, suposant dx constant:

- R:—dx:dﬂ
ds

_ —ds®
dxddy

Per semblanca de triangles Saladini troba |’ expressio del co-radi NS

ng- R s

ds ddy
En € punt 6, donat e radi osculador d' una corba amb equaci6 en x, y, explica com
trobar I'equaci6 de I’evoluta®™ Siguin ara les coordenades de I’evoluta
p=HZ=x+LZ,g=QZ=SN-y, on LZ, SN vénen donades en funci6 de x, Y.

D’ entre aquestes dues equacionsi I’ equaci6 en x, y es pot obtenir unaequacié en p, q.

2 A RICCATI-SALADINI (1765-1767), punt 15, capitol tercer, Ilibre tercer es desenvolupa la
construccio per calcular € radi osculador sense quantitats diferencials segones. Es procedeix de manera
anaoga en e punt 19, capitol onzé, llibre tercer, de la mateixa obra, per trobar €l radi osculador en €l cas
de coordenades referides a un focus.

% A RICCATI-SALADINI (1765-1767) no es fa servir sinug/cosinus, siné semblanca de
triangles. | estracten les férmules en general, sense la suposicié dx constant

* Aqui Si Cindiquen sinusi cosinus, respectivament. No s indica explicitament qui ésr, perd es
pot deduir que representa el radi del cercle respecte el que es pren sinusi cosinus.

* A RICCATI-SALADINI (1765-1767), punt 16, capitol quinzé, llibre tercer, també es dedueix
laformula del radi osculador a partir de la consideracio de la corba com a poligon.



222 Capitol 5

54.2. EL LLENGUATGE QUE UTILITZA, ESGEOMETRIC O ALGEBRIC?

Agnesi: El llenguatge de la primera part del capitol primer és geomeétric. Treballa amb
exemples geomeétrics. Parla de moviment continu com a generador de les corbes. Diu
que el Calcul es recolza geometricament en el Métode dels Antics de poligons inscrits i
circumscrits. En els problemes sobre extrems, per saber de quin tipus es tracta, si és
possible es fixaen e diagrama de la corba corresponent; si no, avalua la corba una mica
abans (o0 una mica després) del punt en questié. En general, dona |’ equacié de la corba
estudiada, sobre la qual aplicala diferenciacié d’ ordre corresponent (segons del tipus de
problema que es tracti). Per resoldre les cubiques que apareixen en tractar interseccions
de branques, fa servir el métode cartesia. Les quantitats infinitament petites es troben a
d altres camps de la geometria. Per exemple, en les quantitats incommensurables.
Empra series, perd basicament en I’ambit del cacul integral. Per exemple, en e capitol
quart del tercer llibre integra formules que contenen expressions exponencias a partir del

desenvolupament en serie del logaritme (pp. 831-836).

Lagrange: El llenguatge emprat per Lagrange és més algébric, en €l sentit que treballa
amb funcionsi destaca €l paper de laprimerai Ultimarad de les diferencies. Tanmateix,
encara presenta aspectes relacionats amb la geometria. Aixi, una corba és e lloc
geomeétric de |’ equacié que relaciona x, y. Lagrange identifica una equacio (analis) amb
una corba (teoria de les linies corbes), de manera que la propietat de la croba es pot
deduir de la seva equacié. Distingeix entre linies regulars (els punts de les quals vénen
determinats per unallei constant) i irregulars (els punts de les quals son punts a |’ atzar).
Les linies irregulars no son objecte de la geometria. En canvi, e treball del gedmetra
consisteix a, donada una corba, buscar la llei constant que la determina. A la primera
part mostra la interpretacio i construccié geométrica de les equacions, de les
interseccions d’ una corba amb una recta, de dues corbes de segon grau, d’interseccions

multiples, de laquantitat i posicié de lesrectesi €ls cercles tangents, ...

Saladini: El capitol segon del Ilibre primer esta dedicat als coneixements elementals de
la geometria dels infinitésims. Parla de proporcions entre elements, de quartes
proporcionas... Les proposicions tracten de la relacié d'arcs de cercle infinitesims,
angles, cordes, infinitésims sobre triangles,... Saladini afirma que la geometria dels

infinitésims dona métodes elegants per determinar les tangents (punt 9, capitol I, llibre
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segon)® i per resoldre les qguiestions de maxims i minims (punt 8, capitol 11, llibre
segon), especialment els casos on I’analisi és dificil de manipular. Per exemple, donada
una corba, shi ha dinscriure un para-lelogram maxim; e problema es resol amb
proporcions a partir de la consideracio de dos rectangles infinitament propers. També
presenta problemes sobre triangles, paral-lelograms inscrits en hipérbola, ....>" Riccati |
Saladini consideren que la corba es genera a partir del moviment continu d’ un punt, que
segueix la tangent. La corba és e resultat del moviment compost per |I’ordenada i la
tangent (un punt de la corba porta velocitat constant com si s’ estigués movent sobre la
tangent, la velocitat en la direccié de I'ordenada). Tanmateix, Riccati i Saladini
treballen amb funcions, fan servir integracio mitjancant series convergents, doncs les
divergenst son inutils, discuteixen els punts singulars a partir del teorema de Taylor.

Aixi doncs, € seu llenguatge en part també és algébric.

5.4.3. ELECCIO DE COORDENADES | TRACTAMENT DE LES CORBES
ALGEBRIQUES| TRANSCENDENTS

Agnesi: Per illustrar e tema de diferencies segones Agnesi fa servir exemples de
coordenades des d'un punt. En particular, també considera coordenades des d’ un punt
en el cas de calcul del radi osculador (punt 115). Tot i que en les seves figures les
coordenades son ortogonals, Agnesi diu que les ordenades poden formar qualsevol

angle amb les abscisses.® Sigui quin sigui I’ angle entre les coordenades, sempre es pot

aplicar la formula de la subtangent )gjx . Agnesi defineix les corbes transcendents com
y

aquelles no expressables mitjancant una equacié algebrica, perd dependents de la
rectificacié d’ altres corbes no rectificables. A I’obrad Agnesi apareixen les coniques, la
cicloide, la concoide, la cissoide, la quadratriu, les espirals (d’ Arquimedes, logaritmica),
les quantitats exponencials i les logaritmiques. Les coordenades que fa servir per trobar

la subtangent de les espirals, la concoide, la cissoide i la quadratriu son com les

% Després de trobar la tangent, donada |’ equaci6 de la corba, a partir de |es propietats de la corba
(amb proporcions, semblances de triangles, etc.) es calcula la subtangent. Vegeu RICCATI-SALADINI
(1765-1767), capitol quart, Ilibre segon.

> A RICCATI-SALADINI (1765-1767), punts 13-15, capitol cinqué, Ilibre segon, es fa
referéncia a Pappos. En aguns casos primer es resol el problema de forma geométrica i després via
diferencies.

8 Vegeu AGNESI (1748), p. 447 i el punt 110, dedicat ales evolutes.
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escollides per L' Hopital.* En el cas de la cicloide en déna una resolucié fent servir les
mateixes coordenades que L’Hopital i una altra utilitzant les coordenades ortogonals de
Johann Bernoulli. En € punt 85 Agnes calcula e's extrems de la concoide (els tres casos),
exemple que no surt en I’Analyse de L’Hopital. En € punt 86 tracta els extrems de la
semicicloide, com també fa L'HOpita. Perd0 mentre que Agnes considera
dz=0i dz=oo, L’Hopital només té present & cas dz = 0.%° Agnesi també considera el
cas de coordenades des d'un punt com, per exemple, en € punt 103, en cercar €ls punts
d'inflexid i de retrocés de la concoide. Calcula els punts d'inflexio i de retrocés delstres
tipus de cicloide i concoide, de la versiera i de la parabola cubica. El capitol quart del
tercer llibre es titula Del calcul de les quantitats logaritmiques i exponencials. D’una
banda, a partir de la diferéncia de la quantitat logaritmica defineix la diferencia de la
quantitat exponencial. D’atra banda, calcula la integral de la quantitat exponencial a

partir del desenvolupament en série de lalogaritmica.

Lagrange: Generalment utilitza coordenades ortogonals. Lagrange aplica canvis de
sistemes de coordenades. Només tracta amb corbes algébriques, no amb transcendents:
les coniques, la concoide, i equacions algebriques en general. En general, la diferéncia
de qualsevol funcio algebrica es pot expressar com Pdx+ Qdy + Rdz+...,on P, Q, R,...

son funcions de les variablesi de les diferencies.

Saladini: Lesformules de latangent, etc. no només son valides per a corbes algebriques,

sinG tambeé per a transcendents, per ales quals es tenen equacions diferencials de primer

“grau’, ja que mitjancant la seva equacié es pot tenir en termes finits el valor de le .
y

Per exemple, la corba logaritmica, I’ equacio diferencial de la qual, dx:ﬂ, dénala
y

subtangent, c:%. Riccati tracta la diferenciacio-integracié en e cas de funcions
y

hiperboliques i circulars. Per exemple, troba la subtangent als sinus i cosinus
hiperbolics (punt 11, capitol I, Ilibre segon). Les corbes que apareixen en ambdues

obres son les espirals (d'Arquimedes, logaritmica i hiperbolica), la cicloide,

% Vegeu I"annex |.
€ vegeu L'HOPITAL (1696), p. 43-44.
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I'epicicloide, la concoide de Nicomedes,..®! Els exemples de maxims i minims i
coincideixen i son a partir d equacions algebriques. Generalment Riccati i Saladini fan
servir coordenades ortogonals. Per exemple, en €l cas de la cicloide, prenen x sobre
diametre del cercle generador (que és 2a) i y igua a segment des del cercle fins la
cicloide. Pero també expressen la subtangent en e cas en qué I'angle entre les
coordenades no sigui recte®® En ocasions utilitzen coordenades des d'un punt, per
exemple, en e cas de I’ espiral d’ Arquimedes (definida a partir del moviment d’un punt
que es mou sobre un radi, i € radi gira descrivint la periféria d’un cercle).®®
Caracteritzen elsmaxims i minimsi el cercle d’ osculacié, tant per a cas de coordenades
ortogonals, com per a de coordenades des d’un focus. Fins i tot, donen la formula del
radi osculador en el cas de coordenades formant qualsevol angle (indicant-ne el sinus i

el cosinus).

5.4.4. PROBLEMESI| APLICACIONS

Agnesi: Generalment proposa problemes de caire geométric (vegeu, per exemple, els
problemes de maxims i minims, punts 87-93).%* Agnesi, com feia L' Hopital, déna una
proposicio general que després aplica a diversos casos particulars. Els casos particulars
corresponents a una serie de situacions geometrigques generals coincideixen basicament
amb els presentats al’ Analyse (lacicloide, I’ espiral d’ Arquimedes, |’ espiral logaritmica,
la concoide, la companya del paraboloide de Descartes, la cissoide, la quadratriu).
Agnesi dona I'expressié analitica (equacio) de la corba i, a partir d'ali, deriva i
discuteix els casos possibles. En e punt 74 Agnes afirma que € métode de maxims i
minims també s aplica per resoldre atres questions (geomeétriques), com ara: (1) trobar
d entre els paral-1elepipedes amb un determinat volum agquell amb superficie minima (punt
91) o bé (2) trobar d entre tots els cons inscrits en una esfera aquell amb maxima

superficie convexa (punt 92). Aquests problemes apareixien en € text de L' Hopital. Els

® Vegeu RICCATI-SALADINI (1765-1767), capitol quart, Ilibre segon; SALADINI (1775),
capitol I, Ilibre segon.

%2 VVegeu RICCATI-SALADINI (1765-1767), punt 12, capitol primer, llibre segon; SALADINI
(1775), punt 7, capitol I, Ilibre segon.

% Vegeu RICCATI-SALADINI (1765-1767), punt 14, capitol primer, llibre segon; SALADINI
(1775), punt 8, capitol I, llibre segon.

% El primer volum esta dedicat a problemes de [locs geométrics, sdlids, i calcul de tangents,
extrems, etc. mitjancant I’ dgebra.
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dos darrers volums de I’obra d’ Agnesi contenen la integracio d’ equacions o formules

diferencialsi problemes sobre quadraturesi rectificacions de corbes.

Lagrange: L’ obra de Lagrange esta dedicada principalment a la teoria algebrica de les
corbes. De problemes fisics només he trobat el de determinar la posicio que prendra de
forma natural un cos que penja d’ una politja, en funcié del seu pes.® Basicament encara
es tracta de I’dlgebra “al servel” de la geometria. Lagrange també parla d equacions
diferencials. Els problemes (geomeétrics) de maxims i minims son molt semblants als
que apareixen a llibre d’Agnesi. A partir d'un plantgament geometric troba una
equacio diferencial que mostralarelacio entre les diferencies de x, y. A aquesta equacio
diferencial li correspon una equacio integral: aplicant diferencies a I’equacié integral
s obté la diferencial. Els exemples (en especial, €ls de maxims i minims) son més aviat
geométrics. donada una €-lipse, quin és e rectangle inscrit més gran?, de tots els

paral-lepipeds de volum donat, quin és el de minima superficie?, etc.

Saladini: Una part del llibre primer esta dedicada a la quadratura i rectificacié de corbes
i alaintegracio de formules diferencials d’ una sola variable. En el punt 3 del capitol 111,
Saladini divideix els problemes proposats als analistes en dos grups. 1) donada una
formula qualseval, trobar €l seu diferencia; 2) donada una formula diferencial trobar el
seu integral. Els problemes del primer tipus tenen resolucio més universal que no pas els
del segon. El llibre segon es titula Del métode directe i invers de les tangents i de les
integracions de les equacions diferencials de primer grau. Els capitols I-VII del llibre
tercer estan relacionats amb les equacions diferencials. En particular, en € punt 12 del
primer capitol, donada una equacié amb dues constants, Saladini la diferencia i troba
una equacio diferencial on manca una de les constants present a |’ equacié donada. Si
torna a diferenciar obté una equacio diferencial de segon ordre,®® on manquen les dues
constants. D’ aquesta manera també es pot fer desapareixer una variable, un radical, una
quantitat transcendent, etc. A més de les aplicacions ja vistes en relacio a la corba, €

[libre tercer també conté I’ estudi de les caustiques per reflexio i refraccié (capitol 1X), e

® Vegeu LAGRANGE (1759), p. 15. Per a la solucié proposada per L'Hopital i Johann
Bernoulli, vegeu I’annex 11.
€ Saladini diu “segon grau”. Vegeu SALADINI (1775), punt 12, capitol |, llibre tercer.
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calcul de variacions (capitols X1 i XII), les trgjectories (capitol XlIl), els diferencials

parcials (capitol X1V) i laintegracié de férmules amb diferéncies finites (capitol XV).%’

" A RICCATI-SALADINI (1765-1767) trobem les mateixes aplicacions. A més, en el capitol
nove del llibre primer, dedicat a calcul logaritmic i exponencial, he trobat alguns problemes curiosos. Per
exemple, €l punt 22 es proposa un problema aritmétic relacionat amb mesures de vi, que es resol a partir
de logaritmes. Aquest problema coincideix amb el punt 166 del llibre tercer d AGNES! (1748). El punt

23 presenta un problema sobre creixement poblacional amb una determinada rad, resolt també a partir de
logaritmes.



6. GRAN BRETANYA



6.1. AN INSTITUTION OF FLUXIONS (1706) DE HUMPHRY
DITTON

Humphry Ditton® (1675-1715) rebé educacié privada, donada la seva extraordinaria
capacitat. Contra el seu desig, pero per complaure el seu pare, esdevingué sacerdot. En
part per motius de salut, en part degut a la mort del seu pare, Ditton abandona €l
sacerdoci i es dedica a les matematiques. De seguida va rebre el reconeixement dels
cientifics de I’ época, entre ells, Newton. Aquest darrer €l va recomanar per alaplacade
professor de matematiques a Christ’s Hospital de Londres. El 1706 va publicar An
Institution of Fluxions. Aquest mateix any publica un tractat sobre les lleis de la natura i
del moviment, recomanat per Wolfius per gudar a entendre I’ obra de Galileu, Huygens
i Newton. El 1709 Ditton publica un llibre sobre algebra i € 1712 un tractat sobre
perspectiva. També escrigué articles per a Philosophical Transactions (entre d’ altres,
“On the Tangents of Curves, deduced immediately from the Theory of Maxima and
Minima’, “On Spherical Catoptrics’, ...). Fou el primer que va intentar explicar la
capilaritat en termes matematics. Inventa un métode per trobar la longitud, que en

I’ época no fou acceptat, tot i que comptavaamb el recolzament de Newton i Leibniz.

An Institution of Fluxions consta de nou seccions:

- Secci6 |: Dela naturalesa de les fluxions.

- SecciO Il: Delarelacid i proporcio de les fluxions.

- Seccio I11: Dela notaci6 de les fluxions.

- Seccio 1V: De les operacions amb fluxions.

- Seccid V: Deles fluxions segones.

- Secci6é VI: Delesfluxions de logaritmes i quantitats exponencials.

- Seccio VII: Del metode invers, o de com trobar les quantitats fluents de les fluxions
proposades.

- Les dues darreres seccions no porten titol. Presenten problemes diversos.

! Lesfonts biografiques consultades s6n BILLIE (1984) i WILKINS (2001).
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Per qué va tenir exit?

W. W. Rouse Ball en A Short Account of the History of Mathematics diu que An
Institution of Fluxions de Ditton i un llibre similar de William Jones (1675-1749),
publicat € 1711, van jugar a Anglaterra el mateix paper que |’ Analyse de L’ Hopital a
Franca® An Institution of Fluxions de Ditton es torna a publicar e 1726. A les tres
primeres decades del segle hi havia un mercat molt limitat per als tractats de calcul de

fluxions, clarament degut ala publicacié dels papers de Newton.

A quin public anava dirigit?

Al prefaci Ditton afirma que ha escrit An Institution of Fluxions per gudar I’ estudiant
que no domina aguesta matéria tan Util. En particular la seccid novena presenta una
série de problemes adrecats a gedmetra jove.®> Considera que hi havia necessitat d'un
[libre aixi, per donar fonaments al's principiants.

Vatranscendir les fronteres de la seva terra?

No he trobat documentacié sobre a quins idiomes es tradui An Institution of Fluxions ni

sl esvaarribar atraduir.
Quinarelacié té amb I’ Analyse?
No he trobat documentacié que, d’alguna manera, relacioni Ditton amb I’ Analyse de

L’ Hopital.

6.2. ATREATISE OF FLUXIONS (1742) DE COLIN MACLAURIN

Colin Maclaurin® (1698-1746) comenca a estudiar a la Universitat de Glasgow quan

tenia nou anys. Alli, sota la influéncia del professor de matematiques Robert Simson

2\V/egeu WILKINS (2001).
%Vegeu DITTON (1706), prefaci i p. 162.
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(1687-1768) entra en contacte amb Euclidesi la geometria grega. Un cop graduat, va ser
professor de matematiques a la Universitat d’ Aberdeen i a la d Edimburg, on destaca
per les seves qualitats docents. Els seus llibres sobre dgebrai fluxions van ser modélics,
mostrant la matéria des del rudiments fins a les darreres novetats i incloent-hi moltes
aplicacions. Geometrica Organica (1720), A Treatise of Fluxions (1742), Treatise on
Algebra (1748), Account of Sr Isaac Newton’s discoveries (incomplet pero publicat el
1750). Colin Maclaurin, juntament amb David Gregory (1659-1708) i Roger Cotes
(1682-1716), va ser un gran defensor de les idees matematiques i fisiques de Newton.
Per aix0 intenta fer un estudi critic i entenedor de les idees newtonianes. Durant una
visita a Londres, Maclaurin conegué Newton. Fins i tot, Maclaurin fou escollit Fellow
delaRoyal Society i va ser Newton qui €l recomana com a professor de matematiques a
la Universitat d’ Edimburg, on dedicava algunes classes a I’ ensenyament de les fluxions.
Maclaurin visqué durant la Il-lustracié escocesa, la qual cosa facilita la seva projeccié
internacional. Estava en contacte amb els matematics francesos, rebé dos premis de
I” Académie des Sciences de Paris (el segon dels quals comparti amb Leonhard Euler i
Daniel Bernoulli), funda e que després de la seva mort esdevindria la Royal Society
d Edimburg, ... Per tant, no és estrany que els seus textos fossin esperats i llegits en €l
Continent. El 1720 publica Geometria Organica (una descripcid de les linies corbes a
partir del moviment continu). El 1742 apareix el Treatise of Fluxions, € 1748 €
Treatise on Algebra i €l 1750 Account of Sr Isaac Newton’'s Discoveries (incomplet).

També publica diversos articles a Philosophical Transactions.

El Treatise of Fluxions fou escrit per defensar el calcul de Newton contra I'atac de
Berkeley. De fet, Maclaurin admetia que I’ exposicié de Newton era massa concisai poc
entenedora. Aquest tractat consta de dos llibres. El primer llibre (articles 1-698), The
Elements of the Method of Fluxions, Demonstrated after the Manner of the Ancient
Geometricians, utilitza els metodes geométrics dels Antics i el metode d’ exhaustié
d’ Arquimedes per donar fonament rigorés a calcul newtonia. En canvi, el segon llibre
(articles 699-937), On the Computations in the Method of Fluxions, presenta e calcul
newtonia des d’'un punt de vista algebric (algorismes, notacié simbolica, aplicacions),
més en lalinia duta a terme en el Continent. La visié historica estandard considera que

4 Les fonts biografiques consultades son TURNBULL (1947), BILLIE (1984), GIORELLO
(1992), GRABINER (1997) i O' CONNOR-ROBETSON (1999).
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el treball de Maclaurin va ser lloable perd de poca influéncia® Grabiner, perd, en
destaca el seu doble caracter, €l seu rol de pont entre lafisicade Newton i el simbolisme
algebric del Continent, de reconciliador entre el nou i el vell.® Aixi, segons Giorello, el
caracter revolucionari de Maclaurin prové de combinar noves aplicacions amb €l rigor
dels antics.” El segon llibre és el que comentaré amb més detall. Conté els capitols

seguents:

- Capital I: De les fluxions de quantitats considerades abstractament com representades
pels caracters generals de I’ Algebra.

- Capitol II: De la notaci6 de les fluxions, de les regles del métode directe, de les regles
fonamentals del metode invers, de les sériesinfinites,...

- Capital I11: De I’analogia entre sectors el liptics i hiperbolics, de la resolucio de
trinomis en divisors quadratics,...

- Capitol IV: De I'area quan I’ordenada ve expressada per fluents, de I’area quan
I’ordenada i la base vénen expressades per fluents,...

- Capitol V: De les regles generals per a la resolucié de problemes per computacio,

amb exemples.

Grabiner descriu les técniques de Maclaurin com una combinacié de I'algebra de
desigualtats i de series de poténcies (de fet, reduccié a |’ absurd). Grabiner també en
destaca alguns exemples que apareixen a tractat de Maclaurin: atraccié d' esferoides; la

formula de sumacié d Euler-Maclaurin; integrals el-liptiques.®

Per qué va tenir exit?

Maclaurin va pertanyer a la ll-lustracié escocesa. Aixo afavori la seva influéencia sobre
el Continent i motiva el's seus contactes internacionals. El Treatise of Fluxions juga un
paper de pont entre el métode dels grecs i € calcul newtonia. Degut a la quantitat
d aplicacions que hi apareixen, €l Treatise de Maclaurin representa una innovacio. La

major part del capitol cinque del Ilibre segon (De les regles generals per a la resolucio

5\/egeu GRABINER (1997), p. 394; O' CONNOR-ROBERTSON (1999).
6 \Vegeu GRABINER (1997), p. 394.
7 Vegeu GIORELLO (1992), p. 156.
8 \Vegeu GRABINER (1997), p. 398.
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de problemes) esta dedicada a les aplicacions del calcul. A més del centre de curvaturai
caustiques, tracta les forces centripetes, trajectories descrites per forces, moviments en
determinats medis, gravitacid, molins de vent, vibracié d acords musicals, navegacio,
etc.

A quin public anava dirigit?

El motiu origina de I’ elaboracié del Treatise va ser la defensa del calcul de Newton
enfront de I’ atac de Berkeley. També fou un intent de fer-lo més entenedor. Maclaurin
interpreta les fonts del model (en aquest cas, Newton) en resultar originariament

ambigues.’
Vatranscendir les fronteres de la seva terra?

El pare jesuita Pézénas va traduir diversos treballs anglesos al frances. El 1749 tradueix
A Treatise of Fluxions de Maclaurin a frances, traduccié que sembla ser que utilitza
Lagrange.’® El 1765 n'apareix una altra traduccié (parcial) a francés. El text de
Maclaurin fou molt [loat per Lacroix pel seu doble caracter geomeétric-analitic, aixi com
també per Euler, Clairaut, D’ Alembert, Lagrange... Quant als autors alemanys, Kastner i
Tempelhoff esmenten el tractat de Maclaurin en les seves obre, en parlar dels punts
d'inflexio i la curvatura, i €ls limits de les proporcions, respectivament. Maclaurin era
un membre respectat de la xarxa internacional de matematics. El seu tractat era esperat,

vaser llegit i, en particular, va ser llegit pels grans del Continent.

Quinarelacié té amb I’ Analyse?

Diverses vegades Maclaurin fareferéncia al’ Analyse des infiniment petits de L’ Hépital.
Per exemple, en I'article 268 esmenta la classificacid dels punts de retrocés que fa
I'autor de I’ Analyse des infiniment petits.*! Més endavant, en I'article 864 també el

menciona a proposit de I’ expressi6 0/0.

°Vegeu GIORELLO (1992), p. 140.
10\/egeu GRABINER (1997), p. 395.
" vegeu MACLAURIN (1742), article 268.
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6.3. THE DOCTRINE AND APPLICATION OF FLUXIONS (1750) DE
THOMAS SIMPSON

Thomas Simpson'? (1710-1761) és recordat especialment per les seves aportacions a la
interpolacid i alaintegracio numerica. Va comencar treballant com a teixidor, com €l
seu pare. Posteriorment, per influencia d’'un endevi, Sinteressa per | aritmetica,
I"algebra i la geometria dels almanacs, i esdevingué |’ oracle de Bossworth. El 1736 es
trasllada a Londres. Fou € més distingit membre d’un grup de conferenciants itinerants
que ensenyava a les coffee-houses de Londres. Amb €els seus coneixements d' algebra i
geometriava ser capag de comencar allegir €l Ladies Diary. De fet, les seves primeres
contribucions matematiques van ser publicades en aquest diari, del qual esdevingué
editor el 1754. Degut a la seva posicio, mantingué una extensa correspondencia amb
d altres matematics de I’ épocai va entrar en coneixement del métode de fluxions.

A través de Jones, € 1743 obté placa de professor de matematiques a la Royal Military
Academy de Woolwich. El 1745 fou escollit Fellow de la Royal Society. El 1737 va
publicar A New Treatise of Fluxions. El 1750 publica The Doctrine And Application Of
Fluxions, que és més complet i entenedor que I’ anterior. A meés, els temes principals son
tractats de forma diferent. Entre d’ altres també publica els seglents llibres: The Nature
and Laws of Chance (1740), Treatise of Algebra (1745), Elements of Geometry (1747),
Trigonometry (1748), Miscellaneous Tracts (1757). En general, Simpson fou un gran
defensor del métode analitic d'investigacié.’* Tot i que Simpson en el seu tractat
accepta € fonament cinematic de Maclaurin, no té intencié de confinar-se a limitat
camp de les matematiques geométricament interpretades. Entre 1755 i 1758 Simpson
publica articles sobre series i problemes “isoperimétrics’ a Philosophical Transactions.
Simpson tracta les series com a expressions agebriques, independentment de la seva
interpretacié numerica. En el prefaci de Miscellaneous Tracts afirma que alla on sigui

possible i preferible, utilitzara la geometria per demostrar un resultat. Sind, fara servir

2 Les fonts biografiques que he consultat son GILLISPIE (1970), BILLIE (1984) i
O’ CONNOR-ROBERTSON (1999).
2 GUICCIARDINI (1989), pp. 83-84.



Gran Bretanya 237

I”algebra, per ser el métode més directe i extensiu, i millor adaptat a les especulacions

tractades.* The Doctrine And Application of Fluxions consta de dues parts:

PART I:

- SecciO |: Dela naturalesa, i investigacio, de les fluxions.

- Seccio |1: De I'aplicacié de les fluxions a la solucié dels problemes de maxims i
minims.

- Secci6 |11: Del’ s delesfluxions per tragar tangents a corbes.

- Seccio IV: De I’ Us de les fluxions per determinar punts de "retrogressié” o d'inflexio
de les corbes.

- Seccio V: Del’ Gs de fluxions per determinar radis de curvatura i evolutes de corbes.

PART II:

- Seccio VI: Integracio.

- Seccio VII: Fluxions per trobar arees de corbes.

- Secci6 VIII: Rectificaci6 de corbes.

- Secci6 | X: Investigar els continguts dels solids.

- SecciO X: Trobar les superficies de cossos solids.

- Seccio X1: Centres de gravetat, percussio i oscil 1acio.

- Seccio X1I: Determinacié del moviment de cossos afectats per forces centripetes.

Segons Guicciardini, el tractat de Simpson és el més avancat dels que van aparéixer en
el periode 1736-1758." La primera part cobreix les matéries usuals dels altres tractats i
pot ser considerada en ella mateixa com un tractat elemental: fonaments, notacio, regles
de diferenciacio i integracio amb séries de poténcies i aplicacions a la geometria i la
mecanica. La segona part és més avancada: integrals de Cotes, atraccio d esferoides...
Només analitzaré les quatre primeres seccions de la PART |.

v Per qué va tenir éxit?

Simpson va tenir bastant d'éxit com a professor de matematiques (especialment a
Woolwich). També tenia una certa posicié dins de les matematiques de la Gran
Bretanya: va ser Fellow de la Royal Society, i a partir del 1754 fou |’ editor del Ladies

14 Vegeu SIMPSON (1757), prefaci.
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Diary, laqual cosavaampliar la seva correspondéncia amb altres matematics. A més de
The Doctrine And Application Of Fluxions, va publicar els seglents llibres de text:
Algebra, Geometry i Trigonometry. Tots tres van esdevenir best-sellers, tant degut ala
posicié que ocupava Simpson com per les matéries tractades. Arran de la publicacio de
A New Treatise of Fluxions el 1737 Robert Heath el va acusar de plagi. Es probable que
aquest fet també gjudés a fer publicitat del Ilibre de Simpson. L’ obra de Simpson s edita
diversos cops (1776, 1805, 1823).

A quin public anava dirigit?

En el prefaci del tractat, Simpson afirma que, en confeccionar-lo, “la facilitat i benefici
del jove principiant han estat particularment consultades’ (SIMPSON (1750), p. 4 del
prefaci).

Vatranscendir lesfronteres dela seva terra?

El pare jesuita Tomas Cerda escrigué e Tratado de las Fluxiones que, segons Don
Eulogio Hernandez Alonso, sembla ser una traduccié de The Doctrine and Applications
of Fluxions de Thomas Simpson.*® En general els llibres de text de Simpson tingueren
molt d'éxit a Gran Bretanya i a Continent. Es van editar diversos cops en anglés.
També en van apareixer diverses edicions americanes, francesesi alemanyes.

Quinarelacié té amb I’ Analyse?

L’ Analyse va ser e primer llibre sobre el calcul que llegi Simpson. La qual cosa indica

que era conscient de laimportancia dels matematics del Continent.

> V/egeu GUICCIARDINI (1989), p. 58.
16 \/egeu CUESTA (1976-1983), p. 250.
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6.4. ANALISI COMPARATIVA DELSTEXTOS

6.4.1. COM EXPOSA ELSFONAMENTSDEL CALCUL?

Ditton: Ditton creu que € Métode de Fluxions és més clar i convincent que el Calcul
Diferencial. Tot i que els resultats practics d’ ambdos metodes son els mateixos, critica
elsinfinitament petits, ja que en no parlar en termes de velocitat, aquestes quantitats son
infinitament divisibles. Per aixo diu que les fluxions son gairebé com els increments de
les quantitats fluents i parla de relacions de proporcionalitat entre fluxions en lloc
d'igualtats. Dona importancia a la rad primera dels increments en el primer moment de
la seva generacio. El calcul de fluxions es basa a trobar la relacio entre les velocitats
dels moviments generadors. En la primera seccié analitza com es generen les linies, les
superficies i els solids mitjancant el moviment: quantitats considerades com a descrites
per moviment continu (d’un punt, unaliniai una superficie respectivament), i no com la
suma total d’un nombre infinit de petits elements constituents. Un punt es pot

considerar com a resultat de la composicié de dos moviments. En la seccidé quarta
dedueix a partir dels moments o increments (o)'( €s una magnitud multiplicada per
velocitat) les fluxions de les operacions fonamentals. En Iloc de x col-loca X+oX,s la

quantitat creix, i x—oX, s la guantitat decreix; a I'expressio resultant li resta
I’expressio en x, divideix per la magnitud o i finament fa que o sigui zero. Com
afirma Ditton en |a portada de |a seva obra, la seva exposicio dels fonaments es basa en

el De quadratura de Newton."’

Maclaurin: En e primer llibre, recorre al's métodes geomeétrics dels Grecs, al métode
d exhaustié d Arquimedes i al moviment (geometria cinematica) per donar base
rigorosa a calcul de Newton, evitant elsindivisiblesi els infinitament petits. El tempsii
I’espai sdn concebuts de manera clara, intuitiva. La velocitat uniforme es defineix a
partir de I’ espai descrit en un determinat temps. Ates que e moviment és susceptible de
variacions, la velocitat creix o decreix. La velocitat en qualsevol terme temporal és
mesurada per |I’espai que descriuria en un temps donat, s € moviment continués

uniformement a partir d aquest terme (concepte de velocitat instantania, que ataca
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Berkeley). La idea de fluxio, segons Maclaurin, sembla aplicable de forma immediata
sobre magnituds geométriques, més que sobre quantitats expressades de forma
algebrica. En €l segon, en canvi, aprofita el poder algorismic del metode de fluxions per
resoldre problemes i defensa la utilitzacié dels simbols per promoure la claredat i la

concisio. Tanmateix, a text de Maclaurin també trobem la confusio entre fluxions i

diferencials: al capitol sobre la notacio, Maclaurin afirma que x (notacié newtoniana) i
dx (notacio leibniziana) representen la fluxié de x.*® En general, justifica les formules
per a les fluxions mitjancant el metode d’'exhaustio. En aguest sentit exposo com
justifica Maclaurin la formula de la fluxio del producte: a punt 707 demostra que la
fluxio de AA és 2Aa (on a és la fluxié de A). La successié de valors de A és.

A-a A A+a, ec Per tant, la success6 de valors de AA és
AA-2Aa+ aa, AA AA+2Aa+ aa, etc. Fent servir un resultat anterior (punt 704) veu

que lafluxié de AA no pot ser més gran que 2Aa -+ aa ni més petitaque 2Aa—aa. Per

exhaustié acaba demostrant que ha de ser igual a 2Aa . Al punt seglient demostra que la

fluxio del binomi A+ B’ (que, desenvolupat, és igua a AA+2AB+BB) és
2x A+ Bxa+b o 2Aa+2Bb+ 2Ba+ 2Ab. Com que ja ha justificat la férmula de la
fluxio de lasumai de AA, lafluxio de AA+BBés 2Aa+ 2Bb. Aixi lafluxio de 2AB
és 2Ba+ 2Ab i, en consequéncia, la de AB és Ba+ Ab. No obstant aixo, a partir del
segon capitol del llibre segon fara servir I’algorisme computacional (regles per trobar

les formules de fluxions amb notaci6 algebrica).

Smpson: Dona els principis basics, pero no els demostra. L’ interessa més exemplificar
la seva utilitat amb aplicacions. Per demostrar la formula de la fluxié del producte xy,
considera el rectangle generat pel moviment de dues rectes perpendiculars, x (sobre |’ eix
horitzontal), y (sobre |’ eix vertical). Considera el cami que segueix € punt d'interseccio
d  aquestes dues rectes, H.

1 A més de la portada, Ditton també fareferénciaal De Quadratura de Newton alap. 13.
18 \/egeu MACLAURIN (1742), p. 592.
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Lafluxio de|’area BDH és el rectangle Dm, és a dir, yk. Lafluxio del’area BFH és el

rectangle Fn, és adir, xy. Aixi doncs, lafluxié del rectangle xy = DF = BDH + BFH
és la sumade les fluxions dels rectangles BDH i BFH. També demostra aguesta férmula

per un altre cami, prenent el quadrat de z= x+ y i considerant xy :;z2 —lx2 —; y?,

2

les fluxions de les potéencies jales ha calculat abans.
Fluent

Ditton: Les linies fluents son aquelles que estan en continu flux i canvi, creixent o bé

decreixent.

Maclaurin: Al primer Ilibre Maclaurin considera magnituds geometriques, concebudes
de forma natural a partir del moviment (linies generades pel moviment d’un punt,
superficies generades pel moviment d'una linia, etc., prenent el flux del temps com a
constant).

Smpson: Considera totes les magnituds com a generades pel moviment continu d’ algun

dels seus extrems.
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Fluxié

Ditton: Ditton defineix fluxié com la velocitat dels increments dels fluents, considerats
no com a generats de fet, sinG com a nascentia (comencant a ser generats, primer
moment de la seva generacio). Existeix una gran diferéncia entre aquests increments i
els increments finits (o reals, o generats de fet). Les fluxions estan en la mateixa
proporcid que la rad primera dels increments nascentia (o rad Ultima dels increments
evanescentia). Les fluxions no son els increments dels fluents, pero les fluxions son
proporcionas als increments, quan es consideren particules de temps extremadament
petites i acceleracio nul-la. La seccid segona tracta de la relacio i la proporcio entre
fluxions. Ditton diu que unafluxié no “ésigual a...” de forma absoluta, sind que s hade
tractar en termes de proporcions (“és com...”). La seccié vuitena esta dedicada

precisament a problemes sobre raons entre fluents i fluxions. S la quantitat x

experimenta un increment o, I’expressio o x és el moment de x. Quan només hi ha una
variable, X, passa a ser x+o. Perd quan hi ha més variables, com que no creixen a

mateix temps, I'increment depén de la variable i la quantitat fluent x esdevé en €

moment seguient X+oX. Es necessaria una expressié de I'increment en un mateix
moment, propia de cada fluent, doncs o no pot representar tots els increments (de

diferents magnituds) que experimenten els fluents.

Maclaurin: El punt 11 del Ilibre primer parla de fluxié com la velocitat amb quée una
quantitat flueix en qualsevol moment de la seva generacié, mesurada per I’increment o
decrement que generaria en un moment donat pel moviment si continués de manera
uniforme a partir d’aguest terme sense acceleracio ni retardacio. Al punt 701 (llibre
segon) defineix les fluxions de quantitats com les mesures de |es seves respectives raons
d increment o decrement, mentre varien (o flueixen) al mateix temps.

Smpson: Fluxio és la magnitud en qué una quantitat fluent seriaincrementada de forma
uniforme en una porcié de temps donada, amb la velocitat generadora en la posicio
proposada, o instant (s a partir d’aqui continués de forma invariable). Es a dir,
considera la fluxio com la velocitat instantania (com Maclaurin). Estudia la fluxio de
X", primer si e moviment és uniforme, i després si e moviment és uniformement
accelerat o retardat.
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Teorema de Taylor

El 1715 Brook Taylor (1685-1731) publica Methodus Incrementorum Directa &
Inversa. Al prefaci fa referéncia a Methodus fluxionum de Newton, a Cavalieri i a
Walis, i parla del moviment perpetu i del métode d’ exhaustio. Tambeé hi afirma que la
rad dels increments “naixents’ ésigual alarad de les velocitats de les magnituds que
descriuen. A la primera part del Methodus Incrementorum, Taylor considera el pas de
diferencies o increments finits a fluxions. Per calcular les fluxions de formules pren els
increments evanescents 0 naixents com a zeros, com mes tard fara Euler al Continent.
Taylor entén les fluxions com a raons primeres (0 naixents) i Ultimes (o evanescents).
Fara servir series per alaresolucié d’ equacions integrals i equacions fluxionals. De fet,
a la proposicio setena demostra la férmula del desenvolupament en série que porta €l
seu nom. En aguesta part fa referéncia a De quadratura de Newton. A |la segona part,
Taylor mostra I’aplicacio del métode a problemes matematics i fisics: interpolacio;
fluxions de figures geomeétriques; tangents; radis de curvatura;, quadratures;, arees
maximes; cordes vibrants, centres d’ oscil-lacid, densitat de I’ atmosfera, refraccié de la

[lum, etc.

Ates que e Methodus Incrementorum principalment es dedica a la resolucié
d equacionsintegralsi fluxionals mitjancant séries, i que els problemes que hi apareixen
es resolen en la seva majoria mitjancant el metode invers (de fet, només hi apareix un
punt on Taylor tracta les tangents i un punt on tracta el radi de curvatura, i manca, per
exemple, I’estudi de maxims i minims), no I’he inclos en la meva tesi. Tanmateix, €
teorema de Taylor és una part fonamental de la descripcié i comparacié del corpus
teoric dels textos analitzats. La seva utilitzacio o no per part dels autors, I’ he presa com
un delsindicadors per decidir si € llenguatge emprat eramés aviat algebric o geométric.
Per aguesta rad, m ha semblat adient dedicar aquestes linies a I’ obra de Taylor en el
capitol dedicat a Gran Bretanya i reproduir la proposicié VII, on Taylor enuncia i

demostra el teorema que porta el seu nom.
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De les obres britaniques que he analitzat, dues son posteriors a Methodus
Incrementorum: A Treatise of Fluxions de Maclaurin i The Doctrine and Application of
Fluxions de Simpson. Tanmateix, en la seva obra Simpson no fa servir el teorema de
Taylor. En canvi, Maclaurin € demostra i, més endavant, |’ aplica en la discussio dels

extrems.

Maclaurin: El punt 751 conté el teorema de Taylor i la seva demostracio. Sigui y una

guantitat qualsevol que pot ser expressada per una s&ie de la forma

A+ Bz+Cz% + DZ® + etc., on A, B, C, etc. son coeficients constants. Si E és el valor de

y quan z s anul-lai els valors respectius de les fluxions d ordre superior son E E E ,

etc. (suposant que z flueix de manera uniforme), aleshores:

- 2 3 " 4
y:E+E+ Ez + Ez + Ez + €etc.

z 1x222 1x2x323 1x2x3x424

Maclaurin  justifica aquesta formula de la maner seglent. Atés que

y= A+ Bz+Cz? + DZ® +etc., quan z=0 llavors A=y. Perd suposant que E és igual

ay, estéque A= E. Prenent lesfluxionsi dividint per z aleshores:

Y —B+2Cz+3D7 +elc.
VA

|m-

Quan z=0 sobté I'expressidé del coeficient B: B=—Y= —. Prenent les fluxions
z z

novament i dividint per z aleshores:

Y _2c+6Dz+dc.
f

£

Fent z=0 i substituint y per E es té I'expressio del coeficient C: C=—

27°
D’aquesta forma es van obtenint els coeficients del desenvolupament en serie de la
quantitat y. Maclaurin afirma que aguesta proposicid es pot deduir a partir del teorema
del binomi.
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Ordre superior

Ditton: El calcul de les segones fluxions el trobem en la secci6 cinquena. oz és e

moment del fluent z (escoli |, seccié cinquend). En treballar amb fluxions d’ ordre
superior Ditton recomana que algun dels fluents flueixi de manera uniforme, és a dir,
gue la seva primera fluxio sigui constant. De fet, al’ article cinque de la seccié cinquena
ell diu que sigui “unitat”, pergue els increments son iguals. Ditton defensa
I”homogeneitat, de manera que s ha de completar I’expressié fluxional (mitjancant
fluxié de fluent uniforme) per tal que tots els termes tinguin e mateix ordre. A |'hora
d escollir quina és la variable que flueix uniformement, és millor prendre aquella que
faci desapareixer més termes quan la magnitud o s anul-la. Relaciona les fluxions

segones, terceres, ... amb els termes del desenvolupament del binomi.™

Maclaurin: Quant a les fluxions d’ ordre superior Maclaurin recomana que una de les
quantitats variables flueixi de forma uniforme, és adir, que la sevafluxi6 sigui constant.
També dona regles per calcular fluxions d’ ordre superior sense haver de recérrer al

clcul de les precedents. Per exemple, la fluxi6 d'ordre m de x" és

Nxn-1xn-2xn-3xetc.x X"x™™ (punt 733). Al punt 734 exposa alguns resultats
(teoremes) que ajuden atrobar les fluxions d’ ordre superior sense haver de trobar-ne les
anteriors. Per exemple, les fluxions de xy en relacié amb les potencies del binomi 1+1.

Esadir, relacionales fluxions d’ ordre superior amb els coeficients del binomi.

Smpson: Defineix les fluxions d’ ordre meés alt: “les mesures de les velocitats per a les
quals les seves respectives quantitats fluents, les fluxions d ordre precedent, son
generades’ (punt 18). En déna exemples primer, prenent la fluxié de x com a constant i
després, com a variable. Perd comenta que al’ hora de resoldre problemes és convenient
considerar la fluxié de x constant tant per evitar problemes com per estandarditzar la

situacio (Seccio l).

¥ \egeu I'article V111 dela seccié cinquenade DITTON (1706).
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Diverses variables
Ditton: A la secci0 quarta proposa trobar les fluxions de I'equacio
x® — xyy+aaz—-b® =0:
- enx 3x%x-Xyy,
- eny: —2wyy,
- enz aaz.
Simpson: En € punt 45 Simpson determina els maxims i els minims d’ expressions amb

dues 0 més quantitats indeterminades, independents entre si, fent fluir aquestes

guantitats una a una, mentre les altres es suposen invariables. L’ exemple que proposa és

trobar els valors de x, y, z que facin maxima I’expressié b* — x* x x?z— 23 x xy - y?.
Primer fa fluir la quantitat y, mentre que la resta queda invariable, i igualant I’ expressio
resultant a zero. Després procedeix de manera analoga, fent variar ara la quantitat z
D’aquesta manera obté una equaci6 només en termes de x. Segons Simpson, la
justificacio d'aguest procediment és obvia. S la fluxié de I'expressié donada no
s'igualés a zero, quan una de les quantitats es considera variable, I’ expressio podria ser
major, sense alterar els valors de la resta de quantitats, considerades constant. | no
s obté el maor valor possible, tret de quan la fluxio s'anul-la. En € punt 27 Simpson
proposa trobar el maxim d’'una expressio en dues variables, X, y, que verifiquen una
condicié particular. Substitueix la condicié en I'expressio i aixi passa a tenir un

problema de calcul del maxim per a una expressio amb un sola variable.

Métode directei invers

Ditton: La secci6 setena correspon al’ estudi del métode invers de les fluxions (o calcul
del fluent d’una fluxié proposada). En la secci6 VIII justifica algunes propietats

(referents a proporcions) de les fluxions mitjancant € métode invers.

Maclaurin: En el punt 735 defineix el métode invers de fluxions: trobar el fluent quan la
fluxié ve donada. Parla de la constant d'integracid. Dels punts 736 a 744 presenta
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exemples del que ara anomenariem integrals semi-immediates. Si un fluent no es pot
representar de forma acurada en termes algébrics, s expressa a partir d una serie
convergent (punt 745) o partir del teorema del binomi de Newton (punt 748) o de
Taylor (punt 751). Els capitols I11 i IV estan dedicats a trobar fluents i aqui Maclaurin

identifica una area amb un fluent.

Smpson: La seccid sisena esta dedicada al metode invers. | la setena tracta les fluxions

per trobar les arees de corbes.

Tangents™

Ditton

Definicié: La tangent és la secant quan els dos punts de tall de la recta amb |la corba
coincideixen.

Determinacio de la tangent

La seccid Il es titula De la relacio i proporcio de les fluxions. Les fluxions son
“proporcionals a’, o en larad primera dels increments, generats en un instant de temps.
Perd també hi ha rectes de longitud finita a les quals les fluxions també poden ser
proporcionas. En I'article IV d'aguesta seccid, suposant que |’ordenada es mou de
manera uniforme, troba |es seguients relacions:

1) Lafluxié del’ ordenada és alafluxié de I’ abscissa com |’ ordenada és a la subtangent.
2) Lafluxio delacorba ésalafluxio del’ ordenada com latangent és al’ ordenada.

3) Lafluxio delacorbaésalafluxio del’ abscissa com latangent és ala subtangent.

Aquestes proporcions les justifica a partir de raons ultimes obtingudes mitjancant el
triangle evanescent, que primer tracta com un cas de triangle finit, al qual aplica després

el moviment uniforme.

Maclaurin
Definicié: En € capitol VII del llibre | (De les tangents de les linies corbes) defineix
concavitat d' un arc de corba: un arc de corba té la seva concavitat girada en un sentit

2 Al Methodus Incrementorum Taylor treballa amb € triangle nascentia, que té la hipotenusa
sobre latangent alacorba, i els catets sobre els increments de I’ abscissai I’ ordenada, i que és semblant al
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quan les linies rectes que uneixen dos punts qualssevol de la corba (és a dir, les cordes)
estan totes sobre un mateix costat de la corba, 0 mentre algunes cauen sobre la corba
mateixa, cap cau del costat oposat. La tangent és una recta que toca un arc de corba de
tal manera que no pot ser dibuixada cap atrarecta pel punt de contacte entre la tangent i
I"arc de corba, o dins I’angle de contacte format per latangent i I’arc. Latangent i la
corda corresponent es troben en costats diferents de I'arc, i quan I'arc té la seva
concavitat girada en un sentit, latangent en e punt esta sobre el costat convex.
Determinacio de la tangent

El capitol cinqué del segon llibre es titula De les regles generals per a la resolucio de

problemes i comenca calculant la subtangent d’ una corba mitjancant la formula

PTzﬂ. La justificaci6 de la férmula de la subtangent, a partir del meétode
y

d exhaustié i del moviment, es troba al capitol seté del primer Ilibre (articles 188, 189,

segons €l tipus de moviment generador). Distingeix €l's casos.

- S x=0 respecte y aleshores PT =0 i la tangent coincideix amb I’'eix

d’ ordenades.

- S y:O respecte X, aleshores latangent és paral-lelaalabase.

Si lacorba és zla seva tangent ve donada per I’ expressio:

) .2 .2
MT = YZ_NX+Y

y y
També dénalaformula per trobar la subnormal: PN = ﬂ .
X

Asimptotes

El capitol X del llibre | estitula De les asimptotes de linies corbes, les arees limitades
per ellesi les corbes, els solids generats per aquestes arees, de leslinies espirals, i dels
limits de les sumes de les progressions. En el punt 286 defineix |’asimptota d’una
branca d’'una corba com la linia recta que no es troba mai amb la corba, pero tal que

corbai larecta s apropen continuament, de manera que la distancia entre elles es pot fer

tan petita com es vulgui. Es diu que la branca de corba que aixi s apropa a I’ asimptota

triangle amb la hipotenusa sobre la tangent, i els catets sobre I'abscissa i I’ordenada. Vegeu TAYLOR
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és de tipus hiperbolic. S la branca d’una corba s apropa d’'aguesta manera a una
pardbola (asimptota parabolica), la branca és de tipus parabolic (de tants tipus com
ordres de paraboles). En €l llibre |l tornen a aparéixer les asimptotes en relacio, per

exemple, amb les caustiques.

Smpson

Definicio: Laseccio |11 esta dedicada a la utilitzacié de les fluxions per tracar tangents a
corbes. La tangent és la trajectoria que seguiria € punt si continués amb moviment
uniforme (estudia els tres casos. moviment uniforme, moviment uniformement accel erat
i moviment uniformement retardat). En el punt 50 també escriu I’ expressio “recta que
tocalacircumferencia’.

Determinacio de la tangent

Simpson considera una ordenada que es mou de manera uniforme sobre I'eix de les
abscisses. El moviment d’ un punt es pot descompondre en dos:. la velocitat amb la qual
es mou I’ ordenada (fluxi6 de I’ abscissa) i la velocitat amb la qual es mou € punt sobre
aquesta ordenada (fluxio de I’ ordenada). Mitjancant la semblanca dels triangles (finits)
que resulta de la descomposicié del moviment i considerant després que el punt es mou
sobre la recta tangent, en lloc de la linia corba (quan € moviment del punt sobre

I’ ordenada és uniforme), aleshores obté I’ expressi¢ de la subtangent, ﬂ :

y
Extrems

Ditton: En el problema X1V (secci6 1X) s ha de trobar la corba de més rapid descens. Es
adir, el temps de descens ha de ser minim, per tant, "segons el metode directe’, la seva
fluxio s’ha danul-lar. Pero Ditton no fa estudi general de maxims i minims (ni

definicions, ni caracteritzacio, ni determinacio de la naturalesa dels extrems).

Maclaurin
Definicio: En el punt 239 del llibre | (capitol 1X) explicaque si una quantitat variable és
tal que creix continuament sense fi o decreix fins a esdevenir zero, no se li poden

assignar ni maxims ni minims. En canvi, s existeix un limit que I'increment o €

(1715), pp. 60-61.
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decrement de la variable no pot traspassar, o bé, quan la variable primer creix finsa un
punt i després decreix (0 al revés), aleshores la magnitud en aquest terme és considerada
maxima (0 minima), sense parar compte de les variacions sofertes en atres parts del
temps. Quan la corba continua immediatament als dos costats de I’ ordenada, es té un
maxim o minim de primera especie (punt 240). Perdo s la corba és reflectida en
I’ordenada i ambdues branques de la corba es troben sobre e mateix costat de
I’ ordenada, aleshores es pot parlar de maxim o minim de segona especie (punt 240). En
el punt 858 defineix un minim com |’ ordenada que és menor que les ordenades d' abansi
de després. De manera analoga, |’ ordenada en el maxim és més gran que les ordenades
d abansi de després.

Caracteritzacio i justificacio

En genera, els candidats a maxims i minims es troben quan les fluxions d’ ordre senar

son nul-les. Altrament, si les que s'anul-len son d’ ordre parell, no hi ha ni maxim ni

minim. Donada I’ equacié y =0, s totes les seves arrels x son diferents (arrels simples)

aquestes son candidats a maxim o minim. En canvi s I'arrel és doble (multiplicitat

parell), no és ni un maxim ni un minim. Si multiplicitat senar, només un maxim o un

minim. En el punt 862 tracta un cas amb x imaginaries. Si quan y: 0 també es verifica

que la segona fluxi6 és infinita respecte a X (suposada constant), no es pot concloure
gue es tingui un Mmaxim o un minim sense cap Més estudi. Doncs es pot donar € cas de
punt d'inflexié o de cuspide. Es poden trobar els candidats a extrem fent nul o infinit el
coeficient X Pero Maclaurin remarca que hi ha moltes excepcions a aguesta regla
X

genera (punts d’inflexid, cuspides,...) i que és millor comparar els signes de lafluxio de
y aambdds costats de |’ ordenada.

Naturalesa dels extrems

En particular, mitjancant la série de Taylor, justifica perqué si la segona fluxio és
positiva es té un minim i si és negativa un maxim (quan fa fluxions successives pren la
primera fluxié de x constant). En general, es té un minim quan la primera fluxié d’ ordre
parell que no sanul-la és positiva, i un maxim quan és negativa. Pero s les que

s anul-len son d’ ordre parell, no hi ha ni maxim ni minim.
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Smpson

Definicié: Si una quantitat creix (o decreix) fins a una posicio i després decreix (o
creix), la determinacié d agquesta posicio és un problema de maxims i minims (seccié
).

Caracteritzacio i justificacio

Indica que els candidats es troben igualant a zero la fluxio, ja que la distancia entre un
punt amb moviment uniforme i un amb moviment accelerat (o retardat) primer creix i
després decreix (maxim) o a revés (minim). A continuacié déna 21 exemples (la
majoria, de caire geométric). Entre d altres, presenta el primer exemple proposat per
Fermat a seu metode per trobar maxims i minims, utilitzat també per L’ Hopital i
Bernoulli. Es tracta de dividir un segment en dues parts de forma que el seu producte
sigui méxim.?! En un escoli resumeix dient que els candidats a maxim i minim son les
arrels de I’equaci6 resultant d anul-lar la fluxié. També tracta el que ara anomenem
extrems absoluts i relatius. Simpson contempla el cas en qué, tenint dos minims, un
d ells doni un valor més petit que I'altre. Avalua I’equacié en els limits prescrits pel
problema i compara amb €l valor de la quantitat en la posicio que anul-la la fluxié. Si
I’equacio resultant de fer zero la fluxio no té arrels, la quantitat creix o decreix
continuament sense admetre ni maxims ni minims. Finsi tot |’ equacio pot tenir arrelsi,
tanmateix, no existir-ne extrems. En aguest cas la fluxio té el mateix signe abans i
després del candidat a extrem. Algebricament vol dir que I’equacié admet un nombre
parell d arrels iguals. Amb una remarca assenyala la relacio entre la multiplicitat de les
arrels de I'equacio i I’ordre de la fluxié (nombre d’ arrels menys 1 indica els ordres
successius de fluxions que s anul-len).

Naturalesa dels extrems

Per distingir la naturalesa de I’extrem, s'’ha de veure quin signe té la fluxié abans
d esdevenir zero. Si € signe és positiu tenim un maxim. Si és negatiu, un minim. Perqué

quan una quantitat creix lafluxio és positiva, i quan decreix, lafluxié és negativa.

2 \Vegeu FERMAT (1894), p. 122.
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Puntsd'inflexié i deretrocés. Altres puntssingulars

Ditton: En la seccid X, en exposar els usos i aplicacions del métode directe de fluxions,
diu que es poden calcular els punts d’inflexio i de retrocés, perd no en presenta cap

estudi general (ni definicions, ni caracteritzacio).

Maclaurin

Definicio: En el punt 182 (capitol VI1) quan els dos arcs de corba a ambdos costats d’ un
punt es troben sobre costats diferents de la tangent, €l punt s'anomena punt de flexio
contraria (ésadir, d’inflexid). En els punts 866 i 867 (ara, doncs, en € llibre Il) estudia
aquests punts, des de la vessant algorismica (algebrica) del calcul de fluxions.
Caracteritzacio i justificacio

Generalment aquests punts es determinen resolent y: 0 0 «, tot i que aguesta regla
presenta excepcions. L’ordenada passa per un punt de flexié contraria quan, essent

continua la corba a ambdds costats de I’ ordenada, y és maxima o minima, la qual cosa

no és sempre certa quan yz 00w.S yz O i y real i finita,?? aleshores es té un punt
de flexié contraria. Ho justifica a partir del desenvolupament en série i tenint en compte

que els arcs de corba a ambdds costats del punt han de trobar-se en costats diferents de
latangent. Per0 si y észeroi y real i finita, aleshores no hi ha punt de flexié contraria.

En generd, s y y y etc. sanul-len, s el nombre d’ aguestes fluxions és senar i la
fluxié d’ ordre seglient ésreal i finita llavors es té un punt de flexio contraria. Perd si el
nombre de fluxions que s anul-len és parell, en aguest cas no podem assegurar que hi

hagi punt de flexio contraria, [levat que formi una doble flexié infinitament petita en el

punt. Comparant €l signe de y a ambdos costats del punt, si els signes son diferents,

aleshores es té un punt de flexié contraria. En € punt 182 Maclaurin defineix un punt
doble com lainterseccio de dos arcs que tenen tangents diferents en aquest punt o que es
troben sobre costats oposats de la mateixa tangent. En el punt 868 tracta les cuspides (0
punts de reflexio). Se'n distingeixen dos tipus (i aqui fa referéncia a punt 268). El

primer tipus es dona quan la corba fa una reflexi6 des de I’ ordenada, que és €l tipus més

2 g entén que, quan un valor ésredl i finit, és, amés, no nul.
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simple de cuspide. Es forma quan y és infinita. Quan la primera fluxio de y ésinfinita

respecte la primera fluxié de x, a vegades es té una cuspide del segon tipus. | s y 0 y

son realsi finites, sempre es forma una cispide del segon tipus.

Smpson

Definicio: La determinacio dels punts d’inflexio apareix ala seccié 1V. Quan una corba
€s, per una part, concava, i per altra, convexa, € punt limit de les dues parts és un punt
deretrogressio, o de flexio contraria.

Caracteritzacio i justificacio

Quan la velocitat del punt que descriu la corba decreix, la corba és concava. Quan la

velocitat creix, la corba és convexa. Per tant la velocitat en el punt d’inflexié en aquest
cas és minima, és a dir, y ha de ser minima. Quan la velocitat primer creix i després
decreix, significa que y ha de ser maxima. Per tant, el punt d'inflexié es troba igualant
azero lasegonafluxio, y . Simpson presenta dos casos:

- y: 0 quan x flueix uniformement (és adir, quan X és constant),

- x=0 quan y flueix uniformement (és a dir, quan y és constant).
Quan dona I’ equaci6 de la corba troba la segona fluxié explicitament, implicitament o
d ambdues formes. També tracta la concavitat, convexitat i punts d’inflexié en relacié a
la multiplicitat de les arrels. En I’article 66 s han de buscar els punts d’inflexié de la
concoide (de parametres a i b). S obté una equaci6é que és més simple en € cas que els
parametres siguin iguals. Aquest és e cas que Simpson desenvolupa fins a final. Pero
no resol € cas general. En I’ article 67 Simpson diu que per saber si la corba és concava

o convexa Shan destudiar les arrels de I’equacio y:O. S entre dues arrels

consecutives la segona fluxié és positivaindica que la corba és convexa, i Si és negativa,

que la corba és concava. També observa que hi ha casos en qué, tot i verificar-se y =0,

no es detecta cap canvi de signe. Es € cas d’ arrels multiples. Aleshores, no hi ha punt
d'inflexio, donat que la corba presenta la mateixa curvatura a ambdés costats.
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| ndeterminacions

= % . Aleshores s’ hade calcular E doncs, quan P i

Q

Maclaurin: Estudiael casen qué

Yollns!

: . Lot P | . P
Q decreixen fins a anul-lar-se, la rad Ultima de 6 és precisament — . Dels tres autors

Q

britanics analitzats Maclaurin és |’ Unic que presental’ estudi d’ aquesta indeterminacio.
Corbes osculadores®

Ditton
Igual com passa amb els punts d’inflexig, Ditton inclou les evolutes entre els problemes
gue es poden resoldre amb calcul de fluxions pero no en presenta cap estudi general ni

cap exemple.

Maclaurin

El capitol X1 del llibre | esta dedicat a la curvatura de les linies, la seva variacio i €ls
diferents tipus de contacte, entre atres coses. Arcs de cercles iguals, quan s aplica un
sobre I’altre, coincideixen. En canvi, aixd no passa amb arcs de cercles diferents. Si
aquests arcs es toquen, I’arc del cercle més gran té menor curvatura respecte la tangent
comunadue el del cercle més petit, i passaentre latangent i I’arc del cercle menor. Com
gue un cercle donat té curvatura uniforme, es pot anar variant la curvatura fent créixer o
decréixer €l diametre. Per aix0, la curvatura del cercle serveix per mesurar la curvatura
d altres linies. Només hi ha una recta que pugui ser la tangent d’ un arc de corba en un
mateix punt, perd hi ha un nombre indefinit de cercles que togquen la corba en aguest
punt, amb contacte de diversos graus. El cercle de curvatura és aquell que té la mateixa
curvatura que la corba en un punt, és a dir, de manera que cap altre cercle pel punt de
contacte no es pot tracar entre lacorbai el cercle de curvatura. El seu centre és el centre
de curvatura i el seu semi-diametre és el radi de curvatura. Aixi com la posicio de la

tangent vavariant a llarg d’ una corba qualsevol (llevat del cas de lalineal), la curvatura

2 Al Methodus I ncrementorum Taylor considera tres punts sobre una corbai e cercle que passa
per aguests tres punts. Quan els tres coincideixen, els arcs de corba corresponents s esvaeixen, i aleshores
€ cercle coincideix amb la corba. Vegeu TAYLOR (1715), pp. 61-64.
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vavariant a llarg d una corba qualsevol (llevat del cas del cercle). Quan dues corbes es
toquen de manera que cap cercle pot passar entre elles, tenen la mateixa curvatura, ja
que €l cercle que toca a una d’ elles tan “intimament” que cap altre cercle no pot passar
entre ells, també tocara I’ altra corba de la mateixa forma. Nombre indefinit de graus de

contacte, més o menys intim. En el punt 870 donalaformuladel radi de curvatura:
3
S

Xy
on s ésl’arc. Aquesta férmulala justificaal’ article 382 (és adir, a llibre 1) mitjancant
el métode d exhaustid, la semblanca de triangles i la relacié entre la curvatura i la
parabola. S R és el radi de curvatura la variacié de la curvatura (segons explicacié de

. R
Newton) és com —.
S

Smpson

Laseccié V estitula Us de les fluxions per determinar elsradis de curvatura i evolutes
de corbes. En primer Iloc (punt 68) defineix I’evoluta: s suposem un fil tot a llarg
d’ aguesta corba, i € desenrotllem, descriu una nova corba. Dibuixa un semicercle amb
mateix radi que la nova corba, de manera que tindran mateix grau de curvatura. La
curvatura de dues corbes ésigual quan les seves fluxions primerai segona coincideixen
(prenent la fluxié de I’ abscissa constant). El radi d’ aquest cercle és el radi de curvatura
i calculalasevaexpressio

——3I2
2 2

y +X

— Xy
Demostra primer aquesta férmula a partir de la semblanca del triangle evanescent i del
triangle rectangle amb hipotenusaigual a radi de curvatura. A continuaci6 presenta una
segona manera de justificar aquesta férmula, a partir de la semblanca de triangles,
considerant dos radis perpendiculars a la corba, indefinidament propers I’un de I’ atre.
Si el valor de lafluxio de I’ ordenada del cercle canvia de positiu a negatiu, €l radi de
curvatura després de ser infinit, cau a |’ altre costat de la tangent, i e punt corresponent
(quan aquesta fluxio és zero) sera un punt de flexié contraria (punt d’inflexid). Aixi, en
una corba amb ordenades referides a centre del cercle, € punt d'inflexié es pot trobar
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anul-lant la fluxi6 de I’ ordenada del cercle (cas no contemplat en la seccio |V, dedicada

al’estudi dels punts d'inflexid).

6.4.2. EL LLENGUATGE QUE UTILITZA, ESGEOMETRIC O ALGEBRIC?

Ditton: El llenguatge emprat per Ditton és generament geometric. Les quantitats no
estan formades per parts molt petites sind que vénen descrites per un moviment continu
ininterromput, que és @ resultat d’un flux regular. En general, qualsevol corba es pot
generar a partir del moviment composat d' un punt. A més, les dues darreres seccions
son una serie de problemes adrecats a “gedOmetra jove’. Tanmateix, quan exposa la
fluxio de les quantitats logaritmiques ho fa a partir de les propietats del

desenvolupament en série.

Maclaurin: L’objectiu del primer llibre és fonamentar de manera solida e calcul
newtonia. Té un caracter marcadament geometric. La geometria és considerada font
d'inspiracié i rigor. Les magnituds estan generades per un flux o moviment.
Guicciardini parla d’“axiomatitzacié cinematica’ del cdlcul.® El cardcter del segon
Ilibre és més algébric. Esta escrit en el [lenguatge de les séries, del simbolisme algébric,
dels algorismes... Tanmateix, en comencar €l llibre Il diu que la idea de fluxié és més
aplicable a magnituds geométriques (naturalment concebudes per moviment) que a
quantitats abstractes (expressades de forma algebrica). Perd que S aconsegueixen
millores en estendre al metode computacional (algébric), tot i que de vegades pot
semblar complicat. Dona métodes per expressar fluents que no es poden representar de
forma acurada en termes algebrics: teorema del binomi de Newton (punts 748-750);

teorema de Taylor (punts 751-754).%

Smpson: El llenguatge emprat en la primera part és geométric (les magnituds vénen
generades per moviment continu). No fa servir séries. No obstant aix0, apareixen
comentaris de caire algébric com, per exemple, que quantitats de diferent classe no es
poden comparar des del punt de vista geomeétric pero si té sentit la comparacio des del

\/egeu GUICCIARDINI (1989), p. 59.
% Al punt 750 fareferénciaa Commercium Epistolicumi al De Quadratura de Newton. | al punt
751 esmenta al Methodus Incrementorum de Taylor.
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punt de vista algébric. També ens trobem amb casos com e problema de I’ article 33
sobre maxims i minims, on dona la versié geomeétrica i, a continuacio, |’ algébrica. En
aquest cas, pero, considera que, amb fluxions, la resolucié és més curtai expeditiva. A
la seccio |, com que compara X i X quadrat, en una nota comenta que tracta aquestes
expressions des del punt de vista algébric, no geométric, per evitar e problema
d’homogeneitat. En general, tot i acceptar els fonaments cinematics de Maclaurin, no hi

esta d’ acord amb la utilitzaci6 excessiva de la geometria.®

6.4.3. ELECCIO DE COORDENADES | TRACTAMENT DE LES CORBES
ALGEBRIQUES| TRANSCENDENTS

Ditton: Ditton generament treballa amb coordenades ortogonals, per a linies corbes
genériques. En I'article V (seccio 1) classifica les corbes segons s les ordenades son
paral-leles 0 s parteixen d' un punt (com en el cas de |’ espiral). Ambdds tipus de corbes
es generen i descriuen a partir de composicié de moviment.?” No fal’ estudi de tangents,
extremsi punts d'inflexié de cap corba. Apareix la cicloide (en coordenades ortogonal s)
en la darrera secci6 com a solucio del problema de la corba de més rapid descens. En
I"article IV de la secci6 1V, Ditton afirma que qualsevol quantitat proposada es pot
reduir a suma, resta, multiplicacio, divisio, potencia, arrel 0 combinacié de tot aixo. La
seccié sisena esta dedicada a les fluxions dels logaritmes i quantitats exponencials.

Troba la fluxi6 del logaritme de 1+ x a partir del seu desenvolupament en série. Quant

., . . X . . ., , .
alafluxié de quantitats exponencials, com a*,z”,z” , utilitzala derivaci6 logaritmica.

Maclaurin: Generalment Maclaurin treballa amb coordenades ortogonals, tot i no
explicitar-ho.” Perd també trobem el cas de coordenades des d’ un punt. Per exemple, en
calcular latangent i la normal (punt 857) o bé s punts d'inflexié (punt 869), treballa
amb €l radi (des del centrefinsalacorba) i I’ arc de corba descrit amb aquest radi. En €l
primer llibre tracta el logaritme, |’exponencial, la cicloide,... des d’'un punt de vista

geometric, a partir de la definicio. En e segon llibre, per a demostracions fa servir

% \/egeu |’estudi sobre Simpson com un dels “analistes’ fluxionals a GUICCIARDINI (1989),
pp. 83-84.

?"\/egeu DITTON (1706), p. 7.

% \egeu, per exemple, e punt 870 de MACLAURIN (1742).
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series. Com a casos particulars, més aviat utilitza corbes algebriques, com per exemple
y=a’x— x> (article 861). En I'article 717 i seguients, trobem €l calcul de fluxions de

les funcions logaritmiques. En aguest cinqué capitol no apareixen la cicloide, la
quadratriu, la concoide, la cissoide ni I’ espiral. Desenvolupament en serie del logaritme
i del cosinus a partir del teorema de Taylor. Fent servir derivacié logaritmica troba la

fluxié de lafunci6 exponencial.

Smpson: En la seccié |, Simpson afirma que, a partir de les fluxions de quantitats
algébriques, es poden explicar tota la resta, de qualsevol tipus®® A més de corbes
algebriques (cercle, paraboles, el lipses, hipérboles, cissoide i concoide), a seu llibre
apareixen trigonométriques (sinus i cosinus),® cicloide i espirals (logaritmica i
d Arquimedes). En la secci6 sobre el tragat de tangents és on s observa millor I’ eleccio
de coordenades. Simpson sempre fa servir coordenades ortogonals per a les corbes
algebriques. L’ article 56 esta dedicat a la cissoide. No diu qui son X, y (no hi ha dibuix)
perd I'equacid que en resulta prové de fer servir coordenades ortogonals. Quant a la
concoide (punt 57) Simpson utilitza també les ortogonals, mentre que Bernoulli i
L"Hopital havien emprat coordenades des d' un punt. També amb ortogonals estudia el
cas de corbes d ordenades paral-leles. Per a la cicloide (punt 58) escull les abscisses
sobre I’ arc de la circumferencia generadora, com feia L’ Hopital. | aixi I’ equacio que en
resulta és senzilla. Per ales espirals logaritmicai d’ Arquimedes (punts 59-61) fa servir
Iarc i € radi. En general, dona les equacions de les corbes. Tanmateix, en €l cas de
I”espiral d’ Arquimedes, no en donal’ equacio sind que, directament, a partir de les seves
propietats, troba les equacions de la tangent i de la subtangent. Per a calcul dels punts
d’inflexi6 només en dona exemples de corbes algebriques. Generament en justifica
I”equacio de les corbes que utilitza com a exemples: circumferencia, parabola, €-lipse,
concoide, cicloide, espira logaritmica... De la hiperbola i la cissoide, pero, n’escriu
directament I’equacio. En general, a partir de les propietats de la corba en déna
I"’equacio. Perd en e punt 59 proposa determinar les dimensions del menor triangle
isoscel es que pot circumscriure un cercle donat i aleshores no treballa amb equacio, sind

amb proporcions a partir de les propietats de la situacié geometrica.

% \/egeu SIMPSON (1750), p. 3.
% Defet, alaseva obra Trigonometry (1748) Simpson introdueix |es abreviatures que actual ment
s utilitzen per ales funcions trigonomeétriques. Vegeu WILKINS (2001).
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6.4.4. PROBLEMESI| APLICACIONS

Ditton: Pel que fareferéncia a tangents, extrems i punts d’inflexié no enuncia cap regla
genera i nomeés trobem alguna aplicacio com a part dels problemes de la darrera seccio.
En la secci6é IX fa un esquema dels usos i aplicacions del metode directe (tangents,
maxims i minims, punts d'inflexié i retrocés, evolutes, caustiques) i del metode invers
(rectificacio, quadratures, superficies, volum de solids, centres de gravetat, centres
d oscil-laci6). Tot seguit presenta una serie de problemes, generament geometrics, on
S ha d' utilitzar ambdéds métodes. Per exemple: (1) quina és la proporcié de les fluxions
dels costats d'un triangle; (2) quina és la proporcio de les fluxions d’ un parell d' angles
assignats a un cercle; (3) quina és la corba de minim descens (problema X1V); (4) com
rectificar la corba isocrona (problema VII1); (5) quins son €els focus de vidres optics
(problema XV); etc. Fa referencia a problemes estudiats per Torricelli i Galileu. En
relacio a problema XV, sobre vidres optics, enuncia el segient lema: larad Ultima entre
I"increment del raig incident i e decrement del raig refractat és sempre la proporcié del
sinus de I'angle d’incidencia a sinus de I'angle refractat. La demostracié d agquest
resultat (que és la llei de Snell) és molt semblant a la que apareix a I’ Analyse de
L’ Hépital, partint de dos punts infinitament propers i de triangles semblants.* Al
corol-lari que segueix enuncia € mateix resultat perd tractant les raons ultimes
d increment i decrement com a les fluxions respectives del raig d’'incidenciai del raig

de refraccio.

Maclaurin: Maclaurin obté férmules generals que aplica a diversos casos particulars.
Maclaurin presenta el calcul de tangents, maxims i minims, punts d’ inflexio, curvatura...
Dels autors estudiats és I’ Unic, junt amb L’ Hopital i Saladini, que tracta les caustiques.
Les definicions de caustica per reflexid i per refraccio apareixen a capitol XI del llibre
I. En €l llibre I relaciona, mitjangant fluxions, el radi d’incidenciai el radi de reflexio
(punt 872) i els cosinus dels angles d’'incidencia i de refraccid (punt 873). A la segona
part del capitol V del Ilibre I1, trobem una amplia varietat de problemes de tipus fisico-
matematic, on fara servir e métode directe i €l métode invers. forces centripetes,

construccio de trgjectories, computacié del temps de descens al llarg d’'una corba,

*Vegeu L'HOPITAL (1696), exemple IX, p. 47.



262 Capitol 6

computacié de moviments en un medi, determinacio de la catenaria, mesura d’ arees,

solids i superficies, centres de gravetat i d’ oscil-lacio, etc.

Smpson: Simpson també enuncia lleis universals que aplica a molts casos particulars.
En genera aplica el metode de fluxions a la teoria de corbes (tangents, maxims i
minims...). La seccid cinquena tracta €l radi de curvatura i les evolutes. A la seccid
vuitena Simpson treballa la rectificacio de corbes. Les seccions novena i desena estan
dedicades als cossos solids. La seccidé onzena tracta €ls centres de gravetat, i la
percussié i oscil-lacio dels cossos. Finament, a la seccié dotzena treballa guestions
sobre les forces centripetes. Simpson també exposa exemples d optimitzacio

d expressions amb diverses variablesi d’ optimitzacié amb restriccions.



7. UN PUNT SINGULAR: INSTITUTIONES
CALCULI DIFFERENTIALIS (1755) DE
LEONHARD EULER



7.1. INSTITUTIONES CALCULI DIFFERENTIALIS (1755) DE
LEONHARD EULER

Leonhard Euler’ vanéixer aBasileael 1707 i mori a Sant Petersburg el 1783. Erafill de
Paul Euler, pastor lutera que estava relacionat amb la familia Bernoulli. Paul Euler
havia assistit a les classes de Jakob Bernoulli i, de fet, havia viscut a casa seva, amb en
Johann Bernoulli, mentre estudiaven. Aixi, va ser ell qui ensenya e seu fill les
matematiques elementals. Aviat Leonhard mostra interes per les matematiques, tot i que
el seu pare volia que estudiés Teologia. Entra a la universitat el 1720. El 1723 assoli €
master de filosofia, després d haver comparat i contrastat les idees filosofiques de

Descartesi Newton.

Comenca els seus estudis de teologia la tardor de 1723, estudis que no el motivaven
com ho feien les matematiques. Johann Bernoulli va descobrir €l seu potencial per ales
matematiques en unes tutories privades A través de Johann, Leonhard aconsegui que €l
Seu pare canviés de parer i el deixés estudiar matematiques. Completa els seus estudis a
la universitat de Basilea el 1726. Havia estudiat moltes obres, recomanades per Johann:
Varignon, Descartes, Newton, Galileu, van Schooten, Jakob Bernoulli, Taylor, Wallis i
Hermann. El 1726 Euler publica un article sobre les corbes isocrones en un medi
resistent. El 1727 en publica un sobre trgjectories reciproques, i un altre sobre la millor
manera de disposar €ls pals d'un vaixell, que envia a concurs de I’ Académia de Paris,
obtenint el segon premi.

El 1726 van oferir Euler una placa a Sant Petersburg, quan Nikolas I Bernoulli morf;
havia d’ ensenyar les aplicacions de les matematiques i les mecaniques a la fisiologia.
Ingressa a I’ Académia de Ciéncies de Sant Petersburg dos anys després de ser fundada
per Caterina |, muller de Pere el Gran. Gracies a Daniel Bernoulli i a Jakob Hermann,
Euler obtingué una placa a la divisio fisico-matematica de I’ Academia, en lloc de la de
fisiologia. Euler treballa com a lloctinent medic a I’armada russa des de 1727 fins a
1730, quan obtingué la plaga de professor de fisica a I’academia, esdevenint membre
amb dedicacié completa. En aquest periode, a més de les obres matematiques, dugué a

terme projectes estatals sobre cartografia, educacio, magnetisme, maquines, motors,



266 Capitol 7

construccio de vaixells. Degut a la severitat del clima, e 1735 perd completament la

visio d' un ull.

Augmenta la reputacio d Euler en guanyar el Gran Premi de I’ Académia de Paris €
1738 i 1740. Aixo fa que rebi una oferta per part de Frederic el Gran per treballar a
Berlin. Donat que en aquell moment Russia tenia problemes politics, Euler decideix
acceptar |’ ofertai marxar cap a Berlin el 1741, esdevenint director de matematiques de
I’ Académia de Ciéncies de Berlin, el president de la qual era Maupertuis. Aqui també
S ocupara d' altres tasgues, apart de les matematiques: supervisio de I’ observatori i €l
jardins botanics, seleccié de personal, comptabilitat, cartografia, funcionament del
sistema hidraulic,... Durant els 25 anys que passa a Berlin, Euler escriu a voltant de 380
articles i llibres sobre calcul de variacions, calcul d orbites planetaries, artilleria,
balistica, andlisi, astronomia, navegacio, calcul diferencidl...

El 1766 Euler torna a Sant Petersburg, on morirael 1783. Molt aviat esdevé gairebé cec.
El 1771 la seva casa és destruida per un incendi perd Euler aconsegueix salvar els seus
manuscrits. El 1771 perd totalment la visio pero degut ala sevamemoriai al’ gjudadels
seus fills i de dos membres de I’ Academia produira gairebé la meitat de tota la seva
obra. Crea gran part de I’andlisi i revisa gairebé totes les branques de les matematiques
pures conegudes llavors, completant-les, afegint-hi demostracionsi donant-li una forma
consistent: teoria de nombres, andlisi infinitesmal (incloent equacions diferencials i

calcul de variacions), mecanicaraciondl, ...

Son importants les seves aportacions a la notacio matematica: f (x) per indicar funcio
de x; e per alabase del logaritme neperia; i per ala unitat imaginaria;... Algunes de les
seves obres son: Mechanica (1736-37); Methodus inveniendi lineas curvas... (1744);
Introductio in analysin infinitorum (1748); Institutiones calculi differentialis (1755);
Theoria motus corporum solidorum (1765); Institutiones calculi integralis (1768-70);
Lettres a une Princesse d’ Allemagne (1768-72); Einleitung zur Algebra (1770), ...

El 1748 publica a Berlin I’ Introductio in analysin infinitorum, una exposicié de I’ andlisi

algebrica, com a estudi de funcions. Aquesta obra basa €l calcul en la teoria de funcions

! Les fonts biografiques que han estat consultades son O’ CONNOR-ROBERTSON (1999);
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elementals, en lloc de les corbes geométriques. La primera part conté el que es troba en
els llibres de text moderns sobre algebra, teoria d’ equacions i trigonometria. En la part
d' algebra destaca |’ expansio de funcions en série i la sumacié d’ una série donada (tenint
en compte la convergencia). Quant a la trigonometria, Euler és €l primer en tractar el
sinus, el cosinus, ... com afuncions, i no com a cordes. Considera la trigonometria com
una branca de I’andlisi, i no un apendix de |’ astronomia o la geometria. La segona part
esta dedicada a la geometria analitica. Comenca per dividir les corbes en algebriques i
transcendents i estableix una seérie de proposicions per a corbes algébriques, que
aplicara a la resolucié d equacions. També estudia superficies (equacio, transformacio

de coordenades en I’ espai, curvatura).

El 1755 apareix Institutiones calculi differentialis. Segons Grattan-Guinness les
Intitutiones ensenyen els principies elementals del calcul diferencial, incloent una
revisio basica del concepte de Leibniz, que esdevindria estdndard.? En la primera part
enunciales regles per diferenciar funcions d’ una o més variables, aixi com per trobar els
diferencials d’ordre superior. En la segona part, presenta les aplicacions del calcul
(andlisi de quantitats finites, series, maximsi minims); al’ algebra (solucio d’ equacions,
suma de series, maxims/minims, estudi d’indeterminacions); i ala geometria (tangents,
curvatura). La versié que analitzat és la traduccié alemanya de Johann Andreas C.
Michelsen, Vollstdndige Anleitung zur Differential-Rechnung (1790-1793). Els
continguts de I’ obra es distribueixen en nou capitols a la primera part i divuit a la

segona:

PRIMERA PART

- Capitol primer: Deles diferéncies.

- Capitol segon: Dela utilitat de les diferencies en la teoria de les séries.

- Capitol tercer: Delsinfinitsi delsinfinitament petits.

- Capitol quart: De la naturalesa dels diferencials de tots els ordres.

- Capitol cinqué: De la diferenciacio de funcions algebriques d’ una variable.
- Capitol sisé: De la diferenciacio de funcions transcendents.

- Capitol sete: De la diferenciacié de funcions de dues o més variables.

- Capitol vuite: De la diferenciacié de les férmules diferencials.

MARTINEZ (2000); WILKINS (2001).
2 \Vegeu GRATTAN-GUINNESS (1997a), pp. 305-306.
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- Capitol nové: De les equacions diferencials.

SEGONA PART

- Capitol primer: Dela transformacio de les series.

- Capitol segon: De la invencié de series sumables.

- Capitol tercer: Dela invencio de les diferéncies.

- Capitol quart: De la transformacié de les funcions en series.

- Capitol cinque: Delainvenci6 dela suma de la série a partir del terme general.

- Capitol sisé: De la sumaci6 de les progressions a través de series infinites.

- Capitol sete: Continuacio de la sumacid de les progressions a traves de series
infinites.

- Capitol vuite: Del’Gsi utilitat del calcul diferencial en la formacié de séries.

- Capitol nove: Dela utilitat del calcul diferencial en laresolucié d’ equacions.

- Capitol desé: Dels valors maxims i minims de les quantitats variables.

- Capitol onzeé: Dels maxims i minims de funcions multiformes i de funcions de més
variables.

- Capitol dotzé: Del’ s dels diferencials en I’ estudi de les arrelsreals de les equacions.

- Capitol tretzé: Dela caracteristica de lesarrelsimaginaries.

- Capitol catorze: Dela diferenciacio per a casos particulars.

- Capitol quinze: Dels valors de les funcions que en casos determinats es mostren
indeter minats.

- Capitol setze: De la diferenciacié de funcions inexplicables.

- Capitol dissete: Dela interpolacio de series.

s

- Capitol divuité: Del’ ts del calcul diferencial en la resolucié de les fraccions.

Donada la “internacionalitat” d’'Euler i la seva transcendencia en e desenvolupament
del calcul, vaig decidir fer un capitol especial que inclogués només Euler i quedés lliure
de les fronteres geografiques. Aquest capitol no pretén ser una andisi exhaustiva de la
notable i extensa obra d' Euler. Donada la naturalesa del meu treball, m'he centrat
nomes en el seu tractat sobre calcul diferencial, completant algunes guestions amb

' estudi de |’ Introductio in analysin infinitorum quan ha calgut.’

% Hefet servir laversio anglesade J. D. Blanton, Introduction to Analysis of the Infinite, 1988.
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Del prefaci de les Institutiones calculi differentialis es dedueix que € Ilibre va dedicat
als que sinicien en el calcul. Diu que és dificil explicar € calcul diferencial i I’analis
dels infinits a algl que no té cap coneixement de la matéria. Al contrari que les altres
ciéncies, no és suficient donar-ne I’ explicacio, per entendre bé el calcul diferencial cal
conéixer-ne tots els seus motius. D’ altra banda, en €l prefaci de I’ Introductio in analysin
infinitorum Euler diu que la dificultat que tenen els estudiants que volen estudiar analisi
€s que saben poca algebra ordinaria, la qual cosa fa que adquireixin idees estranyes
sobre I'infinit. Tot i que no en cal un coneixement exhaustiu, alguns topics, omesos o
tractats amb poca cura en textos ordinaris d’algebra, son necessaris. La intencié de
I”Introductio és esmenar aquest defecte, apropar el lector al’infinit de manera gradual i
imperceptible. L’opinio del traductor a I’anglés de I’ Introductio és que aguesta obra
prepara per al’ estudi posterior del calcul.

De les Institutiones es feren diverses edicions en llati (1755, 1787, 1913). Consultant els
catdlegs de biblioteques’ de Gran Bretanya, Franca, Itdlia i Alemanya es troben
traduccions de les Ingtitutiones al’ alemany (1790-1793, 1798) i al’ anglés (2000).

7.2. COM EXPOSA ELSFONAMENTSDEL CALCUL?

El primer objecte d’ estudi son les variables, que porta a parlar de la dependéncia entre
variablesi, per tant, de les funcions. Els canvis que pateixen les funcionsi, en particular,
les proporcions d aquests canvis, son |’objecte final del calcul diferencia. El capitol
tercer esta dedicat als infinits i as infinitament petits. Una quantitat tan gran com es
vulgui, que creix sense fi, a la qual sempre se |li pot afegir un creixement, és una
quantitat que creix infinitament. No hi ha cap limit que no pugui superar. No pot ser
indicada a través de cap nombre determinat. Es com la matéria, que sempre pot dividir-
se sense fi, sense arribar a una part indivisible. Per tant, Euler es reconeix contrari a
I’existéncia d’atoms i de monades. Tot i que es negui |’ existencia del nombre infinit en
el moén, no es pot negar en matematiques: per exemple, la suma 1+2+3+... no és

finita. L’infinit el ssmbolitza mitjangant 2.
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La teoria dels infinits és meés clara a partir de la discussio dels infinitament petits. Una
quantitat pot decréixer fins a desapareixer, fins a esdevenir 0. Una quantitat d’ aquest
tipus s anomena infinitament petita, és una quantitat evanescent i, en consequencia, s
zero. Es una quantitat més petita que qualsevol quantitat donada. Entre dos zeros no hi
ha cap diferéncia, s els comparem aritmeticament. En canvi, si es fa la comparacio a
nivell geometric, aleshores dos zeros no son sempre iguals (per exemple: com que
n-0=0 llavors n:1=0:0, ni 1 no son iguas, no es pot canviar una per |’altra). El
calcul diferencial s ocupa de calcular les proporcions geométriques de dues gquantitats
infinitament petites. Donat que una quantitat infinitament petita és zero, s a una
quantitat finita se li afegeix o se li treu una quantitat infinitament petita, aquesta
quantitat ni creix ni decreix, tant a nivell aritmetic com geometric. Les quantitats

infinitament petites desapareixen respecte les finites. Euler afirma que aguest resultat és
valid a nivell geométric, de Iestil dels escrits dels Antics. Si dx = 0,dx? = 0,dx* =0,
etc. aleshores dx? desapareix respecte dx, doncs dx+dx? i dx guarden proporcio
diguatat. Per exemple, a nivell geométric es pot considerar la proporcid
dx+ dx? : dx =1+ dx = 1. El terme dx ésun infinitament petit de primer ordre; e terme

dx? és un infinitament petit de segon ordre, etc. Aquest és el raonament que aplica en

justificar el diferencial del producte de dues funcions.

A partir de la idea dels infinitament petits (2) és més facil determinar la naturalesa dels

infinitament grans (1). Els ordres dels infinitament petits indueixen els ordres dels
z

infinitament grans. Johann Bernoulli havia definit els ordres dels infinitament grans i

petits de la mateixa manera.
Variable

En I'Introductio in analysin infinitorum defineix una constant com una quantitat
determinada que sempre té el mateix valor. En canvi, una variable és una quantitat no
determinada (o0 universal) que pot prendre qualsevol valor (qualsevol nombre de

qualseval tipus). En les Institutiones calculi differentialis diu que les variables admeten

* Berkeley Digital Library SUnSITE, Bibliotecas universitarias y de investigacion espafiolas,
Catalogo Colectivo del Patrimonio Bibliografico Espafiol i Karlsruher Virtueller Katalog.
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tot grau de creixement/decreixement. La diferencia entre ambdos tipus de quantitats no
es troba en la naturalesa de les coses, siné en les condicions de I'exercici en qué
apareixen. Euler va fer estandard la notacié a, b, c,... per a constants i x, y, z per a

variables.

Funci6

L’ estudi de les variables portaa parlar de dependéncia d’ una variable respecte les altres.
Lavariable, el canvi delaqual s observacom I’ efecte del canvi d’una atravariable, de
la qual depen, és una funcié d aquesta altra variable. Aquesta definicié compren totes
les formes en que una variable pot ser determinada a través de I'altra: s X és una
variable, totes les quantitats que depenen de X, 0 que gqueden determinades a través
d ella s'anomenen funcions de x. A I'Introductio defineix una funcié d’'una quantitat
variable com una expressié analitica composada en qualsevol forma per la variable i

diverses constants.®

Diferencia

El primer capitol de les Ingtitutiones calculi differentialis esta dedicat a les diferencies
finites. Prenent com a primer terme X genera una progressio aritmetica amb diferéncia
w. Podria prendre qualsevol altre tipus de progressio pero prefereix I’ aritmetica perque
és més facil treballar amb ella i la progressio, d aquesta manera, conté tots els valors

reals. Si y és unafuncio de x, I’avalua en €l's punts generats aritmeticament a partir de x.
Sobté una nova série de valors: y,y',y",y" ... La s&rie de les diferéncies és
Ay=y' —y,Ay' =y" —y' .. Si escalculen les diferéncies d’un terme d’ aquest nova
serie amb el seglient s obté la serie de les diferéncies de les diferencies (o segones
diferéncies): AAy =Ay' —Ay,..., i aixi es van generant les séries de les diferéncies
terceres, quartes, etc. Mostra la relacio entre els coeficients de les diferéncies d’ ordre
superior i els del binomi. Per trobar les diferéncies de funcions transcendents (logaritme,

® Vegeu EULER (1748), punt 4, llibre primer. A més, en el punt 8, llibre primer, introdueix la
classificacié de funcions uniformes i multiformes, i funcions explicites i implicites. Ja distingeix € que
avui anomenem funcio diferenciable i funcié continua perd no diferenciable. Vegeu EULER (1748), punt
9, llibre Il; GRATTAN-GUINNESS, (1970), pp. 6-7.
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exponencial i trigonometriques) recorre al desenvolupament en serie de les mateixes,

que diu que jas havist en laseva obra Introductio in analysin infinitorum.
Diferencial

Euler tracta els increments evanescents (les diferencies infinitament petites) com a
zeros, representats en e calcul diferencial per dx, i que s anomenen diferencials de x.°

Utilitzad en lloc de A. d no indica una quantitat, només és un signe, per expressar €l
diferencial. Avisa que dy no és un producte de dues quantitats i que d? no és una
poténcia de d, sind e diferencial segon. S ha d’evitar usar la lletra d per designar
quantitats. Quan x passaa ser x+w, I'increment dey és Ay = Pw+Qw? +.... (P, Q, ..
funcions de x). Quan w s anul-la, aleshores dy = Pdx. El primer diferencial coincideix

amb € primer terme de la diferéncia. Es a dir, de la diferéncia es pot treure el primer
diferencial pero al revés no, son necessaris els diferencials de tots els ordres. Considerar
els increments evanescents com a quantitats infinitament petites, que decreixen
infinitament pero que no s anul-len és un error. Error que ha estat utilitzat per culpar
I’andlisi dels infinits de no tractar amb quantitats reals sind “aproximadament reals’.
L’analisi dels infinits és un cas particular de la teoria de les diferencies. Segons Euler,
els anglesos anomenen fluxions (i també increments i velocitat) les diferéncies
infinitament petites de quantitats variables o fluents. Observa que la notacié anglesa no

és tan comoda com les expressions |l atines.
Teorema de Taylor

Els vuits primers capitols de la segona part tracten les series. Primer parla de la
transformacié de les series i de les series sumables. Més endavant tracta la
transformacié de funcions en series. Es pot aprofitar I’expressio de les diferéencies per
trobar €l valor detotalafuncio, utilitzant les séries. En el capitol tercer de la segona part
(punt 48), sigui y funcié (algébrica o transcendent) de X, S quan X passaa ser X+w, y
esdeveé z, aleshores:
2 343
1200 15500 ”

=Yy
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amb dx constant.” Quan w és molt petit, la convergéncia de la série és forta, de manera
que amb un nombre no molt gran de termes el valor de obtingut és molt proper a z. Per
mostrar la utilitat d aquesta formula, I'aplicaa y = x", tot obtenint el mateix resultat
gue Newton. Exposa exemples d’ aproximacio del valor d' una funcié a partir d’ aquesta
formula. El capitol cinqué es titula De la invenci6 de la suma de la série a partir del
terme general. A continuacio tracta la sumacié de les progressions a través de series
infinites. Parla de I’Gs i utilitat del calcul diferencial en la formacid de les séries.

Finalment, en el capitol dissete estudialainterpolacié de series.

Coeficient diferencial

La dependéncia entre variables indueix a estudiar com el canvi experimentat per X
afecta la funcid. L’increment evanescent de tota funcio de x té una proporcio certa i
determinada amb I’increment evanescent de X, donada a través de quantitats finites. Per
reconeixer facilment aguestes proporcions s han utilitzat signes per indicar els
increments evanescents: “diferencials’, “infinitament petits’,.... La proporcié s apropa a
un limit donat, que només s assoleix quan I'increment de la variable és zero (Ultima
proporcio). Per tant, € limit segons Euler és assolible, no com € limit de D’ Alemebert.
Ates que dy = Pdx, tot i que dx,dy siguin quantitats infinitament petites (o zeros),
tenen una proporcio finitae dy:dx=P:1. L’objectiu veritable del cacul diferencial és
determinar la proporcié dy:dx, i no € calcul de diferencials. | donat que aquesta
proporcid implica quantitats finites, Euler afirma que I’ objecte del calcul diferencial son

quantitats finites.

Ordre superior

S ha de considerar la proporcié entre dos increments evanescents com una funcio i

buscar la proporcié de I'increment d’ aguesta funcié respecte I’increment de la variable.
La segona diferéncia de y és Pw? + Qw® +....% Quan w=dx esdevé infinitament petit

elstermes Qw?,... desapareixen. El segon diferencial dey és ddy = Pdx?. Tot i que ddy

® Euler parlade “diferencial leibnizi&”. Vegeu EULER (1755), punt 114.
" Aquesta és laformuladel desenvolupament de Taylor, perd Euler no el menciona.
8 Observem que fa servir lamateixa lletra, P, per a primer i segon diferencials.
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és zero, la proporcioé de ddy respecte dx? ésfinitai va P:1.Si dy= pdx i dp = qdx,
aleshores ddy = qdx®. Es a dir, € segon diferencia és el diferencia del primer
diferencial. dx,dy; dx?,ddy; dx®,d>y... son parelles de quantitats homogenies, doncs
entre elles guarden una proporci6 finita. dx?,dx>,...,ddy,d®y... desapareixen respecte

dx,dy; dx3,dx*,...d%y,d*y... desapareixen respecte dx?,ddy; etc. Quan no existeix
proporcio finita entre quantitats, és a dir, quan dues quantitats no sbn homogenies, una
quantitat ésinfinitament més gran que |’ altra.

Eleccio de la progressio: Pren x amb dx constant, per la mateixarad que en €l cas de les
diferéncies prenia la série de x en progressio aritmetica. Si no es pren per a X una
progressio aritmetica, els diferencials presenten una atra forma. Per exemple, en els
punts 129-130 tracta la variable x com s depengués d'una tercera variable i
S observessin els canvis en x en funcidé dels canvis en la tercer variable. Euler
regularitza el problema de la indeterminacié per a diferencials d’ ordre superior amb €l
“coeficient diferencial”, que preservavales dimensionsi laintegracid conservava el seu

carcter de procésinvers.’
Funcions de diverses variables

Treballa amb funcions de dues i de tres variables. Vegem el cas de dues variables
(justifica de manera analoga € cas de tres variables). Sigui V una funcié de x, y
variables independents. Considerant y constant i diferenciant s obté: pdx. Considerant
x constant i diferenciant s obté qdy . Finalment, considerant X, y com a variables, €l
diferencial de V té laforma pdx+ qdy, on p, g son funcions de x, y. Aquestes funcions
p, q també depenen de V, aixi que, d’ alguna manera, també depenen una de I’ altra. No
totes les formules diferencials de la forma Pdx+Qdy (on P, Q formades
arbitrariament) poden ser diferencials d algunafuncié V de x, y. A continuacié demostra

gue la relacié que han de verificar P, Q perqué Pdx+Qdy sigui € diferencial d' una

funcio de dues variables és [?j = [Z—QJ . Generadlitza per adiverses variables.
y X

° Vegeu BOS (1974), pp. 68-72.
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Diferenciacid/I ntegracio

Els punts 24-36 de les Ingtitutiones tracten sobre el métode invers, que consisteix a
trobar una funcié, donada la diferencia. La funci6 buscada s anomena suma, per
oposicid a la diferéncia. Es simbolitza amb €l signe Y. , i es verificaque s z= Ay,
aleshores y =3 z. Quan la diferéncia no es pot expressar mitjancant poténcies de x, la
suma és més dificil o impossible. Aixi, és molt atil coneixer les diferéncies de tantes
funcions com sigui possible, per després aplicar la suma. El diferencial és una part
infinitament petita d’una quantitat, que representa el tot; per aixo, trobar aguesta
quantitat és trobar la integral. Amb la diferenciacié augmenta I’ ordre d’infinitament
petit. Amb laintegracié disminueix aguest ordre, fins a esdevenir una quantitat finitai a

partir d’ agui augmental’ ordre d’ infinitament gran.

Tangents

En les Ingtitutiones calculi differentialis Euler no exposa el calcul de tangents.
Tanmateix € capitol XI1I del Ilibre segon de I'Introductio in analysin infinitorum es
titula Sobre la disposici6 de les corbes i comenca parlant de rectes o corbes simples que
coincideixen amb lafigura donada (limitada en unaregio) almenys en una porcio.
Definicié: La tangent a una corba és una recta que, ailmenys en e punt de tangencia,
coincideix amb la corba, és a dir, té dos punts en comu amb la corba. Coneixent la
tangent, podem conéixer la direccid que pren la corba en un punt. Es pot considerar la
corba com el cami que segueix un punt amb un canvi de direccio continu. Un punt de la
corba es moura en la direcci6 de la tangent per aquest punt. Si la direccié no canvia, la
corba éslarecta (tangent). Si ladireccio canvia, el moviment descriu una corba
Determinacio de la tangent

Considerem I’ equacio de lacorbaen x, y. Siguin p= AP,q = PM les coordenades del

punt de tangencia M.
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En substituir p i g en |I’equacio, tots els termes es cancel-len. Per descobrir doncs la
natural esa d’ aquesta porcio de corba, Euler proposa fer un canvi d’eix i d origen. Agafa
com anou eix unarecta paral-lelaal’eix inicial, que passa pel punt M, que fara de nou
origen. Sigui m un altre punt de la corba, I’abscissa del qual en € nou sistema és
t =Mq i I’ordenada corresponent u = gm. De manera que les coordenades del punt m
en el sistema inicial son: Ap= p+t,pm=g+u, que satisfan I'equacio. Fent la
substitucig, tots els termes que no contenen ni t ni u es cancel-len entre si i & que queda
6s una equacid6 en t i u (coordenades respecte e nou Sistema):
At+Bu+Ct?+Dtu+Eu®+Ft®+..=0. S Mg=t=0 aeshores gm=u=0, i m
coincideix amb M. Es vol estudiar la corba prop de M, és a dir, es prenen valors de t
molt petits, de manera que u també sigui molt petit. Si t, u tan petits com sigui possible,
t2,tu,u?,t3,t%u,tu?,u,... sdn més petits encarai per aguesta rad es poden ometre tots
els termes, llevat de At+Bu. L’equacié At + Bu =0 representa una recta passant per
M. Quan m sigui M, la recta coincidira amb la corba. Aquesta recta és la tangent a la
corba pel punt M. Si iz és el punt de tall de la recta pm amb la tangent, i T el de la
tangent amb |’ eix AP, per semblanca de triangles s obté larelacio:

At+Bu=0=Y__A_au_MP
t B Mg PT

i, en consequencia, PT =—B—: (on g=PM ), que és |la subtangent. —% és la tangent

de I’angle que forma la recta tangent amb I’eix. Si les coordenades son obliqlies, amb
I’angle format entre la recta tangent i I'eix, i la rad dels costats Mq i qu, per
trigonometria, es pot trobar latangent del’angle. Si A= 0 I’angle desapareix, la tangent

és para-ldla al’eix AP. Si B=0 la tangent és paral-lela a I’eix PM, I’ordenada és
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tangent ala corbaen el punt M. Per coneixer el cami de la corba hem de saber la posicié
de latangent en cada punt, que és facil a partir de I’ equacié donada (si €s no-irracional i
no conté fraccions). Arabé, si |I’equacio ésirracional o presenta fraccions, es segueix €l
mateix métode pero utilitzant el calcul diferencial. De forma andoga troba la normal i
la subnormal de lacorbaen e punt M.

Asimptotes

També des d’ un enfocament algebric, el capitol V11 del llibre segon de I’ Introductio esta
dedicat a brangues infinites, quan X, o y, 0 ambdues, son infinites. Si la corba no
presenta branques infinites, aleshores esta continguda en una regié limitada. Els factors
lineals sidentifiquen amb I’equacié d'una recta que, quan Sestén fins a I'infinit,
finalment coincideix amb la corba. Aquesta recta S anomena asimptota. Euler discuteix
I’existencia de branques infinites i d’asimptotes segons €l nombre i naturalesa dels
factors lineals de I’ equacio de la corba. Si e membre més at de I’ equacié d’'una corba
no té cap factor lineal real, la corba corresponent no presenta cap branca infinita. La
corba té dues branques que van al’infinit i cada branca s apropa a la mateixa linia recta
(asimptota), si el membre més alt té exactament un factor lineal real. Si en conté dos, de
diferents, la corba presenta dues asimptotes diferents, amb quatre branques que van a
I"infinit i que finalment coincideixen amb la linia recta. Si en conté dos, d’iguals, la
corba presenta dues branques gue tendeixen a infinit i les seves asimptotes no son
rectes, sing pardboles. Si en conté tres, i els tres son diferents, aleshores la corba té sis
branques, que convergeixen en tres asimptotes. Si dos dels factors son iguals, € tercer
factor, que és diferent, es correspon amb una asimptota. També parla de corbes

asimptotiques (capitol VI1II).

Extrems

El capitol dese de la segona part de les Institutiones esta dedicat a I’estudi de les
quantitats maximes i minimes per a funcions uniformes. En el capitol seglient treballa
amb funcions multiformesi de diverses variables.

Definicio: Sigui y unafuncié de x. Quan lafuncio éstal que ininterrompudament creix o
decreix amb x, la funci6 no té ni maxim ni minim. Si la funcié no es comporta aixi, ha
d existir un valor que sigui major 0 menor que €ls que I’ envolten. y té un maxim quan

x= f, s quan x és menor o major els valors de y son menors que € corresponent a
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x=f.ytéunminimquan x= f , s quan X é menor o major elsvalorsdey son magjors
que el corresponent a x = f . Es adir, y assoleix un maxim o un minim quan y, per as
valorspropersa x = f , ésmaor o menor (idea d’ extrems absolutsi relatius).
Caracteritzacio dels candidats i justificacio

Sigui y unafuncié (uniforme) de x. Avalualaserie:

,wdy w?ddy .\ wid3y s

Z= 2 3
dx 1-2dx 1-2-3dx

enx—a i X+a.En x—¢ va:

ody  a?ddy
-=2
dx  2dx?

y + .

len x+a va:

ody a’ddy
—+
dx  2dx?

Si y és un maxim, y ha de ser més gran que aquestes dues séries. Si és un minim, ha de

y+ +..

ser més petit que aguestes dues séries. Per tant, considerant « prou petit, sha de

verificar ﬂ=0. Aixi, per trobar els maxims i minims primer s han d’ estudiar les
X

arrels de %:O. Perd aixd no implica que hi hagi un maxim o un minim. En €l cas

X
d'una funcié multiforme, a cada valor de x li corresponen tantes branques com valors
reals de y corresponen ax. Per tant, hi haura tantes series per a una mateixa x com valors
dey. Shan d'estudiar els maxims i minims de cada série per separat, com s cada serie
fos una funcié uniforme.

Naturalesa dels extrems

Sigui f unasolucié de%zo, i sigui F & valor delafuncio quan x= f . S had avaluar
X

la série corresponent alafunciden f —a i f +a. Prenent @ molt petita, s %>O
X

els dos valors sbn més grans que F. Per tant, en x= f lafuncio presenta un minim. Al

reves, s %<0 la funcié presenta un maxim en x=f. Perdo s %:O, Sha
X X

, : d3y _ d3 , ., o

d estudiar €l valor de —-. Si —= no sanul-la, la funcié no presenta ni maxim ni

dx® dx®



Leonhard Euler 279

d*y

minim. Pero si s anul-la, si o és positiu la funcio presenta un minim, si és negatiu la
X

funci6 té un maxim. | aixi successivament. També estudia els casos d’ arrels mdltiples

dedy

pve 0, i larelacié del nombre de maxims i minims segons € nombre d' arrels
X

multiples. Si y és una funcié de x donada a partir d'una equacio, s diferenciem aguesta

equaci6 resulta Pdx+ Qdy = 0. Per trobar maxims i minims s han de buscar les arrels

de %:o, és a dir, de gzo. Per tant, Sha d’estudiar quan P=0 i quan Q=

X
(aguest segon cas no es pot donar quan I’equacid entre X, y és entera racional, perque
sSin0 X 0 y o ambdues serien infinites). Si P =0, per saber s es té un maxim o un

ddy

minim, s estudia o Diferenciem Pdx+ Qdy = O:
X
dP = Rdx + Sd
XSV, Rdx? + Sdxdy + Taxdy + Vdy? + Qddy = 0.
dQ = Tdx +Vdy
S ﬂ:o, llavors:
dx
R QY o dy_ R
dx dx Q

Si g> 0 lafuncio presentaun maxim. Si g< 0 lafuncié presentaun minim. En el cas

de U, funcié de x, y, es té dU = Pdx+ Qdy. Suposant y constant i x variable, s'ha
d'igualar el seu diferencial a0 (P =0). | a revés, prenent y variable i x constant, s ha

digualar el seu diferencial a0 (Q =0). Aleshores Euler afirmaque s ?d—Q

X dy
dos negatius, la funcié presenta un maxim. | que si tots dos son positius, lafuncio té un

son tots

minim.°

19 En el capitol X! de la Théorie Lagrange mostra com trobar els maxims i minims de superficies
corbes. Sigui z funcid de x, y. S’ han de buscar €ls punts alla on el pla tangent sigui paral-lel a plaxy. En
el punt 39 havia demostrat que la tangent de I'angle inclinacié del pla sobre €l pla de coordenades és
I'arrel quadrada de la suma dels quadrats de les derivades relatives ax i ay: tanga =4/z%+22% ,on 2
representa la derivada respecte x, i 2z, la derivada respecte y. El pla sera paral-lel quan la tangent de
I’angle d’inclinacio sigui O, fet que només es donaquan z=0 i Z,= 0 (condicid necessaria). També es
pot deduir aquesta condicié considerant y com a variable (x constant) i després x com a variable (y

constant), ésadir, com si en cada cas es tractés de funcions d’ una variable. Si primer consideremy com a
variable, la condicié necessaria per tenir un maxim o un minimésque z,=0. S z,<0 estéun maxim,
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Corbes osculadores

El capitol X1V del llibre segon de I’ Introductio estudia la curvatura d’ una corba, pero a
les a les Institutiones no. Igual que passava amb les rectes tangents, estudia corbes que
en algun lloc coincideixen amb la corba donada (en aquest cas, una parabola), almenys
en una porcio. Son les corbes osculadores. Seguint en el mateix raonament de les rectes
tangents, després del canvi de sistema arriba al’ equacio:
At +Bu+Ct? + Dtu+ Eu® + Ft* +...=0.

Prenent la tangent i la normal en e punt M com a eixos, les coordenades en € nou
sistemason r = Mr,s=rm (vegeu Figural). Llavors:

— Ar +Bs — As—Br — At—-Bu Bt — Au
(A2 N BZ)l/Z U= (A2 N BZ)l/Z = (A2+ BZ)l/Z S= (A2+ BZ)l/Z

Per facilitar els calculs pren — At—Bu=Ct? + Dtu+ Eu?, hi substitueix lat i la u
obtingudesi, donat que r és infinitament més petita que s,** i obté:
e (A* + B*)r-/A? + B?

A’E- ABD +B°C

gue és I’ expressio de la corba osculadora en € punt M. Aixi € petit arc de corba Mm

coincideix amb el vertex de la parabola construida sobre I eix de la normal, amb latus

rectum, o parametre, igual a

s z,>0 esté un minim. Es substitueixen €ls valors obtinguts de I’equacio z,=0 en lafuncié z que,
d’ aguesta forma, esdevé funcié d una variable (x). Ara, pero, y és funcié de x, relacionades mitjancant
I’equacié z,= 0. Llavors, la derivada primera de z respecte x no és simplement z', sind z'+y'z,. Donat
gque z,=0, i com que la derivada primera ha de ser zero, resulta que z'=0. La segona derivada sera
Z'+2y'Z +y? z,+y"z, (*). S és menor que zero la funcié presenta un maxim, si és major que zero
aleshores la funcio té un minim. Perd com que y queda determinada per z,= 0, derivant aquesta equacio

respecte X, y' quedara determinada: y'= _ % substituint y' en |'equacio (*) s obté que per d maxim
. z 2 . . z 2 . .
s hade verificar: z'——— <0 i per d minim z'-—— > 0. Com gque en € maxim esté que z,,<0 i en

el minim z,,> 0, en conseqiiéncia en qualsevol cas z'z,—7',%> 0. En conclusié, els valorsde x, y de les
equacions zZ=0 i z=0 donen maxim i minim segons s z,<0 0 z,>0, sempre i quan
7'z,~-7',>>0 (dit d'un dtraforma, Z' i z,, han detenir el mateix signe). Si, per contra, z'z,,-z,2=0 0
7'z,-7,><0 lafuncié no presenta ni maxim ni minim (tret que les derivades terceres siguin zero i

S'estudiin les quartes, etc). Lagrange adverteix que € metode d'Euler no és correcte per determinar
I’ existéncia de maxims i minims (segons Euler és suficient que z,,<0 i Z'<0 per afirmar que lafuncié

presentaun maxim, i z,,>0 i z''>0 per afirmar que lafunci6 presenta un minim).
1 Atésque — At—Bu=Ct? + Dtu+Eu® + Ft3 +...
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(A% + B?)-/ A% + B?
A’E - ABD + B*C
La curvatura de la corba en € punt M és igual ala curvatura d’ aquesta parabola en €l

seu vertex. Donat que € cercle és la corba, la curvatura de la qual és més coneguda (és
la mateixa en cada punt, inversament proporcional a radi), és més convenient per
definir la curvatura d’una corba. Aleshores vol definir un cercle amb la mateixa
curvatura que la pardbola osculadora. S anomenara cercle osculador. Es busca la
parabola osculadora d’un cerclei es pren el cercle com a corba osculadora, en lloc de la
pardbola. L’ expressio del radi del cercle osculador (radi osculador o radi de curvatura)
és.
(A* + B*)/A” + B?

2(A’E- ABD + B*C)

El doble signe de I’ arrel porta a ambigUitat. Per evitar-la s’ ha d estudiar la posicio de la
tangent. Combinant la distancia tangent-corba (que és un interval mindscul) amb

I’equacio At + Bu+Ct2 + Dtu+ Eu? = 0, discuteix en quin costat de I'eix es troba la
corba (respecte la tangent) i la posicio del centre osculador respecte la normal.
Coneixent € radi del cercle osculador en cada punt de la corba, la naturalesa de la corba
és facilment observable. Si la corba esta dividida en arcs mindsculs, cadascuna
d  aquestes particules de corba es pot considerar com un arc del cercle amb radi €l radi
osculador. La tangent i e cercle osculador en diversos punts proporcionen un

coneixement acurat de la corba.
Punts d'inflexié. Altres punts singulars

La consideracio de punts dinflexié i d'atres punts singulars només apareix a
I”Introductio, amb un enfocament algebric, després de les corbes osculadores. Forma
part del capitol X1V, llibre Il. Aquests punts no elstracta ales Institutiones.

Definicid: Si la curvatura és continua, € radi de curvatura és finit. Pero si la curvatura
no és continua, presenta canvis sobtats (la corba passa de concava a convexa, o a
revés). Quan la curvatura queda destruida i dues parts de la corba no estan d acord, la
corbaté un punt d'inflexié (o de flexio contraria).

Caracteritzacio i justificacio
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S B2C- ABD + A2E = 0 d radi de curvatura ésinfinit (el cercle osculador passa a ser
unarecta). Substituint les expressions:

-Ar+Bs - As-Br
(AZ_I_BZ)l/Z U= (AZ_I_BZ)l/Z

enI’equacio Ft2 +Gt2u + Htu? + lu® = 0 resulta:
VA2 +B% =0s® + 55 + )5 +65° +....
En general, es donen tres tipus de fenomens:

1. Curvatura continua: la corba no presenta ni punt dinflexié ni caspide (radi
oscul ador generalment finit).?

2. Punt d'inflexié: quan radi osculador infinit o infinitament petit, aleshores ar ™ = s",
m, N senarsi n més gran que m, que Euler anomena branques d’ ordre m.

3. Cuspide: radi osculador infinit o infinitament petit: dues branques convexes entre s,
mUtuament tangents, ar™ =s", m parell, n senar. Cas particular: clUspide on
ambdues branques preserven la seva convexitat. Son les clspides de segona espécie
segons L’ Hopital. Pero no és un quart fenomen, € que passa és que la corba no esta
completa. La descripcid mecanica de les clspides de segona espécie no donatota la

corba compresa en |’ equacid, només una part.

Fins aqui e punt és simple. Per0 ss A=B=0 apareixen diferents branques amb
interseccié entre si. Es quiestio d'estudiar la curvatura de cada branca per separat. En
general en un punt miltiple és com s una recta tallés la corba en diversos punts. La
naturalesa del punt mditiple esta lligada a la transicié dels complexos as redls, i les
formes sdn punts conjugats, nodes, clspides o combinacions d’ aguests. Si en |’ equacio:
At +Bu+Ct?+ Dtu+Eu® + Ft* +...=0
Ai B s anul-len simultaniament, aleshores s ha de considerar I’ equaci 6:
Ct? + Dtu+ Eu® =0

(els termes seglients desapareixen quan t, u son infinitament petits). En funcid del
discriminant d'aquesta equacio, la corba té un punt doble i es poden donar tres
situacions. un punt conjugat, o bé dues branques que es tallen en un node, o bé dues

brangues mituament tangents. S A=B=C =D =E =0, sestudial’ equacio:

2 Tot i que també estudia casos on € radi ésinfinit o infinitament petit i la curvatura no canvia,
per exemple, quan msenar, nparell i n>m.
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Ft3 + Gt2u+ Hw? + 1u® = 0.
Si aquesta equacié presenta nomeés un factor lineal real (i els atres dos sdn complexos,
donant Iloc a un oval), la corba presenta una Unica tangent. Si els tres factors son reals,
la corba presenta tres branques que tenen interseccié en un punt 0 sOn mutuament

tangents en aguest punt, segons les arrels siguin iguals o no. Es el cas d’un punt triple.
I ndeterminacions

.« En € capitol catorzé de la segona part parla de la diferenciacié per a casos
particulars. Ates que:

1 ., 1 5
dy = pdx+—=qdx“ +=rdx” +....,
y=p 2q 6
s pdx no sanul-la aleshores dy = pdx; s pdx s anul-la, aleshores dy:%quz. Siq

s anul-lallavors dy = Erdx3, I aixi successivament. En referir-se ala discussio de Jakob

Bernoulli en connexié amb € fet que el zero no té ordre d'infinit fixat, Bos afirma que
aquest fet “viola la condicio de regularitat que €els diferencials de primer ordre han de
ser tots del mateix ordre d'infinit” (BOS (1974), p. 28).

. % (punts 355-357): Quan per a x = a resulta que g: % I’ expressio pot ser tant

una quantitat finita com una quantitat infinitament gran o petita. Per conéixer el valor
real de g s ha d estudiar g en a+dx (que és com dir x=a, doncs dx=0). g

+dP
Q+dQ

indeterminada, dP, dQ no s'anul-len (veure punt anterior, on es parla del diferencial

passa a ser , que quan x=a és j—g Aquesta expressio ja no pot ser

complet). Aixi, s dP = Rdx™ i dQ = Sdx":

R .
—sim=n
S
=<0sm>n

P
Q

oS m<n

Laresolucié d’ aguest problema és (til de cara ala suma de séries.
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0 . P o :

« — (punt362):s —=—,llavors —= =
00 Q o

« 0.0 (punt363):si P-Q=0-00, prenent Q=—, aleshores P-Q =

| T
olo

« ow—oo (punt364):s P—Q =00 -0, deshores

-Q
~ e 0
e”Q .

En & cas en que P, Q siguin algebriques, s son infinites, només pot ser que siguin

fraccions, el denominador de les quals s anul-laquan x=a. Si P, Q sdn transcendents,

les avaluem en a+ w, amb w infinitament petit: P:V—'A\‘/+ B,Q=VA\‘/+C , de manera que

P-Q=B-C, que és una diferéncia finita La resolucio daguest tipus
d'indeterminacié és Gtil de caraalasuma de series.

. El capitol setze (segona part) estda dedicat a la diferenciacié de funcions
inexplicables. Una funcié inexplicable és una expressié que no esta determinada, ni a
través de les arrels d'una equacio, ni és algébrica, ni és transcendent. Per exemple, la

. : 11 1
funcio que ax li fa correspondre 1+§+§+ e

X

7.3. EL LLENGUATGE QUE UTILITZA, ES GEOMETRIC O
ALGEBRIC?

El llenguatge emprat per Euler és algebric en el sentit que treballa amb funcions, de les
quals calcula € limit de la proporcié dels increments evanescents (és a dir, €l
“coeficient diferencial”). Les series tenen un paper principal en la seva obra. De fet, els
vuit primers capitols de la segona part estan dedicats a I’estudi de les series. En
particular, aplica el teorema de Taylor a la discussio d’ extrems i a I’ aproximacio dels
valors d’'una funcié (on ressalta la importancia de la convergencia de la série). Aixi, e

seu llibre no presenta cap figura. Tot i que els primers principis del calcul diferencial es
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prengueren de la geometria, Euler no parlade |’ Us del calcul diferencia en la geometria,

doncs consideraque jan’hi ha prou treballs.*®

7.4. ELECCIO DE COORDENADES | TRACTAMENT DE LES
CORBESALGEBRIQUES| TRANSCENDENTS

Euler introdueix la classficacid de les funcions en agébriques i transcendents a
" Introductio.** Les funcions es poden distingir segons e métode utilitzat en combinar la
variables i les constants. Les funcions algébriques es formen a partir d operacions
algébriques, mentre que les transcendents ho fan mitjangant operacions transcendents que
afecten la variable. Les funcions algebriques es divideixen en irracionas (quan la variable
esta afectada per radicas, de forma implicita o explicita) i no irracionals™ (que no
contenen cap irracionditat, i que es poden dividir en racionasi polinomiques). La corba
associada a una funcio agébrica s anomena geomeétrica. No hi ha cap diferencia, en €
tractament de les algebriques i de les transcendents. Les algébriques son combinacions de
potenciesi les transcendents es poden desenvolupar en serie de potencies. En general no fa
mencio a les coordenades, tret d’algun canvi que efectua per transformar i simplificar
I"equaci6.’® A les Ingtitutiones déna exemples de diferenciacié o expressions Unicament
algébriques, d expressions Unicament transcendents, i d expressions que contenen
quantitats algebriques i transcendents. Coneixent € diferencia de la poténcia es poden
diferenciar totes les funcions agébriques (capitol cinque). En € capitol siseé mostra com
diferenciar les funcions transcendents (logaritmica, exponencial, trigonometriques). Obté
e diferencia de la funcié logaritmica a partir del seu desenvolupament en serie. El
diferencia de la funcié exponencial es pot trobar bé a través de la diferenciacié ded

logaritme, bé a partir del desenvolupament en série de poténcies de la funcié exponencidl.

Euler també proposa un tercer cami per obtenir € diferencial de la funcio y = p“

3 En e prefaci de I’Introductio in analysin infinitorum Euler comenta que moltes qliestions
seran resoltes en termes algebrics, perd amb I'gjuda de I'andlisi, deixant palesa la relacio entre els dos
metodes. El primer Ilibre exposa I'andlisi pura; inclou I'estudi de funcions i de séries infinites. En el
segon llibre mostra alo que s'ha de saber de geometria, doncs generalment I'andlisi S'aplica a la
geometria.

1 \/egeu EULER (1748), punts 8-9, capitol primer, llibre primer.

> E traductor de la versié anglesa adverteix que aixd és nomenclatura moderna i que, de fet,
Euler les classificaen funcionsirracionalsi racionals.

18 En I’Introductio si que comenta que les ordenades poden ser ortogonals o obligiies. Vegeu
EULER (1748), punt 11, capitol primer, llibre segon.
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(aprofitant que jaha caculat anteriorment e diferencia del’ exponencial amb base €):

y=pi=e? = dy=eq'p(dqlp+£pp).

Per diferenciar I’ arcsinus de , diferenciala sevaformulaequivalent, vistaal’ Introductio:
; 1 17
= Asinx=—I(y1-xx) + xv—1).
y N (V1= xx) )

Una dtra forma s y=Asnx llavors X=8ny [
X+ dx =sin(y+ dy) =siny.cosdy + cosy.sindy . Com que € sinus de dy (una quantitat
evanescent) és dy i € cosinus de dy és 1 (demostrat en I'Introductio a partir del
desenvolupament en serie):

X+dx=sny+cosy.dy = x+./(1- xx).dy,
i daqui jaresultalaférmulade diferencia del’arcsinus de I’arc.’® A continuacio, estudia

el diferencia de I'arccosinus de I'arc: sigui y = Acosx, on X és e cosnus i, per tant,
J(@—xx) d sinus. D’ aquest forma:

y=Acosx=Asin,/(1-xx),
i jaespot trobar € seu diferencial. En dénauna altraforma: s y = Acosx i z= Asinx,

es verifica y+z=90°, d'on es dedueix dy=-dz.”® En e cas de y=Atangx, s la

; L X .
tangent ésx € sinusés ———— . Aixi:

A [+ XX)

y=Atangx= Asn X

Ja+x)

i d’aquf ja es pot calcular € diferencia de I'arctangent de I'arc.®® Procedeix de manera
analoga amb la resta de funcions de I'arc. També presenta € diferencial del sinusi del
cosinus, tenint en compte que € cosinus d’' una quantitat evanescent és 11 € sinus és la
mateixa quantitat. Pel que faalatangent:

tangx + tangadx

y = tangx = y + dy = tang(x + dx) = :
1- tangx.tangdx

Obté la formula del seu diferencia tenint en compte que la tangent de la quantitat

evanescent dx es pot prendre com dx. També es poden trobar aquestes formules fent servir

7\Vegeu EULER (1755), punt 194, primera part.
18 \/egeu EULER (1755), punt 195, primera part.
¥ Vegeu EULER (1755), punt 196, primera part.
2 \/egeu EULER (1755), punt 197, primera part.
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els diferencias de les funcions de I'arc. A partir de les formules trobades treballa amb la
resta de funcions trigonometriques. Els diferencials de les linies trigonometriques es poden
expressar en funcié del sinusi del cosinus. En generd, al’hora de diferenciar, considera
una funcié constituida per partsi busca € diferencia de cada part, com s la part fos una
variable i laresta, constant. Tots els diferencias S gjunten en una suma a fina. Euler no
considerad calcul exponencial com una atra part del cacul diferencia. Aixi, en lesregles

dediferenciacid i d integracié presenta tant |es funcions algebriques com les transcendents.

7.5.PROBLEMESI APLICACIONS

La segona part de les Institutiones mostra algunes aplicacions del calcul, com €l cas de
maxims i minims (fins i tot, per a funcions de diverses variables). No inclou, pero, €
cacul de tangents, ni de punts d'inflexié, ni de radi dosculaci6, que trobem a
I”Introductio, mitjancant la utilitzacié de séries. Tambeé presenta aplicacions del calcul a
I”algebra. En particular, € capitol nou de la segona part estitula De la utilitat del calcul
diferencial en la resolucié dequacions. Euler aproxima les arrels d equacions
mitjancant el desenvolupament de Taylor, aproximacions que sdn més rapides com mes
termes de la serie s agafin. També aplica les series per estudiar les arrels multiples. Per
exemple, unaarrel triple verifica:
d dd
y=o,d—3):=o,a32’=o.
Aquest capitol també inclou I’ estudi de les equacions diferencials. Els capitols dotze i

tretzé parlen de les arrels reals i imaginaries de les equacions, respectivament.



8. ASPECTES METODOLOGICS:
INTENCIO DIDACTICA, ESTRUCTURA |
NOTACIO



8.1. LA INTENCIO DIDACTICA

Després de fer la presentacié de cada obra a comencament dels capitols 3, 4, 5, i 6,
s observa que les obres anditzades s adrecen a publics diferents. En alguns casos €l
public son els estudiants i futurs estudiants de les universitats. En altres casos, les obres
estan dirigides als estudiants d escoles militars. Finalment, hi ha obres adregades a
principiants, en general, i a erudits, sense un lligam directe amb els cercles universitaris
o militars. Aquest tercer tipus d obres, no tan homogeni com els atres dos, el designaré
amb |’ etiqueta de “tractats erudits”’.

A continuacio faré una breu revisio dels aspectes didactics dels textos estudiats, segons

aquesta classificacio.

8.1.1. OBRESPER ALSESTUDIANTSD’UNIVERSITATS

Wolff: Wolff desenvolupa la seva tasca docent ales universitats de Leipzig i Halle. Pero
va ser un popularitzador de tots els camps del coneixement huma. El text de Wolff
S estructura en capitols amb titols, i cada capitol es divideix en apartats numerats. Wolff
encapcala els apartats amb paraules com definicié, corol {ari, problema i resolucio.
Generalment enuncia un problema, proposa la resolucié (de vegades, amb diversos
casos, com €l problema 1) i, a continuacio, exposa la seva demostracio. A més, en dona
molts corol-laris, que exposen exemples de calcul. En el cas de la subtangent a la
concoide, finsi tot presenta dos camins per resoldre el problema. El text dels escalis, els
termes nous i €ls autors a qui fa referencia els escriu amb cursiva (vegeu, per exemple,
elspunts6i 9). En els punts 5i 6, en parlar de la naturalesa del calcul diferencia, fa
referéncia a Euclides, Arquimedes, Leibniz i Newton. Parla de Huygensi Leibniz en el
capitol de corbes osculadores. Al final del llibre adjunta les figures necessaries per

poder seguir € text.

Kéastner: Kastner fou professor de matematiques a les universitats de Leipzig i de
Gattingen. La primera part de I’ Anfangsgriinde der Analysis des Unendlichen conté el

calcul diferencial. No obstant, En un apartat de la seva obra exposa €ls “ Conceptes del
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Calcul de FHuxions’ (punts 31-45). Al principi de cada punt especifica si el que ve a
continuacié és una explicacio, un exercici, una solucio, un resum, un exemple, una
observacié, una indicacid, un teorema 0 una demostracio. Al final d aguns apartats
amb diversos casos, presenta una taula-resum (vegeu, per exemple, € punt 521). Fa
referencia a atres textos, com el comentari de Colson sobre el Methodus Fluxionum de
Newton; les obres de Jakob i de Johann Bernoulli; el Treatise of Fluxions de Colin
Maclaurin; les Institutiones calculi differentialis d’'Euler; les obres de Clairaut, de

Segner, de Cramer i de Maupertuis. També presentalesfigures al final.

Karsten: Karsten fou professor de matematiques ales universitats de Rostock i de Halle.
Els punts (numerats) no van encapcalats amb paraules com teorema, pero després de
I”enunciat (que esta escrit amb lletra diferent) indica si es tracta d’una solucio, d’ una
demostracié o d'un corol {ari. Al final de la seccid |l exposa una serie d observacions
generals respecte e calcul diferencial, on presenta maneres de simplificar els calculs.
Entre d'altres troba la diferencial de funcions compostes.! Comenta que totes les
funcions algebriques i transcendents es poden diferenciar facilment amb les regles
vistes, i que només s ha de practicar per adquirir habilitat. En ladarrera observacié dona
una taula amb les diferencials successives del sinusi del cosinus. Les figures que calen

per poder entendre el text apareixen al final del llibre.

Lagrange (1800): A les Legons sur le calcul des fonctions Lagrange recull les Ilicons
que imparti als alumnes de I’ Ecole Normale i més endavant les reimprimeix per al’Gs
dels seus alumnes de I’ Ecole Polytechnique. Lagrange no empra paraules com teorema,
definicid, proposicig,... en comencar un punt. Tanmateix els temes queden ben
diferenciats en capitols, amb titols explicatius. A la Théorie des fonctions analytiques, a
contrari que a les Legons, si numera els diferents apartats. A la pagina 50 de les Lecons
presenta una taula amb les formules de les funcions derivades, de les funcions
compostes. Lagrange proposa una serie d exemples de derivacio tant amb funcions

donades de forma explicita (p. 52) com amb expressions implicites (p. 53). Ates que €l

! Per exemple, en la pagina 84, per diferenciar y = primer proposa multiplicar el

X
X+ 4/(1+ XX)

numerador i €l denominador per /(1+ xx) — X i, a continuacio, fer €l canvi z=1+ xx. També proposa

altres maneres de resoldre el problema: prenent z= xx+ x* 0 béprenent z= X+ /(1+ xx) .
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tractament no és geometric, no apareixen figures. També proposa exemples d’ aplicacio
de la mecanica (moviment uniforme, moviment uniformement accelerat,...). Tant en la
Théorie com en les Legons, apareixen referéncies a Viete, Wallis, Descartes, Fermat,
Newton, Leibniz, Jakob i Johann Bernoulli, L’Hopital, Taylor, Euler (Introductio),
D’ Alembert, Moivre Monge (Application de I’ Analyse a la Géométrie)... Lagrnage
menciona també el Journal de I’ Ecole Polytechnique, Philosophical Transactions, les
actes de Leipzig, la Nova Acta (de I’ académia de Sant Petersburg) i les memories de les

académies de Paris, Berlini Tori.2

Lacroix: Elstextos que Lacroix publica estaven relacionats amb la sevatasca docent. En
particular, a I’Ecole Polytechnique Lacroix va utilitzar €l seu Traité éémentaire de
calcul différentiel et de calcul intégral. El 1805 Lacroix publica Essais sur
I’ enseignement, on queden paleses “la seva aguda penetracio psicologica, rica erudicio,
ment liberal i ampli concepte de I’ educacié”.® El titol complet del seu tractat és prova
del seu interes per la pedagogiai la didactica: Traité élémentaire de calcul différentiel et
de calcul intégral: précédé de réflexions sur la maniére d’ enseigner |es mathématiques,
et d'apprécier dans les examens le savoir de ceux qui les ont étudiées.* El Traité
éémentaire esta constituit per seccions amb titols que n’expliquen e contingut.® Els
resultats importants i €l's termes tecnics (maxim, minim, limit, etc.) els escriu en cursiva.
Lacroix numera els apartats. Al llarg del treball es troben diverses anotacions
historiques. Per exemple, en € punt 126 parla de les notacions emprades per Euler i per

Fontaine, tot donant la seva opini6 a respecte. | en e punt 135 comenta les condicions

2 En la Théorie des fonctions analytiques, Lagrange presenta la definici6 de tangent, e calcul de
maxims i minims, els contactes entre corbes... segons el punt de vista geométric i segons € punt de vista
analitic. Crec que déna s dos punts de vista per recolzar que la seva teoria és valida, des del punt de
vista geomeétric, que és I’ estandard de rigor. Va comparant €ls resultats que obté amb els obtinguts via
calcul diferencial (per exemple, segon capitol de la segona part). Com a punt negatiu, a nivell didactic,
assenyalaria la manca d’exemples de calcul de la tangent, la subtangent, etc. i de calcul de maxims i
minims. En e primer cas, Lagrange justifica aguesta manca dient que I’ anic que s ha de fer és posar

dy
X
exemple, LAGRANGE (1797), pp. 33, 78, 83, 111.

3Vegeu GILLISPIE (ed.) (1970).

* Les reflexions sobre la manera d’ ensenyar matematiques només apareixen en € titol de la
primera edicié. Més endavant, en ser completades, seran publicades de forma separada.

® El Traité du calcul différentiel et du calcul intégral esta dividit en capitols, amb titols. Lacroix
proposa un esquema per al’ estudi del calcul diferencia: 1) mostrar lesidees preliminars que donen lloc a
calcul diferencial (primer capitol); 2) la sevarelacié amb el desenvolupament de funcions (segon capital).
En e punt 27 presenta una taula amb totes les permutacions possibles dels coeficients diferencias
d’ ordres superiors.

en €l lloc de y'. En e segon, perque coincideix amb I’ estudi que fa el calcul diferencial. Vegeu, per
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donades per Euler i Lagrange per coneixer la naturalesa d’un extrem d’una funcio de
diverses variables, també amb una visio critica. De fet, és remarcable el seu sentit
historic en tots els seus escrits. Va escriure per ala Biographie universelle de Michaud.
També va participar en I’ edicié de I’ Histoire des mathématiques de Montucla. Lacroix
vaescriure el 1801 “Essal pour I’ histoire des mathématiques pendant les derniéres annés
du 18°™ et le premier du 19°™, possiblement en relacié amb el seu treball per ala
historia de Montucla. En & Traité élémentaire fa referencia a altres llibres seus i a
resultats tractats en punts anteriors. Aixi mateix, il-lustra el text amb notes explicatives a
peu de pagina. Resol exemples de les regles donades. De vegades, només proposa
I’exemple i en dona el resultat. Déna algunes regles practiques. Per exemple, com trobar
directament la diferencia de I’arrel quadrada d'una funcié sense haver d'usar les
poténcies. A partir del punt 60 del Traité élémentaire és quan comenca a referir-se a

figures, pero no n’hi hatantes com en el cas de L’Hopital.

8.1.2. OBRESPER ALSESTUDIANTSD’'ESCOLESMILITARS

Smpson: Simspon dedica The Doctrine And Application Of Fluxions a's principiants en
general. No obstant aix0, considero la seva obra dins d’ aquest grup, ates que Simpson
fou professor de matematiques a I’ académia militar de Woolwich. Per encapcalar cada
apartat fa servir paraules com proposicid, regla, coroldari, lema, escoli, exemple,
il lustracio... En el prefaci Simpson escriu que carregar €l principiant amb moltes regles
i preceptes abans d'utilitzar-les i aplicar-les pot desencoratjar-lo. Per aix0, un cop
donats €els principis fonamentals, exemplifica la seva utilitat amb questions
entretingudes. A nivell pedagogic cal remarcar que:

1. Utilitza notes a peu amb indicacions.

2. Sadrecaal lector per avisar-li que vagi amb compte, li dona consells...

3. Lesfiguresestan inserides en el text, i no a final del llibre.

4. Dona aclariments entre parentesis de que és el que esta aplicant (semblanca

de triangles, hipotesi, trigonometria plana...).

L a seva obra conté moltes aplicacions fisiques i geometriques:. vaixells que s apropen al
maxim sense arribar a xocar, parabola maxima que talla un con determinat... En el punt

26, per facilitar € calcul de la fluxid, aconsella prendre una part, un multiple o una
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poténcia, perque si la quantitat €s maxima o minima, qualsevol part, multiple o potencia
també ho sera. Quan ha de trobar € maxim o minim d’ una funcié amb una determinada
restriccio, a vegades resol el problema per dos camins diferents (vegeu, per exemple,
I’article 27):
1. Aillant y delarestriccio i substituint a la funcié que es vol optimitzar, obté una
funcio d’'unavariable, lafluxié delaqual s had iguaar a zero.
2. “Derivant implicitament” la funcié que es vol optimitzar i la restriccié obté un

sistema de dues equacions.

Lagrange (1759): Lagrange adrecga els seus Principj as estudiants de la Reggie Scuole
di Artiglieria de Tori. Lagrange no utilitza paraules com teorema, definicio,
proposicio,... per encapcalar els punts (numerats). Els temes no queden clarament
separats. Generalment, primer presenta uns quants casos particulars, a continuacié
enuncia la regla general i finament proposa alguns exemples d'aplicacio d aquesta
regla. En la segona part de I’ obra, fins al punt 20 parla dels principis generalsi, a partir
d’ aqui, mostra aplicacions. Per a quantitats compostes, fa substitucions de variables fins
a arribar a una operacio basica. Per ampliar coneixements sobre |la teoria general de les
corbes fa referencia a Euler, Cramer, du Guai Clairaut. Pel que faal tema de maximsii
minims recomana llegir L’ Hopital, Agnesi, Fontenelle i, per veure' n més aplicacions, €l
segon volum dél llibre de Maclaurin. En els Principj les figures apareixen inserides en
el text, i no a final del llibre.

Tempel hoff: L’ Anfangsgriinde der Analysis de Unendlichen de Tempelhoff s adreca als
cadets de la Reial Artilleria Prussiana. La primera part esta dedicada a calcul
diferencial, perd també presenta el calcul de fluxions (punts 268-271). Encapcala €ls
punts amb paraules com complement, exercici, solucio, explicacio, teorema, prova,
observacié o preparacid. Generalment proposa un exercici, la seva solucio i, a
continuacid, tota una serie de complements i exemples. Presenta les figures al final del
llibre. Tot i que, en I’ estructura i I’ enfocament, la seva obra s assembla a la de Kastner,
Tempelhoff proposa més exemples. En € punt 344 presenta una taula-resum dels
diferencials de les funcions del cercle, doncs son molt utilitzades a calcul integral. Fa
referencia a altres textos sobre calcul: Treatise of Fluxions de Maclaurin; Analysi
Infinitorum d’Euler; Analyse de lignes courbes algebriques de Cramer; Mémoires de

I” Académie des Sciences de Paris; “ Recherches sur la Methode de maximis et minimis’
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de Lagrange (a Miscellania Societatis Taurinesis).

Bézout: Les seves obres estaven adrecades als oficials navalsi a cos d' artilleria. Fins i
tot, el Cours complet de mathématiques a I’ usage de marine et de I’ artillerie fou molt
utilitzat també pels candidats a estudiants de I’ Ecole Polytechnique. Segons Grabiner,’
Bézout comenca amb geometria, abans que amb algebra, perque els estudiants encara no
estan prou familiaritzats amb el raonament matematic com per entendre demostracions
algebriques, perd si que poden apreciar les geomeétriques. No fa servir paraules com
axioma, teorema, escoli, etc. per encapcalar cada punt, doncs diu que son paraules que
fan por.” A continuacié d' una explicacio, déna exemples amb |letra més petita (vegeu,
per exemple, BEZOUT (1799-1800), punts 4-5). Les reglesi els mots nous els remarca
emprant la cursiva (vegeu, per exemple, BEZOUT (1799-1800), pp. 12-13). Dona
algunes recomanacions, com per exemple, escriure xdy, amb dy en darrera posicié per
no confondre. Enuncia unaregla, a continuacio en déna exemplesi finalment justificala
regla (vegeu, per exemple, BEZOUT (1799-1800), pp. 12-13), i de vegades, recapitula
gué s hafet en aguest punt. Al final del punt 31 deixa el cas de les hipérboles generals
com a exemple perqué € lector €l faci i €ell només en donala solucié. En el punt 12 diu

que “no cal carregar la memoria’ amb la regla especifica de diferenciacio de —, siné
y

que només cal tractar-la com un producte (xy ™). Sovint fa referéncia als seus tractats

sobre algebra, geometriai aritmetica.

8.1.3. TRACTATSERUDITS

Ditton: An Institution of Fluxions és una exposicié general del métode fluxional, basat
en el De quadratura de Newton. No fa un estudi detallat de calcul de maximsi minims,
ni de punts d'inflexio, ni del cerclei e radi d osculacio. Pero la seva obra conté diverses

aplicacions. Ditton adreca Institution of Fluxions a aguells que volien dominar aquesta

®Vegeu O' CONNOR-ROBERTSON (1999).
"Vegeu O' CONNOR-ROBERTSON (1999).
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nova matéria. En e prefaci fa aclariments sobre resultats que exposa més endavant.® En
general, encapcala els apartats amb la paraula article. En alguns apartats fa servir
corol lari, teorema, lema, escoli, exemple i problema en comencar un article. Les
figures que il-lustren un resultat hi apareixen adjuntes. Dedica un capitol a la notacio.
En aguns articles exposa les conclusions o resum del que s'ha vist en s articles
anteriors (per exemple, article X, seccié 1). En la seccidé novena fa un quadre resum
indicant perque serveixen els métodes de fluxions directe i invers. Perd només exposa
alguns exercicis que no pertanyen a cap dels de la classificacio, ni es pot dir que siguin
enterament del métode directe o de I’ invers. Sorprén que en un text de calcul diferencial
per a principiants no apareguin les regles generals del calcul de tangents, extrems i
punts d’ inflexio, tot i que en algun pas dels problemes en faci servir aiguna® A més a
més, a les planes 172 i 173 comenta que podria proposar molts altres problemes a
lector pero que aleshores s estendria més enlla del seu proposit. Aixi que pensa que €l
millor és donar unes quantes pistes i que €l lector segueixi I’ estudi pel seu compte. En
les regles per trobar fluxions, primer exposa la justificacid, després enuncia la regla

genera i en proposa exemples.

Reyneau: Reyneau pertanyia a l'orde de I'Oratoire i estava en contacte amb
Malebranche. De fet, va ser Maebranche qui € va empenyer a escriure I’ Analyse
démontrée. Els apartats de la seva obra porten titols explicatius. “Ultilitats d’ aquests
calculs’, “Explicacio del calcul diferencid”,... A més, encapcala els punts amb paraules
com corol {ari, observacio, exemple, etc. Reyneau segueix €l seglient esquema a |’ hora
de resoldre un problema: 1) explica de paraula que fara i dona noms a les variables; 2)
presenta les formules generals; 3) utilitza aquestes formules en exemples concrets; 4)
dbna un seguit d’ observacions pertinents. Treballa diversos exemples amb la cicloide
per demostrar que amb el nou calcul s arriba de forma més rapida al mateix resultat que
amb la geometria ordinaria. Al final de cada resultat general, exposa una serie

d observacions al respecte. Les figures van adjuntes a final del’ obra.

8 A nivell didactic, potser féra millor que, en e moment en qué exposés e resultat, fes els
aclariments pertinents.

® Per exemple, a la pagina 220 diu que una determinada quantitat ha de ser minima i que, en
conseqiiencia, la seva fluxié s ha d'anul-lar, perd abans no ha donat la regla general per a calcul
d’ extrems.
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Maclaurin: La motivacio principal de Maclaurin en escriure € seu tractat de fluxions va
ser defensar el metode fluxional davant de |’ atac de Berkeley i fer-lo més entenedor. En
la introducci6 fa un resum historic del calcul i recomana llegir els dos primers capitols
del segon Ilibre abans que €ls cinc darrers del primer Ilibre. Només encapgala cinc o sis
punts amb la paraula proposicio, per a la resta de punts no fa servir mots
d encapcalament. Sempre déna molts exemples, que abasten tots els casos possibles.
Dedica un capitol a la notacio de les fluxions. Entre altres coses comenta que Newton,
de vegades, escriu €ls fluents amb majuscules i les fluxions corresponents amb
minuscules. Perd Maclaurin troba més adient I’ altra notacié, amb punts sobre les |l etres.
També comenta la notacio emprada per Leibniz (d). Diversos cops fareferencia a altres
autors, tant newtonians, com leibnizians (Johann Bernoulli, Stirling, I’ Analyse des
infiniment petits de L'HOpital, ...). Per exemple, en el punt 752 presenta un teorema
referent a calcul de fluents, que diu que no és molt diferent del resultat presentat per
Bernoulli en Acta Eruditorum el 1694. En € capitol V, De les regles generals per a la
resolucio de problemes per computacio, amb exemples, presenta €l calcul de tangents,
maxims i minims, punts d’inflexid, corbes osculadores i caustiques, pero sense distingir
cada tema amb un titol explicatiu. Després de I’ estudi d’ una determinada situacié, fa un
apartat resumint i donant una regla general, recordant que poden haver-hi excepcionsi,

en aquest cas, buscant un cami alternatiu.

Agnesi: L’obra d’Agnesi s adreca als principiants italians, en general. Es dedica més a
exemples i regles practiques que no pas a teoria. Des del comencament il-lustra es
problemes amb figures, adjuntes a fina de |’obra. Mitjancant escolis i adverténcies va
donant pistes o regles practiques dtils. A I"hora d’enunciar regles, primer les dedueix a
partir d’exemples. Després, enuncia la regla general. Findment, exposa exemples per
confirmar la regla. Per exemple, per ales regles de diferenciacio de les poténcies. primer
per a cas de potencies naturas (que diferencia com un producte), després per a cas de

potencies enteres negatives (que diferencia com una fraccid) i per as casos d’ exponent

m/n

fraccionari positiu (Yx™ =x™"=z—>x"=2" i resol com € primer cas) i negatiu

-m/n

(x = ). Dona la regla general per derivar potencies. Perd no utilitza les
n Xm

progressions aritmetiques ni geometriques, com Bernoulli o L’Hopital. També estudia e

cas on labase no és x (sense esmentar-la, fa servir laregla de la cadena: troba la diferencia
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deJ ax+xx+4/a*—x* ). En la secci6 dedicada al calcul de tangents, mira de donar

diversos camins per resoldre un mateix problema. Per exemple, en € casdelacissoidei la
quadratriu.’® També exposa diverses maneres de trobar la longitud del radi osculador.
Tanmateix, quan vol trobar la tangent a la concoide (punt 58) no deixa prou clares les
semblances de triangles. En la seccid sobre maxims i minims, dels punts 75 a 86 dona
exemples de calcul de maxims i minims de corbes donades. | dels punts 87 a 93 en

presenta aplicacions a problemes geométricsi fisics.

Euler: En e prefaci Euler faun resum general detot el que s estudiaen el seu llibre, i el
perqué. Al principi de cada capitol fa un resum del que aplicara a continuacié, s jas ha
vist en capitols anteriors. No encapcala els punts amb paraules com definicio o teorema,
nomes apareix la paraula exemple. Els apartats son numerats. Al llarg de les Insitutiones
trobem diverses taules que resumeixen el que s acaba d estudiar. Per exemple, el punt 7
del primer capitol (relacié entre x, y, Ay,...); € punt 14 del primer capitol (coeficients
de les diferéncies d’ ordres superiors); en el punt 133 (perque sigui més clara la forma
dels diferencialsi la manera de trobar-los); en el punt 237 (taula amb els diferencials de
diversos ordres de funcio de diverses variables). En el punt 138 comenta les paraules

més utilitzades en el calcul diferencial: “diferencial”, “diferenciar”, “una quantitat és
diferenciada’, “diferenciacid”. Avisa que no s ha de confondre dx? amb el diferencial

de x?. Fareferéncia a la seva obra Introductio, aixi com a Johann Bernoulli i € seu
métode per diferenciar i integrar quantitats exponencials. Per familiaritzar-se amb les
regles de la diferenciacio (per poder utilitzar-les en la geometria superior i en €l calcul
integral) recomana practicar amb molts exemples (no només els principiants), i no
preocupar-se de la naturalesa i propietats dels diferencials. Euler dona molts exemples,

gue van augmentant de dificultat progressivament.

Saladini: La tasca docent de Vincenzo Riccati es desenvolupa en I’ambit jesuita.
Girolamo Saladini fou professor de matematiques de I’ Institut de la Ciencia de Bolonya
i ala Reiad Académia de Cadets de Sa Mgjestat Siciliana. Malgrat que Truesdell es

19 a primera forma de trobar la tangent a la cissoide (punt 62) coincideix amb la primera de
L'Hopital; la segona (punt 63) és igual que la segona de L'Hépital (que coincidia a I'hora amb la de
Bernoulli) i considera que aguesta és millor. Quant a la quadratriu (punt 65), déna una forma curta, que
coincideix amb lade L' Hopitd.
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refereix a les Institutiones analyticae com el primer llibre de text italia que prove de
cercles universitaris, ™ incloc |’ obra de Riccati i Saladini en e grup dels tractats erudits,
donada I’ heterogeneitat dels ambits en qué els autors empraren les seves obres.*
Saladini utilitza cursiva per ales definicions. Per diferenciar les férmules complicades i
evitar calculs llargs, especiament si contenen radicals, ambdos autors fan servir les
substitucions oportunes. Saladini remarca que, a I’hora de fer substitucions per trobar
integrals, no hi haregles generals, sind que és quiestié de practica.’® A I’ hora de resoldre
un problema, Saladini descriu de manera ordenada els casos.* Saladini fa referéncia a
altres textos, com per exemple, les Instituzioni Analitiche de Cramer. A RICCATI-
SALADINI (1765-1767), punt 10, capitol primer, Ilibre tercer, trobem una taula que
recull els resultats segons si cap diferencial és constant, o dx, dy, ydx ... constant, per a
la diferenciacio d’ ordre primer, segon, tercer,... Com a punt ho massa positiu a nivell
didactic, esmento |I’exemple de RICCATI-SALADINI (1765-1767), punt 9, capitol 15,

avaa-—

[libre tercer, on donada |’ equaci6 de la corba y = TXX fent ddy =0, es conclou

gue la corba presenta una flexié contraria, sense cap més estudi auxiliar.

8.2. L’'ESTRUCTURA: ANALISI ESTADISTICA DE LES
FREQUENCIESD'USDE CERTSMOTS

Per quantificar (i comparar) d'alguna manera |'estructura de les obres analitzades he
considerat I'estadistica textual. L'estadistica textual compren diverses tecniques
estadistiques, les quals, a partir de les fregliencies de certs mots, ajuden a establir
associacions i a analitzar i comparar textos.®> En particular, Riba i Ginebra apliquen
I'estadistica textual per contrastar les parts del Tirant o Blanc que, suposadament,

pertanyen a autors diferents.’®

1 \/egeu TRUESDELL (1989), nota 51.

12 Vegeu SALADINI (1775), punt 4, capitol tercer, llibre primer; punt 6, capitol segon, llibre
segon.

3 \Vegeu SALADINI (1775), punt 8, capitol tercer, llibre primer.

1 \/egeu el segon exemple a SALADINI (1775), punt 6, capitol segon, Ilibre segon.

15 \/egeu GREENACRE (1993); LEBART-SALEM (1994).

18 vegeu RIBA-GINEBRA (2000) i (2003).
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Seguint una aproximacio similar, he fet e recompte dels mots amb qué alguns autors

encapcalen els apartats i els he classificat en les set categories segiients:*’

- Corolari.

-  Exemple.

- Problema.

- Teorema, que inclou proposicions, teoremes, postulatsi lemes.

- Figura.

- Remarca, que inclou remarques, observacionsi escalis.

- Altres, que inclou regles, definicions, solucions, demostracions, suposicions,

hipotesis, construccions, preparacions, indicacions.

Per veure si hi ha algun tipus d’ associacio entre els textos tractats i la freqliéncia d' as
d alguns mots he aplicat dues tecniques d' andlis multivariant, amb el suport informatic
del paguet estadistic MINITAB: I'andlis simple de correspondencies i |'andlis de

conglomerats jerarquics.

8.2.1. ANALISI DE CORRESPONDENCIES

L'analisi de correspondéencies és una tecnica exploratoria de dades utilitzada per
transformar la informacié numeérica en forma grafica. Es tracta de distribuir punts filai
punts columna d’una taula de contingencia sobre un mapa que, en el nostre cas, té
dimensié dos. Els eixos principals troben orientacié optima a cada nivol de puntsi les
contribucions ens indiquen quins punts juguen el paper més important, o han estat els
més influents a |’ hora de determinar I’ orientacio. La qualitat dona idea de quins punts
estan millor explicats a partir dels eixos o del subespai format pels eixos principals. Les
contribucions faciliten lainterpretacio dels eixos, la qualitat facilitalainterpretacio de la
posicio de cada perfil (que, en aguest cas, és la proporcid d aparicions d' un “mot”

determinat en un “autor” determinat). El concepte d’'inércia va associat a valor khi-

L annex IV recull les definicions d’ aquests mots, segons el diccionari normatiu de I Institut
d’Estudis Catalans.
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quadrat de la taula de contingencia, que controla quina variacio existeix dintre de la

taula, ésadir, quines son les distancies maximes.

En la taula de contingencia confeccionada a tal efecte, les columnes corresponen as
“autors’ i lesfilesas“mots’. No heinclos ni Lagrange ni Euler, atés que aquests autors
no encapcalen els apartats amb els mots enumerats més amunt. Em refereixo a
RICCATI-SALADINI (1765-1767) amb el nom de “Riccati”, i a SALADINI (1775)
amb el nom de “Saladini”.

Ihopital reyneau lacroix bezout agnesi saladini riccati

corol-lari 65 6 0 0 14 0 15
exemple 72 2 1 0 38 0 57
problema 46 2 0 0 6 0 48
teorema 8 0 0 0 8 10 27
figura 156 68 36 11 96 50 190
remarca 18 13 0 1 3 0 15
altres 22 7 0 0 0 0 1
Total 387 98 37 12 165 60 353

wolff kaestner tempelhoff karsten ditton maclaurin simpson

corol-lari 64 248 287 298 31 0 3

exemple 0 105 48 3 3 0 49

problema 43 137 70 0 13 0 0

teorema 3 26 22 0 5 6 3

figura 38 41 146 77 23 55 50

remarca 10 76 59 2 11 0 1

altres 31 174 130 101 0 0 3

Total 189 807 762 481 86 61 109
Total

corol-lari 1031

exemple 378

problema 365

teorema 118

figura 1037

remarca 209

altres 469

Total 3607

Taula 1. Taula de contingencia de les frequencies dels mots

El valor de lakhi-quadrat obtingut de la taula de contingencia és 1904,124 (els graus de
llibertat son 78). Aixo vol dir que € test és significatiu, és a dir, que I’ associacio entre
columnes i files és significativa. En agun lloc de la taula de contingéncia, doncs, hi ha

diferéncies significatives entre els perfils.

Vegem tot seguit la taula de les inércies relatives i la taula de I'analis de la

contingencia:
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Ihopital reyneau lacroix bezout agnesi saladini riccati

corol-lari 0,010 0,009 0,006 0,002 0,012 0,009 0,038
exemple 0,013 0,003 0,001 0,001 0,013 0,003 0,006
problema 0,001 0,003 0,002 0,001 0,004 0,003 0,002
teorema 0,001 0,002 0,001 0,000 0,001 0,017 0,011
figura 0,009 0,030 0,032 0,009 0,026 0,033 0,041
remarca 0,000 0,005 0,001 0,000 0,002 0,002 0,001
altres 0,008 0,001 0,003 0,001 0,011 0,004 0,023
Total 0,042 0,053 0,045 0,013 0,069 0,071 0,122

wolff kaestner tempelhoff karsten ditton maclaurin simpson

corol-lari 0,001 0,001 0,012 0,098 0,001 0,009 0,013

exemple 0,010 0,003 0,007 0,023 0,002 0,003 0,065

problema 0,016 0,020 0,000 0,026 0,001 0,003 0,006

teorema 0,001 0,000 0,000 0,008 0,001 0,004 0,000

figura 0,003 0,083 0,013 0,014 0,000 0,042 0,006

remarca 0,000 0,010 0,003 0,013 0,004 0,002 0,002

altres 0,001 0,024 0,005 0,012 0,006 0,004 0,005

Total 0,031 0,139 0,039 0,195 0,015 0,068 0,097
Total

corol-lari 0,221

exemple 0,154

problema 0,087

teorema 0,047

figura 0,339

remarca 0,044

altres 0,108

Total 1,000

Taula?2. Tauladelesinérciesrelatives

Axis Inertia Proportion Cumulative Histogram

10,3360 0,6364 0,6364
2 0,1053 0,1995 0.8360 **swxsnsn
3 10,0525 0,0995 0,9355 *x*
40,0157 0,0297 0.9652 *
5 0,0109 0,0207 0,9859
6 0,0075 0,0141 1,0000

Total 0,527

Taula3. Tauladel’analisi de contingencia

Les dues primeres components configuren el pla factorial escollit, que explica el
83,60% de la inercia (en negreta, ala Taula 3). La inércia total representa la variacio
existent a la taula. Per tant, la informacié posicional (és a dir, la representacié de les
distancies) entre els perfils “autors’, és forca acurada. La major contribuci6 alainércia
correspon a Karsten, amb 0,098 (en negreta, ala Taula 2).

Per dur aterme larepresentacio graficade |’ andlisi de correspondencies, he fet servir un
mapa asimetric, on els vertexs son les set categories de “mots’ (files), que fan de
sistema de referéncia (en coordenades estandard o normalitzades). He fet servir el mapa




304

asimetric perque, quant més a prop es trobi un perfil respecte un vertex, més alt és el seu
perfil respecte a aguesta categoria. En canvi, amb €l mapa simétric la proximitat d’un
punt columna a un punt fila no implica associacié de les dades, sind6 que és la
superposicio de dos mapes separats. Les coordenades dels “autors’ (columnes) son
principals, referides als eixos principals. Amb la contribucio es detecten el's punts que
més han contribuit a laformacié d’un eix. La contribucié quantifica el grau d'”atraccio
magnetica’ envers cadascun dels eixos. Es veuen els punts que han jugat un paper
important a |I"’hora de determinar I'orientacié principal dels eixos, €ls punts més
influents al” hora de determinar aguesta orientacio.

Row Contributions

Component 1

Component 2

ID Name Qual Mass Inert Coord Corr Contr Coord Corr Contr
1 corol-lari 0,958 0,286 0,221 0,579 0,823 0,286 -0,235 0,135 0,149
2 exemple 0,699 0,105 0,154 -0,404 0,211 0,051 0,614 0,488 0,375
3 problema 0,588 0,101 0,087 0,150 0,050 0,007 0,494 0,539 0,235
4 teorema 0,353 0,033 0,047 -0,503 0,335 0,025 0,117 0,018 0,004
5 Tfigura 0,994 0,287 0,339 -0,744 0,891 0,474 -0,253 0,103 0,175
6 remarca 0,354 0,058 0,044 0,183 0,082 0,006 0,332 0,272 0,061
7 altres 0,893 0,130 0,108 0,627 0,892 0,152 0,019 0,001 0,000
Taula 4. Taulade contribucions per fila (“mots”)
Column Contributions
Component 1 Component 2

ID Name Qual Mass Inert Coord Corr Contr Coord Corr Contr
1 [lhopital 0,846 0,107 0,042 -0,391 0,730 0,049 0,155 0,115 0,025
2 reyneau 0,635 0,027 0,053 -0,720 0,499 0,042 -0,377 0,137 0,037
3 lacroix 0,918 0,010 0,045 -1,269 0,700 0,049 -0,709 0,218 0,049
4 bezout 0,843 0,003 0,013 -1,151 0,649 0,013 -0,631 0,195 0,013
5 agnesi 0,904 0,046 0,069 -0,850 0,904 0,098 0,012 0,000 0,000
6 saladini 0,806 0,017 0,071 -1,215 0,652 0,073 -0,591 0,154 0,055
7 riccati 0,946 0,098 0,122 -0,776 0,919 0,175 0,133 0,027 0,016
8 wolff 0,323 0,052 0,031 0,319 0,323 0,016 0,014 0,001 0,000
9 kaestner 0,966 0,224 0,139 0,430 0,563 0,123 0,364 0,403 0,281
10 tempelhoff 0,923 0,211 0,039 0,294 0,832 0,054 -0,063 0,041 0,008
11 karsten 0,911 0,133 0,195 0,638 0,527 0,161 -0,544 0,384 0,375
12 ditton 0,003 0,024 0,015 0,022 0,001 0,000 -0,021 0,001 0,000
13 maclaurin 0,939 0,017 0,068 -1,243 0,728 0,078 -0,669 0,211 0,072
14 simpson 0,587 0,030 0,097 -0,867 0,443 0,068 0,494 0,144 0,070

Taula 5. Taula de contribucions per columna (“autors’)

En negreta he assenyalat les contribucions més significatives de “mots’ a cada

dimensié. Les associacions que es poden establir es poden apreciar a les grafiques

seglients:
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Grafica 1. Grafica corresponent al mapa de les columnes (“autors™)
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Grafica 2. Grafica corresponent al mapa de lesfiles (“mots’)
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Asymmetric Column Plot
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Grafica 3. Mapa conjunt de files (“mots”’) i columnes (“autors’)

Sobre I’ eix horitzontal de la Grafica 2, el contrast més gran es troba entre el mot figura,
a |’esguerra (amb una contribuci6 del 47,4%) i, ala dreta, e mot corol 1ari (amb una
contribucié del 28,6%) i altres mots (amb una contribucié del 15,2%). Sobre |’ eix
vertical de la Grafica 2, €l contrast més gran es déna entre els mots exemple
(contribuci6: 37,5%) i problema (contribucié: 23,5%), a la part superior, i €ls mots
figura (contribucié: 17,5%) i corollari (contribucio: 14,9%), a la part inferior. El grup
dels autors alemanys es troba ala dreta de la Grafica 1. Laresta, al’ esquerra. S observa
gue gairebé tots els punts tenen una bona representacid segons aguest mapa (qualitat
ata), tret de Ditton (qualitat: 0,003) i Wolff (qualitat: 0,323). Aquests dos casos tenen
una representacio poc acurada segons € mapa (s hauria de controlar una tercera
dimensi¢). Al llarg de I’ eix horitzontal de la Grafica 3, el grup d'”autors’ de la dreta es
troba associat a mot corol lari i aaltres mots, i € de |’ esquerra s associa amb e mot
figura. Respecte I’ eix vertical de la mateixa grafica, €l contrast més alt es detecta entre
Karsten i Kastner, a la dreta (Karsten més associat al mot corol lari, Kastner més
associat als mots exemple i problema). El grup format per Karsten (qualitat: 0,911),
Kastner (qualitat: 0,966), Tempelhoff (qualitat: 0,923) queda ben representat sobre el
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mapa. A I'esquerra, € grup integrat per Saladini (qualitat: 0,806), Bézout (qualitat:
0,843), Maclaurin (qualitat: 0,939) i Lacroix (qualitat: 0,918) també es pot interpretar
com una bona representacié. Reyneau presenta tendéencia cap a aquest grup pero amb
una qualitat més baixa (qualitat: 0,635). Aquest grup esta més associat a mot figura. La
resta presenta una freqiiéncia mes alta del mot exemple. També detectem un altre grup,
ben representat: |’associacié L’Hopital (qualitat: 0,846), Agnesi (qualitat: 0,904) i
Riccati (qualitat: 0,946).

8.2.2. ANALISI DE CONGLOMERATSJERARQUICS

L’andlis de conglomerats jerarquics pot corroborar la distribucio grafica de les dades
obtinguda a partir de I’analisi de correspondencies. L’analis de conglomerats jerarquics
consisteix a agrupar un conjunt de n individus (o perfils, en aquest cas) en k classes
homogenies, i diferents entre si. Es adir, es busca |’ estructura més simple possible que
representi agrupacions homogenies. S'identifica quin parell de files/columnes es pot
reunir en una sola categoria, amb la minima reduccio de I’ estadistic khi-quadrat. El
procés dona lloc a conglomerats distribuits de forma jerarquica. Després de normalitzar

les variables, el dendrograma corresponent, utilitzant unié de mitjanes (entre grups) és:

Dendrogram with Single Linkage and Correlation Coefficient Distance
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Grafica 4. Dendrograma
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Pel que faalesfrequéncies d’ Us dels mots especificats en comencar aguesta seccio, aqui
es veu clarament que hi ha dos grans conglomerats ben diferenciats, classificacié que

corroboral’analisi de correspondencies anterior:

1. El grup format per L'Hépital, Reyneau, Lacroix, Bézout, Saladini, Maclaurin,
Agnesi, Riccati i Simpson. Es e grup de I’esquerra del mapa d andlisi de
correspondeéncies. Dins d' aguest grup s observa el subgrup integrat per Reyneau,
Lacroix, Bézout, Saladini i Maclaurin. D’atra banda, les obres d’ Agnesi i de
Riccati sdn molt properes.

2. El grup format per Wolff, Tempelhoff, Karsten, Ditton i Kastner, és a dir, €
grup de la dreta del mapa d’analisi de correspondencies. Aquesta associacio es
pot interpretar a partir del fet que tots els elements del grup, tret de Ditton,
pertanyen a Alemanya. Es adir, es podria concloure que |’ estructura de les obres
dels autors alemanys és similar, entenent “estructura’ en termes de les

fregliencies d’ Us dels mots que encapcalen el's apartats.

8.3. LA NOTACIO EMPRADA

Per a totes les referéncies historiques utilitzades en elaborar |’ apartat sobre la notacio
emprada pels diferents autors, m'he basat en el desenvolupament historic de les
notacions matematiques dut aterme per CAJORI (1928-1929).

8.3.1. FRANCA

Reyneau, Bézout i Lagrange indiquen que utilitzen les darreres lletres de I’ alfabet per a

lesvariablesi les primeres lletres per ales constants.

Per al producte Reyneau utilitza € simbol x.'® Bézout a la pagina 14 escriu

m-1 m-2.

m 5 x"“:; a la pagina 13 escriu xy, (X+dx)x(y+dy) perd també

18 Aquest simbol € fa servir per primer cop Oughtred al Clavis mathematicae (1631).
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(x+dx)(y+dy)(z+dz). Lagrange i Lacroix també fan servir a vegades - 0 x, i a

vegades cap simbol. Reyneau i Bézout de vegades escriuen xx, d’ altres x*. Bézout fins

i tot, empra ambdues notacions en la mateixa pagina.'® En canvi, Lagrange i Lacroix ja

escriuen sempre x2.%°

Reyneau indica les progressions geométriques de la segiient forma: —a,b,c, & c. Les

proporcions les escriu AE.EB :: EB.ED ! Bézout utiltiza a: x:: x:b. Lacroix escriu la

progressié geométrica de laformaseglient: —1: x: X2 : x° :...%2

Reyneau utilitza el vincle ~ comasimbol o agregacio. Quan ha de tornar areferir-se
a una expressio llarga, Reyneau escriu una lletra majuscula a davant, que I’ identifica.
Posteriorment, per referir-se a I’ expressié només li cal la lletra corresponent. Bézout i
Lagrange usen parentesis, i claudators, quan ja hi ha parentesis. Els simbols d’ agregacio

que faservir Lacroix son els paréntesisi les claus.?®

Reyneau escriu I’arrel o un monomi amb e simbol , i la d’ una expressio polindmica
amb aguest simbol amb vincle: ,/ . En canvi, Bézout escriu \ (xx—bb). | usa una
notacio semblant per a cas arrel d ordre n. Lagrange sempre fa servir e simbol \/_ .

Lacroix fa servir ambdés, Vi .

¥ Vegeu, per exemple, BEZOUT (1799-1800), p. 31.

% Descartes preferia escriure aa en |loc de a®. Van Schooten en principi també, perd a |’ edicié
llatina de la Géométrie de Descartes fa servir a’. Huygens, Wallis, Newton i Euler, entre d'altres, es
decantaven per lanotacié aa. Leibniz, Pascal i Gregory, en canvi, preferien a2,

2 Lanotacié6 A:B::C: D lavaintroduir Wing a Gran Bretanya |’ any 1651, tot i que |’ alternava
amb la que apareixia a Clavis mathematicae d’'Oughtred ( AE.EB:: EB.ED ). Més endavant, sera la
notaci6 que utilitzara Leibniz. Gran Bretanyai els Estats Units notaran |les proporciones d’ aguesta manera
fins a comencaments del segle XX, finsi tot hi ha paisos que encarafan servir aquesta notacio.

# Aquesta notaci6 ja apareix al’ Algebra de Maclaurin (1748).

2 \an Schooten en I’ edici6 de I’ obra de Viéte (1646) treu els paréntesisi usaels vincles. Leibniz
utilitza vincles de forma ocasional fins al 1708, normalment fa servir parentesis. Johann Bernoulli també
fa servir vincles en les Lectiones. El vincle sera d'Us regular a Gran Bretanya i Franca durant €l segle
XVIII.

2 El simbol V s'introdueix a Franca cap a 1551. Descartes (1637) uneix aquest simbol amb un

vincle donant lloc a simbol \/_ Leibniz no hi estava a favor, creia que era més facil escriure V. En

general, aFrancai Gran Bretanya s usava \/_ mentre que a Alemanyai Suissas utilitzava .
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Reyneau indica el logaritme de 1+ x de la seglient manera: 1.1+ X ; i la seva diferéencia:

d.I.1+x:1‘;x. Pero si es tracta del logaritme de x, aleshores escriu: de:%, sense
+ X X

els punts. Bézout també escriu |. Lagrange: logx; | per a logaritme natural (o hiperbolic
de Neper). Lacroix també nota el logaritme amb 1. Lacroix nota el logaritme neperia
amb el simbol I"' i especificaque e modul e és el nombre que, multiplicat pel logaritme

neperia, enstornael logaritme en una atra base.

Quant a les funcions trigonomeétriques, Bézout fa servir [in.z, cof.z, tang.z.

Lagrange: sin, cos, anglesin, anglecos, tang, arctang. Lacroix: sin, cos, tang, cot, sec,

cosec. En e punt 124 del Traité élémentaire amb |’expressio u:Arc(tangzﬁj
y

representa I'arc de cercle de radi 1 i tangent ﬁ; i en una nota a la pagina 129:
y
X = arc(sin :lw/2ay— yzj.
a

Quant a les diferéncies d’ ordre superior Reyneau generalment escriu ddx per a ordre

dosi d"x per a ordre més gran que dos. En alguna ocasié Reyneau escriu dxx x™*,

que és una notacié confusa. Per exemple, en e punt 536, en trobar la diferencia de

, . p
I'expressio X" xa+bx" +cx™ +ex & ¢ :

ma+mbx" + mex®"+ mex™ +&c
, , dxx x™ kP,
pnbx" + 2 pnex~" + 3pnex™ + &cC

De forma analoga, en €l's punts 537-538.

Bézout, per a quantitats variables compostes, utilitzaz d(x?), d(5x°+3x?),
d([x2 —aZD. ddx, dddx o d3x,... perd en canvi (dx)? o dx?. Tot i recomanar escriure

xdy per no confondre, alapagina 31 trobem d(c*) = dxc”.



Aspectes metodol 0gics 311

Lagrange nota les derivades. f'(x), f"(x), f"'(X), etc. La seva notacié per a les

derivades parcials a les Legons és ", f'' (els apostrofs abans de la coma indiquen
derivaci6 respecte x i €ls de després, derivacio respectey). S f(p,q,r) amb la notacio

f'(r) sindicalafuncio derivada respecter.?®

Lacroix empra la notacié d.uv, d(uv); perd quan treballa amb desenvolupaments en

série fa servir { }.*” Observa que no s ha de confondre d?u amb (du)® (que equival a
du®) ni amb d.u? (la diferéncia de u%). Per simplificar notacié: u'= %. Lacroix escriu
X
df (t)
dt

analytiques (1797) de Lagrange; el membre dret és notacié d’ Euler. Aguesta expressio

f'(t) =

, la notacié del membre esquerre la trobem a la Théorie des fonctions

déna més importancia a la derivada que no pas aladiferencial, evitant elsinfinitesimals.

En e punt 126 del Traité élémentaire, s u= f(t,x,y,2), a I’hora d'indicar & seu

coeficient diferencial, Lacroix considera que la notacié % (de Fontaine) és la més
X

simple i expressiva de les expressions proposades. Euler, en canvi, nota € coeficient

diferencia (%} per no confondre amb e quocient de la diferencial du entre la
X

diferencial dx, I’expressio del qua és % Aquesta darrera expressié és poc frequent.
X

Fontaine la nota didu I Lacroix proposa % La idea de Lacroix és que e simbol
X X

més simplificat correspongui a cas més frequent.

Reyneau i Lacroix ordenen en columna el's termes de mateix ordre de diverses séries.?®

% Com apareix a I’ Acta Eruditorum e 1703 o com fan servir Christian Wolff (1713), Johann
Bernoulli (1730) o Leonhard Euler (1728, 1748). Leibniz indica el logaritme natural amb |.

% En canvi ala Théorie, amb tracos superiors indica les derivades respecte x ( '), i amb tracos
inferiorsindicales derivades respectey ( f,).
" Euler també fa servir d.uv per indicar ladiferencial de uv.

% \iéte i Descartes ja feien servir aquesta notacié per indicar suma de coeficients o factors en
una columna, ordenats per termes amb mateix grau.
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8.3.2. ALEMANYA

Per ala suma Wolff fa servir unacreu com lade |’ expressio seguient:
) |:.=' o ] ==l -'1'_:|' .

Tempelhoff de vegades també utilitza aquest simbol.

Els quatre autors alemanys estudiats de vegades escriuen x?, d’altres xx. Wolff, amb
les expressions algebriques, generalment no utilitza cap simbol per indicar e producte.
Quan fa servir segments, pero, I'indica amb un punt: PC.PT . Kastner també fa servir

un punt: n(n-1).n—-2. De vegades no usa cap signe per indicar € producte.
Tempelhoff presenta dues notacions per a producte:. EK.EH,DGxGE. Karsten fa

servir un punt: n.n—1.

Wolff indica el quocient amb : 0 bé amb laliniafraccionaria. Finsi tot combina les dues

notacions en un mateix problema. Per exemple en & punt 306 apareix |’expressio
b3dx . . i3 a2 3 . . .

W’ pero tambeé I’ expressio b?dx: (b“y—y?®). Lanotacio utilitzada per Kastner i
y-y

Karsten son €ls dos punts i la linia fraccionaria, que també combinen en unamateixa

pagina. Fins i tot Kastner fa servir ambdues notacions en una mateixa expressio:

dxddy — dyddx
dx?.(1+ dy? : dx?)

(p. 464). Tempelhoff generalment fa servir laliniafraccionaria

Quant a la proporcid, en els textos de Wolff, Késtner i Tempelhoff trobem la notacio

PC:PB= AB: PT . Karsten, en canvi, generalment utilitza Y .

z

Com asimbols d' agragacié Wolff, Kastner, Karsten i Tempelhoff empren els paréntesis.

Wolff a més empra braquets (interiors) quan ja hafet Us dels paréntesis.

Per ales arrels Wolff i Kastner escriuen: v, v (), ¥x“ En el darrer cas, Kastner també

escriu amb exponent fraccionari. En els textos de Karsten i Tempelhoff trobem: , vV ( ).



Aspectes metodol 0gics 313

Per al logaritme Wolff fa servir I. Késtner utilitzal i log per a logaritme natural, i L per
al logaritme en base b. Tempelhoff empra log. En € text de Karsten trobem | per a

logaritme natural; log. () i de vegades: log nat., |.art., |.nat.

Quant a les funcions trigonomeétriques, els simbols emprats per Kastner son: sin, cos,
tang, tg, cot, sec, Arc.sin, Asin, Acos,... En aguest cas, Tempelhoff utilitza de vegades
notacions diferents per ales mateixes funcions. fin, Sin., Cof., cofec., Cot., Tang., Tg.,
Arc.Sin, Arc.Cos, Arc.Tang. | en I’obra de Karsten he trobat les expressions: Arc.Mm,
chord.Mm.

Wolff fa servir una d seguida de paréntesis per indicar la diferenciacio d una expressié
composta (vegeu, per exemple, punt 13). En canvi, en € punt 15 escriu d:fx“. Quant a
la diferenciacié successiva: ddx,dddx,.. o bé d?x,d%x,... Kastner col-loca les
expressions que vol diferenciar entre paréntesis, després de la d Tempelhoff indica el
diferencial d expressions compostes amb |es segilents expressions: d.x* (que no s hade

confondre amb (dx)?, que representa € quadrat del diferencial), d.x’y, d(x%),

d(x%y), d.a+bx*, d.(a+bx?)*... Karsten fa servir punts després de la d, per evitar
confusions o en €l cas del producte de diverses quantitats o d’ una expressi6 fraccionaria.

Aixi, escriu d.x" per no confondre amb |a poténcia de dx. Per ala diferenciacio parcial

X YX
de funcions de diverses variables utilitza: dz, ddz,...

Amb JPC.PT Wolff indica un rectangle;, AMmMR indica un triangle;, amb una S
invertida indica la semblanga de triangles. L'infinit e nota o, com Ké&stner. Wolff
separa les equacions mitjangant linies (vegeu, per exemple, punt 307). Pero aixo podria
portar a confusio entre les linies de separacid i les fraccionaries. En el punt 73, Késtner
fa servir sinus en la determinacio de les tangents i escriu: SNVMS. Karsten ordena les

EXPressions segons grau per columna (vegeu, per exemple, p. 250).
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8.3.3.ITALIA

Agnesi faservir el simbol x per a producte. Saladini i Riccati fan servir x i -. Lagrange
a vegades indica la multiplicacié mitjancant x, d’atres sense cap signe. Agnesi escriu
xx en lloc de x*. A SALADINI (1775), la subtangent de I’ espiral d’ Arquimedes s escriu

%. En canvi a RICCATI-SALADINI (1765-1767) trobem y{; tanmateix, meés
endavant, escriu com a SALADINI (1775): \/ob+yy. A SALADINI (1775), punt 3,
capitol segon, llibre segon, apareix |'expressio ﬂx; mentre que a RICCATI-
SALADINI (1765-1767), punt 7, capitol segon, llibre segon, la mateixa expressio

apareix escrita amb la potencia quadratica: ﬂzx . Lagrange jafaservir X2
X

Saladini nota el quocient avegades S ,avegades A:B.

Lanotaci6 d' Agnesi per as triangles semblants és: AE, EB:: EB,ED . En € punt 117
apareix: y,t ::%. Lavariant per ales proporcions que fan servir Riccati i Saladini és:
DEF : ADC:1:4.. La notaci6 que empra Lagrange en aguest cas 6€s

RP:RM =MB: BC.

Com a simbol d'agregacid, Agnesi, Lagrange, Saladini i Riccatti utilitzen e vincle,

m+n.

Amb < indica que fa servir una arrel (d'ordre n), seguit de I’expressié que es vol

radicalitzar.*® Saladini utilitza ,/ i Lagrange també.

Saladini i Riccati noten el logaritme IX.

2 Aquesta és una modificacio de la notaci6 que feia servir Oughtred: AE.EB :: EB.ED a Clavis
mathematicae (1631).
% Aquest simbol s introdueix altaliacap a 1608.
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A RICCATI-SALADINI (1765-1767) les funcions circulars es noten: Cc, S i les
hiperboliques: Sh, Ch. A SALADINI (1775) també trobem el cosinusi €l sinus circulars
simbolitzats amb una C i una S, respectivament.

Agnes nota les diferéncies segones ddx o bé dx, i avisa que no s ha de confondre amb
. Lagrange, amb d.yz, indicala diferénciade yz. Riccati i Saladini fan servir D per
aladiferenciacio de quantitats complexesi Sper alaintegracié. La notacio de Saladini

per als “diferencies parcials’ és: X, xy|p....

Agnesi, Lagrange, Riccati i Saladini ordenen les equacions algebriques per columna,

segons €l grau.

Saladini fa servir el simbol «.*

Agnes i Lagrange especifiquen que les darrers lletres de I'alfabet serveixen per
simbolitzar les variablesi que les primeres son per ales constants.

8.3.4. GRAN BRETANYA

Ditton escriu aa. En canvi, quan defineix les poténciesi les seves fluxions utilitzay', y,

y°, ... Maclaurin de vegades fa servir a2, x2,..., d'altres, pero, utilitza aa, xx,... Simpson

també: per exemple, al’ article 44 trobem xx -+ yws pero, en treure I’ arrel cabica, escriu

necessitaria tres linies

3
X*+y®. Potser és degut a que s fes servir x*+y?

tipografiques. Per a producte Ditton i Simpson usen x.

Per indicar la proporcié Ditton fa servir la notacio A:B::C: D, que diu que implica

A—:B=C—:D.* Maclaurin i Simpson també fan servir: A:B:C:D. Ditton a

3 Vegeu SALADINI (1775), p. 168.
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vegades també utilitza la notacid 33 Finament, Ditton sovint escriu les

Wl >
wile)

proporcions amb paraules.

Com a simbol d agregacio Ditton i Maclaurin empren el vincle: x+o . Ené casde

|
Maclaurin també apareixen expressions com e+ fx"| (p. 603, cap. 1), notacié que

també empra Taylor a Methodus Incrementorum. Simpson utilitza dos tipus de signes
d  agregacio:

1. Quan hi hafactors amb poténcies no lineals fa servir _| 3

2. Quan hi hafactorslineals utilitzael vincle .

Per indicar les arrels Ditton fa servir \ quan es tracta d’ una variable i J Qquan estracta
d’'una expressio més llarga. Maclaurin escriu /27, /aa— yy . Simpson també empra el
simbol ,/ . Per indicar les poténcies segones, terceres, etc. d’ arrels Ditton fa servir la

notacio d' exponents fraccionaris perqué considera que és més neta, clarai significant.

Quant a la notacié dels logaritmes Ditton utilitza una variacio de la notacié de Newton:

|:x+a indicae logaritme de la potencia mésima de x+ a. Per indicar el logaritme

de y de vegades Maclaurin ho faamb paraules, de vegades fa servir lanotaci6 log.y .
El cosinus de vegades Simpson I’ escriu com co-sine of, de vegades |’ escriu Co— | 30

La tercera seccié del llibre de Ditton es titula De la notacié de les fluxions. Com

Newton, utilitza els punts per indicar fluxions: X, X, X, X,...>" Ditton indica la primera

¥ Aquesta notacié sembla una deformacié del simbol de la divisio +, que va ser introduit per
Rahn el 1659 en €l Teutsche Algebra. Aquest simbol fou acceptat per Wallisi d altres escriptors anglesos
gracies alatraducci6 anglesa que vafer John Pell d’ aquesta algebra (1668).

% En una publicacié del 1710 Leibniz fa servir aquesta notacio, que alternaamb els dos punts.

¥ Aquest simbol apareix en una carta de Newton a Oldenburg, I’ any 1676.

% Aquesta notaci6 ja I’havien utilitzada Kepler (1624), Briggs (1631), Oughtred (1647)....
Oughtred, en redlitat, escrivialLog. y.

% Aquesta darrera notacié és molt semblant ala que feia servir Euler al’ Introductio, cof .

3" Aquesta notacid va aparéixer impresa per primer cop en I’ Algebra de Wallis, I’ any 1693.
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fluxié d’'una fraccié amb un punt sobre lalinia de divisié (- - —), la segona fluxié amb
dos punts sobre laliniade divisié (- -+ -),... Lesfluxions de les arrels les indica amb un,

dos, tres,... punts sobre e vincle adjunt a I’arrel, segons es tracti de la primera, la

segona, latercera,... fluxi respectivament ([, ,..).*

., —_m . .
L'expressié | : x+a amb un punt a sobre i un atre a sota del vincle representa per a
Ditton la seva primera fluxid. En canvi, amb Ix+a™ indica el logaritme de x+a™ i la

seva primera fluxié amb e simbol + sobre I’expressié x+a™. D’altra banda, aixi com

. / / 1
x éslafluxio de x, x éslafluxio de x, x éslafluxié de x, etc. | segueix la mateixa

idea per alesfraccionsi les arrels. Aquesta notacio de fluents lafeia servir Newton.

La primera part del titol del segon capitol, segon llibre, de Maclaurin és De la notaci6
de les fluxions. Comenca dient que Newton en els Principia notava amb una lletra
majlscula la quantitat fluent i amb la corresponent mindscula la fluxio. Pero,
posteriorment, per evitar confusions de caire algebric i confusions al’ hora de tractar les

fluxions d’ ordre superior, Newton fara servir X, y, z, ... per as fluents, X, y Z, %, X, ... per

ales corresponents fluxionsi a, b, c, ... per ales constants. Aquesta sera la notacié que
fard servir Maclaurin. També comenta quina és la notacid utilitzada per Leibniz.

Simpson per indicar “lafluxio de 5”, “lafluxié de x"”, “lafluxié de x*y*” ho faamb

y

paraules (vegeu, per exemple, elsarticlesl6i 17).

A I'article 54 del llibre de Simpson trobem €l signe .., que és el simbol que Rahn, a
Teutsche Algebra (1659), utilitza per indicar la “implicacio”. Al segle XVIII aquest

simbol estava especialment Iligat al producte de mitjanesi extrems d’ una proporcio.

% Aquesta notaci6 també apareix al Methodus Incrementorum de Taylor. En canvi, al’ Algebra
de Wadllislafluxié primera de lafraccié s'indica amb un punt a sobre i un atre a sotadelaliniadivisoria
(+) i el mateix per a vincle de I'arrel, per indicar la seva primera fluxié. S ha de dir, perd, que aguesta
notacié no tingué gaire exit degut ainconvenients d' ordre tipografic.
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8.3.5. EULER

El producte I'indica amb - 0 sense cap simbol. La poténcia quadratica de vegades

I" escriu xx, de vegades x°.

En alguns casos, la divisio la indica mitjancant la linia de fraccid, en altres casos ho fa
amb dos punts, i hi ha ocasions on fa servir ambdues notacions. Per exemple:

1:1x

1:x"

(aqui podria ser per estalviar unaliniatipografica), o bé:

dxtdx®
g

dx+dx?:dx=

Com a simbol d’ agregacié empra els paréntesis. Quant a les arrels, fa servir Vx i :Ix“,

H
gue també escriu com X . El logaritme hiperbolic € nota Ix i les funcions

trigonometriques: sin X, cosXx, tangx, sec X, cosecx .

Per evitar confusions sha d escriure ydx en lloc de dxy. L'expressio d(xx+ yy)?
representa el quadrat de d(xx+ yy), mentre que d.(xx+ yy)?> és e diferencia de

(xx+ yy)?. Lanotacié d. equival a d( ). Mentre que el simbol delaintegral afectatota

I’ expressio que segueix. Ladiferenciafinitalanotaamb el simbol A, mentre que per ala

diferénciainfinitament petita fa servir unad. Els diferencials d’ ordres superiors els nota

amb dd., d.2, ... £ indicasumafinita, i S integracio.

¥ A I'Introductio he trobat les funcions trigonométriques escrites de la segiient forma:
[in.z,cof.z, etc.
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9.1. DISCUSSIO GENERAL

9.1.1. FRANCA

COM EXPOSEN ELSFONAMENTS?

Reyneau pertanyia a |I’orde de I’ Oratoire i, de fet, L’HOpital estava relacionat amb
aquest grup. Bézout va desenvolupar |a seva tasca en I’ambit de les écoles militaires,
ambit en €l qual també es mogué Lagrange a Itdlia. Lagrange i Lacroix foren professors
al’ Ecole Polytechniquei impulsaren la publicacio de livres élémentaires, entre els quals
es troben els seus tractats elemental s sobre calcul analitzats en aquesta tesi.

L’ element basic en L' Hbpital, Reyneau i Bézout és la diferencia (quantitat infinitament
petita en que una quantitat variable creix o decreix). El text de L’Hopital no presenta un
intent de fonamentacioé rigorosa del calcul diferencial, siné que mostra com, amb €ll, es
poden solucionar de manera satisfactoria problemes del segle XVII lligats a la
geometria. En canvi, Reyneau, possiblement com a consegiiencia del debat Rolle-
Varignon (1700-1701), intenta justificar I’ existéncia dels infinitament petits, basant-se
en la geometria grega i en e moviment com a generador de corbes. Per a L'Hopital,
Reyneau i Bézout, seguint la geometria grega, una corba és un poligon d'infinits costats
infinitament petits. Quant a I’eliminacié de dxdy en laformula de la diferenciacio del
producte L’Hopital afirma que aixo és possible perque és infinitament més petit que les
diferencies de primer ordre (i es basa en e postulat 1). Reyneau justifical’ eliminacié de
dxdy mitjancant compensacio d’errors (abans de la critica de Berkeley). Bézout
justifica aquest fet perqué s obtenen els mateixos resultats que amb I’algebra i mostra

els diferents ordres via proporcions.

Els elements basics de Lagrange, son les funcions derivades, els coeficients obtinguts en
desenvolupar en série de potencies una funcid, sempre possible segons admet Lagrange.
L’ objecte central per aLacroix és el coeficient diferencial, € limit (entés en el sentit de
D’ Alembert) de larad dels increments simultanis d’unafuncié i de lavariable de la qual
depén. Lacroix entén la corba com €l limit de tots els poligons inscritsi circumscrits ala

corba.
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Funci6

El Cours de mathématiques a I’usage du corps de I’ artilerie de Bézout és una de les
diverses reedicions del seu Cours de mathématiques a |’ usage des Gardes du Pavillon
et de la Marine (1764-1769). Tot i que la publicacié d aquesta primera versié és
posterior a 1748, en que apareix I’ Introductio in Analysin Infinitorum d’ Euler, Bézout
no parla de funcions i el seu tractament del calcul és molt semblant a de L’'Hopital i
Reyneau. De fet, el llibre de Bézout estava adregat als estudiants de les escoles militars,

on el que primava eral’ aplicacio6 practicai no un aprofundiment teoric de la matéria.*

Lagrange i Lacroix treballen amb funcions. Per a Lagrange funcio és “tota expressio de
cacul en la qua totes les quantitats entraran d’una forma qualsevol, barrejades o no
amb d'altres quantitats considerades com posseidores de valors donats i invariables,
mentre que les quantitat de la funcié estan obligades a poder assolir tots els valors
possibles” (LAGRANGE (1800), pp.10-11). Per a Lacroix una funcié és una quantitat
que “depen d'una o de diverses quantitats bé a través de qualsevol operacio, bé per
relacions impossibles d’'assignar algebricament” (LACROIX (1802), punt 2). Lacroix

defineix ladiferencia com I’increment funcional f (x+h)— f(x) i €l diferencial com €l

primer terme de ladiferencia

Teorema de Taylor

Per a Lagrange els seus coeficients del desenvolupament en série de poténcies d una
funcié son les funcions derivades. Per |a seva banda Lacroix, a partir de les diferencies
successives, dedueix el desenvolupament en série de poténcies, conegut com teorema de
Taylor.

Ordre superior

Quant a I'ordre superior, L’'Hopital, Reyneau i Bézout parlen de diferéncia de la

diferencia. Reyneau justifica I'existéncia de diferencies d ordre superior mitjancant

1Vegeu SCHUBRING (2004), pp. 252-254.
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progressions geomeétriques i moviment. Bézout troba les diferencies d ordre superior
considerant tres estats consecutius infinitament propers. La segona diferéncia és la
diferéncia de les dues diferencies primeres. Quant a la indeterminacié de la progressio,
L'Hopital i Reyneau consideren casos on una diferéncia és constant (per simplificar el
problema) i casos on cap diferencia no és constant (defensant aixi la generalitat del nou
calcul). Quant a Bézout és millor suposar constant una de les diferéncies primeres per

simplificar els calculs.

Donat que en Lagrange les derivades d ordre superior son els coeficients del
desenvolupament en serie de poténcies, i que en Lacroix €l coeficient diferencia és una
funcio, de la qual es pot trobar el seu coeficient diferencial, en ambdés casos I ordre
superior queda justificat. Lacroix considera dx constant, mentre que Lagrange no
explicita res al respecte. Lagrange i Lacroix, igual que Reyneau, relacionen el

desenvolupament del binomi amb I’ ordre superior.

Tangent

Per aL’Hopital, Reyneau i Bézout latangent és la prolongacié d’un costat del poligon-
corba. Es calcula a partir del triangle caracteristic. Lagrange intenta allunyar-se de tota
justificacio geométrica i troba la tangent calculant e desenvolupament en serie de
potencies de la funcio, fins a primer grau. De fet, € cacul de la tangent apareix a la
[licd on estudia que passa quan el desenvolupament es talla per un determinat terme. Per
a Lacroix la tangent és e limit de les rectes secants, que es pot calcular a partir del
coeficient diferencial. Tanmateix, ho justifica a partir de semblances de triangles,

prenent dues ordenades que s apropen “sense fi”.

Extrems

Mentre que L’ Hopital no dona criteris per distingir si €ls extrems sOn maxims 0 minims,
Reyneau estudia €l creixement/decreixement de la subtangent i Bézout estudia la
quantitat abans i després del punt on es troba I’extrem. Lacroix estudia €l signe del
segon coeficient del desenvolupament en serie de Taylor (coeficient diferencial de
segon ordre). En el text de Lagrange no apareix I’ estudi d’ extrems, possiblement perque

estan relacionats amb la geometria de la corba i Lagrange volia presentar |a seva teoria
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des d’un punt de vista totalment algebric. De fet, en € llibre de Lagrange no apareix

tampoc I’ estudi de punts singulars.
Puntsd'inflexid i altres puntssingulars

L'Hépital presenta tres metodes per fonamentar € calcul dels punts d’inflexio: 1) la
distancia subtangent-abscissa és maxima; 2) e canvi de signe de la segona diferéncia
degut a canvi de concavitat; 3) a partir de dues tangents infinitament properes. Per a
Reyneau en un punt d’inflexio la diferéncia assoleix un maxim o un minim i aixi
justifica que la segona diferencia es faci nul-la quan es produeix un canvi de concavitat.
Lacroix es basa en e canvi de signe del segon coeficient diferencial degut al canvi de
concavitat-convexitat. Lacroix parla de punts singulars/multiples des de la vessant de la
geometria algébrica, com a interseccid de branques. Ni Bézout ni Lagrange fan estudi
de punts d'inflexid. Podria ser que Bézout no ho trobés imprescindible per alaformacio
dels enginyers. En €l cas de Lagrange potser larad és e seu desig d’'alunyar-se de la

geometria.

| ndeterminacions

Quant a la indeterminacio % Reyneau, com L’Hépital, laresol fent e quocient de les

diferéncies. Per la seva banda, Lacroix i Lagrange la resolen prenent els primers termes
del desenvolupament en serie del numerador i del denominador; a partir d aquesta

indeterminacié estudien d’ altres indeterminacions.
Corbes osculadores

L’Hopital, Reyneau i Bézout primer defineixen I'evoluta i, a partir d'ella, € radi
osculador (a partir de la interseccié de dues perpendiculars infinitament properes i de
semblanca de sectors triangulars). Reyneau exposa la relacio entre €l radi osculador i la
concavitat-convexitat d’una corba. Lagrange estudia primer les osculacions a partir del
tall del desenvolupament en serie, i després defineix I'evoluta. Sobta € fet que
Lagrange treballi les corbes osculadores, quan ha evitat tota questié aparentment de

caire geomeétric. Lacroix entén el cercle osculador a partir del limit de les linies que es
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tallen en 3 punts per estudiar les osculacions (també a partir de Taylor, com Lagrange) i

després parlade I’ evoluta.

EL LLENGUATGE QUE UTILITZEN, ESGEOMETRIC O ALGEBRIC?

Lareferencia de L'Hopital, Reyneau i Bézout és la geometria. Finsi tot Reyneau parla
del moviment com a generador de les corbes. Tanmateix, Reynau i Bézout fan servir
seriescom aeinaauxiliar al’horad’integrar. El llenguatge de les Lecons de Lagrange és
algebric (“analitic”). Les funcions derivades son objectes que obeeixen determinades
lleis algebriques. L’objectiu de Lagrange és tractar amb objectes algébrics i evitar
d aquesta manera el problema de la fonamentacio del calcul diferencial. Quant a
Lacroix, la motivacio original del calcul diferencial és geométrica; Lacroix també parla
del moviment continu generador de corbes. No obstant, € seu enfocament és
basicament agébric, doncs utilitza funcions, coeficient diferencial, séries de Taylor,

limit ...

ELECCIO DE COORDENADES | TRACTAMENT DE LES CORBES
ALGEBRIQUES| TRANSCENDENTS

CORBES COORDENADES

L’HOPITAL |Tracta corbes de la geometria classica, | Segons naturalesa de la corba (adient per
com la concoide, lacissoide, laquadratriui | a les transcendents), procediment usual
I” espiral. També tracta amb lacicloidei la| del segle XVII.

corba logaritmica (que defineix a partir de
la propietat de subtangent constant), que
comencen afer-se usuals al segle XVII.

REYNEAU Tracta amb algebriques en general i amb la| Generalment  coordenades  ortogonals
cicloide (de manera semblant a com ho | (perd també per a qualsevol angle).
havien fet L'Hépital i Johann Bernoulli). A | Coordenades des d’ un punt.

partir de la corba logaritmica (les
diferencies de la qual troba mitjancant el
seu desenvolupament en série) dedueix les
diferéncies de la corba exponencial.

BEZOUT Treballa amb algebriques en general i amb | Generalment coordenades ortogonal s per
la logaritmica (la seva diferéncia a partir | simplicitat.

de la seva generacid), de la qual dedueix
I’exponencia i la seva diferencia. A partir
del sinus/cosinus d'una suma, troba les
diferénciesdel sinusi del cosinus.
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LAGRANGE |Tracta amb funcions desenvolupables en| No especifica coordenades (“si X, y son
serie de poténcies: algebriques, sinus,|les coordenades de la corba
cosinus, exponencial (delaqua dedueix la | proposada...”).
logaritmica).
LACROIX Parla de funcions algebriques i|Generament coordenades ortogonals.
transcendents. Desenvolupables en série de| Canvi de ortogonals a polars.
potencies: algébriques, circulars,

exponencial (de la qual dedueix la
logaritmica); o via equacions diferencias
(cicloide, espirals).

PROBLEMESI APLICACIONS

L’HOPITAL

Tangents, maxims i minims, punts d'inflexio i retrocés, evolutes, caustiques...
problemes usuals del segle XVII. Enuncia proposicions sobre corbes amb una
caracteristica general, que després sol aplicar a diversos casos particulars.

REYNEAU

Problemes de geometria composta. Problemes fisico-matematics. 1) resolucié via
calcul diferencial (tangents, maxims i minims, punts d'inflexié, evolutes); 2)
resolucié comencant pel calcul diferencial i acabant pel calcul integral (rectificacio,
guadratures, centres de gravetat).

BEZOUT

Tangents, extrems. Problemes fisico-matematics (principalment, de Mecanica) i
geométrics, per mostrar els avantatges del calcul diferencial sobrel’ algebra ordinaria.

LAGRANGE?

Teoria de corbes (tangents, corbes osculadores). Equacions diferencials. Derivades
parcials. Moviments variats.

LACROIX

Teoria de corbes (tangents, extrems, punts d’inflexi6, corbes osculadores). Teoria de
corbes de doble curvatura i de les superficies corbes. Derivades parcials. Equacions
diferencials.

9.1.2. ALEMANYA

COM EXPOSEN ELSFONAMENTS?

Wolff fou professor de matematiques a la universitat de Halle. Kastner fou €l successor

de Segner com a professor de matematiques a la universitat de Gottingen quan aquest
substitui Wolff a Halle. | Karsten succei Segner a la universitat de Halle. Tempel hoff

esta relacionat amb |’artilleria, prussiana també, tot i que no hi havia un sistema

d’ escoles militars significants.

2 A la segona part de la Théorie Lagrange tracta problemes sobre extrems, mesura d arees,
rectificacié de corbes, mesura de volums i teoria de superficies corbes. La tercera part esta dedicada a
problemes de mecanica, com a aplicacié de la teoria de funcions.
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Wolff, seguidor de Leibniz, defineix e cacul diferencial com e metode de les
quantitats diferencials (que creixen en quantitats infinitament petites, o infiniteésims,
gue son negligibles). Kastner, Tempelhoff i Karsten passen de diferéncies finites a
diferencials infinitament petits (com Leibniz i Euler). Ké&stner considera la corba com a
formada per linies rectes infinitament petites que funcionen com a elements. Per a
Kastner una quantitat creix o decreix indefinidament (en el sentit de D’ Alembert). Si
una quantitat és infinitament gran la seva inversa és infinitament petita (raonament
analeg a de Johann Bernoulli, i que també adopta Tempelhoff). L’exposicié de
Tempelhoff en general és semblant a la de Kastner, basada en Euler. Tanmateix
Tempelhoff considera el moviment com a origen dels diferencias. Tempelhoff parla del
limit de proporcions, que ja havien utilitzat els antics gedmetres. Per a Késtner i Karsten
és basic € limit de la rad diferencial, tot i que Kastner sembla entendre’l com
“proporcio de diferencials’. El plantgjament i, finsi tot, la notacié de Lacroix i Karsten
son semblants. Wolff confon les diferéncies infinitament petites amb les fluxions
(velocitats instantanies). En canvi Kastner justifica que la proporcié de fluxions
coincideix amb la proporci6 de diferencias. | per a Tempelhoff les fluxions no son €l
mateix que els diferencias perd es comporten de forma anal oga.

Pel que fa a I’éliminacio de dxdy (considerat com un rectangle) en la férmula de la

diferenciacié del producte Wolff afirma que |'error comés és negligible, ja que és
infinitament més petit que les diferencies de primer ordre ydx i xdy. Kastner justifica
I”eliminacio en fer limits (en fer les diferéncies infinitament petites). Tempel hoff troba
la formula per a la diferéncia del producte aplicant logaritmes. | Karsten es basa en €

[imit de larad de les diferéncies.

Funcié

Kastner treballa amb funcions. De fet |a seva exposicio té molt en comi amb lad’ Euler.
Tempelhoff i Késtner parlen dels canvis que pateix la funcié quan la variable de la qual
depén canvia. Karsten defineix funcié algébrica com aquella tal que es pot trobar y a
partir de x i de constants només fent servir les quatre operacions comunes, potencies i
arrels, no apareixent cap altra operacio. | les funcions transcendents son aguelles que
exigeixen operacions transcendents (com logaritme, linies trigonométriques...).



328 Capitol 9

Teorema de Taylor

Tempelhoff i Karsten tracten larelacio entre el desenvolupament en série d’unafuncid i
elsdiferencials d’ ordre superior.

Ordre superior

Wolff afirma que les diferencies d ordre superior segueixen les mateixes regles que per
al calcul diferencia, i que € diferencia de segon grau és un infinitesim d’ una quantitat
diferencial de primer grau. Quant a la indeterminacio de la progressio, Wolff parla de
“circumstancies especials’ en gue les quantitats diferencials es prenen com a constants.
Per tant entenc que en “circumstancies generals’ defensa la indeterminacié de la

progressio.

Kastner i Tempel hoff justifiquen |” ordre superior mitjancant una corba, les ordenades de
la qual son les diferencies de les ordenades d’ una corba inicial. Donada la primera serie
diferencial, Karsten la considera com una nova serie de la qual torna a calcular la série
diferencial. Késtner diu que no cal prendre dx constant perd que els diferencials
superiors no tenen un valor determinat s no és aixi. Kastner, Tempelhoff i Karsten
mostren les férmules segons es consideri dx constant o variable. Késtner i Karsten
parlen de larelacio que hi haentre el desenvolupament del binomi i I’ ordre superior.

Tangent

Wolff identifica un arc de corba infinitament petit amb la recta tangent i treballa amb el
triangle caracteristic. Per reducci6 a I’ absurd Kéastner veu que cap altra recta amb un
punt en comu amb la corba passara entre la tangent i la corba. | també fa servir €
triangle caracteristic i semblanca de triangles, a partir del teorema del sinus. Per a
Tempelhoff i Karsten, latangent i secant estan relacionades. Tempelhoff hi treballa amb
el limit de la proporcié dels increments (a partir del desenvolupament en serie), Karsten

amb € [imit delarad diferencial.
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Extrems

Wolff no dona criteris per distingir s els extrems sén maxims o minims. Kastner,
Tempelhoff i Karsten estudien el signe del segon coeficient del desenvolupament en
serie de Taylor (coeficient diferencial de segon ordre). Kastner i Karsten estudien el
valor de la funcié abans i després del punt. Per |a seva banda, Tempelhoff controla la

distancia tangent-corba.

Puntsd'inflexié i altres punts singulars

Wolff tracta els punts d'inflexio i de retrocés estudiant la distancia entre la tangent i
I’ ordenada de la corba. Kastner estudia el canvi de concavitat-convexitat a partir de
I’angle de curvatura i d'aqui arriba a la discussié del signe dels diferencials d ordre
superior. Tempelhoff i Karsten fan la discussié dels signes partint del desenvolupament
en serie de la distancia tangent-corba. Tempelhoff i Karsten parlen de punts singulars/

multiples des de la vessant de |la geometria al gebrica, com ainterseccié de branques.

| ndeterminacions

Kastner i Karsten resolen la indeterminacié 0/0 prenent els primers termes del
desenvolupament en série de numerador i denominador. De fet Késtner menciona
Johann Bernoulli en relacié ala resolucio d aquesta indeterminacio. A partir d’ aquesta

indeterminaci 6 tots dos estudien d’ altres indeterminacions.

Corbes osculadores

Wolff en primer lloc defineix I’ evolutai, a partir d ella, e radi osculador (a partir de la
interseccio de dues perpendiculars infinitament properes i semblanca de triangles).
Kastner (amb suport trigonomeétric) i Karsten dedueixen laformula del radi de curvatura
a partir de la relacio entre I’arc i I’angle de curvatura, quan dos punts S apropen
infinitament. L’ angle de curvatura és 1’ angle format pels radis des dels extrems de |’ arc.
Tempelhoff troba € radi de curvatura a partir del desenvolupament en série de la
distancia tangent-corba. Késtner, Tempelhoff i Karsten d'antuvi tracten e cercle
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d osculacio i després |’ evoluta. Tots tres relacionen €l radi osculador amb la concavitat-

convexitat de la corba.

EL LLENGUATGE QUE UTILITZEN, ESGEOMETRIC O ALGEBRIC?

L’ enfocament de Wolff és geométric. El plantejament de Kastner (similar al d’ Euler) és
meés algebric, en el sentit que fa servir funcions, desenvolupament en serie (finsi tot,
esta atent a la convergencia) i limit de la rad diferencial. Tanmateix identifica corba
amb poligon d'infinits costats infinitament petits i I’ ordre superior el fonamenta sobre
base geometrica. El plantgjament de Tempelhoff és molt semblant al de Kastner.
Tempelhoff, a més, treballa amb e desenvolupament en serie de Taylor. S'ha de fer
notar, pero, que parla de moviment com a generador dels diferencials. El més algébric
dels autors alemanys estudiats és Karsten. Trebala amb funcions, limit,
desenvolupament en serie de Taylor... A més, no utilitza el moviment per definir corbes
com la cicloide o I'espiral. Kastner, Tempelhoff i Karsten utilitzen les series per
determinar extrems, punts d’inflexio, curvatura, ... i no només com a eina per a calcul

integral.

ELECCIO DE COORDENADES |
ALGEBRIQUES| TRANSCENDENTS

TRACTAMENT DE LES CORBES

CORBES COORDENADES

WOLFF Tracta corbes de la geometria classica, |En  general, transcendents segons
com la concoide, la cissoide, la|naturalesade lacorba, i agébriquesamb
quadratriu i I espiral. També tracta amb | ortogonals.
la cicloide i la corba logaritmica (que
defineix a partir de la propietat de
subtangent constant), que comencen a
fer-se usuals a segle XVII.

KASTNER Tracta amb algebriques en general | Algébriques amb ortogonals;
(coniques en particular), amb I’espiral i | transcendents (cicloide i espiral) segons
amb lacicloide. la naturalesa de la corba.
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TEMPELHOFF

Treballa amb algébriques en general | Generalment ortogonals, les
(coniques en particular). La logaritmica| trigonomeétriques, arc com a variable
(la seva diferéncia a partir de la seva|independent.

generacidé), de la qua dedueix
I’exponencial i la seva diferéncia
Funcions trigonometrigues

KARSTEN

Tracta corbes de la geometria classica, | Cissoide, concoide i cicloide amb
com coniques, lacissoide, la concoide, la| coordenades ortogonals. Quadratriu i
quadratriu i les espirals. També treballa| espiral amb coordenades polars, que
amb la cicloide, les linies| després transforma en ortogonals.

trigonomeétriques i la corba logaritmica,
de la qua dedueix I'exponencial
(mitjancant desenvolupament en série).
No defineix cissoide, concoide,
quadratriu, espiral d Arquimedes ni
cicloide en termes de moviment.

PROBLEMESI APLICACIONS

WOLFF

Teoria de corbes i problemes geomeétrics (tangents, extrems, punts d'inflexio, radi
osculador, evoluta), semblant a L’ Hopital, problemes usuals del segle XVII.

KASTNER

Tangents, extrems, quadratura, rectificacio, curvatura, punts d'inflexié; aplicacions
de calcul integral a's cossos rodons i superficies. Matematiques aplicades (teoria de
Kepler dels planetes, area de I'el-lipse, centres de gravetat...) Teoria d equacions.
Equacions diferencials. Diferenciacio parcial.

TEMPELHOFF

Aplicacions a geometria i teoria de corbes (tangents, extrems, punts d'inflexio,
curvatura...). Problemes de séries i de funcions trigonomeétriques. Diferenciacié
parcial.

KARSTEN

Teoria de corbes (tangents, curvatura, quadratura, rectificacio, punts multiples...).
Problemes mixtos calcul diferencial-cacul integral (quadratura, rectificacio, area,
superficie corba...). Diferenciaci6 parcial.

9.1.3.ITALIA

COM EXPOSEN ELSFONAMENTS?

En certa manera la defensa d’ una geometria pura, independent del algebra, propia de les

matematiques italianes d' aquest periode, s observa en I'exposicio dels fonaments del

calcul diferencial, per part d' Agnes i de Saadini-Riccati. Agnes defensa I’ existéncia

d'infinitesims com a entitats reals. Es recolza en € metode dels antics; de fet aguns

resultats els demostra mitjancant I’ exhaustio. | parla del moviment com a generador de

corbes. Agnesi judtifical’ eliminacio de dxdy de la férmula de diferenciacio del producte




332 Capitol 9

basant-se en que és un rectangle de dues quantitats infinitesimes, que és infinitament
menor (de manera semblant a com ho justifica Wolff). Saladini i Riccati també defensen
els infinitésims en € sentit dels antics. Agnesi, Saladini i Riccati consideren la corba
com a poligon d'infinits costats infinitament petits.

El text de Lagrange es troba cronologicament entre el d’ Agnesi i €l de Saladini-Riccati.
Tanmateix, €l seu enfocament es basa en Euler. Agnesi es basa en la diferencia, que és
una porcio infinitesima i que coincideix amb la fluxio. Lagrange i Saladini consideren
diferéncies finites que passen a ser diferencials, en disminuir continuament (segons
Lagrange), en esdevenir diferéncies infinitesimes (segons Saladini). Lagrange basa el
calcul diferencial en larad ultima de les diferéncies, que és e limit de la rad de les
diferencies, quan aquestes disminueixen continuament (o la rad primera de les
diferencies naixents, que augmenten continuament). Agnesi i Saladini confonen

quantitats o diferencies infinitésimes amb fluxions.

Pel que fa a la diferenciacié del producte en el text de Lagrange, s dx, dy son
infinitésims de primer ordre, dxdy és infinitesim de segon ordre, doncs és la quarta
proporciona alaunitat, adxi ady. Aixi dxdy s esvaeix respecte xdy + ydx. | pel que fa
a Saladini, aguest sosté que € producte de diferencies, quan aquestes passen a ser
infinitesimes, S esvaeix respecte la resta de la formula. De fet la seva justificacié de
perque els infinitésims de segon ordre s esvaeixen respecte €ls de primer ordre és

similar alad’ Agnesi, mitjancant la consideracio de rectangles.

Funcio

Lagrange defineix funcio d'una o diverses quantitats variables com una expressio
algebrica composada per aguestes variables i per constants. Saladini-Riccati fan servir
funcions pero no les defineixen explicitament.

Teorema de Taylor

A RICCATI-SALADINI (1765-1767) Saplica la formula del desenvolupament de

Taylor en la discussi6 de punts singulars. La demostracié combina el calcul diferencial

amb el calcul integral, resultant un xic confusa.
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Ordre superior

En el cas d'Agnes els infinitesims de primer ordre sdn com linies incommensurables,
els infinitesims de segon ordre son com quadrats incommensurables, ... La diferéncia
primera no té proporcio assignable amb una quantitat finita, la diferencia segona no té
proporcié assignable amb la diferéncia primerai és infinitament menor que aguesta. Per
simplificacié és recomanable considerar constant la diferéncia primera d' una de les
variables, pero per generalitat defensalaindeterminacio de la progressio.

Donada la proporcio dels diferencials de y i de x d’una equacio, Lagrange la considera
igual alaproporcio d’unavariable z sobre 1 i aleshores pot obtenir una expressio de dz.
Es a dir, calcula & coeficient diferencial del coeficient diferencial. Lagrange comenta

gue és permeés de considerar un dels diferencials constants.

Quant a Saladini, per parlar d’ ordre superior comenca parlant de diferenciacié parcial.
Considera les diferencies finites d’ ordre superior a partir de successions de diferencies.
Quant alaindeterminacié de la progressio, en alguns casos pren dx constant i en d altres
no pren cap diferencia constant. Lagrange i Riccati-Saladini relacionen €

desenvolupament del binomi amb la diferenciacié successiva.

Tangent

Agnesi demostra la férmula de la subtangent a partir de semblanca de triangles amb el
triangle caracteristic. De fet justifica que, donada latangent per un punt, prenent un altre
infinitament proper, la distancia de la corba a la tangent per aguesta segona ordenada és
infinitésim respecte la diferéncia de les ordenades. Es el mateix raonament que empra
Saladini. En canvi, Lagrange veu la tangent com el limit de les secants. Per trobar la
formula, primer trebala amb la secant, amb diferencies finites, i després fa que la

diferéncia de les abscisses s apropi continuament a 0.
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Extrems

Agnesi dedueix el proceés per trobar els extrems (dy =00) a partir dels canvis en la

subtangent i per decidir-ne la naturalesa cal avaluar la corba una mica abansi una mica

després del punt en questio. Lagrange tambeé es basa en els canvis de la subtangent per

dy

deduir que en €l possible extrem es verifica o =00w. Pero, adiferénciad Agnesi, per
X

decidir sobre la naturalesa de |’ extrem afirma que s ha d’ estudiar el signe de la segona
diferéncia. De fet fa aquest comentari dins |’ apartat sobre I’ estudi dels punts d’ inflexio.
Per la seva banda Saladini justifica que per trobar els possibles extrems s hagi de

verificar dy = 0 tenint en compte la posicié relativa de la tangent en un extrem respecte

I’'eix d'abscisses. Quant a la naturalesa dels extrems, sha d avaluar € valor de les
ordenades abans i després del punt en quiestio.

Puntsd'inflexié i altres puntssingulars

Agnesi justifica que en e punt d'inflexi6 es verifica que la segona diferéncia és nul-la o
infinita de tres maneres diferents. 1) el canvi de la concavitat/convexitat abans i després
del punt d'inflexio implica un canvi de signe de la segona diferencia; 2) en & punt
d'inflexio la primera diferencia presenta un extrem; 3) en el punt d’inflexié és maxima
la diferéncia entre la subtangent i I’ abscissa. Agnesi relaciona els punts de retrocés amb
el radi osculador. Lagrange arriba a veure que en € punt d'inflexio la segona diferéncia
és nul-la o infinita a partir del canvi de signe del radi osculador. Lagrange, a més,
defineix els punts mdltiples en funcié dels punts de tall entre la corba i una recta. Pel
gue faa Saladini en & punt d'interseccié la distancia corba-tangent és negativa, si I’arc
és concau, i positiva, s I'arc és convex; d on dedueix que en & punt d'inflexié la
segona diferéncia ha de ser nul-la o infinita. Relaciona €l cas 3—§ = 0 amb |’ existéncia
de punts multiples, en el sentit d’intersecci6 de branques.
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| ndeterminacions

Quan apareix la indeterminacié 0/0, Agnesi, Lagrange i Saladini calculen €l valor de
I’expressié estudiant la rad entre la diferencia del numerador i la diferéencia del

denominador. Riccati fa referencia a Johann Bernoulli en tractar aquesta indeterminacio.

Corbes osculadores

Agnes primer defineix I’evoluta i després el radi osculador. La formula de la longitud
del radi lajustifica a partir de les perpendiculars a dos arcs infiniteésims, que estallen en
un punt, i de la semblanca dels corresponents triangles i sectors. Defineix € co-radi.
Parla de la relacié del calcul de punts d'inflexié i concavitat/convexitat amb e radi
osculador. En canvi Lagrange i Saladini primer defineixen radi d’osculacio i després
evoluta. Lagrange considera les interseccions d' una conica i una circumferencia. Quan
aquestes coincideixen en un punt la circumferencia és el cercle osculador. Lagrange
també relaciona el signe del radi osculador amb la concavitat/convexitat. Pel que fa a
Saladini troba la férmula del radi partint de dues normals a la corba, per a dos arcs
infinitesims, i de proporcions trigonomeétriques (considerant qualsevol angle entre les
coordenades). En canvi, Ricatti considera semblanca de triangles. Com Agnesi, Saladini

també defineix el co-radi i trobala seva expressié mitjangant semblanca de triangles.

EL LLENGUATGE QUE UTILITZEN, ESGEOMETRIC O ALGEBRIC?

Agnes es basa en la geometria dels Antics i parla del moviment com a generador de
corbes. De fet fa alguna demostracié per exhaustio i considera la corba com un poligon
dinfinits costats infinitament petits. Utilitza e metode cartesa en problemes
d'interseccio de branques. Lagrange parla de funcions en € sentit d’ Euler, del limit de
larad de diferencies... Es pot dir que és més algébric, pero interpreta i construeix de
forma geometrica les equacions, les interseccions entre corbes. En aguest sentit, podem
dir que encara utilitza I'algebra com a eina per a la geometria. Finament Saladini-
Riccati exposen la geometria dels infinitésims. Treballen amb proporcions derivades de

les propietats de la corba per trobar, per exemple, la tangent. Predomina la corba sobre
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la seva equacio. Riccati considera el moviment composat com a generador de la corba.

Tot i utilitzar series, només ho fan en el context del calcul integral, igual que Agnesi.

ELECCIO DE COORDENADES |

ALGEBRIQUES| TRANSCENDENTS

TRACTAMENT DE LES CORBES

CORBES

COORDENADES

AGNES

Tracta corbes classiques, com les espirals,
la concoide, la cissoide, la quadratriu i les
coniques. Pero també treballa amb la
cicloide, la “versiera’, € logaritme i
I’ exponencial.

L’ eleccid de coordenades és analoga a la
de L'Hépital. En & cas de coordenades
ortogonals, comenta que de fet les
ordenades poden formar qualsevol angle
amb |es abscisses.

LAGRANGE

Només tracta amb corbes algébriques en
general i cOniques i concoide, en
particular.

Generalment trebala amb coordenades
ortogonals. Aplica canvis de sistema de
coordenades.

SALADINI

Tracta corbes classiques com les espirals i
la concoide. També la cicloide, la corba
logaritmica i les funcions hiperbodliques i
circulars. | agébriques en genera. Les
corbes transcendents tenen equacions
diferencials de primer grau.

Generalment treballa amb coordenades
ortogonals perd també contempla
gualsevol atre angle entre ordenades i
abscisses. També fa servir coordenades
des d un punt.

PROBLEMESI APLICACIONS

AGNESI Tangents, extrems, punts d'inflexio i retrocés, evolutes... Problemes de caire
geométric. L’ enfocament dels problemes és similar a de L'Hopital: Agnesi déna una
proposici6 sobre corbes en general, que després aplica a un cas particular.

LAGRANGE |Teoria algebrica de corbes. Equacions diferencials, a partir de plantejament
geométric. Problemes geométrics de maximsi minims, molt semblants a Agnesi.

SALADINI Tangent, extrems, punts d'inflexio, osculacions... Métode directe i invers de les

tangents. Equacions diferencials. Diferenciacio parcial. Caustiques.®

® RICCATI-SALADINI (1765-1767), a més, té seccions dedicades a calcul logaritmic i
exponencial, atrajectoriesi acalcul variacional.
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9.1.4. GRAN BRETANYA

COM EXPOSEN ELSFONAMENTS?

Ditton defensa el calcul de fluxions enfront el calcul diferencial donat que € segon no
parla de velocitat i, aixi, €ls infinitament petits son infinitament divisibles. Defineix
fluxid com la velocitat dels increments dels fluents, considerats com a naixents, en el
primer moment de la seva generacio. En lloc d'iguatat entre fluxions s ha de parlar de
proporcions 0 raons (rad primera entre els increments naixents o Ultima entre els
decrements). Ditton considera el moviment continu i composat com a generador de
corbes, superficiesi solids. Defineix e moment d’un fluent com magnitud multiplicada
per la velocitat, I'increment que sofreix el fluent. Fa referéncia a De Quadratura de
Newton. De fet, quan Ditton publica € seu text només havien estat publicats els
Principia i e De Quadratura. Mentre que, quan Maclaurin i Simpson publiquen els
seus tractats de fluxions, totes les obres de Newton sobre el seu calcul ja havien estat

publicades.

En € primer llibre Maclaurin justificael calcul de Newton a partir de la geometria grega
i el moviment (com a generador de magnituds geomeétriques). De fet, utilitza el métode
d exhaustié per trobar les formules fluxionals. La fluxio mesura la rad de I’increment
d’ una quantitat respecte el temps i coincideix amb la velocitat instantania, velocitat
mesurada en qualsevol instant per |I’espal que descriuria en un temps donat, s €
moviment continués de manera uniforme a partir d aquest instant. El segon llibre mostra
el poder algorismic i simbolic del calcul de fluxions. Cal remarcar, perd, que Maclaurin

confon fluxionsi diferencials, confusié habitual en aquest periode.

En el cas de Simpson e que més I’ interessa és mostrar les multiples aplicacions del nou
calcul. També apareix € moviment continu com a generador de les magnituds i defineix
la fluxio com Maclaurin, com la velocitat instantania. La formula de la fluxié del
producte la dedueix considerant el rectangle generat pel moviment de dues rectes
perpendicularsi també a partir de I’ expressio del producte en termes de potencies, de les

qualsjahadonat laférmulade lafluxio.
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Tots tres autors entenen el metode invers precisament com |’operacio inversa del
metode directe per trobar fluxions. Tanmateix, Maclaurin i Simpson també el relacionen

amb el calcul d arees.
Teorema de Taylor

Segons Maclaurin, els fluents “no algebrics’ es poden representar en termes algébrics

gracies al teorema del binomi de Newton i al teorema de Taylor.

Ordre superior

Ditton considera 0z com & moment del fluent z. Segons Ditton s ha de respectar
I”homogeneitat també en & cas de les expressions fluxionals (tots els termes han de
tenir el mateix ordre). Maclaurin i Simpson també consideren una fluxié determinada
com un nou fluent, del qual calculen la fluxié. Ditton, com també fa Maclaurin,
relaciona els coeficients del desenvolupament del binomi amb les fluxions d ordre
superior. Tots tres autors recomanen prendre algun dels fluents amb primera fluxio
constant. Simpson proposa exemples considerant algun fluent amb primera fluxio
constant i exemples considerant totes les primeres fluxions variables. Tanmateix

recomana com a més convenient €l primer cas per estandarditzar la situacio.
Tangents

Per a Ditton la tangent és la secant quan els dos punts de tall amb la corba coincideixen
en un de sol. A partir del triangle evanescent (generat pel moviment uniforme de
I’ ordenada), arriba a la formula de la subtangent. Per a Maclaurin la tangent és la recta
gue toca un arc de corba de tal forma que no passa cap altra recta pel punt de contacte
entre latangent i I’ arc de corba. Justificalaformula de la subtangent a primer llibre, via
el metode d'exhaustio i e moviment. Finament Simpson considera la tangent com la
trajectoria que seguiria un punt si continués amb moviment uniforme. Mitjancant la
descomposicié del moviment generador en dues components i € triangle evanescent
arriba alaformula de la subtangent.
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Extrems

Ditton no exposa estudi general de maxims i minims. Maclaurin obté els candidats a
extrem resolent I’ equacio de la primerafluxié igual a0 i relacionala multiplicitat de les
arrels de I'equacio amb |’existéncia de maxims i minims. A partir de la féormula de
Taylor justifica que €l signe de la primera fluxié no nul-la d ordre parell serveix per
conéixer la naturalesa de I’ extrem. En general, es té un minim quan la primera fluxio
d ordre parell no nul-la és positiva, i un maxim quan és negativa. Pero si la primera
fluxio que no s anul-laés d’ ordre senar, aleshores no hi ha ni maxim ni minim. Simpson
justifica que els candidats a extrem s obtenen en anul-lar la primera fluxié en termes de
velocitat i moviment: la distancia entre un punt amb moviment uniforme i un punt amb
moviment accelerat primer creix i després decreix 0 bé al’inrevés. També relaciona el's
extrems amb lamultiplicitat de les arrels de laprimerafluxio igualadaa zero i I’ ordre de
les fluxions successives que s anul-len. Quant a la naturalesa dels extrems, estudia €l

signe de lafluxi6 abans d’ esdevenir zero (a ambdds costats del punt en questié).
Puntsd'inflexié i altres puntssingulars

Ditton tampoc no fa un estudi general dels punts d’inflexié ni de punts singulars.
Maclaurin caracteritza els punts de flexio contraria de la forma seguent: si el nombre de

fluxions y y gue s anul-len és senar i la d’ordre seglient és real i finita (entenent
finita com diferent de 0) aleshores la corba presenta un punt de flexié contraria. Pero si
el nombre de fluxions que s anul-len és parell no podem assegurar que hi hagi punt de
flexio contraria. Si aambdds costats del punt els signes de la segona fluxié son diferents
aleshores la corba presenta un punt de flexi6 contraria. Per a Maclaurin un punt doble és
la interseccio de dos arcs amb tangents diferents, o sobre costats oposats de la tangent.
També parla de cuspides de primer i segon tipus. Per la seva banda Simpson defineix
els punts de flexié contraria a partir de moviment i velocitat. De manera que, com que si
la velocitat decreix la corba és concava i s la velocitat creix la corba és convexa, en e
punt de flexio contraria la primera fluxié ha de ser minima (0 maxima, en el casinvers).
També relaciona punts de flexio contrariai concavitat/convexitat amb la multiplicitat de

les arrels.
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| ndeterminacions

Només Maclaurin tracta la indeterminacio 0/0. Per resoldre-la calcula @ quocient de la
fluxié del numerador i lafluxié del denominador, perque ésla“rad ultima’ del quocient

inicial, quan numerador i denominador decreixen fins aanul-lar-se.

Corbes osculadores

Ditton, igual que amb els extremsi €ls punts d’inflexi6, esmenta |les corbes osculadores
com a aplicacio perd0 no en presenta estudi general. Maclaurin defineix el cercle
osculador com aquell que té la mateixa curvatura que la corba en un punt, i cap atre
cercle pel punt de contacte no passa entre la corbai €l cercle de curvatura. A partir de
proporcions entre arees i la relacio entre la curvatura i la pardbola defineix €l radi de
curvatura. Maclaurin no parla d evoluta perd si de variacio de la curvatura (segons
Newton). Simpson primer defineix evolutai després passa a definir € radi de curvatura.
Laformula del radi de curvatura la dedueix per semblanca entre el triangle caracteristic
I el triangle rectangle amb hipotenusa sobre el radi de curvatura. Simpson relaciona el
radi de curvaturaamb els punts d’inflexio.

EL LLENGUATGE QUE UTILITZEN, ESGEOMETRIC O ALGEBRIC?

L’ enfocament de Ditton és geometric, ja que considera el moviment continu i composat
com a generador de les corbes. Tanmateix, fa servir el desenvolupament en serie (en
particular, en |’apartat de quantitats logaritmiques). El primer Illibre de Maclaurin és
marcadament geométric, es basa en la geometria grega per defensar la validesa del
calcul fluxional, demostra férmules amb el métode d’ exhaustioé i considera les corbes
generades a partir del moviment. En canvi e segon llibre presenta e simbolisme
algebric i elsagorismes del calcul fluxional. Utilitza el teorema del binomi de Newton i
el teorema de Taylor. Tanmateix Maclaurin opina que les fluxions son més aplicables a
magnituds geometriques que no pas a quantitats expressades de forma agebrica, tot i
reconeixer les millores obtingudes amb el metode computacional. Lafonamentacio de la
primera part del llibre de Simpson és geométrica, fins i tot parla de moviment

generador. No utilitza séries. D’alguns problemes presenta la versio geométrica i la
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versi¢ algebrica. Tot i acceptar la fonamentacié cinematica de Maclaurin, Simpson no

esta d’ acord amb I’ Us excessiu de la geometria. De fet, Guicciardini I’inclou dins dels

grup dels andlistes fluxionals.*

ELECCIO DE COORDENADES |

ALGEBRIQUES| TRANSCENDENTS

TRACTAMENT DE LES CORBES

CORBES COORDENADES

DITTON Linies corbes genériques, espiral, | Per aleslinies generiquesi lacicloide fa
cicloide. A partir del seu | servir coordenades ortogonals. Per a
desenvolupament en seérie estudia el |I'espiral utilitza ordenades des d'un
logaritme, del qual dedueix | punt.

I’ exponencial.

MACLAURIN | Tracta linies corbes algébriques, en|En genera, i sense explicitar-ho, fa
general. Al primer llibre tracta € |servir coordenades ortogonals. En alguns
logaritme, I’exponencial, la cicloide, la|casos també fa servir ordenades des d’'un
quadratriu, la concoide, la cissoide, | punt.

I’espiral... de forma geometrica, a partir
de les seves definicions, mentre que a
segon llibre ho fa a partir de séries.
Defineix la fluxié de I'exponencial a
partir de la del logaritme. També tracta
la fluxié del cosinus (mitjancant el
teorema de Taylor).

SIMPSON A partir de les fluxions de les linies| Utilitza coordenades ortogonals per ales

corbes agébriques tota la resta son
explicables. D’algébriques trebala amb
coniques, cissoide i concoide. També
tracta les trigonométriques, la cicloide,
les espiras (logaritmica [
d’ Arguimedes).  Ocasiondment  no
treballa amb |’ equacié de la corba siné
amb proporcions geomeétriques, a partir
de les propietats (com, per exemple, en
e casdel’ espira d’ Arquimedes).

algebriques (cissoide, concoide...). El
plantejament en e cas de la cicloide
coincideix amb € de L'Hbpital, és adir,
abscisses preses sobre l'arc  de
circumferencia generadora. Per a
I’espiral escull I'arci € radi.

“\egeu GUICCIARDINI (1989), pp. 82-85.
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PROBLEMESI APLICACIONS

DITTON

Ditton no exposa estudi general ni de tangents, ni d extrems, ni de punts d'inflexio.
Només en presenta algun exemple d'aplicacié al final del tractat. Part del tractat
esta dedicat a problemes geométrics i fisics, on s'han d'utilitzar els dos metodes
(directei invers). Presenta exemples d’ equacions dependents de diversos fluents, on
s han de trobar les fluxions “parcials’ de |’ equacio.

MACLAURIN

Exposa la teoria de corbes (tangents, extrems, punts dinflexio, corbes
osculadores...). Tracta les caustiques per reflexid i refraccio.

SIMPSON

Exposa la teoria de corbes (tangents, extrems, punts d'inflexié, corbes
osculadores...). Presenta exemples d’equacions dependents de diversos fluents, on
s han de trobar les fluxions “parcials’ de I’ equacio, i optimitzacié amb restriccions.
Presenta gran quantitat i varietat d' aplicacions, problemes fisics en la seva mgjoria:
rectificacio de corbes, cossos solids, centres de gravetat, percussio i oscil-lacié dels
cossos, forces centripetes...

9.1.5. TAULES CRONOL OGIQUES

Per tenir unavisio global de ladiscussio general he confeccionat amb EXCEL les taules

segiients on, cronologicament (i incorporant Euler), he recollit com s exposen en les

obres analitzades;

- Elsfonaments del calcul diferencia/fluxiona (Taules 1.1, 1.2 1.3).
- El calcul detangents (Taula 2).

- El cacul d extremsi delaindeterminacio 0/0 (Taula 3).

- El cacul depuntsd'inflexié (Taula 4).

- El tractament de les corbes osculadores i de la curvaturaen general (Taulab).

- L’eélecci6 de les coordenades i € tractament de les corbes algébriques i

transcendents (Taula 6).

- Elsproblemesi aplicacions tractats (Taula 7).

Els autors estan agrupats per colors, segons les anal ogies detectades entre ells.




Taula 1.1. Fonaments

Moviment

Exhaustio

Velocitat
instantania

Diferéncies
(infinitésimes,
infinitament

Diferéncies
(indefinidament
petites)

Extrapolacié finit
a infinitament
petit

Fluxio

Moment

petites, zeros)

1696 L'HOPITAL X

1708 REYNEAU X X
1713-15 WOLFF X

1748 AGNESI - x r x ! ! x ! ]

irssavoge | o ox | ¢ 00 0x 0 x 0} 00000 |

1799-1800 BEZOUT
|1800 LAGRANGE | | | | | | | | |







Taula 1.2. Fonaments

Corba=poligon Funci6 Funci6 derivada Limit Coeficient Teorema Taylor| Series per al
diferencial/Ra6 calcul integral
primera i
Gltimal...
1696 L'HOPITAL X
1708 REYNEAU X X
1713-15 WOLFF

1748 AGNESI ox ! ! 1 | X |

irssaeonge | o x ¢ 0 00 00000000 @0X |

1799-1800 BEZOUT

1800 LAGRANGE







Taula 1.3. Fonaments: Ordre superior

Diferéncia de
diferéncia/Fluxié
de fluxi6é/Coef.
difer. de coef.
difer./...

Comparacio
d'infinitésims

Taylor

Corbaon les
ordenades sén les
diferéncies de
corba original

Indeterminacio
progressio

1696 L'HOPITAL

1708 REYNEAU

1713-15 WOLFF

1748 AGNESI - ! x ! | | x|

r7ossaeronge o x ¢ 0 00000 00X |

1799-1800 BEZOUT
1800 LAGRANGE X







Taula 2. Tangents

Prolongaci6 del | Teorema Taylor | Limit de secants, Exhaustio i Descomposicio
costat del poligon/| (fins a grau 1) a partir del moviment del moviment;
Arc de corba coeficient triangle
infinitament petit diferencial evanescent
1696 L'HOPITAL X
1708 REYNEAU X

1713-15 WOLFF

i7asAGNESl | x| | |

NZEENW. SN IS I EN R

1799-1800 BEZOUT

|1800 LAGRANGE | X | | | |







Taula 3. Extremsi indeter minacio 0/0

EXTREMS INDETERMINACIO 0/0
Creixement/ Quantitat Signe segona Signe segon Quocient de Primer terme
decreixement |avaluada abans diferéncia coeficient  |diferéncies/fluxions | desenvolupament
de la i després Taylor Taylor del
subtangent numerador i del

denominador

1696 L'HOPITAL

1708 REYNEAU

1713-15 WOLFF

1748 AGNES| ! x . ¢ | x |

irssaLaONL )} o x ] o0x ] 000

1799-1800 BEZOUT

1800 LAGRANGE







Taula 4. Puntsd’inflexid

Canvi de signe |Distanciatangent-| Maxim-minim | Taylor aplicat a | Radiosculador Angle de
segon ordre en |ordenada/Distanci| de primera distancia curvatura
canviar la asubta'ngent- diferéncia o tangent-corba
curvatura abscissa fluxio
1696 L'HOPITAL X X
1708 REYNEAU X

1713-15 WOLFF

1748 AGNESI - x ! x ! x { ! |

TNV R I A S N I N I

1799-1800 BEZOUT
‘1800 LAGRANGE | | | | | |







Taula 5. Corbes osculadores

1. Evoluta, 2. 1. Radi Interseccié de | Teorema Taylor | Desenvolupament Limit de la Exhaustio Angle de
Radi osculador | osculador, 2. normals distancia tangent- | interseccio de curvatura
Evoluta infinitament corba linies corbes
properes
1696 L'HOPITAL X X
1708 REYNEAU X X
1713-15 WOLFF X X

4gAcNESL | o x | ( x 1 i | [ |

NZEETW TN I S N S A S N I D

1799-1800 BEZOUT
1800 LAGRANGE







Taula 6. Eleccio de coordenadesi tractament de les corbes algebriquesi transcendents

CORBES COORDENADES
Geometria Algébriques Cicloide Logaritmica Exponencial | Trigonometriques Segons Generalment
classica generals naturalesa ortogonals
corba
1696 L'HOPITAL X X X X
1708 REYNEAU X X X X X
1713-15 WOLFF X X X X

48AcNESl | o x | | x|/ x [ x 7 ] x [ |

ssaeoN | o x ] [ o x X ] 0 [Crourshiperboique] 0 [ 00X |

1799-1800 BEZOUT

1800 LAGRANGE







Taula 7. Problemesi aplicacions

Teoria de Caustiques |Resoluci6éamb CD| Equacions Parcials
corbes i Cl (rectificacio, diferencials
(resolucio quadratura,
només amb CD) centres de
gravetat...) *

1696 L'HOPITAL X X
1708 REYNEAU X X
1713-15 WOLFF X X

tasAGNESl | x [ [ x [ x [

1775 SALADINI

1799-1800 BEZOUT No inflexio
1800 LAGRANGE No extrems ni inflexio

* Defet, els autors assenyal ats en aquesta columna son aquells que inclouen el calcul integral en la seva obra.
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9.2. CONCLUSIONS

No he trobat cap estudi similar i, en aquest sentit, la tesi doctoral realitzada representa
un enfocament innovador en I’ambit de I"hermenéutica del calcul. En particular, no hi
ha cap andlis detalada de textos de calcul alemanys ni de la seva comparacié amb
altres textos contemporanis. De la comparacié entre paisos se'n treuen les seglients

conclusions:

1. Influéncia de Leibniz L’H6pital-Wolff-Bézout; Reyneau-Agnesi-Saladini

Agquest grup de sis autors fonamenten el calcul diferencia en les diferencies
infinitament petites. Finsi tot Saladini extrapola del cas finit al’infinitament petit, com
Leibniz. Cal esmentar, pero, que Agnes i Reyneau consideren les corbes generades a
partir del moviment i a RICCATI-SALADINI (1765-1767) apareix aquesta idea també.
Tot e grup tracta una corba com un poligon d’infinits costats infinitament petits i, en
general, defensen laindeterminacié de |’ eleccid de la progressié com un fet que recolza
la generalitat del calcul. L’Hépital, Wolff i Agnesi encara escullen les coordenades
segons la naturalesa de la corba tractada. Mentre que Reyneau, Bézout i Saladini
tendeixen a considerar coordenades ortogonals. Tots els autors d’ aguest grup, tret de
Saladini, primer estudien |I’evolutai després € radi de curvatura, fet que es dona en els
textos estudiats anteriors a 1759. Reyneau i Agnesi empren series nomeés en |’ambit del
calcul integral, com també fan Bézout i Saladini. Wolff inclou un capitol dedicat a
cacul integral, a qual considera com la suma d elements infinitament petits. El
tractament de tangents, extremsi osculaci6 és analeg en els sis autors. Tots ells estudien
les corbes classiques, la cicloide i la corba logaritmica. Apart d’ aguestes, en els textos
de Reyneau, Agnesi i Bézout també apareix |a corba exponencial i en el text de Saladini

amb frequiéncia es treballa amb les linies trigonometriques.
2. Influencia d'Euler a Lagrange (1759), Kastner i Tempelhoff
Lagrange, Késtner i Tempelhoff fan extrapolacio de diferéncies finites a infinitament

petites, com fa Euler i com ja havia considerat Leibniz. Per a Lagrange i Euler, les
diferencies son zeros. Quant a Kastner, tot i considerar les diferéncies com a
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indefinidament petites, treballa de fet amb zeros i finsi tot fa servir la mateixa notacio
que Euler. Kastner i Tempelhoff no defineixen explicitament el concepte de funcié pero
si donen la classificacio uniformes-multiformes; algéebriques—transcendents, com Euler.
Lagrange defineix funcio de forma analoga a com ho havia fet Euler al’ Inroductio. Els
quatre autors no defineixen el limit perd comencen a parlar del “limit de la ra0 dels
increments’. De fet tant Euler com Lagrange utilitzen aquest concepte per fonamentar
I’ ordre superior, mentre que Kastner i Tempelhoff encara consideren la indeterminacio
de I’eleccio de la progressio i fonamenten I’ordre superior de manera geomeétrica,
considerant una corba, les ordenades de la qual son les diferéncies de la corba inicial.
Euler, Kéastner i Tempelhoff utilitzen la formula del desenvolupament de Taylor per
decidir la naturalesa dels extrems, Lagrange es fixa en e signe de la segona diferéncia.
Kastner encara contempla |’ eleccio de les coordenades segons la naturalesa de la corba,
mentre que Euler, Lagrange i Tempelhoff generalment prenen coordenades ortogonals.
De fet Kastner i Lagrange encara tracten corbes classiques, com les espiralsi lacicloide,

corbes que ja no apareixen alstextos d' Euler i de Tempel hoff.

3. Analogies Karsten-Lacroix

Karsten fa extrapolacio de diferencies finites a diferéncies infinitament petites, com
Leibniz i Euler. En canvi, per a Lacroix la diferencia fa referéncia a cas finit, i la
diferencial és el primer terme del desenvolupament en série de la funcid. Tanmateix,
ambdos autors presenten molts punts en comu i un progrés respecte el calcul d Euler, en
el sentit que defineixen i fan basic e concepte de limit de la rad dels increments
(coeficient diferencial per a Lacroix), entenent e limit segons D’ Alembert. Karsten i
Lacroix defineixen funci6 com ho havia fet Euler a les Ingtitutiones calculi
differentialis, utilitzen la formula de Taylor per decidir guestions sobre la naturalesa
dels extrems, punts d’inflexi6, ... L’ordre superior queda justificat en considerar €l
coeficient diferencia com una nova funcio, de la qual es pot tornar a calcular €
coeficient diferencial. Tant Karsten com Lacroix fan servir les corbes classiques, la
logaritmica, I’exponencial i les trigonometriques (Karsten també treballa amb la
cicloide). | en genera consideren coordenades ortogonals. El cas de Karsten és
remarcable doncs per a algunes corbes si té en compte la seva naturalesa a |’ hora
d escollir les coordenades pero finalment efectua un canvi a coordenades ortogonals.
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4. Desenvolupament del métode fluxional

Ditton, Maclaurin i Simpson es basen en el moviment com a generador dels fluentsi fan
servir les fluxions. Ara bé, Ditton fa referéncia als momentsi alarad primerai Ultima
(ésadir, parla de les raons entre fluxions) mentre que Maclaurin defineix la fluxio com
a velocitat instantania, concepte que també adoptara Simpson. Maclaurin és I’ tnic dels
tres autors que utilitza la férmula de Taylor per estudiar trets de la corba. El llibre de
Ditton no presenta estudi de la teoria de corbes, només en presenta les regles més
basiques i aguna aplicacio. El llibre de Maclaurin destaca pel seu intent de
fonamentaci6 rigorosa del metode fluxional, demostrant per exhaustio la validesa de les
formules pero també cal recordar que la segona part del segon Ilibre conté aplicacions
de caire fisico-matematic, camp en que €l llibre de Simpson és remarcable. Aixi mateix
es confirma la confusié entre fluxions-diferencies habitual en aquest periode en els
textos de Wolff, Agnesi, Saladini i, finsi tot, Euler i Maclaurin. Els textos francesos

analitzats no parlen de fluxions.

5. El calcul diferencial/fluxional a les escoles militars

El nivell del text de Bézout és elemental, en no considerar imprescindible per formar un
enginyer aspectes com la fonamentacio rigorosa. El seu enfocament és andleg a de
L’Hopital, Wolff, Reyneau i Agnesi. Tanmateix, la seva exposicio es troba a volum
dedicat ala Mecanicai I’Hidrostatica, on sera molt Util |a teoria de calcul diferencia i
integral. Simpson també esta relacionat amb I’ambit militar, no s atura en discussio
sobre fonaments perd presenta un ampli ventall d aplicacions. En canvi, €l nivell de les
obres de Lagrange (1759) i de Tempelhoff (ambdds adrecats als alumnes d’ escoles
d artilleria) és superior a de Bézout. Per exemple, Tempelhoff dona més importancia
als fonaments i inclou diferenciacié parcial. | Lagrange es basa en Euler, és a dir,

incorporaen el seu llibre un enfocament innovador en aguells moments.
6. Evolucié cronologica de les corbes empradesi de |’ eleccio de coordenades
L’estudi de les corbes classiques i de la cicloide és habitual fins el 1750. Després

d aquesta data, pero, també les trobem en €ls textos de Kastner, Saladini, Karsten i
Lacroix. A partir de 1755 sera usual el tractament de les corbes algebriques generals. La
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corba logaritmica es troba gairebé en tots els llibres analitzats, pero la corba exponencial
apareix amb menys fregiiencia. Finament abans de 1770, dels autors estudiats només
Maclaurin, Simpson i Euler treballen amb funcions trigonométriques. Quant a I’ eleccid
de les coordenades, fins e 1750 és forca usual escollir-les segons la naturalesa de la
corba, mentre que posteriorment hi ha una tendéncia general a prendre coordenades

ortogonals, arribant al’ extrem de ni tan sols explicitar-les, com és € cas de Lagrange.

7. Evoluci6 cronologica dels problemesi aplicacions

En general, e calcul diferencial/fluxional és aplicat per tots els autors a |’ estudi general
de corbes, tret d'Euler (a les Institutiones calculi differentialis només s aplica als
extrems) i Lagrange (les Legons sur le calcul des fonctions no contenen estudi ni
d extrems ni de punts dinflexid). De tots els autors analitzats només L’Hopital,
Maclaurin i Saladini—Riccati exposen la teoria de les caustiques. Els problemes on
s empratant € calcul diferencial com I'integral son relativament usuals al llarg de tot €l
periode. Tanmateix, a partir de 1748 en €ls llibres andlitzats s observa una major
presenciad equacions diferencials.

Finament, quant a la (manca de) comunicacié entre Frangca i Alemanya a la que
Schubring fa referéncia en e seu article,” Wolff esmenta €ls Ilibres de Reyneau i de
L'Hopital. Kastner i Karsten també es refereixen al’ Analyse de L'Hopital. | les Lecons
de Lagrange i € Traité élémentaire de Lacroix foren traduits a I’alemany, tot i que ben
entrat el segle XIX (1823 i 1831, respectivament). En canvi, apart de les versions
franceses del text de Wolff (1747,1757), no tinc constancia de cap traduccid, ni francesa
ni ad altres llengles, dels autors alemanys estudiats, tret de Wolff. D’atra banda, i en
relacio a la transmissio dels textos de la Gran Bretanya a Continent, a més de les
conegudes traduccions i mencions del Treatise de Maclaurin, cal dir que en els seus
llibres Kastner i Tempelhoff també en fan referencia.

®> SCHUBRING (1996).
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9.3. PERSPECTIVESDE TREBALL FUTUR

1. Andlis i comparacio dels diferents comentaris sobre I’Analyse de L’'Hopita
(Crousaz, Varignon, Paulian).

2. Aprofundiment en la relacié-separacié entre algebra i geometria a través dels textos
de calcul estudiats.

3. Comparacio de I'exposicidé de la teoria de caustiques per part de Tschirnhaus,
L’ Hépital, Johann Bernoulli, Maclaurin, Saladini i Riccati.

4. Andlis i comparacié de la teoria d equacions diferencials que apareix en els textos
estudiats.



ANNEXOS



ANNEX |: US DEL CALCUL DE DIFERENCIES PER TROBAR LA

TANGENT D’UNA CORBA

TANGENT A LA CICLOIDE

SEGONSBERNOULLI

Bernoulli estudia aquesta questio en €
problema VI (Lectiones, p. 12). Sigui EM
paral-lel aAC.
x = BF,
y = EF = BM,
f=EH = arc(HB).

_Ji\_.\\ -
.; #_.%
\_ L /

=

Figural

Aplicant la propietat de lacicloide, resulta:

x=EH+HM=f+,/ 2ay- y2 ,

_df+ 2ady — 2ydy

2\ 2ay — y? .

Ateés que df és HN i AHKN és un triangle
rectangle (el postulat 2 diu que una corba es
pot considerar com un poligon dinfinits
costats):

SEGONSL'HOPITAL

Proposicié I1: (Analyse, p. 16)

S prenem |’abscissa com |'arc(4P) sobre
una corba’ de la qual sabem tracar la
tangent PT, hem de buscar latangent MT de
lacorba AM.

Figura2

Sigui MP l'ordenada i MT la tangent
buscada. Prenem mp infinitament proper a
MP i MR paral-lel aPT.
x = arc(4P), dx = arc(Pp) = MR,
y =PM, dy = Rm.
Elstriangles AmRM i AMPT sbn semblants.
Per tant:

1 Aix0 també ho fa Pascal, € qual, a les perpendiculars tragades des de la corba, les anomena

“sinusalabase’. Vegeu COOLIDGE (1963), p. 96.
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ady

V2ay- )

HN=+ HK*+ KN*=

_ 2ady — ydy
w/2ay—y2

Utilitzant lareacio:

dx

dy _y

X S

arribaal’ expressio:

_ 2“)")’2 _ 2_
s——z—wIZay-y =HM .
\ 2ay- y

Aixi doncs, la subtangent és un segment de
longitud igua a la de HM. S portem
aquesta distancia sobre FB, obtenim FG.
Finament, unint £ amb G ja obtenim la
tangent alacicloide pel punt E.

Bernoulli acaba € problema afirmant que la
corda BH és paral-lela a la tangent pel punt
E.

dy _MP
dx PT’
pr=2%

dy

A continuacié aplica aquest resultat a cas

particular delacicloide

Exemplell: (Analyse, p. 17)
Donada la corba tal que x i y verifiquen la

seguent relacio:

=2

b

diferenciem i apliquem la proposicio

general:
dx = ady
b 1
pr="—x
b

En € cas particular en qué APB sigui un
semicercle i MP perpendicular a AB, AMC
és una semicicloide.

Corol-lari: (Analyse, p. 17)

L'HOpitd demostra que la corda AP és
paral-ldla a la tangent pel punt M de la

cicloide.

Amb les coordenades escollides per Bernoulli, I’ equaci6 de la cicloide no queda tan clara

I senzilla com amb les coordenades utilitzades per L’Hopital. En aguest cas, Is

coordenades considerades per L'Hépital s apropen més a les de Roberval;® representen el

moviment sobre € cercle generador i € de la trandacid horitzontal, respectivament.

D’aguesta manera, I’equacio de la corba és molt més senzilla. Aixi, L’Hépital només

2 Aqui, lafiguradel cas particular serveix per il-lustrar el cas general.
% Vegeu BARON (1969), pp. 175-176; WALKER (1986), pp. 129-130.



Annex 1 371

necessita un parell de triangles semblants, mentre que Bernoulli ha de fer més operacions.
Fermat, en estudiar € problema de la tangent a la cicloide, tambeé utilitza el segment EM,
com Bernoulli.* De fet, e métode de Fermat es correspon amb el corol-lari de Bernoullli i
de L'Hopital: la corda és pard-lelaalatangent. L’ Hopital comenca el problema demostrant

una proposicié de caracter general. No obstant aixo, a més de la cicloide, L'Hépital només

2 2+ 2
aplica aguesta proposicio genera a calcul de la tangent a la corba Y _NWNay en un
X a
punt donat.
TANGENT A LA CONCOIDE
SEGONSBERNOULLI SEGONSL’'HOPITAL
Bernoulli dedica & problema VII 1¢forma

(Lectiones, p. 12) a trobar la tangent a la
concoide de Nicomedes, encara que només
estudia la branca superior. Seguint la
construcci6 de Nicomedes:
a=GL,
b= CF = 4D,
x=GD,
dx = DE = AB.

— LY o _
s ::;:\*l |.' _ H - T
- =
%
\~
Figura3

Proposicié VI: (4Analyse, p. 21)
Sigui APB unacorbade laqual sabem tracar
la tangent PH; F un punt fix exterior a la
corba; i una dtra corba CMD ta que per a
qualseval recta FPM, la relacié entre FP i
FM ve donada per una equeacié. Sha de
buscar latangent MT pel punt M.
Sigui FHT perpendicular a FM.
s =FH,x =FP,dx = Op,
y=FM,dy =mR.

If

4Vegeu FERMAT (1894), 111, pp. 144-145; MAHONEY (1973), p. 212.
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Fent servir semblanca de triangles:
.ADEFi ADLG:

LG EF +2- a2
.ABGC i AEGF:
@ _ EF _ axdx+abdx
GC BC -
.AABC i AAGK:
BC GK XA x2-a?

|, atés que GK s ha d'agafar perpendicular a
GC (encara que dl no ho diu), GK és la
subtangent. Unint K amb C ja tindrem la
tangent. Demostra com, a partir d'aqui, es
pot trobar de forma rapida la tangent (cosa
que també es pot veure a l'estudi de
L'Hopital).

Observacions. b+ xcorrespon a la y de
L’Hopital. Bernoulli no descriu la seva
construccié: no "avisa' que GK ha de ser
perpendicular a AG. En aquest sentit ja es
pot afirmar que € text de L'HOpital és més
didactic.

Fent servir els seglents parells de triangles

semblants.
.APOp i AHFP,
.AMRm i ATFM,
obté:
FH OP X
FP
P =@ s RM = Sydx,
FM RM x2
2
mR _ FM TV dx.
RM FT xzdy

A partir de I'equacié es pot posar dy en

funcio de dx i jaestélasubtangent.

Després denunciar la proposicio general,

I'aplicaal cas particular de la concoide.

Exemple: (4nalyse, p. 22)
Sigui ara APB una recta (PH). La reacié

entre FP i FM ve donada per:

y—-x=a.
La corba CMD sera la concoide de
Nicomedes, amb asimptota OH i pol F.

dy = dx,

s 2
FTzlz.
X

Es pot deduir una forma abreujada de trobar
la tangent: s tracem ME pard-lela a PH i
MT pad-ldla a PE, MT és la tangent
buscada.

Efectivament:
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FP FM
FH FE X
EP_EM o

FE FT 2

Sy2

2% forma:

Proposicié VII: (Analyse, p. 22)

Sigui ARM una corba, amb tangent MH al
punt M i de diametre EPAHT. F un punt fix
exterior, del qual surt una recta FPSM que
talla € diametre en P i la corba en M. La
recta FPM giraa voltant de F, fent moure
el pla PAM pard-ldament a s mateix a
llarg de la recta ET, de forma que PA
sempre és igud. Lainterseccié continua de
FM i AM descriu la corba CMD. Sha de

buscar latangent MT.

Figura5

Sigui pam un plainfinitament proper a pla
PAM. Tracem mRS pard-lelaaAP.
Pp =A4a =Rm = RS =Sm - Pp,
FP=Fp=x,FM=Fm =y,

PH =5, MH =t, Pp = dz.
Considerem d's seglients parells de triangles
semblants:

. AFPp i AFSm,
. AMPH i AMSR,
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. AMHT i AMRm.

Per tant, tenim la serie de proporcions:

Q:Q:Sm:LCIZ:RS:de_XdZ,
Fm  Sm X X
PH _ SR :RM:WdZ_thZ,

HM  RM SX

MR MH

S S HT =

Rm HT y—x

| d'aquesta manera podem obtenir MT. De
tot aixo L'Hoépital dedueix que, s tracem
FE pard-ldlaa MH i prenem HT igua a PE,
aleshores MT seralatangent buscada:

Sabem que HT:M. Si FE és
MP

para-lelaa MH, com que €l triangle APFE

és semblant a triangle AMPH, llavors:

PE = Eild , d’on deduim que:
PH
PE = PF-PH _ HT .
MP

Aquesta proposicio general és interessant ja
que aqui si que l'aplica a diversos casos
particulars:

. S AM és una recta, CMD és hipérbola
(amb asimptota E7).

. S AM ésun cercle de centre P, CMD ésla
concoide de Nicomedes (amb asimptota ET
I pol F).

. S AM és una parabola, CMD és la
companyadel parabol oide de Descartes.

En aguest cas, @ primer metode emprat per L'Hobpital és equivdent a I'utilitzat per

Bernoulli. Només cal comprovar que la cadena de proporcions a partir dels triangles
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semblants coincideix en s dos casos. A més a més, |I'éeccid de les coordenades és la

mateixa. Ambdos treballen amb coordenades des d'un punt. Pero € segon cami utilitzat pel

marques és interessant doncs aplica € métode general a diverses corbes. A nivel didactic,

cal remarcar que L’ Hopita presenta dues formes de resoldre e problema.

TANGENT A LA CISSOIDE

SEGONSBERNOULLI

En e problema VIII (Lectiones, p. 13)
Bernoulli defineix la corba com ho havien
fet els grecs. I'arc BD ha de ser igud I'arc
BE.
AF=FC=a,
AG=x, GH=y,
FG=a-x=FK.

-

Figura 6

Sigui H un punt de la cissoide. Per definicié

delacorba:
GD=KE=-|2ax- x* .
Llavors:

AK  AG
KE GH '

Esadir:

SEGONSL'HOPITAL

Proposicié VIII: (Analyse, p. 23)
Donats la corba AN de diametre AP, un punt

exterior fix F, una dtra corba CMD i la
recta FMPN, i donada I'equacié que
relaciona FN, FP i FM, s ha de trobar la
tangent MT.

Figura7

Pel punt F es traca la perpendicular HK a
FN. Prenent centre F' i radis FN, FP i FM
S obtenen el's petits arcs arc(NQ), arc(PO) i
arc(MR), respectivament. L’angleentre FN i
Fn ésinfinitament petit.
s=FK, t=FH,

x=FP, dx=pO,

y=FM, dy = Rm,

z=FN, -dz=nQ.

Considera el's seguients triangles sembl ants:
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5 . APFK i ApOP,
X X
2ax- x> Y . AFMR, AFPO i AFNQ,
_— . AHFNi ANOn,
Simplificando:
. AmRM i\ AMFT.
V2a-x _ x Llavors:
NETY
x dx sdx
2a-x_ sTop 7T
5
g Y X _ @ MR = sydx
. ., y MR x2 ,
Operant arribaal’ expressio:
x OP szdx
2 2 z NO NO=""%
*=2ay"-xy”. z 0
t  NQ 3 sz2dx
Diferenciant anbdos costats: z on On = o2
2
3x2dx = daydy — 2xydy — y?dx, & =Y S pr=¥ dx.
2 RM FT xzdy
3x")" _dy_y
4ay-2xy dx s Diferenciant I’ equacio es pot escriure dy en

_ funcié dedx i de dz. Usant lardacié:
| arajapot trobar la subtangent:

dz=— sz dx

_ 2ax-x* i’

3a-x

s =GL=...
dx desapareix de FT (expressio afectada de
dgne negatiu, ja que S x crex, z
disminueix).
S obté el mateix resultat S AP és unacorba.

Exemple: (4nalyse, p. 24)

Figura8
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1“forma: Sigui AN € cercle de centre G que
passa per F, i FB perpendicular d diametre
AP. | Sgui PM sempreigua a PN. Lacorba
resultant és una cissoide. L’'equacié que
relaciona FN, FM i FP és.

z+y=2x
Diferenciant:
2 + 2
dy = 20y - dz = 2 E 57
x
Per tant:
2
Fr=—S0"
2%+ 522

2%forma: 1gual que Bernoulli.

Bernoulli, amb coordenades ortogonals (aprofitant la naturalesa de la corba) i amb un
parell de triangles semblants, resol € problema. En canvi, L'Hépital necessita quatre
parells de triangles semblants. En € pasfinal, la subtangent queda expressada en funcié de
X, V, Z, 8, t, mentre que en € problema de Bernoulli queda només en funci6 de x. En € cas
de Bernoulli la manipulacio de la corba és més comoda, atés que la seva equacio només és
funcié de x i y. L'HOpital torna a demostrar primer una proposicio genera, que després

aplica Unicament al cas particular delacissoide.

TANGENT A LA QUADRATRIU

SEGONSBERNOULLI SEGONSL’'HOPITAL

En d problema IX (Lectiones, p. 14) Proposicio | X: (4Analyse, p. 25)

Bernoulli caracteritza aquesta corba de la Donades les corbes ANB i CPD; la recta
forma seglient: FKT; A, C, F punts fixos. Sigui EMG una

corba tal que, per a qualsevol recta FMN,
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AD _ 4B
AE AC’

Siguin:

a=AC,b=AB,
x =AH, f=arc(4D),
HC=a-x.

Figura9

Donat que D pertany a quart de cercle:
DH =/2ax —x?,

AEzizECza-i.
b b

ADHC i AFEC s0n triangles semblants. Per
tant:

2
HC _EC — Ep- (ab-af)\ 2ax- x .
HD EF ab-bx

Considerant un triangle infinitament petit:

df= adx ’
[ 2ax- x?
[lavors:
d(AE)= a df= ﬂ
b b~/ 2ax- 52

Un cop ha diferenciat EF, aplica la
formula habitual:

MP éspard-lel aFK. Larelacio del'arc(4N)
amb l'arc(CP) ve donada per |'equacio.
Busguem la tangent MT, amb M punt sobre
EG.

Figura10

Sigui TH para-lel a FM i les rectes MRK |
MOH paral-ldes alestangentsen P i en N,
respectivament. Sigui FmOn infinitament
proper a FMN, amb mRp pard-lel a MP.
s=FM,t=FN,u=MK,
x = arc(CP), dx = arc(Pp) = MR,
y = ac(AN), dy = arc(Nn).
Els padls de triangles seglents son

semblants:
. AFNn i AFMO,
. AMOm | AMHT,
. AMRm |\ AMKT,
d'on surt:
MH =5 5
tdx

Posant dy en funcio de dx a partir de

> Aquest segment MH es correspon amb |’ arc(MD) que utilitza Fermat. Vegeu FERMAT (1894),

1, pp. 145-146.
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d(EF) _EF

d(AE) s

i obté la subtangent s.

A partir dagui Bernoulli déna una forma
abreujada de calcular latangent: prenent CK
perpendicular  a DC; consderant €ls
triangles semblants ADHC i AFEC i €s
sectors semblants DdC i EfC; i diferenciant
FCaribaa

d(FC) _ FC
b-f CK

Aix0, pero, ho escriu, no fa servir
aquesta notaci6. Finament, tenint CK es

pot tracar latangent FK.

Al problema X (Lectiones, p. 15) Bernoulli
segueix estudiant aguesta corba. Busca G,
punt dinterseccio de la quadratriu AG i €
radi perpendicular CB. Agafa un punt D tal
que DB sigui infinitament petit. Per aixo i
per ladefinicio de laquadratriu:

AB _AD _DB _DB _CB _ AC
AC AE EC FG CG CG’

Aixi, CG és la 32 proporciona a quart de
cecledBid radi AC.
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I'equaci 0, desapareixeran les dx.

Aixi, 9 tracem recta pard-ldla a FM pel
punt H, tallara FK en € punt 7, obtenint per
tant latangent MT.

Exemple: (4nalyse, p. 26)
Sigui ANB un quart de cercle amb centre F

(fix) i CPD d radi APF perpendicular a
FKGOQTB.

Figurall

a=AF,b=ANB,
x =AP,y = ac(AN),
u=FP=MK=a-x,
t=FN=a.

L'equacio de laquadratriu és.

= =
I
Q>

per tant:

_ sudy _asdy-sxdy _bs-ys
tdx adx a

MH

Com fa Bernoulli, L'HOpital també dona la

forma curta de trobar latangent M7, prenent

® Aquest arc(MQ) també I'utilitza Fermat per calcular la tangent a la quadratriu. Vegeu

FERMAT (1894), I11, pp. 145-146.
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MH=arc(MQ) i perpendicular a FM, i HT
paral-ld a FM. En efecte, FNB i FMQ son

sectors semblants, aixi:

FN _ arc(NB)
FM  ac(MQ)’
arc(M0) = =Y _

a

com volia demostrar.®
El corol-lari que L'Hopital déna a

continuaci6 és el problema X de Bernoulli.

Ambdos autors treballen amb els mateixos elements (tot i que Bernoulli fa servir

coordenades ortogonalsi L’ Hopital, polars’):

Bernoulli
a=AC
b=AB

AE
f=arc(4D)
EC
FC

L’Hopital
a=AF=FN=t
b =ANB

AP

y =arc(4N)
u=FP=MK=a—x
s=FM

A diferencia de Bernoulli, L’Hopital no troba la subtangent directament, sSiné un segment

MH en funcié de x, y, s, ¢, u ta que, tracant una determinada paral-lela per H, resulta la

tangent buscada. A continuacié ho aplica a una corba concreta, la quadratriu. Les variables

x, ¥y SOn els eements caracteristics de la corba, que podem identificar amb els seus
moviments generadors. En canvi, Bernoulli torna a treballar amb coordenades ortogonals

per poder aplicar laformula

& &
v <

" De fet, larelacio entre I’ angle recorregut, «, € radi vector, r = r(a), i les coordenades x, y de

L'Hépital éslaseglent: y=a-a, a—x=rcosa .
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Bernoulli trebala amb triangles semblants mentre que L'Hopital ho fa amb sectors

semblants. Els corol-laris i conseqliencies que s€n deriven en els dos casos son els

mateiXos.

TANGENT A L'ESPIRAL

SEGONSBERNOULLI

El problema XI (Lectiones, p. 15) esta
dedicat al cas de l'espiral d'Arquimedes.
Sigui a € radi AC, b la longitud de la
periferiaDDCD i x = AF .

Figura12

Sigui AE perpendicular a AB. Per definicid
del'espiral:

a__ 4B s
b ac(CKD)

Aix0 ho escriu, no fa servir aguesta

notacio.

SEGONSL'HOPITAL

Proposicié V: (Analyse, p. 19)

Sigui APB una corba, amb 4 fix, de la qual
sabem trobar latangent PH. Sigui F un altre
punt fix i CMD una dtra corba tal que,
agafant unarecta FMP, larelacio entre FM |
AP ve donada per una equacio. Sha de
trobar latangent MT des de M.

- e,
/E‘T - B
Al _—n

- ' -

i

Figural13

Tracem sobre FP la perpendicular FH.
Prenem larecta FRmOp que forma un angle
amb FP infinitament petit. Amb centre F
descrivim elsarcs arc(PO) i arc(MR).
s =HF,t= PH,
x = arc(AP), dx = arc(Pp),
y=FM,dy =mR,

8 Ell no ho diu perd es pot sobreentendre que aquest arc funciona com la coordenada y.

° Ho heinterpretat com a semblanca de triangles.
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Aleshores, aillant I'arc CKD i diferenciant-
lo:

d[aro(CKD)] = DD = (b/a)dx,

i axi tenim que:
AD:DD:>AD:DD:>FG:bxdx 9
AF FG x FG a2

Llavors:

BG AB ) x X
—_— = adir =
FG AE bxdx AE
2
a

| aixi jaobté lasubtangent, AE.

Laideatornaaser aplicar laformula:

dy y

dx s
pero, en aguest cas, usant coordenades
polars.

z=FP.

Considerem d's seglients parells de triangles
semblants:

.APOp i APFH,

. AmRM i AMFT,

.AFPO | AFMR.
Aleshores:

2

Aplica aquesta proposici6 genera a
seguient cas particular:

Exemple: (4nalyse, p. 20)

Si prenem APB un cercle de centre F, PH
serapard-ld iigual aFH, ésadir, t =s. En
aguest cas, la corba CMD és l'espira
d'Arquimedes.’®

X/

Figural4

F

% Newton, en e seu Methodus fluxionum (Problema |V, setena manera), estudia el cas de les
espiralsi jafaservir aquestes coordenades, que no son altra cosa que les coordenades polars.
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Aixi doncs:
x=arc(4P),y =FM,z = FP = a.
Fent servir laproposicio generd:

2
FT— yodx

ady

S b és lalongitud de la circumferéncia (o
una porcié), per definicio d'espiral:

= | o
<

(que serialardacio entre FM i AP).

Diferenciant;

que és d resultat que obté Bernoulli (tenint
en compte les diferents notacions). A
continuacio, descriu una forma rapida de

trobar agquesta tangent:

Si tracem l'arc de cercle arc(MQ) de centre
Firadi FM, que acabaen Q pel radi FA que
uneix els dos punts fixos 4 i F. S prenem
FT igud a l'arc(MQ), la recta MT sera la
tangent en M. Efectivament: FPA i FMQ

SOn sectors semblants, per tant:

FP _ AP
FM  arc(MQ)

= arc(MQ)= X _pr
a

Aquest cas és forga interessant doncs
I'aplica a d'altres corbes, tot i que també
son espirals. Agafa en general:
b_d"
x

y
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on m és raciond. La corba FMD és una

espiral al'infinit. Diferenciant, obtenim:

_ mby"dy

vdx = mxdy

a

i, per tant, F'T queda de la seglent forma:

2
Yoy _my_ . ae(MO).
ady a

Ambdos usen, com avariables, I'arci € radi, és adir, fan servir coordenades polars (igua
que Newton). En agquest cas, L'Hopitd si aplicala proposicié genera a diversos exemples
particulars.™ A més a més, explica una forma rapida de trobar |a tangent, cosa que no fa
Bernoulli.

! Newton, al Problema |V, setenamanera, del seu Methodus fluxionum, després d’ exposar el cas
genera I'aplicaaespirasonlarelacio entrelax i lay ve donada per una equacio. Per exemple:

. y:ij—x, queés I'espiral d' Arquimedes

. xs—axz—i-axy—y3 =0



ANNEX I1: ESTUDI DE MAXIMSI MINIMS

QUIN CAMI HA DE SEGUIR UN VIATGER PER RECORRER UN
ESPAI EN EL MENOR TEMPS POSSIBLE?

SEGONSBERNOULLI

Problema XVI: (Lectiones, p. 17)

Un viatger ha d’ anar del punt 4 a punt £
emprant e minim temps possible. Primer
ha de travessar € camp AFDB i després €
DBGE. En e primer camp recorre un espai
b en un temps a. | en & segon, un espai ¢
en un temps a. Quina via haura de seguir
per anar del punt 4 a punt £ en el menor

temps possible?

Figural

AB =m, ED = n,
BC =x,BD =e,
DC=e—x,

AC =m? +x?,

CE:\/eZ— 2€x+x2+n2.

Sense indicar que utilitza la velocitat en el
camp ABC, obté:

SEGONSL'HOPITAL

Exemple XI: (Analyse, p. 49)
Un viatger surt del punt C per anar a punt

F. Ha de travessar dos camps separats per
la recta AEB. En e camp del costat de C,
recorre un espai a en un temps c. En €
camp del costat del punt F, recorre un
espal b en un temps c. Quin ha de ser €
punt £ de AEB per poder anar del punt C
a punt F en el minim temps possible?

Igual que Bernoulli:

a C

u  temps’

Llavors € temps que triga a anar del
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b m>+ x?
a

temps

aixi, el temps per anar del punt 4 a C és:
a [m2_+_x2
—

Analogament, fent servir la velocitat en e
camp CDE:

\/e2-26x+x2+n2
tiempo

C_
a

amb la qual cosa el temps que triga a anar
del punt C a punt E és:

a\/ez— 2€X+x2+n2

c

El temps total, que és allo que es vol

minimitzar, és:

ax/m2+x2 +Cl\/e2—2€X+x2+n2
b c

- (1)

Diferenciant aquesta expressié i igualant-
laazero, el problema es redueix aresoldre
I’ equaci 6 segiient:

(bz _ 6‘2) x4+(202€ _ sze) x3+

+(b°m® +b%e® — c2e® —c?n®)x% -

—2b%em*x +b%*m? =0 . (2)

punt C al punt £ és:

cu

Andlogament:

b_ ¢
z temps

Per tant, el temps que tarda en anar del

punt £ a punt F és. Cb—z . Aleshores, s hade

minimitzar el temps total:

cu cz
+

a b

Arautilitza el resultat seguent:

Exemple IX: (Analyse, p. 47)

Sigui AEB una corba plana amb dos punts
fixos, C i F. Des d'un punt P qualsevol
d aquesta corba tracem les rectes CP (u) i
PF  (z). Considerem wuna quantitat
composta per u, z, i per altres rectes a, b,
¢,... ES demana quina és la posicio de les
rectes CE i EF de manera que la quantitat

sigui maxima o minima.

Figura3

Siguin CE i EF les rectes amb la posicié
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desitjada. Unim C amb F. Construim una
nova corba DM tal que, si tracem la recta
POM perpendicular a CF, I'ordenada QM
sigui igua a la quantitat donada. Quan P
passaaser £, QM és OD, que sera maxima
0 minima. Per tant, hem de diferenciar i
igudlar a zero o a infinit. Tracem EG
perpendicular a AEB i des d'un punt G
qualsevol GL, GI perpendicularsa CE i a
EF, respectivament. Sigui e un punt
infinitament proper a E i des d’ aquest punt
dibuixem les rectes CKe i FeH. Prenent
aquestes rectes com aradisi els punts C, F
com a centres, dibuixem €ls petits arcs EK
i EH. ES pot comprovar que €els parells de
triangles  rectangles  seglents  son
semblants:
.AELG | AEke,
.AEIG | AFEhe.

Aleshores:

GL _Ke _ du _Sin(£GEC)
GI He —dz Sn(ZGEF)

(dz és negatiu respecte du perque quan u
creix, z decreix). Prenent EG perpendicular
aAB i aplicant el resultat anterior s obté:

Sin(£GEC) _GL _a 0
SN(ZGEF) GI b

Sigui CGH la circumferencia de centre E' i
radi EC. Primer tracem AC, HD i BF
perpendiculars a AB; i després, GL i GI
perpendiculaas a CE i a FEF,

respectivament.
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Emprant (I) i els parells de triangles
semblants seglents:

.AGEL | AECA,

.AGEI i AEHD,
S obtenen lesiguatats GL=AE i GI=ED.

Prenent x = AE :

Sigui:
AB=f, AC=g, BF=h.

Atesque AEBF i AEDH son semblants:
EB _f-x_ED _ hbx

= DH = .
BF h DH af —ax

AEDH i AEAC s0On triangles rectangles,
les hipotenuses dels quals, EH i EC,
soniguals:

ED*+ DH?=EA*+ AC?.

Esadir:

2 2 2,2 2
b)2c+ hbx2:x2+g2.
a®  (af —ax)

Aix0 es redueix a estudiar I'equacid
seguent:
(a® =) x*+2b% [ —24° 1) X3+
+(a2f2+a2g2—b2f2—b2h2)x2—
—2a%fg’x+a’f2g? =0, (Il

la solucié de la qual ens indica e punt £
buscat.

L'Hépital a continuacio també resol aquest
problema tal como ho havia fet Bernoulli,

variant només la notacio.
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Bernoulli diferencia i iguala a zero. Per la seva banda, L’HOopital aplica I’exemple IX
(Analyse, p. 47), obtenint I’ equacio (I1), que coincideix amb I’ equaci6 (2) de Bernoulli.
Després exposa una altra forma de resoldre el problema, que coincideix amb la del seu
mestre. En I’ articulo de 1684 publicat a Acta Eruditorum, Leibniz havia analitzat aquest
problema considerant dos medis de diferent densitat, separats per una recta, mentre que
Bernoulli considerava diferents velocitats segons el medi. Leibniz arribava a la mateixa
expressio (1) de Bernoulli (tret de la notacid), que diferenciava i igualava a zero, sense
donar I’equacio (2). Leibniz aplicava tot aix0 a I’ Optica. Si considerem e cas de la
refraccid, la distancia del punt 4 a punt C és la mateixa que la del punt C a punt E.
Aleshores, ladensitat del segon medi ésaladel primer com BC ésa CE, ésadir, com el
sinus de I'angle d'incidéncia és a sinus de I’angle de refracci6. L'Hoépital resol el
problema tragant una circumferéncia de centre E, que passi per C (igua que Fermat i
Descartes).! El cami total, CEF, e descompon en CEH (H sobre la circumferéncia) i en
HF. Llavors aplicalallei de larefraccio a cami seguit fins al punt AH. De fet, € resultat
de I’exemple I1X (4nalyse, p. 47) és conegut com la llei de Snell, que Descartes

demostraen La Dioptrique.

EL PROBLEMA DE LA POLITJA

SEGONSBERNOULLI SEGONSL’'HOPITAL
Problema X1X: (Lectiones, p. 19) Exemple XII: (4nalyse, p. 51)

Sigui 4 un pes que penjadel fil AC, essent
C fix. Aquest fil passa per la politja mobil
E, que esta agafada a B (fix). Suposem que
ni e fil ni la politja no tenen pes. Quina
sera la distancia maxima de 4 a
I'horitzontal BC?

Sigui F una politja que penja lliurement de
la corda CF amb un pes D suspes de la
corda DFB que passa per damunt de la
politja F' i esta agafada en B. Suposem C i
B sobre la mateixa horitzontal. Ni la politja
ni la corda no tenen pes. En quin punt €

pes D o lapolitja F saturen?

1 Vegeu FERMAT (1894), pp. 149-156; DESCARTES (1897-1913).
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Figura4

Busguem D sobre BC tal que AD sigui

maxima.
AC =a,BC =b,
BE = ¢, DE = x,
BD =+/c? — x? ,
DC=b- cz—xz.
AiXi:

CE:x/bz‘l‘cz— 2b C‘Z_xza

AE=a—\/b2+cz—2b =X,

AD=X+a—\/b2+c2—2b cz—xz.

que és I'expressio que hem de fer maxima.
Diferenciant-la i igualant-la a zero

obtenim:

Figura5

Segons € Principi de la Mecanica, D
descendira el maxim possible per sota de
CB. Per tant, DFE ha de ser maxima.
CF =a, DFB = b,
CB =c¢, CE =x,

EF= az-xz )

FBZ\/(C—x)2+a2-x2:w/a2+c2— ZCX,

DFE:b—\/a2+c2—20x+\/a2 —x2,

que és I'expressié que volem fer maxima.
Diferenciant-la i igualant-la a zero

obtenim:

cdx xdx
\/a2+cz—20X \/az—xz

2ex3 —2¢%x% —a®x? +a%c? =0.

:0’

Dividint per x - c:
202— azx—azc=0.

Una de les arrels donara una x = CE ta
que ED (perpendicular) passa per la politja

i el pes quan estan en repos.

D'una altra forma:
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\/b2+c2-2b - x*= '

2.2
b x
b% +¢2 —2bc? —x? =

2.2
bx
b%+c% - 5 5 :2b\/cz—x2,
cc—x
b%c? —b2x% +c* —c2x% —b%x? B
2 2 -
cc—x
_bzcz+c4—c2>cz—2b2x2

2 2
c —X

Finalment, el problema es redueix a

resoldre la seglient equacio:

4b2x6+(4b4+c4—8b2c2)x4+

+(6b%c* —2¢® —4b*c?)x? +

+b* +c® -2p%c® = 0.
També considera una altra forma de fer-
ho, que és analoga a primer metode de
L'Hépital i don surt una equacié meés

senzilla (degut al’ eleccié de coordenades).
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EF =y,

BF =1z.
El que volem fer maxim és. b—z+ y. Per
tant, dz = dy.
La politja descriu la circumferencia de
centre C i radi FA. Agafem f infinitament
proper a F; sigui fR pard-lel a CB, i fS
perpendicular a FB. Aixi,

FR=dy,

FS=dz,
(ésadir, FR = FS).
Els triangles rectangles AFRf i AFSf son
iguals i semblants, la qual cosa implica
que lI'angle ZRFfésigual al'angle ZSFf.
Aixi doncs, F esta situat de ta manera
sobre la circumferencia FA que l'angle
format per EF i latangent en F ésigua a
l'angle format per FB i latangent en F. Es
adir:

ZBFC = ZDFC.
Per tant, si dibuixem FH tal que:
LFHC = ZCFB = ZCFD,

aleshores elstriangles ACBF | ACFH seran
semblants; els triangles rectangles AECF i

AEFH seran semblantsi:

2
cH=%"
C

2

D'on podem concloure (aprofitant que €
punt es troba sobre la circumferencia) que:
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Aranomés cal resoldre aquesta equacio.

El primer cami seguit per L’Hopital coincideix amb e segon de Bernoulli, on les
coordenades han estat escollides de manera que |’ equacio resultant és meés senzilla de
resoldre que en el primer cas. Estractad’igualar a zero la diferéncia de la quantitat que
es vol fer maxima. A continuacié L'Hopital resol e problema de la manera seglent:
considera la circumferencia descrita per la corda CF i trebala amb elements

infinitament propers. Aquest cami és, st més no, forcaoriginal.



ANNEX I11: ESTUDI DE PUNTSD’'INFLEXIO

PUNTSD’'INFLEXIO DE LA CONCOIDE DE NICOMEDES'

SEGONSBERNOULLI

Bernoulli resol aguest problema segons els
tres metodes (Lectiones, p. 29).

Segons el primer metode:
AE=BG=a,EF =b,
AD=x,BD =y,

DE=a-x.

Aleshores:

2ab’x-b° ¥’

a-x

GE =

Per semblanca de triangles:

GF _ BF

GE BD'

SEGONSL'HOPITAL

Exemple 1V: (4nalyse, p. 65)

.1|— —
F ' L

|

JI

Figura 2

Sha de buscar € punt dinflexié de la
concoide AFK de pol P i asimptota BC. La
propietat que caracteritza aguesta corba és
gue tota recta PF' (amb F un punt de la
concoide) talla I’asimptota en un punt D
ta que FD és constant. Sigui PA
perpendicular a BC, i FE paral-lelaaBC.
AB=FD = a, BP = b,
BE =x,EF =y.
Tragant DL para-lela a 4B, resulta que
ADLF i APEF sOn semblants. Per tant:

! Un adtre exemple comu és el de I’ espiral parabolica. Bernoulli fa servir el seu primer métode,
mentre que L’'Hépital utilitza la primera forma de trobar els punts d'inflexio en e cas d’ ordenades des

d’ un punt.
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ésadir:
ab _N2ab®x-b*x"
a-x a-x ’
24 b
a2 2= 4 Fab-ax |
a-x
Per tant:

y= b \/ 2ax- x2+\/ 2ax- x2 .

a-x
Diferenciant:
2bdx
dy = a +
(a’-2ax+x7 )\ 2ax - x°
adx-xdx
=
A 2ax- X2
Ates que Y_y , llavors:
dex t

- (ab-bx+¢?-2ax+ x?)(2ax- x?)
a*b+(ax)’

(agui Bernoulli en lloc del superindex 3

per a cub utilitza una C davant del factor
(a—x)).

Aplicantel canvi a—x=z:

(bz+2° )( a®-2%) _

2 22,3 4
_abztaz%-bz7-2
a2b+Z3

L'expressié t—x=t—a+z éslaque sha
de maximitzar. Aixi doncs, es diferencia i
siguala a zero. Després, multiplicant per
(a®b+2z%)? i dividint per a®bdz + a®zdz

lasoluci6 seraarrel de |’ equacio:

DL PE

LF EF’

[2 2
pr=y={0TNa"2"
X

ladiferenciadelaqual és:

_ x‘°’dx+a2bdx

2 2 2
X a -x

dy

S diferenciem aguesta quantitat i la
igualem a zero, la solucio del problema és

unadelesarrelsde |’ equacio:
x3+3bx2— 2a2b =0.

Observem que ha emprat e seu segon
meétode.

També resol aguest problema com un caso
d ordenades que parteixen d'un punt,

utilitzant I’ equaci6:
yddy=dx?+dy* , (1)

prenent dx constant. Considerem les rectes
PF com a ordenades partint del pol P.
Tracem els arcs arc(FG) i arc(DH) amb
centre P. Sigui Pf una ordenada que forma
amb PF un angle infinitament petit, ZFPf.
AB =a,BP =b, PF =y,
PD =z dz=dH, dx = FG.
Ates que €els punts de la concoide

verifiguen la condicié:
y=zta,
aleshores:

dy=dz.
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2a2b—3b22— 2320 .

Segons el segon metode:
Obté dy com abans i torna a diferenciar,
igualant ddy a zero i aplicant e canvi

z=a-x.Lasolucié ésarrel del’ equacio:
Z3+3b22-2a2b:0 .

D’ aquesta forma el problema es resol meés
rapidament.
Segons el tercer métode:
Si 4 és e vertex, F e centre i MN
I’ asimptota, quin és el punt d'inflexid B?
Lainterseccio de FB amb I’ asimptota és el
punt N.
NB =AM = a, FM = b, Be = dy,
FB=Fb =z be=no=dz.
Sigui NO para-lelaaBe.
FN=z—-a,

NMZ\/ZZ-ZaeraZ-bZ .
ANMF i ANon sOn semblants. Per tant:

NM _ no

MF oN'
bdz
/22-202+a2-b2 '

FN _ No

FB Be'
bzdz —dy,
(z—a)\lzz—2a2+ a?-b?

be bF

Be r

No=

Be=
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ADBP és un triangle rectangle. Per tant:

DB=+/72-}p?.

Tenim els parells de triangles semblants
seguents:

.ADBP | AdHD,

.APDH | APFG,
d on resulta:

=
BP HD 2 )2

DB_dH _ .. bi:

2,2
PD_HD:dZ:dy:zdx«/Z b

PF  FG bz+ab

A continuacié diferenciem (prenent dx
constant i substituint ¢z pel seu valor en

funcié dey):

_ _(bz"*+2ab2®- ab’z) dx®

dd
4 (bz+ab)?®

Llavors, s substituim en la formula (111)
elsvaorsdey, dy i ddy, resultal’ equacio:

(z*+2az%- ab®z) dx”® _
(bz+ab)?
_ (z*+2ab?z+a*b?) dx?
(bz+ab)? '

Operant, s arribaal’ equacio:
2 72-3p% z- 4b*=0.

Una de les arrels (z) d'aguesta equacio,

Més a, donara PF.
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= bz’
(Z—a)\122—2a2+ a’-b?

Si z creix, llavors ¢ decreix. Aixi, dt queda
afectada per un signe negatiu. Utilitzant el
resultat vist en el tercer métode:

dy®=gd-2dt,
resultal’ equacio:

20422~ 64%22+64°z - 3ab’z -

—24*+24%p?=0,

d’on s obté la soluci6 buscada.

Cal remarcar les diverses maneres que ambdds utilitzen per resoldre aquest exemple
comu. Mentre Bernoulli estudia el problema aplicant el's seus tres metodes, L’ Hopital, a
més d’ emprar € seu segon meétode, resol el problema com un cas d' ordenades des d’un

punt.



ANNEX 1V: DEFINICIONS DEL DICCIONARI DE L'INSTITUT
D’'ESTUDIS CATALANS

Corol-lari: Conseguiéncia més o menys immediata d’ una proposicié demostrada.
Escoli: Remarca adjuntada a una demostracio, a un teorema.

Exemple: Fet que se cita com a suport d’ una assercio.

Figura: Dibuix queil-lustra el text d'un llibre.

L ema: Proposicié preliminar que serveix per alademostracié d' una altra proposicio.
Observacio (remarca): Advertiment motivat per alguna cosa observada.

Postulat: Proposici6 que sense ésser evident s admet com a certa sense demostrar-la.
Problema: Questio, dificultat aresoldre, aaclarir.

Proposicié: Enunciat d' un fet a demostrar.

Teorema: Proposicié que afirma una veritat demostrable a partir d’ uns certs axiomes.

Altres:

Construccio: Art o técnica de construir. Construccié geomeétrica. Construccié
gue hom traca per demostrar un teorema, resoldre un problema.

Definicio: Introduccio d’ un nou concepte que fa referencia a conceptes anteriors
jadefinits.

Demostracio: Raonament amb qué es demostra o fa evident quelcom.

Hipotes: Veure suposicio.

Indicacio: Accié dindicar; I'efecte. Allo que serveix per indicar.

Preparaci6: Accio de preparar o de preparar-se; la cosa preparada.

Regla: Allo que ha de dirigir la conducta dels homes, en I’ estudi d’una ciéncia,
en lapracticad un art, en |’ execuci6 d’ alguna cosa.

Solucié: Accié de resoldre un problema, una questio, etc.; alo que resol un
problema, una guiestio, etc. En matematiques, qualsevol de les quantitats que satisfan les
condicions d’ un problema, d’ una equacio.

Suposicio: Accio de suposar, hipotesi; proposicio que expressa alo que hom

SUpPOSA.
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