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“He comprès. Hauria d’estar en pau. Qui deia
que la pau sorgeix de la contemplació de l’ordre,
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ocultat en un lloc, ho hem posat de manifest en un
altre, per tal que pugui ser comprés per la vostra
sagacitat.”

Heinrich Cornelius Agrippa von
Nettesheim (De occulta philosophia, 3, 65).



iv
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Introducción

La teoŕıa de ciclos algebraicos tiene por objeto el estudio de las subva-
riedades de una variedad algebraica. Es por ello que un ciclo algebraico se
define como combinación lineal de subvariedades irreducibles de una codi-
mensión dada. Sin embargo, el conjunto de ciclos generado de esta forma
es demasiado grande por lo que su estudio requiere imponer relaciones de
equivalencia adecuadas que reflejen de manera más clara la geometŕıa de la
variedad. En el caso de las variedades proyectivas no-singulares, una buena
relación de equivalencia es la equivalencia racional. Bajo esta relación las
clases de ciclos algebraicos poseen un producto intersección que les da una
estructura de anillo tradicionalmente llamado anillo de Chow. La principal
herramienta para entender estos anillos es el estudio de la relación que hay
entre ellos y los anillos de cohomoloǵıa para diversas teoŕıas cohomológicas.
Por ejemplo, en el caso complejo, podemos usar la cohomoloǵıa usual prove-
niente de la topoloǵıa algebraica. Todas estas comparaciones con las diversas
cohomoloǵıas nos llevan a la famosa conjetura de Hodge (que caracteriza los
ciclos algebraicos como la parte pura de la descomposición de Hodge de la
cohomoloǵıa clásica) y a la teoŕıa de motivos de Grothendieck (la cual, a
grosso modo, puede pensarse como una teoŕıa universal de cohomoloǵıa para
variedades algebraicas).

La idea subyacente a esta última teoŕıa es que también sirve para estu-
diar los grupos de Chow de una variedad algebraica. A saber, la teoŕıa de
Grothendieck funciona para toda teoŕıa de intersección “buena” sobre las
variedades algebraicas, es decir, para toda relación de equivalencia adecuada
sobre los ciclos algebraicos.

Más concretamente, si X es una variedad lisa y proyectiva sobre un cuer-
po, se tiene CH0(X) ∼= Z y CH1(X) = Pic(X) es la variedad de Picard de
X. Sin embargo, la estructura de los grupos de Chow CHj(X) para j ≥ 2
es básicamente desconocida ya que, en general, CH2(X) no es un funtor
representable.

La conjetura de Hodge predice que, para todo j ≥ 0, el morfismo ciclo
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(racional)

clX : CHj(X)Q → Hdgj(X)Q ⊆ H2j(X,Q),

debe ser exhaustivo. Por otro lado, usando las aplicaciones de Abel-Jacobi
constrúıdas en los trabajos de Griffiths ([Gri])

AJ j(X) : Ker(clX)→ J j(X)Q,

se han probado una serie de resultados interesantes (ver [Cl], [Ro], [Gre]).
Sin embargo, hasta la fecha, no se tiene una descripción expĺıcita del núcleo
y la imagen de AJ j.

En este sentido, los trabajos de Beilinson, Bloch, Deligne y Murre (entre
otros) sugieren la existencia de una filtración:

CHj(X)Q = F 0CHj(X)Q ⊇ F 1CHj(X)Q ⊇ · · · ⊇ F j+1CHj(X)Q = {0}

tal que

F 1CHj(X)Q = Ker(clX)

y

F 2CHj(X)Q = Ker(AJ j(X)).

Más aún, se ha sugerido que los cocientes graduados para esta filtración deben
parecerse a los dados por la fórmula conjetural de Beilinson (ver [Ja1]):

GrmCHj(X)Q ∼= ExtmMM(1, h2j−m(X)(j)),

dondeMM es la categoŕıa conjetural de motivos mixtos.
En esta memoria nos proponemos estudiar los grupos de Chow de una

variedad lisa y proyectiva sobre un cuerpo completo a través del estudio del
morfismo ciclo. Más concretamente, construiremos un morfismo (que llama-
remos morfismo reducción) que tiene por dominio los grupos de Chow de
nuestra variedad y cuya imagen vive en un cociente del grupo de Chow de la
variedad reducción. A diferencia del morfismo ciclo `-ádico nuestro morfismo
tiene la ventaja que su definición es independiente del primo `. Será este mor-
fismo reducción el que nos permitirá describir la imagen del morfismo ciclo
`-ádico en el caso que la reducción de la variedad satisfaga ciertas hipótesis
de degeneración total.

Resulta claro para un experto que este problema cae dentro del tema
más general de motivos. Sin embargo, y puesto que hemos de marcar ĺımites
(muy modestos), en esta memoria no trabajaremos el punto de vista mot́ıvico
y sólo trataremos con la cohomoloǵıa étale y de De Rham de la variedad
dejando de lado el estudio de las cohomoloǵıas de Weil en general. Aśı mismo,
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tampoco estudiaremos teoŕıas estrechamente relacionadas con la teoŕıa de
ciclos algebraicos como lo son, por ejemplo, la teoŕıa K o la teoŕıa de Hodge.

En nuestro estudio de los grupos de Chow hay dos ideas de fondo:
La primera consiste en restringirnos al estudio de las variedades con re-

ducción estrictamente semiestable. Estas variedades presentan modelos cuyas
reducciones tienen comportamientos que de alguna manera conocemos o po-
demos controlar. A partir de ciertas combinaciones de los grupos de Chow
de las componentes de la reducción, construiremos estructuras enteras y ope-
radores naturales sobre ellas de forma que podamos reconstruir los grupos
de Chow de la reducción y, lo que es más importante, estudiar los grupos de
Chow de la propia variedad.

La segunda idea consiste en relacionar estos operadores sobre las estruc-
turas enteras con la monodromı́a asociada a la cohomoloǵıa de nuestra varie-
dad. Son estas relaciones las que nos permitirán describir de forma expĺıcita
la imagen del morfismo ciclo `-ádico sólo en términos de los ciclos algebrai-
cos y de manera independiente del primo `, siempre que se impongan ciertas
restricciones de degeneración total sobre la reducción de la variedad. La exis-
tencia de una monodromı́a no trivial es una particularidad de este tipo de
variedades con reducción totalmente degenerada.

La memoria está organizada de la manera siguiente:
En el caṕıtulo 1 se describe de forma breve la estructura de los cuer-

pos sobre las que nuestras variedades están definidas, aśı como las funciones
logaritmo definidas sobre ellos. También se hace un estudio extenso de la
filtración de monodromı́a asociada a una representación cuasi-unipotente en
la categoŕıa de espacios vectoriales sobre cuerpos completos.

El caṕıtulo 2 está dedicado a la descripción de los grupos de Chow de
variedades algebraicas y a su generalización a esquemas definidos sobre anillos
completos. El caṕıtulo termina con una serie de conjeturas que están en el
centro de la teoŕıa de los ciclos algebraicos.

En el caṕıtulo 3 introduciremos el concepto de semiestabilidad estricta,
aśı como la construcción de ciertos complejos (complejos de Chow) que nos
permitirán definir estructuras enteras y operadores de monodromı́a sobre los
cuales podremos aplicar los resultados del caṕıtulo 2.

El caṕıtulo 4 trata la construcción del morfismo principal de esta memo-
ria, a saber, el morfismo reducción cX (def. 4.2.1):

cX : CHj(X) −→ CHj(Y )

CHj(Y ) ∩ Im(d−1
j )

.

Este morfismo se construye de forma completamente general en el sentido
de que para definirlo no es necesario imponer una gran cantidad de hipótesis
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sobre la variedad. Este morfismo viene a ser la generalización natural del mor-
fismo especialización para el caso de variedades estrictamente semiestables
(ver teo. 4.2.6).

El caṕıtulo 5 está dedicado al concepto de reducción totalmente degene-
rada. En él se definen una serie de propiedades sobre las cohomoloǵıas de la
variedad reducción que tienen que ver con las conjeturas estandares y que
son de gran utilidad cuando se combinan con la monodromı́a.

Es en este caṕıtulo donde se enuncia y demuestra el teorema principal
de esta memoria (teo. 5.4.4). En él se establece la relación existente entre el
morfismo ciclo `-ádico y el morfismo reducción constrúıdo en el caṕıtulo 4:

Teorema 5.4.4. Sea X una variedad lisa y proyectiva sobre K con un
modelo estrictamente semiestable tal que la reducción satisface las propieda-
des (a) y (b) de la def. 5.2.1. Entonces, para todo ` 6= p, se tiene:

prGrM
0

(cl`,X ⊗Q`)(α) = ρ ◦ (cX ⊗Q`)(α), ∀α ∈ CHj(X)Q`
.

Su importancia es crucial ya que, en cierto sentido, nos dice que el morfismo
ciclo `-ádico es la realización `-ádica de nuestro morfismo reducción. Como
consecuencia directa se tiene que los núcleos del morfismo ciclo y el morfismo
reducción coinciden (cor. 5.4.6).

El caṕıtulo 5 termina con un estudio detallado de la cohomoloǵıa de De
Rham y del operador de monodromı́a en el caso de reducción ordinaria (prop.
5.6.7).

El caṕıtulo 6 está dedicado al estudio de las variedades abelianas con re-
ducción totalmente degenerada y al producto de Curvas de Mumford. Aqúı se
calculan de forma expĺıcita algunas de las construcciones hechas en los caṕıtu-
los anteriores con el fin de ilustrar los conceptos y resultados que aparecen
en ellos. El caṕıtulo termina con la definición de las Jacobianas intermedias
de [R-X2] y de su posible relación con el morfismo asociado AJX definido en
la sec.4.4.

La memoria termina con un apéndice dedicado a exponer (de manera
poco formal) una serie de preguntas abiertas que surgen de los resultados
establecidos en esta memoria y que marcan una ĺınea de investigación futura
en nuestro estudio de los ciclos algebraicos.
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Caṕıtulo 1

Preliminares.

En este caṕıtulo introduciremos algunos de los conceptos que utilizaremos
a lo largo de esta memoria. En la primera parte describiremos la estructura
de los anillos de valoración discreta y las funciones logaritmo que se pueden
definir sobre ellos. La segunda parte está dedicada al estudio general de las
filtraciones sobre categoŕıas abelianas. De especial interés es el estudio de
la filtración de monodromı́a asociada a representaciones cuasi-unipotentes.
Cabe mencionar que las proposiciones 1.2.4 y 1.5.1 probablemente son cono-
cidas pero no hemos encontrado ninguna referencia. La proposición 1.5.6 es
nuestra. El resto de proposiciones y teoremas de este caṕıtulo pertenecen a
[Se], [De2] y [De5]. Respecto a sus demostraciones, sólo escribiremos aquellas
que nos parezcan de utilidad o sean de interés en la posterior introducción
de nuevos conceptos.

1.1. Anillos de valoración discreta.

El descubrimiento de los números p-ádicos por parte de Hensel en 1905
dió paso a la creación de las completaciones no-arquimedianas Qp del cuerpo
de los números racionales Q. Desde el punto de vista aritmético estos cuerpos
son tan naturales como la completación arquimediana R de Q. Aśı como los
reales R son la base del análisis clásico, los p-ádicos Qp son el fundamento
del análisis no-arquimediano.

La teoŕıa de funciones no-arquimediana moderna nace con J. Tate en
1961. Motivado por el hecho de cómo caracterizar a las curvas eĺıpticas con
mala reducción, descubrió una nueva categoŕıa de objetos algebraico-anaĺıti-
cos con una estructura suficientemente rica para hacer posible lo imposible:
la continuación anaĺıtica sobre cuerpos totalment disconexos.

En esta sección seguiremos la exposición de [Se], (ver sec.I.1).

1



2 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES.

Un anillo R es un anillo de valoración discreta si es un dominio
de ideales principales que tiene un único ideal primo M 6= 0. El cuerpo
k = R/M se llama cuerpo residual de R. Observemos que los elementos
invertibles de R (que denotaremos por R∗) son los elementos de R que no
pertenecen a M. Estos elementos forman un grupo multiplicativo llamado
las unidades de R.

Dado R un anillo de valoración discreta, el ideal M es de la forma (π)
para algún elemento π en R que es irreducible. De esto se sigue que (salvo
multiplicación por unidades) R tiene un único elemento irreducible. Llama-
remos a uno de tales elementos un uniformizante de R.

Si denotamos por K el cuerpo de cocientes de R, entonces todo elemento
x en K∗ (el grupo multiplicativo de elementos no cero de K) puede ser escrito
de forma única como x = uπn con u una unidad en R y n ∈ Z. El entero n
se llama valoración de x y se denota por ν(x). Observemos que la valoración
es independiente del uniformizante π en R escogido.

Se tienen las siguientes propiedades:
(a) La aplicación ν : K∗ → Z es un homomorfismo exhaustivo.
(b) ν(x+ y) ≥ min{ν(x), ν(y)}.
Por convención ν(0) = +∞.
Observemos que la función ν determina completamente el anillo R ya que

R = {x ∈ K|ν(x) ≥ 0}.

Dado a ∈ (0, 1), se define el siguiente valor absoluto no-arquimediano en
K:

|x| =

{
aν(x), si a 6= 0

0, si a = 0.

Denotaremos por K̂ la completación de K respecto de la topoloǵıa definida
por este valor absoluto.

Ahora estudiaremos la estructura de los anillos completos. Para ello se-
guiremos la exposición de [Se], sec. II.4, II.5

Sea R un anillo completo respecto a una valoración discreta con cuerpo
de fracciones K y cuerpo residual k. Sea S un sistema de representantes de
k en R y π un uniformizante de R.

La siguiente proposición nos dice como son todos los elementos de K.

Proposición 1.1.1. Todo elemento x ∈ K puede escribirse de forma única
como una serie convergente

x =
∑

n�−∞

snπ
n, sn ∈ S.



1.1. ANILLOS DE VALORACIÓN DISCRETA. 3

que sólo incluye un número finito de términos negativos. Los elementos de R
son los de la forma

∑
n≥0 snπ

n.

Ahora, si las caracteŕısticas de R y k son iguales, se tiene:

Teorema 1.1.2. Sea R un anillo de valoración discreta completo con cuerpo
residual k. Si R y k tienen la misma caracteŕıstica y k es perfecto, entonces
R es isomorfo a k[[T ]].

Por otro lado, si las caracteŕıstica de R y k son diferentes (es decir, R de
caracteŕıstica cero y k de caracteŕıstica p > 0), entonces podemos identificar
Z con un subanillo de R y p ∈ Z con un elemento de R. Más aún, dado que
p reduce a cero en k, se tiene ν(p) ≥ 1. El entero e = ν(p) se llama ı́ndice de
ramificación absoluto de R.

La inclusión Z ↪→ R se extiende por continuidad a una inyección de Zp

en R. Observemos que si k es el cuerpo finito con q = pf elementos, entonces
R es un Zp-módulo libre de rango n = ef y K es una extensión finita de Qp

de grado n.
Si e = 1, se tiene que p es un uniformizante en R y en este caso se dice

que R es absolutamente no ramificado.
El siguiente teorema analiza el caso no ramificado.

Teorema 1.1.3. Si k es un cuerpo perfecto de caracteŕıstica p > 0, existe un
único anillo de valoración discreta completo W (k) (salvo isomorfismo) que
es absolutamente no ramificado y que tiene a k como cuerpo residual.

El anillo W (k) se conoce como el anillo de Witt de k.

En el caso general, tenemos el siguiente:

Teorema 1.1.4. Sea R un anillo de valoración discreta completo de ca-
racteŕıstica distinta a la del cuerpo residual k perfecto y sea e el ı́ndice de
ramificación absoluto. Entonces, existe un único homomorfismo de W (k) en
R que hace conmutar el diagrama siguiente:

W (k) −→ R
↘ ↙

k

Este homomorfismo es inyectivo y R es un W (k)-módulo libre de rango e.

Una descripción más precisa nos dice que R se obtiene de W (k) adjun-
tando un elemento π que satisface una “ecuación de Eisentein”:

πe + a1π
e−1 + · · ·+ ae = 0, ai ∈ W (k)

tales que p|ai pero p2 - ae.
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Definición 1.1.5. Diremos que un cuerpo k es pequeño si es una extensión
puramente inseparable de una extensión finitamente generada de su cuerpo
primo.

1.2. Logaritmos.

En esta sección seguiremos la exposición de ([Fo], sec. 4.2).
Sea K un cuerpo de caracteŕıstica 0 completo respecto a un valor absoluto

no-arquimediano | · |K . Para todo r > 0, denotemos por

B(a, r) = {x ∈ K; |x− a|K < r}

la bola abierta de radio r y centro a ∈ K y por

B(a, r) = {x ∈ K; |x− a|K ≤ r}

la correspondiente bola cerrada.
Consideremos la serie de potencias con coeficientes racionales siguiente:∑

n≥1

(−1)n+1xn

n
.

De acuerdo a ( [Gou], cap. 4) el radio de convergencia de la serie se calcula
como

ρ =
1

limsup|1/n|1/nK

.

Observando que la restricción de | · |K a Q coincide con el valor absoluto
p-ádico | · |p (teo. de Ostrowski), se sigue que

|1/n|1/np = pνp(n)/n → 1

y por lo tanto la serie converge a un elemento en K para todo x ∈ B(0, 1).

Observación 1.2.1. Obsérvese que la serie no converge sobre |x| = 1.

Si K es completo respecto a una valoración discreta νK , entonces R =
B(0, 1) es el anillo de enteros de νK , M = B(0, 1) es el ideal maximal (que
es principal) y k = R/M es el cuerpo residual.

Recordemos que si k es perfecto y S es un sistema multiplicativo de repre-
sentantes de Teichmüller de k en R, el grupo de unidades R∗ está generado
por S y por U0 = B(1, 1):

R∗ = S · U0.
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Bajo estas hipótesis, se define la función logaritmo

log : R∗ −→ K

por la serie

log(u) =
∑
n≥1

(−1)n+1(u0 − 1)n

n
,

donde u = su0 para algunos s ∈ S y u0 ∈ U0.
Observemos que la función log tiene imagen en B(0, 1).

Definición 1.2.2. Una prolongación del logaritmo a K∗ es un homo-
morfismo

Log : K∗ −→ K

cuya restricción a R∗ coincide con la función log definida anteriormente.

Observación 1.2.3. Observemos que definir una prolongación del logaritmo
equivale a elegir un elemento c ∈ K tal que Log(π) = c para π un elemento
uniformizante en R (pues dado x ∈ K∗, existe r ∈ Z tal que π−rx ∈ R∗ y
por tanto

Log(x) = rc+ log(π−rx).

En los objetos que estudiaremos más adelante, una “elección natural” del
logaritmo será la dada por Log(π) = 0, es decir, nos interesarán aquellas
prolongaciones que satisfacen Log(K∗) = log(R∗).

Sean

P = {Log prolongación de log tal que : Log(K∗) = log(R∗)}

y
U = {π uniformizante de K}/S.

Proposición 1.2.4. Se tiene una biyección entre P y U dada por

(Log(π) = 0) 7−→ [π].

Demostración:. La aplicación es claramente exhaustiva.
Supongamos que π′ es otro uniformizante de R tal que [π′] = [π], entonces

π′ = sπ para algún s ∈ S.
Ahora, si x ∈ K∗, sea r ∈ Z tal que π′−rx ∈ R∗. Luego,

Log(x) = log(π′−rx) = log((sπ)−rx) = log(π−rx)

de donde π′ y π′ definen la misma prolongación de log. �
De aqúı en adelante denotaremos por logπ al elemento de P tal que

Log(π) = 0. Luego, si π′ = uπ con u ∈ R∗ es otro uniformizante, se tiene:

logπ′(x)− logπ(x) = ν(x)log(u), ∀x ∈ K∗.
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Observación 1.2.5. Si L es una extensión finita de K, entonces | · |K se
extiende de manera única a un valor absoluto no-arquimediano | · |L en L de
forma que L es completo respecto a este valor absoluto (ver [Se], II,2). De
esto se sigue que si K es una clausura algebraica de K, la función Log se
extiende de manera única a una función

Log : K̂
∗ −→ K̂.

1.3. Filtraciones.

En toda esta sección seguiremos la exposición de [De2], sec. 1.1.
Sea A una categoŕıa abeliana. En general, sólo consideraremos filtraciones

finitas sobre los objetos de A.

Definición 1.3.1. Una filtración decreciente (resp. creciente) F de un objeto
A de A es una familia (F n(A))n∈Z (resp. (Fn(A))n∈Z) de subobjetos de A que
satisfacen:

Fm(A) ⊆ F n(A),∀n,m tal que n ≤ m

(resp.Fn(A) ⊆ Fm(A),∀n,m tal que n ≤ m).

Un objeto filtrado es un objeto dotado de una filtración.
Si F es una filtración decreciente (resp. creciente) sobre A, pondremos

F∞(A) = 0 y F−∞(A) = A (resp. F−∞(A) = 0 y F∞(A) = A).
Las filtraciones desplazadas de una filtración decreciente W están defini-

das por:

W [n]p(A) = W n+p(A).

Observación 1.3.2. (a) Si F es una filtración decreciente (resp. creciente)
de un objeto A, entonces los Fn(A) = F−n(A) (resp. F n(A) = F−n(A))
forman una filtración creciente (resp. decreciente) de A.

(b) Durante toda esta sección supondremos que todas las filtraciones son
decrecientes salvo que se especifique lo contrario.

Una filtración F de A se llama finita si existen n,m ∈ Z tales que F n(A) =
A y Fm(A) = 0.

Un morfismo de un objeto filtrado (A,F ) en un objeto filtrado (B,F ) es
un morfismo f : A→ B que satisface f(F n(A)) ⊆ F n(B) para todo n ∈ Z.

Los objetos filtrados (resp. filtrados de filtración finita) de A forman una
categoŕıa aditiva en la que existen los ĺımites inductivos y proyectivos finitos
(y por lo tanto los núcleos, conúcleos, imágenes y coimágenes de morfismos).
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Un morfismo f : A→ B se llama estricto (o estrictamente compa-
tible con las filtraciones) si la flecha canónica

Coim(f) = A/Ker(f)→ Im(f)

es un isomorfismo de objetos filtrados.
Si (A,F ) es un objeto filtrado de A, el graduado asociado es el objeto de

AZ definido por
Grn(A) = F n(A)/F n+1(A).

Sea (A,F ) un objeto filtrado y j : X ↪→ A un subobjeto de A. La filtración
inducida sobre X por F es la única filtración sobre X para la cual j es
estrictamente compatible con las filtraciones, es decir,

F n(X) = j−1(F n(A)) = X ∩ F n(A).

De manera dual, la filtración cociente sobre A/X (que es la única filtración
para la cual p : A → A/X es estrictamente compatible con las filtraciones)
está dada por

F n(A/X) = p(F n(A)) ' (X + F n(A))/X ' F n(A)/(X ∩ F n(A)).

Lema 1.3.3. Si X e Y son dos subobjetos de A tales que X ⊆ Y , entonces
sobre Y/X

∼→ Ker(A/X → A/Y ), la filtración cociente de Y coincide con la
filtración inducida por A/X.

La filtración del lema 1.3.3 sobre Y/X se llama filtración inducida por A.

En particular, si Σ : A
f→ B

g→ C es un complejo y B es filtrado, entonces
H(Σ) = Ker(g)/Im(f) = Ker(Coker(f)→ Coim(g)) está dotado de forma
canónica de la filtración inducida.

Proposición 1.3.4. (i) Sea f : (A,F ) → (B,F ) un morfismo de objetos
filtrados de filtración finita. Para que f sea estricto es necesario y suficiente
que la sucesión

0→ Gr(Ker(f))→ Gr(A)→ Gr(B)→ Gr(Coker(f))→ 0

sea exacta.
(ii) Sea Σ : (A,F ) → (B,F ) → (C,F ) un complejo de morfismos es-

trictos. Se tiene de manera canónica

H(Gr(Σ)) ' Gr(H(Σ)).

En particular, si Σ es exacta en A, se tiene que Gr(Σ) es exacta en AZ.
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A continuación seguiremos la exposición de ([De2], sec. 1.2).
Sea A un objeto de A dotado de dos filtraciones F y G.
Por definición GrnF (A) es un cociente de un subobjeto de A y por lo tanto,

está dotado de una filtración inducida por G. Luego, por paso a los graduados
asociados, se tiene definido un objeto bigraduado (GrnGGr

m
F (A))n,m∈Z.

Si se definen las filtraciones inducidas como las filtraciones cocientes de las
filtraciones inducidas sobre un subobjeto, se tienen los isomorfismos canóni-
cos siguientes:

GrnGGr
m
F (A) ' (Fm(A) ∩Gn(A))/(Fm+1(A) ∩Gn(A) + Fm(A) ∩Gn+1(A))

= (Gn(A) ∩ Fm(A))/(Gn+1(A) ∩ Fm(A) +Gn(A) ∩ Fm+1(A))

' GrmF Gr
n
G(A).

Definición 1.3.5. Dos filtraciones finitas F y F sobre A se llaman n-
opuestas si GrpFGr

q

F
(A) = 0,∀p, q tal que p+ q 6= n.

Ahora supongamos que Ap,q es un subobjeto bigraduado de A tal que:
a) Ap,q = 0 salvo para un número finito de pares (p, q),
b) Ap,q = 0,∀p, q, p+ q 6= n,
En este caso se pueden definir dos filtraciones finitas n-opuestas de A =∑
p,q A

p,q haciendo:

F p(A) =
∑
p′≥p

Ap
′,q′ y F

q
(A) =

∑
q′≥q

Ap
′,q′ .

Observemos que
GrpFGr

q

F
(A) = Ap,q.

Inversamente, se tiene:

Proposición 1.3.6. Sean F y F dos filtraciones finitas de A.
(i) Para que F y F sean n-opuestas, es necesario y suficiente que

∀p, q, p+ q = n+ 1 =⇒ F p(A)⊕ F q
(A)

∼→ A.

(ii) Si F y F son n-opuestas y se hace{
Ap,q = 0, para p+ q 6= n

Ap,q = F p(A) ∩ F q
(A), para p+ q = n

entonces A es la suma directa de los Ap,q y F, F se deducen de la bigraduación
Ap,q de A por el procedimiento anterior.
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Dado que más adelante nos interesará comparar filtraciones crecientes con
decrecientes, la proposición anterior nos permite hacer la siguiente definición:

Definición 1.3.7. Sea F una filtración finita decreciente y G una filtración
finita creciente sobre A. Diremos que F y G son n-opuestas si, y sólo si,

∀p, q p− q = n+ 1 =⇒ F p(A)⊕Gq(A)
∼→ A.

1.4. Monodromı́a.

En esta sección seguiremos la exposición de [De5], sec. 1.6.

Proposición 1.4.1. Sea N un endomorfismo nilpotente de un objeto V de
una categoŕıa abeliana. Entonces, existe una, y sólo una, filtración finita M
de V que es creciente y tal que

(i) NMi ⊆Mi−2,
(ii) Nk induce un isomorfismo

GrMk V
∼→ GrM−kV.

Llamaremos a esta filtración la filtración de monodromı́a asociada a
N .

Demostración: La existencia se prueba por inducción sobre el menor
entero positivo d tal que Nd+1 = 0, que llamaremos orden de nilpotencia de
N.

Si d = 0, es decir, siN = 0, se coge comoM la filtración trivial:GrMi V = 0
para i 6= 0.

Si d ≥ 0, se hace Md = V,Md−1 = KerNd,M−d = ImNd y M−d−1 = 0,
de manera que GrMd V y GrM−dV son la coimagen y la imagen de Nd.

Ahora, sobre KerNd/ImNd, la d-ésima potencia de N es cero y aśı (por
hipótesis de inducción) podemos definir M sobre KerNd/ImNd.

Finalmente, se define Mi sobre V (para d− 1 ≥ i ≥ −d) como la imagen
inversa enKerNd de los correspondientes subobjetosMi enKerN

d/ImNd.�

Observación 1.4.2. Una definición más expĺıcita de la filtración asociada
a N es a través del producto de convolución (ver [Il1], [Sa], sec 2.1) :

Si designamos por K•V (resp. I•V ) la filtración núcleo (resp. imagen)
definida por

KkV = KerNk+1 (resp. IkV = ImNk),

entonces la filtración M es el “producto de convolución” de las filtraciones
K e I:

Mi =
∑
k−j=i

Kk ∩ Ij.
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Definición 1.4.3. La parte primitiva Pi(V ) de GrMi V es el núcleo del mor-
fismo inducido por N sobre los graduados:

Pi(V ) = Ker(N : GrMi V → GrMi−2V ).

Observemos que si i > 0, del isomorfismo

N i−1 ◦N : GrMi V → GrM−iV,

se sigue que N : GrMi V → GrMi−2V es inyectivo y por lo tanto que Pi = 0.
De manera similar, si i ≥ 0, del isomorfismo

N ◦N i+1 : GrMi+2V → GrM−iV → GrM−i−2V,

se sigue que GrM−iV es suma directa de P−i y de la imagen de GrMi+2V por
N i+1. Pero, dado que N induce un isomorfismo de esta imagen con GrM−i−2V,
se tiene

GrM−iV ' P−i ⊕GrM−i−2V.

Luego, por inducción decreciente sobre i ≥ 0, se construye un isomorfismo
de GrM−iV con la suma de los P−j’s para j ≥ i, j ≡ i (mod 2).

Observación 1.4.4. (a) Utilizando los isomorfismos N i : GrMi V
∼→ GrM−iV ,

obtenemos isomorfismos

GrMi V '
⊕

j≥|i|,j≡i(2)

P−j.

(b) Vı́a los anteriores isomorfismos, los morfismos N : GrMi V → GrMi−2V
son las inclusiones evidentes para i ≥ 1(i − 2 ≥ −1), y las proyecciones
evidentes para i− 2 ≤ −1 :

↓ Gr3 : P−3 ↓ · · ·
Gr2 ↓: P−2 ↓ P−4 · · ·
↓ Gr1 : P−1 ↓ P−3 ↓ · · ·
Gr0 ↓: P0 ↓ P−2 ↓ P−4 · · ·
↓ Gr−1 : P−1 ↓ P−3 ↓ · · ·
Gr−2 ↓: P−2 ↓ P−4 · · ·
↓ Gr−3 : P−3 ↓ · · ·

Recordemos que el desplazar en −2 una filtración creciente se denota por
[2].

Lema 1.4.5. El morfismo N : (V,M)→ (V,M [2]) es estrictamente compa-
tible con las filtraciones.
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Demostración: Hay que probar que la flecha canónica

CoimN = V/KerN → ImN

es un isomorfismo de objetos filtrados. Dado que

N(Mi+2/(KerN ∩Mi+2)) = NMi+2

y
ImN ∩Mi+2[2] = ImN ∩Mi,

basta probar que NMi+2 = ImN ∩Mi (ver lema 1.6.5 [De5]).
Claramente NMi+2 ⊆ ImN ∩ Mi. Para probar la inclusión contraria

consideremos dos casos:
(i) Si i < 0, el morfismo N : Mi+2 →Mi tiene un graduado exhaustivo:

N : GrMi+2V = Mi+2/Mi+1 � GrMi V = Mi/Mi−1,

de donde N : Mi+2 →Mi es exhaustivo y por lo tanto NMi+2 = Mi.
(ii) Si i + 2 > 0, el morfismo N : V/Mi+2 → V/Mi tiene un graduado

inyectivo:

N : GrMi+3V = Mi+3/Mi+2 ↪→Mi+1/Mi = GrMi+1V,

de donde N : V/Mi+2 → V/Mi también es inyectivo y por lo tanto N−1Mi ⊆
Mi+2. �

El lema 1.4.5 y la prop. 1.3.4(i) nos permiten intercambiar KerN y GrM .

Corolario 1.4.6. La inclusión de KerN en V induce los isomorfismos

GrMi (KerN)
∼→ Pi(V ), ∀i ∈ Z.

Definición 1.4.7. Dentro de la categoŕıa de K-espacios vectoriales se define
el producto tensorial de (V ′, N ′) y (V ′′, N ′′) como la pareja (V,N), donde

V = V ′ ⊗ V ′′ y N = N ′ ⊗ 1 + 1⊗N ′′.

Proposición 1.4.8. (Ver [De5], prop. 1.6.9) Si K es de caracteŕıstica 0,
entonces

(i)

Mi(V
′ ⊗ V ′′) =

∑
i′+i′′=i

Mi′(V
′)⊗Mi′′(V

′′).

(ii) La formación del graduado GrM es compatible con el producto ten-
sorial.
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1.5. Representaciones cuasi-unipotentes.

En esta sección aplicaremos los resultados de la sección anterior a la
categoŕıa abeliana de los espacios vectoriales sobre un cuerpo K. Seguiremos
la exposición de ([Il1], sec. 1).

Sea R un anillo de valoración discreta completo con cuerpo de cocientes
K y cuerpo residual k de caracteŕıstica p ≥ 0. Denotemos por K una clausura
separable de K y por Knr la máxima extensión no ramificada de K en K.
Observemos que el cuerpo residual k de Knr es una clausura separable de k.
Denotemos por GK = Gal(K/K) el grupo de Galois absoluto de K y por
IK = Gal(K/Knr) el subgrupo de inercia.

Sea ` 6= p un número primo. Recordemos (ver [Il1], sec. 1) que si V es un
Q`-espacio vectorial de dimensión finita, entonces una representación `-ádica
de GK

ρ : GK −→ GL(V )

es cuasi-unipotente si existe un subgrupo abierto I1 de IK tal que la restric-
ción de ρ a I1 es unipotente, es decir, dado g ∈ I1 existen n,m ∈ N tales
que

(ρm(g)− Id)n = 0.

Más aún, si ρ es una representación cuasi-unipotente, existe un único
morfismo nilpotente llamado operador de monodromı́a

N : V (1)→ V

caracterizado por el hecho de que la restricción de la representación `-ádica
a I1 queda determinada por:

ρ(g) = exp(N ◦ t`(g)), ∀g ∈ I1

donde

t` : IK → Z`(1) := lim←−µ`n(K)

g 7−→ (
g(π1/`n)

π1/`n
)n

es la `-componente del morfismo t en la sucesión canónica del grupo de inercia

1→ P → IK
t−→

∏
` 6=p

Z`(1)→ 1

con P un pro-p-grupo y
∏

` 6=p Z`(1) el grupo de inercia moderado.
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ACLARACION: Lo anterior quiere decir que la acción de I1 está dada
por:

ρ(g)x =
∑
i≥0

N i(t`(g)x)

i!
, ∀g ∈ I1

donde t`(g)x := t`(g)⊗ x ∈ Q`(1)⊗ V = V (1).
Más aún, el operador

N : Q`(1)→ End(V )

es GK-invariante, es decir, para z ∈ Q`(1), x ∈ V , g ∈ GK se tiene

ρ(g)N(zx) = N(χ(g)z · ρ(g)x)

donde χ : GK → Z∗` es el caracter ciclotómico.
De acuerdo a la prop. 1.4.1, el endomorfismo N nos permite definir la

filtración de monodromı́a sobre H caracterizada como la única filtración
creciente

· · · ⊆MiV ⊆Mi+1V ⊆ · · ·

tal que

NMiV (1) ⊆Mi−2V

y Nk induce un isomorfismo

Nk : GrMk V (k)
∼→ GrM−kV.

En particular, si k = Fq es finito y F ∈ GK es un levantamiento del
Frobenius geométrico (a 7→ a1/q) de Gk, se tiene la relación

N(zFx) = qFN(zx)

que escribiremos como NF = qFN .

Proposición 1.5.1. La filtración de monodromı́a M• sobre V satisface:

V I1 = KerN ⊆M0.

Más aún, V GK = MGK
0 .

Demostración: La demostración se sigue del hecho de que la mono-
dromı́a es tal que la representación de GK restringida a I1 está dada por

ρ(g) = exp(N ◦ t`(g)), ∀g ∈ I1.
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Luego, x ∈ V I1 si, y sólo si,

x = ρ(g)x = exp(N(t`(g)x)), ∀g ∈ I1.

Pero esto sucede si, y sólo si, N(t`(g)x) = 0 para todo g ∈ I1; es decir si, y
sólo si, x ∈ KerN.

Por otro lado, observemos que si el orden de nilpotencia de N es d, en-
tonces

M0 =
∑
k=j

Kk ∩ Ij =
d∑

k=0

Kk ∩ Ik

= KerN ∩ ImN0 + · · ·+KerNd+1 ∩ ImNd

⊇ KerN.

Finalmente, cogiendo fijos por GK en

V GK ⊆ V IK ⊆ V I1 ⊆M0,

se obtiene V GK = MGK
0 . �

Observación 1.5.2. Notemos que si la acción de I1 sobre V es unipotente,
entonces también lo es su acción sobre V (1). Esto se sigue del hecho de que
el “twist”por Z`(1) sólo involucra ráıces de la unidad de orden primo con p
y por lo tanto la inercia IK actúa trivialmente sobre él.

Ahora analicemos el caso particular en que V es un K-espacio vectorial
de dimensión finita d+1 con una base e = {ed, ed−2, . . . , e−d} tal que N(ei) =
ei−2, para i 6= −d y N(e−d) = 0 (ver [De5], sec. 1.6.7).

En este caso la matriz asociada a N tiene la forma:
0 0 0 · · · 0 0
1 0 0 · · · 0 0
0 1 0 · · · 0 0
· · · · · · · ·
0 0 0 · · · 1 0


Dado que ImN j = KerNd+1−j, para 0 ≤ j ≤ d + 1, es fácil ver que la
filtración por el núcleo y la filtración por la imagen coinciden.

Más aún, para todo 0 ≤ j ≤ d+ 1

Md−2j =
∑

k−l=d−2j

KerNk+1 ∩ ImN l

=
∑
k

KerNk+1 ∩ ImNk−d+2j



1.5. REPRESENTACIONES CUASI-UNIPOTENTES. 15

=
∑
k

KerNk+1 ∩KerN2d+1−k−2j

de donde,

Nd+1−j(Md−2j) ⊆
∑
k

KerNk−d+j ∩KerN−(k−d+j) = KerN0 = {0}

por lo tanto Md−2j ⊆ KerNd+1−j.

De manera similar, se tiene

Md−2j =
∑

k−l=d−2j

KerNk+1 ∩ ImN l

=
∑
l≥0

KerN l+d−2j+1 ∩ ImN l

=
∑
l≥0

ImN2j−l ∩ ImN l ⊇ ImN j ∩ ImN j︸ ︷︷ ︸
sumando l=j

= ImN j.

De lo anterior se sigue que, para todo 0 ≤ j ≤ d+ 1,

ImN j = Md−2j = KerNd−j+1,

por lo que en este caso las tres filtraciones coinciden y

Mi =< ei, ei−2 · · · , e−d > .

Observación 1.5.3. Debido a la forma en que se han escogido las bases,
se tiene que si i ≡ d(mod2), entonces Mi+1 = Mi. De esto se sigue que la
filtración de monodromı́a sólo tiene la mitad de elementos que en un principio
se esperan.

Para el caso general (ver [De5], sec. 1.6.7), cogiendo una base de vectores
propios generalizados para V , se tiene que V = ⊕Vα con Vα K-subespacio
N -estable tal que la matriz asociada a N |Vα es un bloque de Jordan del tipo
anterior de tamaño dα + 1 = dimVα. Se tiene que Mi(V ) = ⊕αMi,α(Vα).

A partir de la obs. 1.5.3, hacemos la siguiente:

Definición 1.5.4. Diremos que la filtración de monodromı́a M• es reducida
si satisface:

Mi+1 = Mi ⇐⇒ i ≡ d(mod2).
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Observación 1.5.5. Si en una filtración reducida sólo consideramos una vez
cada elemento repetido, obtenemos una nueva filtración (que denotaremos por

M̃•) que tiene la mitad de elementos que la filtración inicial. Observemos que
esto es lo mismo que renombrar los elementos de la filtración de la manera
siguiente :

Si i ≡ d(mod2) (digamos d+ i = 2j con j ∈ Z), entonces

M̃j = Mi(= M2j−d).

Aśı, se tiene que la nueva filtración

0 = M̃−1 ⊂ M̃0 ⊂ · · · ⊂ M̃d

satisface:
(i) NM̃j ⊆ M̃j−1.
(ii) Se tienen isomorfismos

N2j−d : Gr
fM
j V

∼→ Gr
fM
d−jV.

Proposición 1.5.6. Sea V un K-espacio vectorial y N un operador nilpo-
tente sobre V con orden de nilpotencia d. La filtración de monodromı́a para
N es reducida si, y sólo si, para todo α se cumple

dα ≡ d(mod2).

Demostración: Del caso general se tiene

Mi+1(V ) = Mi(V )⇐⇒Mi+1,α(Vα) = Mi,α(Vα), ∀α
⇐⇒ i ≡ dα(mod2), ∀α,

de lo cual se sigue la afirmación. �

Observación 1.5.7. En general, aún en el caso de la prop. 1.5.6, las tres
filtraciones KerN, ImN y N son distintas como lo muestra el siguiente:

Ejemplo 1.5.8. Si N4 = 0 sobre V con dimV = 6, entonces V = V1⊕V2 con
V1 =< e1, N(e1) >, V2 =< e3, N(e3), N

2(e3), N
3(e3) > y N está representado

por la matriz 

(
0 0
1 0

)
0

0


0 0 0 0
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0



 .
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Un cálculo sencillo muestra que

V ⊃ KerN3 = V1⊕ < N(e3), N
2(e3), N

3(e3) >

⊃ KerN2 = V1⊕ < N2(e3), N
3(e3) >

⊃ KerN =< N(e1) > ⊕ < N3(e3) >⊃ {0},

V ⊃ ImN =< N(e1) > ⊕ < N(e3), N
2(e3), N

3(e3) >

⊃ ImN2 =< N2(e3), N
3(e3) >

⊃ ImN3 =< N3(e3) >⊃ {0}.

Mientras que
V = M3 ⊃M2 = M1 = KerN3

⊃M0 = M−1 =< N(e1) > ⊕ < N2(e3), N
3(e3) >

⊃M−2 = M−3 = ImN3 ⊃ {0}.



18 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES.



Caṕıtulo 2

Grupos de Chow.

En este caṕıtulo introduciremos los conceptos de geometŕıa algebraica
necesarios para definir los principales objetos de estudio de esta memoria,
a saber, los grupos de Chow. Estos grupos son las clases de equivalencia de
los ciclos algebraicos respecto a la equivalencia racional. Esta es una gene-
ralización a dimensiones superiores del concepto de equivalencia lineal para
divisores sobre variedades no-singulares. Los grupos de homoloǵıa de Chow
comparten cierta analoǵıa formal con los grupos de homoloǵıa de una va-
riedad. Aśı, la teoŕıa de clases bivariantes viene a ser una extensión de las
propiedades de homoloǵıa-cohomoloǵıa que aparecen en topoloǵıa y que son
particularmente útiles cuando se trabaja con propiedades funtoriales y for-
males. Es importante observar que se permiten variedades singulares.

2.1. Equivalencia racional.

En esta parte seguiremos la exposición de ([Fu], cap. 1).

Comencemos por aclarar qué es lo que entenderemos por una variedad a
lo largo de esta memoria.

Dado un cuerpo arbitrarioK, un esquema algebraico sobreK es un esque-
maX junto con un morfismoX → Spec(K) que es de tipo finito. Recordemos
que esto último quiere decir que X tiene un recubrimiento finito por abiertos
afines cuyos anillos de coordenadas son K-algebras finito generadas.

También recordemos que un esquema es ı́ntegro si, y sólo si, es irreducible
y reducido.

Una variedad X sobre K es un esquema algebraico sobre K que es
ı́ntegro. Observemos que estamos permitiendo variedades con singularidades.

Una subvariedad V de un esquema X es un subesquema cerrado de X
que es una variedad. Si denotamos por OV,X el anillo local de X a lo largo

19
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de V y por MV,X su ideal maximal, entonces el cuerpo de funciones de V ,
denotado por R(V ), es el cuerpo residual OV,X/MV,X .

Si X es una variedad y V es una subvariedad de X de codimensión 1,
entonces el anillo local A = OV,X es un dominio local de dimensión 1 que
determina un homomorfismo bien definido

ordV : R(X)∗ −→ Z

r 7→ `A(A/(r))

donde `A(A/(r)) denota la longitud del A-módulo A/(r). Observemos que si
X es no-singular a lo largo de V , A es un anillo de valoración discreta y ordV
no es más que la valoración respectiva. En general, para r ∈ OV,X , se tiene
(ver [Fu], Ex. 1.2.4)

ordV (r) ≥ min{n ∈ Z|r ∈Mn
V,X}

con igualdad si X es no-singular a lo largo de V y desigualdad esctricta si
r ∈MV,X y X es singular a lo largo de V .

Dado X un esquema algebraico sobre K, definimos el grupo de j-ciclos
sobre X, que denotaremos por Zj(X), como el grupo abeliano libre generado
por las subvariedades de dimensión j de X. Aśı, un j-ciclo sobre X es una
suma formal

∑
ni[Vi] donde Vi es una subvariedad de dimensión j de X y ni

un entero.
Observemos que si W es una subvariedad de dimensión j + 1 de X y t ∈

R(W )∗ es una función regular, podemos definir el j-ciclo sobre X siguiente:

[div(t)] =
∑

ordV (t)[V ],

la suma variando sobre todas las subvariedades V de W de codimensión 1.
La suma es finita ya que, para t ∈ R(W )∗ fija, sólo hay un número finito de
tales subvariedades V en W con ordV (t) 6= 0.

Diremos que un j-ciclo α es racionalmente equivalente a cero si
existe un número finito de subvariedades Wi de dimensión j + 1 de X y
funciones ti ∈ R(Wi)

∗, tales que

α =
∑

[div(ti)].

Observemos que los ciclos racionalmente equivalentes a cero forman un
subgrupo Ratj(X) de Zj(X). Definimos el j-ésimo grupo de homoloǵıa de
Chow como el grupo cociente de j-ciclos módulo equivalencia racional sobre
X:

CHj(X) := Zj(X)/Ratj(X).
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También definimos

CH∗(X) =
dimX⊕
j≥0

CHj(X)

cuyos elementos son llamados clases de ciclos sobre X.
Ahora definiremos dos de las operaciones principales que existen entre

estos grupos.
Para ello, sea f : X → Y un morfismo propio entre esquemas algebraicos

sobre K. Observemos que si V es una variedad de X, entonces f(V ) = W
es subvariedad en Y y se tiene una inmersión de R(W ) en R(V ) que viene a
ser una extensión finita de cuerpos si dimW = dimV . Si hacemos

deg(V/W ) =

{
[R(V ) : R(W )], si dim(W ) = dim(V )

0, si dim(W ) < dim(V ),

entonces podemos definir el push-forward del morfismo f como

f∗[V ] = deg(V/W )[W ]

Este morfismo se extiende por linealidad a un homomorfismo entre los grupos
de ciclos

f∗ : Zj(X)→ Zj(Y ),

que pasa bien bajo equivalencia racional y por lo tanto induce un homomor-
fismo

f∗ : CHj(X)→ CHj(Y ),

de manera que CH∗ es un funtor covariante para morfimos propios, es decir,
si g : Y → Z es morfismo propio, entonces (gf)∗ = g∗f∗.

De manera similar, si f : X → Y es un morfismo plano de dimensión
relativa n (lo cual quiere decir que para toda subvariedad V de Y y todo
componente irreducible V ′ de f−1(V ), se tiene dimV ′ = dimV +n), se define
el pull-back de f por

f ∗[V ] = [f−1(V )].

Este se extiende por linealidad a un homomorfismo pull-back

f ∗ : CHj(Y )→ CHj+n(X)

de manera que CH∗ es un funtor contravariante para morfismos planos, es
decir, (gf)∗ = f ∗g∗ para todo morfismo plano g : Y → Z.
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Por último, recordemos que si Y es un subesquema cerrado de X y hace-
mos U = X − Y el complemento de Y , se tiene la sucesión exacta

CHj(Y )
i∗→ CHj(X)

j∗→ CHj(U)→ 0

donde i : Y → X y j : U ↪→ X son las inclusiónes respectivas.
Para esquemas algebraicos sobre un cuerpo K, siempre se tiene definido

el producto exterior:

CHi(X)⊗ CHj(Y )
×→ CHi+j(X × Y )

[V ]× [W ] = [V ×W ].

2.2. Morfismo Gysin.

En esta sección seguiremos la exposición de ([Fu], cap. 6).
Comencemos por recordar que una sucesión de elementos a1, ..., ad en un

anillo A se llama regular si el ideal I = (a1, ..., ad) es un ideal propio de A y la
imagen de ai en A/(a1, ..., ai−1) no es un divisor de cero para todo 1 ≤ i ≤ d.

Una inmersión cerrada de esquemas X ↪→ Y es una inmersión regular de
codimensión d si todo punto de X tiene un entorno af́ın U = Spec(A) en Y
tal que si I es el ideal de A que define a X, entonces I está generado por una
sucesión regular de longitud d.

Sea i : X ↪→ Y una inmersión regular de codimensión d e I el haz
de ideales de definición de X en Y . Recordemos que tenemos un morfismo
proyección

π : NXY → X

donde
NXY = Spec(⊕n≥0In/In+1)

es el haz normal de X en Y (que es un haz vectorial de rango d sobre X) y
una sección cero

sN : X → NXY

tal que π ◦ s = idX . Más aún, se tiene un isomorfismo (ver [Fu], sec. 3.3)

π∗ : CHj−d(X)→ CHj(NXY )

para todo j ∈ Z.
Observemos que si V es una subvariedad de dimensión j en Y , entonces el

cono normal de V ∩X en V (que denotaremos por CV ∩XV y cuya definición
es la misma que la del haz normal) es un subesquema cerrado de dimensión
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pura j de NXY . Esto nos permite definir el homomorfismo especialización
siguiente:

σ : CHj(Y )→ CHj(NXY )

[V ] 7→ [CV ∩XV ].

Más aún, se define el homomorfismo Gysin :

i! : CHj(Y )→ CHj−d(X)

a través de la composición:

CHj(Y )
i!−→ CHj−d(X)

↘ σ ↗ s∗N
CHj(NXY )

donde s∗N(β) = (π∗)−1(β).
Esta construcción se puede generalizar a morfismos f : Y ′ → Y en general

de la manera siguiente:
A partir del cuadrado fibrado

X ′ = X ×Y Y ′ → Y ′

↓ g ↓ f
X

i−→ Y.

se construye el homomorfismo de Gysin refinado:

i! : CHjY
′ → CHj−dX

′

i!(
∑

ni[Vi]) =
∑

niX · Vi
donde

X · Vi = s∗[CWi
Vi]

es el producto intersección de Vi con X sobre Y ′ y s denota la sección cero
del cono CWi

Vi para Wi = f−1(X) ∩ Vi.
La construcción anterior goza de buenas propiedades cuando se trabaja

con variedades no-singulares:
Sea Y una variedad no-singular de dimensión n. Reindexemos los grupos

de homoloǵıa de Chow por codimensión, es decir, hagamos

CHj(Y ) = CHn−j(Y ).

Observemos que en este caso el producto intersección

CH i(Y )⊗ CHj(Y )→ CH i+j(Y )
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x⊗ y 7→ x · y
hace de CH∗(Y ) = ⊕CHj(Y ) un anillo conmutativo y asociativo con unidad
[Y ] ∈ CH0(Y ), de manera que la asociación

Y  CH∗(Y )

es un funtor contravariante de variedades no-singulares a anillos.
Más aún, si f : X → Y es un morfismo, el morfismo gráfica γf : X →

X × Y nos permite definir el producto cap:

CH i(Y )⊗ CHj(X)
∩→ CHj−i(X)

x⊗ y 7→ f ∗(y) ∩ x = γ∗f (x× y)
que hace de CH∗(X) un CH∗(Y )-módulo.

Por último, observemos que si f : X → Y es un morfismo entre variedades
no-singulares, el pull-back

f ∗ : CHj(Y )→ CHj(X)

preserva grados y, en el caso de ser f propio, se tiene la fórmula de la pro-
yección

f∗(f
∗y · x) = y · f∗(x).

2.3. Clases bivariantes.

Las clases bivariantes son los objetos adecuados que generalizan a va-
riedades posiblemente singulares, por un lado, los homomorfismos de Gysin
refinados y, por otro, la estructura de anillo de los grupos de Chow de varie-
dades no-singulares cuando se indexan por codimensión (ver [Fu], cap. 17).

Definición 2.3.1. Sea f : X → Y un morfismo de esquemas algebraicas
sobre K. Dado un morfismo g : Y ′ → Y de esquemas sobre K, consideremos
el cuadrado fibrado:

X ′ = X × Y ′ f ′→ Y ′

g′ ↓ ↓ g
X

f−→ Y.

Una clase bivariante c ∈ Aj(X f→ Y ) es una colección de homomorfismos

c(r)g : CHr(Y
′
)→ CHr−j(X

′)

para todo morfismo g : Y
′ → Y y todo entero r, que es compatible con push-

forward propio, pull-back plano y producto intersección.
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Esto último quiere decir lo siguiente:
(C1) Si h : Y ′′ → Y ′ es un morfismo propio, a partir del cuadrado fibrado

X ′′′ f ′′−→ Y ′′

h′ ↓ ↓ h
X ′ f ′−→ Y ′

g′ ↓ ↓ g
X

f−→ Y

para todo α ∈ CHr(Y
′′), se tiene

c(r)g (h∗(α)) = h′∗c
(r)
gh (α) en CHr−j(X

′).

(C2) Si h : Y ′′ → Y ′ es un morfismo plano de dimensión relativa n, para
α ∈ CHr(Y

′), se tiene

c
(r+n)
gh (h∗(α)) = h′∗c(r)g (α) en CHr+n−j(X

′′).

(C3) Si h : Y ′ → Z ′ es morfismo e i : Z ′′ → Z ′ es una inmersión regular
de codimensión d, del cuadrado fibrado

X ′′ f ′′−→ Y ′′ h′−→ Z ′′

i′′ ↓ ↓ i′ ↓ i
X ′ f ′−→ Y ′ h−→ Z ′

g′ ↓ ↓ g
X

f−→ Y

para todo α ∈ CHr(Y
′), se tiene

i
′′!c(r)g (α) = c

(r−d)
gi′ (i

′!α) en CHr−j−d(X
′′).

A partir de ahora, denotaremos por Aj(X → Y ) el grupo Aj(X
f→ Y ) y

por A∗(X → Y ) la suma directa de todos los grupos Aj(X → Y ) con j ∈ Z.

También, en algunas ocasiones, denotaremos los elementos c
(r)
g (α) por c∩ α.

Ejemplo 2.3.2. Ciertos morfismos f : X → Y determinan de forma natural

elementos [f ] en A(X
f→ Y ) llamados orientaciones canónicas:

(1) Si f : X → Y un morfismo plano de dimensión relativa n, definiremos
[f ] ∈ A−n(X → Y ) a través del pull-back plano:

Si g : Y ′ → Y es un morfismo y r ∈ Z, el morfismo inducido f ′ : X×Y ′ →
Y ′ también es plano. Luego, para todo α ∈ CHr(Y

′), se define

[f ](α) = f
′∗(α).
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(2) Si f : X → Y es una inmersión regular de codimensión d, se define
[f ] ∈ Ad(X → Y ) a través del homomorfismo de Gysin refinado:

Para g : Y ′ → Y morfismo y r ∈ Z, se tiene que f !(α) ∈ CHr−d(X
′).

Luego, para α ∈ CHr(Y
′), se define

[f ](α) = f !(α).

(3) Más en general, si f : X → Y es una intersección local completa que
factoriza como

X
i→ P

p→ Y

con i inmersión regular de codimensión e y p liso de dimensión relativa n,
se define

[f ] = [i] · [p] ∈ Ae−n(X → Y )

con [i] ∈ Ae(X → P ) y [p] ∈ A−n(P → Y ).

Observemos que se tienen definidas las siguientes operaciones básicas so-
bre los grupos A∗(X → Y ):

(P1) Producto: Si f : X → Y y g : Y → Z son morfismo, para todo
i, j ∈ Z, se tiene un homomorfismo

Ai(X
f→ Y )⊗ Aj(Y g→ Z)

·→ Ai+j(X
gf→ Z)

c⊗ d 7→ c · d
donde, si Z ′ → Z es un morfismo, a partir del diagrama

X ′ f ′−→ Y ′ g′−→ Z ′

↓ ↓ ↓
X

f−→ Y
g−→ Z

g′ ↓ ↓ g
X

f−→ Y

para todo α ∈ CHr(Z
′), se tiene

c · d(α) = c(d(α)) ∈ CHr−j−i(X
′).

(P2) Push-forward: Si f : X → Y es un morfismo propio, entonces
para g : Y → Z y j ∈ Z, se tiene un homomorfismo

f∗ : Aj(X
gf→ Z)→ Aj(Y

g→ Z)

definido por
f∗(c)(α) = f ′∗(c(α)) ∈ CHr−j(Y

′)
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donde α ∈ CHr(Z
′) y c ∈ Aj(X gf→ Z), ya que en este caso f ′ también es un

morfismo propio.
(P3) Pull-back: Dados f : X → Y y g : Y1 → Y , a partir del cuadrado

fibrado:

X1
f1→ Y1

↓ ↓ g
X

f→ Y

para todo j ∈ Z, se tiene definido un homomorfismo

g∗ : Aj(X
f→ Y )→ Aj(X1

f1→ Y1)

g∗(c)(α) = c(α) ∈ CHr−j(X
′)

para c ∈ Aj(X
f→ Y ) y todo morfismo Y ′ → Y1 donde X ′ = X ×Y Y ′ =

X1 ×Y1 Y
′.

Más aún, estas tres operaciones satisfacen los axiomas siguientes(ver [Fu],
sec. 17.2):

(A1) Asociatividad del producto:
Si c ∈ A(X → Y ), d ∈ A(Y → Z), e ∈ A(Z → W ), entonces

(c · d) · e = c · (d · e) ∈ A(X → W ).

(A2) Funtorialidad del push-forward:
Si f : X → Y y g : Y → Z son morfismos propios y Z → W es arbitrario,

entonces

(gf)∗(c) = g∗(f∗c) ∈ A(Z → W )

para todo c ∈ A(X → W ).
(A3) Funtorialidad del pull-back:
Si c ∈ A(X → Y ), g : Y1 → Y , h : Y2 → Y1, entonces

(gh)∗(c) = h∗g∗(c) ∈ A(X2 → Y2)

donde X2 = X ×Y Y2.
(A12) Conmutatividad entre el producto y el push-forward:
Si f : X → Y es propio y Y → Z, Z → W arbitrarios, entonces

f∗(c) · d = f∗(c · d) ∈ A(Y → W )

para todo c ∈ A(X → Z) y d ∈ A(Z → W )
(A13) Conmutatividad entre el producto y el pull-back:
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Si c ∈ A(X
f→ Y ), d ∈ A(Y → Z) y g : Z1 → Z es un morfismo, a partir

del diagrama fibrado:

X1
f ′→ Y1 → Z1

↓ ↓ g′ ↓ g
X

f−→ Y
g−→ Z

se tiene
g∗(c · d) = g′∗(c) · g∗(d) ∈ A(X1 → Z1).

(A23) Conmutatividad entre el push-forward y el pull-back:
Si f : X → Y es propio y Y → Z, g : Z1 → Z, entonces para todo

c ∈ A(X → Z), se tiene

g∗f∗(c) = f ′∗(g
∗(c)) ∈ A(Y1 → Z1).

(A123) Fórmula de proyección:
Dado el diagrama:

X ′ f ′→ Y ′

g′ ↓ ↓ g
X

f−→ Y
h−→ Z

con g propio, para todo c ∈ A(X → Y ) y d ∈ A(Y ′ → Z), se tiene

c · g∗(d) = g′∗(g
∗(c) · d) ∈ A(X → Z).

Tenemos la proposición siguiente (ver [Fu], sec. 17.3.1):

Proposición 2.3.3. Para S = Spec(K), el homomorfismo canónico

ϕ : A−j(X → S) −→ CHj(X)

c 7−→ c([S])

es un isomorfismo.

La aplicación es la que se obtiene de c
(0)
g : CH0(S) → CHj(X) para el

morfismo identidad g : S → S.
El inverso está dado por

ψ : CHj(X) −→ A−j(X → S)

a 7→ ψ(a)

donde, para g : Y → S y α ∈ CHr(Y ), se hace

ψ(a)(α) = a× α ∈ CHr+j(X ×S Y ).
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Definición 2.3.4. Sea X un esquema algebraico sobre K y j ∈ Z. Se define
el j-ésimo grupo de cohomoloǵıa de Chow como

CHj(X) = Aj(X
id→ X).

Observación 2.3.5. Observemos que con esta definición se recuperan mu-
chas de las propiedades que se teńıan para las variedades no-singulares en la
sec. 2.2, a saber:

(a) A partir de la composición X
id→ X

id→ X, la operación producto en
las clases bivariantes determina un producto “cup”

CH i(X)⊗ CHj(X)→ CH i+j(X)

que hace de
CH∗(X) = ⊕j≥0CH

j(X)

un anillo asociativo y graduado con unidad 1 ∈ CH0(X) (el elemento que
actúa como la identidad en todos los grupos CHr(X

′)) de forma que para
todo morfismo g : X1 → X el pull-back

g∗ : CH∗(X)→ CH∗(X1)

es un homomorfismo de anillos que es funtorial en g.
(b) Existen homomorfismos canónicos (llamados productos “cap”)

CH i(X)⊗ CHj(X)
∩→ CHj−i(X)

c⊗ α 7−→ c(α)

que se obtienen del producto bivariante para la composición X
id→ X →

Spec(K) bajo la identificación CHj(X) ' A−j(X → Spec(K)).
(c) El producto cap hace de CH∗(X) un CH∗(X)-módulo izquierdo.
(d) Se tiene la fórmula de proyección:

f∗(f
∗β ∩ α) = β ∩ f∗(α)

para f : X1 → X, α ∈ CH∗(X1) y β ∈ CH∗(X).
(e) En particular, si X es liso de dimensión pura n se tiene la Dualidad

de Poncaré (ver [Fu], Cor. 17.4): Los homomorfismos canónicos

CHj(X)
∩[X]→ CHn−j(X)

que se obtienen al hacer producto con la clase orientación [X] ∈ A−n(X →
Spec(K)), son isomorfismos. La estructura de anillo sobre CH∗(X) es com-
patible con la estructura definida sobre CH∗(X) al final de la sec. 2.2.
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Finalmente, las clases bivariantes c en Aj(X
f→ Y ) determinan homomor-

fismos Gysin
c∗ : CHr(Y )→ CHr−j(X)

por la fórmula c∗(α) = c(α) y si f es propio

c∗ : CHr(X)→ CHr+j(Y )

por la fórmula c∗(β) = f∗(β · c).

2.4. Generalizaciones.

Esta sección queda justificada por la necesidad de trabajar con los gru-
pos (de cohomoloǵıa) de Chow no sólo de variedades lisas y proyectivas sobre
cuerpos sino de esquemas definidos sobre anillos locales que presentan varie-
dades no-singulares como fibras especiales.

Mucha de la teoŕıa de las secciones anteriores sigue siendo válida para
una clase de esquemas más amplia que la de esquemas algebraicos sobre
un cuerpo si se utiliza una definición apropiada de dimensión. La categoŕıa
apropiada para nuestros fines es la categoŕıa de esquemas de tipo finito sobre
un esquema regular (ver [Fu], cap. 20).

Recordemos que un anillo local A de dimensión d e ideal maximal M se
llama regular si M está generado por una sucesión regular de d elementos.

También recordemos que un esquema S es regular si es Noetheriano y
todos sus anillos locales son regulares.

Se tiene la siguiente definición (ver [Fu], sec. 20.1):

Definición 2.4.1. Sea S un esquema regular y sea p : X → S separado
de tipo finito. Si V es un subesquema cerrado e ı́ntegro de X , definimos la
dimensión relativa de V a S como

dimSV = gr.tr(R(V )/R(W ))− codim(W,S)

donde W es la clausura de p(V ) en S y R(V ), R(W ) son los cuerpos de
funciones respectivos.

Se tienen las siguientes propiedades:
(i) Si S es un esquema algebraico sobre un cuerpo, entonces

dimSV = dimV − dimS.

En particular, si S = Spec(K), se tiene dimSV = dimV .
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(ii) Si V ◦ es un subesquema abierto no vaćıo de V, entonces

dimSV
◦ = dimSV.

(iii) Si W es subesquema ı́ntegro y cerrado de V , entonces

dimSV = dimSW + codim(W,V ).

(iv) Si f : V → W es un morfismo dominante de esquemas ı́ntegros
sobre S, entonces

dimSV = dimSW + gr.tr(R(V )/R(W )).

Observación 2.4.2. Ninguna de las propiedades anteriores es cierta si se
utiliza la noción ordinaria de dimensión para esquemas ı́ntegros (ver [Fu],
Ex. 20.1.5).

Con esta noción de dimensión relativa, de la misma forma que en la sec.
2.1, podemos definir un r-ciclo sobre X (relativo a S) como una suma formal∑
ni[Vi] con Vi subesquema cerrado e ı́ntegro en X de dimSVi = r y ni ∈ Z.
De manera similar, se define el concepto de equivalencia racional y el grupo

de homoloǵıa de Chow, CHj(X/S) como el grupo de clases de equivalencia
racional de j-ciclos relativos a S.

Observación 2.4.3. (a) Aunque el grupo CH∗(X ) = ⊕j≥0CHj(X/S) es
independiente de S, la graduación depende de la dimensión relativa a S.

(b) CH∗ es un funtor covariante para morfismos propios y contravarian-
te para morfismos planos (de alguna dimensión relativa).

La definición y el formalismo de las clases bivariantes A·(X → Y) de la
sec. 2.3 se extienden sin problemas a esquemas sobre S con la única excep-
ción de aquellas propiedades donde se utiliza el producto exterior ya que, en
general, las subvariedades de X no tienen porque ser planas sobre S.

En particular, si se define

CHj(X/S) = Aj(X id→ X ),

se tiene que CH∗ es un funtor contravariante de esquemas sobre S a anillos
y si Y → S es liso de dimensión relativa n, entonces

CHj(Y/S) ∼= Aj−n(Y → S).

Observemos que si el esquema regular S es de dimensión 1 y sólo se consideran
esquemas separados y de tipo finito sobre S, entonces toda variedad (esquema
ı́ntegro) V o es plana sobre S o se mapea a un punto cerrado P de S. En
este caso se tiene un producto exterior:
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Proposición 2.4.4. Sean X ,Y esquemas de tipo finito y separados sobre S.
Si V ⊂ X , W ⊂ Y son subvariedades, el producto ciclo definido por

[V ]×S [W ] =

{
[V ×S W ], si V o W es plano sobre S

0, de otra forma.

induce un producto

CHk(X/S)⊗ CHl(Y/S)
×→ CHk+l(X ×S Y/S)

que satisface las propiedades de asociatividad y conmutatividad de los pro-
ductos exteriores.

Finalmente, se tiene la siguiente proposición (ver [Fu], Ex. 20.2.3):

Proposición 2.4.5. Para todo X sobre S el homomorfismo canónico

ϕ : A−j(X → S) −→ CHj(X/S)

c 7−→ c([S])

es un isomorfismo.
Más aún, si X es liso de dimensión relativa n sobre S, se tiene

CHj(X/S) ∼= Aj−n(X → S) = CHn−j(X/S).

2.5. Especialización.

En esta sección consideraremos la situación especial con la que trabaja-
remos a lo largo de toda esta memoria:

Sean S, S0 esquemas regulares tales que i : S0 → S es una inmersión
cerrada regular de codimensión d. Más aún, supongamos que el haz normal
a S0 en S es trivial.

Sea η = S − S0 el complemento abierto de S0 y j : η ↪→ S la inclusión
correspondiente.

Para todo esquema X sobre S, sean

Y = X ×S S0 y X = X ×S η.

Se tiene la situación siguiente:

Y
i→ X j← X

↓ ↓ ↓
S0 → S ← η
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De acuerdo a las propiedades de la dimensión relativa (ver def. 2.4.1),
tenemos:

CHr(Y/S0) = CHr−d(Y/S)

y
CHr(X/η) = CHr(X/S).

Más aún, se tiene la sucesión exacta

CHr(Y/S)
i∗→ CHr(X/S)

j∗→ CHr(X/S)→ 0

donde i∗ es el push-forward y j∗ el pull-back de las inclusiones respectivas de
Y,X en X y los homomorfismos Gysin:

i! : CHr(X/S)→ CHr−d(Y/S) = CHr(Y/S0).

Dado que i!i∗ = 0, existe un único homomorfismo (llamado homomor-
fismo especialización)

σ : CHr(X/η)→ CHr(Y/S0)

tal que si α = j∗(β) ∈ CHr(X/η) para algún β ∈ CHr(X/S), entonces

σ(j∗(β)) = i!(β).

CHr(Y/S)
i∗→ CHr(X/S)

j∗→ CHr(X/S) → 0
↓ i! q

CHr−d(Y/S) CHr(X/η)
q ↙ σ

CHr(Y/S0)

Finalmente, estudiemos el caso particular de S = Spec(R) para R un
anillo de valoración discreta con cuerpo de cocientes K y cuerpo residual k.

Si X es un esquema de tipo finito sobre S, entonces Y y X son esquemas
algebraicos sobre S0 = Spec(k) y η = Spec(K), respectivamente.

Para los grupos de homoloǵıa de Chow (ver sec. 2.1), se tiene CHr(Y ) =
CHr(Y/S0) y CHr(X) = CHr(X/η).

Más aún, σ tiene la siguiente descripción simple a nivel de ciclos:
Si Vη es una subvariedad de X y V es su clausura en X , entonces V es

plano sobre S y σ[Vη] = [V0].

Corolario 2.5.1. Sea S = Spec(R) con R anillo de valoración discreta. Si
X es liso sobre S = Spec(R), entonces la aplicación especialización

σ : CH∗(X/η)→ CH∗(Y/S0)

es un homomorfismo de anillos, es decir, preserva el producto intersección.
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2.6. Morfismo ciclo.

El principal objetivo de esta sección es definir el morfismo ciclo. Recor-
demos que este morfismo relaciona los grupos de Chow con los grupos de
cohomoloǵıa.

Sea X una variedad sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k, sea Λ
el haz constante Z/`n con ` diferente de la caracteŕıstica de k. También se
permite que Λ sea Z`.

Denotemos por H∗(X) =
∑

r≥0H
2r(X,Λ(r)), que es un anillo graduado

bajo el producto cup.
Se tiene un homomorfismo canónico de anillos graduados que dobla el

grado y que asocia una clase de cohomoloǵıa a cada ciclo algebraico (ver
[Mi]):

cl∗X : CH∗(X)→ H∗(X).

Más concretamente, si Z es un r-ciclo primo de X no-singular, se define
clX(Z) como la imagen del 1Z (el generador de Λ) bajo el morfismo Gysin

Λ = H0(Z,Λ) ∼= H2r
Z (X,Λ(r))→ H2r(X,Λ(r)).

Ahora, dado que para toda subvariedad cerrada Z de codimensión r en X,
se tiene Hs

Z(X,Λ) = 0 si s < 2r, la definición anterior se extiende a ciclos
singulares de la forma siguiente:

Si Z es un r-ciclo primo sobre X, sea Y el lugar singular de Z. A partir
de la sucesión exacta asociada a la tercia X,X − Y,X − Z:

· · · → H2r
Y (X,Λ)→ H2r

Z (X,Λ)→ H2r
Z−Y (X − Y,Λ)→ · · ·

se tiene el isomorfismo

H2r
Z (X,Λ) ∼= H2r

Z−Y (X − Y,Λ).

Se define clX(Z) como la imagen del 1Z−Y bajo la composición de las
aplicaciones siguientes:

Λ = H0(Z − Y,Λ) ∼= H2r
Z−Y (X − Y,Λ(r)) ∼= H2r

Z (X,Λ(r))→ H2r(X,Λ(r)).

Este homomorfismo se extiende por linealidad a un homomorfismo

clrX : CHr(X)→ H2r(X,Λ(r)).

Observación 2.6.1. Notemos que para determinar la clase clX(Z) de un
r-ciclo Z se pueden remover todas las subvariedades de codimensión > r en
X.
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Dado que la homoloǵıa y la cohomoloǵıa son conceptos duales comparten
muchas propiedades. En esta parte seguiremos la exposición de ([Ku1], sec.
5.4) para enumerar algunas de las propiedades principales de la homoloǵıa
de una variedad.

Sea k un cuerpo (no necesariamente algebraicamente cerrado). Denotemos
por k una clausura separable de k.

Si X es un esquema separado de tipo finito sobre k, se denota por Gk =
Gal(k/k) el grupo de Galois absoluto de k y por f : X → Spec(k) el cambio
de base de X a k con X = X ×k Spec(k).

Se define la homoloǵıa étale de X por:

Hi(Xet,Q`) := H−i(Xet, Rf
!Q`(j))

para todo ` 6= car(k)
Se tienen las siguientes propiedades:
(1) Hi(Xet,Q`) y H i(Xet,Q`) son Q`-espacios vectoriales de dimensión

finita con acción continua de Gk. La homoloǵıa étale es covariante para mor-
fismos propios y la cohomoloǵıa étale es contravariante para morfismos arbi-
trarios.

(2) SiX es geométricamente conexo, existe un apareamiento no-degenerado:

Hi(Xet,Q`)×H i
c(Xet,Q`)→ Q`

dado por el producto cap y el morfismo traza. El push-forward en homoloǵıa
y el pull back en cohomoloǵıa son adjuntos con respecto a este apareamiento.

(3) Si X tiene dimensión d, entonces X determina de manera canónica
una clase cl`,X([X]) en H2d(Xet,Q`(−d)), llamada clase fundamental de X.

(4) Existe una única aplicación de clases de ciclos:

cl`,X : CHj(X)→ H2j(Xet,Q`(−j))

que es funtorial respecto a morfismos propios y aplica la clase de X en
CHd(X) en la clase fundamental clX([X]).

(5) Dualidad de Poincaré: Si X es variedad lisa y proyectiva sobre k de
dimensión d, entonces el producto cup en H∗(Xet,Q`) induce un apareamien-
to bilineal no-degenerado:

H i(Xet,Q`(r))×H2d−i(Xet,Q`(d− r)) −→ H2d(Xet,Q`(d))
TrX

−̃→ Q`

para todo r ∈ Z.
Sea S = Spec(R) con R anillo de valoración discreta de cuerpo residual

k y cuerpo de cocientes K. Si X → S es separado y de tipo finito, existe un
dual de la aplicación especialización en homoloǵıa étale

spH : Hi(X,Q`(j))→ Hi(Y ,Q`(j))
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que es compatible con la aplicación ciclo.
El teorema siguiente se demuestra en ([Ku1], ver teo. 5.8):

Teorema 2.6.2. (Künnemann) Si X → S es separado de tipo finito, enton-
ces se tiene el diagrama conmutativo:

CHj(X)
cl`,X−→ H2j(X,Q`(−j))

↓σ ↓spH

CHj(Y )
cl`,Y−→ H2j(Y ,Q`(−j)).

2.7. Relaciones adecuadas y conjeturas.

En esta sección explicaremos lo que se entiende por una relación de equiva-
lencia adecuada sobre los ciclos algebraicos y resumiremos algunos resultados
conocidos sobre ellos. Terminaremos enunciando algunas de las conjeturas so-
bre ciclos que nos serán de gran utilidad en esta memoria.

Seguiremos la exposición de ([A], cap. 2).
Sea K un cuerpo base. Denotemos por P(K) la categoŕıa de esquemas

lisos y proyectivos sobre K. Para todo X ∈ P(K), denotamos por Z•(X) el
grupo graduado de ciclos algebraicos sobre X (el grupo abeliano generado
por los subesquemas cerrados e ı́ntegros de X) graduados por codimensión.
Llamamos a los elementos de Zr(X) ciclos algebraicos de codimensión r.

Recordemos que la teoŕıa de intersección da una ley interna bilineal, par-
cialmente definida sobre los ciclos algebraicos, ya que sólo está definida para
ciclos cuyas componentes se cortan propiamente. Para extender este producto
intersección al caso general, necesitamos introducir relaciones de equivalencia
adecuadas sobre ellos.

Una relación de equivalencia ∼ sobre los ciclos algebraicos se llama ade-
cuada si para todo X, Y ∈ P(K), satisface:

1) ∼ es compatible con la estructura de grupo y con la graduación.
2) Para todo Z1, Z2 ∈ Z∗(X), existe Z ′1 ∼ Z1 tal que Z ′1 y Z2 se cor-

tan propiamente (de manera que el producto intersección Z ′1 · Z2 está bien
definido).

3) Para todo Z1 ∈ Z∗(X), Z1 ∼ 0 y todo Z2 ∈ Z∗(X × Y ) cortando
propiamente a (prXYX )−1(Z1), se tiene prXYY (Z2 · (prXYX )−1(Z1)) ∼ 0.

Estas condiciones implican la existencia de un producto exterior Z1 ×Z2

sobre X × Y de manera que Z1 × Z2 ∼ 0, si Z1 ∼ 0 o Z2 ∼ 0.
Más aún, las condiciones anteriores nos dicen que este producto intersec-

ción parcialmente definido sobre Z∗(X) se comporta bien al hacer cociente
por ∼ y se extiende a una operación bien definida sobre

Z∗∼(X) := Z∗(X)/ ∼
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que lo hace un anillo conmutativo graduado.
Dado que en esta memoria estaremos principalmente interesados en estu-

diar los anillos anteriores tensor con Q (o Q`), vale la pena observar que se
tiene un morfismo natural

Z∗∼(X)⊗Z Q −→ Z∗∼(X)Q := Z∗(X)⊗Z Q/ ∼ .

Observemos que si K es una clausura separable de K y partimos de una
relación adecuada ∼ para ciclos algebraicos sobre los objetos de P(K), por
“restricción” se induce una relación adecuada para los ciclos algebraicos sobre
los objetos de P(K) de forma que

Z ∼ 0⇔ ZK ∼ 0.

Más aún, el grupo de Galois absoluto GK = Gal(K/K) actúa de forma
natural sobre Z∗∼(X) de manera que se tiene un monomorfismo canónico

Z∗∼(X) ↪→ Z∗∼(X)GK

que en general no es exhaustivo. Sin embargo, si primero se hace tensor con
Q (o Q`), se obtiene un isomorfismo

Z∗∼(X)Q ∼= Z∗∼(X)GK
Q .

Ejemplos de relaciones adecuadas son:
(a) Equivalencia racional (ver sec. 2.1): Z ∈ Zi(X) se llama racio-

nalmente equivalente a cero (Z ∼rat 0) si existe una colección finita Yi de
subvariedades irreducibles de X de codimensión i− 1 y funciones racionales
fi sobre Yi tales que Z =

∑
j div(fi). Esto es equivalente a pedir que exista

Y ∈ Zi(X × P1) tal que Z = Y (0)− Y (∞).
(b) Equivalencia algebraica : Z ∈ Zi(X) es algebraicamente equivalen-

te a cero (Z ∼alg 0) si existe una pareja (T, Y ) con T variedad lisa, proyectiva
y conexa, Y ∈ Zi(T ×X) y puntos t1, t0 ∈ T tales que Z = Y (t0)− Y (t1).

(c) ⊗-nil-equivalencia : Z ∈ Zi(X) se llama ⊗-nil-equivalente a cero
(Z ∼⊗nil 0) si existe N > 0 tal que Z × · · · × Z ∼rat 0 sobre XN .

(d) Equivalencia numérica : Z ∈ Zi(X) es numéricamente equivalente
a cero (Z ∼num 0) si para todo Y ∈ Zd−i(X) (d = dimX) tal que Z · Y
está definido, se tiene que el número de intersección es nulo ](Z · Y ) = 0.

(e) Equivalencia homológica : Diremos que Z ∈ Zi(X) es homológi-
camente equivalente a cero (Z ∼hom 0) si cl`,X(Z) = 0 donde

cl`,X : Zi(X) −→ H2i(X,Q`(i))
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es el morfismo ciclo `-ádico con ` 6= char(K).
Usando la notación de las secciones anteriores, hacemos:

CH∗(X) := Z∗rat(X).

Se tiene que las operaciones de ∼rat y tensor con Q (o Q`) conmutan, es
decir,

CH∗(X)⊗Z Q = Z∗rat(X)Q,

y lo mismo se tiene para ∼alg, ∼⊗nil y ∼num.
Para poder comparar estas relaciones de equivalencia, diremos que ∼ es

más fina que ∼′ (∼�∼′), si Z ∼ 0 implica Z ∼′ 0. Luego, se tiene que la
equivalencia racional es la más fina de las relaciones adecuadas y la numérica
la menos fina:

∼rat�∼alg�∼hom�∼num,

y tensor Q (o Q`)

∼rat�∼alg�∼⊗nil�∼hom�∼num .

Algunos de los resultados principales sobre ciclos algebraicos son los si-
guientes (para K = K):
•(Matsusaka): Zi

alg(X)Q = Zi
num(X)Q, si i ≤ 1.

• Z1
hom(X)Q = Z1

num(X)Q.
•(Néron-Severi): El grupo de Néron-Severi

NS(X) = Z1
alg(X)

es finitamente generado.
• Alg1(X)/Rat1(X)

∼→ Pic0(X)(K) donde Pic0(X) es la variedad de
Picard de X.
•(Clemens): Existe una variedad X 3-dimensional, lisa y proyectiva tal

que el grupo de Griffiths

Gr2(X) = Hom1(X)/Alg1(X)

satisface dimQ(Gr2(X)⊗Q) =∞.
• Si Pic(X) denota el grupo de clases de isomorfismo de haces invertibles

en X, se tiene
CH1(X) ∼= Pic(X) ∼= H1(X,O∗).

• En el caso K = C, se tienen las aplicaciones de Abel-Jacobi:

AJ : CH i
hom(X)→ J i(X)
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donde CH i
hom(X) = Homi(X)/Rati(X) y J i(X) es la Jacobiana intermedia

de Griffiths que, en general, sólo tiene estructura de toro complejo. Si consi-
deramos la restricción de esta aplicación a CH i

alg(X) = Algi(X)/Rati(X):

AJ : CH i
alg(X)→ J ia(X) ⊆ J i(X),

donde J ia(X) denota la imagen de esta restricción, se sabe que J ia(X) es una
variedad abeliana y que AJ es regular.

Por último, enunciaremos algunas de las principales conjeturas existentes
sobre ciclos algebraicos.

Sea Y una variedad lisa y proyectiva definida sobre un cuerpo k. Fijemos
una clausura algebraica y separable k de k. Sea d = dimY .

Para todo número primo ` 6= char(k), consideremos el morfismo ciclo
`-ádico

cl`,Y : Zj(Y ) −→ H2j(Y et,Q`(j)).

Denotemos por Aj(Y ) el Q-espacio vectorial generado por Im(cl`,Y ). Aśı,

Aj(Y ) ∼= Zj
hom(Y )Q.

Más aún, la acción continua de Gk = Gal(k/k) sobre H2j(Y et,Q`(j)) deja
fijos los elementos de Aj(Y ), de forma que la inclusión

Aj(Y ) ↪→ H2j(Y et,Q`(j))
Gk

induce un morfismo

Zj
hom(Y )Q ⊗Q` −→ H2j(Y et,Q`(j))

Gk .

Sea D ∈ CH1(Y ) la clase de un divisor amplio sobre Y y L el operador de
Lefschetz asociado a D que se obtiene haciendo producto cup con el elemento
cl`,Y (D) de H2(Y et,Q`(1)).
• Conjeturas estandares de Grothendieck ([Gr]):
(i) (fuerte de Lefschetz): El operador L de Lefschetz induce isomorfis-

mos
Ld−2j : Zj

hom(Y )Q
'−→ Zd−j

hom(Y )Q.

(ii) (del ı́ndice de Hodge): La forma cuadrática sobre Zj
hom(Y )Q dada

por
α 7−→ (−1)jdegX(α · Ld−2jα)

toma valores en Q y es definida positiva.
• Conjetura de Tate ([T]): Si k es un cuerpo finitamente generado

sobre su cuerpo primo, entonces el morfismo

Zj
hom(Y )Q ⊗Q` −→ H2j(Y et,Q`(j))

Gk
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es exhaustivo para todo ` 6= char(k).
Recordemos que si V es un Q`-espacio vectorial de dimensión finita sobre

el cual el grupo profinito Gk = Gal(k/k) actúa continuamente (respecto a
la topoloǵıa `-ádica) sobre V , entonces la acción se llama semisimple si todo
endomorfismo de V determinado por σ ∈ Gk es semisimple. Aśı, submódulos,
cocientes y productos tensoriales de Gk-módulos semisimples también son
semisimples.
•Conjetura de semisimplicidad: Si k es un cuerpo finitamente genera-

do sobre su cuerpo primo, la acción de Gk sobre H i
et(Y ,Q`(j)) es semisimple

para todo i, j.
• Conjetura de Beilinson ([Be]): Si k es un cuerpo finito, entonces el

morfismo ciclo

cl`,Y ⊗Q` : CHj(Y )Q`
−→ H2j(Y et,Q`(j))

es injectivo para todo ` 6= char(k).

Observación 2.7.1. (i) Las conjeturas de Grothendieck y Tate implican otra
famosa conjetura:

Z∗hom(Y )Q = Z∗num(Y )Q.

(ii) Si char(k) = 0, la conjetura de Lefschetz implica la de Hodge.
(iii) La conjetura de Tate implica la conjetura de Lefschetz.
(iv) Las conjeturas de Tate y Beilinson implican que si k es finito, enton-

ces el morfismo ciclo

cl`,Y ⊗Q` : CHj(Y )Q`

∼−→ H2j(Y et,Q`(j))
Gk

es un isomorfismo para todo ` 6= char(k).



Caṕıtulo 3

Ciclos sobre fibras degeneradas.

En este caṕıtulo describiremos las hipótesis y suposiciones que haremos
sobre las variedades con las que trabajaremos a lo largo de esta memoria.
La idea principal consiste en pasar a un modelo cuya reducción, aunque
singular, es de naturaleza “básicamente lineal” para después transportar (v́ıa
este modelo) la mayoŕıa de las propiedades que presentan las intersecciones
de la reducción a la propia variedad. Para ello, el primer paso será aplicar las
ideas de [BGS2] a ciertos complejos cuyas definiciones están inspiradas en la
teoŕıa de variaciones de estructuras de Hodge (ver [St], [G-N]).

3.1. Divisores con cruzamientos normales.

Comencemos recordando algunas cuestiones sobre divisores (ver [dJ], sec.
2). Sea X un esquema, un divisor Y ⊂ X es un subesquema cerrado dado
por una inmersión regular de codimensión 1.

Sean X un esquema Noetheriano y Y ⊂ X un divisor. Denotemos por
Yi ⊂ Y , i ∈ Σ = {1, .., t} las componentes irreducibles de Y considerados
como subesquemas cerrados y reducidos de Y o de X .

Diremos que Y es un divisor con cruzamientos normales estrictos
en X si:

(a) Para todo x ∈ Y, el anillo local OX ,x es regular.
(b) Y es un esquema reducido, es decir,

Y = ∪i∈ΣYi.

(c) Para todo subconjunto I ⊂ Σ, el subesquema cerrado YI = ∩i∈IYi
(como esquema teórico) es regular de codimensión |I| en X .

Ahora, sea R un anillo de valoración discreta con cuerpo de cocientes K
y cuerpo residual k de caracteŕıstica p ≥ 0.

41
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Definición 3.1.1. Dada X una variedad lisa y proyectiva sobre K, diremos
que un esquema X → Spec(R) es un modelo de X si es propio y plano
sobre Spec(R) y se tiene un isomorfismo de la fibra genérica X ×S Spec(K)
con X. De ahora en adelante, consideraremos este isomorfismo como una
identificación.

Un morfismo de modelos π : X ′ → X es un morfismo de esquemas sobre
Spec(R) que es la identidad sobre las fibras genéricas. Dado un modelo X de
X, denotaremos por Y = X ×S Spec(k) la fibra especial.

Un modelo se llama regular si el esquema X es regular (lo cual es una
propiedad intŕınseca de X ). Observemos que Y no tiene porque ser regular
ni reducido.

3.2. Semiestabilidad estricta.

El concepto de curva semiestable ha desempeñado un papel central en
el análisis de la degeneración de curvas lisas proporcionando una herramien-
ta importante en el paso del estudio de curvas definidas sobre el cuerpo de
fracciones K de un anillo de valoración discreta R, a curvas definidas so-
bre el cuerpo residual k. La noción de simiestabilidad ha sido generalizada
a dimensiones superiores de manera que las variedades semiestables sigan
presentando el tipo de singularidades que uno espera en la degeneración de
variedades lisas (ver [dJ]). Sin embargo, mientras toda curva lisa sobre K ad-
mite un modelo semiestable sobre R después de pasar a una extensión finita
de anillos de valoración discreta, el resultado análogo en dimensión superior
sólo es conocido en el caso en que k es de caracteŕıstica cero. El caso general
sigue siendo una conjetura.

Sea K un cuerpo completo respecto a una valoración discreta, R el anillo
de enteros y k el cuerpo residual de caracteŕıstica p ≥ 0. Observemos que
S = Spec(R) es un esquema regular de dimensión 1.

Sea X una variedad lisa y proyectiva sobre K de dimensión d. Sea X un
modelo de X sobre S. Observemos que dimX = d+ 1.

Dado que la noción de dimensión puede no comportarse del todo bien
para esquemas que no son propios sobre S (en el sentido que la operación de
restringir ciclos de X a la fibra genérica puede no conservar la dimensión),
introduciremos la siguiente noción absoluta de dimensión :

Definición 3.2.1. Si V es un esquema ı́ntegro sobre S, definimos su dimen-
sión (que denotaremos por dima) como la dimensión de cualquier V ′ propio
sobre S que contiene a V como subesquema abierto (denso-Zariski). Esta de-
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finición es independiente de la elección de V ′ y es igual a dimSV + 1 (ver
[BGS1], sec. 1.2).

Los grupos de Chow respecto a esta dimensión absoluta serán denotados
por CHj(X/S).

Con las notaciones de la sección anterior, hagamos la siguiente definición
(ver [R-X1], sec. 1, [dJ], sec. 2.16):

Definición 3.2.2. Sea X una variedad lisa y proyectiva sobre K y X un
modelo regular de X. Diremos que X es un modelo estrictamente semies-
table si satisface:

(a) La fibra especial Y de X es un esquema reducido, es decir,

Y = ∪i∈ΣYi

con Yi, i ∈ Σ = {1, .., t} las componentes irreducibles de Y .
(b) Para todo subconjunto no vaćıo I ⊂ Σ, YI = ∩i∈IYi (como esquema

teórico) es un esquema liso sobre k de codimensión pura |I| en X , si YI 6= ∅.

Observación 3.2.3. (a) Si k es perfecto la estabilidad estricta implica que
Y es un divisor en X con cruzamientos normales estrictos (ya que en este
caso sm(YI/Spec(k)) = Reg(YI), ver [dJ], sec. 2.10).

(b) Se tiene la siguiente descripción local de la semiestabilidad estricta
(ver [dJ], sec. 2.16 y [Ha], prop. 1.3):

Denotemos por n la dimensión relativa de X sobre R. Sea x ∈ Y un
punto de la fibra especial. Supongamos que x pertenece a las componentes
Y1, ..., Yr de Y y sólo a estas componentes. Sea ti ∈ OX ,x tal que V (ti) =

Yi ∩ Spec(OX ,x). Si ÔX ,x es la completación de OX ,x, entonces

ÔX ,x ∼= R[[t1, ..., tn]]/(t1 · · · tr − π), r ≤ n.

De donde se concluye que x tiene un entorno que es liso sobre el esquema

SpecR[t1, ..., tn]/(t1 · · · tr − π), r ≤ n.

(c) Se tiene que cada Yi es un divisor de Cartier de multiplicidad 1 en X y que
Y es el divisor de Cartier principal definido por la sección global {(ti, V (ti))}
del haz K∗.

Ejemplo 3.2.4. (i) En [Ku1] (teo. 4.6(iii)) se demuestra que toda variedad
abeliana sobre K con reducción completamente tórica split, después de pasar
a una extensión finita de K, tiene un modelo semiestable, propio y regular
cuya fibra especial es un divisor con cruzamientos normales estrictos. En este
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caso las componentes de la fibra especial y todos sus estratos son variedades
tóricas lisas y proyectivas.

(ii) de Jong ha probado (ver [dJ], teo. 6.5) que si K es un cuerpo local
y X es una variedad definida sobre K, entonces existe una alteración de
X (es decir, un morfismo propio y dominante X ′ → X de variedades sobre
K, con dimX ′ = dimX) y una extensión finita K ′ de K, de forma que X ′

puede verse como el complemento de un divisor con cruzamientos normales
estrictos de una variedad regular y proyectiva X ′ definida sobre K ′ que admite
un modelo estrictamente semiestable sobre OK′.

La suposición siguiente será básica en todas las construcciones que hare-
mos de aqúı en adelante:

SUPOSICION 3.2.5. A partir de ahora, y a lo largo de toda esta
memoria, asumiremos que X tiene un modelo X sobre S estric-
tamente semiestable.

Bajo esta suposición tenemos la situación siguiente:

Y
i−→ X j←− X

↓ ↓ ↓
Spec(k) ↪→ S ←↩ Spec(K).

donde i es inmersión cerrada de codimensión 1, j es la respectiva inmersión
abierta y dimX = d+ 1.

(a) Si V ⊂ YI es una subvariedad, entonces

dimSV = gr.tr.(R(V )/k)− codim(M, S) = dimV − 1

y por lo tanto, tiene dimensión absoluta

dimaV = dimV

Lo cual implica que (ver sec. 2.5):

CHj(YI) = CHj(YI/S).

Es más, de lo anterior se sigue que CHj(YI) = CHj(YI/S).
(b) Se tiene que

CH∗(YI) =
⊕
j≥0

CHj(YI)

es un anillo graduado con 1 ∈ CH0(YI).
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(c) El hecho de que todo YI 6= ∅ sea liso sobre k de codimensión pura
|I| en X , implica la Dualidad de Poncaré (ver obs. 2.3.5(e)):

CHj(YI) ∼= CHd+1−|I|−j(YI).

(d) Para todo par ∅ 6= J ⊆ I, las inclusiones correspondientes

uIJ : YI ↪→ YJ

son inmersiones regulares de codimensión |I|− |J | que, bajo las identificacio-
nes del apartado (c), definen morfismos Gysin:

CHd+1−|J |−j(YJ)
u∗IJ−→ CHd+1−|J |−j−|I|+|J |(YI)

q q
CHj(YJ) CHj(YI)

y morfismos restricción:

CHd+1−|I|−j(YI)
uIJ∗→ CHd+1−|I|−j(YJ)

q q
CHj(YI) CHj+|I|−|J |(YJ).

Observemos que los morfismos Gysin dan lugar a homomorfismos de anillos
(ver después de obs. 2.3.5):

u∗ : CH∗(YJ)→ CH∗(YI).

Observación 3.2.6. Los apartados (a) y (b) también son válidos para Y .
Observemos que para X se tiene:

CHj(X) ∼= CHd−j(X).

Sin embargo, si V ⊂ X es una subvariedad, entonces:

dimaV = dimV + 1

y por lo tanto
CHr(X/S) = CHr−1(X).

(e) Dado que los elementos de CHj(YI)(= Aj(YI
id→ YI)) son clases

bivariantes, estos satisfacen los axiomas (A1)− (A123) de la sec. 2.3.
En particular, de los axiomas (A23) y (A123), para los homomorfismos de

anillos u∗, se tiene:
u∗u∗(x) = u∗u

∗(x) = xu∗(1).
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(A4) Divisor de Cartier principal: Dado que Y =
⋃
i∈Σ Yi es divisor

de Cartier principal en X , se tiene∑
i∈Σ

ui∗(1) = [Y ] = 0

donde ui : Yi → X son las inclusiones respectivas y los homomorfismos

CHd(Yi) = CHd(Yi/S)
ui∗−→ CHd(X/S)

son tales que

1 = [Yi] 7→ ui∗(1),

3.3. Complejos de Chow.

En esta sección seguiremos bajo las suposiciones de la sección anterior.
Para todo m ≥ 1 definimos:

Y (m) :=
⊔
|I|=m

YI ,

la unión disjunta recorriendo todos los subconjuntos I ⊆ Σ con |I| = m y

CH i(Y (m)) =
⊕
|I|=m

CH i(YI).

Ahora, consideremos ∅ 6= I = {i1, . . . , im+1} ⊆ Σ con i1 < · · · < im+1.
Observemos que |I| = m+ 1.

A partir de las inclusiones correspondientes

uI,I−{ir} : YI → YI−{ir},

para todo 1 ≤ r ≤ m+ 1, definimos

θi,m : CH i(Y (m))→ CH i(Y (m+1))

mediante la fórmula

θi,m =
m+1∑
r=1

(−1)r−1u∗I,I−{ir}

y

δi,m : CH i(Y (m+1))→ CH i+1(Y (m))
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por la fórmula

δi,m =
m+1∑
r=1

(−1)ruI,I−{ir}∗.

Finalmente, para cada par de enteros i, j, definimos

Ci
j(Y ) :=

i+j⊕
k=max{i,0}

CH i+j−k(Y (2k−i+1))

y aplicaciones
dij : Ci

j(Y )→ Ci+1
j (Y )

con dij = d′ + d′′ donde

d′ =

i+j⊕
k=max{i,0}

δi+j−k,2k−i

y

d′′ =

i+j⊕
k=max{i,0}

θi+j−k,2k−i+1.

Observación 3.3.1. Observemos que en los grupos Ci
j(Y )’s nunca aparecen

sumandos con Y (0) (de hecho Y (0) no se ha definido):
Ya que si 2k − i+ 1 = 0, entonces k = i−1

2
y la condición k ≥ max{i, 0}

equivale a i−1
2
≥ 0 y i−1

2
≥ i. Pero esto último se satisface si, y sólo si,

−1 ≥ i ≥ 1!

Lema 3.3.2. Para las aplicaciones

dij : Ci
j(Y )→ Ci+1

j (Y )

se tiene dijd
i−1
j = 0.

Demostración: Tenemos dd = d′d′ + d′d′′ + d′′d′ + d′′d′′.
Observemos que la restricción de d′d′ a CH i(Y (m)) coincide con

θj,m+1θj,m = (
m+2∑
r=1

(−1)r−1u∗I,I−{ir})(
m+2∑

k=1,k 6=r

(−1)k−1u∗I−{ir},I−{ik,ir})

=
m+2∑
r=1

m+2∑
k=1,k 6=r

(−1)r+ku∗I,I−{ik}u
∗
I−{ir},I−{ik,ir} (∗)
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para todo I con |I| = m+ 2.
Sin perder generalidad, podemos suponer que ik < ir. A partir del dia-

grama:

CH i(Yi1...ik...bir...im+2
)

↗(−1)k−1u∗ ↘(−1)r−1u∗

CH i(Yi1...bik...bir...im+2
) CH i(Yi1...ik...ir...im+2)

↘(−1)r−2u∗ ↗(−1)k−1u∗

CH i(Yi1...bik...ir...im+2
)

se sigue que (∗) es igual a

m+2∑
r,k=1,k 6=r

[(−1)r+ku∗I,I−{ik}u
∗
I−{ik},I−{ik,ir} + (−1)r+k−1u∗I,I−{ir}u

∗
I−{ir},I−{ik,ir}]

=
m+2∑

r,k=1,k 6=r

[u∗I,I−{ik,ir}−u
∗
I,I−{ik,ir}] = 0 (por el axioma(A3) de la sec. 2.3).

De donde concluimos que d′d′ = 0. De manera similar se tiene d′′d′′ = 0.
Luego, dd = d′d′′ + d′′d′ y el resultado se reduce a demostrar la igualdad
δi,mθi,m + θi+1,m−1δi,m−1 = 0.

Para ello, observemos que:

δi,mθi,m + θi+1,m−1δi,m−1 : CH i(Y (m))→ CH i+1(Y (m))

Primero veamos el caso en que el dominio es CH i(YI) y la imagen está en
CH i+1(YI) con |I| = m+ 1.

De los diagramas correspondientes para cada i ∈ I y j /∈ I:

CH i(YI∪{j})
↗(−1)`−1u∗ ↘(−1)`u∗

CH i(YI) CH i+1(YI)
↘(−1)ku∗ ↗(−1)k−1u∗

CH i+1(YI−{i})

se sigue que la restricción del morfismo δi,mθi,m + θi+1,m−1δi,m−1 a CH i(YI),
coincide con∑

j /∈I

(−1)2`−1uI∪{j},I∗u
∗
I∪{j},I +

∑
i∈I

(−1)2k−1u∗I,I−{i}uI,I−{i}∗



3.3. COMPLEJOS DE CHOW. 49

= −[
∑
j /∈I

uI∪{j},I∗u
∗
I∪{j},I +

∑
i∈I

u∗I,I−{i}uI,I−{i}∗].

Pero de la sec. 3.2(e) (ver después de obs. 3.2.6), para todo x ∈ CH i(YI), se
tiene ∑

j /∈I

uI∪{j},I∗u
∗
I∪{j},I(x) = x

∑
j /∈I

uI∪{j},I∗(1) = x
∑
j /∈I

uj∗(1)

y ∑
i∈I

u∗I,I−{i}uI,I−{i}∗(x) =
∑
i∈I

uI∪{i},I∗u
∗
I∪{i},I(x) = x

∑
i∈I

ui∗(1),

de donde el resultado se sigue de la propiedad (A4).
Ahora estudiemos el caso en que el dominio es CH i(YI) y la imagen

está en CH i+1(YJ) con |I| = |J | pero I 6= J . Aśı, podemos suponer que
J = I ∪ {j} − {i}. De los morfismos:

CH i(YI∪{j})
↗(−1)`−1u∗ ↘(−1)ku∗

CH i(YI) CH i+1(YI∪{j}−{i})
↘(−1)ku∗ ↗(−1)`−2u∗

CH i+1(YI−{i})

se sigue que si (por ejemplo) i < j, la restricción del morfismo δi,mθi,m +
θi+1,m−1δi,m−1 sobre CH i(YI) coincide con∑
i∈I

∑
j /∈I

(−1)kuI∪{j},I∗(−1)`−1u∗I∪{j},J +
∑
j /∈I

∑
i∈I

(−1)`−2u∗I,I−{i}(−1)kuI−{i},J∗

=
∑
i∈I

∑
j /∈I

(−1)k+`−1uI∪{j},I∗u
∗
I∪{j},J +

∑
j /∈I

∑
i∈I

(−1)`+ku∗I,I−{i}uI−{i},J∗

=
∑
i∈I

∑
j /∈I

(−1)k+`[−uI∪{j},I∗u∗I∪{j},J + u∗I,I−{i}uI−{i},J∗] = 0,

por el axioma (A23) de la sec. 2.3.
Si i > j, se utiliza el mismo razonamiento. �
El lema anterior nos asegura que, para cada j ∈ {0, . . . , d} fijo, se tiene

un complejo (Ci
j(Y ), d).

Sea T ij la homoloǵıa en grado i del complejo anterior, es decir,

T ij (Y ) =
Ker(d : Ci

j(Y )→ Ci+1
j (Y ))

Im(d : Ci−1
j (Y )→ Ci

j(Y ))
.
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Recordemos que el operador de monodromı́a

N : Ci
j(Y )→ Ci+2

j−1(Y ),

definido como la identidad sobre los sumandos en común y cero en los su-
mandos diferentes conmuta con las diferenciales (ver [BGS2], Lema 1(ii)),
por lo que induce un operador de monodromı́a sobre las T ’s que seguiremos
denotando por N .

Observación 3.3.3. Para todo i ≥ 0, el morfismo

N i : C−ij (Y )→ Ci
j−i(Y )

es la identidad. Esto se sigue del hecho de que, para i ≥ 0,

C−ij (Y ) = Ci
j−i(Y )

y que para a ≥ 2, las aplicaciones

N : C−ab (Y )→ C−a+2
b−1 (Y ) = CHb−a+1(Y (a−1))⊕ C−ab (Y )

son las inclusiones naturales. Mientras que para a ≥ 0, las aplicaciones

N : Ca
b (Y ) = CHb(Y (a+1))⊕ Ca+2

b−1 (Y )→ Ca+2
b−1 (Y )

son las proyecciones naturales. Aśı, cada uno de los sumandos de C−ij (Y )
persiste a través de todos los morfismos de monodromı́a, mientras que los
sumandos nuevos que aparecen en grupos subsecuentes eventualmente desa-
parecen (comparar con la obs.1.4.4(b)).

Más aún, del hecho de que N conmuta con las diferenciales, se tiene que
N induce un operador sobre los T ij ’s que seguiremos denotando por N .

En este punto necesitaremos hacer algunas hipótesis sobre las componen-
tes de la reducción Y . Estas hipótesis restringirán en gran medida el conjunto
de variedades con las que podremos trabajar en el sentido de que no son váli-
das para cualquier variedad en general.

Definición 3.3.4. Sea Y una variedad proyectiva sobre k de dimensión d.
Sean Yi, i ∈ Σ = {1, .., t} las componentes irreducibles de Y . Asumiremos
que Y es reducida (es decir, que cada componente tiene multiplicidad 1) y
que para cada subconjunto no vaćıo I ⊂ Σ, los estratos YI = ∩i∈IYi (como
esquemas teóricos) son lisos sobre k. Fijemos una inmersión de Y en el
espacio proyectivo y, respecto de esta inmersión, fijemos H ∈ CH1(Y ) la
clase de la sección de un hiperplano.
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Para cada subconjunto no vaćıo I ⊂ Σ y para todo j ≥ 0, se tiene un
operador de Lefschetz L : CHj(YI) −→ CHj+1(YI) haciendo producto cup
con la correspondiente restricción de la clase del hiperplano H a YI .

(i) Diremos que todos los estratos YI’s satisfacen el teorema fuer-
te de Lefschetz si el operador L induce isomorfismos

LdI−2j : CHj(YI)Q
'−→ CHdI−j(YI)Q

donde dI = dimYI .
(ii) Diremos que todos los estratos YI’s satisfacen el teorema del

ı́ndice de Hodge si la forma bilineal simétrica

CHj(YI)Q × CHj(YI)Q → Q

(α, β) 7−→ (−1)jdegX(α · LdI−2jβ)

es definida positiva sobre el subespacio de elementos primitivos Ker(LdI+1−2j).

Observación 3.3.5. Las propiedades de la def. 3.3.4 que los estratos deben
satisfacer son las reformulaciones correspondientes a las conjeturas estanda-
res de Grothendieck (ver sec. 2.7) para variedades lisas y proyectivas en las
cuales la equivalencia homológica y la equivalencia racional coinciden módulo
torsión. En particular, una conjetura de Beilinson (ver [Be]) afirma que esto
debe suceder en el caso de cuerpos finitos.

Ejemplo 3.3.6. (a) Las variedades tóricas lisas y proyectivas satisfacen las
propiedades (i) y (ii) de la def. 3.3.4 (ver [FMSS],[Ku1]).

(b) Para variedades abelianas, la propiedad (i) de la def. 3.3.4 es cierta
(ver [So]).

(c) Las propiedades (i) y (ii) de la def. 3.3.4 son ciertas para curvas. Para
superficies, la propiedad (ii) es consecuencia del teorema del ı́ndice de Hodge
correspondiente (ver [Fu]).

Respecto al comportamiento de N , tenemos el teorema siguiente (que se
puede interpretar como el equivalente de la conjetura de monodromı́a-peso):

Teorema 3.3.7. Supongamos que Y satisface las propiedades (i) y (ii) de la
def. 3.3.4. Entonces, el operador de monodromı́a N i induce isogenias

N i : T−ij+i(Y )→ T ij (Y )

para todo i ≥ 0 y j ∈ Z. Y por lo tanto se tienen isomorfismos

N i ⊗Q : T−ij+i(Y )Q
∼→ T ij (Y )Q
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Demostración: Ver ([BGS2], sec. 4.1, teo. 2) y ([G-N], prop. 9, teo.
5.2). �

Los grupos de Chow de la fibra especial Y del modelo estrictamente semi-
estable X pueden expresarse en términos de los respectivos grupos de Chow
de los estratos.

Más concretamente, y teniendo en cuenta las identificaciones anteriores,
la aplicación natural (ver [BGS1], sec. 1.2):

π : Y (1) → Y

nos proporciona las siguientes presentaciones:

CHj(Y ) = Coker(δd−1−j,1 : CHd−1−j(Y (2))→ CHd−j(Y (1)))

y
CHj(Y ) = Ker(θj,1 : CHj(Y (1))→ CHj(Y (2))).

De manera similar (ver [BGS1], sec. 1.3), la inclusión i : Y → X define
homomorfismos

i∗ : CHj(X/S)→ CHj(Y/S) = CHj(Y )

y
i∗ : CHd+1−j(Y ) = CHd+1−j(Y/S)→ CHd+1−j(X/S).

La siguiente suposición será escencial en nuestro trabajo, ya que nos per-
mitirá relacionar los grupos de homoloǵıa y cohomoloǵıa de Chow de la re-
ducción:

SUPOSICION 3.3.8. (Dualidad de Poincaré, [BGS1], sec. 1.2). Sea
[X ] ∈ CHd+1(X/S) la clase fundamental de X . De aqúı en adelante
asumiremos que para todo j ≥ 0, el morfismo

CHj(X/S)→ CHd+1−j(X/S)

α 7→ α ∩ [X ]

es un isomorfismo.

Observación 3.3.9. De acuerdo con ([K-T], sec. 3) esto sucede siempre al
hacer tensor con Q y también cuando todo esquema de dimensión menor o
igual que la dimensión de X tiene una desingularización. Si el anillo R es la
localización de una algebra de tipo finito sobre un cuerpo k0, entonces se puede
deducir la dualidad de Poincaré sobre R a partir del resultado correspondiente
sobre k0.
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En este caso, podemos considerar la composición:

i∗i∗ : CHd+1−j(Y )→ CHd+1−j(X/S) ∼= CHj(X/S)→ CHj(Y )

para el cual se tiene el siguiente:

Lema 3.3.10. La composición

CHj−1(Y (1))� CHd+1−j(Y )
i∗i∗→ CHj(Y ) ↪→ CHj(Y (1))

coincide con −δj−1,1θj−1,1.

Demostración: Sea u = i ◦ π : Y (1) → X . De los diagramas:

0→ CHj(Y )
π∗→ CHj(Y (1))
↖i∗ ↑u∗

CHj(X/S)

θj,1−→ CHj(Y (2))

y

CHj−2(Y (2))
δj−2,1→ CHj−1(Y (1))

π∗→ CHd+1−j(Y )
↓u∗ ↙i∗

CHd+1−j(X/S)

→ 0

se sigue que la composición considerada coincide con u∗ · u∗. El resultado se
reduce a demostrar que

u∗ · u∗ + δj−1,1θj−1,1 = 0,

lo cual se demuestra de la misma forma que en el lema 3.3.2. �

3.4. Ciclos sobre fibras degeneradas.

En esta sección aplicaremos las ideas de [BGS2] a ciertos complejos cuyas
definiciones están inspiradas en la teoŕıa de variaciones de estructuras de
Hodge (ver [St], [G-N]) para deducir sucesiones largas que los relacionan y
que serán de gran utilidad en secciones posteriores.

Comencemos por considerar los grupos bigraduados siguientes:

Ker(N)·· = Ker(C ··
N→ C ·+2

·−1),

Coker(N)·· = Coker(C ··
N→ C ·+2

·−1),

Con(N)·· = Cono(C ··
N→ C ·+2

·−1),
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donde Con(N)ij = Ci−1
j+1

⊕
Ci
j es el cono asociado a N.

Siguiendo las ideas de [BGS2], definimos los siguientes grupos de homo-
loǵıa

Ki
j =

Ker(d : Ker(N)ij → Ker(N)i+1
j )

Im(d : Ker(N)i−1
j → Ker(N)ij)

,

V i
j+1 =

Ker(d : Coker(N)i−2
j+1)→ Coker(N)i−1

j+1)

Im(d : Coker(N)i−3
j+1 → Coker(N)i−2

j+1)
,

Bi
j =

Ker(∂ : Con(N)i+1
j−1 → Con(N)i+2

j−1)

Im(∂ : Con(N)ij−1 → Con(N)i+1
j−1)

,

donde la diferencial ∂ sobre el cono se define de la siguiente manera:

∂ : Con(N)ij → Con(N)i+1
j

(x, y) 7→ (−d(x), N(x) + d(y))

Teorema 3.4.1. Para todo par i, j ∈ Z se tienen las sucesiones exactas
largas

· · · N−→ T ij → Bi−1
j+1 → T i−1

j+1
N−→ T i+1

j → Bi
j+1 → T ij+1

N−→ · · · (∗)

y

· · · −→ Ki−1
j+1 → Bi−1

j+1 → V i
j+1 → Ki

j+1 → Bi
j+1 → V i+1

j+1 −→ · · · (∗∗)

Demostración: Consideremos las sucesiones exactas cortas

0→ Ci
j

i2
↪→ Con(N)ij

pr1
� Ci−1

j+1 → 0

donde el primer morfismo es la inclusión en la segunda coordenada y el
segundo es la proyección en la primera coordenada.

Observemos que, para todo j fijo, las sucesiones anteriores dan lugar a la
siguiente sucesión exacta corta de complejos:

↓ ↓ ↓
0 → Ci−1

j

i2
↪→ Con(N)i−1

j

pr1
� Ci−2

j+1 → 0
↓ d ↓ ∂ ↓ d

0 → Ci
j

i2
↪→ Con(N)ij

pr1
� Ci−1

j+1 → 0
↓ d ↓ ∂ ↓ d

0 → Ci+1
j

i2
↪→ Con(N)i+1

j

pr1
� Ci

j+1 → 0
↓ d ↓ ∂ ↓ d
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cuya sucesión exacta larga de cohomoloǵıa es (*).
De manera similar, las inclusiones

0 ↪→ Ker(N)i−1
j+1

i
↪→ Con(N)ij

↘ ↗i1

Ci−1
j+1

y las proyecciones

Con(N)ij
pr
� Coker(N)i−2

j+1 → 0
↘pr1 ↗

Ci
j

satisfacen, para todo j fijo, id+ ∂i = 0 y pr∂ − dpr = 0. Observemos que el
complejo doble que definen (cuyos renglones no son exactos):

↓ ↓ ↓
0 → Ker(N)i−3

j+1

i
↪→ Con(N)i−2

j

pr
� Coker(N)i−4

j+1 → 0
↓ d ↓ ∂ ↓ −d

0 → Ker(N)i−2
j+1

i
↪→ Con(N)i−1

j

pr
� Coker(N)i−3

j+1 → 0
↓ d ↓ ∂ ↓ −d

0 → Ker(N)i−1
j+1

i
↪→ Con(N)ij

pr
� Coker(N)i−2

j+1 → 0
↓ d ↓ ∂ ↓ −d

0 → Ker(N)ij+1

i
↪→ Con(N)i+1

j

pr
� Coker(N)i−1

j+1 → 0
↓ d ↓ ∂ ↓ −d

0 → Ker(N)i+1
j+1

i
↪→ Con(N)i+2

j

pr
� Coker(N)ij+1 → 0

↓ ↓ ↓

tiene como complejo total asociado el siguiente:

↓ ↓ ↓
Ker(N)i−2

j+1 ⊕ Con(N)i−2
j ⊕ Coker(N)i−5

j+1

↓ d ↘i1 ↓ ∂ ↘pr2 ↓ −d
Ker(N)i−1

j+1 ⊕ Con(N)i−1
j ⊕ Coker(N)i−4

j+1

↓ d ↘i1 ↓ ∂ ↘pr2 ↓ −d
Ker(N)ij+1 ⊕ Con(N)ij ⊕ Coker(N)i−3

j+1

↓ d ↘i1 ↓ ∂ ↘pr2 ↓ −d
Ker(N)i+1

j+1 ⊕ Con(N)i+1
j ⊕ Coker(N)i−2

j+1

↓ ↓ ↓

cuyas diferenciales están dadas por

x⊕ (u, v)⊕ [z]
∂′′7−→ d(x)⊕ (x, 0) + (−d(u), N(u) + d(v))⊕ [v] + [−d(z)]
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= d(x)⊕ (x− d(u), N(u) + d(v))⊕ [v − d(z)].
y es aćıclico:

Claramente Im(∂′′) ⊆ Ker(∂′′), ya que

∂′′2(x⊕(u, v)⊕[z]) = dd(x)⊕(d(x)−d(x)+dd(u), N(x)−Nd(u)+dN(u)+dd(v))

⊕[N(u) + d(v)− d(v) + dd(z)] = 0⊕ (0, 0)⊕ [0].

La inclusión contraria se sigue del hecho de que si x⊕ (u, v)⊕ [z] ∈ Ker(∂′′),
entonces d(x) = 0, x = d(u), N(u) + d(v) = 0 y [v − d(z)] = [0].

Luego,
v = d(z) +N(u′)

y
N(u) = −d(v) = −d(d(z) +N(u′)) = −dN(u′) = −Nd(u′)

de donde u+ d(u′) = x′ ∈ Ker(N) y por lo tanto

u = x′ − d(u′)

y
x = d(u) = d(x′)− d2(u′) = d(x′).

Ahora, si cogemos x′ ⊕ (u′, z)⊕ [0], se tiene

∂′′(x′ ⊕ (u′, z)⊕ [0]) = d(x′)⊕ (x′ − d(u′), N(u′) + d(z))⊕ [z − 0]

= x⊕ (u, v)⊕ [z]

y por lo tanto Im(∂′′) = Ker(∂′′).
Finalmente, (**) es la sucesión exacta larga de cohomoloǵıa asociada al

complejo doble inicial. �
A través de las sucesiones exactas largas (*) y (**) definimos el morfismo

especialización spB como la composición

spB : Ki−1
j+1

(∗∗)−→ Bi−1
j+1

(∗)−→ T i−1
j+1 ,

y el morfismo λ como la composición

λ : T i+1
j

(∗)−→ Bi
j+1

(∗∗)−→ V i+1
j+1 .

Proposición 3.4.2. Para todo par i, j ∈ Z, se tiene el complejo

· · · λ−→ Ki−1
j+1

spB−→ T i−1
j+1

N−→ T i+1
j

λ−→ V i+1
j+1 →

Ki+1
j+1

spB−→ T i+1
j+1

N−→ T i+3
j

λ−→ V i+3
j

spB−→ · · ·
Más aún, si Y satisface las propiedades (i) y (ii) de la def. 3.3.4, al hacer
tensor con Q se obtienen sucesiones exactas largas.
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Demostración: La primera afirmación se sigue del teo. 3.4.1 y del dia-
grama siguiente:

· · · → Ki−1
j+1

spB−→ T i−1
j+1

N−→ T i+1
j

λ−→ V i+1
j+1 → · · ·

↘ ↗ ↘ ↗
Bi−1
j+1 Bi

j+1

↗ ↘ ↗ ↘
· · · → T ij

λ−→ V i
j+1 −→ Ki

j+1

spB−→ T ij+1
N→ · · ·

La exactitud al hacer tensor con Q se sigue de ([BGS2], teo. 4) o bien de
([N-A], teo. 7.14). �

Observación 3.4.3. En general, el complejo no tiene porque ser exacto (ver
teo. 4.1.1 más adelante, donde N no necesariamente es exhaustiva). Esta
prop. se puede interpretar como el equivalente del teorema local del ciclo
invariante.
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Caṕıtulo 4

Morfismo reducción.

En este caṕıtulo construiremos dos morfismos que (conjeturalmente) de-
ben proporcionar los dos primeros pasos de una filtración sobre los ciclos
algebraicos. El primero de tales morfismos está definido en los ciclos de codi-
mensión j de X y tiene imagen dentro de un subgrupo de T 0

j . Este morfismo
puede ser visto como una especie de generalización a esquemas estrictamente
semiestables del morfismo especialización. El segundo morfismo está asociado
de forma natural al primero y está definido del núcleo de éste a un cociente del
grupo T−1

j . Este morfismo jugará un papel importante en nuestro posterior
estudio de las Jacobianas intermedias (ver sec. 6.8).

4.1. Morfismo especialización.

En este caṕıtulo seguiremos con la notación de los caṕıtulos anteriores y
continuaremos asumiendo las SUPOSICIONES 3.2.5 y 3.3.8:

Aśı, sea K un cuerpo completo respecto a una valoración discreta con
anillo de valoración R y cuerpo residual k de caracteŕıstica p ≥ 0.

Sea S = Spec(R). Consideremos X una variedad lisa y proyectiva sobre
K. Asumamos que X tiene un modelo X estrictamente semiestable sobre S
que satisface:

CHj(X/S) ∼= CHd+1−j(X/S)

para todo j ≥ 0.
Lo primero que haremos es especializar los valores de i y j en la prop.

3.4.2:

Teorema 4.1.1. Para todo j ≥ 0 se tiene el complejo

· · · → CHd+1−j(Y )
−i∗i∗−→ CHj(Y )

spB−→ T 0
j

N−→ T 2
j−1 → 0

59
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Más aún, si Y satisface las propiedades (i) y (ii) de la def. 3.3.4, al hacer
tensor con Q se obtiene una sucesión exacta larga .

Demostración: Haciendo i = 1 y j = j−1 en la prop. 3.4.2, obtenemos
el siguiente complejo que involucra al grupo T 0

j

· · · → V 0
j −→ K0

j

spB−→ T 0
j

N−→ T 2
j−1

λ−→ V 2
j → · · ·

Para calcular los grupos que aparecen en este complejo, primero hay que
considerar las monodromı́as correspondientes:

C−2
j = CHj−2(Y (3))⊕ CHj−3(Y (5))⊕ · · · ⊕ CH0(Y (2j−1))

↓ N−2
j

C0
j−1 = CHj−1(Y (1))⊕ CHj−2(Y (3))⊕ CHj−3(Y (5))⊕ · · · ⊕ CH0(Y (2j−1)),

por lo tanto Ker(N)−2
j = 0 y Coker(N)−2

j = CHj−1(Y (1)).

C−1
j = CHj−1(Y (2))⊕ · · · ⊕ CH0(Y (2j))

↓ N−1
j

C1
j−1 = CHj−1(Y (2))⊕ · · · ⊕ CH0(Y (2j)),

es la identidad, por lo tanto Ker(N)−1
j = 0 y Coker(N)−1

j = 0.

C−3
j = CHj−3(Y (4))⊕ CHj−4(Y (6))⊕ · · · ⊕ CH0(Y (2j−2))

↓ N−3
j

C−1
j−1 = CHj−2(Y (2))⊕ CHj−3(Y (4))⊕ CHj−4(Y (6))⊕ · · · ⊕ CH0(Y (2j−2)),

por lo tanto Ker(N)−3
j = 0 y Coker(N)−3

j = CHj−2(Y (2)).

C0
j = CHj(Y (1))⊕ CHj−1(Y (3))⊕ · · · ⊕ CH0(Y (2j+1)),

↓ N0
j

C2
j−1 = CHj−1(Y (3))⊕ · · · ⊕ CH0(Y (2j+1)),

por lo tanto Ker(N)0
j = CHj(Y (1)) y Coker(N)0

j = 0.

C1
j = CHj(Y (2))⊕ CHj−1(Y (4))⊕ · · · ⊕ CH0(Y (2j+2)),

↓ N1
j

C3
j−1 = CHj−1(Y (4))⊕ · · · ⊕ CH0(Y (2j+2)),
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por lo tanto Ker(N)1
j = CHj(Y (2)) y Coker(N)1

j = 0.
Luego, tenemos

V 0
j =

Ker(d : Coker(N)−2
j → Coker(N)−1

j )

Im(d : Coker(N)−3
j → Coker(N)−2

j )

=
Ker(d : CHj−1(Y (1))→ 0)

Im(d : CHj−2(Y (2))→ CHj−1(Y (1)))

=
CHj−1(Y (1))

Im(d : CHj−2(Y (2))→ CHj−1(Y (1)))

y dado que sobre CHj−2(Y (2)), d = d′ + d′′ = δj−2,1, se tiene

V 0
j =

CHj−1(Y (1))

Im(δj−2,1 : CHj−2(Y (2))→ CHj−1(Y (1)))

= Coker(δj−2,1 : CHj−2(Y (2))→ CHj−1(Y (1)))

= CHd+1−j(Y ).

De manera similar, sobre CHj(Y (1)), d = d′ + d′′ = θj,1 y por lo tanto

K0
j =

Ker(d : Ker(N)0
j → Ker(N)1

j)

Im(d : Ker(N)−1
j → Ker(N)0

j)

=
Ker(d : CHj(Y (1))→ CHj(Y (2)))

Im(d : 0→ CHj(Y (1)))

= Ker(CHj(Y (1))
θj,1−→ CHj(Y (2)))

= CHj(Y ).

Finalmente,

V 2
j =

Ker(d : Coker(N)0
j → Coker(N)1

j)

Im(d : Coker(N)−1
j → Coker(N)0

j)

=
Ker(d : 0→ 0)

Im(d : 0→ 0)
= 0

y el complejo queda

· · · → CHd+1−j(Y ) −→ CHj(Y )
spB−→ T 0

j
N−→ T 2

j−1 → 0.

Calculemos el morfismo CHd+1−j(Y ) → CHj(Y ) que aparece en este com-
plejo:
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Sea [x] ∈ CHd+1−j(Y ) con x ∈ CHj−1(Y (1)) ↪→ C0
j−1. Observemos que

d0
j−1(x) = θj−1,1(x) ∈ CHj−1(Y (2)) ↪→ C1

j−1. Dado que N−1
j : C−1

j → C1
j−1 es

la identidad, tenemos que

d0
j−1(x) = N(y) = y

para un único y ∈ CHj−1(Y (2)) ↪→ C−1
j .

Notemos que (−y, x) ∈ C−1
j ⊕ C0

j−1 = Con(N)0
j−1 se mapea bajo la pro-

yección canónica en x ∈ CHj−1(Y (1)) y que

N0
j d

−1
j (y) = d1

j−1N
−1
j (y) = d1

j−1d
0
j−1(x) = 0.

Aśı, d−1
j (y) ∈ Ker(N)0

j = CHj(Y (1)) ↪→ C0
j .

Ahora, como

∂(−y, x) = (d−1
j (y), 0) ∈ C0

j ⊕ C1
j−1 = Con(N)1

j−1,

se tiene, por construcción de (**), que la imagen de d−1
j (y) en K0

j = CHj(Y )
es la imagen de [x] buscada. Pero,

d−1
j (y) = d′(y) + d′′(y) = θj−1,2(y) + δj−1,1(y)

= θj−1,2θj−1,1(x) + δj−1,1θj−1,1(x)

= δj−1,1θj−1,1(x)

y por lo tanto (ver lema 3.3.10) la imagen de d−1
j (y) en K0

j = CHj(Y )
coincide con −i∗i∗[x]. La prop. 3.4.2 nos asegura la exactitud al hacer tensor
con Q. �

Observación 4.1.2. Observemos que se obtienen complejos similares si en
lugar de considerar ciclos módulo equivalencia racional se consideran módulo
equivalencia algebraica, homológica o numérica sobre los estratos de Y y tam-
bién si se considera el producto tensorial sobre Z con cualquier otro cuerpo
diferente de Q.

Ahora analicemos más de cerca el morfismo spB del complejo obtenido
en el teo. 4.1.1:

Proposición 4.1.3. El morfismo

spB : K0
j = CHj(Y )→ T 0

j

está dado por la proyección natural

CHj(Y )�
CHj(Y )

Im(i∗i∗)
�

CHj(Y )

CHj(Y ) ∩ Im(d−1
j )

↪→ Ker(T 0
j

N→ T 2
j−1).
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Demostración: Notemos que si hacemos i = 0 y j = j − 1 en las
sucesiones exactas largas del teo. 3.4.1, se tiene

· · · → B−1
j → T−1

j
N−→ T 1

j−1 → B0
j → T 0

j
N−→ T 2

j−1 → · · ·

y

· · · → K−1
j → B−1

j → V 0
j → K0

j → B0
j → V 1

j → · · ·

Para calcular el grupo B0
j recordemos que N : C−1

j → C1
j−1 es la identidad,

por lo que

K−1
j =

Ker(d : Ker(N)−1
j → Ker(N)0

j)

Im(d : Ker(N)−2
j → Ker(N)−1

j )
= 0

y

V 1
j =

Ker(d : Coker(N)−1
j → Coker(N)0

j)

Im(d : Coker(N)−2
j → Coker(N)−1

j )
= 0.

Dado que V 0
j = CHd+1−j(Y ) y K0

j = CHj(Y ), la segunda sucesión exacta
queda

0→ B−1
j → CHd+1−j(Y )

−i∗i∗−→ CHj(Y )→ B0
j → 0,

de donde

B0
j
∼= Coker(CHd+1−j(Y )

−i∗i∗−→ CHj(Y )) =
CHj(Y )

Im(i∗i∗)
,

B−1
j
∼= Ker(CHd+1−j(Y )

−i∗i∗−→ CHj(Y ))

y la primera sucesión exacta se convierte en

Ker(CHd+1−j(Y )
−i∗i∗−→ CHj(Y ))→ T−1

j
N−→ T 1

j−1

ϕ−→ CHj(Y )

Im(i∗i∗)

ψ−→ T 0
j

N−→ T 2
j−1 → · · · (∗ ∗ ∗)

Aśı, podemos resumir lo anterior en el diagrama siguiente:

0
spB−→ T−1

j
N−→ T 1

j−1
λ−→ 0

↘ ↗
ϕ

↘ ↗
Ker(−i∗i∗) CHj(Y )

Im(i∗i∗)

↗ ↘
pr

↗
ψ

↘
· · · −→ CHd+1−j(Y )

−i∗i∗−→ CHj(Y )
spB−→ T 0

j
N−→ T 2

j−1.
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Teniendo en cuenta la construcción de spB, se sigue que el morfismo

spB : K0
j = CHj(Y )→ T 0

j

está dado por la composición

CHj(Y )
pr
�

CHj(Y )

Im(i∗i∗)

ψ
� Im(ψ)

Nuestro siguiente paso será analizar el morfismo ψ:
Dado que CHj(Y (1)) = Ker(N : C0

j −→ C2
j−1) ↪→ C0

j y d0
j coincide con

θj,1 sobre CHj(Y (1)), se tiene

CHj(Y ) = Ker(θj,1) = Ker(d0
j)|CHj(Y (1)) = CHj(Y (1)) ∩Ker(d0

j)

= Ker(N) ∩Ker(d0
j) ↪→ Ker(d0

j).

Por otro lado, se tiene la inclusión Im(i∗i∗) ⊆ Im(d−1
j )∩CHj(Y ) : ya que

si x ∈ Im(CHd+1−j(Y )
i∗i∗−→ CHj(Y )) ⊆ CHj(Y ), entonces x = i∗i∗(y) para

alguna y ∈ CHd+1−j(Y ) y por definición de CHd+1−j(Y ) podemos considerar
y ∈ CHj−1(Y (1)). Por el lema 3.3.10, se tiene que

i∗i∗(y) = −δj−1,1θj−1,1(y),

con θj−1,1(y) ∈ CHj−1(Y (2)) ⊆ C−1
j . Luego, dado que

d−1
j (θj−1,1(y)) = θj−1,2θj−1,1(y) + δj−1,1θj−1,1(y) = δj−1,1θj−1,1(y),

se tiene que x = i∗i∗(y) ∈ Im(d−1
j ) ∩ CHj(Y ).

Finalmente, si rastreamos la construcción de ψ en el teo. 3.4.1, se sigue
que ψ está dado por la proyección natural

CHj(Y )

Im(i∗i∗)
�

CHj(Y )

CHj(Y ) ∩ Im(d−1
j )

↪→ Ker(T 0
j

N→ T 2
j−1). �

4.2. Morfismo reducción.

En esta sección definiremos un morfismo que pensamos comparte algunas
propiedades con el morfismo ciclo clásico y, en consecuencia, definiremos otro
morfismo que de alguna manera está relacionado con el morfismo de Abel-
Jacobi. Estos morfismos pueden utilizarse en el estudio de algunas conjeturas
y la detección de ciclos algebraicos no nulos (ver apéndice A).
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Teniendo en cuenta nuestra noción de dimensión absoluta (ver def. 2.4.1),
la sucesión exacta para los grupos (de homoloǵıa) de Chow de la sec. 2.5 se
escribe de la manera siguiente:

CHd+1−j(Y/S)
i∗−→ CHd+1−j(X/S)

j∗−→ CHd+1−j(X/S) −→ 0
q q

CHd+1−j(Y ) CHd−j(X) = CHj(X)

Observemos que la SUPOSICION 3.3.8 nos permite ralacionarla con el com-
plejo del teo. 4.1.1 de la forma siguiente:

CHd+1−j(Y )
i∗−→ CHd+1−j(X/S)

j∗−→ CHj(X) −→ 0
q

CHj(X/S)
i∗−→ CHj(Y )

spB−→ T 0
j

N−→ T 2
j−1

Definición 4.2.1. Se define el morfismo reducción:

cX : CHj(X) −→ CHj(Y )

CHj(Y ) ∩ Im(d−1
j )

↪→ Ker(T 0
j

N→ T 2
j−1)

como la composición

cX(α) = spB ◦ i∗(β) = [i∗(β)]

donde β ∈ CHj(X ) = CHd+1−j(X ) es tal que j∗(β) = α y [i∗(β)] denota la

clase del elemento i∗(β) en el cociente CHj(Y )

CHj(Y )∩Im(d−1
j )
.

Observemos que el morfismo cX está bien definido:

Si β, β′ ∈ CHj(X ) son tales que j∗(β) = j∗(β′) = α, entonces

β − β′ ∈ Ker(j∗) = Im(i∗)

y por lo tanto existe γ ∈ CHd+1−j(Y ) tal que i∗(γ) = β − β′.
Ahora, del teo. 4.1.1, Im(i∗i∗) ⊆ Ker(spB) y por lo tanto

spB ◦ i∗(β − β′) = spB ◦ (i∗i∗)(γ) = 0.

Observación 4.2.2. Observemos que no tenemos un morfismo bien definido
CHj(X) −→ CHj(Y ).
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Denotemos por ∩[Y ] la composición

∩[Y ] : CHj(Y ) ↪→ CHj(Y (1))� CHd−j(Y ),

es decir, ∩[Y ] es el morfismo dado por

CHj(Y )�
CHj(Y )

CHj(Y ) ∩ Im(δj−1,1)
↪→ CHj(Y (1))

Im(δj−1,1)
=: CHd−j(Y ).

Luego, de las definiciones correspondientes, se sigue que tenemos complejos

· · · → CHd+1−j(Y )
i∗i∗−→ CHj(Y )

∩[Y ]−→ CHd−j(Y )
i∗i∗−→ CHj+1(Y )→ · · ·

De ([Ku1], (43)), tenemos el siguiente:

Lema 4.2.3. Para todo β ∈ CHj(X/S), se tiene el diagrama conmutativo:

CHj(X/S)
∩[X ]−→ CHd+1−j(X/S)

↓i∗ ↓i!
CHj(Y )

∩[Y ]−→ CHd+1−j(Y ).

Dado que estamos suponiendo que ∩[X ] es un isomorfismo (y por abuso
de notación) escribiremos la conmutatividad anterior como:

i!(β) = i∗(β) ∩ [Y ].

El ejemplo siguiente nos dará una idea de quién es el morfismo cX .

Ejemplo 4.2.4. (Caso de buena reducción):
Supongamos que el modelo X sobre S es liso.
En este caso la fibra especial Y también es lisa y sólo tiene una compo-

nente irreducible. Aśı,

Y = Y (1) y Y (m) = ∅,∀m = 2.

Luego, T 0
j = CHj(Y ), T 1

j−2 = 0 y N : CHj(Y )→ 0 es el operador idéntica-
mente 0 (es decir, no hay monodromı́a) y por lo tanto Ker(N) = CHj(Y ).
Lo mismo se tiene para las aplicaciones

θj−1,1 : CHj−1(Y )→ 0

y
δj−1,1 : 0→ CHj(Y ).
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Aśı, del lema 3.3.10, conclúımos que −i∗i∗ = 0 y de la prop. 4.1.3, que el
morfismo

spB : CHj(Y ) −→ CHj(Y )

es la identidad.
Por otro lado, del lema 4.2.3, se tiene que i! = i∗ (ya que en este caso

también ∩[Y ] es un isomorfismo) y por lo tanto

cX : CHj(X) = CHd−j(X)→ CHj(Y ) = CHd−j(Y )

cX(α) = spB ◦ i∗(β) = i∗(β)

= i!(β) = σ ◦ j∗(β) = σ(α)

no es más que el morfismo especialización de la sec. 2.5.

Lema 4.2.5. Se tiene

CHj(Y ) ∩ Im(δj−1,1) = CHj(Y ) ∩ Im(d−1
j ).

Demostración: Se sigue del hecho de que

C−1
j = CHj−1(Y (2))

⊕
CHj−2(Y (4)) · · ·

↓d−1
j

↓δj−1,1
↓δj−2,3

↘θj−2,4

C0
j = CHj(Y (1))

⊕
CHj−1(Y (3)) · · ·

Por tanto
Im(δj−1,1) = CHj(Y (1)) ∩ Im(d−1

j )

y aśı,
CHj(Y ) ∩ Im(δj−1,1) = CHj(Y ) ∩ Im(d−1

j ). �

Teorema 4.2.6. Sea X variedad lisa y proyectiva sobre K que satisface las
Suposiciones 3.2.5 y 3.3.8. Para todo α ∈ CHj(X), se tiene

cX(α) = σ(α).

Demostración: Primero recordemos que del lema 4.2.3,

σ(α) = i!(β) = i∗(β) ∩ [Y ]

y que por definición de ∩[Y ], i∗(β) ∩ [Y ] se obtiene cogiendo la clase de
i∗(β) ∈ CHj(Y ) dentro de la imagen del cociente

CHj(Y )

CHj(Y ) ∩ Im(δj−1,1)
↪→ CHj(Y (1))

Im(δj−1,1)
=: CHd−j(Y ).
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De manera similar, por definición de cX , el elemento cX(α) = [i∗(β)] se
calcula cogiendo la clase de i∗(β) ∈ CHj(Y ) en el cociente

CHj(Y )

CHj(Y ) ∩ Im(d−1
j )

↪→ Ker(T 0
j

N→ T 2
j−1).

Finalmente, la igualdad se sigue del lema 4.2.5. �

4.3. Independencia del modelo.

De principio, toda la construcción del morfismo cX depende del modelo
X sobre R escogido. Para examinar más de cerca esta dependencia consi-
deremos la categoŕıa M(X) de modelos regulares de X cuya fibra especial
es un divisor con cruzamientos normales. Esta categoŕıa es equivalente a un
conjunto parcialmente ordenado ya que, a lo más, existe un morfismo entre
cualesquiera dos de tales modelos.

De acuerdo a ([BGS1], lema 1.3.4), dado un morfismo de elementos en
M(X) :

X ′ π−→ X
↖↗
X

si en el diagrama conmutativo siguiente

Y ′ i′

↪→ X ′
↓π0 ↓π
Y

i
↪→ X

i, i′ denotan las inclusiones de las fibras especiales respectivas, se tienen los
diagramas conmutativos (ver [BGS1], lema 1.3.4):

CHd+1−j(Y
′)

i′∗i′∗−→ CHj(Y ′)
↓π0∗ ↓π0!

CHd+1−j(Y )
i∗i∗−→ CHj(Y )

↓π!
0

↓π∗0
CHd+1−j(Y

′)
i′∗i′∗−→ CHj(Y ′).

Más aún, se tienen los isomorfismos siguientes (ver [BGS1], teo. 2.2.1):

Teorema 4.3.1. Los morfismos inducidos

π0∗ : Ker(i′∗i′∗) −→ Ker(i∗i∗)



4.3. INDEPENDENCIA DEL MODELO. 69

y

π∗0 : Coker(i∗i∗) −→ Coker(i′∗i′∗)

son isomorfismos con inversos π!
0 y π0!, respectivamente.

Por otro lado, de la conmutatividad del diagrama

CHj(X ′/S) ∼= CHd+1−j(X ′/S)
j′∗−→ CHj(X)

↓π!
↓π∗ ↗j∗

CHj(X/S) ∼= CHd+1−j(X/S)

y con el mismo abuso de notación que en la obs 4.2.3, se tiene que

α = j′∗(β′) = j∗(π!(β
′)).

Más aún, del diagrama conmutativo

CHd+1−j(Y
′)

i′∗−→ CHd+1−j(X ′/S) ∼= CHj(X ′/S)
i′∗−→ CHj(Y ′)

[·]′−→ Coker(i′∗i′∗)
↓π0∗ ↓π∗ ↓π!

↓π0!
o ↑π∗0

CHd+1−j(Y )
i∗−→ CHd+1−j(X/S) ∼= CHj(X/S)

i∗−→ CHj(Y )
[·]−→ Coker(i∗i∗)

se sigue que

[i
′∗(β′)]′ = π∗0[π0!i

′∗(β′)] = π∗0[i
∗π!(β

′)] = π∗0[i
∗π∗(β

′)].

Luego, cogiendo β = π∗(β
′) y recordando que nuestro morfismo cX está de-

finido por la composición:

CHj(X) −→ CHj(Y )

Im(i∗i∗)
�

CHj(Y )

CHj(Y ) ∩ Im(δj−1,1)
,

vemos que la primera aplicación es independiente del modelo escogido.
De ([BGS2], teo. 5), tenemos la siguiente:

Proposición 4.3.2. Supongamos que Y satisface las propiedades (i) y (ii)
de la def. 3.3.4. Entonces se tienen las sucesiones exactas largas siguientes

· · · −→ CHd+1−j(Y )Q
i∗i∗⊗Q−→ CHj(Y )Q

∩[Y ]⊗Q−→ CHd−j(Y )Q
i∗i∗⊗Q−→ CHj+1(Y )Q −→ · · ·

Aśı, ∩[Y ]⊗Q induce isomorfismos:

Coker(i∗i∗ ⊗Q)
∼→ Ker(i∗i∗ ⊗Q).
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Lema 4.3.3. Si Y satisface las propiedades (i) y (ii) de la def. 3.3.4, entonces

Im(i∗i∗ ⊗Q) = Im(δj−1,1 ⊗Q) ∩ CHj(Y )Q

y por lo tanto el morfismo cX ⊗Q es independiente del modelo escogido.

Demostración: En la parte final de la demostración de la prop. 4.1.3
se vió que

Im(i∗i∗) ⊆ Im(δj−1,1) ∩ CHj(Y ).

Por otro lado, del lema 3.3.10, se tiene el diagrama conmutativo:

0
↗

CHd+1−j(Y )Q
i∗i∗⊗Q→ CHj(Y )Q

∩[Y ]⊗Q−→ CHd−j(Y )Q
↗pr⊗Q ↘ ↗pr⊗Q

CHj−1(Y (1))Q CHj(Y (1))Q
↘θj−1,1⊗Q ↗−δj−1,1⊗Q

CHj−1(Y (2))Q

Luego, si x = (δj−1,1 ⊗Q)(y) ∈ Im(δj−1,1 ⊗Q) ∩ CHj(Y )Q, entonces

x(∩[Y ]⊗Q) = (pr ⊗Q)(x) = (pr ⊗Q)(δj−1,1(y)) = 0

y Aśı, x ∈ Ker(∩[Y ]⊗Q) = Im(i∗i∗ ⊗Q) (por la prop. 4.3.2). �

4.4. Morfismo asociado AJX.

En esta sección definiremos un segundo morfismo que nos servirá en nues-
tro estudio posterior de las Jacobianas intermedias (ver cap. 6, sec. 6.8).

Recordemos que para todo α ∈ CHj(X) hemos definido

cX(α) = spB ◦ i∗(β)

donde β ∈ CHd+1−j(X ) es tal que j∗(β) = α y spB está dado por la compo-
sición ψ ◦ pr :

CHj(Y )
pr
�

CHj(Y )

Im(i∗i∗)

ψ
�

CHj(Y )

CHj(Y ) ∩ Im(d−1
j )

.

Luego, si cogemos α ∈ Ker(cX), se tiene

0 = cX(α) = ψ ◦ pr(i∗(β))
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y por lo tanto

pr(i∗(β)) ∈ Ker(ψ) =
CHj(Y ) ∩ Im(δj−1,1)

Im(i∗i∗)
.

Pero de la sucesión exacta (***) (ver demostración prop. 4.1.3):

Ker(−i∗i∗)→ T−1
j

N−→ T 1
j−1

ϕ−→ CHj(Y )

Im(i∗i∗)

ψ−→ T 0
j

N−→ T 2
j−1.

se sigue que

Ker(ψ) = Im(ϕ)
g
' T 1

j−1/Ker(ϕ)

= Coker(T−1
j

N−→ T 1
j−1).

Definición 4.4.1. Se define el morfismo AJX asociado a cX por la fórmu-
la:

AJX : Ker(cX) −→ Coker(T−1
j

N−→ T 1
j−1)

α 7−→ g(pr(i∗(β))).

Observación 4.4.2. El morfismo AJX está bien definido:
Si existe otro β′ ∈ CHd+1−j(X ) tal que j∗β′ = j∗β = α, se tiene β − β′ ∈

Ker(j∗) = Im(i∗) y por lo tanto existe γ ∈ CHd+1−j(Y ) tal que i∗(γ) =
β − β′. Aśı,

pr(i∗(β))− pr(i∗(β′)) = pr(i∗i∗(γ)) = 0

y por lo tanto g(pr(i∗(β))) = g(pr(i∗(β′))).

4.5. Ciclos homólogos a cero.

Dado que en esta sección utilizaremos la teoŕıa del descenso cohomológico,
comenzaremos por recordar brevemente en qué consiste:

Dada una variedad Y que sea singular y completa, la idea de fondo es
utilizar la resolución de singularidades para reemplazar Y por un esquema
simplicial proyectivo y liso

Y• : · · ·Y2

�
� Y1 � Y0.

El descenso cohomológico nos permite encontrar tales esquemas simpliciales
Y• que tienen (en un sentido conveniente) las misma cohomoloǵıa que Y .
Aśı, uno puede obtener (v́ıa una sucesión espectral) la cohomoloǵıa de Y en
términos de las de los Yn’s. Utilizando la teoŕıa de Hodge clásica sobre cada
Yn se deduce una estructura de Hodge mixta sobre la cohomoloǵıa de Y .

Ahora seguiremos la exposición de ([Ku1], sec. 5.9).



72 CAPÍTULO 4. MORFISMO REDUCCIÓN.

Definición 4.5.1. Sea Y un esquema. Un morfismo

π : U → Y

se llama una envolvente si es propio y para todo punto x ∈ Y existe un
punto u ∈ U tal que π(u) = x y κ(u) = κ(x), donde κ(·) denota el cuerpo
residual.

Proposición 4.5.2. Sean π : U → Y y g : V → U ×Y U envolventes.
Entonces, existen sucesiones exactas

CHj(V )
p1∗−p2∗−→ CHj(U)

π∗→ CHj(Y )→ 0

y

0→ CHj(Y )
π∗→ CHj(U)

p∗1−p∗2−→ CHj(V )

donde las pi’s denotan la composición de g con las proyecciones naturales
correspondientes.

Ahora, supongamos que todos nuestros esquemas están definidos sobre
un cuerpo fijo k perfecto. Sea π : U → Y una envolvente. Los productos
fibrados

Um = U ×Y · · · ×Y U (m+ 1− veces,m ≥ 0)

forman un esquema simplicial U• y

U• → Y

es un hiperrecubrimiento propio en el sentido de ([De3], sec. 5.3).
La teoŕıa de descenso cohomológico ([De3], sec. 5.3) nos proporciona

una sucesión espectral

Ep,q
1 = Hq(Up,Q`(j)) =⇒ Hp+q(Y ,Q`(j)),

para todo ` 6= char(k) y todo j ∈ Z.
Ahora aplicaremos las ideas de la teoŕıa del descenso cohomológico a la es-

tratificación canónica asociada a la fibra especial Y del modelo estrictamente
semiestable X de nuestra variedad X (ver def 3.2.2).

Más en general, si Y es una variedad reducida sobre k tal que todos sus
estratos YI son lisos sobre k (ver notación de la def. 3.3.4), se tiene que
π : Y (1) → Y define una envolvente tal que todos los productos fibrados

Y (1)
m = Y (1) ×Y · · · ×Y Y (1) (m+ 1− veces,m ≥ 0)

son variedades lisas sobre k (ver [Ku1], sec. 5.15).
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Aśı, se tienen sucesiones exactas

CHj(Y
(1)
1 )

p1∗−p2∗−→ CHj(Y
(1))

π∗−→ CHj(Y )→ 0,

0→ CHj(Y )
π∗−→ CHj(Y (1))

p∗1−p∗2−→ CHj(Y
(1)
1 )

y la teoŕıa del descenso cohomológico nos proporciona la sucesión espectral
de los pesos

Ep,q
1 = Hq(Y

(1)

p ,Q`(j)) =⇒ Hp+q(Y ,Q`(j)),

para todo ` 6= char(k) y todo j ∈ Z.
La filtración asociada W• sobre H i(Y ,Q`(j)) se llama filtración de los

pesos geométrica.
De acuerdo con ([Ito1], sec. 2.2), la noción de peso considerada cuando

k es un cuerpo finito puede generalizarse al caso en que k es un cuerpo
pequeño (ver def. 1.1.5) de forma que, si los Y

(1)
m son lisos y proyectivos sobre

k (perfecto), los Hq(Y
(1)

p ,Q`(j)) son puros de peso q − 2j en el sentido de
([De5], sec. 1.2). Es más, dado que las diferenciales dr : Ep,q

r → Ep+r,q−r+1
r

son aplicaciones entre Gk-estructuras de pesos diferentes para r ≥ 2, se sigue
que dr = 0 para todo r ≥ 2 y por lo tanto que la sucesión espectral degenera
en E2. La filtración es independiente de la envolvente ya que coincide con la
dada por el Frobenius (ver [De3])

En el caso que la sucesión espectral degenere en E2, la filtración sobre
H2j(Y ,Q`(j)) tiene pesos 6 0 y

E0,q
2 = Ker(Hq(Y

(1)
,Q`(j))

d0,q

−→ Hq(Y
(1)

1 ,Q`(j))),

de donde se obtiene la sucesión exacta

0→ GrW0 H
2j(Y ,Q`(j)) −→ H2j(Y

(1)
,Q`(j))

d0,2j

−→ H2j(Y
(1)

1 ,Q`(j)).

Finalmente, la dualidad entre la homoloǵıa y la cohomoloǵıa étale respeta la
filtración por el peso y por lo tanto (después de dualizar) se tiene la sucesión
exacta siguiente

H2j(Y
(1)

1 ,Q`(−j))→ H2j(Y
(1)
,Q`(−j))→ GrW0 H2j(Y ,Q`(−j))→ 0 (∗)

La respectiva filtración W• sobre H2j(Y ,Q`(−j)) tiene pesos ≥ 0 y satis-
face

H2j(Y ,Q`(−j))Gk ⊆ W0H2j(Y ,Q`(−j)) ∼= GrW0 H2j(Y ,Q`(−j)).
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Observación 4.5.3. Si el cuerpo k no es pequeño, un argumento parecido
al de ([Ito1], sec. 2.2) nos permite ver que los resultados anteriores siguen
siendo ciertos. En efecto:

1) Existe un cuerpo pequeño k̂ ⊆ k donde Y e Y (1) están definidas y una

variedad Ŷ
bk cuya envolvente aún está definida sobre k̂ y cuyas componentes

satisfacen las mismas propiedades que las de Y , de forma que Ŷ
bk ⊗bk k = Y .

2) Si k′ = {α ∈ k|αpn ∈ k̂}, entonces k′ es perfecto y pequeño (ya que

k′|k̂ es puramente inseparable).

3) Para Y ′ = Ŷ
bk⊗bkk′, la respectiva sucesión espectral degenera en E2. Más

aún, dado que se tienen isomorfismos naturales como Q`-espacios vectoriales
(pero no como Gk-módulos) que respetan las diferenciales dr:

Hq(Y ′(1)
p ,Q`(j)) ∼= Hq(Y

(1)

p ,Q`(j))

Hp+q(Y ′,Q`(j)) ∼= Hp+q(Y ,Q`(j)),

se sigue que la sucesión espectral

Ep,q
1 = Hq(Y

(1)

p ,Q`(j)) =⇒ Hp+q(Y ,Q`(j))

también degenera en E2.

• Diremos que una variedad proyectiva Z sobre k satisface la propiedad
(BT), si la acción de Gk sobre H2j(Z,Q`(−j)) es semisimple y el morfismo
ciclo `-ádico (` 6= char(k)) induce un isomorfismo:

CHj(Z)Q`

cl`,Z

−̃→ H2j(Z,Q`(−j))Gk .

Esta propiedad debeŕıa ser cierta en un cuerpo finito para toda variedad lisa y
proyectiva (ver obs. 2.7.1(iv)) y será cierta para las variedades que usaremos
en el cap. 5.

Proposición 4.5.4. Sea k cuerpo perfecto y sea Y una variedad proyectiva
sobre k. Supongamos que para algún primo ` 6= char(k), Y (1) y Y

(1)
1 satisfacen

la propiedad (BT). Entonces, Y satisface:

CHj(Y )Q`

cl`,Y

−̃→ H2j(Y ,Q`(−j))Gk .

Demostración: Bajo estas condiciones todos los Y
(1)
m son lisos y pro-

yectivos sobre k y estamos en la situación de descenso cohomológico descrita
anteriormente para el primo ` 6= char(k). Aśı, se tiene la sucesión exacta (*):

H2j(Y
(1)

1 ,Q`(−j))→ H2j(Y
(1)
,Q`(−j))→ GrW0 H2j(Y ,Q`(−j))→ 0
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y dado que GrW0 H2j(Y ,Q`(−j)) es un cociente de H2j(Y
(1)
,Q`(−j)), se tiene

que la acción de Gk sobre GrW0 H2j(Y ,Q`(−j)) también es semisimple (ver
conj. de semisimplicidad, sec. 2.7). Luego, dado que la acción de Gk sobre
cada uno de los grupos de (*) es semisimple, al coger fijos por Gk se obtiene
la sucesión exacta siguiente

H2j(Y
(1)

1 ,Q`(−j))Gk → H2j(Y
(1)
,Q`(−j))Gk

π∗−→ H2j(Y ,Q`(−j))Gk → 0.

Por otro lado, recordando las propiedades de exactitud del producto ten-
sorial, de la sucesión exacta de grupos de homoloǵıa de Chow, se tiene

CHj(Y
(1)
1 )Q`

p1∗−p2∗−→ CHj(Y
(1))Q`

π∗→ CHj(Y )Q`
→ 0.

Finalmente, combinando estas sucesiones exactas y teniendo en cuenta la
unicidad del morfismo ciclo, se obtiene el diagrama conmutativo siguiente:

CHj(Y
(1)
1 )Q`

p1∗−p2∗−→ CHj(Y
(1))Q`

π∗−→ CHj(Y )Q`
→ 0

o ↓ cl
`,Y

(1)
1

o ↓ cl`,Y (1) ↓ cl`,Y
H2j(Y

(1)

1 )(−j)Gk −→ H2j(Y
(1)

)(−j)Gk
π∗−→ H2j(Y )(−j)Gk → 0

que induce el diagrama conmutativo

0→ Ker(π∗) → CHj(Y
(1))Q`

π∗−→ CHj(Y )Q`
→ 0

o ↓ o ↓ cl`,Y (1) ↓ cl`,Y
0→ Ker(π∗) → H2j(Y

(1)
,Q`(−j))Gk

π∗−→ H2j(Y ,Q`(−j))Gk → 0

a partir del cual se deduce el isomorfismo buscado. �
Finalizaremos esta sección relacionando los ciclos homólogos a cero con

nuestro morfismo reducción cX .
Sea K un cuerpo de caracteŕıstica cero. Sea X variedad lisa y proyectiva

sobre K con un modelo estrictamente semiestable como en la sec. 4.1.
Recordemos que el subgrupo de ciclos homólogos a cero en CHj(X)

se define como

CHj
hom(X) := Ker(CHj(X) −→

∏
`

H2j(X,Q`(j)))

donde el producto recorre todos los números primos `.

Corolario 4.5.5. Sea X variedad lisa y proyectiva sobre K con un modelo
estrictamente semiestable. Bajo las hipótesis de la prop. 4.5.4 para la fibra
especial Y , se tiene la inclusión

CHj
hom(X)Q ⊆ Ker(cX ⊗Q).
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Demostración: Primero observemos que del hecho de ser X lisa y pro-
yectiva sobre K, se tiene (ver obs. 3.2.6):

CHj(X) ∼= CHd−j(X)

y
H2j(X,Q`(j)) ∼= H2d−2j(X,Q`(j − d))

para todo primo `.
En particular, para el primo ` 6= char(k) que satisface las hipótesis de la

prop. 4.5.4; el teo. 2.6.2 nos da el diagrama conmutativo siguiente:

CHj(X)Q = CHd−j(X)Q
cl`,X−→ H2d−2j(X,Q`(j − d)) = H2j(X,Q`(j))

↓σ⊗Q ↓spH

CHd−j(Y )Q
cl`,Y−→ H2d−2j(Y ,Q`(j − d)).

Ahora, sea α ∈ CHj
hom(X)Q. Observemos que para este primo ` 6= car(k),

se tiene

α ∈ Ker(CHj(X)Q
cl`,X−→ H2j(X,Q`(j)))

y del diagrama conmutativo anterior, se sigue que

0 = spH ◦ cl`,X(α) = cl`,Y ◦ (σ ⊗Q)(α).

Pero por la demostración del teo. 4.2.6, podemos ver cX(α) = σ(α) como
elemento de CHd−j(Y ) y Aśı,

cl`,Y ◦ (σ ⊗Q)(α) = cl`,Y ◦ (cX ⊗Q)(α),

de donde,
(cX ⊗Q)(α) ∈ Ker(cl`,Y ).

Finalmente, por la prop. 4.5.4, se tiene

Ker(cl`,Y ) ⊆ Ker(CHd−j(Y )Q`

cl`,Y ⊗Q`

−̃→ H2d−2j(Y ,Q`(j − d))Gk) = {0}. �

Observación 4.5.6. (i) En realidad se ha demostrado que para el primo
` 6= char(k):

Ker(CHj(X)Q
cl`,X−→ H2j(X,Q`(j))) ⊆ Ker(cX ⊗Q).

(ii) Más adelante (ver cor. 5.4.6) veremos que, bajo ciertas hipótesis más
restrictivas, se tiene:

Ker(cl`,X ⊗Q`) = Ker(cX ⊗Q`).



Caṕıtulo 5

Reducción degenerada.

5.1. Variedades lineales.

En esta sección trabajaremos con variedades cuyas componentes (y sus
intersecciones) tienen grupos de Chow finitamente generados. También nos
interesaremos en variedades que tienen cohomoloǵıas lo más sencillas po-
sibles en el sentido de que, por ejemplo, sus cohomoloǵıas étales de orden
impar son triviales y las de orden par están generadas por ciclos algebraicos.
Similarmente para la cohomoloǵıa cristalina.

Sea k un cuerpo. Denotemos por k una clausura algebraica de k.

Definición 5.1.1. Sea Y una variedad lisa y proyectiva sobre k. Diremos
que Y es CH-lineal si CHj(Y ) es un grupo abeliano finitamente generado
para todo j ≥ 0.

Observación 5.1.2. Observemos que esta definición implica que CHj(Y )Q
es un Q-espacio vectorial de dimensión finita para todo j ≥ 0.

Proposición 5.1.3. Sea Y una variedad lisa y proyectiva sobre k. Supon-
gamos que CHj(Y ) es finitamente generado para un cierto j ≥ 0. Entonces,
existe una λ extensión finita de k tal que si Yλ = Y ×k Spec(λ), el homomor-
fismo (Gysin) natural

CHj(Yλ)/tors→ CHj(Y )/tors

es un isomorfismo.

En particular, si Y es CH-lineal, el resultado se cumple para una misma
extensión finita λ de k y para todo j ≥ 0.

77
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Demostración: Primero observemos que si k′ es una extensión finita
de k, a partir del diagrama fibrado:

Yk′
f→ Y

↓ ↓
Spec(k′) → Spec(k)

se tiene que la composición

CHj(Y )
f∗→ CHj(Yk′)

f∗→ CHj(Y )

coincide con el morfismo multiplicación por n,

·[n] : CHj(Y )→ CHj(Y )

con n = [k′ : k] (ver sec. 2.1). Aśı, Ker(f ∗) ⊆ Ker(·[n]) el subgrupo de
elementos de n-torsión de CHj(Y ).

Ahora, sean [Z1], ..., [Zr] los generadores de CHj(Y ). Observemos que
cada Zi está definida sobre una extensión finita ki de k en k. Sea λ =

∏r
i=1 ki

la composición de los cuerpos ki ∀1 ≤ i ≤ r, la cual es una extensión finita
de k.

Denotemos por Zi la variedad Zi vista en Yi = Y ×k Spec(ki).
Del diagrama fibrado

Y
f→ Yλ

fi→ Yi
↓ ↓ ↓

Spec(k) → Spec(λ) → Spec(ki),

y del hecho de que f ∗(f ∗i [Zi]) = [Zi], se sigue que el homomorfismo

CHj(Yλ)
f∗→ CHj(Y )

es exhaustivo. Si denotamos por [̂·] las clases módulo torsión, tenemos que el

morfismo inducido f̂ ∗ también es exhaustivo:

CHj(Yλ)
f∗→ CHj(Y )

↓ ↓

CHj(Yλ)/tors
bf∗→ CHj(Y )/tors.

Ahora, si [̂W ] ∈ Ker(f̂ ∗), entonces f ∗([W ]) es de torsión y por lo tanto existe
m ∈ Z tal que

f ∗(m[W ]) = mf ∗([W ]) = 0.
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Pero esta última igualdad se cumple en alguna extensión finita de λ, digamos
λ′, y aśı (por lo demostrado en la primera parte) m[W ] ∈ Ker(·[n]) para
n = [λ′ : λ].

De esto se sigue que [W ] es de torsión y por lo tanto [̂W ] = 0.
La afirmación final se sigue del hecho de que sólo hay un número finito

de grupos de Chow que no son cero. �
Sea k un cuerpo perfecto de caracteŕıstica p ≥ 0. Denotemos por k una

clausura algebraica de k.
Si p > 0, denotaremos por W (k) el anillo de vectores de Witt de k y por L

su cuerpo de cocientes. Recordemos que la acción del Frobenius sobre L(−j)
está dada por la acción del Frobenius sobre W (k) multiplicada por pj.

Definición 5.1.4. Sea Y variedad lisa y proyectiva sobre k y ` un número
primo. Si ` 6= p, diremos que Y es `-cohomológicamente lineal si para
todo i ≥ 0, se tiene:

H i(Y et,Q`) ∼=

{
Qnj

` (−j), si i = 2j par

0, si i impar.

para algún nj ∈ N con acción de Gk inclúıda.
Si ` = p > 0, diremos que Y es p-cohomológicamente lineal si para

todo i ≥ 0, se tiene:

H i
cris(Y /W (k))⊗W (k) L

∼=

{
Lnj(−j), si i = 2j par

0, si i impar.

para alguna nj ∈ N con acción del Frobenius inclúıda.

Ejemplo 5.1.5. (i) El espacio proyectivo Pnk y productos fibrados de Pnk sa-
tisfacen tanto la CH-linealidad como la linealidad cohomológica.

(ii) Variedades tóricas lisas y proyectivas sobre k satisfacen CH-linealidad
y linealidad cohomológica.

(iii) Sea Y sobre k tal que dimY = 1. Entonces, Y es CH-lineal si, y sólo
si, Y es una curva de género cero:

La necesidad se sigue del hecho de que si Y es una curva de género g ≥ 1,
entonces se tiene la sucesión exacta

0→ Jac(Y )(k)→ CH1(Y )→ Z.

Pero, Jac(Y )(k) no es finitamente generado, ya que

Jac(Y )(k)[n] ' (Z/nZ)2g
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para todo n primo con p y por lo tanto Jac(Y )(k)tors tiene infinitos puntos.
El rećıproco es inmediato.

(iv) Las variedades lineales de Jannsen (ver [Ja2], 14.6, 14.7) que son
proyectivas son `-cohomológicamente lineales para todo primo `.

Lema 5.1.6. Sea k un cuerpo perfecto. Sea Y una variedad lisa y proyectiva
sobre k que es CH-lineal. Supongamos que para algún número primo ` 6= p y
para todo j ≥ 0, se satisface que

H2j+1(Y,Q`) = 0

y que el morfismo ciclo es exhaustivo

CHj(Y )Q`

cl`,Y

� H2j(Y ,Q`(j))

y compatible con la acción de Gk. Entonces, Y es `-cohomológicamente lineal.

Demostración: Observemos que la propiedad de ser CH-lineal implica
que, para todo j > 0, CHj(Y )Q`

es un Q`-espacio vectorial de dimensión
finita nj. Por lo tanto

Qnj

` (−j) ∼= CHj(Y )⊗Q`(−j)
cl`,Y

� H2j(Y ,Q`)

con acción de Galois compatible y aśı H2j(Y ,Q`) es un cociente de Qnj

` (−j),
de donde se sigue el resultado. �

Observación 5.1.7. Se tiene lo mismo para la cohomoloǵıa cristalina en el
caso ` = p > 0.

Sea k un cuerpo perfecto de caracteŕıstica p > 0. Denotemos por W (k)
el anillo de vectores de Witt de k y por K0 el cuerpo de cocientes de W (k).
Sea σ : W (k) −→ W (k) el Frobenius inducido por el Frobenius sobre k.

Recordemos que si Y es una variedad sobre k, el Frobenius absoluto

F : Y → Y

está definido como la identidad sobre el espacio topológico base y por a 7→ ap

sobre el haz estructural OY (ver [Ch], sec. 2.4). Luego, por funtorialidad, F
induce un morfismo σ-lineal

F : H∗(Y )→ H∗(Y )

sobre toda cohomoloǵıa de Weil en Y . Ejemplos de tales cohomoloǵıas para
Y lisa y proyectiva sobre k son la cohomoloǵıa cristalina H i

cris(Y/W )⊗W K0

y la cohomoloǵıa étale H i(Y ,Q`) para todo ` 6= p.
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Proposición 5.1.8. Sea Y variedad lisa y proyectiva sobre k = Fq con q =
ps. Si Y es `-cohomológicamente lineal para algún primo `, entonces lo es
para todo número primo.

Demostración: Observemos que en este caso tenemos un endomorfis-
mo σ-lineal

F s : H∗(Y )→ H∗(Y )

sobre las cohomoloǵıas cristalina y étale de Y , ∀`′ 6= p. Más aún, de [De4],
se tiene que el polinomio

Pi(t) = det(I − F s · t|H i
cris(Y /W (k))⊗ L)

es igual al polinomio caracteŕıstico asociado a la cohomoloǵıa `′-ádica, para
todo `′ 6= p, es decir,

Pi(t) = det(I − F s · t|H i(Y ,Q`′))

que tiene coeficientes enteros independientes de `′, ∀`′ 6= p.
En particular, utilizando el polinomio caracteŕıstico asociado al primo `

para el cual Y es `-cohomológicamente lineal, se tiene

Pi(t) =

{
(1− qjt)nj , si i = 2j par

1, si i impar.

De lo cual se sigue que Y es `′-cohomológicamente lineal para todo número
primo `′. �

Observación 5.1.9. (i) La prop. 5.1.8 nos dice que si k es finito, podemos
hablar de variedades cohomológicamente lineales a secas sin hacer referencia
al primo `.

(ii) De hecho, se tienen las igualdades:

bi = dimQ`
H i(Y ,Q`) = dimLH

i(Y /W (k))⊗ L

independientemente del primo `. Y por lo tanto, si k = k, que Y sea `-
cohomológicamente lineal es equivalente a que b2i+1 = 0,∀i independiente-
mente de `.

5.2. Reducción totalmente degenerada.

Muchas de las suposiciones hechas en los teoremas de secciones anteriores
pueden resumirse en el concepto de “reducción totalmente degenerada”(ver
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[R-X1]) que nos lleva a interesantes conclusiones sobre las filtraciones en la
cohomoloǵıa.

Sea k cuerpo perfecto de caracteŕıstica p > 0, W (k) el anillo de vectores
de Witt de k y K0 = Frac(W (k)). Denotemos por k una clausura algebraica
de k y por L = Frac(W (k)).

Sea Y variedad proyectiva sobre k de dimensión d que supondremos re-
ducida y sean Yi, ∀i ∈ Σ = {1, ..., t} sus componentes irreducibles. Más
aún, supongamos que para cada subconjunto no vaćıo I ⊆ Σ, los esquemas
teóricos YI = ∩j∈IYj son lisos sobre k.

Denotamos Y I = YI ×k Spec(k).
Definición 5.2.1. (ver [R-X1], def. 1) Diremos que Y es totalmente de-
generada sobre k si para todo ∅ 6= I ⊆ Σ se satisface:

(a) Los Y I ’s son CH-lineales e Y satisface la propiedad (ii) de la def.
3.3.4.

(b) Dado ` 6= p, los grupos H2j+1(Y I ,Q`) = 0 y el morfismo ciclo induce
isomorfismos

CHj(Y I)⊗Z Q`

cl`,Y I' H2j(Y I ,Q`(j))

compatibles con la acción de Gk.
(c) Los grupos de cohomoloǵıa cristalina H2j+1

cris (Y I/W (k)) ⊗ L = 0 y el
morfismo ciclo induce isomorfismos

CHj(Y I)⊗Z L(−j)
clY I' H2j

cris(Y I/W (k))⊗ L

donde el twist por −j significa la acción del Frobenius multiplicada por pj.
(d) Y es ordinaria, es decir, Hr(Y ,Bωs) = 0,∀r, s donde Bω denota el

subcomplejo de formas exactas del complejo logaŕıtmico de De Rham.

Observación 5.2.2. (i) Y satisface la propiedad (i) de la def. 3.3.4. Esto se
sigue del correspondiente teorema en cohomoloǵıa étale `-ádica (ver [De5]) y
de la biyectividad del morfismo ciclo en (b) (ver obs. 2.7.1(iii)).

(ii) La condición (c) implica el isomorfismo (ver [R-X1], obs. 1):

CHj(YI)⊗Z K0(−j) ' H2j
cris(YI/W (k))⊗K0.

(iii) Si Y I es ordinario en el sentido usual para todo I ∈ Σ (es decir, si
Hr(Y I , dΩ

s) = 0,∀r, s), entonces Y satisface la propiedad (d) de la def. 5.2.1
(ver [R-X1], def. 1(d)).

Si las aplicaciones naturales

CHj(YI)→ CHj(Y I)

son isomorfismos módulo torsión para todo I ⊆ Σ, diremos que Y es total-
mente degenerada split.
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Observación 5.2.3. (i) La prop. 5.1.3 nos asegura que, después de pasar
a una extensión finita λ de k, toda variedad totalmente degenerada es total-
mente degenerada split.

(ii) Para los grupos abelianos finitamente generados T ij (Y )’s constrúıdos

en la sec. 3.3, la obs. anterior nos dice que T ij (Y )/tors ∼= T ij (Yλ)/tors para
todo par i, j ∈ Z. Es más, se sigue que para esta misma extensión λ de k,
Gλ actúa trivialmente sobre todos los T ij (Y )Q’s (ver sec. 2.7).

(iii) Dado que los T ij (Y )’s son finitamente generados, existe un subgrupo
abierto de ı́ndice finito H ≤ Gk tal que H actúa trivialmente sobre todos
ellos. Por lo tanto, después de pasar a una extensión finita de k, podemos
suponer que los T ij (Y )′s son grupos abelianos finitamente generados con una
acción trivial de Gk.

Definición 5.2.4. Sea K un cuerpo completo respecto a una valoración dis-
creta con cuerpo residual k de caracteŕıstica p > 0. Sea X una variedad
lisa y proyectiva sobre K de dimensión d. Diremos que X tiene reducción
totalmente degenerada si existe un modelo regular X sobre S que es es-
trictamente semiestable y tal que su fibra especial Y es totalmente degenerada
sobre k.

Observación 5.2.5. (i) Lo que pensamos debe reflejar que una variedad
tenga “reducción totalmente degenerada” es la propiedad de ser CH-lineal.
Sin embargo, hasta el momento no hemos sido capaces de demostrar que esta
propiedad implica las otras de la def. 5.2.1. Estas otras propiedades nos sirven
para construir redes enteras independientes de ` (las T ’s), relacionarlas con
las cohomoloǵıas y probar la conjetura de monodromı́a-peso.

(ii) Pasar a una extensión finita λ de k como en la obs. 5.2.3, corresponde
a hacer una extensión finita y no-ramificada L de K, que a su vez corresponde
a hacer una extensión finita étale, R′ de R, de anillos locales. Más aún, de
([Ha], obs. 2.2.1 y [dJ], lema 2.13), se tiene que XR′ = X ⊗RR′ es un modelo
estrictamente semiestable de XL con reducción Yλ = X ⊗R λ totalmente
degenerada split.

(iii) Recordemos que la acción de GK sobre los T ij (Y )’s es a través del
cociente GK/IK = Gk. Luego, después de pasar a una extensión finita y
no-ramificada de K, podemos suponer que:

T ij (Y )Q = T ij (Y )Q

con acción trivial de GK para todo par i, j ∈ Z,

Ejemplo 5.2.6. (i) Si todos los YI ’s son variedades tóricas lisas y proyecti-
vas, entonces Y es totalmente degenerada sobre k (ver [FMSS], [Ku2], [Il1]).
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(ii) Toda variedad abeliana A sobre K tal que el modelo de Nerón sobre
R tiene por fibra especial un toro split es de reducción totalmente degenerada
(ver [Ku1]).

(iii) Productos de curvas de Mumford y otras variedades con uniformiza-
ción p-ádica (como las variedades modulares de Drinfeld y algunas variedades
de Shimura unitarias) son de reducción totalmente degenerada (ver [Rap],
[Va]).

5.3. Monodromı́a-peso.

A lo largo de toda esta sección K será un cuerpo completo respecto a
una valoración discreta con anillo de valoración R y cuerpo residual k de
caracteŕıstica p ≥ 0. Denotemos por K una clausura separable de K y por
Knr la máxima extensión no ramificada deK enK. Observemos que el cuerpo
residual k de Knr es una clausura separable de k. Sea GK = Gal(K/K) el
grupo de Galois absoluto de K y IK = Gal(K/Knr) el subgrupo de inercia.

Observemos que si π es un elemento uniformizante de K y ` 6= p un
número primo, la pro-`-parte de IK se identifica de forma canónica con
Z`(1) := lim←−µ`n(K) a través del morfismo exhaustivo:

t` : IK → Z`(1)

g 7−→ (
g(π1/`n)

π1/`n
)n.

Consideremos X una variedad lisa y proyectiva sobre K y

ρ : GK −→ GL(V`)

la representación `-ádica asociada a la cohomoloǵıa étale V` := Hn(X,Q`).
En este caso, el teorema de monodromı́a de Grothendieck ([SGA VII,I]) nos
asegura que existe un subgrupo I1 ⊂ IK y una aplicación nilpotente, llamada
operador de monodromı́a, (ver sec. 1.5):

N : Hn(X,Q`)(1)→ Hn(X,Q`)

tal que ρ(g) = exp(N ◦ t`(g)),∀g ∈ I1. El operador N tiene orden de nilpo-
tencia n (ver sec. 1.4 y [Il1], cor. 3.4).

La respectiva filtración asociada, llamada filtración de monodromı́a
M•, es la única filtración creciente que satisface (ver prop. 1.4.1.):

i) NMiV`(1) ⊆Mi−2V`.
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ii) Nk induce un isomorfismo:

Nk : GrMk V`(k)
∼→ GrM−kV`.

De su construcción se sigue que IK actúa trivialmente sobre los cocientes
graduados GrMj y que (V`)

IK ⊆M0 (ver prop. 1.5.1).
Ahora, sean S = Spec(R), η = Spec(K), s = Spec(k) y i, j las inclusiones

respectivas (ver sec. 2.5).
Asumamos que X tiene reducción estrictamente semiestable (es decir, que

cumple la sup. 3.2.5). Consideremos el diagrama conmutativo siguiente:

Y s
i−→ X S

j←− Xη

↓ ↓ ↓
Ŷ
bs

bi−→ X̂
bS

bj←− X̂
bη

↓ ↓ ↓
Ys

i−→ XS
j←− Xη

donde η̂ = Spec(Knr), Ŝ es la normalización de S en η̂ y î, ĵ las inclusiones
respectivas. De manera similar, se definen η, S, i y j para K.

Recordemos que el complejo de “haces evanescentes.está definido por:

RΨQ` := i
∗
Rj∗Q`.

Este complejo puede considerarse como un objeto en D+(Y ×sη,Q`), la cate-
goŕıa derivada de Q`-módulos sobre Y con acción continua de GK compatible
con la de Gk (observemos que también podemos considerar RΨQ` como un
objeto en la categoŕıa derivada D+(Y ,Q`[IK ]) de haces de Q`-módulos con
acción continua de IK). Por definición, tenemos:

i∗Rj∗Q` = RΓ(GK , RΨ(Q`)), î∗Rĵ∗Q` = RΓ(IK , RΨ(Q`)).

Observemos que H i+j(Y ,RΨQ`) = H i+j(X,Q`) y que la (segunda) sucesión
espectral asociada a este complejo sobre H i+j(Y ,RΨQ`) (conocida como su-
cesión espectral de los ciclos evanescentes) se escribe como

′Ei,j
2 = H i(Y ,RjΨ(Q`))⇒ H i+j(X,Q`).

Un estudio más detallado nos permite ver que IK actúa trivialmente sobre
los haces de cohomoloǵıa del complejo RΨQ`,

RqΨ(Q`) = i
∗
Rqj∗Q`

que son haces sobre Y con una acción continua de GK que es compatible con
la acción del cociente Gk = GK/IK sobre Y .
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Más aún, si T ∈ IK es tal que t`(T ) genera a Z`(1) y T̂ es el generador
de Z`(−1) dual de T , el homomorfismo definido por

N = logT ⊗ T̂ : RΨQ`[d]→ RΨQ`(−1)[d],

es nilpotente con orden de nilpotencia d = dimX, conmuta con la acción
de GK (ver [Il1], sec. 3.7) y es tal que si W• es la filtración de monodromı́a
asociada a N , se tiene

NWi ⊆ Wi−2(−1).

Más aún, si
am : Y (m) −→ Y, m ≥ 1

son las proyecciones naturales, se tienen isomorfismos canónicos:⊕
k≥max{0,−i}

a2k+i+1∗Q`(−i− k)[−i− 2k]
∼→ GrWi RΨQ`

compatibles con la acción de Gk. La filtración W• y los isomorfismos ante-
riores son independientes de la elección de T (ver [Sa], prop. 2.2.3).

Ahora, dado que X → S es propio, estos isomorfismos inducen sobre
H i+j(Y ,RΨQ`) = H i+j(X,Q`) la sucesión espectral siguiente:

Ei,j
1 = H i+j(Y ,GrW−iRΨQ`)⇒ H i+j(X,Q`),

compatible con la acción deGK y donde los términos E1’s pueden re-escribirse
como (ver [Sa], cor. 2.2.4):

Ei,j
1 = H i+j(Y ,

⊕
k≥max{0,i}

a2k−i+1∗Q`(i− k)[i− 2k])

=
⊕

k≥max{0,i}

Hj+2i−2k(Y
(2k−i+1)

,Q`(i− k)).

Aśı, la sucesión espectral anterior puede re-escribirse en la forma

Ei,j
1 =

⊕
k≥max{0,i}

Hj+2i−2k(Y
(2k−i+1)

,Q`(i− k))⇒ H i+j(X,Q`).

Esta sucesión, conocida como la sucesión espectral de los pesos (ver
[R-Z], Satz 2.10, [Il1], 3.8) es GK-equivariante y relaciona las cohomoloǵıas
étales de la fibra especial y de la fibra genérica del modelo X . De acuerdo
con [Ito1], (ver obs. 5.3.1(iv) más adelante), esta sucesión espectral degenera
siempre en E2 sin imponer restricción alguna sobre el cuerpo residual k.
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Llamaremos filtración de los pesos aritmética a la respectiva filtración
obtenida y la denotaremos por W•.

Más aún, las aplicaciones di1 : Ei,j
1 → Ei+1,j

1 pueden escribirse expĺıcita-
mente en términos de morfismos restricción y morfismos Gysin. A saber,

di1 =
∑

k≥max{0,i}

(δ2k−i∗ + δ∗2k−i+1),

donde
δm∗ : Hq(Y

(m+1)
,Q`)→ Hq+2(Y

(m)
,Q`(1))

es suma alternada de morfismos Gysin y

δ∗m : Hq(Y
(m)
,Q`)→ Hq(Y

(m+1)
,Q`)

es suma alternada de morfismos pull-back (ver [Sa], prop. 2.2.6).
También se tiene que la acción de la monodromı́a N sobre Hn(X,Q`) es

la inducida a partir de la aplicación natural N : Ei,j
1 (1)→ Ei+2,j−2

1 que es la
identidad en los sumandos iguales y cero en los sumandos diferentes (como
la monodromı́a de la sec. 3.3), y que satisface

N i : E−i,j
1 (i)

∼→ Ei,j−2i
1

para todo i, j. Finalmente, observemos que

N : Hn(Y ,RΨQ`) −→ Hn(Y ,RΨQ`(−1))

y por lo tanto
NWi ⊆ Wi−2(−1).

Observación 5.3.1. (i) Observemos que W• depende de la existencia de un
modelo estrictamente semiestable. Sin embargo, en el caso general, hay una
forma de definir una “filtración por el peso”sobre V` donde la palabra “pe-
so”tiene el sentido usual que en cuerpos finitos siempre y cuando impongamos
algunas restricciones sobre el cuerpo k. Por ejemplo (ver [Ito1], sec. 2.2), si
k es un cuerpo pequeño (ver def. 1.1.5), siempre es posible encontrar una
Z-algebra finitamente generada B contenida en k tal que k sea una extensión
puramente inseparable del cuerpo de fracciones Frac(B). En este caso, se
dice que una representación `-ádica continua ρ de Gal(k/k) tiene peso j si ρ
proviene (por un cambio de base) de un haz `-ádico liso F sobre un abierto
denso U ⊂ Spec(B) y F tiene peso j en el sentido usual (ver [De3]). Recor-
demos que esto último quiere decir que para todo punto cerrado s ∈ U , los
valores propios del Frobenius geométrico en s actuando sobre Fs son enteros
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algebraicos tales que todos sus conjugados complejos tienen norma |κ(s)|j/2,
donde κ(s) denota el cuerpo residual en s.

La definición no depende de B,U,F y por las conjeturas de Weil (ver
[De5]), para una variedad Y lisa y propia sobre k, la cohomoloǵıa Hj(Y ,Q`)
tiene peso j en este sentido.

(ii) Para X variedad lisa y proyectiva sobre K con cuerpo residual k
pequeño se define la filtración por el peso W ′

• sobre Hn(X,Q`) (ver [Ito1],
sec. 2.2) como la única filtración creciente tal que la acción de IK sobre los
graduados GrW

′
j factoriza a través de un cociente finito y, después pasar a

una extensión finita de K, Gk actúa sobre GrW
′

j con peso j.

(iii) En el caso en que X tenga reducción estrictamente semiestable y k
sea como en (ii), las conjeturas de Weil implican que cada Ei,j

1 tiene peso
j + 2i − 2k − 2(i − k) = j y por tanto que la filtración W• = W ′

• sobre
Hn(X,Q`). Lo cual garantiza la existencia de W ′

• en este caso.

(iv) De acuerdo con ([Ito1], sec. 4 y prop. 5.1) la sucesión espectral de
los pesos degenera siempre en E2 para cualquier cuerpo k. El argumento
consiste en pasar a un esquema Z estrictamente semiestable sobre un anillo
B de valoración discreta completo con Frac(B) cuerpo pequeño de tal forma
que X y Z tienen la misma fibra especial geométrica.

La conjetura de monodromı́a-peso nos asegura la coincidencia de las res-
pectivas filtraciones salvo un desplazamiento en los ı́ndices ([De1], [De2], [Il1],
[Il2]):

Conjetura 5.3.2. (Monodromı́a-peso): Sea X variedad lisa y proyectiva so-
bre K con reducción estrictamente semiestable. Para V` = Hn(X,Q`) con
` 6= p, se tiene: Mi = Wi+n para todo i ∈ Z.

Proposición 5.3.3. Sea X variedad lisa y proyectiva sobre K con reducción
estrictamente semiestable. Supongamos que la reducción Y satisface las pro-
piedades (a) y (b) de la def. 5.2.1 para algún número primo ` 6= p. Entonces,
X satisface la conjetura 5.3.2 y para los graduados asociados respectivos, se
tiene:

GrM−iH
n(X,Q`) ∼=

{
T ij (Y )⊗Q`(−j), si i ≡ n(mod2)

0, en otro caso

como Gk-módulos.

Demostración: A partir de la obs. 5.2.5(ii), podemos reducirnos al
caso de reducción semiestable split y suponer que Ci

j(Y )⊗Q = Ci
j(Y )⊗Q.
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Luego, los términos de la sucesión espectral de los pesos, como Gk-módulos,
se reducen a (ver definiciones de la sec. 3.3):

Ei,2j
1 =

⊕
k≥max{0,i}

H2j+2i−2k(Y (2k−i+1),Q`(i− k)) ∼= Ci
j(Y )⊗Q`(−j)

y

Ei,2j+1
1 = 0

y por lo tanto,

GrW2jH
i+2j(X,Q`) = Ei,2j

2
∼= T ij (Y )⊗Q`(−j)

y

GrW2j+1H
i+2j+1(X,Q`) = Ei,2j+1

2 = 0.

Dado que nuestra filtración satisface NWi ⊆ Wi−2(−1), para demostrar la
conjetura de monodromı́a-peso basta probar que el operador de monodromı́a
N induce isomorfismos:

N i : E−i,2j+2i
2 (i)

∼−→ Ei,j
2

para todo i ≥ 0 y todo j ∈ Z.

Observemos que si Y satisface (ii) de la def. 3.3.4, entonces (bajo nuestras
hipótesis) Y también la satisface. Luego, de acuerdo con ([R-Z], cap. 2), y
teniendo en cuenta los isomorfismos anteriores, se tiene que la aplicación
entre los graduados:

GrW2jH
i+2j(X,Q`)(1)

N−→ GrW2j−2H
i+2+2(j−1)(X,Q`)

coincide con el operador N ⊗Q` definido en la sec. 3.3:

T ij (Y )Q`

N⊗Q`−→ T i+2
j−1(Y )Q`

y por lo tanto (ver teo. 3.3.7) se sigue que

T−ij+i(Y )⊗Q`(−j)
N i⊗Q`(−j)−→ T ij (Y )⊗Q`(−j)

|o |o
GrW2(j+i)H

2j+i(X,Q`)(i) GrW2jH
i+2j(X,Q`)

es un isomorfismo para todo i ≥ 0 y todo j ∈ Z. �
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5.4. Teorema principal.

En esta sección estudiaremos algunas de las consecuencias que este tipo
de variedades tienen sobre el morfismo ciclo.

Recordemos que para todo ` 6= p, el morfismo ciclo `-ádico

cl`,X : CHj(X) −→ H2j(X,Q`(j))

induce un morfismo

cl`,X ⊗Q` : CHj(X)Q`
−→ H2j(X,Q`(j))

α⊗ λ 7→ λ · cl`,X(α)

que también tiene imagen en H2j(X,Q`(j))
GK .

El teorema siguiente nos da una descripción más expĺıcita de esta imagen:

Teorema 5.4.1. Sea K un cuerpo completo respecto a una valoración discre-
ta. Sea X una variedad lisa y proyectiva sobre K con reducción estrictamente
semiestable. Supongamos que la reducción Y satisface las propiedades (a) y
(b) de la def. 5.2.1. Entonces, si es necesario después de pasar a una exten-
sión finita y no-ramificada de K, se tiene una aplicación natural:

Im(cl`,X⊗Q`)
pr

GrM
0

� prGrM
0

(Im(cl`,X⊗Q`))
ρ−1

↪→ Ker(T 0
j (Y )Q`

N⊗Q`−→ T 2
j−1(Y )Q`

),

para todo ` 6= p, donde ρ es el isomorfismo de la prop. 5.3.3. Más aún, si
el cuerpo residual k es pequeño, entonces prGrM

0
es un isomorfismo sobre

Im(cl`,X ⊗Q`).

Demostración: Primero observemos (ver obs. 5.2.5(iii)) que si pasamos
a una extensión finita y no-ramificada de K podemos considerar que todos
los T ij ’s son grupos abelianos finitamente generados con acción trivial de GK

y que T ij (Y )Q = T ij (Y )Q.
Para todo ` 6= p, la prop. 5.3.3 nos proporciona la filtración de mono-

dromı́a en H2j(X,Q`(j)) siguiente:

· · · ⊆Mi(j) ⊆Mi+1(j) ⊆ · · ·

y nos describe sus cocientes graduados.
Más aún, la prop. 1.5.1 nos dice que

H2j(X,Q`(j))
GK = M0(j)

GK ⊆ KerN ⊆M0(j),

de donde, al coger graduados, se obtienen las inclusiones siguientes:

prGrM
0

(Im(cl`,X ⊗Q`)) ⊆ prGrM
0

(M0(j)
GK ) ⊆ prGrM

0
(KerN) ⊆ GrM0 .
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Ahora, del cor. 1.4.6, se tiene

prGrM
0

(KerN) ' P0,` := Ker(GrM0 (1)
N→ GrM−2)

y el isomorfismo de la prop. 5.3.3 nos dice que

P0,`

ρ−1

' Ker(T 0
j (Y )Q`

N⊗Q`−→ T 2
j−1(Y )Q`

),

ya que las aplicaciones entre los graduados coinciden con el operador N ⊗Q`

definido entre los T ′s en la sec. 3.3 (ver [R-Z], cap.2).
Para la segunda parte, dado que

prGrM
0

(M0(j)
GK ) =

M0(j)
GK

M0(j)GK ∩M−2(j)
=

M0(j)
GK

M−2(j)GK
,

basta demostrar
M−2(j)

GK = 0.

Pero dado que k es pequeño, se tiene

Q`(i)
GK =

{
Q`, si i = 0

0, si i 6= 0.

Por lo tanto, si para todo i ≥ 1 cogemos fijos por GK en la sucesión exacta
que define el graduado GrM−2i,

0→M−2i−2(j)→M−2i(j)→ GrM−2i
∼= T 2i

j−i(Y )⊗Q`(i)→ 0,

se obtiene M−2i−2(j)
GK = M−2i(j)

GK , ya que los T ’s son grupos abelianos
finitamente generados con acción trivial de GK .

Finalmente, la afirmación se sigue del hecho que M−2i(j) = 0 para i
suficientemente grande. �

Observación 5.4.2. Consideraciones más finas (ver [R-X2], def. 2) nos
dicen que si

K̂∗(`) := lim←−K
∗/K∗`n

es la `-completación del grupo K∗ (` 6= p), entonces debe existir un morfismo

T 0
jQ`

N`−→ T 2
j−1Q`

⊗ K̂∗(`)

tal que
N ⊗Q` = ν` ◦ N`,

donde ν` es la valoración `-ádica sobre K̂∗(`) y un isomorfismo

M0(j)
GK ∼= Ker(T 0

jQ`

N`−→ T 2
j−1Q`

⊗ K̂∗(`)).
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Lema 5.4.3 (Künnemann). Sea X → Spec(R)) propio de tipo finito y sean
X = X ⊗RK, Y = X ⊗R k las fibras genérica y especial, respectivamente. Se
tiene el diagrama conmutativo siguiente:

Hj(Y ,Q`)
∩[Y ]−→ H2d−j(Y ,Q`)

↓coespH
↑spH

Hj(X,Q`)
∩[X]−→ H2d−j(X,Q`).

donde spH es el morfismo especialización y cospH el morfismo coespecializa-
ción.

Demostración: Primero observemos que del diagrama:

Hj(Y ,Q`) × H2d−j(Y ,Q`) −→ H2d(Y ,Q`)
↓coespH

↓coespH
↓coespH

Hj(X,Q`) × H2d−j(X,Q`) −→ H2d(X,Q`)

se deduce
coespH(α) ∪ coespH(β) = coespH(α ∪ β)

para todo α ∈ Hj(Y ,Q`) y β ∈ H2d−j(Y ,Q`). Ahora, dado que (por defi-
nición) el morfismo especialización es el dual del morfismo coespecialización
respecto del apareamiento no-degenerado de la propiedad (2), sec. 2.6, se
tiene:

spH ◦ (coespH(α) ∩ [X])(β) = trX(coespH(α) ∪ coespH(β))

= trX(coespH(α ∪ β)).

Por lo tanto, basta demostrar que el diagrama siguiente conmuta:

H2d(Y ,Q`)
trY−→ Q`(−d)

↓coespH
↗trX

H2d(X,Q`)

es decir, que trX(coespH(γ)) = trY (γ) para todo γ ∈ H2d(Y ,Q`). Pero esto
último se sigue del hecho de que el morfismo traza

trX ∈ Hom(H2d(X,Q`),Q`(−d)) = H2d(X,Q`(−d))

coincide con el elemento [X] ∈ H2d(X,Q`(−d)) y de que (ver [Ku1], teo. 5.8):

spH([X]) = [Y ]. �



5.4. TEOREMA PRINCIPAL. 93

Observemos que nuestro morfismo reducción (ver def. 4.2.1)

cX : CHj(X)→ Ker(N : T 0
j → T 2

j−1)

define de manera natural un morfismo

CHj(X)Q`

cX⊗Q`−→ Ker(T 0
j ⊗Q`

N⊗Q`→ T 2
j−1 ⊗Q`).

El siguiente teorema (que es el teorema principal de esta memoria) relaciona
el morfismo reducción cX con el morfismo ciclo `-ádico.

Teorema 5.4.4. Sea X una variedad lisa y proyectiva sobre K con reduc-
ción estrictamente semiestable. Supongamos que la reducción Y satisface las
propiedades (a) y (b) de la def. 5.2.1. Entonces, para todo ` 6= p, se tiene:

prGrM
0

(cl`,X ⊗Q`)(α) = ρ ◦ (cX ⊗Q`)(α), ∀α ∈ CHj(X)Q`

donde ρ es el isomorfismo de la prop. 5.3.3. Más aún, si el cuerpo residual
k es pequeño, la proyección prGrM

0
es un isomorfismo sobre Im(cl`,X ⊗ Q`),

por el teo. 5.4.1.

Demostración: Primero observemos que basta demostrar el teorema
sobre una extensión finita y no-ramificada L de K. Esto es debido al hecho de
que XL también verifica las hipótesis del teorema y a que todos los morfismos
involucrados en él son invariantes bajo cambios de base no-ramificados.

Más aún, por la obs. 5.2.5, podemos suponer que todos los T ij ’s son grupos

abelianos finitamente generados con acción trivial de GK y que T ij (Y )Q =
T ij (Y )Q.

En segundo lugar, observemos que ambos miembros de la igualdad definen
elementos de un mismo conjunto: para el miembro de la izquierda, tenemos
que

(cl`,X ⊗Q`)(α) ∈ Im(cl`,X ⊗Q`) ⊆M0(j)
GK

y por lo tanto (teo. 5.4.1),

prGrM
0

(cl`,X ⊗Q`)(α) ∈ GrM0 .

De manera similar, para el miembro de la derecha, se tiene

(cX ⊗Q`)(α) ∈ Ker(T 0
j (Y )Q`

N⊗Q`−→ T 2
j−1(Y )Q`

)

y por lo tanto ρ ◦ (cX ⊗Q`)(α) ∈ GrM0 , donde ρ es el isomorfismo de la prop.
5.3.3,

T 0
j (Y )Q`

ρ

−̃→ GrM0 H
2j(X,Q`(j)).
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(I) Comencemos por calcular el miembro derecho de la igualdad, a saber
ρ ◦ (cX ⊗Q`)(α).

Recordemos que el teo. 4.2.6 nos dice que

(σ⊗Q`)(α) = (cX⊗Q`)(α) ∈ CHj(Y )Q`

CHj(Y )Q`
∩ Im(δj−1,1 ⊗Q`)

↪→ Ker(T 0
jQ`

N⊗Q`−→ T 2
j−1Q`

),

y la prop. 5.3.3, que el isomorfismo

T 0
j (Y )⊗Q`

ρ

−̃→ E0,2j
2 (j) = GrM0 H

2j(X,Q`(j))

viene inducido a través de los isomorfismos ciclo del diagrama siguiente:

CHj−1(Y (2))Q`

δj−1,1⊗Q`−→ CHj(Y (1))Q`

θj,1⊗Q`−→ CHj(Y (2))Q`

o ↓ cl`,Y (2) o ↓ cl`,Y (1) o ↓ cl`,Y (2)

H2j−2(Y
(2)
,Q`(j − 1))

δ1∗−→ H2j(Y
(1)
,Q`(j))

δ∗1−→ H2j(Y
(2)
,Q`(j)).

Luego, recordando que CHj(Y ) = Ker(θj,1), se tiene

cl`,Y (1)(CHj(Y )Q`
) = Ker(δ∗1) = H2j(Y ,Q`(j)) ⊆ H2j(Y

(1)
,Q`(j))

y
cl`,Y (1)(CHj(Y )Q`

∩ Im(δj−1,1 ⊗Q`)) ⊆ Im(δ1∗),

de lo cual se sigue que ρ ◦ (σ ⊗ Q`)(α) no es más que la clase del elemento
cl`,Y (1) ◦ (σ ⊗Q`)(α) en el cociente

H2j(Y
(1)
,Q`(j))

Im(δ1∗)
⊆ E0,2j

2 (j).

(II) Ahora calculemos el miembro izquierdo de la igualdad, a saber, el
elemento prGrM

0
(cl`,X ⊗Q`)(α).

Recordemos que

prGrM
0

(cl`,X ⊗Q`)(α) = prGrW
2j

(cl`,X ⊗Q`)(α)

donde W• es la filtración de los pesos aritmética asociada a la sucesión es-
pectral de los pesos

Ep,q
1 = Hp+q(Y ,GrW−pRΨQ`)⇒ H2j(X,Q`)

que degenera en E2.
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Por otro lado, como consecuencia de la igualdad M• = W•+2j dada por
la prop. 5.3.3, se tiene que la sucesión espectral de los ciclos evanescentes

′E2j,0
2 = H2j(Y ,R0Ψ(Q`)(j)) =⇒ H2j(X,Q`(j))

degenera en ′E3 y que la filtración final inducida sobreH2j(X,Q`(j)) coincide
con la filtración por los núcleos F 2j−r = Ker(N r+1) (ver [Il1], prop. 3.10).

Aśı, el morfismo coespecialización

H2j(Y ,Q`(j))
coespH−→ H2j(Y ,RΨQ`(j)) = H2j(X,Q`(j))

(que no es más que el morfismo inducido por la aplicación entre los haces

Q` = R0Ψ(Q`) −→ RΨ(Q`),

o lo que es lo mismo, por el homomorfismo lateral

′E2j,0
2 = H2j(Y ,R0Ψ(Q`)(j))�

′ E2j,0
∞ )

factoriza a través de ′E2j,0
∞ (j) =′ E2j,0

3 (j) = Gr2j
F = Ker(N) y por lo tanto

H2j(Y ,Q`(j))
coespH

� Ker(N) ⊆ H2j(X,Q`(j)).

Más aún, dado que (ver prop. 1.5.1)

(cl`,X ⊗Q`)(α) ∈ H2j(X,Q`(j))
GK = M0(j)

GK ⊆ Ker(N),

se sigue que

(cl`,X ⊗Q`)(α) = coespH(γ)

para algún γ ∈ H2j(Y ,Q`(j)) y por lo tanto

prGrW
2j

(cl`,X ⊗Q`)(α) = prGrW
2j
◦ coespH(γ).

Observemos que la composición que deseamos calcular

H2j(Y ,Q`(j))
coespH

� Ker(N) ⊆M0(j) = W2j(j)

pr
GrW

2j

� GrW2j

se obtiene a nivel de haces de la manera siguiente:
Del complejo de Cěch aumentado

C• = (0→ Q`,Y → a1∗Q` → a2∗Q` → · · · → aq∗Q` → · · · )
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donde Q`,Y está en grado −1 y las aplicaciones (ver pág. 86)

GrW1 RΨQ` = a2∗Q`(−1)[−1]
⊕

a4∗Q`(−2)[−3]
⊕
· · ·

↓ ∂1 ↘ ↘
GrW0 RΨQ` = a1∗Q`

⊕
a3∗Q`(−1)[−2]

⊕
· · ·

↓ ∂0 ↓ ↓
GrW−1RΨQ` = a2∗Q`[−1]

⊕
a4∗Q`(−1)[−3]

⊕
· · ·

se obtienen las inclusiones de haces

Q`,Y = Ker(a1∗Q` → a2∗Q`) ↪→ Ker(∂0) ↪→ GrW0 RΨQ`

↓
Ker(∂0)
Im(∂1)

que, a nivel de cohomoloǵıas, inducen la composición que deseamos calcular:

′E2j,0
2 (j) = H2j(Y ,Q`(j)) ↪→ Ker(E0,2j

1 (j)
d01→ E1,2j

1 (j))� E0,2j
2 (j) = GrW2j (a)

donde

E0,2j
2 (j) =

Ker(E0,2j
1 (j)

d01→ E1,2j
1 (j))

Im(E−1,2j
1 (j)

d−1
1→ E0,2j

1 (j))

y

E1,2j
1 (j) = H2j+1(Y ,GrW−1RΨQ`(j)),

E0,2j
1 (j) = H2j(Y ,GrW0 RΨQ`(j)),

E−1,2j
1 (j) = H2j−1(Y ,GrW1 RΨQ`(j)).

Para entender la composición en (a), recordemos que los isomorfismos canóni-
cos de la sec. 5.3 (pág. 86) nos permiten escribir

E−1,2j
1 (j) = H2j−2(Y

(2)
,Q`(j − 1))⊕ · · · ,

E0,2j
1 (j) = H2j(Y

(1)
,Q`(j))⊕ · · · ,

E1,2j
1 (j) = H2j(Y

(2)
,Q`(j))⊕ · · ·

donde las diferenciales di1 están dadas por sumas alternadas de morfismos res-
tricción y morfismos Gysin (ver sec. 5.3). No es dif́ıcil ver que las restricciones

de tales diferenciales a H2j(Y
(1)
,Q`(j)) ⊆ E0,2j

1 (j) están dadas por

δ∗1 : H2j(Y
(1)
,Q`(j))→ H2j(Y

(2)
,Q`(j))
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y

δ1∗ : H2j−2(Y
(2)
,Q`(j − 1))→ H2j(Y

(1)
,Q`(j)).

Más aún, dado que

H2j(Y ,Q`(j)) = Ker(δ∗1) ↪→ Ker(d0
1) ↪→ E0,2j

1 (j),

se deduce que (a) está dada por la composición siguiente:

H2j(Y ,Q`(j)) ↪→ H2j(Y
(1)
,Q`(j))

pr
�

H2j(Y
(1)
,Q`(j))

Im(δ1∗)
.

Aśı, se tiene
prGrW

2j
◦ coespH(γ) = pr(γ),

para algún γ ∈ H2j(Y ,Q`(j)).
Ahora observemos que los isomorfismos ciclo:

CHj(YI)Q`

cl`,YI

−̃→ H2j(Y I ,Q`(j)), para todo I ⊆ Σ, j ≥ 0,

nos aseguran que la acción de Gk sobre las cohomoloǵıas de Y (1) e Y (2) es
trivial y por lo tanto inducen el diagrama conmutativo siguiente:

CHj−1(Y (2))Q`

δj−1,1⊗Q`−→ CHj(Y (1))Q`
−→ CHd−j(Y )Q`

→ 0
o ↓ cl`,Y (2) o ↓ cl`,Y (1) ↓ cl`,Y

H2j−2(Y
(2)
,Q`(j − 1))

δ1∗−→ H2j(Y
(1)
,Q`(j))→ W0H2d−2j(Y ,Q`(j − d))→ 0

donde W0 hace referencia a la filtración de los pesos geométrica sobre la
homoloǵıa H2d−2j(Y ,Q`(j − d)) (ver sec. 4.5). Luego, se tiene

H2j(Y
(1)
,Q`(j))

Im(δ1∗)
= W0H2d−2j(Y ,Q`(j − d))

Por otro lado (recordando que en nuestro caso ∩[X] es un isomorfismo),
del diagrama conmutativo del lema 5.4.3:

H2j(Y ,Q`(j))
coespH−→ H2j(X,Q`(j))

↓ ↘ ∩[Y ] ↓spH

H2j(Y
(1)
,Q`(j))

pr
� H2d−2j(Y ,Q`(j − d)),

se tiene
pr(γ) = spH ◦ coespH(γ) = spH ◦ (cl`,X ⊗Q`)(α)
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y del diagrama conmutativo del teo. 2.6.2:

CHj(X)Q`

cl`,X⊗Q`−→ H2j(X,Q`(j))
↓σ⊗Q`

↓spH

CHd−j(Y )Q`

cl`,Y ⊗Q`−→ H2d−2j(Y ,Q`(j − d))
que

spH ◦ (cl`,X ⊗Q`)(α) = cl`,Y ◦ (σ ⊗Q`)(α)

para toda α ∈ CHj(X).
Finalmente, observemos que cl`,Y ◦ (σ⊗Q`)(α) no es más que la clase de

cl`,Y (1) ◦ (σ ⊗Q`)(α) en el cociente

H2j(Y
(1)
,Q`(j))

Im(δ1∗)
= W0H2d−2j(Y ,Q`(j − d))

y por lo tanto, de (I), se concluye que

ρ ◦ (cX ⊗Q`)(α) = cl`,Y ◦ (σ ⊗Q`)(α). �

Por último, tenemos los siguientes:

Corolario 5.4.5. Bajo las hipótesis del teo. 5.4.4, para el morfismo ciclo
`-ádico ( ` 6= p):

cl`,X : CHj(X) −→ H2j(X,Q`(j)),

se tiene
Im(ρ−1 ◦ prGrM

0
◦ cl`,X) ⊆ T 0

j ,

y por lo tanto la aplicación ρ−1 ◦ prGrM
0
◦ cl`,X es independiente del primo `.

Corolario 5.4.6. Bajo las hipótesis del teo. 5.4.4 y k pequeño, se tiene

Ker(cl`,X ⊗Q`) = Ker(cX ⊗Q`).

5.5. Cohomoloǵıa de De Rham.

En esta sección usaremos las propiedades (c) y (d) de la def. 5.2.1 para
obtener nueva información sobre la monodromı́a, las filtraciones y los gra-
duados de estas para nuestras variedades.

Empecemos recordando algunos conceptos sobre las formas diferenciales
en un esquema.

Dado un esquema S y un S-esquema X, existe sobre X un único complejo
de haces Ω∗

X/S, llamado complejo de De Rham relativo de X sobre S,

de manera que para todo abierto af́ın U = Spec(K) de S y todo abierto af́ın
V = Spec(A) de X sobre U , se tiene Γ(V,Ω∗

X/S) = Ω∗
A/K .
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Definición 5.5.1. Sea X un esquema propio y liso sobre K. Se define la
cohomoloǵıa de De Rham de X como la hipercohomoloǵıa del complejo
de De Rham Ω•

X/K:

H∗
DR(X/K) := H∗(X,Ω•

X/K).

La primera sucesión espectral de hipercohomoloǵıa

Ei,j
1 = Hj(X,Ωi

X/K)⇒ H i+j
DR(X/K)

se llama sucesión espectral de Hodge y la respectiva filtración final ob-
tenida Fil•, filtración de Hodge sobre Hn

DR(X/K).
Esta filtración es decreciente y está dada por (ver [Il3], cor. 2.6(c)):

Fili = Hn(X,Ω≥i
X/K)

donde Ω≥i
X/K denota el complejo:

Ω≥i
X/K : · · · → 0→ 0→ Ωi

X/K︸ ︷︷ ︸
i

d→ Ωi+1
X/K

d→ Ωi+2
X/K

d→ · · ·

Dado queX es propio sobreK y losOX-módulos Ωi
X/K son coherentes, los

K-espacios vectoriales Hj(X,Ωi
X/K) son de dimensión finita. Si denotamos

por hi,j = dimKH
j(X,Ωi

X/K), entoncesHn
DR(X/K) es un K-espacio vectorial

de dimensión finita, digamos bn y de la sucesión espectral se tiene

bn ≤
∑
i+j=n

hi,j.

Observación 5.5.2. Recordemos que si K es de caracteŕıstica cero, la su-
cesión espectral de Hodge degenera en E1 (ver [Oes]). En este caso, para los
graduados asociados se tiene:

GriF il(H
n
DR(X/K)) ∼= Hn−i(X,Ωi

X/K).

Ahora consideremos el caso en que k es un cuerpo perfecto de caracteŕısti-
ca p > 0. Sea W (k) el anillo de vectores de Witt de k, K0 = Frac(W ) y
K una extensión finita y totalmente ramificada de K0. Denotemos por σ el
Frobenius absoluto sobre K0 y sobre k.

Definición 5.5.3. (ver [Pe-R], sec. 2) un (Φ, N)-módulo filtrado sobre K
es un K0-espacio vectorial D dotado de un isomorfismo σ-lineal Φ, un endo-
morfismo (nilpotente) N que satisface

NΦ = pΦN

y tal que el K-espacio vectorial DK = K ⊗K0 D tiene una filtración por
K-subespacios vectoriales Di

K que es decreciente, exhaustiva y separada.
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Denotaremos por K0(i) el (Φ, N)-módulo filtrado dado por K0, Φ(1) =
pi · 1, K0(i)

i
K = K0(i), K0(i)

i+1
K = {0}.

Si D es un (Φ, N)-módulo filtrado, se define D(i) = D ⊗K0(i) donde el
producto tensorial se considera dentro de la categoŕıa de los (Φ, N)-módulos
filtrados.

Recordemos que si X es un modelo (estrictamente) semiestable de X,
entonces la cohomoloǵıa log-cristalina de la fibra especial, denotada por
Hn(Y ×/W (k)×)⊗W K0 (ver [H-K]), es un K0-espacio vectorial que tiene una
estructura natural de (F,N)-módulo dada por el Frobenius F (que es un
isomorfismo σ-lineal) y la monodromı́a N (que es un endomorfismo nilpoten-
te) que satisfacen NF = pFN. La tercia (Hn(Y ×/W (k)×) ⊗K0, F,N) sólo
depende del esquema X ⊗R/M2 sobre R/M2.

Más aún, para K de caracteŕıstica cero, se tiene un isomorfismo canónico
(ver [H-K]):

ρπ : Hn(Y ×/W (k)×)⊗K0 K
∼→ Hn

DR(X/K)

que depende de la elección de un uniformizante π de R, de manera que si
u ∈ R∗, entonces

ρπu = ρπ ◦ exp(log(u)N)

donde el operador K-lineal inducido por N sobre Hn(Y ×/W (k)×)⊗K0 K se
sigue denotando con la misma letra. Por lo tanto, el isomorfismo ρπ más que
depender de π, depende de logπ (ver prop. 1.2.4 y def. 1.2.5 ).

Sin embargo, el operador K-lineal ρπ ◦N ◦ ρ−1
π sobre Hn

DR(X/K) es inde-
pendiente de la elección de π (ver [H-K], teo. 5.1). Aśı, a través del isomorfis-
mo ρπ podemos inducir de forma canónica una estructura de (F,N)-módulo
filtrado sobre Hn(Y ×/W (k)×)⊗W K0, donde la filtración sobre el K-espacio
vectorial Hn(Y ×/W (k)×)⊗K0 K es la dada por ρ−1

π (Fil•).

Observación 5.5.4. Observemos que en Hn
DR(X/K), la filtración Fil• y la

monodromı́a ρπ ◦ N ◦ ρ−1
π no dependen de π, pero el Frobenius ρπ ◦ F ◦ ρ−1

π

śı. Por otro lado, en Hn(Y ×/W (k)×)⊗K0 K, la monodromı́a y el Frobenius
no dependen de π, pero la filtración ρ−1

π (Fil•) śı.

Respecto a la acción de N sobre la filtración ρ−1
π (Fil•), tenemos la si-

guiente:

Definición 5.5.5. Diremos que la filtración ρ−1
π (Fil•) satisface la transver-

salidad de Griffiths si:

N(ρ−1
π (Fili)) ⊆ ρ−1

π (Fili−1), ∀0 ≤ i ≤ n.
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5.6. Reducción Ordinaria.

En esta sección deduciremos algunas consecuencias de las propiedades (c)
y (d) de la def. 5.2.1.

Recordemos que si X es una variedad lisa y proyeciva sobre K con un
modelo estrictamente semiestable cuya reducción Y es ordinaria (ver def.
5.2.1(d)), entonces se tiene la sucesión espectral de las pendientes:

Ei,j
1 = Hj(Y,Wωi)(−i)⇒ H i+j(Y ×/W (k)×),

que degenera en E1 y, por consiguiente, la descomposición canónica como
F -módulo:

Hn(Y ×/W (k)×) ∼=
⊕
i+j=n

Hj(Y,Wωi)(−i)

donde Hj(Y,Wωi)(−i) denota la parte de pendiente i. De esta descomposi-
ción obtenemos la filtración por las pendientes decrecientes

F j(Hn(Y ×/W×)) :=
n⊕
i=j

Hn−i(Y,Wωi)(−i)

y la filtración por las pendientes crecientes

Uj(H
n(Y ×/W×)) :=

j⊕
i=0

Hn−i(Y,Wωi)(−i).

que claramente son opuestas (ver def. 1.3.7).

Aśı, tenemos cuatro filtraciones sobre Hn(Y ×/W (k)×)⊗K0 K:

- La filtración de Hodge ρ−1
π (Fil•) dada a través del isomorfismo ρπ.

(ver final sec. 5.5).

- La filtración por las pendientes decrecientes F • ⊗K0 K que es la
inducida por la respectiva filtración en Hn(Y ×/W×).

- La filtración por las pendientes crecientes U• ⊗K0 K que es la
inducida por la respectiva filtración en Hn(Y ×/W×).

- La filtración de monodromı́a M• inducida por el operador nilpotente
N (ver final sec. 5.5).

Ejemplo 5.6.1. Sea K una extensión finita de Qp. Consideremos una curva
eĺıptica de Tate con reducción totalmente degenerada

E = K∗/qZ, 0 < |q| < 1.
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Si denotamos por Y la fibra especial de un modelo estrictamente semies-
table de E, se tiene la descomposición:

H1(Y ×/W×) ∼= H1(Y,Wω0)⊕H0(Y,Wω1)(−1).

A partir de esta descomposición podemos calcular las filtraciones por las
pendientes

F 0 = H1 ⊇ F 1 = H0(Y,Wω1)(−1) ⊇ {0}
y

U1 = H1 ⊇ U0 = H1(Y,Wω0) ⊇ {0}.
De acuerdo con ([Pe-R], sec. 3.5) podemos escoger una base {e0, e1} de

H1 donde
H1(Y,Wω0) =< e0 >,

H0(Y,Wω1)(−1) =< e1 >

y tal que

F (e0) = e0, F (e1) = pe1, N(e0) = 0, N(e1) = ν(q)e0.

En este caso, se tiene:

M1 = H1 ⊇M−1 = Ker(N) = H1(Y,Wω0) ⊇ {0}.
Por lo tanto, la filtración de monodromı́a sólo recupera la información

sobre la valoración de q pero no la de su logaritmo. Para ello, hemos de
considerar la filtración de Hodge ρ−1

π (Fil•).
De acuerdo con ([Pe-R], sec. 3.5), la extensión definida por

0 −→ K0(1)
i−→ H1(Y ×/W×)⊗K0

p−→ K0 −→ 0

se corresponde con la pareja (logπ(q), ν(q)) bajo el isomorfismo (que depende
de la elección de π)

ExtMFst(K0(1), K0)
∼→ K ×Qp

x 7→ (logπ(x), ν(x))

y la filtración de Hodge viene dada por:

ρ−1
π (Fil0) = H1 ⊇ ρ−1

π (Fil1) =< e1 − logπ(q)e0 >⊇ {0}.

Luego, es la filtración de Hodge la que recupera logπ(q). Finalmente, ob-
servemos que

Fil• = F • ⇔ logπ(q) = 0
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y si q = (1+u)ξπn con π = m
√
p, 1+u ∈ Ker(R∗ → k∗) y ξ ráız de la unidad

de orden primo con p, se tiene

logπ(q) = 0⇔ logπ(1 + u) = 0⇔ u = 0⇔ q = ξπn.

Dado que la monodromı́a sobre Hn
DR(X/K) es independiente del unifor-

mizante π escogido (ver final sec. 5.5), trabajaremos en Hn
DR(X/K) en lugar

de Hn(Y ×/W (k)×)⊗K0 K. Seguiremos llamando a la correspondiente filtra-
ción inducida sobre Hn

DR(X/K) a través del isomorfismo ρπ,

U• := ρπ(U• ⊗K)

la filtración por las pendientes crecientes, la cual claramente depende de la
elección de π.

Lema 5.6.2. Sea K una extensión finita de Qp. Sea X variedad lisa y pro-
yectiva sobre K con un modelo estrictamente semiestable cuya reducción Y
satisface la propiedad (d) de la def. 5.2.1. Entonces, las filtraciones U• y Fil•

son opuestas, es decir,

Ui−1

⊕
Fili = Hn

DR(X/K), para todo 0 ≤ i ≤ n

Demostración: De ([Il3], cor. 2.7 (a)), sabemos que la cohomoloǵıa éta-
le p-ádica Hn(X,Qp) es ordinaria en el sentido de ([Pe-R], 1.2) y semiestable.
También, por el resultado principal de ([Ts], pág. 235) sobre la conjetura Cst,
se tiene un isomorfismo de (Φ, N)-módulos filtrados:

Hn(Y ×/W (k)×) ∼= Dst(H
n(X,Qp))

donde la filtración sobre Hn(Y ×/W (k)×) es la inducida por ρπ. Ahora, dado
que K|Qp es finita, se tiene que Dst lleva representaciones p-ádicas ordinarias
a (Φ, N)-módulos filtrados ordinarios (ver [Pe-R], teo. 1.5) y por lo tanto que
Hn(Y ×/W (k)×) es ordinario. Finalmente, (ver [Pe-R], pág. 187), se tiene la
descomposición:

Hn(Y ×/W (k)×)⊗K0 K = ρ−1
π (Fili)⊕ (

⊕
j<i

D
[j]
K )

= ρ−1
π (Fili)⊕ (Ui−1)K ,

ya que Ui−1 es la parte de pendiente ≤ i− 1. �

Observación 5.6.3. La única parte de la demostración del teo. anterior
donde se utiliza la hipótesis K|Qp finita es en la aplicación del teo. 1.5 de
[Pe-R] que nos asegura que Dst lleva representaciones p-ádicas ordinarias a
(Φ, N)-módulos filtrados ordinarios. Pensamos que éste último resultado es
cierto para cualquier cuerpo K completo de caracteŕıstica cero con cuerpo
residual perfecto de caracteŕıstica p > 0, pero no lo sabemos demostrar.
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El lema anterior nos permite hacer la siguiente:

Definición 5.6.4. Sea K una extensión finita de Qp. Sea X variedad lisa
y proyectiva sobre K con un modelo estrictamente semiestable cuya reduc-
ción Y satisface la propiedad (d) de la def. 5.2.1. A partir de las filtraciones
opuestas U• y Fil• sobre Hn

DR(X/K), definimos los subespacios vectoriales:

T i,n−iK := Ui ∩ Fili

para todo i ∈ {0, ..., n}.

Observemos que estos subespacios dependen del uniformizante π.

Corolario 5.6.5. Bajo las condiciones de la def. 5.6.4, para todo i ∈ {0, ..., n},
se tienen isomorfismos naturales

GrUi (Hn
DR)

∼←− T i,n−iK

∼−→ GriF il(H
n
DR) ∼= Hn−i(X,Ωi

X/K).

Demostración: Para la filtración creciente U• (resp. filtración decre-
ciente Fil•), el lema 5.6.2 nos asegura que

Ui = Ui−1 ⊕ (Ui ∩ Fili), ∀0 ≤ i ≤ n

(resp. Fili = (Fili ∩Ui)⊕ Fili+1, ∀0 ≤ i ≤ n)

a partir de lo cual se obtienen los isomorfismos correspondientes. �

Observación 5.6.6. Observemos que

Ui =
i⊕

j=0

T j,n−jK

y

Fili =
n⊕
j=i

T j,n−jK =
n−i⊕
j=0

T n−j,jK .

Nuestro siguiente objetivo será comparar la filtración M• inducida por
el operador de monodromı́a N sobre Hn

DR(X/K) y la filtración por las pen-
dientes crecientes U•. Es aqúı donde necesitaremos la prop. (c) de la def.
5.2.1.

Recordemos que por ser Y proyectiva sobre k, se tiene la sucesión espectral
de Mokrane (ver [Mo], 3.23):

Ei,j
1 (Y ) =

⊕
k≥max{0,i}

Hj+2i−2k
cris (Y (2k−i+1)/W (k))(i− k)⇒ H i+j(Y ×/W (k)×)
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y que como W (k)-módulos con un Frobenius, se tiene un isomorfismo canóni-
co:

H i+j(Y ×/W (k)×) ∼= H i+j(Y
×
/W (k)×)Gk

Es más, la respectiva sucesión espectral de Mokrane para Y :

Ei,j
1 (Y ) =

⊕
k≥max{0,i}

Hj+2i−2k
cris (Y

(2k−i+1)
/W (k))(i− k)⇒ H i+j(Y

×
/W (k)×)

es compatible con la acción de Galois de Gk y la anterior sucesión espectral
para Y es canónicamente isomorfa a su parte Gk-invariante (ver [R-X1], pág.
18).

Ahora, si Y también satisface la propiedad (c) de la def. 5.2.1, se tiene
que la sucesión espectral de Mokrane degenera en E2 (ver [R-X1], cor. 3) y
que la filtración obtenida induce la filtración de monodromı́a M• de forma
que

GrM−iH
i+2j(Y

×
/W (k)×)⊗ L ∼= T ij (Y )⊗ L(−j)

y GrM−iH
i+2j+1(Y

×
/W (k)×)⊗ L = 0.

Más aún, de ([R-X1], cor. 4, sec. 5) se tiene que las filtraciones U• y
M• sobre Hn(Y ×/W (k)×) ⊗W K0 coinciden salvo un desplazamiento de los
ı́ndices:

Uj(H
n(Y

×
/W (k)×))⊗ L = M2j−n(H

n(Y
×
/W (k)×))⊗ L

= M2j−n+1(H
n(Y

×
/W (k)×))⊗ L

y que lo mismo se cumple si se reemplaza Y por Y y se hace tensor con K0.
Aśı, lo anterior nos dice que la filtración de monodromı́aM• sobreHn

DR(X/K)

es reducida (ver def. 1.5.4) y por lo tanto, para la filtración asociada M̃• (ver
obs. 1.5.5), se tiene:

Uj = M̃j, para todo 0 ≤ j ≤ n.

Más aún, comparando los graduados asociados se tiene la siguiente relación
con las estructuras enteras construidas en la sec. 3.3:

Corolario 5.6.7. Sea K una extensión finita de Qp. Sea X variedad lisa y
proyectiva sobre K con un modelo estrictamente semiestable cuya reducción
Y satisface las propiedades (c) y (d) de la def. 5.2.1. Entonces, se tienen
isomorfismos naturales:

T n−2j
j (Y )⊗K ∼= Gr

fM
j (Hn

DR) = GrUj (Hn
DR) ∼= T j,n−jK .
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Proposición 5.6.8. Sea una extensión finita de Qp. Sea X una variedad lisa
y proyectiva sobre K con un modelo estrictamente semiestable cuya reducción
Y satisface las propiedades (c) y (d) de la def. 5.2.1. Si la filtración inducida
por ρπ sobre la cohomoloǵıa log-cristalina de Y satisface la transversalidad
de Griffiths (ver def. 5.5.5), entonces el operador de monodromı́a

N : Hn
DR(X/K) −→ Hn

DR(X/K)

factoriza como

N =
⊕
j≥0

Nj

donde
Nj := N|T j,n−j : T j,n−jK −→ T j−1,n−j+1

K

coincide con el morfismo inducido por la monodromı́a sobre los graduados
correspondientes

N : Gr
fM
j → Gr

fM
j−1

bajo los isomorfismos naturales del cor. 5.6.5.

Demostración: De la igualdad Uj = M̃j y la obs. 5.6.6, se tiene que

Hn
DR(A/K) = M̃n =

n⊕
j=0

T j,n−j.

Luego, basta demostrar que N(T j,n−jK ) ⊆ T j−1,n−j+1
K .

Dado que el operador de monodromı́a satisface (ver obs. 1.5.5):

NM̃j ⊆ M̃j−1,

el problema se reduce a probar que N(Filj) ⊆ N(Filj−1). Pero esto último
se deduce del hecho de que la filtración ρ−1

π (Fil•) satisface la transversalidad
de Griffiths sobre la cohomoloǵıa log-cristalina de Y .

La coincidencia de Nj con la monodromı́a sobre el graduado Gr
fM
j se sigue

del cor. 5.6.7 y de la conmutatividad del diagrama siguiente:

0 0
↓ ↓

{0} −→ M̃j−1
N−→ M̃j−2 ←− {0}

↓ ↓ ↓ ↓
T j,n−jK −→ M̃j

N−→ M̃j−1 ←− T j−1,n−j+1
K

↘ o ↓pr1 ↓pr2 o ↙
Gr

fM
j

N−→ Gr
fM
j−1

�



Caṕıtulo 6

Toros anaĺıticos y curvas de
Mumford.

Toda variedad abeliana A de dimensión g sobre C es anaĺıticamente iso-
morfa a un cociente de la forma (C∗)g/M donde M es una red de rango 2g
en (C∗)g. Inversamente, un cociente de esta forma es una variedad anaĺıtica
si, y sólo si, M satisface las “relaciones de periodos de Riemman”.

De manera similar, en este caṕıtulo recordaremos que tipo de variedades
abelianas definidas sobre cuerpos completos presentan una tal parametriza-
ción y también cuando un toro anaĺıtico ŕıgido define una variedad abeliana.
En particular las variedades abelianas que presentan reducción totalmen-
te degenerada nos permitirán ejemplificar la mayor parte de lo que hemos
hecho en caṕıtulos anteriores. La ventaja es que toda la construcción coho-
mológica basada en la existencia de un modelo con reducción estrictamente
semiestable puede hacerse a partir de las redes naturales que se obtienen de
la uniformización de tales variedades abelianas.

6.1. Toros anaĺıticos.

En esta sección seguiremos la exposición de [Ge].

Sea K un cuerpo completo respecto a una valoración discreta, R su anillo
de valoración y k el cuerpo residual. El grupo af́ın

Spec(K[z1
1 , z

−1
1 , ..., z1

n, z
−1
n ]),

donde z1, ..., zn son algebraicamente independientes sobreK, induce un grupo
anaĺıtico ŕıgido denotado por T = (Gm)n y llamado toro algebraico (split)
de dimensión n.

107
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Sea Γ := HomK(T,Gm) el grupo de caracteres de T . Notemos que cada
elemento zi da lugar a un caracter γi ∈ Γ.

Observemos que si A∗ denota el grupo multiplicativo de funciones anaĺıti-
cas ŕıgidas no nulas sobre T , entonces Γ es el subgrupo de A∗ formado por
todas las funciones del tipo γv11 · · · γvn

n con vi ∈ Z y por tanto Γ es un grupo
libre de rango n.

Se tiene la siguiente descomposición de A∗ como producto directo

A∗ = K∗ × Γ.

Si (K∗)n denota el grupo de puntos K-racionales de T , la aplicación
canónica

l : (K∗)n → Rn

dada por
l(r1, ..., rn) = (−log|r1|, ...,−log|rn|)

es un homomorfismo continuo de grupos.

Definición 6.1.1. Un subgrupo Λ de (K∗)n es discreto respecto a la topoloǵıa
definida por K si, y sólo si, l(Λ) es un subgrupo discreto de Rn y Ker(l)∩Λ
es finito.

Dado un tal subgrupo Λ si f(z) una función anaĺıtica ŕıgida sobre T y
λ = (λ1, ..., λn) ∈ Λ, entonces f(λz) también es una función anaĺıtica sobre
T .

En particular, si f = γv11 · · · γvn
n ∈ Γ es un caracter, entonces

f(λz) = λv11 · · ·λvn
n f(z).

Por tanto, si definimos < λ, γ >:= λv11 · · ·λvn
n 6= 0, se tiene un homomorfismo

bilineal
<,>: Λ× Γ→ K∗

que determina completamente al subgrupo Λ.
Recordemos que si el subgrupo Λ es discreto y libre de rango n, el espa-

cio cociente T/Λ es de forma canónica un espacio anaĺıtico ŕıgido compacto
donde la estructura anaĺıtica sobre T/Λ está determinada por la aplicación
cociente

π : T → T/Λ

que localmente es un isomorfismo anaĺıtico (es decir, existe un recubrimiento
anaĺıtico U = {Ui} de T/Λ por dominios afinoides Ui tales que π aplica de
manera bianaĺıtica cada componente conexa de π−1(Ui) en Ui).

La estructura de grupo sobre T induce una estructura de grupo anaĺıtico
sobre T/Λ y por lo tanto podemos considerar T/Λ como un grupo anaĺıtico
ŕıgido. Llamamos a T/Λ, toro anaĺıtico ŕıgido.

La red Λ también se conoce como grupo de periodos.
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6.2. Polarizaciones.

En esta sección seguiremos usando la notación de la sección anterior.
Observemos que podemos considerar Λ como un grupo de transformacio-

nes sobre T y al grupo A∗ como un Λ-módulo con la acción:

(λ, f(z)) 7→ c < λ, γ > ·γ

para λ ∈ Λ y f(z) = c · γ ∈ A∗.
Aśı, el subgrupo K∗ de A∗ es un Λ-módulo sobre el cual Λ actúa trivial-

mente y por lo tanto la acción de Λ sobre el módulo cociente F = A∗/K∗

también es trivial.
Notemos que F es un grupo abeliano libre de rango n que puede ser

identificado de manera canónica con Γ como grupo, pero no como Λ-módulo.
Sea T/Λ el toro ŕıgido anaĺıtico definido por la red Λ.
Recordemos que si Γ es el grupo de caracteres de T , el homomorfismo

bilineal
<,>: Λ× Γ→ K∗

determina completamente la red Λ.

Definición 6.2.1. ([Mu], sec. 1) Una polarización sobre el grupo de perio-
dos Λ es un homomorfismo

φ : Λ −→ Γ

tal que
(i) < λ, φ(λ′) >=< λ′, φ(λ) >, ∀λ, λ′ ∈ Λ.
(ii) < λ, φ(λ) >∈ πR, ∀λ 6= 0 ∈ Λ.

Observación 6.2.2. Notemos que (ii) implica que φ es inyectivo con coker-
nel finito:

Si λ 6= 0 es tal que φ(λ) = 0, entonces (ii) implica que < λ, 0 >= 1 ∈ πR!
Luego, φ(Λ)(' Λ) es un subgrupo de Γ con el mismo rango, de donde se
sigue que Coker(φ) es finito.

6.3. Variedades abelianas.

Sea A una variedad abeliana sobre K que, como grupo ŕıgido anaĺıtico,
es propio sobre K. Nuestro primer objetivo será recordar cuándo A tiene una
parametrización anaĺıtica ŕıgida.

Para ello, consideremos U el modelo de Nerón de A. Recordemos que
U es un esquema de tipo finito sobre R liso y propio que satisface la propiedad
universal siguiente:
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Para todo R-esquema Y y todo K-morfismo uK : YK → UK = A, existe
un único morfismo u : Y → U que extiende a uK .

También recordemos que una variedad abeliana A sobreK tiene reducción
semiabeliana si la fibra especial de la componente identidad U0 del modelo
de Nerón de A es extensión de una variedad abeliana B por un toro Tk:

0→ Tk → U0
k → B → 0.

Teorema 6.3.1. (Reducción Semiestable): Toda variedad abeliana A so-
bre K tiene reducción potencialmente semiabeliana.

Recordemos que lo anterior significa que existe una extensión finita y
separable K ′ de K tal que, después de extender la valoración de K a K ′ y
reemplazar R por su clausura entera R′ en K ′, la variedad abeliana A′ =
A×K K ′ tiene reducción semiabeliana.

También recordemos que una variedad abeliana A tiene reducción com-
pletamente tórica (split) si la fibra especial de la componente identidad del
modelo de Nerón de A es un toro (split) (es decir, B = 0).

Observación 6.3.2. Siempre se puede aplicar un cambio de base étale (es
decir, una extensión étale de anillos de valoración) de forma que el toro T
sea split.

El teorema siguiente (ver [B-L], teo. 1.2) nos da la uniformización de A.

Teorema 6.3.3. Supongamos que A tiene reducción completamente tórica
split. El toro split Tk = U0

k puede ser levantado al toro af́ın T ' (Gm)n de
manera que existe un morfismo de grupos anaĺıticos ŕıgidos p : T → A cuyo
núcleo Λ := Ker(p) es una red en T de rango n. Más aún, el morfismo de
grupos anaĺıticos inducido por p :

T/Λ→ A

es un isomorfismo.

Observación 6.3.4. Se sigue que una variedad abeliana A es un toro anaĺıti-
co si, y sólo si, A tiene reducción completamente tórica split (para demostrar
la necesidad se utiliza la propiedad universal del modelo de Nerón).

Finalmente, el teorema siguiente nos asegura que las variedades abelia-
nas con reducción completamente tórica (split) tienen reducción totalmente
degenerada (split) (ver [Ku1], teo. 4.6).
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Teorema 6.3.5. Sea A variedad lisa y proyectiva sobre K con reducción com-
pletamente tórica (split). Entonces, después de pasar a una extensión finita
y plana de R, A admite un modelo P proyectivo y estrictamente semiestable
sobre R tal que:

(i) La fibra especial Y es un divisor reducido con cruzamientos normales
estrictos sobre P .

(ii) Y tiene una estratificación natural con estratos Tα’s cuyas clausuras
en Y están dadas por variedades tóricas lisas y proyectivas Tα → Zα.

Es más, A tiene reducción totalmente degenerada (ver [R-X1], ej. 1(ii)).

Observación 6.3.6. De acuerdo con [Ku1] (ver sec. 4.4), U ⊆ P sm, el lugar
liso de P . De esto se sigue que A tiene reducción completamente tórica split.

Inversamente, a partir del toro T = (Gm)n y una red Λ en T , existe
una forma de construir variedades abelianas conocida como “construcción
de Mumford”. Observemos que A := T/Λ siempre está bien definido como
espacio anaĺıtico ŕıgido que es propio sobre K. Sin embargo, como en el caso
complejo, T/Λ no es una variedad abeliana a menos que Λ satisfaga ciertas
condiciones que corresponden a las relaciones de periodos de Riemman. La
geometŕıa anaĺıtica ŕıgida tiene la ventaja de que las ideas geométricas que
están detrás de estas relaciones de periodos de Riemman son más intuitivas.
Esto nos proporciona una conexión más cercana con el caso clásico. Sea Γ el
grupo de caracteres de T . Observemos que Γ es un grupo constante.

La evaluación de los caracteres sobre T nos da un apareamiento bilineal:

<,>: T × Γ→ Gm

(t, γ) 7−→ γ(t).

Observación 6.3.7. Cuando hablemos de los puntos de Γ (o Λ), nos re-
feriremos a los puntos sobre los grupos abstractos subyacentes los cuales se
identifican con los puntos K-racionales del respectivo espacio en grupo cons-
tante asociado.

Sea T ′ el toro split con grupo de caracteres Λ, es decir, T ′ = HomK(Λ,Gm)
donde Hom significa homomorfismos de grupos.

Notemos que, para todo γ ∈ Γ, la restricción del apareamiento bilineal
anterior nos proporciona un homomorfismo

<, γ >: Λ× γ → Gm

y por lo tanto un punto K-racional de T ′. Luego, variando γ sobre Γ, obte-
nemos de forma canónica un homomorfismo Γ→ T ′.
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Observemos que evaluar un caracter λ de T ′ en un punto γ de Γ es
equivalente a evaluar γ (como caracter de T ) en un punto λ de Λ, es decir, si

<,>′: Λ× T → Gm

es el apareamiento bilineal obtenido de evaluar los caracteres de T , se tiene

< λ, γ >=< λ, γ >′

para todo λ ∈ Λ, γ ∈ Γ.
De lo anterior se sigue que Γ ↪→ T ′ es una red y que la situación

Λ ↪→ T, Γ ↪→ T ′

es simétrica.
A continuación formularemos el análogo de las relaciones de periodos de

Riemann (ver [B-L], teo. 2.4):

Teorema 6.3.8. Se tiene que A = T/Λ es una variedad abeliana si, y sólo
si, existe un homomorfismo

φ : Λ −→ Γ

que es una polarización sobre Λ (ver def. 6.2.1).

6.4. Monodromı́a geométrica.

En esta sección aprovecharemos la uniformización de las variedades abe-
lianas con reducción completamente tórica split para calcular de forma expĺıci-
ta el operador de monodromı́a sobre las diferentes cohomoloǵıas y los cocien-
tes graduados respectivos.

Sea K un cuerpo completo respecto a una valoración discreta con cuerpo
residual k de caracteŕıstica p > 0. Sea A una variedad abeliana definida sobre
K de dimensión d con reducción completamente tórica split.

El teo. 6.3.3 nos dice que A admite una uniformización anaĺıtica de la
forma

A ' T/Λ (isomorfismo de variedades anaĺıticas ŕıgidas)

donde Λ es una red en T (K) ' (K∗)d conocida como el grupo de periodos.
Recordemos que Γ := HomK(T,Gm), el grupo de caracteres de T , es un

grupo abeliano libre de rango d.
El hecho de que el toro T/Λ sea algebraizable nos asegura que la red Λ

admite una polarización (ver def. 6.2.1)

φ : Λ −→ Γ.
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La inclusión de la red Λ en el toro T , que define el cociente como un toro
ŕıgido anaĺıtico, nos proporciona un apareamiento no-degenerado

<,>: Λ× Γ−→K∗

que es compatible con la acción de Galois en cada factor, lo cual es equivalente
a tener un morfismo inyectivo

N : Λ ↪→ Hom(Γ, K∗) ∼= Γ∨ ⊗Z K
∗.

(el isomorfismo de la parte derecha está dado por [γ 7→ αf(γ)]←− f ⊗Z α.)

Definición 6.4.1. (Ver [Ra], sec. 4.3, 4.4) Se define la monodromı́a (geométri-
ca):

Ng := ν ◦ N : Λ −→ Γ∨

λ 7−→ [γ 7−→ ν◦ < λ, γ >]

como la composición del morfismo N con la valoración ν : K∗ → Z.

Observación 6.4.2. (i) Ng es inyectiva:
Si Ng(λ) ≡ 0, entonces ν◦ < λ, γ >= 0,∀γ ∈ Γ. En particular, si γ =

φ(λ) ∈ Im(φ), se tiene ν◦ < λ, φ(λ) >= 0. Dado que φ es una polarización,
debe ser λ = 0.

Finalmente, como Λ y Γ tienen el mismo rango, se sigue que Coker(Ng)
es finito.

(ii) Recordemos que la situación M ↪→ T, Γ ↪→ T ′ es simétrica (ver
sec. 6.3) y por lo tanto también se tiene un morfismo inyectivo (monodromı́a
geométrica dual)

N∨
g := ν ◦ N ∨ : Γ −→ Λ∨

correspondiente al morfismo

N ∨ : Γ ↪→ Hom(Λ, K∗)

γ 7−→ [λ 7−→ ν◦ < λ, γ >]

asociado a la variedad dual A′ = T ′/Γ.

6.5. Cohomoloǵıa de toros anaĺıticos.

Nuestro siguiente objetivo será construir el operador de monodromı́a so-
bre las cohomoloǵıas a partir de la monodromı́a geométrica.

Sea A una variedad abeliana que es un toro anaĺıtico. Comencemos con
el caso H1(A,Q`) para ` 6= p.
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Dado que A es lisa y proyectiva sobre K, tenemos que la acción de la
inercia IK sobre la cohomoloǵıa étale `-ádica es unipotente para todo ` 6= p
(ver [SGA7], I).

Por otro lado, observemos que a partir de la sucesión exacta de puntos
de torsión para todo ` 6= p, se obtiene el diagrama

0 −→ T [`n](K) −→ A[`n](K)
↓ ↓ ↓

0 −→ Λ
i−→ T (K)

π−→ A(K) −→ 0
↓•`n ↓•`n ↓•`n

0 −→ Λ
i−→ T (K)

π−→ A(K) −→ 0
↓ ↓ ↓

Λ/`nΛ 0 0

de donde el Lema de la Serpiente implica que

0 −→ T [`n](K) −→ A[`n](K) −→ Λ/`nΛ −→ 0

y considerando ĺımites inversos, se tiene

0 −→ lim←−T [`n](K) −→ T`(A) −→ Λ⊗Z Z` −→ 0.

Para calcular el término izquierdo de esta sucesión observemos que a partir
de la sucesión exacta

0 −→ T [`n](K) −→ T (K)
•`n−→ T (K) −→ 0,

se tiene

0→ Hom(T (K), K
∗
)

•`n−→ Hom(T (K), K
∗
) → Hom(T [`n](K), K

∗
) → 0

‖ ‖
Γ Γ

y por lo tanto
Γ/`nΓ ∼= Hom(T [`n](K), K

∗
)

= Hom(T [`n](K), µ`n(K))

de donde
T [`n](K) ∼= Hom(Γ/`nΓ, µ`n(K))

y
lim←−T [`n](K) ∼= Hom(Γ⊗Z Z`,Z`(1))

= Γ∨ ⊗Z Z`(1).
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Aśı, se tiene la sucesión exacta

0 −→ Γ∨ ⊗Z Z`(1) −→ T`(A) −→ Λ⊗Z Z` −→ 0.

Ahora, del isomorfismo canónico H1(A,Z`) ∼= HomZ`
(T`(A),Z`), se tiene

0 −→ Λ∨ ⊗Z Z` −→ H1(A,Z`) −→ Γ⊗Z Z`(−1) −→ 0

de donde obtenemos la sucesión exacta de GK-módulos

0 −→ Λ∨ ⊗Z`
Q`

i−→ H1(A,Q`)
π−→ Γ⊗Z`

Q`(−1) −→ 0.

Por otro lado, si denotamos por Λ∨` = Λ∨ ⊗Z`
Q` y Γ` = Γ ⊗Z`

Q`, la
monodromı́a geométrica dual (ver obs. 6.4.1)

N∨
g : Γ −→ Λ∨

induce un Q`-isomorfismo

N∨
g,` := N∨

g ⊗Q` : Γ` −→ Λ∨` .

De ([Ra], sec. 4.6), se tiene:

Lema 6.5.1. El operador de monodromı́a sobre H1(A,Q`) está definido
por la composición:

N : H1(A,Q`)(1)
π−→ Γ`

N∨
g,`−→ Λ∨`

i−→ H1(A,Q`).

Proposición 6.5.2. La filtración de monodromı́a sobre H1(A,Q`) está dada
por:

M1 = H1(A,Q`) ⊇M0 = M−1 = Λ∨` ⊇M−2 = {0}.

Demostración: La demostración se sigue de la prop. 1.4.1 observando
que el orden de nilpotencia de N es 1 y que KerN = ImN = Λ∨` . Notemos
que GrM1 ' Γ`(−1) y GrM−1 = Λ∨` . �

La filtración sobre H1(A,Q`) induce una filtración sobre las cohomoloǵıas
de orden superior de la manera siguiente:

Recordemos que la monodromı́a sobre H1(A)⊗k y la filtración de mono-
dromı́a correspondiente (ver prop. 1.4.8(i)) están dadas por

k∑
i=1

1⊗ · · · ⊗ N︸︷︷︸
i

⊗ · · · ⊗ 1
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y

Mi(H
1(A)⊗k) =

∑
i1+···+ik=i

Mi1 ⊗ · · · ⊗Mik

para is ∈ {1, 0,−1} y −k ≤ i ≤ k.
Recordando que

Hk(A,Q`) ∼= ∧kH1(A,Q`) := H1(A,Q`)
⊗k/L

donde L es el subespacio generado por todos los elementos de la forma a1 ⊗
· · · ⊗ ak con an = am para algunos n 6= m, se tiene que el operador de
monodromı́a sobre Hk(A,Q`) está definido por

k∑
i=1

1 ∧ · · · ∧ N︸︷︷︸
i

∧ · · · ∧ 1

y la filtración de monodromı́a por

Mi(H
k(A)) =

Mi(H
1(A)⊗k)

L ∩Mi(H1(A)⊗k)
=

∑
i1+···+ik=i

Mi1 ∧ · · · ∧Mik .

Observación 6.5.3. Notemos que el operador N es nilpotente con orden de
nilpotencia k (es decir, Nk+1 = 0) y que está bien definido:

Si ai = aj con i < j, entonces todos los sumandos son cero excepto el
i-ésimo

a1 ∧ · · · ∧N(ai)︸ ︷︷ ︸
i

∧ · · · ∧ ai︸︷︷︸
j

∧ · · · ∧ ak

y el j-ésimo
a1 ∧ · · · ∧ ai︸︷︷︸

i

∧ · · · ∧N(ai)︸ ︷︷ ︸
j

∧ · · · ∧ ak

= (−1)j−i+j−(i+1)a1 ∧ · · · ∧N(ai)︸ ︷︷ ︸
i

∧ · · · ∧ ai︸︷︷︸
j

∧ · · · ∧ ak

= −a1 ∧ · · · ∧N(ai)︸ ︷︷ ︸
i

∧ · · · ∧ ai︸︷︷︸
j

∧ · · · ∧ ak.

Proposición 6.5.4. Para la filtración de monodromı́a M• sobre Hk(A,Q`),
se tiene

GrMi (Hk(A)) :=
Mi(H

k(A))

Mi−1(Hk(A))
∼=

{
(∧ k+i

2 Γ` ⊗ ∧
k−i
2 Λ∨` )(−k+i

2
), si i ≡ k(mod 2)

0, en otro caso

para todo −k ≤ i ≤ k.
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Demostración: Consideremos el diagrama conmutativo:

0 0
↓ ↓

0 −→ L ∩Mi−1(H
1⊗k) −→ L ∩Mi(H

1⊗k) −→ L∩Mi(H
1⊗k)

L∩Mi−1(H1⊗k)
−→ 0

↓ ↓ ↓inducido
0 −→ Mi−1(H

1⊗k) −→ Mi(H
1⊗k) −→ GrMi (H1⊗k) −→ 0

↓ ↓ ↓inducido
0 −→ Mi−1(∧kH1) −→ Mi(∧kH1) −→ GrMi (∧kH1) −→ 0

↓ ↓
0 0

.

Luego, por el Lema de la Serpiente, la última fila es exacta y por lo tanto

GrMi (∧kH1) ∼=
GrMi (H1⊗k)

L ∩Mi(H1⊗k)�L ∩Mi−1(H1⊗k)
.

Observando que

GrMi (H1⊗k) =
Mi(H

1⊗k)

Mi−1(H1⊗k)
=

∑
i1+···+ik=iMi1 ⊗ · · · ⊗Mik∑

j1+···+jk=i−1Mj1 ⊗ · · · ⊗Mjk

=
∑

i1+···+ik=i

Mi1 ⊗ · · · ⊗Mik∑
js≤is Mj1 ⊗ · · · ⊗Mjk

,

se tiene que en cada término de la suma
∑

js≤is Mj1 ⊗ · · · ⊗Mjk debe existir
exactamente un sub́ındice s, y sólo uno, tal que js < is.

Más aún, js = is − 1, lo cual implica que is = 0, 1 y por tanto que
js = −1, 0.

Si para todo c ∈ {−1, 0, 1} denotamos por cr el número de factores con
sub́ındice igual a c en el sumando Mi1 ⊗ · · · ⊗Mik , dado que

Min

Mjl

⊗ Mim

Mjs

∼=
Min ⊗Mim

Min ⊗Mjs +Mjl ⊗Mim

,

se deduce que de cada término

Mi1 ⊗ · · · ⊗Mik∑
js≤is Mj1 ⊗ · · · ⊗Mjk

se obtienen exactamente c1 factores de la forma M1/M0
∼= Γ`(−1), c0 de

la forma M0/M−1 = {0} y c−1 de la forma M−1. Aśı, estos términos serán
diferentes de cero si, y sólo si, c0 = 0.
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Por otra parte, las condiciones sobre los sub́ındices implican que

c1 + c0 + c−1 = k y c1 − c−1 = i,

por tanto, para los términos no cero (es decir, para aquellos con c0 = 0), se
tiene c1 = k+i

2
y c−1 = k−i

2
. Pero esto último sólo es posible si i y k tienen la

misma paridad.
Finalmente, dado que

L ∩Mi(H
1⊗k)

L ∩Mi−1(H1⊗k)
∼= L ∩GrMi (H1⊗k)

y notando que al hacer módulo la relación dada por L sólo se identifican
entre śı los términos iguales de cada sumando, se tiene

GrMi (∧kH1) ∼= ∧
k+i
2 Γ`(−1)⊗∧

k−i
2 M−1 = (∧

k+i
2 Γ`⊗∧

k−i
2 Λ∨` )(−

k + i

2
). �

Ahora (de la misma forma que para la cohomoloǵıa étale) describiremos
el operador N sobre la cohomoloǵıa de De Rham H1

DR(A/K).
De aqúı en adelante, por razones técnicas, supondremos que K|Q` es

finita; aunque los resultados debeŕıan ser ciertos en general (ver apéndice A,
cuestión 7).

Observemos que a partir de la monodromı́a geométrica dual

N∨
g : Γ −→ Λ∨,

al hacer tensor con K, se obtiene un K-isomorfismo

N∨
a := N∨

g ⊗K : ΓK −→ Λ∨K ' Hom(Λ, K)

con ΓK = Γ⊗Z K y Λ∨K = Λ∨ ⊗Z K (ver [Co-I]).
Por otro lado, a partir de la uniformización de A,

0→ Λ→ T → A→ 0

se tiene la sucesión exacta corta

0 −→ Hom(Λ, K)
i−→ H1

DR(A/K)
π−→ H1

DR(T/K) −→ 0.

Observación 6.5.5. La identificación de Hom(Λ, K) con Ker(π) está dada
de la manera siguiente:

Supongamos que C es un recubrimiento admisible de A y

({ωU : U ∈ C}, {fUV : U, V ∈ C, U 6= V })
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es un 1-hipercociclo para Ω•
A el cual determina un elemento de Ker(π). Esto

significa que existen funciones hu sobre π−1U para U ∈ C tales que

dhU = π∗ωU y hU − hV = π∗fUV .

Ahora, sea λ ∈ Λ y gU = λ∗hU − hU (lo cual tiene sentido ya que λ preserva
π−1U). Dado que

dgU = 0 y gU − gV = 0,

se sigue que {gU} corresponde a un elemento kλ ∈ K. La correspondencia
λ→ kλ nos da la identificación buscada.

Finalmente, recordando el isomorfismo Γ ⊗ K ∼= H1
DR(T/K) dado por

γi 7→ γ∗i (dz/z) donde Γ =< γ1, · · · , γd >, se tiene (ver [Co-I], sec. 2.1):

Lema 6.5.6. El operador de monodromı́a sobre H1
DR(A/K) está dado

por la composición:

N : H1
DR(A/K)

π−→ ΓK
N∨

a−→ Hom(Λ, K)
i−→ H1

DR(A/K).

Observación 6.5.7. N es nilpotente (a saber N2 = 0) y

Ker(N) = Im(N) = Hom(Λ, K).

Luego, tenemos la siguiente:

Proposición 6.5.8. La filtración de monodromı́a sobre H1
DR(A/K) está da-

da por

M1 = H1(A/K) ⊇M0 = M−1 = Hom(Λ, K) ⊇M−2 = {0}. �

De la misma forma que anteriormente, se tiene un operador de mono-
dromı́a inducida sobre Hk

DR(A/K) ∼= ∧k(H1
DR(A/K))

k∑
i=1

1 ∧ · · · ∧ N︸︷︷︸
i

∧ · · · ∧ 1

y la filtración de monodromı́a correspondiente

Mi(H
k
DR(A/K)) :=

Mi(H
1
DR(A)⊗k)

L ∩Mi(H1
DR(A)⊗k)

=
∑

i1+···+ik=i

Mi1 ∧ · · · ∧Mik .
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Proposición 6.5.9. Para la filtración de monodromı́a M• inducida sobre
Hk
DR(A/K), se tiene

GrMi (Hk
DR(A/K)) :=

Mi(H
k
DR(A/K)

Mi−1Hk
DR(A/K)

∼=

{
∧ k+i

2 ΓK ⊗ ∧
k−i
2 Λ∨K , si i ≡ k(mod 2)

0, en otro caso

para −k ≤ i ≤ k. �

Finalmente, estudiaremos la filtración Fil• en Hk
DR(A/K). Para ello, ob-

servemos que sobre H1
DR(A/K) la filtración Fil• está dada por:

{0} = Fil2 ⊆ Fil1 ⊆ Fil0 = H1
DR(A/K)

y que trivialmente satisface la transversalidad de Griffiths, ya que

N(Fil1) ⊆ Im(N) ⊆ Fil0 = H1
DR(A/K).

Proposición 6.5.10. Fil• en Hk
DR(A/K) satisface la transversalidad de

Griffiths. Más aún, el operador de monodromı́a descompone como en la prop.
5.6.7.

Demostración: Dado que

Fili(Hn
DR(A/K)) :=

∑
i1+···+in=i Fil

i1 ⊗ · · · ⊗ Filin

L ∩ (
∑

i1+···+in=i Fil
i1 ⊗ · · · ⊗ Filin)

se sigue que, para todo 0 ≤ ik ≤ 2, N(Filik) ⊆ Im(N) ⊆ Fil0 = H1
DR(A/K).

Aśı, cada sumando de N(Fili(Hn
DR)) está contenido en Fili(Hn

DR) o en
Fili−1(Hn

DR). En cualquier caso, dado que la filtración Fil•(Hn
DR(A/K)) es

decreciente, se tiene

N(Fili(Hn
DR(A/K))) ⊆ F i−1(Hn

DR(A/K)). �

Observación 6.5.11. Todos los resultados de esta sección y la siguiente
son válidos para toros anaĺıticos ŕıgidos tomando cohomoloǵıa étale ŕıgida y
cohomoloǵıa de De Rham ŕıgida (ver [dJ-VP]).

6.6. Apareamientos no-degenerados.

A partir de las proposiciones 6.5.4 y 6.5.9 es natural definir (a través de
la mismas fórmulas) apareamientos entre las partes enteras de los graduados
correspondientes. Partamos de la situación general siguiente:
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Sea ν : K∗ → Z la valoración sobre K. Supongamos que tenemos un
conjunto finito de apareamientos no-degenerados

<,>k: Λk × Γk −→ K∗, ∀k ∈ {1, ..., n}.

Esto nos proporciona morfismos inyectivos

N ∨
k : Γk −→ Λ∨k ⊗Z K

∗

γk 7→
∑
rk

frk ⊗ αrk ,

y monodromı́as geométricas duales

N∨
k : Γk −→ Λ∨k

γk 7→
∑
rk

ν(αrk)frk

donde N∨
k = (idΛ∨k

⊗Z ν) ◦ N ∨
k para todo k ∈ {1, ..., n}.

Lo primero que haremos será generalizar la forma de los graduados obte-
nidos en la monodromı́a y los morfismos inducidos entre ellos.

Para todo I ⊆ {1, ..., n}, sea B1 ⊗Z · · · ⊗Z Bn donde

Bk =

{
Γk, k ∈ I
Λ∨k , k 6= I.

Definición 6.6.1. Para todo I ⊆ {1, ..., n}, definimos por linealidad el mor-
fismo siguiente:

FI : B1 ⊗Z · · · ⊗Z Bn −→
∑
k∈I

B1 ⊗Z · · · ⊗Z Λ∨k︸︷︷︸
k

⊗Z · · · ⊗Z Bn ⊗Z K
∗

b1 ⊗ · · · ⊗ bn 7−→
∑
k∈I

(
∑
rk

b1 ⊗ · · · ⊗ frk︸︷︷︸
k

⊗ · · · ⊗ bn ⊗ αrk)

Observación 6.6.2. No es dif́ıcil ver que el morfismo anterior está bien
definido y que la composición:

(id⊗Z ν) ◦ FI : B1 ⊗Z · · · ⊗Z Bn −→
∑
k∈I

B1 ⊗Z · · · ⊗Z Λ∨k︸︷︷︸
k

⊗Z · · · ⊗Z Bn

b1 ⊗ · · · ⊗ bn 7−→
∑
k∈I

(
∑
rk

b1 ⊗ · · · ⊗ ν(αrk)frk︸ ︷︷ ︸
k

⊗ · · · ⊗ bn)

=
∑
k∈I

b1 ⊗ · · · ⊗N∨
k (bk)︸ ︷︷ ︸
k

⊗ · · · ⊗ bn

coincide con la definición de la monodromı́a de la sec. 6.5.
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En el caso particular en que todos los apareamientos son el mismo pode-
mos definir, sobre el producto wedge respectivo, el apareamiento siguiente:

Definición 6.6.3. Para todo j ∈ N, sean

γ = γ1 ∧ ... ∧ γj ∈ ∧jΓ

y
f = f1 ∧ · · · ∧ fn−j ∈ ∧n−jΛ∨.

Definimos por linealidad el morfismo siguiente:

F̂j,n−j : ∧jΓ⊗Z ∧n−jΛ∨ −→ (∧j−1Γ⊗Z ∧n−j+1Λ∨)⊗Z K
∗

γ ⊗ f 7→
j∑

k=1

(−1)k(
∑
rk

(γ − γk)⊗ f1 ∧ · · · ∧ fn−j ∧ frk ⊗ αrk)

donde
γ − γk = γ1 ∧ ... ∧ γ̂k ∧ ... ∧ γj ∈ ∧j−1Γ.

Estos morfismos están bien definidos:
Obviamente, si f tiene dos elementos repetidos (digamos fs = fr), enton-

ces F̂j,n−j(γ ⊗ f) = 0.
Por otro lado, si γ tiene dos elementos repetidos (digamos γ1 = γ2, sin

perder generalidad), entonces todos los sumandos de F̂j,n−j(γ⊗ f) diferentes
del primero y el segundo serán cero y Aśı,

F̂j,n−j(γ ⊗ f) = (−1)1(
∑
r1

(γ − γ1)⊗ f1 ∧ · · · ∧ fn−j ∧ fr1 ⊗ αr1)

+(−1)2(
∑
r2

(γ − γ2)⊗ f1 ∧ · · · ∧ fn−j ∧ fr2 ⊗ αr2) = 0.

Observación 6.6.4. Al componer con la valoración se tiene una aplicación
bien definida:

(id⊗Z ν) ◦ F̂j.n−j : ∧jΓ⊗Z ∧n−jΛ∨ −→ ∧j−1Γ⊗Z ∧n−j+1Λ∨

γ ⊗ f 7−→
j∑

k=1

(−1)k(
∑
rk

(γ − γk)⊗ f1 ∧ · · · ∧ fn−j ∧ ν(αrk)frk)

=

j∑
k=1

(−1)k(γ − γk)⊗ f1 ∧ · · · ∧ fn−j ∧N∨
k (γk).
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En particular nos interesa estudiar los morfismos anteriores para las pa-
rejas (j, j) y (j, j − 1).

Lema 6.6.5. Sea A = T/Λ variedad abeliana sobre K. El morfismo

(id⊗Z ν) ◦ F̂j,j : ∧jΓ⊗Z ∧jΛ∨ −→ ∧j−1Γ⊗Z ∧j+1Λ∨

tiene cokernel finito.
En particular el morfismo ((id⊗Z ν) ◦ Fj,j)⊗Z Q es exhaustivo para todo

j ∈ N.

Demostración: De la obs. 1.4.4(b), se tiene que el isomorfismo

GrM2 (H2j
DR(A))

N2

' GrM−2(H
2j
DR(A))

factoriza a través del morfismo inyectivo

N : GrM2 (H2j(A)) ↪→ GrM0 (H2j(A))

y del morfismo exhaustivo

N : GrM0 (H2j(A))� GrM−2(H
2j(A)).

Luego, de la prop. 6.5.9, se tiene el diagrama conmutativo:

∧j+1Γ⊗Z ∧j−1Λ∨
ν◦ bF=ϕ1−→ ∧jΓ⊗Z ∧jΛ∨

ν◦ bF=ϕ2−→ ∧j−1Γ⊗Z ∧j+1Λ∨

↓ ↓ ↓
GrM2 (H2j

DR)
N
↪→ GrM0 (H2j

DR)
N
� GrM−2(H

2j
DR)

donde las flechas verticales son inyectivas por estar en caracteŕıstica cero y
ser los grupos Γ y Λ sin torsión. Del diagrama se sigue que ϕ1 es inyectivo y
por lo tanto que Ker(ϕ2) ∩ Im(ϕ1) = {0}.

Aśı, ϕ2(ϕ1(∧j+1Γ ⊗Z ∧j−1Λ∨)) es un subgrupo de ∧j−1Γ ⊗Z ∧j+1Λ∨ con
el mismo rango sobre Z, de lo cual se sigue que Coker(ϕ2) es finito. �

Notemos que, de acuerdo con la prop. 6.5.9 y el lema 6.6.5, el morfismo
reducción (ver def. 4.2.1) debeŕıa tener imagen en el núcleo de la aplicación

(id⊗Z ν) ◦ F̂j,j, es decir,

cA : CHj(A) −→ Ker(∧jΓ⊗Z ∧jΛ∨
(id⊗Zν)◦ bFj,j−→ ∧j−1Γ⊗Z ∧j+1Λ∨).

Más aún, se tiene
Ker((id⊗Z ν) ◦ F̂j,j) 6= {0},

ya que γ1 ∧ · · · ∧ γj ⊗N∨
g (γ1) ∧ · · · ∧N∨

g (γj) ∈ Ker((id⊗Z ν) ◦ F̂j,j).
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Lema 6.6.6. Sea A = T/Λ variedad abeliana sobre K. El morfismo

F̂j,j−1 : ∧jΓ⊗Z ∧j−1Λ∨ −→ (∧j−1Γ⊗Z ∧jΛ∨)⊗Z K
∗

es inyectivo para todo j ∈ N.

Demostración: De la prop. 6.5.9, se tiene el diagrama conmutativo
siguiente:

∧jΓ⊗Z ∧j−1Λ∨
ν◦ bF−→ ∧j−1Γ⊗Z ∧jΛ∨

↓ ↓

∧jΓK ⊗ ∧j−1Λ∨K
∼= GrM1 (H2j−1

DR )
N

−̃→ GrM−1(H
2j−1
DR ) ∼= ∧j−1ΓK ⊗ ∧jΛ∨K ,

donde las flechas verticales son inyectivas ya que estamos en caracteŕıstica
cero y los grupos Γ y Λ son libres. Luego, (id⊗ ν) ◦ F̂j,j−1 es inyectiva y por

lo tanto F̂j,j−1 también lo es. �
Del lema anterior se sigue que a partir del morfismo inyectivo

F̂j,j−1 : ∧jΓ⊗Z ∧j−1Λ∨ ↪→ Hom((∧j−1Γ⊗Z ∧jΛ∨)∨, K∗)

podemos definir el toro anaĺıtico ŕıgido siguiente:

J j(A) :=
Hom((∧j−1Γ⊗Z ∧jΛ∨)∨, K∗)

∧jΓ⊗Z ∧j−1Λ∨

que llamaremos j-ésima Jacobiana intermedia de A.

Observación 6.6.7. (i) Observemos que:

dimJ j(A) =

(
d

j − 1

)(
d

j

)
= dimK(Hj(A,Ωj−1

A/K)) = hj,j−1.

(ii) Es natural preguntarse si existe una aplicación:

CHj(A) −→ J j(A)

que juegue el papel de la aplicación de Abel-Jacobi (ver sec. 6.8).

Ejemplo 6.6.8. Sea Ei una curva eĺıptica de Tate sobre K, ∀i ∈ {1, 2, 3}.
Sea

Ei ∼= K∗/qZ
i

la correspondiente uniformización anaĺıtica donde

qZ
i = Λi

∼= Z
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es una red en K∗.
Denotemos por Γi = Z el grupo de caracteres asociado a Ei, ∀i ∈ {1, 2, 3}.
Consideremos A la variedad abeliana definida por el producto de las Ei’s

sobre K, es decir,
A = E1 × E2 × E3 = T/Λ

donde T = (K∗)3 y Λ =< (Λ1,Λ2,Λ3) >∼= Z3 es una red en T .
Construyamos la segunda Jacobiana intermedia de A. Para ello, denote-

mos por
Γ = Hom(T,K∗) ∼= Z3

el grupo de caracteres de T.
Por la prop. 6.5.2, tenemos que la filtración de monodromı́a sobre H1(A,Q`)

está dada por

M1 = H1(A,Q`) ⊃M0 = M−1 = Λ∨` ⊃ {0}

con M1/M0
∼= Γ`(−1). Asimismo, la filtración de monodromı́a en

H3(A,Q`) ∼= ∧3H1(A,Q`)

tiene graduados asociados (ver prop. 6.5.4):

GrM1 (H3(A,Q`)) ∼= (∧2Γ` ⊗ Λ∨` )(−2)

y
GrM−1(H

3(A,Q`)) ∼= (Γ` ⊗ ∧2Λ∨` )(−1) .

De acuerdo al lema 6.6.6, el morfismo inyectivo

F̂ : ∧2Γ⊗Z Λ∨ −→ (Γ⊗Z ∧2Λ∨)⊗Z K
∗

nos define la segunda Jacobiana intermedia de A:

J2(A) :=
Hom((Γ⊗Z ∧2Λ∨)∨, K∗)

∧2Γ⊗Z Λ∨
∼=

(K∗)9

Z9

que tiene dimensión 9.
Para analizar más de cerca este toro anaĺıtico, recordemos que la fórmula

de Künneth nos da la descomposición siguiente para A = E1 × E2 × E3:

H3(A,Q`) =
⊕

i+j+k=3

H i(E1,Q`)⊗Q`
Hj(E2,Q`)⊗Q`

Hk(E3,Q`).

Ahora, de la irreducibilidad de Ei, se tiene

H0(Ei,Q`) = Q`
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y de la Dualidad de Poincaré:

H2(Ei,Q`) ∼= Q`(−1).

Luego,

H3(A,Q`) = (H1(E1,Q`)⊗H1(E2,Q`)⊗H1(E3,Q`))⊕
(H1(E1,Q`)(−1))2

⊕
(H1(E2,Q`)(−1))2

⊕
(H1(E,Q`)(−1))2.

Observemos que H1(Ei,Q`) nos proporciona el toro dual de Ei

E∨
i =

Hom(Z, K∗)

(1 7→ qi)Z ' Ei.

Aśı, el respectivo sumando en la descomposición de H3(A,Q`) nos aporta
dos copias de Ei.

Para el primer sumando, recordemos que la filtración de monodromı́a en
H = H1(E1,Q`)⊗H1(E2,Q`)⊗H1(E3,Q`) está dada por:

Mj(H) =
∑

j1+j2+j3=j

Mj1 ⊗Mj2 ⊗Mj3

donde Mji recorre los elementos de la filtración de monodromı́a en H1(Ei,Q`)
para todo i ∈ {1, 2, 3} (ver sec. 6.5).

Luego, repitiendo los cálculos hechos en la demostración de la prop. 6.5.4,
vemos que

GrM1 (H) ∼= Γ1`(−1)⊗Z Γ2`(−1)⊗Z Λ∨3` + Γ1`(−1)⊗Z Λ∨2` ⊗Z Γ3`(−1)
+Λ∨1` ⊗Z Γ2`(−1)⊗Z Γ3`(−1) = Q`(−2)3

y

GrM−1(H) ∼= Λ∨1` ⊗Z Γ2`(−1)⊗Z Λ∨3`(−1) + Γ1`(−1)⊗Z Λ∨2`(−1)⊗Z Λ∨3`(−1)
+Λ∨1`(−1)⊗Z Λ∨2` ⊗Z Γ3`(−1) = Q`(−1)3.

De acuerdo a la obs. 6.6.2, el morfismo que tenemos que considerar corres-
pondiente a estos graduados es F =

∑
I⊆{1,2,3},|I|=2FI , que está dado por:

Z3 F−→ Z3 ⊗Z K
∗ = (K∗)3

(a, b, c) 7−→ (qa1q
c
3, q

a
2q
b
3, q

b
1q
c
2).

Este morfismo es inyectivo: si (qa1q
c
3, q

a
2q
b
3, q

b
1q
c
2) = (1, 1, 1), entonces ele-

vando la primera coordenada a la potencia b y la tercera a la potencia a,
obtenemos qbc3 = qac2 . Si ahora elevamos la segunda coordenada a la potencia
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c y sustitúımos en ella la expresión anterior, se tiene q2ac
2 = 1. Dado que

ν(qi) > 0 para todo i ∈ {1, 2, 3}, se tiene a = 0 o c = 0. En cualquiera de los
dos casos, se concluye que a = b = c = 0.

Finalmente, esta parte de la cohomoloǵıa contribuye con el toro de dimen-
sión 3 siguiente:

B =
(K∗)3

< (q1, 1, q1), (1, q2, q2), (q3, q3, 1)) >

y la Jacobiana intermedia de orden 2 esta dada por

J2(A) = A2 ×B =
(K∗)9

L

donde L es la red dada por la matriz:

q1 1 1 1 1 1 1 1 1
1 q1 1 1 1 1 1 1 1
1 1 q2 1 1 1 1 1 1
1 1 1 q2 1 1 1 1 1
1 1 1 1 q3 1 1 1 1
1 1 1 1 1 q3 1 1 1
1 1 1 1 1 1 q1 1 q3
1 1 1 1 1 1 1 q2 q3
1 1 1 1 1 1 q1 q2 1


∈M9(K

∗).

6.7. Producto de curvas de Mumford.

El objetivo de esta sección es definir las Jacobianas intermedias para
el producto de curvas de Mumford. Para ello seguiremos la exposición de
([V-P]).

Sea K un cuerpo completo respecto a un valor absoluto no-arquimediano.
Recordemos que si Γ =< γ1, · · · , γg >⊆ PGL(2, K) es un grupo de Schottky,
entonces el conjunto de puntos ordinarios de Γ, que denotamos por Ω, es un
abierto en P1(K). El espacio anaĺıtico dado por el cociente

C = Ω/Γ

define una curva de Mumford sobre K.
Más aún, C es una curva completa, no-singular e irreducible de género g

cuya Jacobiana (que es una variedad abeliana) está dada por el toro anaĺıtico

JC =
Hom(Γab, K∗)

L
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donde Γab es el abelianizado de Γ y L es la red definida por el núcleo del
morfismo exhaustivo (ver [V-P], cap. VI):

Hom(Γ, K∗) −→ D0

con D0 el grupo de clases de divisores de grado cero en C.
Recordemos que la uniformización de la Jacobiana nos da un apareamien-

to no-degenerado
<,>: L× Γab−→K∗

y una monodromı́a geométrica

Ng : L −→ Γab∨.

También recordemos que

H1(C,Q`) = V`(JC) := T`(JC)⊗Q`

y que sobre T`(JC) se tiene la sucesión exacta

0 −→ Γab∨ ⊗ Z`(1)
i−→ T`(JC)

π−→ L⊗ Z` −→ 0.

Esta sucesión exacta nos proporciona la monodromı́a,

N : H1(C,Q`)(1)
π−→ L`(1)

Ng,`−→ Γab∨` (1)
i−→ H1(C,Q`)

y la filtración asociada correspondiente:

M1 = H1(C,Q`) ⊃M0 = M−1 = Γab∨` (1) ⊃ {0}

donde M1/M0
∼= L`.

Repitiendo los cálculos hechos en la demostración de la prop. 6.5.4, se
tiene

Lema 6.7.1. Los graduados de la monodromı́a sobre ⊗nH1(C) están dados
por:

GrMi (⊗nH1(C)) ∼=

{∑
I⊆{1,...,n},|I|=n+i

2
V1 ⊗Z · · · ⊗Z Vn, si i ≡ n(mod2)

0, en otro caso

donde para todo I ⊆ {1, ..., n}, se define

Vk =

{
L`, k ∈ I
Γab∨` , k 6= I.
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De la misma forma que en la def. 6.6.1, sobre las partes enteras de estos
graduados podemos definir:

FI : B1 ⊗Z · · · ⊗Z Bn −→
∑
k∈I

B1 ⊗Z · · · ⊗Z Γab∨︸︷︷︸
k

⊗Z · · · ⊗Z Bn ⊗Z K
∗

b1 ⊗ · · · ⊗ bn 7−→
∑
k∈I

(
∑
rk

b1 ⊗ · · · ⊗ frk︸︷︷︸
k

⊗ · · · ⊗ bn ⊗ αrk)

a través de la aplicación

Ng : L −→ Γab∨ ⊗Z K
∗

`k 7→
∑
rk

frk ⊗ αrk ,

y donde, para I ⊆ {1, ..., n},

Bk =

{
L, k ∈ I
Γab∨, k 6= I.

Nos interesan los morfismos correspondientes a n = 2j − 1 con |I| = j.
Más concretamente, los morfismos correspondientes a los graduados

GrM1 (⊗2j−1H1(C))yGrM−1(⊗2j−1H1(C)).

Para ello, el mismo razonamiento utilizado en la demostración del lema 6.6.6
nos dice que:

Lema 6.7.2. Para todo j ∈ N, el morfismo
∑

|I|=j FI es inyectivo.

Ahora consideremos la variedad Ck = C × · · · × C obtenida al hacer el
producto de C con ella misma k-veces. De acuerdo a la fórmula de Künneth,
para todo 0 ≤ n ≤ 2k, se tiene:

Hn(C
k
,Q`) =

⊕
i1+···+ik=n

H i1(C,Q`)⊗Q`
· · · ⊗Q`

H ik(C,Q`)

con is ∈ {0, 1, 2}.
Si denotamos por ci = ]{is = i} para todo i ∈ {0, 1, 2}, se tienen las

relaciones siguientes: c0 + c1 + c2 = k y 0 · c0 + 1 · c1 + 2 · c2 = n. Aśı, se tiene
c2 = n−c1

2
y c0 = 2k−c1−n

2
.

Más aún, recordando que H0(C,Q`) = Q` y H2(C,Q`) ∼= Q`(−1), se
tiene

Hn(C
k
,Q`) =

⊕
c0+c1+c2=k

⊗c1H1(C,Q`)⊗Q`
Q`(−c2)
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=
⊕

0≤c≤k

(⊗cH1(C,Q`)⊗Q`
Q`(−(

(n− c)
2

))
(k

c)(
k−c

(n−c)
2

)

la suma sobre los 0 ≤ c ≤ k tales que n−c
2
, 2k−c−n

2
∈ N ∪ {0}. Lo cual sólo es

posible si n y c tienen la misma paridad.

Aśı, en el caso en que n = 2j − 1 es impar, tenemos

H2j−1(C
k
,Q`) =

⊕
1≤c≤k,impar

⊗cH1(C,Q`)⊗Q`
Q`(−

(n− c)
2

)
(k

c)(
k−c

(n−c)
2

)

y dado que en cada uno de los sumandos ⊗cH1(C,Q`) el c = 2jc−1 es impar,
el lema 6.7.2 nos proporciona un toro anaĺıtico, que llamaremos Jc, dado por
la correspondiente aplicación

∑
|I|=jc FI .

Finalmente, se define la j-ésima Jacobiana intermedia de Ck como el
producto de estos toros:

J j(Ck) := ΠcJ
(k

c)(
k−c

(n−c)
2

)
c .

Observación 6.7.3. Observemos que la j-ésima Jacobiana intermedia de

Ck donde n = 2j − 1 siempre contiene el factor J
k(k−1

j−1)
C correspondiente al

valor c = 1.

Ejemplo 6.7.4. Calculemos todas las Jacobianas intermedias de C5:

J1(C5) = J5(C5) = J5
C ,

J2(C5) = J4(C5) = J20
C × J10

3 ,

J3(C5) = J30
C × J20

3 × J5

donde J3 es el toro dado por

J3 =
(L⊗ Γab∨ ⊗ Γab∨ + Γab∨ ⊗ L⊗ Γab∨ + Γab∨ ⊗ Γab∨ ⊗ L)⊗Z K

∗

(L⊗ L⊗ Γab∨ + L⊗ Γab∨ ⊗ L+ Γab∨ ⊗ L⊗ L)

y J5 el dado por

J5 =
(L⊗ L⊗ Γab∨ ⊗ Γab∨ ⊗ Γab∨ + · · ·+ Γab∨ ⊗ Γab∨ ⊗ Γab∨ ⊗ L⊗ L)⊗Z K

∗

(L⊗ L⊗ L⊗ Γab∨ ⊗ Γab∨ + · · ·+ Γab∨ ⊗ Γab∨ ⊗ L⊗ L⊗ L)
.
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6.8. Morfismo de Abel-Jacobi.

En esta sección recordaremos cómo se puede asociar a toda variedad X
con reducción totalmente degenerada un toro anaĺıtico ŕıgido J i(X) de di-
mensión igual al número de Hodge hi,i−1, 0 ≤ i ≤ dimX y una aplicación de
Abel Jacobi:

CH i(X)hom −→ J i(X)Q

con el fin de estudiar los ciclos algebraicos de X.
En esta parte supondremos que K es una extensión finita de Qp. Esta

suposición es escencial, ya que no sabemos como hacerlo en general.
La idea básica consiste en buscar un subcociente del grupo de cohomoloǵıa

étale H2j−1(X,Q`(j)) que sea una extensión de Q`’s por Q`(1)’s tal como el
`-módulo de Tate de un toro anaĺıtico debe ser.

La prop. 5.3.3 nos dice que es precisamente la filtración de monodromı́a
la que nos da una forma natural de encontrar tales subcocientes.

Más concretamente, después de pasar a una extensión finita y no-ramificada
de K, podemos suponer que la acción de GK sobre T−1

j (Y ) y T 1
j−1(Y ) es tri-

vial para todo j ≥ 0 (ver obs. 5.2.5).
En este caso (ver [R-X2], sec. 2), se pueden construir apareamientos no-

degenerados
{, } : T−1

j (Y )/tors× T 1V
j−1(Y )/tors −→ K∗

donde T (Y )/tors denota la parte libre de torsión del grupo T (Y ) y T V (Y )
el grupo dual.

Definición 6.8.1. Se definen las Jacobianas intermedias p-ádicas de X
como los toros anaĺıticos ŕıgidos:

J j(X) :=
Hom(T 1V

j−1(Y )/tors,Gm)

T−1
j (Y )/tors

,

donde la red T−1
j (Y )/tors es vista dentro del toro algebraico Hom(T 1V

j−1(Y )/tors,Gm)
v́ıa el apareamiento no-degenerado {, } (ver sec. 6.1).

Observación 6.8.2. (i) La dimensión de J j(X) es igual a

dimQp(H
j(Y ,Wωj−1

Y ,log
)⊗Zp Qp) = dimK(Hj(X,Ωj−1

X )) = hj,j−1.

(ii) Notemos que el `-módulo de Tate V`(J
j(X)) = T`(J

j(X)) ⊗Z`
Q` de

J j(X) para todo ` 6= p, se obtiene a partir de la extensión

0→ T 1
j−1 ⊗Q`(1)→ V`(J

j(X))→ T−1
j ⊗Q` → 0
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correspondiente a la extensión

0→ GrM−1 →M1,`/M−3,` → GrM1 → 0

que se obtiene de la filtración de monodromı́a M•,` de H2j−1(X,Q`(j)).

Recordando los grupos H1
g (K,−) de Bloch-Kato (ver [B-K]), se tiene un

isomorfismo
J j(X)(K) ∼=

∏
`

H1
g (K, (M1,`/M−3,`)/tors)

donde la filtración es la de monodromı́a sobre la cohomoloǵıa enteraH2j−1(X,Z`(j)).
Este isomorfismo es compatible con el paso a extensiones finitas de K y con
las normas.

Más aún, para V` = T` ⊗ Q`, dado que los cocientes V`

M1,`
son sucesivas

extensiones de Q` por Q`(i)) para i < 0, se tiene que el morfismo canónico
de Abel-Jacobi étale cl′ factoriza a través de una aplicación:

cl′ : CHj
hom(X)→ H1(K,M1,`)

para M• la monodromı́a sobre H2j−1(X,Q`(j)) (ver [R-X2], teo. 2 y cor. 1).

Definición 6.8.3. Se define el morfismo anaĺıtico ŕıgido de Abel-Jacobi:

AbX : CHj
hom(X)→ J j(X)(K)Q

a través de la composición

CHj
hom(X)→ H1(K,M1,`)→ H1(K,M1,`/M−3,`)

para todo número primo `.

Notemos que si componemos el apareamiento

{, } : T−1
j (Y )/tors× T 1V

j−1(Y )/tors −→ K∗

con la valoración ν en K∗, obtenemos un morfismo

J j(X) −→ Coker(T−1
j (Y )/tors

N→ T 1
j−1(Y )/tors)

que corresponde al morfismo inducido sobre las partes libres de torsión por
la isogenia

N : T−1
j (Y ) −→ T 1

j−1(Y ),

ya que ν ◦ {, } = N (ver teo. 3.3.7).



Apéndice A

Este apéndice tiene por objeto plantear algunas preguntas que quedan
abiertas alrededor de los resultados de esta memoria y que se podŕıan tratar
de demostrar en un futuro. Se escribirán de una manera poco formal.

Cuestión 1. Respecto a la def. 5.1.1, surge una serie de preguntas natu-
rales:

¿CH-lineal implica `-cohomológicamente lineal?
¿CH-lineal implica ordinaridad?
Más aún, ¿CH-lineal implica isomorfismo del morfismo ciclo despúes de

hacer tensor con Q?
Inversamente, sobre un cuerpo finito ¿el ser `-cohomológicamente lineal

implica ser CH-lineal?
Cuestión 2. Respecto a la def. 5.2.1, una pregunta natural es saber si

la propiedad de tener reducción totalmente degenerada es cerrada bajo el
producto fibrado y/o cambio de base finito.

Cuestión 3. De acuerdo con ([R-X1], ver teo. 3) sobre la cohomoloǵıa
étale p-ádica H2j−1(X,Qp(j)) tenemos una filtración cuyos cocientes gradua-
dos también satisfacen la fórmula de la prop. 5.3.3. La pregunta natural es
saber si el teo. 5.4.4 continúa siendo válido en este caso.

Cuestión 4. Respecto al cor. 4.5.5, pensamos que debe existir una inclu-
sión del tipo:

CHj
hom(X) ↪→ Ker(cX).

Cuestión 5. Observemos que la def. 6.6.1 y la obs. 6.6.2 nos proporcionan
apareamientos no-degenerados F que al componerlos con la valoración ν
coinciden con la monodromı́a N. Son estos apareamientos los que, en el caso
de variedades abelianas, nos permite construir las Jacobianas intermedias de
manera expĺıcita.

En general, para toda variedad X lisa y proyectiva sobre K con reducción
totalmente degenerada, ¿cómo podemos definir “monodromı́as enriquecidas”:

N : T ij −→ T i+2
j−1 ⊗K∗

133
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tales que ν ◦ N = N : T ij → T i+2
j−1?

En particular, estas monodromı́as enriquecidas podŕıan refinar nuestros
morfismos cX y AJX en el sentido de que haŕıan conmutar los diagramas
siguientes:

CHj(X)
cX→ Ker(N)
↘ ↑ν

Ker(N )

y

Ker(cX)
AJX−→ Coker(T−1

j
N→ T 1

j−1)
↘ ↑ν

Coker(T−1
j

N→ T 1
j−1 ⊗K∗)

Cuestión 6. Respecto a la def. 6.8, en el caso en que los T ′s sean libres
de torsión, pensamos que debe existir una aplicación

CHj
hom(X)→ J j(X)(K)

que haga conmutar el diagrama siguiente:

CHj
hom(X) −→ J j(X)(K)

↘AJX
↓ν

Coker(T−1
j

N→ T 1
j−1).

Cuestión 7. Los resultados de las sec. 6.5 para la cohomoloǵıa de De
Rham deben seguir siendo válidos en cualquier cuerpo K de caracteŕıstica 0.
La pregunta es si son ciertos en caracteŕıstica p > 0.

Cuestión 8. Observemos que la construcción hecha para variedades abe-
lianas en el cap. 6 puede repetirse sin ningún problema sobre C.

Una pregunta natural es saber si existe alguna relación entre nuestra
Jacobiana intermedia J j(A) y la Jacobiana de Griffiths sobre C.

Más concretamente, ¿es J j(A) un cociente de la Jacobiana de Griffiths?
Cuestión 9. Respecto a la naturaleza de nuestros toros anaĺıticos ŕıgidos,

J j(A), hay ejemplos (ver [R-X2], sec. 4.4, prop. 3) que muestran que no son
variedades abelianas para 1 < j < d.

Esto nos hace pensar que podŕıan construirse sólo utilizando métodos
anaĺıticos ŕıgidos, lo cual nos daŕıa una forma puramente geométrica de de-
finirlos.
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(Bures-sur-Yvette, 1998), Astérisque no. 223, (1994), 9-57.

[Il2] L. Illusie, An overview of the work of K. Fujiwara, K. Kato and C.
Nakayawa on logarithmic etale cohomology, in Cohomologies p-adiques
et applications arithmétiques, II, Astérisque no. 279 (2002), 271-322.
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