“CICLOS ALGEBRAICOS Y
REDUCCION SEMIESTABLE.”

Carlos A. Infante



“CICLOS ALGEBRAICOS Y REDUCCION
SEMIESTABLE.”

Carlos A. Infante

CERTIFICO que la  present
memoria ha estat realitzada per
Carlos A. Infante Vargas sota la
meva direccid, 1 constitueix la
seva, Tesis per aspirar al grau de
Doctor en Ciencies Matematiques
per la Universitat Autonoma de
Barcelona.

Bellaterra, Maig de 2006

Dr. Xavier Xarles i Ribas.



“He compres. Hauria d’estar en pau. Qui deia
que la pau sorgeix de la contemplacio de [’ordre,
de l'ordre compres, gaudit, realitzat sense resi-
dus, joia, triomf, cessacio de l’esfor¢? Tot és clar,
limpid, © l'ull es posa sobre el tot i sobre les parts,
1 veu com les parts aspiren al tot, copsa el centre
on s’escola la limfa, l'ale, la rel del perque...”

Umberto Eco (El pendul de Foucault).

“Només per a wvosaltres, fills de la doctrina i de
la saviesa, hem escrit aquesta obra. Escorcolleu el
llibre, pareu esment en la intencio que hi hem dis-
persat i disposat en llocs diversos; allo que hem
ocultat en un lloc, ho hem posat de manifest en un
altre, per tal que pugui ser comprés per la vostra
sagacitat.”

Heinrich Cornelius Agrippa von
Nettesheim (De occulta philosophia, 3, 65).



v



Indice general

Introduccion.
Agradecimientos

1. Preliminares.

1.1. Anillos de valoracién discreta. . . . . . . . ... ... L.
1.2. Logaritmos. . . . . . . . . ...
1.3. Filtraciones. . . . . . . . . . .. ...
1.4. Monodromia. . . . . . .. ... .. ... ...
1.5. Representaciones cuasi-unipotentes. . . . . . . . . ... . ...

. Grupos de Chow.

2.1. Equivalencia racional. . . . . . . . . ... ... ... .. ....
2.2. Morfismo Gysin. . . . . .. ... Lo
2.3. Clases bivariantes. . . . . . . . . ... ... ...
2.4. Generalizaciones. . . . . . . . ... ... ... ..
2.5. Especializacién. . . . . ...
2.6. Morfismo ciclo. . . . . ... ...
2.7. Relaciones adecuadas y conjeturas. . . . . ... ... ... ..

. Ciclos sobre fibras degeneradas.

3.1. Divisores con cruzamientos normales. . . . . . . ... ... ..
3.2. Semiestabilidad estricta. . . . . . ... ..o
3.3. Complejos de Chow. . . . .. ... ... ... ... ......
3.4. Ciclos sobre fibras degeneradas. . . . . .. .. ... ... ...

. Morfismo reduccién.

4.1. Morfismo especializacién. . . . . . . . . . ... ... ... ...
4.2. Morfismo reduccién. . . .. ...
4.3. Independencia del modelo. . . . . . . . ... ... ... ....
4.4. Morfismo asociado AJx. . . . . . . . ...

VII

XI

19
19
22
24
30
32
34
36

41
41
42
46
93



VI INDICE GENERAL

4.5. Ciclos homdlogos a cero. . . . . . . . .. ... ... ... ...

5. Reduccién degenerada.
5.1. Variedades lineales. . . . . . . . .. .. ... L.
5.2. Reduccion totalmente degenerada. . . . . . . . . ... ... ..
5.3. Monodromia-peso. . . . . . .. ...
5.4. Teorema principal. . . . . . . ... .. oo
5.5. Cohomologia de De Rham. . . . . . . ... .. ... .. ... ..
5.6. Reduccion Ordinaria. . . . . . . .. .. .. ... ...

6. Toros analiticos y curvas de Mumford.
6.1. Toros analiticos. . . . . . . . . .. ... ...
6.2. Polarizaciones. . . . . . . ... ...
6.3. Variedades abelianas. . . . . . . .. ... ...
6.4. Monodromia geométrica. . . . . . . .. ...
6.5. Cohomologia de toros analiticos. . . . . . . . . . .. ... ...
6.6. Apareamientos no-degenerados. . . . . . ... ... ... ...
6.7. Producto de curvas de Mumford. . . . .. ... ... ... ..
6.8. Morfismo de Abel-Jacobi. . . . . ... ... ...

A.

Bibliografia.

77
7
81
84
90
98
101

107
107
109
109
112
113
120
127
131

133

135



Introduccion

La teoria de ciclos algebraicos tiene por objeto el estudio de las subva-
riedades de una variedad algebraica. Es por ello que un ciclo algebraico se
define como combinacién lineal de subvariedades irreducibles de una codi-
mensién dada. Sin embargo, el conjunto de ciclos generado de esta forma
es demasiado grande por lo que su estudio requiere imponer relaciones de
equivalencia adecuadas que reflejen de manera mas clara la geometria de la
variedad. En el caso de las variedades proyectivas no-singulares, una buena
relacién de equivalencia es la equivalencia racional. Bajo esta relacion las
clases de ciclos algebraicos poseen un producto interseccién que les da una
estructura de anillo tradicionalmente llamado anillo de Chow. La principal
herramienta para entender estos anillos es el estudio de la relaciéon que hay
entre ellos y los anillos de cohomologia para diversas teorias cohomoldgicas.
Por ejemplo, en el caso complejo, podemos usar la cohomologia usual prove-
niente de la topologia algebraica. Todas estas comparaciones con las diversas
cohomologias nos llevan a la famosa conjetura de Hodge (que caracteriza los
ciclos algebraicos como la parte pura de la descomposicion de Hodge de la
cohomologia cldsica) y a la teorfa de motivos de Grothendieck (la cual, a
grosso modo, puede pensarse como una teoria universal de cohomologia para
variedades algebraicas).

La idea subyacente a esta ultima teoria es que también sirve para estu-
diar los grupos de Chow de una variedad algebraica. A saber, la teoria de
Grothendieck funciona para toda teoria de interseccién “buena” sobre las
variedades algebraicas, es decir, para toda relacion de equivalencia adecuada
sobre los ciclos algebraicos.

Mas concretamente, si X es una variedad lisa y proyectiva sobre un cuer-
po, se tiene CHY(X) 2 Z y CH'(X) = Pic(X) es la variedad de Picard de
X. Sin embargo, la estructura de los grupos de Chow CH’(X) para j > 2
es basicamente desconocida ya que, en general, CH?(X) no es un funtor
representable.

La conjetura de Hodge predice que, para todo 7 > 0, el morfismo ciclo
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(racional)
cx : CH (X)g — Hdg’(X)o € H¥(X,Q),

debe ser exhaustivo. Por otro lado, usando las aplicaciones de Abel-Jacobi
construidas en los trabajos de Griffiths ([Gri])

AJ(X): Ker(clx) — J(X)q,

se han probado una serie de resultados interesantes (ver [Cl], [Ro], [Gre]).
Sin embargo, hasta la fecha, no se tiene una descripcion explicita del ntcleo
y la imagen de AJ7.

En este sentido, los trabajos de Beilinson, Bloch, Deligne y Murre (entre
otros) sugieren la existencia de una filtracién:

CH!(X)g=F'CH/(X)g 2D F'CH/(X)g 2 -+ 2 FIT'CHI(X)g = {0}

tal que
F'CH/(X)g = Ker(cly)

F2COHI (X)g = Ker(AJi(X)).

Mas atin, se ha sugerido que los cocientes graduados para esta filtracién deben
parecerse a los dados por la formula conjetural de Beilinson (ver [Jal]):

Gr"CH? (X)q = Extly (1, W77 (X)(4)),

donde MM es la categoria conjetural de motivos mixtos.

En esta memoria nos proponemos estudiar los grupos de Chow de una
variedad lisa y proyectiva sobre un cuerpo completo a través del estudio del
morfismo ciclo. Mds concretamente, construiremos un morfismo (que llama-
remos morfismo reduccion) que tiene por dominio los grupos de Chow de
nuestra variedad y cuya imagen vive en un cociente del grupo de Chow de la
variedad reduccion. A diferencia del morfismo ciclo /-adico nuestro morfismo
tiene la ventaja que su definicién es independiente del primo £. Sera este mor-
fismo reduccién el que nos permitira describir la imagen del morfismo ciclo
(-adico en el caso que la reduccion de la variedad satisfaga ciertas hipotesis
de degeneracion total.

Resulta claro para un experto que este problema cae dentro del tema
mas general de motivos. Sin embargo, y puesto que hemos de marcar limites
(muy modestos), en esta memoria no trabajaremos el punto de vista motivico
y sOlo trataremos con la cohomologia étale y de De Rham de la variedad
dejando de lado el estudio de las cohomologias de Weil en general. Asi mismo,
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tampoco estudiaremos teorias estrechamente relacionadas con la teoria de
ciclos algebraicos como lo son, por ejemplo, la teoria K o la teoria de Hodge.

En nuestro estudio de los grupos de Chow hay dos ideas de fondo:

La primera consiste en restringirnos al estudio de las variedades con re-
duccion estrictamente semiestable. Estas variedades presentan modelos cuyas
reducciones tienen comportamientos que de alguna manera conocemos o po-
demos controlar. A partir de ciertas combinaciones de los grupos de Chow
de las componentes de la reduccién, construiremos estructuras enteras y ope-
radores naturales sobre ellas de forma que podamos reconstruir los grupos
de Chow de la reduccion y, lo que es mas importante, estudiar los grupos de
Chow de la propia variedad.

La segunda idea consiste en relacionar estos operadores sobre las estruc-
turas enteras con la monodromia asociada a la cohomologia de nuestra varie-
dad. Son estas relaciones las que nos permitiran describir de forma explicita
la imagen del morfismo ciclo /-adico solo en términos de los ciclos algebrai-
cos y de manera independiente del primo ¢, siempre que se impongan ciertas
restricciones de degeneracién total sobre la reduccién de la variedad. La exis-
tencia de una monodromia no trivial es una particularidad de este tipo de
variedades con reduccion totalmente degenerada.

La memoria esta organizada de la manera siguiente:

En el capitulo 1 se describe de forma breve la estructura de los cuer-
pos sobre las que nuestras variedades estan definidas, asi como las funciones
logaritmo definidas sobre ellos. También se hace un estudio extenso de la
filtracion de monodromia asociada a una representacién cuasi-unipotente en
la categoria de espacios vectoriales sobre cuerpos completos.

El capitulo 2 esta dedicado a la descripcién de los grupos de Chow de
variedades algebraicas y a su generalizacion a esquemas definidos sobre anillos
completos. El capitulo termina con una serie de conjeturas que estan en el
centro de la teoria de los ciclos algebraicos.

En el capitulo 3 introduciremos el concepto de semiestabilidad estricta,
asi como la construccién de ciertos complejos (complejos de Chow) que nos
permitiran definir estructuras enteras y operadores de monodromia sobre los
cuales podremos aplicar los resultados del capitulo 2.

El capitulo 4 trata la construcciéon del morfismo principal de esta memo-
ria, a saber, el morfismo reduccion cx (def. 4.2.1):

CHI(Y)
CHI(Y)NIm(d;")

Cx CH](X) —

Este morfismo se construye de forma completamente general en el sentido
de que para definirlo no es necesario imponer una gran cantidad de hipotesis
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sobre la variedad. Este morfismo viene a ser la generalizacion natural del mor-
fismo especializacion para el caso de variedades estrictamente semiestables
(ver teo. 4.2.6).

El capitulo 5 esta dedicado al concepto de reduccion totalmente degene-
rada. En €l se definen una serie de propiedades sobre las cohomologias de la
variedad reduccién que tienen que ver con las conjeturas estandares y que
son de gran utilidad cuando se combinan con la monodromia.

Es en este capitulo donde se enuncia y demuestra el teorema principal
de esta memoria (teo. 5.4.4). En él se establece la relacién existente entre el
morfismo ciclo ¢-adico y el morfismo reduccién construido en el capitulo 4:

Teorema 5.4.4. Sea X una variedad lisa y proyectiva sobre K con un

modelo estrictamente semiestable tal que la reduccion satisface las propieda-
des (a) y (b) de la def. 5.2.1. Entonces, para todo { # p, se tiene:

p’I“GTé\/I (Cl&x X Qg)((l/) =po (CX & Qg)(()z), Va € CHj(X)QZ.

Su importancia es crucial ya que, en cierto sentido, nos dice que el morfismo
ciclo ¢-adico es la realizacion f-adica de nuestro morfismo reduccion. Como
consecuencia directa se tiene que los nicleos del morfismo ciclo y el morfismo
reduccién coinciden (cor. 5.4.6).

El capitulo 5 termina con un estudio detallado de la cohomologia de De
Rham y del operador de monodromia en el caso de reduccién ordinaria (prop.
5.6.7).

El capitulo 6 estd dedicado al estudio de las variedades abelianas con re-
duccién totalmente degenerada y al producto de Curvas de Mumford. Aqui se
calculan de forma explicita algunas de las construcciones hechas en los capitu-
los anteriores con el fin de ilustrar los conceptos y resultados que aparecen
en ellos. El capitulo termina con la definicién de las Jacobianas intermedias
de [R-X2] y de su posible relacién con el morfismo asociado AJx definido en
la sec.4.4.

La memoria termina con un apéndice dedicado a exponer (de manera
poco formal) una serie de preguntas abiertas que surgen de los resultados
establecidos en esta memoria y que marcan una linea de investigacion futura
en nuestro estudio de los ciclos algebraicos.
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Capitulo 1

Preliminares.

En este capitulo introduciremos algunos de los conceptos que utilizaremos
a lo largo de esta memoria. En la primera parte describiremos la estructura
de los anillos de valoracién discreta y las funciones logaritmo que se pueden
definir sobre ellos. La segunda parte esta dedicada al estudio general de las
filtraciones sobre categorias abelianas. De especial interés es el estudio de
la filtracién de monodromia asociada a representaciones cuasi-unipotentes.
Cabe mencionar que las proposiciones 1.2.4 y 1.5.1 probablemente son cono-
cidas pero no hemos encontrado ninguna referencia. La proposicion 1.5.6 es
nuestra. El resto de proposiciones y teoremas de este capitulo pertenecen a
[Se], [De2] y [De5]. Respecto a sus demostraciones, sélo escribiremos aquellas
que nos parezcan de utilidad o sean de interés en la posterior introduccion
de nuevos conceptos.

1.1. Anillos de valoracion discreta.

El descubrimiento de los ntimeros p-adicos por parte de Hensel en 1905
di6 paso a la creacién de las completaciones no-arquimedianas QQ,, del cuerpo
de los nimeros racionales Q. Desde el punto de vista aritmético estos cuerpos
son tan naturales como la completacién arquimediana R de Q. Asi como los
reales R son la base del andlisis clésico, los p-adicos Q, son el fundamento
del andlisis no-arquimediano.

La teoria de funciones no-arquimediana moderna nace con J. Tate en
1961. Motivado por el hecho de como caracterizar a las curvas elipticas con
mala reduccion, descubrié una nueva categoria de objetos algebraico-analiti-
cos con una estructura suficientemente rica para hacer posible lo imposible:
la continuacion analitica sobre cuerpos totalment disconexos.

En esta seccién seguiremos la exposicién de [Sel, (ver sec..1).



2 CAPITULO 1. PRELIMINARES.

Un anillo R es un anillo de valoracion discreta si es un dominio
de ideales principales que tiene un unico ideal primo M = 0. El cuerpo
k = R/M se llama cuerpo residual de R. Observemos que los elementos
invertibles de R (que denotaremos por R*) son los elementos de R que no
pertenecen a M. Estos elementos forman un grupo multiplicativo llamado
las unidades de R.

Dado R un anillo de valoracién discreta, el ideal M es de la forma ()
para algin elemento 7 en R que es irreducible. De esto se sigue que (salvo
multiplicacién por unidades) R tiene un tunico elemento irreducible. Llama-
remos a uno de tales elementos un uniformizante de R.

Si denotamos por K el cuerpo de cocientes de R, entonces todo elemento
x en K* (el grupo multiplicativo de elementos no cero de K') puede ser escrito
de forma tnica como r = un™ con v una unidad en R y n € Z. El entero n
se llama valoracién de x y se denota por v(x). Observemos que la valoracién
es independiente del uniformizante 7 en R escogido.

Se tienen las siguientes propiedades:

(a) La aplicacién v : K* — Z es un homomorfismo exhaustivo.

(b) v(z +y) = min{v(z),v(y)}.

Por convencién v(0) = +o0.

Observemos que la funcién v determina completamente el anillo R ya que

R ={z € K|v(xz) > 0}.

Dado a € (0,1), se define el siguiente valor absoluto no-arquimediano en

a’@ si a#0
[zl =9, .
0,si a=0.

Denotaremos por K la completacion de K respecto de la topologia definida
por este valor absoluto.

Ahora estudiaremos la estructura de los anillos completos. Para ello se-
guiremos la exposicién de [Se], sec. I1.4, 11.5

Sea R un anillo completo respecto a una valoracién discreta con cuerpo
de fracciones K y cuerpo residual k. Sea S un sistema de representantes de
k en Ry m un uniformizante de R.

La siguiente proposicion nos dice como son todos los elementos de K.

Proposicién 1.1.1. Todo elemento x € K puede escribirse de forma unica
como una serie convergente
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que solo incluye un numero finito de términos negativos. Los elementos de R
n
son los de la forma ), -, sp7".

Ahora, si las caracteristicas de R y k son iguales, se tiene:

Teorema 1.1.2. Sea R un anillo de valoracion discreta completo con cuerpo
residual k. Si R y k tienen la misma caracteristica y k es perfecto, entonces
R es isomorfo a k[[T1]].

Por otro lado, si las caracteristica de Ry k son diferentes (es decir, R de
caracteristica cero y k de caracteristica p > 0), entonces podemos identificar
Z con un subanillo de Ry p € Z con un elemento de R. Més ain, dado que
p reduce a cero en k, se tiene v(p) > 1. El entero e = v(p) se llama indice de
ramificacion absoluto de R.

La inclusién Z — R se extiende por continuidad a una inyeccién de Z,
en R. Observemos que si k es el cuerpo finito con ¢ = p/ elementos, entonces
R es un Z,-moédulo libre de rango n = ef y K es una extension finita de Q,
de grado n.

Si e = 1, se tiene que p es un uniformizante en R y en este caso se dice
que R es absolutamente no ramificado.

El siguiente teorema analiza el caso no ramificado.

Teorema 1.1.3. Si k es un cuerpo perfecto de caracteristica p > 0, existe un
unico anillo de valoracion discreta completo W (k) (salvo isomorfismo) que
es absolutamente no ramificado y que tiene a k como cuerpo residual.

El anillo W (k) se conoce como el anillo de Witt de k.

En el caso general, tenemos el siguiente:

Teorema 1.1.4. Sea R un anillo de valoracion discreta completo de ca-
racteristica distinta a la del cuerpo residual k perfecto y sea e el indice de
ramificacion absoluto. Entonces, existe un unico homomorfismo de W (k) en
R que hace conmutar el diagrama siguiente:

W(ek) — R

N\ e
k

FEste homomorfismo es inyectivo y R es un W (k)-mddulo libre de rango e.

Una descripcién més precisa nos dice que R se obtiene de W (k) adjun-
tando un elemento 7 que satisface una “ecuacion de Eisentein”:

+tan 4+ +a =0 a € W(k)

tales que pla; pero p? { a.



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES.

Definicion 1.1.5. Diremos que un cuerpo k es pequeno si es una extension
puramente inseparable de una extension finitamente generada de su cuerpo
PTIMO.

1.2. Logaritmos.

En esta seccién seguiremos la exposicién de ([Fol, sec. 4.2).
Sea K un cuerpo de caracteristica 0 completo respecto a un valor absoluto
no-arquimediano | - |g. Para todo r > 0, denotemos por

B(a,r) ={z € K;|x —a|x <7}
la bola abierta de radio r y centro a € K y por
Bla,r) ={r € K;|v —a|g <7}

la correspondiente bola cerrada.
Consideremos la serie de potencias con coeficientes racionales siguiente:

—1 n+1xn
L

n>1

De acuerdo a ( [Gou], cap. 4) el radio de convergencia de la serie se calcula

como
1

- limsup|1/n|}(/n.

Observando que la restriccién de | - | a Q coincide con el valor absoluto
p-adico | - |, (teo. de Ostrowski), se sigue que

[/l = g 1
y por lo tanto la serie converge a un elemento en K para todo = € B(0, 1).
Observacion 1.2.1. Obsérvese que la serie no converge sobre |x| = 1.

Si K es completo respecto a una valoracién discreta vk, entonces R =
B(0,1) es el anillo de enteros de vg, M = B(0,1) es el ideal maximal (que
es principal) y k = R/M es el cuerpo residual.

Recordemos que si k es perfecto y S es un sistema multiplicativo de repre-
sentantes de Teichmiiller de k en R, el grupo de unidades R* esta generado
por Sy por Uy = B(1,1):

R*=S5-U.



1.2. LOGARITMOS. )

Bajo estas hipdtesis, se define la funcion logaritmo
log: " — K

por la serie

tog(u) = 3 (Lo Z U

n
n>1

donde u = sug para algunos s € S y ug € U,.
Observemos que la funcién log tiene imagen en B(0, 1).

Definicién 1.2.2. Una prolongacién del logaritmo a K* es un homo-
morfismo

Log: K* — K
cuya restriccion a R* coincide con la funcion log definida anteriormente.

Observacién 1.2.3. Observemos que definir una prolongacion del logaritmo
equivale a elegir un elemento ¢ € K tal que Log(m) = ¢ para ™ un elemento
uniformizante en R (pues dado x € K*, existe r € 7 tal que m"x € R* y
por tanto

Log(z) = rc+ log(n™"x).

En los objetos que estudiaremos mas adelante, una “eleccion natural” del
logaritmo serd la dada por Log(w) = 0, es decir, nos interesaran aquellas
prolongaciones que satisfacen Log(K*) = log(R").

Sean

P = {Log prolongacién de log tal que : Log(K™*) = log(R*)}

U = {r uniformizante de K}/S.
Proposicion 1.2.4. Se tiene una biyeccion entre P y U dada por
(Log(m) = 0) — [n].

Demostracion:. La aplicacion es claramente exhaustiva.

Supongamos que 7’ es otro uniformizante de R tal que [7’] = [r], entonces
7’ = s para algin s € S.

Ahora, si x € K*, sea r € Z tal que 7' "z € R*. Luego,

Log(x) = log(w'"x) = log((s7) ") = log(n ")

de donde 7" y ' definen la misma prolongacién de log. [ |
De aqui en adelante denotaremos por log, al elemento de P tal que
Log(m) = 0. Luego, si 7’ = ur con u € R* es otro uniformizante, se tiene:

log.(x) — log.(z) = v(z)log(u), Vr e K*.
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Observacién 1.2.5. Si L es una extension finita de K, entonces |- |k se
extiende de manera unica a un valor absoluto no-arquimediano |- | en L de
forma que L es completo respecto a este valor absoluto (ver [Se/, I1I,2). De
esto se sigue que si K es una clausura algebraica de K, la funcion Log se
extiende de manera unica a una funcion

Log : K —K.

1.3. Filtraciones.

En toda esta seccién seguiremos la exposicién de [De2], sec. 1.1.
Sea A una categoria abeliana. En general, s6lo consideraremos filtraciones
finitas sobre los objetos de A.

Definicién 1.3.1. Una filtracion decreciente (resp. creciente) F' de un objeto
A de A es una familia (F™(A))nez (resp. (Fn(A))nez) de subobjetos de A que
satisfacen:

F™(A) C F"(A),Vn,m tal que n<m

(resp.F,(A) C F,,(A),¥Yn,m tal que n < m).

Un objeto filtrado es un objeto dotado de una filtracion.
Si F' es una filtracién decreciente (resp. creciente) sobre A, pondremos
F*(A) =0y F7°(A) = A (resp. FLoo(A) =0y F(A) = A).
Las filtraciones desplazadas de una filtracion decreciente W estan defini-
das por:
WnJP(A) = W"P(A).

Observacion 1.3.2. (a) Si F' es una filtracion decreciente (resp. creciente)
de un objeto A, entonces los F,(A) = F~"(A) (resp. F"(A) = F_,(A))
forman una filtracion creciente (resp. decreciente) de A.

(b) Durante toda esta seccion supondremos que todas las filtraciones son
decrecientes salvo que se especifique lo contrario.

Una filtracién F' de A se llama finita si existen n, m € Z tales que F"(A) =
Ay F™(A) =0.

Un morfismo de un objeto filtrado (A, F') en un objeto filtrado (B, F') es
un morfismo f : A — B que satisface f(F"(A)) C F"(B) para todo n € Z.

Los objetos filtrados (resp. filtrados de filtracion finita) de .4 forman una
categoria aditiva en la que existen los limites inductivos y proyectivos finitos
(y por lo tanto los nicleos, contcleos, imagenes y coiméagenes de morfismos).
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Un morfismo f: A — B se llama estricto (o estrictamente compa-
tible con las filtraciones) si la flecha canénica

Coim(f) = A/Ker(f) — Im(f)

es un isomorfismo de objetos filtrados.
Si (A, F') es un objeto filtrado de A, el graduado asociado es el objeto de
AZ definido por
Gr'(A) = F"(A)/F"(A).

Sea (A, F') un objeto filtrado y j : X < A un subobjeto de A. La filtracion
inducida sobre X por F es la unica filtracion sobre X para la cual j es
estrictamente compatible con las filtraciones, es decir,

Fr(X) = 7N (F"(4)) = X N F™(A).

De manera dual, la filtracion cociente sobre A/X (que es la unica filtracién
para la cual p : A — A/X es estrictamente compatible con las filtraciones)
esta dada por

FYA)X) = p(F"(A)) = (X + F*(A)/X = F"(A)/(X N F"(A)).

Lema 1.3.3. 57 X e Y son dos subobjetos de A tales que X CY, entonces
sobre Y/ X = Ker(A/X — A/Y), la filtracién cociente de'Y coincide con la
filtracion inducida por A/ X.

La filtracion del lema 1.3.3 sobre Y/ X se llama filtracion inducida por A.

En particular, si X : A L B4 Cesm complejo y B es filtrado, entonces
H(Y) = Ker(g)/Im(f) = Ker(Coker(f) — Coim(g)) esta dotado de forma
canonica de la filtracién inducida.

Proposicién 1.3.4. (i) Sea f : (A, F) — (B, F) un morfismo de objetos
filtrados de filtracion finita. Para que f sea estricto es necesario y suficiente
que la sucesion

0 — Gr(Ker(f)) — Gr(A) — Gr(B) — Gr(Coker(f)) — 0
sea ezacta.

(it) Sea ¥ : (A F) — (B,F) — (C,F) un complejo de morfismos es-

trictos. Se tiene de manera candnica
H(Gr(%)) ~ Gr(H(X)).

En particular, si ¥ es exacta en A, se tiene que Gr(X) es ervacta en AZ.
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A continuacién seguiremos la exposicién de ([De2], sec. 1.2).

Sea A un objeto de A dotado de dos filtraciones F'y G.

Por definicién Gri:(A) es un cociente de un subobjeto de A y por lo tanto,
esta dotado de una filtracién inducida por G. Luego, por paso a los graduados
asociados, se tiene definido un objeto bigraduado (GrgGrE(A))nmez.

Si se definen las filtraciones inducidas como las filtraciones cocientes de las
filtraciones inducidas sobre un subobjeto, se tienen los isomorfismos candni-
cos siguientes:

GriGrip(A) ~ (F™(A) N G"(A))/(F™T(A) N G™(A) + F™(A) N G™(A))
— (G™(A) NPT (A)) /(G (A) 0 F™(4) + G (A) 1 F™(4))
~ GripGri(A).

Definicién 1.3.5. Dos filtraciones finitas F y F sobre A se llaman n-
opuestas si Grip,Gri.(A) = 0,Vp,q tal que p +q # n.

Ahora supongamos que AP? es un subobjeto bigraduado de A tal que:

a) APY =0 salvo para un nimero finito de pares (p, q),

b) A1 =0,Yp,q, p+aq#n,

En este caso se pueden definir dos filtraciones finitas n-opuestas de A =
> p.q AP9 haciendo:

FPA) =Y AP y FlA)=> A
p q

'>p '>q

Observemos que

Gr’}Gr%(A) = AP1,
Inversamente, se tiene:

Proposicién 1.3.6. Sean F y F dos filtraciones finitas de A.
(i) Para que F' y F sean n-opuestas, es necesario y suficiente que

Vp,q, p+g=n+1= F'(A)@ F'(A) > A

(ii) Si F y F son n-opuestas y se hace

APt = (), para p+q#n
APt = FP(A)NF'(A), para p+q=n

entonces A es la suma directa de los AP y F, F se deducen de la bigraduacion
AP de A por el procedimiento anterior.
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Dado que maés adelante nos interesara comparar filtraciones crecientes con
decrecientes, la proposicion anterior nos permite hacer la siguiente definiciéon:

Definicién 1.3.7. Sea F' una filtracion finita decreciente y G una filtracion
finita creciente sobre A. Diremos que F y G son n-opuestas si, y solo si,

Vp,g p—q=n+1= FP(A)® G,(A) > A.

1.4. Monodromia.

En esta seccién seguiremos la exposicién de [Deb], sec. 1.6.

Proposicion 1.4.1. Sea N un endomorfismo nilpotente de un objeto V' de
una categoria abeliana. Entonces, existe una, y solo una, filtracion finita M
de V' que es creciente y tal que

(1) NM; C M; 5,

(ii) N* induce un isomorfismo

Gri'v & GrM V.

Llamaremos a esta filtracion la filtracion de monodromia asociada a
N.

Demostracién: La existencia se prueba por induccién sobre el menor
entero positivo d tal que N4t = 0, que llamaremos orden de nilpotencia de
N.

Sid = 0, es decir, si N = 0, se coge como M la filtracién trivial: GrMV = 0
para i # 0.

Sid>0,sehace My =V, My 1 = KerN M_;=ImN*y M_4, =0,
de manera que Gri'V y Gr*,V son la coimagen y la imagen de N¢.

Ahora, sobre KerN¢/ImN¢?, la d-ésima potencia de N es cero y asi (por
hipétesis de induccién) podemos definir M sobre KerN¢/ImN<.

Finalmente, se define M; sobre V' (para d —1 > i > —d) como la imagen
inversa en KerN¢ de los correspondientes subobjetos M; en KerN¢/ImN?. R

Observaciéon 1.4.2. Una definicion mas explicita de la filtracion asociada
a N es a través del producto de convolucién (ver [Ii1], [Saj, sec 2.1) :

Si designamos por KV (resp. I°V) la filtracion nicleo (resp. imagen)
definida por

KiV = KerN*™  (resp. I*V = ImN¥),
entonces la filtracion M es el “producto de convolucion” de las filtraciones
Kel:
M= > KNP

k—j=i
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Definicién 1.4.3. La parte primitiva P;(V') de GrMV es el nicleo del mor-
fismo inducido por N sobre los graduados:

P(V) = Ker(N : Gr}'V — Gr,V).
Observemos que si ¢ > 0, del isomorfismo
N"loN:GrM'V — GrMy,

se sigue que N : GrMV — GrM,V es inyectivo y por lo tanto que P; = 0.
De manera similar, si ¢ > 0, del isomorfismo

NoN*:GrM,V — GrMv — GrM _,V,

se sigue que Gr*V es suma directa de P_; y de la imagen de GT%QV por
N1 Pero, dado que N induce un isomorfismo de esta imagen con Gr™._,V,
se tiene
GV ~ P o GrM V.
Luego, por induccién decreciente sobre ¢ > 0, se construye un isomorfismo

de Gr™V con la suma de los P_;’s para j > i, j =i (mod 2).

Observacién 1.4.4. (a) Utilizando los isomorfismos N* : GrMV = GrMV
obtenemos isomorfismos

Gri'V ~ GB pP_;.
i=lil,j=i(2)

(b) Via los anteriores isomorfismos, los morfismos N : GrMV — GrM,V
son las inclusiones evidentes para i > 1(i — 2 > —1), y las proyecciones
evidentes para i — 2 < —1:

l GTg : P_3 l
Gry |: Py | Py
L Gry: Py, | Py |
Grol: R | Pao | Py
LGroy: P, | P3 |
Gr_y |: P_y ! P_y
L Grg: P |

Recordemos que el desplazar en —2 una filtracion creciente se denota por
[2].

Lema 1.4.5. El morfismo N : (V,M) — (V, M[2]) es estrictamente compa-
tible con las filtraciones.
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Demostraciéon: Hay que probar que la flecha candnica
CoimN =V/KerN — ImN
es un isomorfismo de objetos filtrados. Dado que

N(MH_Q/(K€T’N N MH_Q)) == NMZ'+2

basta probar que NM; ;o = ImN N M; (ver lema 1.6.5 [De5]).

Claramente NM;,» C ImN N M;. Para probar la inclusiéon contraria
consideremos dos casos:

(i) Sii <0, el morfismo N : M; o — M; tiene un graduado exhaustivo:

N G’I"ZZ\_{_QV = Mi+2/Mi+1 - GT;MV = Mi/Mi—h

de donde N : M; 5 — M; es exhaustivo y por lo tanto N M, o = M,;.
(i) Sii+2 >0, el morfismo N : V/M,; o — V/M; tiene un graduado
inyectivo:

N : Gri}sV = Miys/Miyo — M /M; = Gri{ |V,

de donde N : V/M;,5 — V/M; también es inyectivo y por lo tanto N1 M; C
Miia. u
El lema 1.4.5 y la prop. 1.3.4(i) nos permiten intercambiar KerN y GrM.

Corolario 1.4.6. La inclusion de Ker N en V induce los isomorfismos
GrM(KerN) = P(V), VieZ.

Definicién 1.4.7. Dentro de la categoria de K -espacios vectoriales se define
el producto tensorial de (V',N") y (V" ,N") como la pareja (V, N), donde

V=V'eV" y N=N®1+12N".

Proposicién 1.4.8. (Ver [De5], prop. 1.6.9) Si K es de caracteristica 0,
entonces

(2)
M;(V'@V") = Z My(V') @ My (V").
i i =i
(ii)  La formacién del graduado Gr™ es compatible con el producto ten-
sorial.
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1.5. Representaciones cuasi-unipotentes.

En esta seccién aplicaremos los resultados de la secciéon anterior a la
categoria abeliana de los espacios vectoriales sobre un cuerpo K. Seguiremos
la exposicién de ([Il1], sec. 1).

Sea R un anillo de valoracién discreta completo con cuerpo de cocientes
K y cuerpo residual k de caracterfstica p > 0. Denotemos por K una clausura
separable de K y por K™ la méaxima extensién no ramificada de K en K.
Observemos que el cuerpo residual k de K™ es una clausura separable de k.
Denotemos por G = Gal(K/K) el grupo de Galois absoluto de K y por
Ix = Gal(K/K"™) el subgrupo de inercia.

Sea ¢ # p un numero primo. Recordemos (ver [I11], sec. 1) que si V' es un
Q-espacio vectorial de dimension finita, entonces una representacion ¢-adica
de G K

p:Gx — GL(V)

es cuasi-unipotente si existe un subgrupo abierto I; de Ik tal que la restric-
cién de p a I; es unipotente, es decir, dado g € I; existen n,m € N tales
que

(p™(g) —1d)" = 0.

Mas aun, si p es una representaciéon cuasi-unipotente, existe un unico
morfismo nilpotente llamado operador de monodromia

N:V(1)—-V

caracterizado por el hecho de que la restriccion de la representacion ¢-adica
a I, queda determinada por:

p(g) = exp(N oti(g)), Vgel

donde

es la /-componente del morfismo ¢ en la sucesién candnica del grupo de inercia

1_>P_>JKL>HZE(1)_>1
l#p

con P un pro-p-grupo y [[, 4p Z(1) el grupo de inercia moderado.
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ACLARACION: Lo anterior quiere decir que la accién de I; esta dada
por:

plg)r =Y N'{telg)z) Vg€l

7!
i>0

donde t,(g)z :=ti(g) @z € Q1) @ V =V (1).
Mas aun, el operador

N : Q1) = End(V)
es G g-invariante, es decir, para z € Q(1), x € V, g € Gk se tiene

p(g)N(zx) = N(x(g9)z - p(g)r)

donde x : Gx — Zj es el caracter ciclotémico.

De acuerdo a la prop. 1.4.1, el endomorfismo N nos permite definir la
filtracion de monodromsia sobre H caracterizada como la unica filtracion
creciente

S MV C M,V C-e

tal que
NM;V (1) C M; 5V

y N* induce un isomorfismo
N*: GrM'V (k) = GrM V.

En particular, si k& = [, es finito y F' € Gx es un levantamiento del
Frobenius geométrico (a — a'/?) de Gy, se tiene la relacién

N(zFzx) =qFN(zx)

que escribiremos como NF' = qF'N.

Proposicién 1.5.1. La filtracion de monodromia M, sobre V satisface:
Vi = KerN C M,.

Mids aiin, VOK = MOGK.

Demostracion: La demostracion se sigue del hecho de que la mono-
dromia es tal que la representacion de G restringida a I; estd dada por

p(g) = exp(N oty(g)), Vge€ I.
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Luego, x € V1 si, y sélo si,

z = p(g)r = exp(N(t(g)z)), Vg€ .

Pero esto sucede si, y sélo si, N(t,(g)x) = 0 para todo g € I1; es decir si, y
solo si, z € KerN.

Por otro lado, observemos que si el orden de nilpotencia de N es d, en-
tonces

d
MOZZKkajZZKkak
k=j k=0

= KerNNImN®+ -+ KerN“ 0 ImN?
D KerN.

Finalmente, cogiendo fijos por Gk en
Ver Ccvic v C My,
se obtiene VOx = ME%. W

Observaciéon 1.5.2. Notemos que si la accion de I; sobre V' es unipotente,
entonces también lo es su accion sobre V(1). Esto se sigue del hecho de que
el “twist”por Ze(1) sdlo involucra raices de la unidad de orden primo con p
y por lo tanto la inercia [k actia trivialmente sobre él.

Ahora analicemos el caso particular en que V' es un K-espacio vectorial
de dimensién finita d+1 con una base € = {eg, €49, ...,e_4} tal que N(e;) =
ei_o, para i # —d y N(e_4) = 0 (ver [Deb], sec. 1.6.7).

En este caso la matriz asociada a NN tiene la forma:

000 -- 00
1 00 0 0
010 0 0
000 -- 120

Dado que ImN’/ = KerN%'=J para 0 < j < d + 1, es facil ver que la
filtracion por el ntcleo y la filtracién por la imagen coinciden.
Maés atn, para todo 0 < j <d+1

My;= Y KerN*'nImN'
k—l=d—2j

= Z KerN*t N [mNk-d+2i
k
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= Z KerNFt N Ker N2d+1-k=21
2

de donde,

NI (My o) C Z KerN*=4 0 Ker N~F=449) = KerN° = {0}
2

por lo tanto My_o; C Ker N+1-7,
De manera similar, se tiene

Myo;j= > KerN*'nImN'

k—l=d—2j

— Z Ker N2+ o [ N
>0

= ImN¥7'nImN' D ImN/ 0 ImN? = ImN?,

>0 sumando [=j

De lo anterior se sigue que, para todo 0 < j < d+1,
ImN? = My_o; = Ker N7+,
por lo que en este caso las tres filtraciones coinciden y
M; =< e;,ej o+ ,e_q>.

Observacién 1.5.3. Debido a la forma en que se han escogido las bases,
se tiene que si i@ = d(mod2), entonces M;y1 = M;. De esto se sigue que la
filtracion de monodromia solo tiene la mitad de elementos que en un principio
se esperan.

Para el caso general (ver [De5], sec. 1.6.7), cogiendo una base de vectores
propios generalizados para V', se tiene que V = &V, con V, K-subespacio
N-estable tal que la matriz asociada a N|y, es un bloque de Jordan del tipo
anterior de tamano d, + 1 = dimV,,. Se tiene que M;(V) = &, M; o(Va).

A partir de la obs. 1.5.3, hacemos la siguiente:

Definicién 1.5.4. Diremos que la filtracion de monodromia M, es reducida
st satisface:
My = M; <= i = d(mod2).
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Observacién 1.5.5. Si en una filtracion reducida solo consideramos una vez
cada elemento repetido, obtenemos una nueva filtracion (que denotaremos por

M,) que tiene la mitad de elementos que la filtracion inicial. Observemos que
esto es lo mismo que renombrar los elementos de la filtracion de la manera
siguiente :

Si i = d(mod2) (digamos d+1i = 2j con j € Z), entonces

M; = M;(= My;j_a).
Asi, se tiene que la nueva filtracion
OZM_lcj\ZQC"'CMd

satisface:
(1) NM; C M,;_.
(i) Se tienen isomorfismos

N2 GrMy 2 Gl

Proposicién 1.5.6. Sea V un K-espacio vectorial y N un operador nilpo-
tente sobre V' con orden de nilpotencia d. La filtracion de monodromia para
N es reducida si, y solo si, para todo o se cumple

do = d(mod2).
Demostracién: Del caso general se tiene
M1 (V) = My(V) <= Miy10(Va) = Mio(Va), Vo
< i =dy(mod2), Va,
de lo cual se sigue la afirmacién. W

Observacién 1.5.7. En general, aun en el caso de la prop. 1.5.6, las tres
filtraciones Ker N, ImN y N son distintas como lo muestra el siguiente:

Ejemplo 1.5.8. Si N* = 0 sobre V con dimV = 6, entonces V =V, &V, con
Vi =< e, N(ey) >, Vo =< es, N(e3), N*(e3), N3(e3) > y N estd representado

por la matriz
0 0
(1)

o O = O
o= O O
_— o O O
o O OO
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Un calculo sencillo muestra que
V O KerN® = Vi@ < N(es), N*(e3), N*(e3) >

D KerN? = Vi@ < N*(e3), N*(e3) >
D KerN =< N(ei) > @ < N3(e3) >D {0},
V O ImN =< N(ey) > @ < N(es), N*(e3), N*(e3) >
D ImN? =< N*(e3), N3(e3) >
D ImN?® =< N?(e3) >D {0}.

Mientras que
V =M;D My, =M, = KerN?

D) M() =M_ =< N(@l) > P < N2(63),N3(€3) >
D M_g=M_3=ImN* D {0}.
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Capitulo 2

Grupos de Chow.

En este capitulo introduciremos los conceptos de geometria algebraica
necesarios para definir los principales objetos de estudio de esta memoria,
a saber, los grupos de Chow. Estos grupos son las clases de equivalencia de
los ciclos algebraicos respecto a la equivalencia racional. Esta es una gene-
ralizacién a dimensiones superiores del concepto de equivalencia lineal para
divisores sobre variedades no-singulares. Los grupos de homologia de Chow
comparten cierta analogia formal con los grupos de homologia de una va-
riedad. Asi, la teoria de clases bivariantes viene a ser una extension de las
propiedades de homologia-cohomologia que aparecen en topologia y que son
particularmente ttiles cuando se trabaja con propiedades funtoriales y for-
males. Es importante observar que se permiten variedades singulares.

2.1. Equivalencia racional.

En esta parte seguiremos la exposicién de ([Ful, cap. 1).

Comencemos por aclarar qué es lo que entenderemos por una variedad a
lo largo de esta memoria.

Dado un cuerpo arbitrario K, un esquema algebraico sobre K es un esque-
ma X junto con un morfismo X — Spec(K') que es de tipo finito. Recordemos
que esto ultimo quiere decir que X tiene un recubrimiento finito por abiertos
afines cuyos anillos de coordenadas son K-algebras finito generadas.

También recordemos que un esquema es integro si, y solo si, es irreducible
y reducido.

Una variedad X sobre K es un esquema algebraico sobre K que es
integro. Observemos que estamos permitiendo variedades con singularidades.

Una subvariedad V' de un esquema X es un subesquema cerrado de X
que es una variedad. Si denotamos por Oy x el anillo local de X a lo largo

19
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de V' y por My x su ideal maximal, entonces el cuerpo de funciones de V/,
denotado por R(V), es el cuerpo residual Oy x /My x.

Si X es una variedad y V' es una subvariedad de X de codimensién 1,
entonces el anillo local A = Oy x es un dominio local de dimensién 1 que
determina un homomorfismo bien definido

ordy : R(X)" — Z

= La(A/(r))

donde £4(A/(r)) denota la longitud del A-médulo A/(r). Observemos que si
X es no-singular a lo largo de V', A es un anillo de valoracién discreta y ordy

no es mas que la valoracién respectiva. En general, para r € Oy x, se tiene
(ver [Fu], Ex. 1.2.4)

ordy(r) > min{n € Z|r € My, x}

con igualdad si X es no-singular a lo largo de V' y desigualdad esctricta si
r € Myx y X es singular a lo largo de V.

Dado X un esquema algebraico sobre K, definimos el grupo de j-ciclos
sobre X, que denotaremos por Z;(X), como el grupo abeliano libre generado
por las subvariedades de dimension j de X. Asi, un j-ciclo sobre X es una
suma formal ) n;[V;] donde V; es una subvariedad de dimensién j de X y n;
un entero.

Observemos que si W es una subvariedad de dimensién j+1de X y ¢t €
R(W)* es una funcién regular, podemos definir el j-ciclo sobre X siguiente:

div(®)] = 3" ordy (B)[V],

la suma variando sobre todas las subvariedades V' de W de codimension 1.
La suma es finita ya que, para t € R(W)* fija, sélo hay un nimero finito de
tales subvariedades V' en W con ordy (t) # 0.

Diremos que un j-ciclo a es ractonalmente equivalente a cero si
existe un nimero finito de subvariedades W; de dimensién j + 1 de X y
funciones t; € R(W;)*, tales que

a = [div(t;)].

Observemos que los ciclos racionalmente equivalentes a cero forman un
subgrupo Rat;(X) de Z;(X). Definimos el j-ésimo grupo de homologia de
Chow como el grupo cociente de j-ciclos médulo equivalencia racional sobre
X:
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También definimos

CH.(X) = é CH,(X)

Jj=0

cuyos elementos son llamados clases de ciclos sobre X.

Ahora definiremos dos de las operaciones principales que existen entre
estos grupos.

Para ello, sea f : X — Y un morfismo propio entre esquemas algebraicos
sobre K. Observemos que si V' es una variedad de X, entonces f(V) = W
es subvariedad en Y y se tiene una inmersién de R(W) en R(V') que viene a
ser una extensién finita de cuerpos si dimW = dimV . Si hacemos

[R(V): ROW)], si dim(W) = dim(V)

deg(V/WF{O, si dim(W) < dim(V),

entonces podemos definir el push-forward del morfismo f como
filV] = deg(V/W)[W]

Este morfismo se extiende por linealidad a un homomorfismo entre los grupos
de ciclos

fet Z;(X) — Z;(Y),

que pasa bien bajo equivalencia racional y por lo tanto induce un homomor-
fismo
f* . CHJ<X) — OHJ<Y),

de manera que C'H, es un funtor covariante para morfimos propios, es decir,
si g : Y — Z es morfismo propio, entonces (¢f). = gu fs.

De manera similar, si f : X — Y es un morfismo plano de dimension
relativa n (lo cual quiere decir que para toda subvariedad V' de Y y todo
componente irreducible V' de f~1(V), se tiene dimV’ = dimV +n), se define
el pull-back de f por

Este se extiende por linealidad a un homomorfismo pull-back
[ CHY) = CHjon(X)

de manera que C'H, es un funtor contravariante para morfismos planos, es
decir, (gf)* = f*¢* para todo morfismo plano g : Y — Z.
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Por tltimo, recordemos que si Y es un subesquema cerrado de X y hace-
mos U = X —Y el complemento de Y, se tiene la sucesion exacta

CH;(Y) S CH/(X) L CH,(U) — 0

dondei:Y — X y j: U — X son las inclusiénes respectivas.
Para esquemas algebraicos sobre un cuerpo K, siempre se tiene definido
el producto exterior:

CH(X)® CH;(Y) S CH; (X xXY)

V] x [W] = [V x W].

2.2. Morfismo Gysin.

En esta seccién seguiremos la exposicién de ([Fu], cap. 6).

Comencemos por recordar que una sucesion de elementos ag, ..., ag en un
anillo A se llama regularsi el ideal I = (ay, ..., aq) es un ideal propio de A y la
imagen de a; en A/(ay, ...,a;_1) no es un divisor de cero para todo 1 <i < d.

Una inmersion cerrada de esquemas X — Y es una inmersion reqular de
codimension d si todo punto de X tiene un entorno afin U = Spec(A) en Y
tal que si I es el ideal de A que define a X, entonces [ estd generado por una
sucesion regular de longitud d.

Sea ¢ : X — Y una inmersién regular de codimensién d e Z el haz
de ideales de definicion de X en Y. Recordemos que tenemos un morfismo
proyeccion

T ny — X

donde
NxY = Spec(@p=0L"/T")

es el haz normal de X en 'Y (que es un haz vectorial de rango d sobre X) y

una seccién cero
sy : X — NxY

tal que m o s = idy. Més atn, se tiene un isomorfismo (ver [Ful, sec. 3.3)
T CHj,d<X> — CHJ<N)(Y)

para todo j € Z.

Observemos que si V' es una subvariedad de dimensién j en Y, entonces el
cono normal de VN X en V' (que denotaremos por CynxV y cuya definicién
es la misma que la del haz normal) es un subesquema cerrado de dimension
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pura j de NxY. Esto nos permite definir el homomorfismo especializacion
siguiente:
o CHJ(Y) — CH](N)(Y)
V] = [CvaxV].

Mas atn, se define el homomorfismo Gysin:
it CH;(Y) — CH,_g(X)
a través de la composicién:

CH;(Y) AN CH;_q(X)

No /SN
CH;(NxY)

donde sy (8) = (7*)71(3).
Esta construccion se puede generalizar a morfismos f : Y/ — Y en general
de la manera siguiente:

A partir del cuadrado fibrado
X =XxyY — Y
lyg LS
X - Y.
se construye el homomorfismo de Gysin refinado:

i CH)Y' — CHj_gX'
Qo Vi) =) mX -V,

es el producto interseccion de V; con X sobre Yy s denota la seccion cero
del cono Cy.V; para W; = f~1(X)NV,.

La construccion anterior goza de buenas propiedades cuando se trabaja
con variedades no-singulares:

Sea Y una variedad no-singular de dimensiéon n. Reindexemos los grupos
de homologia de Chow por codimensién, es decir, hagamos

donde

CH/(Y)=CH,_;(Y).
Observemos que en este caso el producto interseccion

CH(Y)® CH/(Y) — CH™(Y)
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TRQYr—>x-yY

hace de CH*(Y') = ®@CH’(Y') un anillo conmutativo y asociativo con unidad
Y] € CHY(Y), de manera que la asociacién

Y ~ CH*(Y)

es un funtor contravariante de variedades no-singulares a anillos.
Més atn, si f : X — Y es un morfismo, el morfismo grafica v5 : X —
X XY nos permite definir el producto cap:

CH\(Y)® CH;(X) 5 CH,_i(X)

z@y— [(y) Nz =75z xy)
que hace de CH,(X) un CH*(Y')-médulo.
Por dltimo, observemos que si f : X — Y es un morfismo entre variedades
no-singulares, el pull-back

f*CH(Y) — CH(X)

preserva grados y, en el caso de ser f propio, se tiene la férmula de la pro-
yeccion

f(ffy-2) =y fulx).

2.3. Clases bivariantes.

Las clases bivariantes son los objetos adecuados que generalizan a va-
riedades posiblemente singulares, por un lado, los homomorfismos de Gysin
refinados y, por otro, la estructura de anillo de los grupos de Chow de varie-
dades no-singulares cuando se indexan por codimensién (ver [Fu], cap. 17).

Definicién 2.3.1. Sea f : X — Y un morfismo de esquemas algebraicas
sobre K. Dado un morfismo g : Y’ — Y de esquemas sobre K, consideremos

el cuadrado fibrado:
f/

X =XxY L vy
g\ lg
X Jy

Una clase bivariante ¢ € A7(X EN Y) es una coleccion de homomorfismos
" CH.(Y') — CH,_;(X')

para todo morfismo g : Y — Y y todo entero r, que es compatible con push-
forward propio, pull-back plano y producto interseccion.
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Esto tltimo quiere decir lo siguiente:

25

(Cy) Sih:Y” — Y’ esun morfismo propio, a partir del cuadrado fibrado
xm Ly
| L h
x Loy
gl lyg
x Ly

para todo v € CH,.(Y"), se tiene

e (@) = h.cfy) (@)

* gh
(C2)
a € CH,.(Y'"), se tiene

O (h* (o)) = B e ()

(Cs)
de codimension d, del cuadrado fibrado
X f_//> Y
Z'l/ l Z’/
x oy
91 lyg
x Ly

para todo v € CH,(Y"), se tiene

1)

g

en CH,_;(X').

Sih:Y” — Y’ es un morfismo plano de dimension relativa n, para

en OHT—H‘L—j(X”)'

Sih:Y'— Z'es morfismo e i : Z” — Z’ es una inmersion regular

h/

LN Zl/
i
BN

i"d(a) = ¢y (") en CHyj a(X"),

A partir de ahora, denotaremos por A’(X — Y) el grupo A/(X EN Y)y
por A*(X — V) la suma directa de todos los grupos A7(X — Y) con j € Z.

También, en algunas ocasiones, denotaremos los elementos ¢,

™) () por cNa.

Ejemplo 2.3.2. Ciertos morfismos f : X — Y determinan de forma natural

elementos [f] en A(X EN Y') llamados orientaciones canénicas:

(1) Si f : X — Y un morfismo plano de dimension relativa n, definiremos
[fle A™(X —=Y) a través del pull-back plano:

Sig:Y' =Y esunmorfismoyr € Z, el morfismo inducido f': X XY’ —
Y’ también es plano. Luego, para todo o € CH,(Y'), se define

[fl(@) = ().
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(2) Si f: X =Y es una inmersion reqular de codimension d, se define

[f] € AYX —Y) a través del homomorfismo de Gysin refinado:
Para g : Y' — Y morfismo yr € Z, se tiene que f'(a) € CH,_4(X').
Luego, para o € CH,.(Y"), se define

[fl(@) = (o).

(3) Mds en general, si f: X — Y es una interseccion local completa que
factoriza como

XLprty

con 1 inmersion reqular de codimension e y p liso de dimension relativa n,
se define
[f1=1i]-[p] € A"(X =)

con i) € AY(X - P)ylple A" (P = Y).

Observemos que se tienen definidas las siguientes operaciones bésicas so-
bre los grupos A*(X — Y):

(P;) Producto: Si f: X — Y yg:Y — Z son morfismo, para todo
1,] € 7, se tiene un homomorfismo

AX LYoy % 2z) 5 A (X Y 7)

c®d—c-d

donde, si Z' — Z es un morfismo, a partir del diagrama

X/ L’) Y’ L 7!

l l !
x L vy % z
gl lyg
x L vy

para todo o« € CH,(Z'), se tiene
c-d(a) =c(d(a)) € CH,—j_i(X").

(P,) Push-forward: Si f : X — Y es un morfismo propio, entonces
para g:Y — Zy j € Z, se tiene un homomorfismo

Foo (X 7y Ay S 2)

definido por
fu(e)(@) = file(a)) € CH,—;(Y")



2.3. CLASES BIVARIANTES. 27

donde o € CH,.(Z') y c € A1(X g, Z), ya que en este caso f’ también es un
morfismo propio.

(P;) Pull-back: Dados f: X — Y yg:Y; — Y, apartir del cuadrado
fibrado:

x, & v
! lyg
x L v

para todo j € Z, se tiene definido un homomorfismo
g AXLyY) - A, by
9" (0)(@) = c(a) € CH,_;(X')

para ¢ € A/(X EN Y) y todo morfismo Y’ — Y] donde X' = X xy Y’ =
X; xy, Y.

Maés atin, estas tres operaciones satisfacen los axiomas siguientes(ver [Fu],
sec. 17.2):

(A1) Asociatividad del producto:

Sice AX =Y),de A(Y - Z),e € A(Z — W), entonces

(c-d)-e=c-(d-e) e A(X - W).

(As) Funtorialidad del push-forward:
Sif: X —=Yyg:Y — Zsonmorfismos propios y Z — W es arbitrario,
entonces

(9f):(c) = g.(fic) € A(Z = W)

para todo ¢ € A(X — W).
(As) Funtorialidad del pull-back:
Sice AX—=Y),9g:Y1 =Y, h:Y,— Y, entonces

(gh)™(c) = h*g"(c) € A(Xy — Y3)
donde Xg =X Xy }/2
(A12) Conmutatividad entre el producto y el push-forward:
Sif: X —=YespropioyY — Z, Z — W arbitrarios, entonces
fule)-d = filc-d) e A(Y — W)

para todo c€ A(X — Z)yde A(Z — W)
(A13) Conmutatividad entre el producto y el pull-back:
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Sice A(X EN Y),de AY - Z)yg:Z — Z es un morfismo, a partir
del diagrama fibrado:

x, L v - z
! lg lyg
f g

X — Y — 7

se tiene

g'(c-d) =g"(c) - g"(d) € A(Xy — Z1).

(Ass) Conmutatividad entre el push-forward y el pull-back:
Si f: X —YespropioyY — Z, g: Zy — Z, entonces para todo
c e A(X — Z), se tiene

g"file) = filg"(0) € A1 — Z1).

(A123) Férmula de proyeccion:
Dado el diagrama:

x Loy

gl Ly

x Ly 4oz
con g propio, para todo c € A(X —Y)yde A(Y' — Z), se tiene

¢ g.(d) = g.(g"() - d) € A(X — 7).
Tenemos la proposicién siguiente (ver [Fu], sec. 17.3.1):
Proposicién 2.3.3. Para S = Spec(K), el homomorfismo candnico
g AT(X — 8) — CH(X)
¢ — ¢([S])

es un isomorfismo.

La aplicacién es la que se obtiene de ¢ : CHy(S) — CH;(X) para el
morfismo identidad g : S — S.
El inverso esta dado por

Ui CH,(X) — A7(X = 8)
a— 1p(a)
donde, parag:Y — Sy a € CH,.(Y), se hace
Y(a)(a) =axae CHj(X xgY).
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Definicion 2.3.4. Sea X un esquema algebraico sobre K y j € Z. Se define
el j-ésimo grupo de cohomologia de Chow como

CHI(X)=A(X 2 X).

Observaciéon 2.3.5. Observemos que con esta definicion se recuperan mu-
chas de las propiedades que se tenian para las variedades no-singulares en la
sec. 2.2, a saber:

. .y id id -
(a) A partir de la composicion X — X — X, la operacion producto en
las clases bivariantes determina un producto “cup”

CH'(X)® CH/(X) — CH™(X)

que hace de

CH*(X) = ®;50CH’ (X)

un anillo asociativo y graduado con unidad 1 € CH°(X) (el elemento que
actia como la identidad en todos los grupos CH,.(X')) de forma que para
todo morfismo g : X1 — X el pull-back

g CH"(X) — CH" (X))

es un homomorfismo de anillos que es funtorial en g.
(b)  Ezisten homomorfismos candnicos (llamados productos “cap”)

CH!(X)® CH;(X) 5 CH;_(X)
c®ar— c(a)

que se obtienen del producto bivariante para la composicion X “4ox
Spec(K) bajo la identificacion CH;(X) ~ A~ (X — Spec(K)).
(¢) El producto cap hace de CH.(X) un CH*(X)-mddulo izquierdo.
(d) Se tiene la férmula de proyeccion:

L(fFBNa) =60 fa)

para f: X1 — X, a € CH.(Xy) y € CH*(X).
(e) En particular, si X es liso de dimension pura n se tiene la Dualidad
de Poncaré (ver [Fu/, Cor. 17.4): Los homomorfismos candnicos

o (x) " o, (x)

que se obtienen al hacer producto con la clase orientacion [X] € A7"(X —
Spec(K)), son isomorfismos. La estructura de anillo sobre CH*(X) es com-
patible con la estructura definida sobre CH,(X) al final de la sec. 2.2.
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Finalmente, las clases bivariantes ¢ en A7 (X EN Y') determinan homomor-
fismos Gysin
c:CH,(Y)— CH,_;(X)

por la férmula ¢*(a) = ¢(a) y si f es propio
¢, : CH"(X) — CH™(Y)

por la férmula c,(8) = f.(5 - ¢).

2.4. Generalizaciones.

Esta seccion queda justificada por la necesidad de trabajar con los gru-
pos (de cohomologia) de Chow no sélo de variedades lisas y proyectivas sobre
cuerpos sino de esquemas definidos sobre anillos locales que presentan varie-
dades no-singulares como fibras especiales.

Mucha de la teoria de las secciones anteriores sigue siendo valida para
una clase de esquemas méas amplia que la de esquemas algebraicos sobre
un cuerpo si se utiliza una definiciéon apropiada de dimensién. La categoria
apropiada para nuestros fines es la categoria de esquemas de tipo finito sobre
un esquema regular (ver [Ful, cap. 20).

Recordemos que un anillo local A de dimensién d e ideal maximal M se
llama regular si M esta generado por una sucesion regular de d elementos.

También recordemos que un esquema S es regular si es Noetheriano y
todos sus anillos locales son regulares.

Se tiene la siguiente definicién (ver [Fu], sec. 20.1):

Definicién 2.4.1. Sea S un esquema reqular y sea p : X — S separado
de tipo finito. StV es un subesquema cerrado e integro de X, definimos la
dimensién relativa de V a S como

dimgV = gritr(R(V)/R(W)) — codim(W, S)

donde W es la clausura de p(V') en S y R(V), R(W) son los cuerpos de

funciones respectivos.

Se tienen las siguientes propiedades:
(i) Si S es un esquema algebraico sobre un cuerpo, entonces

dimgV = dimV — dim)S.

En particular, si S = Spec(K), se tiene dimgV = dimV .



2.4. GENERALIZACIONES. 31

(ii) Si V° es un subesquema abierto no vacio de V, entonces
dimgV° = dimgV.
(iii) Si W es subesquema integro y cerrado de V', entonces
dimgV = dimsW + codim(W, V).

(iv) Si f :V — W es un morfismo dominante de esquemas integros
sobre S, entonces

dimgV = dimsW + gr.itr(R(V)/R(W)).

Observaciéon 2.4.2. Ninguna de las propiedades anteriores es cierta si se
utiliza la nocion ordinaria de dimension para esquemas integros (ver [Ful,
Ez. 20.1.5).

Con esta nocién de dimension relativa, de la misma forma que en la sec.
2.1, podemos definir un r-ciclo sobre A" (relativo a S) como una suma formal
> n;[Vi] con V; subesquema cerrado e integro en X de dimsV; =1y n; € Z.

De manera similar, se define el concepto de equivalencia racional y el grupo
de homologia de Chow, CH;(X /S) como el grupo de clases de equivalencia
racional de j-ciclos relativos a S.

Observaciéon 2.4.3. (a) Aunque el grupo CH,(X) = ®,;50CH;(X/S) es
independiente de S, la graduacion depende de la dimension relativa a S.

(b) CH., esun funtor covariante para morfismos propios y contravarian-
te para morfismos planos (de alguna dimension relativa).

La definicién y el formalismo de las clases bivariantes A (X — )) de la
sec. 2.3 se extienden sin problemas a esquemas sobre S con la tnica excep-
cion de aquellas propiedades donde se utiliza el producto exterior ya que, en
general, las subvariedades de X no tienen porque ser planas sobre S.

En particular, si se define

CHI(X/S) = Al(x X4 x),

se tiene que C'H* es un funtor contravariante de esquemas sobre S a anillos
y si Y — S es liso de dimension relativa n, entonces

CHI(Y/S) = A"y — S).

Observemos que si el esquema regular S es de dimension 1y sélo se consideran
esquemas separados y de tipo finito sobre S, entonces toda variedad (esquema
integro) V' o es plana sobre S o se mapea a un punto cerrado P de S. En
este caso se tiene un producto exterior:
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Proposicién 2.4.4. Sean X,Y esquemas de tipo finito y separados sobre S.
StV C X, W CY son subvariedades, el producto ciclo definido por

[V xg W], siV oW es plano sobre S

0, de otra forma.

[V] xs [W] :{

induce un producto
CHy(X/S)® CH/(Y/S) = CHppt(X x5 Y/S)

que satisface las propiedades de asociatividad y conmutatividad de los pro-
ductos exteriores.

Finalmente, se tiene la siguiente proposicién (ver [Ful, Ex. 20.2.3):

Proposicién 2.4.5. Para todo X sobre S el homomorfismo candnico
p: A(X — 8) — CH;(X/9)
c—c([S])

es un isomorfismo.
Mas aiun, si X es liso de dimension relativa n sobre S, se tiene

CHI(x/S) = A™"(X — S)=CH,_;(X/9).

2.5. Especializacion.

En esta seccion consideraremos la situacién especial con la que trabaja-
remos a lo largo de toda esta memoria:

Sean 5,5y esquemas regulares tales que 7 : Sy — S es una inmersién
cerrada regular de codimensién d. Més atun, supongamos que el haz normal
a Sp en S es trivial.

Sea n = S — S5y el complemento abierto de Sy y j : n — S la inclusién
correspondiente.

Para todo esquema X sobre S, sean

Y:XXSSO y XZXXS’I].

Se tiene la situacién siguiente:

y 4 x L X
l ! !
So — S «— n
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De acuerdo a las propiedades de la dimensién relativa (ver def. 2.4.1),
tenemos:

CHT(Y/SO) = CHrfd(Y/S>

CH,(X/n) = CH,(X/S).

Maés aun, se tiene la sucesion exacta

CH,(Y/S) s CH.(X/S) L CH,(X/S) — 0

donde 17, es el push-forward y j* el pull-back de las inclusiones respectivas de
Y, X en X y los homomorfismos Gysin:

it : CH.(X/S) — CH,_4(Y/S) = CH,(Y/S,).

.. . s .
Dado que i, = 0, existe un tnico homomorfismo (llamado homomor-
fismo especializacion)

o:CH.(X/n) — CH.(Y/Sy)
tal que si a = j*(f) € CH,(X/n) para algin § € CH,(X/S), entonces
a(5°(8)) = ¢ (B).

CH,(Y/S) * CH.(x/S) L CH(X/S) —0
I3 I
CH,_q(Y/S) CH,(X/n)
I S o
CHT(Y/SO)
Finalmente, estudiemos el caso particular de S = Spec(R) para R un
anillo de valoracién discreta con cuerpo de cocientes K y cuerpo residual k.
Si X es un esquema de tipo finito sobre S, entonces Y y X son esquemas
algebraicos sobre Sy = Spec(k) y n = Spec(K), respectivamente.
Para los grupos de homologia de Chow (ver sec. 2.1), se tiene CH,.(Y) =
Maés atn, o tiene la siguiente descripcion simple a nivel de ciclos:
Si V,, es una subvariedad de X y V es su clausura en X, entonces V' es
plano sobre S y o[V, ] = [Vy].

Corolario 2.5.1. Sea S = Spec(R) con R anillo de valoracion discreta. Si
X es liso sobre S = Spec(R), entonces la aplicacion especializacion

o CH.(X/n) — CH.(Y/So)

es un homomorfismo de anillos, es decir, preserva el producto interseccion.
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2.6. Morfismo ciclo.

El principal objetivo de esta seccion es definir el morfismo ciclo. Recor-
demos que este morfismo relaciona los grupos de Chow con los grupos de
cohomologia.

Sea X una variedad sobre un cuerpo algebraicamente cerrado k, sea A
el haz constante Z/¢" con ¢ diferente de la caracteristica de k. También se
permite que A sea Z,.

Denotemos por H*(X) =3, H* (X, A(r)), que es un anillo graduado
bajo el producto cup. -

Se tiene un homomorfismo canénico de anillos graduados que dobla el
grado y que asocia una clase de cohomologia a cada ciclo algebraico (ver
[Mi)):

cy : CH*(X) - H*(X).

Maés concretamente, si Z es un r-ciclo primo de X no-singular, se define
clx(Z) como la imagen del 15 (el generador de A) bajo el morfismo Gysin

A=HZ,AN) = HZ(X,A(r) — H”(X,A(r)).

Ahora, dado que para toda subvariedad cerrada Z de codimension r en X,
se tiene Hj(X,A) = 0 si s < 2r, la definicién anterior se extiende a ciclos
singulares de la forma siguiente:

Si Z es un r-ciclo primo sobre X, sea Y el lugar singular de Z. A partir
de la sucesién exacta asociada a la tercia X, X —Y, X — Z:

- — HY(X,A) — HY (X,A) — HY (X —Y,A) — -
se tiene el isomorfismo
H?(X, A) = H%[Y(X —Y,A).

Se define clx(Z) como la imagen del 1;_y bajo la composicién de las
aplicaciones siguientes:

A= H(Z =Y, A) = HY (X — Y.A(r)) = HY (X, A(r)) — H¥ (X, A().
Este homomorfismo se extiende por linealidad a un homomorfismo
cy : CH™(X) — H? (X, A(r)).

Observacién 2.6.1. Notemos que para determinar la clase clx(Z) de un

r-ciclo Z se pueden remover todas las subvariedades de codimension > r en
X.
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Dado que la homologia y la cohomologia son conceptos duales comparten
muchas propiedades. En esta parte seguiremos la exposicién de ([Kul], sec.
5.4) para enumerar algunas de las propiedades principales de la homologia
de una variedad.

Sea k un cuerpo (no necesariamente algebraicamente cerrado). Denotemos
por k una clausura separable de k.

Si X es un esquema separado de tipo finito sobre k, se denota por G =
Gal(k/k) el grupo de Galois absoluto de k y por f : X — Spec(k) el cambio

de base de X a k con X = X x,, Spec(k).
Se define la homologia étale de X por:

Hy(Xot, Q) i= H (Xt RT Qu(j))

para todo ¢ # car(k)

Se tienen las siguientes propiedades:

(1) Hi(Xe, Qo) y H(X o, Q) son Qp-espacios vectoriales de dimension
finita con accién continua de G. La homologia étale es covariante para mor-
fismos propios y la cohomologia étale es contravariante para morfismos arbi-
trarios.

(2) SiX esgeométricamente conexo, existe un apareamiento no-degenerado:

Hi(yeh(@ﬁ) X Hz(yeh(@f) - Qf

dado por el producto cap y el morfismo traza. El push-forward en homologia

y el pull back en cohomologia son adjuntos con respecto a este apareamiento.
(3) Si X tiene dimensién d, entonces X determina de manera canénica

una clase cly x ([X]) en Hay(X o, Qi(—d)), lamada clase fundamental de X.
(4) Existe una tnica aplicacion de clases de ciclos:

ClZ,X : CHJ(X) - HZj(YetaQé(_j))

que es funtorial respecto a morfismos propios y aplica la clase de X en
CHy(X) en la clase fundamental clx ([X]).

(5) Dualidad de Poincaré: Si X es variedad lisa y proyectiva sobre k de
dimensién d, entonces el producto cup en H*(X,;, Q) induce un apareamien-
to bilineal no-degenerado:

Trx

H' (X e, Qe(r)) x H*H(Xet, Qu(d — 1)) — H* (Xo, Qe(d)) = Qi

para todo r € Z.

Sea S = Spec(R) con R anillo de valoracién discreta de cuerpo residual
k y cuerpo de cocientes K. Si X — S es separado y de tipo finito, existe un
dual de la aplicacién especializacién en homologia étale

spr - Hi(X, Qu(j)) — Hi(Y, Qu(j))
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que es compatible con la aplicacién ciclo.
El teorema siguiente se demuestra en ([Kul], ver teo. 5.8):

Teorema 2.6.2. (Kinnemann) Si X — S es separado de tipo finito, enton-
ces se tiene el diagrama conmutativo:

Cl( X

CHi(X) =5 Hy(X,Qu(—)))
lo Lsps

Clg Y

CH;(Y) —= Hy(Y,Qu(—j)).

2.7. Relaciones adecuadas y conjeturas.

En esta seccion explicaremos lo que se entiende por una relacion de equiva-
lencia adecuada sobre los ciclos algebraicos y resumiremos algunos resultados
conocidos sobre ellos. Terminaremos enunciando algunas de las conjeturas so-
bre ciclos que nos seran de gran utilidad en esta memoria.

Seguiremos la exposicién de ([A], cap. 2).

Sea K un cuerpo base. Denotemos por P(K) la categoria de esquemas
lisos y proyectivos sobre K. Para todo X € P(K), denotamos por Z°*(X) el
grupo graduado de ciclos algebraicos sobre X (el grupo abeliano generado
por los subesquemas cerrados e integros de X) graduados por codimension.
Llamamos a los elementos de Z"(X) ciclos algebraicos de codimensién 7.

Recordemos que la teoria de interseccion da una ley interna bilineal, par-
cialmente definida sobre los ciclos algebraicos, ya que solo esta definida para
ciclos cuyas componentes se cortan propiamente. Para extender este producto
interseccion al caso general, necesitamos introducir relaciones de equivalencia
adecuadas sobre ellos.

Una relacion de equivalencia ~ sobre los ciclos algebraicos se llama ade-
cuada si para todo X,Y € P(K), satisface:

1) ~ es compatible con la estructura de grupo y con la graduacién.

2) Para todo 71,72, € Z*(X), existe Z] ~ Z; tal que Z] y Zy se cor-
tan propiamente (de manera que el producto interseccién Z; - Zy esta bien
definido).

3) Para todo Z, € Z*(X), Z; ~ 0y todo Zy € Z*(X x Y) cortando
propiamente a (pryx* )~'(Zy), se tiene pry¥ (Zy - (pra¥ )71 (Zy)) ~ 0.

Estas condiciones implican la existencia de un producto exterior Z; X Z,
sobre X x Y de manera que Z; X Zy ~ 0,81 Z; ~0 0 Zy ~ 0.

Mas aun, las condiciones anteriores nos dicen que este producto intersec-
cién parcialmente definido sobre Z*(X) se comporta bien al hacer cociente
por ~ y se extiende a una operacion bien definida sobre

ZL(X) = 2*(X)/ ~
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que lo hace un anillo conmutativo graduado.

Dado que en esta memoria estaremos principalmente interesados en estu-
diar los anillos anteriores tensor con Q (o Qy), vale la pena observar que se
tiene un morfismo natural

Z(X)®2Q — Z (X)g = 2" (X) @2 Q/ ~ .

Observemos que si K es una clausura separable de K y partimos de una
relacién adecuada ~ para ciclos algebraicos sobre los objetos de P(K), por
“restriccion” se induce una relacion adecuada para los ciclos algebraicos sobre
los objetos de P(K) de forma que

ZNO@}Z?NO.

Més atn, el grupo de Galois absoluto Gx = Gal(K/K) actia de forma
natural sobre Z*(X) de manera que se tiene un monomorfismo canénico

Z5(X) — Z5(X)“x

que en general no es exhaustivo. Sin embargo, si primero se hace tensor con
Q (o Qy), se obtiene un isomorfismo
Z5(X)g = ZL(X)gx.

Ejemplos de relaciones adecuadas son:

(a) Equivalencia racional (ver sec. 2.1): Z € Z'(X) se llama racio-
nalmente equivalente a cero (Z ~,.q 0) si existe una coleccién finita Y; de
subvariedades irreducibles de X de codimensién ¢ — 1 y funciones racionales
fi sobre Y; tales que Z = > i div(f;). Esto es equivalente a pedir que exista
Y € Z4(X x P!) tal que Z =Y (0) — Y (o).

(b) Equivalencia algebraica: Z € Z'(X) es algebraicamente equivalen-
te a cero (Z ~gy 0) si existe una pareja (7', Y') con T variedad lisa, proyectiva
y conexa, Y € Z'(T x X) y puntos t1,ty € T tales que Z = Y (ty) — Y (t1).

(c) ®-nil-equivalencia: Z € Z'(X) se llama ®-nil-equivalente a cero
(Z ~gnir 0) si existe N > 0 tal que Z X -+ X Z ~pq 0 sobre XV,

(d) Equivalencia numérica: Z € Z'(X) es numéricamente equivalente
a cero (Z ~pum 0) si para todo Y € Z974(X) (d = dimX) tal que Z - Y
estd definido, se tiene que el nimero de interseccion es nulo §(Z - Y) = 0.

(e) Equivalencia homoldgica: Diremos que Z € Z'(X) es homoldgi-
camente equivalente a cero (Z ~pom 0) si cly x(Z) = 0 donde

clox : Z'(X) — H*(X,Qq(i))
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es el morfismo ciclo ¢-adico con ¢ # char(K).
Usando la notacion de las secciones anteriores, hacemos:

CH*(X) := Z

rat

(X).

Se tiene que las operaciones de ~,4 y tensor con Q (o Q) conmutan, es
decir,
CH*(X) ®2 Q = Z;,(X)a,

y lo mismo se tiene para ~qiy, ~gnit Y ~num-

Para poder comparar estas relaciones de equivalencia, diremos que ~ es
més fina que ~' (~>~'), si Z ~ 0 implica Z ~" 0. Luego, se tiene que la
equivalencia racional es la mas fina de las relaciones adecuadas y la numérica
la menos fina:

~rat e ~alg =~ hom ™ ~num;

y tensor Q (o Qy)

~rat > ~alg =~ @nil =~ hom ™ ~num -

Algunos de los resultados principales sobre ciclos algebraicos son los si-
guientes (para K = K):
o(Matsusaka): Z.; (X)g = Z}m(X)g, sii < 1.
* Ziom(X)Q = Zyum(X)a-
o(Néron-Severi): El grupo de Néron-Severi
NS(X) =2}

alg

(X)

es finitamente generado.

o Alg'(X)/Rat'(X) = Pic®(X)(K) donde Pic’(X) es la variedad de
Picard de X.

o(Clemens): Existe una variedad X 3-dimensional, lisa y proyectiva tal
que el grupo de Griffiths

Gr*(X) = Hom'(X)/Alg"(X)

satisface dimg(Gr3(X) ® Q) = .
e Si Pic(X) denota el grupo de clases de isomorfismo de haces invertibles
en X, se tiene
CH'(X) & Pic(X) & H' (X, 0%).

e En el caso K = C, se tienen las aplicaciones de Abel-Jacobi:

AJ:CH}, (X)— J(X)
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donde CH} , (X)= Hom'(X)/Rat'(X) y J'(X) es la Jacobiana intermedia
de Griffiths que, en general, sélo tiene estructura de toro complejo. Si consi-

deramos la restriccion de esta aplicacién a CH;,;,(X) = Alg'(X)/Rat'(X):

AJ: CH} (X) — JJ(X) C J'(X),

donde J!(X) denota la imagen de esta restriccion, se sabe que J!(X) es una
variedad abeliana y que AJ es regular.

Por 1ltimo, enunciaremos algunas de las principales conjeturas existentes
sobre ciclos algebraicos.

Sea Y una variedad lisa y proyectiva definida sobre un cuerpo k. Fijemos
una clausura algebraica y separable k de k. Sea d = dimY .

Para todo numero primo ¢ # char(k), consideremos el morfismo ciclo
(-4dico

Cl&y . Z](Y> —_— H2j(?et, Qg(]))
Denotemos por A7(Y') el Q-espacio vectorial generado por Im(clyy ). Asi,
AY) =2, (Yo

Mi4s atin, la accién continua de Gy, = Gal(k/k) sobre H? (Y o, Q¢(5)) deja
fijos los elementos de A7(Y'), de forma que la inclusién

Aj(Y) - sz(Yeu @e(j))Gk
induce un morfismo
23 (V) @ Qp — HY(Y o, Qu(j)) .

Sea D € CH'(Y) la clase de un divisor amplio sobre Y y L el operador de
Lefschetz asociado a D que se obtiene haciendo producto cup con el elemento
clyy (D) de H*(Y o1, Qe(1)).

e Conjeturas estandares de Grothendieck ([Gr]):

(i) (fuerte de Lefschetz): El operador L de Lefschetz induce isomorfis-
mos

L2 Z (Vo = Zo (Ve

(ii) (del indice de Hodge): La forma cuadrética sobre ZJ__(Y)g dada

por
o — (—1)degx (o - L% q)

toma valores en Q y es definida positiva.
e Conjetura de Tate ([T]): Si k es un cuerpo finitamente generado
sobre su cuerpo primo, entonces el morfismo

Zhom (V) ® Qe — HY (Ver, Qul(3)™
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es exhaustivo para todo ¢ # char(k).

Recordemos que si V' es un Qg-espacio vectorial de dimension finita sobre
el cual el grupo profinito Gy = Gal(k/k) actia continuamente (respecto a
la topologia ¢-adica) sobre V', entonces la accién se llama semisimple si todo
endomorfismo de V' determinado por o € GG, es semisimple. Asi, submddulos,
cocientes y productos tensoriales de Gp-modulos semisimples también son
semisimples.

e Conjetura de semisimplicidad: Si k es un cuerpo finitamente genera-
do sobre su cuerpo primo, la accién de Gy, sobre HZ, (Y, Q,(j)) es semisimple
para todo i, j.

e Conjetura de Beilinson ([Be]): Si k es un cuerpo finito, entonces el
morfismo ciclo

cloy ® Q¢ : CH(Y)g, — H¥ (YVer, Qu(4))
es injectivo para todo ¢ # char (k).

Observacion 2.7.1. (i) Las conjeturas de Grothendieck y Tate implican otra
famosa congetura:
Zhom(Y)a = Znum(Y)e-

num

(ii) Si char(k) =0, la conjetura de Lefschetz implica la de Hodge.

(#ii) La conjetura de Tate implica la conjetura de Lefschetz.

(v) Las conjeturas de Tate y Beilinson implican que si k es finito, enton-
ces el morfismo ciclo

clyy ® Qp : CHj(Y)Qe — H2j<?et; @e(j))Gk

es un isomorfismo para todo € # char(k).



Capitulo 3

Ciclos sobre fibras degeneradas.

En este capitulo describiremos las hipotesis y suposiciones que haremos
sobre las variedades con las que trabajaremos a lo largo de esta memoria.
La idea principal consiste en pasar a un modelo cuya reduccién, aunque
singular, es de naturaleza “basicamente lineal” para después transportar (via
este modelo) la mayoria de las propiedades que presentan las intersecciones
de la reduccién a la propia variedad. Para ello, el primer paso serd aplicar las
ideas de [BGS2] a ciertos complejos cuyas definiciones estén inspiradas en la
teoria de variaciones de estructuras de Hodge (ver [St], [G-N]).

3.1. Divisores con cruzamientos normales.

Comencemos recordando algunas cuestiones sobre divisores (ver [dJ], sec.
2). Sea X un esquema, un divisor Y C X es un subesquema cerrado dado
por una inmersion regular de codimensién 1.

Sean X un esquema Noetheriano y Y C X un divisor. Denotemos por
Y, CY,ie X ={l,.,t} las componentes irreducibles de Y considerados
como subesquemas cerrados y reducidos de Y o de X.

Diremos que Y es un divisor con cruzamientos normales estrictos
en X si:

(a) Para todo = € Y, el anillo local Oy, es regular.

(b) Y es un esquema reducido, es decir,

Y = UiEZY;-

(c) Para todo subconjunto I C ¥, el subesquema cerrado Y; = N;e/Y;
(como esquema tedrico) es regular de codimension |I] en X.

Ahora, sea R un anillo de valoracion discreta con cuerpo de cocientes K
y cuerpo residual k de caracteristica p > 0.

41
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Definicién 3.1.1. Dada X una variedad lisa y proyectiva sobre K, diremos
que un esquema X — Spec(R) es un modelo de X si es propio y plano
sobre Spec(R) y se tiene un isomorfismo de la fibra genérica X x g Spec(K)
con X. De ahora en adelante, consideraremos este isomorfismo como una
identificacion.

Un morfismo de modelos 7 : X' — X es un morfismo de esquemas sobre
Spec(R) que es la identidad sobre las fibras genéricas. Dado un modelo X" de
X, denotaremos por Y = X Xxg Spec(k) la fibra especial.

Un modelo se llama regular si el esquema X es regular (lo cual es una
propiedad intrinseca de X'). Observemos que Y no tiene porque ser regular
ni reducido.

3.2. Semiestabilidad estricta.

El concepto de curva semiestable ha desempenado un papel central en
el andlisis de la degeneracion de curvas lisas proporcionando una herramien-
ta importante en el paso del estudio de curvas definidas sobre el cuerpo de
fracciones K de un anillo de valoracién discreta R, a curvas definidas so-
bre el cuerpo residual k. La nocion de simiestabilidad ha sido generalizada
a dimensiones superiores de manera que las variedades semiestables sigan
presentando el tipo de singularidades que uno espera en la degeneracién de
variedades lisas (ver [dJ]). Sin embargo, mientras toda curva lisa sobre K ad-
mite un modelo semiestable sobre R después de pasar a una extension finita
de anillos de valoraciéon discreta, el resultado analogo en dimensién superior
solo es conocido en el caso en que k es de caracteristica cero. El caso general
sigue siendo una conjetura.

Sea K un cuerpo completo respecto a una valoracién discreta, R el anillo
de enteros y k el cuerpo residual de caracteristica p > 0. Observemos que
S = Spec(R) es un esquema regular de dimensién 1.

Sea X una variedad lisa y proyectiva sobre K de dimensién d. Sea X un
modelo de X sobre S. Observemos que dimX = d + 1.

Dado que la nociéon de dimensiéon puede no comportarse del todo bien
para esquemas que 1no son propios sobre S (en el sentido que la operacién de
restringir ciclos de X a la fibra genérica puede no conservar la dimensién),
introduciremos la siguiente nocion absoluta de dimension:

Definicién 3.2.1. Si V' es un esquema integro sobre S, definimos su dimen-
sién (que denotaremos por dim,) como la dimension de cualquier V' propio
sobre S que contiene a V' como subesquema abierto (denso-Zariski). Esta de-
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finicion es independiente de la eleccion de V' y es igual a dimgV + 1 (ver

[BGS1], sec. 1.2).

Los grupos de Chow respecto a esta dimensién absoluta seran denotados
por CH;(X/95).

Con las notaciones de la seccién anterior, hagamos la siguiente definicién
(ver [R-X1], sec. 1, [dJ], sec. 2.16):

Definicién 3.2.2. Sea X wuna variedad lisa y proyectiva sobre K y X un
modelo regular de X. Diremos que X es un modelo estrictamente semies-
table si satisface:

(a) La fibra especial Y de X es un esquema reducido, es decir,

Y = UienY;

conY;, i € X ={1,..,t} las componentes irreducibles de Y .
(b) Para todo subconjunto no vacio I C X, Yr = NierY; (como esquema
tedrico) es un esquema liso sobre k de codimension pura |I| en X, si Y7 # 0.

Observaciéon 3.2.3. (a) Si k es perfecto la estabilidad estricta implica que
Y es un divisor en X con cruzamientos normales estrictos (ya que en este
caso sm(Yr/Spec(k)) = Reg(Y7), ver [dJ], sec. 2.10).

(b) Se tiene la siguiente descripcion local de la semiestabilidad estricta
(ver [dJ], sec. 2.16 y [Haj, prop. 1.3):

Denotemos por n la dimension relativa de X sobre R. Sea v € Y un
punto de la fibra especial. Supongamos que x pertenece a las componentes
Yi,....Y, de Y y sélo a estas componentes. Sea t; € Ox, tal que V(t;) =

Y: N Spec(Ox ). Si 62{,93 es la completacion de Oy ., entonces
Oxa 2 R[[ty, )]/t t,—7), 7 <n.
De donde se concluye que x tiene un entorno que es liso sobre el esquema
SpecR[t1, ..., t,]/(t1-- - t, — ), T <n.

(c) Se tiene que cada Y; es un divisor de Cartier de multiplicidad 1 en X y que
Y es el divisor de Cartier principal definido por la seccion global {(t;,V (t;))}
del haz IC*.

Ejemplo 3.2.4. (i) En [Kul] (teo. 4.6(iii)) se demuestra que toda variedad
abeliana sobre K con reduccion completamente torica split, después de pasar
a una extension finita de K, tiene un modelo semiestable, propio y reqular
cuya fibra especial es un divisor con cruzamientos normales estrictos. En este
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caso las componentes de la fibra especial y todos sus estratos son variedades
toricas lisas y proyectivas.

(i1) de Jong ha probado (ver [dJ], teo. 6.5) que si K es un cuerpo local
y X es una variedad definida sobre K, entonces existe una alteracion de
X (es decir, un morfismo propio y dominante X' — X de variedades sobre
K, con dimX' = dimX) y una extension finita K' de K, de forma que X'
puede verse como el complemento de un divisor con cruzamientos normales
estrictos de una variedad reqular y proyectiva X' definida sobre K' que admite
un modelo estrictamente semiestable sobre O .

La suposicién siguiente serd basica en todas las construcciones que hare-
mos de aqui en adelante:

SUPOSICION 3.2.5. A partir de ahora, y a lo largo de toda esta
memoria, asumiremos que X tiene un modelo X sobre S estric-
tamente semiestable.

Bajo esta suposicion tenemos la situacion siguiente:

y S oax X
! l !
Spec(k) — S <« Spec(K).

donde 7 es inmersion cerrada de codimensién 1, j es la respectiva inmersién
abierta y dimX =d + 1.
(a) SiV C Y7 es una subvariedad, entonces

dimsV = gritr.(R(V)/k) — codim(M,S) = dimV — 1
y por lo tanto, tiene dimensién absoluta
dim,V = dimV
Lo cual implica que (ver sec. 2.5):
CH;(Yr) = CH;(Y1/S).

Es més, de lo anterior se sigue que CH?(Y;) = CH’(Y;/S).
(b) Se tiene que
CH*(Y;) = @ CHI (Y1)

320

es un anillo graduado con 1 € CH(Y7).
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(c) El hecho de que todo Y; # () sea liso sobre k de codimensién pura
|I| en X, implica la Dualidad de Poncaré (ver obs. 2.3.5(e)):

CH(Yr) = CHyyr 1 (Y1),
(d) Para todo par () # J C I, las inclusiones correspondientes
ury Yr =Yy

son inmersiones regulares de codimension || — |.J| que, bajo las identificacio-
nes del apartado (c), definen morfismos Gysin:

CHar-1g-5(Ys) —2% CHapropgmjoinsi (Y1)
I Il
CHI(Y;) CH/(Yr)

y morfismos restriccion:

CHayr-y11-(Y7) R CHayr-i1-5(Y)
I [

CHI(Y7) CHIT=VI(Y;),

Observemos que los morfismos Gysin dan lugar a homomorfismos de anillos
(ver después de obs. 2.3.5):

u*: CH*(Y;) — CH*(Y1).

Observaciéon 3.2.6. Los apartados (a) y (b) también son vdlidos para Y .
Observemos que para X se tiene:

CH/(X) = CHy_j(X).
Sin embargo, si V C X es una subvariedad, entonces:
dimy,V = dimV + 1

y por lo tanto

CH,(X/S) = CH,_;(X).

() Dado que los elementos de CHI(Y;)(= Ai(Y; 24 V7)) son clases
bivariantes, estos satisfacen los axiomas (A;) — (Aje3) de la sec. 2.3.
En particular, de los axiomas (As3) y (A123), para los homomorfismos de
anillos u*, se tiene:
wu () = wau' () = zug(l).
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(A;) Divisor de Cartier principal: Dado que Y = |J,_y, Y; es divisor

de Cartier principal en X', se tiene

Zui*(l) =[Y]=0

1€X

donde u; : Y; — X son las inclusiones respectivas y los homomorfismos
CHy(Y;) = CHy(Y;/S) == CHq(X/S)

son tales que
1= [Yi] = ui(1),

3.3. Complejos de Chow.

En esta seccion seguiremos bajo las suposiciones de la seccién anterior.
Para todo m > 1 definimos:

yom .= || v,

[T|=m
la unién disjunta recorriendo todos los subconjuntos I C ¥ con |I| =my

CH'(Y™) = € CH'(Y}).

[I|=m
Ahora, consideremos O # I = {i1,...,ipmi1} C X con i3 < -+ < Gy
Observemos que |I| = m + 1.
A partir de las inclusiones correspondientes
Ur1—{i} * Yr — }/}—{ir}7
para todo 1 < r < m + 1, definimos
O : CH'(Y™) — CH (YD)

mediante la férmula

Oism = Z (—1)7“_1“?,1—{14}

r=1

6i,m . CHz(y(m+1)) _ CHZ'+1 (Y(m))
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por la férmula
m—+1

Oiym = Z (=1)"ur 1 fiyy=-

r=1
Finalmente, para cada par de enteros i, j, definimos
itj
CJZ(Y) — @ CHi-i—j—k(y(Qk—H—l))
k=maz{i,0}
y aplicaciones . . .
di - CHY) — C7PH(Y)
con d = d' + d" donde

i+j

!
d= B biioran

k=max{i,0}

i+j

"
d’ = @ Ot j—k 2k—it1-
k=maxz{i,0}

Observacién 3.3.1. Observemos que en los grupos C’j (Y')’s nunca aparecen
sumandos con YO (de hecho Y©) no se ha definido):

Ya que si 2k —i+1 =0, entonces k = % y la condicion k > max{i,0}

equivale a % >0y % > 1. Pero esto ultimo se satisface si, y solo si,

—1>i>1!
Lema 3.3.2. Para las aplicaciones

d; : C;(Y) — C’;H(Y)
se tiene d;d;‘l =0.

Demostracién: Tenemos dd = d'd' + d'd" + d"d' + d"d".
Observemos que la restriccién de d'd’ a CH' (Y (™) coincide con

m+2 m-+2
05ms10jm = (Z(—l)rﬂu?p{ir})( Z (_1>k71u?7{ir},lf{ik,ir})
=1 k=1 k#r
m+2 m+2

=3 > UM gy (%)

r=1 k=1,k#r
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para todo I con |I| =m + 2.
Sin perder generalidad, podemos suponer que #; < 7,. A partir del dia-
grama:

OHZ (}/tlllk;{;lm+2>
. /(e N
CH(Y, i) CH Yo iteina)
\(_1)7072“* /‘(_1)1971“*

CH'(Y, - )

ey it
se sigue que (x) es igual a

m+2

Z [(_1)H_ku?]—{ik}u;—{ik},]—{ik,ir} + (—1)r+k_1“?1-{%}“?-{”},1—{@,z;}]
rk=1,k#r

m+2
= Z (W7 1 i i}~ U 1~ (irit) = 0 (por el axioma(Az) de la sec. 2.3).
rk=1k#r
De donde concluimos que d’'d’ = 0. De manera similar se tiene d”’d” = 0.
Luego, dd = d'd’" + d"d" y el resultado se reduce a demostrar la igualdad

Oimbim + Oit1,m—10im—1 = 0.
Para ello, observemos que:

8imBim + Ois1m—10im1 : CH' (Y ™) — CH™ (Y™
Primero veamos el caso en que el dominio es CH(Y;) y la imagen estd en

CH™(Y7) con [I| =m + 1.
De los diagramas correspondientes para cadai € [ 'y j ¢ I:

CH'(Yiugy)
A N(-Dfu,
CHZ(Y’[) CHH—I(Y'I)
(= 1)k, S (—1yk Ty

CHi-i—l (YI—{z‘}>

se sigue que la restriccién del morfismo 8; ,,0;.m + 0iv1.m-10im—1 a CH'(Y7),
coincide con

Z(_1)26_1UIU{J'}J*U?U{]'},I + Z(—1)%_1@,1_{1'}“1,1*{1'}*
J¢l i€l
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_[Z Urugy, 1 UTog ), T Z u?,[—{i}uLI*{i}*]'
J¢I iel

Pero de la sec. 3.2(e) (ver después de obs. 3.2.6), para todo x € CH*(Y7), se

tiene
ZUIU{J} gy, (T) = ﬂfzulu{j} (1) = xZuj*(l)
il J¢I jel
Y
> uh () = Y g etop(2) = 2> (1
ZEI ZGI ’LGI

de donde el resultado se sigue de la propiedad (Ay).

Ahora estudiemos el caso en que el dominio es CH(Y7) y la imagen
estd en CH™™(Y;) con |I| = |J| pero I # J. Asi, podemos suponer que
J=TU{j} — {i}. De los morfismos:

CH' (Yiugy)
S (1)t (= 1)ku,
CH' (Y1) CH™  (Yiugy-y)
\(fl)ku* /(_Defzu*

(7}{’*1(Y}_{“)

se sigue que si (por ejemplo) i < j, la restriccién del morfismo 0; ,,6; m +
0i+1.m—10i.m—1 sobre CH'(Y7) coincide con

D> D uugy (D g+ Y0 Y DT (<) gy

icl jeI j¢I i€l
S gy g+ 3 S gy
iy jeI iel
=D (DM gy gy + ul g0 =0,
iel j¢I

por el axioma (Ao3) de la sec. 2.3.

Si ¢ > 7, se utiliza el mismo razonamiento. W

El lema anterior nos asegura que, para cada j € {0,...,d} fijo, se tiene
un complejo (C(Y), d).

Sea T} la homologia en grado i del complejo anterior, es decir,

Ker(d: Ci(Y) — CTH(Y))
Im(d : C;_I(Y) — Ci(Y))

Ti(Y) =
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Recordemos que el operador de monodromia
N :CiY) — CH(Y),

definido como la identidad sobre los sumandos en comtun y cero en los su-
mandos diferentes conmuta con las diferenciales (ver [BGS2], Lema 1(ii)),
por lo que induce un operador de monodromia sobre las T"’s que seguiremos
denotando por N.

Observacién 3.3.3. Para todo i > 0, el morfismo

N':C7UY) = C)_,(Y)

J

es la identidad. Esto se sigue del hecho de que, para v > 0,

Ci(Y) = CLy(Y)

J

y que para a > 2, las aplicaciones
N Co(Y) = G (Y) = CHY (YD) & ¢ oY)
son las inclusiones naturales. Mientras que para a > 0, las aplicaciones
N:Ci(Y) = CH (YD) @ G (Y) — G E(Y)

son las proyecciones naturales. Asi, cada uno de los sumandos de Cj_i(Y)
persiste a través de todos los morfismos de monodromia, mientras que los
sumandos nuevos que aparecen en grupos subsecuentes eventualmente desa-
parecen (comparar con la obs.1.4.4(b)).

Mas ain, del hecho de que N conmuta con las diferenciales, se tiene que
N induce un operador sobre los Tj’s que seguiremos denotando por N.

En este punto necesitaremos hacer algunas hipotesis sobre las componen-
tes de la reducciéon Y. Estas hipotesis restringirdn en gran medida el conjunto
de variedades con las que podremos trabajar en el sentido de que no son véli-
das para cualquier variedad en general.

Definiciéon 3.3.4. Sea Y una variedad proyectiva sobre k de dimension d.
Sean Y;, i € X = {1,..,t} las componentes irreducibles de Y. Asumiremos
que Y es reducida (es decir, que cada componente tiene multiplicidad 1) y
que para cada subconjunto no vacio I C X, los estratos Y; = MierY; (como
esquemas tedricos) son lisos sobre k. Fijemos una inmersion de Y en el
espacio proyectivo y, respecto de esta inmersion, fijemos H € CHY(Y) la
clase de la seccion de un hiperplano.
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Para cada subconjunto no vacio I C X y para todo j > 0, se tiene un
operador de Lefschetz L : CHI(Y;) — CHIT(Y7) haciendo producto cup
con la correspondiente restriccion de la clase del hiperplano H a Y.

(i) Diremos que todos los estratos Y;’s satisfacen el teorema fuer-
te de Lefschetz si el operador L induce isomorfismos

LU= CHY (Yr)g — CH" 7 (Yi)g

donde dy = dimY7.
(i1) Diremos que todos los estratos Y;’s satisfacen el teorema del
indice de Hodge si la forma bilineal simétrica

CH(Y;)g x CH(Y;)g — Q

(, ) = (=1)’degx (a - L")

es definida positiva sobre el subespacio de elementos primitivos Ker(L4T1727).

Observaciéon 3.3.5. Las propiedades de la def. 3.3.4 que los estratos deben
satisfacer son las reformulaciones correspondientes a las conjeturas estanda-
res de Grothendieck (ver sec. 2.7) para variedades lisas y proyectivas en las
cuales la equivalencia homoldgica y la equivalencia racional coinciden maodulo
torsion. En particular, una conjetura de Beilinson (ver [Be]) afirma que esto
debe suceder en el caso de cuerpos finitos.

Ejemplo 3.3.6. (a) Las variedades tdricas lisas y proyectivas satisfacen las
propiedades (i) y (ii) de la def. 3.5.4 (ver [FMSS],[Kul]).

(b) Para variedades abelianas, la propiedad (i) de la def. 3.5.4 es cierta
(ver [So]).

(c) Las propiedades (i) y (ii) de la def. 3.5.4 son ciertas para curvas. Para
superficies, la propiedad (ii) es consecuencia del teorema del indice de Hodge
correspondiente (ver [Fuf).

Respecto al comportamiento de N, tenemos el teorema siguiente (que se
puede interpretar como el equivalente de la conjetura de monodromia-peso):

Teorema 3.3.7. Supongamos que Y satisface las propiedades (i) y (ii) de la
def. 3.3.4. Entonces, el operador de monodromia N* induce isogenias

' T(Y) = TH(Y)

para todo i > 0 y j € Z. Y por lo tanto se tienen isomorfismos

N'@Q:T.5(Y)g = T;(Y)g
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Demostracién: Ver ([BGS2], sec. 4.1, teo. 2) y (|G-N], prop. 9, teo.
52). 1

Los grupos de Chow de la fibra especial Y del modelo estrictamente semi-
estable X pueden expresarse en términos de los respectivos grupos de Chow
de los estratos.

Maés concretamente, y teniendo en cuenta las identificaciones anteriores,
la aplicacién natural (ver [BGS1], sec. 1.2):

YW Sy
nos proporciona las siguientes presentaciones:

CH](Y) = C(Ok’€7’((5d_1_j71 : CHd_l_j(Y(Q)) — CHd_j(Y(l))>

CHI(Y) = Ker(0;, : CH' (YY) — CHI(Y?)).

De manera similar (ver [BGS1], sec. 1.3), la inclusién i : ¥ — X define
homomorfismos

i*: CH'(X/S) — CH’(Y)S) = CH(Y)

i* : CHd+1,j(Y> == CHdJrl,](Y/S) — CHd+1,J(X/S)

La siguiente suposicion sera escencial en nuestro trabajo, ya que nos per-
mitira relacionar los grupos de homologia y cohomologia de Chow de la re-
duccién:

SUPOSICION 3.3.8. (Dualidad de Poincaré, [BGS1], sec. 1.2). Sea
[X] € CHy1(X/S) la clase fundamental de X. De aqui en adelante
asumiremos que para todo j > 0, el morfismo

CHI(X/S) — CHyur_i(X/S)

a— anlX]

es un tsomorfismo.

Observacion 3.3.9. De acuerdo con ([K-T], sec. 3) esto sucede siempre al
hacer tensor con Q y también cuando todo esquema de dimension menor o
tgual que la dimension de X tiene una desingularizacion. Si el anillo R es la
localizacion de una algebra de tipo finito sobre un cuerpo ky, entonces se puede
deducir la dualidad de Poincaré sobre R a partir del resultado correspondiente
sobre k.
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En este caso, podemos considerar la composicion:
i*i : CHyy j(Y) — CHyyy 5(X/S) =2 CH)(X/S) — CH(Y)
para el cual se tiene el siguiente:

Lema 3.3.10. La composicion
CH ' (YD)  CHyy;(Y) =5 CHI(Y) — CHI (YD)
coincide con —d;_110;_11.

Demostracién: Seau=ion:Y® — X. De los diagramas:

0= CHI(Y) & CHi(Y®) 2% cmiy®)

\i* Tu*
CHI(X/S)

CHIZX(Y®) "3 cgi-y(y®) ™ CHgp1—;(Y) —0
\l/u* ‘/i*
CHap1-;(X/5)

se sigue que la composiciéon considerada coincide con u* - u,. El resultado se
reduce a demostrar que

*
U - Uy + §j,1,1(9j,171 = O,

lo cual se demuestra de la misma forma que en el lema 3.3.2. [

3.4. Ciclos sobre fibras degeneradas.

En esta seccién aplicaremos las ideas de [BGS2] a ciertos complejos cuyas
definiciones estan inspiradas en la teoria de variaciones de estructuras de
Hodge (ver [St], [G-N]) para deducir sucesiones largas que los relacionan y
que seran de gran utilidad en secciones posteriores.

Comencemos por considerar los grupos bigraduados siguientes:

: SN,
Ker(N). = Ker(C: = C*}),

Coker(N). = Coker(C" RS C1,
Con(N) = Cono(C" N ct,
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donde Con(N): = Ci 1 @ Ci es el cono asociado a N.
Siguiendo las ideas de [BGS2|, definimos los siguientes grupos de homo-
logia
. Ker(d: Ker(N); — K@T(N);+1)

T Im(d: Ker(N): " — Ker(N)%) '

j
B Ker(d : Coker(N ;121) — Coker(N):7})

Vji+1 = )i73 11;1 ’
Im(d : Coker(N); ;7 — Coker(N)7 1)
. Ker(d:Con(N)i) — Con(N)iH9)
i~ Im(d: Con(N)i_| — C’on(N)}fll) ’

donde la diferencial 0 sobre el cono se define de la siguiente manera:

& : Con(N); — Con(N)’*!

(@, y) = (=d(z), N(z) +d(y))

Teorema 3.4.1. Para todo par v,j € 7Z se tienen las sucesiones eractas
largas

N

N T i—1 i-1 N i+1 i i
— 1y = B T — 1,7 =B =T — (*)
Yy
) i1 i—1 i i i i+1
- j+1—>BjH—>[/j+1—>Kj+1—>Bj+1—>Vj+1—> (**)

Demostracion: Consideremos las sucesiones exactas cortas
e, i PTL i1
0— Cj— Con(N); = Cj;; — 0
donde el primer morfismo es la inclusién en la segunda coordenada y el
segundo es la proyecciéon en la primera coordenada.

Observemos que, para todo j fijo, las sucesiones anteriores dan lugar a la
siguiente sucesiéon exacta corta de complejos:

L | |

0 — ! 2 Con(N):™! i Ciii — 0
ld 1o ld

0 — ¢ & con(Nyi Booit - 0
Ld 10 Id

pri

0 — ! &, Con(N)' — Ci,, — 0
Ld 1o Ld
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cuya sucesién exacta larga de cohomologia es (*).
De manera similar, las inclusiones

0 — Ker(N)i;, <> Con(N)i
N - /il
Cin
Con(N)} % Coker(N)i;3 —0
\prl /

¢

satisfacen, para todo j fijo, id + i = 0 y prd — dpr = 0. Observemos que el
complejo doble que definen (cuyos renglones no son exactos):

! ! l
Ker(N): 3 < Con(N):™? % Coker(N)'34
Ld Lo | —d
Ker(N)!: 3 < Con(N):! % Coker(N)'}3
Ld 1o | —d
Ker(N)! . Con(N)! % Coker(N)' 3
Ld 1o | —d
Ker(N)i,, = Con(N)i % Coker(N)'7}
Ld 1o | —d
0 — Ker(N)H3 . Con(N)+ % Coker(N),,, — 0

! l
tiene como complejo total asociado el siguiente:
L L L
Ker(N):3 @® Con(N)7? @ Coker(N)!: ]
ld'l \il lal \prz l_d‘4
Ker(N)i;; © Con(N); @  Coker(N)j)
l d ] \il l 8 ) \prz l _d )
Ker(N):,;, ©  Con(N); &  Coker(N)' 3
ld'l \il lal \prz l_d‘2
Ker(N)7H, @ Con(N);™ @& Coker(N)7 3
l ! l

cuyas diferenciales estan dadas por

/!

@ (u,v) ® 2] 2 d(z) ® (x,0) + (—d(u), N(u) + d(v)) & [v] + [—d(2)]
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=d(z) @ (x —d(u), N(u) + d(v)) & [v — d(2)].
es aciclico:
’ Claramente I'm(0") C Ker(9"), ya que
" (x®(u,v)®[z]) = dd(2)D(d(x)—d(z)+dd(u), N (x)—Nd(u)+dN (v)+dd(v))

®[N(u) + d(v) — d(v) + dd(z)] = 0@ (0,0) @ [0].
La inclusién contraria se sigue del hecho de que si z @ (u,v) & [z] € Ker(9"),
ent(inces d(z) =0,z =d(u), N(u) +d(v) =0y [v—d(z)] =[0].
uego,
v=d(z) + N(u)
y
N(u) = —d(v) = —d(d(z) + N(u')) = —dN(u') = —=Nd(u')
de donde u + d(v') = 2’ € Ker(N) y por lo tanto

u=1x"—d(u)

r=d(u) =d(z") — d*(u) = d(z").
Ahora, si cogemos ' @ (v, z)

&
0"(z' & (v, 2) & [0]) = d(2) & (2 — d(u'), N(u) + d(2)) & [z — O]
@

y por lo tanto Im(0") = Ker(d").

Finalmente, (**) es la sucesién exacta larga de cohomologia asociada al
complejo doble inicial. W

A través de las sucesiones exactas largas (*) y (**) definimos el morfismo
espectalizacion spp como la composicion

i— (%) i— (%) i—
SPB - Kj-&-% — Bj+} — Tj+117

y el morfismo A como la composicién

i () i Ge6) oy
AT = By — Vi

Proposicién 3.4.2. Para todo par i,j € Z, se tiene el complejo
A i—1 SPB_ ri—1 N g4l A i+1
"'—>Kj+1HTj+1—>Tj %‘/}+1—>
i+1 SPB. i+l N 443 A i+3 SPB.
Kj+1 —— Tj+1 — Tj AN V; ——
Mds ain, si'Y satisface las propiedades (i) y (ii) de la def. 3.5.4, al hacer
tensor con Q se obtienen sucesiones exactas largas.
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Demostracién: La primera afirmacion se sigue del teo. 3.4.1 y del dia-
grama siguiente:

i—1  SPB i—1 N i+1 A i+1
- — Kj-i-l - Tj+1 — T] AN ‘/}-i-l — -
Bi—l B’L
Jj+1 J+1
. A . . spB . N
7 (3 (3 (3
- Tj AR V;+1 — KjJrl = Tj+1 = ...

La exactitud al hacer tensor con Q se sigue de ([BGS2], teo. 4) o bien de
([N-A], teo. 7.14). N

Observacién 3.4.3. En general, el complejo no tiene porque ser exacto (ver
teo. 4.1.1 mas adelante, donde N no necesariamente es exhaustiva). Esta
prop. se puede interpretar como el equivalente del teorema local del ciclo
mvariante.
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Capitulo 4

Morfismo reduccion.

En este capitulo construiremos dos morfismos que (conjeturalmente) de-
ben proporcionar los dos primeros pasos de una filtracién sobre los ciclos
algebraicos. El primero de tales morfismos esta definido en los ciclos de codi-
mensién 7 de X y tiene imagen dentro de un subgrupo de TJQ. Este morfismo
puede ser visto como una especie de generalizacion a esquemas estrictamente
semiestables del morfismo especializacion. El segundo morfismo estd asociado
de forma natural al primero y esta definido del nticleo de éste a un cociente del
grupo Tj’l. Este morfismo jugard un papel importante en nuestro posterior
estudio de las Jacobianas intermedias (ver sec. 6.8).

4.1. Morfismo especializacién.

En este capitulo seguiremos con la notacion de los capitulos anteriores y
continuaremos asumiendo las SUPOSICIONES 3.2.5 y 3.3.8:

Asi, sea K un cuerpo completo respecto a una valoracién discreta con
anillo de valoracién R y cuerpo residual k& de caracteristica p > 0.

Sea S = Spec(R). Consideremos X una variedad lisa y proyectiva sobre
K. Asumamos que X tiene un modelo X estrictamente semiestable sobre S

que satisface:
CH’(X/S) = CHg+1-;(X/S)

para todo 7 > 0.
Lo primero que haremos es especializar los valores de ¢ y j en la prop.
3.4.2:

Teorema 4.1.1. Para todo j > 0 se tiene el complejo
- = CHay1 (V) 5 CHI(Y) 22 10 S 12— 0

29
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Mas ain, si'Y satisface las propiedades (i) y (i) de la def. 3.3.4, al hacer
tensor con Q se obtiene una sucesion exacta larga .

Demostraciéon: Haciendoi =1y j = j—1 en la prop. 3.4.2, obtenemos
el siguiente complejo que involucra al grupo TJQ

s N A
.._>Vj0_>KJQﬁ>TJQ_>T]?_1_>Vf_>...

Para calcular los grupos que aparecen en este complejo, primero hay que
considerar las monodromias correspondientes:

CP=CH2(Y®)eCH3(Y®) & . e CH (YY)
L N2
C?q =CH ' (YN a CH2(YN e CH3(YO) & ... CHY(Y#FY),
por lo tanto Ker(N);> =0y C’oker(N)j_2 =CH7Y(YW).

j
ijl — Cijl(Y(Q)) DD CHO(y@j))
LN
0]171 = Cijl(y(Z)) DD CHO(Y(QJ')),
es la identidad, por lo tanto Ker(N);' =0y Coker(N);' = 0.
;P = CH 3 (Yo CH (YO & ... ¢ CH(YH?)
LN
Ol =CH YD) e CH(YW) e CH(YO) @ - @ CHOU(Y ),
por lo tanto Ker(N)j_3 =0y C’oker(]\f)j_3 =CH73(Y®).
CV=CH( Y& CH'(Y®) & @ CH (YD),
L N}
0]271 — C’ijl(Y(i”)) =) CHO(Y(2j+1))’
por lo tanto Ker(N) = CH’(YW) y Coker(N)J = 0.
Cl=CH({YP)aCH '(YW) & - CH (Y*),
LN}
0]3_1 = Cijl(y(ll)) DD CHO(Y@H?)),
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por lo tanto Ker(N)} = CH/(Y®) y Coker(N); = 0.
Luego, tenemos
0_ Ker(d: C'oker(N);2 — CokeT(N)gl)
J Im(d : CO]CGT(N)J-_B — C’okzeT(N)j_Q)

B Ker(d: CHI7Y (YD) — 0)
~ Im(d: CHi72(Y®) — CHI-1(Y (D))

CHI=Y(Y™)
~ Im(d: CHI=2(Y() — CHI-L(Y (D))

y dado que sobre CHI"2(Y®) d = d’' + d" = §; 1,1, se tiene

Vo _ CHIH(YW)
I Im(0_9, : CHIZ2(Y®) — CHIZL(Y (D))

= Coker(6; o1 : CH2(Y®) - CcHIY (YD)
- CHd+1_j(Y).
De manera similar, sobre CH’(Y(), d = d' +d” = 6;, y por lo tanto

o Ker(d : KeT(N)? — KGT‘(N)})
i Im(d : KeT(N)j_l — KeT(N)g)

_ Ker(d: CHI(YW) — CHI(Y®))
N Im(d:0— CHI(YD))

— Ker(CHI(YW) 2% o i (y @)
= CH’(Y).

Finalmente,
, Ker(d:Coker(N)} — Coker(N)j)
7" Im(d : Coker(N);' — Coker(N)?)
_ Ker(d:0—0)
 Im(d:0—0)

y el complejo queda
c+ = CHyp (V) — CHI(Y) 25 TP 25 T2, — 0.

Calculemos el morfismo CHyy 1 (YY) — CHI(Y) que aparece en este com-

plejo:
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Sea [z] € CHyy1—;(Y) con x € CHI7H(Y(W) — €9 ;. Observemos que
A9y (x) = 0;_11(x) € CHITH(Y®) — C_|. Dado que N;': C;' — C}_; es
la identidad, tenemos que

d?‘—1(33) =N(y) =y
para un tinico y € CHI7H(Y?) — ;.
Notemos que (—y,z) € C’;l ® C)_; = Con(N))_, se mapea bajo la pro-
yeccién canénica en x € CH'7HY M) y que
Ng(‘)d;l(y) = djl‘lejil(y> = djl‘fld?fl(x) =0.

Ast, d;'(y) € Ker(N)) = CHI(Y() — CY.
Ahora, como

I(—y,x) = (d;*(y),0) € C'JQ & C},l = Con(N)}

J Jj—b

se tiene, por construccién de (**), que la imagen de dj_l(y) en KJQ =CHI(Y)
es la imagen de [z] buscada. Pero,

A (y) = d'(y) + d"(y) = 0;-12(y) + 6;-1.1(y)
=0 120 11(x) +0j-110;-1.1(7)
=dj-116;-11(2)

y por lo tanto (ver lema 3.3.10) la imagen de dj_l(y) en K} = CH/(Y)

coincide con —i*i,[x]. La prop. 3.4.2 nos asegura la exactitud al hacer tensor
con Q. N

Observacion 4.1.2. Observemos que se obtienen complejos similares si en
lugar de considerar ciclos modulo equivalencia racional se consideran modulo
equivalencia algebraica, homoldgica o numérica sobre los estratos de'Y y tam-
bién si se considera el producto tensorial sobre Z con cualquier otro cuerpo

diferente de Q.

Ahora analicemos més de cerca el morfismo spg del complejo obtenido
en el teo. 4.1.1:

Proposicién 4.1.3. El morfismo
spp: K} = CH'(Y) — T}
estd dado por la proyeccion natural

CHI(Y) CHI(Y)

CHI(Y) — Im(ii) — CHi(Y) N Im(d; ")

N
s Ker(TJQ = sz—l)-
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Demostraciéon: Notemos que si hacemos ¢ = 0y j = 7 — 1 en las
sucesiones exactas largas del teo. 3.4.1, se tiene

-1 -1 N 1 0 o N 2
By — T Tjy— By =17 — T,

-'—>K;1—>B;1—>\/jo—>K§]—>B?—>‘/jl—>--~

Para calcular el grupo B? recordemos que N : C} - C’;_l es la identidad,
por lo que

P Ker(d: Ker(N);' — Ker(N)})
7 Im(d: Ker(N);> — Ker(N);')

J

. Ker(d: Coker(N);
2

7 Im(d: Coker(N);

Dado que V) = CHgy1-;(Y) y K] = CH(Y), la segunda sucesién exacta
queda

' — Coker(N)9)
— Coker(N)71)

J

0— Byt — CHypy(Y) =5 CHI(Y) — B? — 0,
de donde

_ CHI(Y)

B;.) = Coker(CHa—5(Y) = CH'(Y)) = m’

Bj_1 = Ker(CHgs1-;(Y) - CHj(Y))

y la primera sucesion exacta se convierte en
iy . _ N
K@?"(CHd+1,j(Y) l> CHJ(Y)) — 7-; 1 — 11].1_1

CH/(Y) N

Asi, podemos resumir lo anterior en el diagrama siguiente:

N A

0 2Tt = Th = 0
%)
N N -
e Hi(Y
Ker(—i*i,) IC;LTE“))
pr ¥
/ N\ / N\

— CHyny(Y) =5 cmity) 2% 10 72

J j—1*
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Teniendo en cuenta la construccion de sppg, se sigue que el morfismo
spp: K} = CH'(Y) — T}
esta dado por la composicion

Criv) % % Im(w)

Nuestro siguiente paso sera analizar el morfismo ):
Dado que CHI(YW) = Ker(N : C) — C? ;) — C? y d? coincide con
0;1 sobre CH’(Y W), se tiene

CH!(Y) = Ker(f;,) = Ker(d?)\cm(ym) = CH (YW)n Ker(d))
= Ker(N) N Ker(d?) — Ker(d?).

Por otro lado, se tiene la inclusién Im(i*i,) € Im(d;')NCH(Y') : ya que

siz € Im(CHgy1-;(Y) KA CHI(Y)) C CHI(Y), entonces x = i*i,(y) para
algunay € CHyq-j(Y) y por definicién de CHgy1—;(Y') podemos considerar
y € CHI7Y (YD), Por el lema 3.3.10, se tiene que

iy (y) = —0j-1105-11(y),

con 0, 1,1(y) € CH=L(Y?) C C’j_l. Luego, dado que

dj_l(gj—l,l(y)) = j—1729j—1,1(y) + 5j—1,19j—171(y) = j—1,19j—171(y),

se tiene que z = i*i,(y) € Im(d; ") N CHI(Y).
Finalmente, si rastreamos la construccién de ¢ en el teo. 3.4.1, se sigue
que 9 estd dado por la proyeccién natural

CHI(Y) CHI(Y)
Im(ii,)  CHI(Y) N Im(d;")

N
— Ker(T} = T7 ). [ |

4.2. Morfismo reduccion.

En esta seccién definiremos un morfismo que pensamos comparte algunas
propiedades con el morfismo ciclo clasico y, en consecuencia, definiremos otro
morfismo que de alguna manera esta relacionado con el morfismo de Abel-
Jacobi. Estos morfismos pueden utilizarse en el estudio de algunas conjeturas
y la deteccién de ciclos algebraicos no nulos (ver apéndice A).
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Teniendo en cuenta nuestra nocién de dimensién absoluta (ver def. 2.4.1),
la sucesién exacta para los grupos (de homologia) de Chow de la sec. 2.5 se
escribe de la manera siguiente:

CHypy j(Y/S) - CHypr ;(X)S) 25 CHaoy j(X/S) — 0
I I
CHaprj(Y) CHy;(X) = CHI(X)

Observemos que la SUPOSICION 3.3.8 nos permite ralacionarla con el com-
plejo del teo. 4.1.1 de la forma siguiente:

CHypi;(Y) -5 CHyj(X/S) 25 CHI(X) — 0
I
CHI(X/S) = CHi(Y) 25 10 = T2,
Definicién 4.2.1. Se define el morfismo reduccion:
CHI(Y)
CHI(Y)N Im(d;")

cx : CHI(X) — — Ker(T? 5 T2 )

como la composicion

ex (@) = spp o i*(B) = [*(B)]

donde 3 € CHI(X) = CHyy1-j(X) es tal que j*(8) = a y [i*(3)] denota la
CHI(Y)

clase del elemento i*(3) en el cociente CHINNIm@ )"

Observemos que el morfismo cx esta bien definido:
Si 8,3 € CH’(X) son tales que j*(8) = j*(3#') = «, entonces

B =B € Ker(j*) = Imfi)

y por lo tanto existe v € CHy1—;(Y) tal que i.(y) = 65— f.
Ahora, del teo. 4.1.1, Im(i*i,) C Ker(spg) y por lo tanto

spp o 1"(B — ') = spp o (i"i)(7) = 0.

Observacién 4.2.2. Observemos que no tenemos un morfismo bien definido
CH/(X) — CHI(Y).
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Denotemos por N[Y] la composicién
AY]: CHI(Y) — CH)(YW) = CH,_;(Y),
es decir, N[Y] es el morfismo dado por

CHI(Y) _ CH(YW)
CHi(Y)NIm(d;—11) Im(d;-11)

J

CHI(Y) —

= CHd_j(Y).

Luego, de las definiciones correspondientes, se sigue que tenemos complejos

o CHpar (V) 2 cmi(y) ™ om, (V) 2 cH (YY) — -

De ([Kul], (43)), tenemos el siguiente:

Lema 4.2.3. Para todo 3 € CH'(X/S), se tiene el diagrama conmutativo:
, nx)
CH](X/S) — CHd_H_j(X/S)
Lir L
crmity) MM CHu ().
Dado que estamos suponiendo que N[X] es un isomorfismo (y por abuso
de notacién) escribiremos la conmutatividad anterior como:

i'(B) = (B) N[Y].
El ejemplo siguiente nos dard una idea de quién es el morfismo cx.

Ejemplo 4.2.4. (Caso de buena reduccion):

Supongamos que el modelo X sobre S es liso.

En este caso la fibra especial Y también es lisa y solo tiene una compo-
nente irreducible. Ast,

Y=Y y Y™ =0 vm=>2.

v

Luego, T) = CH)(Y), T} , =0y N : CH/(Y') — 0 es el operador idéntica-

mente 0 (es decir, no hay monodromia) y por lo tanto Ker(N) = CHI(Y).
Lo mismo se tiene para las aplicaciones

(9]'_171 : CHj_l(Y) —0

(53;171 00— CH]<Y)
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Ast, del lema 3.3.10, concluimos que —i*i, = 0 y de la prop. 4.1.3, que el
morfismo

spp: CHI(Y) — CH’(Y)

es la identidad.
Por otro lado, del lema 4.2.3, se tiene que i' = i* (ya que en este caso
también NY'] es un isomorfismo) y por lo tanto

cx :OH/(X)=CHy ;(X) — CH!(Y) = CHy_;(Y)
ex () = spg o i*(B) = 1" ()
=i'(f) =00 (B) =o(a)

no es mds que el morfismo especializacion de la sec. 2.5.

Lema 4.2.5. Se tiene
CH)(Y)NIm(§;_11)=CH (Y)N Im(d;l).
Demostracién: Se sigue del hecho de que

C:t = CH7YY®) @CH2(YW)

ldjj_l L5, 1 15, 24 N 24
¢t = Ccwyv) @CHT(Y®) ..
Por tanto
Im(6;-1,) = CH'(Y®) N Im(d; ")
y asi,

CH'(Y)NIm(0;11) = CH'(Y)NIm(d;"). N

Teorema 4.2.6. Sea X wvariedad lisa y proyectiva sobre K que satisface las
Suposiciones 3.2.5 y 3.3.8. Para todo a € CH(X), se tiene

cx(a) =o(a).
Demostracién: Primero recordemos que del lema 4.2.3,
o(a) =i'(8) =" (B)N[Y]

y que por definicién de N[Y], ¢*(5) N [Y] se obtiene cogiendo la clase de
i*(8) € CH’(Y) dentro de la imagen del cociente

CHI(Y) . CHI(YW)
CHJ (Y) N Im((Sj,Ll) [m((Sj,Ll)

= CHd_j(Y).
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De manera similar, por definicién de cy, el elemento cx(«a) = [i*(5)] se
calcula cogiendo la clase de i*(3) € CH?(Y) en el cociente

CHI(Y)
CHI(Y)N Im(d;")

N
— Ker(T} = T7 ).

Finalmente, la igualdad se sigue del lema 4.2.5. ]

4.3. Independencia del modelo.

De principio, toda la construccion del morfismo cx depende del modelo
X sobre R escogido. Para examinar mas de cerca esta dependencia consi-
deremos la categoria M (X) de modelos regulares de X cuya fibra especial
es un divisor con cruzamientos normales. Esta categoria es equivalente a un
conjunto parcialmente ordenado ya que, a lo mas, existe un morfismo entre
cualesquiera dos de tales modelos.

De acuerdo a ([BGS1], lema 1.3.4), dado un morfismo de elementos en
M(X):

X = X
NS
X

si en el diagrama conmutativo siguiente

Y/ (i) X/

o e

Yy & oX
1,7 denotan las inclusiones de las fibras especiales respectivas, se tienen los
diagramas conmutativos (ver [BGS1], lema 1.3.4):

i,

CHap1-5(Y') — CHI(Y')

‘1/71'0* J/T('()!
CHyp;(Y) 25 CHI(Y)
lwé lwg

NEN
s

CHCH»l*j(Y,) — CH](Y,)
Maés atin, se tienen los isomorfismos siguientes (ver [BGS1], teo. 2.2.1):
Teorema 4.3.1. Los morfismos inducidos

mox : Ker(i™i,) — Ker(i*i,)
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wy » Coker(i*i,) — Coker (i)
. . | .
som iS0morfismos con inversos my Y Toi, respectivamente.

Por otro lado, de la conmutatividad del diagrama

CHI(X')S) = CHy;(X'/S) <5 CHI(X)
I L. S
CHI(X/S) 2 CHy;(X/S)

y con el mismo abuso de notacion que en la obs 4.2.3, se tiene que

a=j"(3) =j"(m(3)).

Mas atn, del diagrama conmutativo

CHypry(Y') 5 CHyor (X)) CHI(X')S) 5 cmi(y')y o Coker(itit)
lﬂ’o* ‘ lfr* lm ‘ lﬂog ! ng
CHypr;(Y) 25 CHyorj(X/S) = CHI(X/S) - CHI(Y) L Coker(i®i,)

se sigue que

’

[(8)) = mo[moi *(8")] = mli*m(B")] = mgli*m.(8)):

Luego, cogiendo 5 = m.(f') y recordando que nuestro morfismo cx esta de-
finido por la composicién:

CHI(Y) CHI(Y)

H/(X) — -
¢ ( ) Im(@*z*) CHJ(Y)mIm(5j,1’1>,

vemos que la primera aplicacién es independiente del modelo escogido.
De ([BGS2], teo. 5), tenemos la siguiente:

Proposicién 4.3.2. Supongamos que Y satisface las propiedades (i) y (ii)
de la def. 3.53.4. Entonces se tienen las sucesiones exactas largas siguientes

s CHapy(V)g 52 O (V) 58 Oy (V)g ™52 CHI (Y )g — -+
Ast, NY] ® Q induce isomorfismos:

Coker(i*i, @ Q) = Ker(i*i, ® Q).
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Lema 4.3.3. Si Y satisface las propiedades (i) y (ii) de la def. 3.3.4, entonces
Im(i*i, ® Q) = Im(3;_11 ® Q)N CH!(Y)g
y por lo tanto el morfismo cx ® Q es independiente del modelo escogido.

Demostracién: En la parte final de la demostracién de la prop. 4.1.3
se vio que .
Im(z*z*) Q ]m(5j_1’1) N CHJ (Y)

Por otro lado, del lema 3.3.10, se tiene el diagrama conmutativo:

0
/
CHy;(Y)o 5% cHi(Y)y "™5% cH. (V)
/e N o
CHI=Y(Y()q CHI(Y(D)q
\Gj—1,1®@ ' /—5]'—1,1@@
CHI7Y(Y®)q

Luego, si 2 = (0,11 ® Q)(y) € Im(d;—11 ® Q) NCH!(Y)gq, entonces

z(NY]©Q) = (pr @ Q)(z) = (pr ® Q)(d;-1.1(y)) = 0

y Asi, x € Ker(N[Y] ® Q) = Im(i*i, ® Q) (por la prop. 4.3.2). |

4.4. Morfismo asociado AJy.

En esta seccién definiremos un segundo morfismo que nos servira en nues-
tro estudio posterior de las Jacobianas intermedias (ver cap. 6, sec. 6.8).
Recordemos que para todo a € C'H?(X) hemos definido

cx(a) = spp oi* ()

donde 5 € CHy1-j(X) es tal que j*(3) = a y spp esta dado por la compo-
sicion ) o pr :

v CHI(Y)

ciy) s Y o)

Im(i*i,)  CHI(Y)NIm(d,")’

Luego, si cogemos « € Ker(cx), se tiene

0 =cx(a) =1 opr(i*(3))
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y por lo tanto

zwfw»ewao=CH“?$£§@Lﬁ.

Pero de la sucesion exacta (***) (ver demostraciéon prop. 4.1.3):

N e CHY) v 0 N o

k. -1
S R R i

se sigue que
g
Ker(y) = Im(p) = T;_;/Ker(y)

1 N
= Coker(T; =T

Definicion 4.4.1. Se define el morfismo AJx asociado a cx por la formu-
la:

AJx : Ker(cx) — C’ok‘er(Tj_1 N, le_l)
a +— g(pr(i*(6))).

Observaciéon 4.4.2. El morfismo AJx estd bien definido:

Si existe otro ' € CHgp1—j(X) tal que j*3' = j*B = «, se tiene f— (' €
Ker(j*) = Im(i.) y por lo tanto existe v € CHqy1—;(Y) tal que i.(y) =
8 — 3. Asi,

pr(i*(8)) — pr(i*(8") = pr(i*i.(y)) =0
y por lo tanto g(pr(i*(8))) = g(pr(@*(5)))-

4.5. Ciclos homodlogos a cero.

Dado que en esta seccion utilizaremos la teoria del descenso cohomoldgico,
comenzaremos por recordar brevemente en qué consiste:

Dada una variedad Y que sea singular y completa, la idea de fondo es
utilizar la resolucion de singularidades para reemplazar Y por un esquema
simplicial proyectivo y liso

—

Y, - Y, 2 Y, 2 Y,

El descenso cohomoldgico nos permite encontrar tales esquemas simpliciales

Y, que tienen (en un sentido conveniente) las misma cohomologia que Y.

Asi, uno puede obtener (via una sucesién espectral) la cohomologia de Y en

términos de las de los Y,,’s. Utilizando la teoria de Hodge clasica sobre cada

Y, se deduce una estructura de Hodge mixta sobre la cohomologia de Y.
Ahora seguiremos la exposicién de ([Kul], sec. 5.9).
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Definicién 4.5.1. Sea Y un esquema. Un morfismo
m:U—-=Y

se llama una envolvente si es propio y para todo punto x € Y existe un
punto u € U tal que m(u) = = y k(u) = k(z), donde k(-) denota el cuerpo
residual.

Proposicién 4.5.2. Sean 7 : U — Y y g : V — U Xy U envolventes.
Entonces, existen sucesiones exactas

CH;(V)" =5 CH;(U) ™ CH;(Y) — 0

0— CHI(Y) ™ CHI(U) "% cHI(V)

donde las p;’s denotan la composicion de g con las proyecciones naturales
correspondientes.

Ahora, supongamos que todos nuestros esquemas estan definidos sobre
un cuerpo fijo k perfecto. Sea 7 : U — Y una envolvente. Los productos
fibrados

Un=UXy - xyU (m+1—veces,m > 0)

forman un esquema simplicial Uy y
Us—Y

es un hiperrecubrimiento propio en el sentido de ([De3], sec. 5.3).
La teoria de descenso cohomoldgico ([De3|, sec. 5.3) nos proporciona
una sucesion espectral

EP = HY(U,, Qu(j)) = H"" (Y, Qu(j)),

para todo ¢ # char(k) y todo j € Z.

Ahora aplicaremos las ideas de la teoria del descenso cohomolégico a la es-
tratificacion candnica asociada a la fibra especial Y del modelo estrictamente
semiestable X' de nuestra variedad X (ver def 3.2.2).

Maés en general, si Y es una variedad reducida sobre k tal que todos sus
estratos Y7 son lisos sobre k (ver notacién de la def. 3.3.4), se tiene que
7:Y® Y define una envolvente tal que todos los productos fibrados

yngl) =YW xy oo xy YO (m + 1 — veces,m > 0)

son variedades lisas sobre k (ver [Kul], sec. 5.15).
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Asi, se tienen sucesiones exactas
CHy(Y,\") "= CHy (YY) = CH,(Y) — 0,

0 — CHI(Y) == CHI(Y WY 8 opi(y D)

y la teoria del descenso cohomolégico nos proporciona la sucesion espectral
de los pesos

B = BV, Qi) = BV, Qu(j)),

para todo ¢ # char(k) y todo j € Z.

La filtracién asociada W, sobre H*(Y,Qy(5)) se llama filtracion de los
pesos geométrica.

De acuerdo con ([Itol], sec. 2.2), la nocién de peso considerada cuando
k es un cuerpo finito puede generalizarse al caso en que k es un cuerpo
pequeno (ver def. 1.1. 5) de forma que, si los V(Y son lisos y proyectivos sobre
k (perfecto), los H1(Y p ,Qg( /)) son puros de peso ¢ — 27 en el sentido de
([De5], sec. 1.2). Es més, dado que las diferenciales d, : EP¢ — EpTma=r+l
son aplicaciones entre G-estructuras de pesos diferentes para r > 2, se sigue
que d, = 0 para todo r > 2 y por lo tanto que la sucesion espectral degenera
en Fs. La filtracion es independiente de la envolvente ya que coincide con la
dada por el Frobenius (ver [De3])

En el caso que la sucesién espectral degenere en FEjy, la filtracién sobre
H%(Y,Qu(j)) tiene pesos < 0y

E KGT’(Hq( 7@@( )) —> Hq( 1 7Q€( )))
de donde se obtiene la sucesion exacta
0 — Griy H¥ (Y, Qu(j) — H¥(Y", Quj)) &= B (YL, Qulh)).

Finalmente, la dualidad entre la homologia y la cohomologia étale respeta la
filtracién por el peso y por lo tanto (después de dualizar) se tiene la sucesién
exacta siguiente

Hyy (Y, Qu(=)) = Hay (Y, Qu(=)) = Gri¥ Hoy (Y, Qu(=) = 0 (*)

La respectiva filtracién W, sobre Hy;(Y, Q(—j)) tiene pesos > 0 y satis-
face

Hy; (Y, Qe(=3))% C WoHy; (Y, Qe(—4)) 2 G’ Ha; (Y, Qe(—))-
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Observacién 4.5.3. Si el cuerpo k no es pequeno, un arqumento parecido
al de ([Ito1], sec. 2.2) nos permite ver que los resultados anteriores siguen
siendo ciertos. En efecto:

1) Exzste UnN CUETPo pequeno K C k dondeY e YW estin definidas y una
variedad Y cuya envolvente aun estd definida sobre K Y cuyas componentes
satisfacen las mismas propiedades que las de Y, de forma que Yk ®z k=Y.

2) Si k' = {a € k|lo?" € E}, entonces k' es perfecto y pequeno (ya que
k;’|% es puramente inseparable).

3) ParaY' = %@El{’, la respectiva sucesion espectral degenera en Ey. Mds
ain, dado que se tienen isomorfismos naturales como Qg-espacios vectoriales
(pero no como Gy-mddulos) que respetan las diferenciales d, :

H Q) = BV, Qi)

[_IP-HI(?7 Qe(y)) = Hp+q(?7 Qe(4)),

se sique que la sucesion espectral

(1 . = .
Y = HU(Y,) Qi) = BV, Qu(5)
también degenera en Fs.

e Diremos que una variedad proyectiva Z sobre k satisface la propiedad
(BT), si la accién de G}, sobre Hoj(Z,Q(—j)) es semisimple y el morfismo
ciclo ¢-adico (¢ # char(k)) induce un isomorfismo:

Clg’Z

CH;j(Z)q, — Hai(Z,Qu(—3))*.

Esta propiedad deberia ser cierta en un cuerpo finito para toda variedad lisa y
proyectiva (ver obs. 2.7.1(iv)) y sera cierta para las variedades que usaremos
en el cap. 5.

Proposicién 4.5.4. Sea k cuerpo perfecto y sea Y una variedad proyectiva
sobre k. Supongamos que para algin primo £ # char(k), Y y Yl(l) satisfacen
la propiedad (BT). Entonces, Y satisface:
dey o — NG
CH;(Y)g, — Haj(Y,Qe(—j))™"
Demostracion: Bajo estas condiciones todos los Y, son lisos y pro-
yectivos sobre k y estamos en la situacién de descenso cohomologico descrita
anteriormente para el primo £ 7é char(k). Asi, se tiene la sucesién exacta (*):

Hyy (V1 Qu(=)) = Hoy (¥, Qu(=5)) = Grll Hyy (Y, Qe(—j)) — 0
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y dado que GrlY Hy;(Y,Q(—j)) es un cociente de ng(V(l), Qe(—7)), se tiene
que la accién de Gy, sobre Gr¥ Hy;(Y,Q(—j)) también es semisimple (ver
conj. de semisimplicidad, sec. 2.7). Luego, dado que la accién de Gy sobre
cada uno de los grupos de (*) es semisimple, al coger fijos por G}, se obtiene
la sucesion exacta siguiente

Hyy (7, Qu(=)% — Hoy(T, Qu(=)% I Hay(V, Qu(—4)) — 0.

Por otro lado, recordando las propiedades de exactitud del producto ten-
sorial, de la sucesién exacta de grupos de homologia de Chow, se tiene

CH;(Y\")g, "5 CH;(YWV)g, ™ CH;(Y)g, — 0.

L

Finalmente, combinando estas sucesiones exactas y teniendo en cuenta la
unicidad del morfismo ciclo, se obtiene el diagrama conmutativo siguiente:

CH;(V\")g, "B CHj(YW)g, T CHi(Y)g, — 0
Ll yo Ul clyyo Ly
-, =), . T .
Hy(V) (=) — Hy(V) ()% T Hy(V)(=5)% =0
que induce el diagrama conmutativo

0 — Ker(m,) — CH;(YM)q, LN CH;(Y)g, — 0
vl Ll yw Ly
_ —(1 . Tx 5 .
0— Ker(m,) — Hy(Y",Qu(—4)% =5 Hyy(V,Qu(—4))% — 0

a partir del cual se deduce el isomorfismo buscado. [ |

Finalizaremos esta seccién relacionando los ciclos homélogos a cero con
nuestro morfismo reduccién cy.

Sea K un cuerpo de caracteristica cero. Sea X variedad lisa y proyectiva
sobre K con un modelo estrictamente semiestable como en la sec. 4.1.

Recordemos que el subgrupo de ciclos homdlogos a cero en CH?(X)
se define como

CHY

hom

(X) = Ker(CH/(X) — [ H¥ (X, Qu(5)))

donde el producto recorre todos los niimeros primos /.

Corolario 4.5.5. Sea X wariedad lisa y proyectiva sobre K con un modelo
estrictamente semiestable. Bajo las hipotesis de la prop. 4.5.4 para la fibra
especial Y, se tiene la inclusion

CHi,,(X)q € Ker(cx © Q).
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Demostracion: Primero observemos que del hecho de ser X lisa y pro-
yectiva sobre K, se tiene (ver obs. 3.2.6):

CHI(X) = CHy_;(X)

HY (X, Q(j)) = Hag—2;(X,Qu(j — d))
para todo primo /.

En particular, para el primo ¢ # char(k) que satisface las hipdtesis de la
prop. 4.5.4; el teo. 2.6.2 nos da el diagrama conmutativo siguiente:

CH (X)g =CHyj(X)g e Haa—2i(X,Qu(j — d)) = HY(X,Qu(j))
lU@@ lSpH

Clg Y

CHy ;(Y)o —= Haq 2;(Y,Qu(j—d)).

Ahora, sea a« € CH iom(X )o- Observemos que para este primo ¢ # car(k),
se tiene

a € Ker(CHY(X)g dex H*(X,Qu(j)))
y del diagrama conmutativo anterior, se sigue que
0= spy o clyx (o) = clpy o (0 @ Q)().

Pero por la demostracién del teo. 4.2.6, podemos ver cx(a) = o(a) como
elemento de CH,_;(Y) y Asi,

cley o (0 ® Q)(a) = clyy o (cx ® Q)(a),

de donde,
(ex @ Q)(a) € Ker(clyy).

Finalmente, por la prop. 4.5.4, se tiene

cle,y ®Qq

Ker(clyy) C Ker(CHy;(Y)q, — Haao2;(Y,Qu(j — d)“) ={0}. ®

Observacién 4.5.6. (i) En realidad se ha demostrado que para el primo
0 # char(k):

CZZ,X

Ker(CH'(X)g —> HY(X,Qq(5))) C Ker(ex ® Q).

(ii) Mds adelante (ver cor. 5.4.6) veremos que, bajo ciertas hipotesis mds
restrictivas, se tiene:

Ker(clyx @ Q) = Ker(cx @ Q).



Capitulo 5

Reduccion degenerada.

5.1. Variedades lineales.

En esta seccién trabajaremos con variedades cuyas componentes (y sus
intersecciones) tienen grupos de Chow finitamente generados. También nos
interesaremos en variedades que tienen cohomologias lo méas sencillas po-
sibles en el sentido de que, por ejemplo, sus cohomologias étales de orden
impar son triviales y las de orden par estan generadas por ciclos algebraicos.
Similarmente para la cohomologia cristalina.

Sea k un cuerpo. Denotemos por k una clausura algebraica de k.

Definicion 5.1.1. Sea Y una variedad lisa y proyectiva sobre k. Diremos
que Y es CH-lineal si CH’(Y) es un grupo abeliano finitamente generado
para todo 5 > 0.

Observacién 5.1.2. Observemos que esta definicion implica que CH’ (Y )q
es un Q-espacio vectorial de dimension finita para todo j > 0.

Proposicién 5.1.3. Sea Y una variedad lisa y proyectiva sobre k. Supon-
gamos que CHj(V) es finitamente generado para un cierto j > 0. Entonces,
existe una X\ extension finita de k tal que si Y\ =Y Xy Spec(N), el homomor-
fismo (Gysin) natural

CHI(Y))/tors — CHY(Y)[tors

es un isomorfismo.
En particular, si' Y es CH-lineal, el resultado se cumple para una misma
extension finita \ de k y para todo 7 > 0.

7
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Demostraciéon: Primero observemos que si k' es una extension finita
de k, a partir del diagrama fibrado:

Y}C/ — Y

| l
Spec(k') — Spec(k)

se tiene que la composicién
cri(v) L ol (v L cHI(Y)
coincide con el morfismo multiplicacién por n,
n] : CH(Y) — CH’(Y)

con n = [k : k] (ver sec. 2.1). Asi, Ker(f*) C Ker(:[n]) el subgrupo de
elementos de n-torsién de CH’(Y').

Ahora, sean [Z1],...,[Z,] los generadores de C'H’(Y). Observemos que
cada Z; estd definida sobre una extensién finita k; de k en k. Sea \ = H::1 k;
la composicién de los cuerpos k; V1 < i < r, la cual es una extensién finita
de k.

Denotemos por Z; la variedad Z; vista en Y; = Y x;, Spec(k;).

Del diagrama fibrado

Y ER Y\ Y
L | !
Spec(k) — Spec(\) — Spec(k;),

y del hecho de que f*(f[Z;]) = [Z], se sigue que el homomorfismo

CHI(Y,) & cHI(Y)

~

es exhaustivo. Si denotamos por [] las clases médulo torsién, tenemos que el
morfismo inducido f* también es exhaustivo:

cHi(yyy) L cHIY)
! ) !
CHI(Y))/tors L CHI(Y)/tors.

Ahora, si [/VI7] € Ker(f*), entonces f*([W1]) es de torsién y por lo tanto existe
m € Z tal que

fH(m[W]) = mf*([W]) = 0.
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Pero esta ultima igualdad se cumple en alguna extensién finita de A, digamos
N, y asi (por lo demostrado en la primera parte) m[W] € Ker(-[n]) para
n=[N:\. -

De esto se sigue que [W] es de torsién y por lo tanto [W] = 0.

La afirmacion final se sigue del hecho de que sélo hay un ntmero finito
de grupos de Chow que no son cero. |

Sea k un cuerpo perfecto de caracteristica p > 0. Denotemos por k una
clausura algebraica de k.

Si p > 0, denotaremos por W (k) el anillo de vectores de Witt de k y por L
su cuerpo de cocientes. Recordemos que la accién del Frobenius sobre L(—7)

estd dada por la accién del Frobenius sobre W (k) multiplicada por p’.

Definicién 5.1.4. Sea Y wvariedad lisa y proyectiva sobre k y £ un niumero
primo. Si £ # p, diremos que Y es {~cohomoldgicamente lineal si para
todo v > 0, se tiene:

s QY (=5, sii=2j par
H(Yet,@a:{ o) ’

0, st impar.

para algin nj € N con accion de Gy, incluida.
Sil =p >0, diremos que Y es p-cohomolégicamente lineal si para
todo i > 0, se tiene:

PR ) LY (=7), sii=2j par

0, szt impar.
para alguna n; € N con accion del Frobenius incluida.

Ejemplo 5.1.5. (i) El espacio proyectivo P} y productos fibrados de P} sa-
tisfacen tanto la CH-linealidad como la linealidad cohomoldgica.

(i1) Variedades toricas lisas y proyectivas sobre k satisfacen CH-linealidad
y linealidad cohomoldgica.

(iii) Sea Y sobre k tal que dimY = 1. Entonces, Y es CH-lineal si, y solo
si, Y es una curva de género cero:

La necesidad se sigue del hecho de que s1Y es una curva de género g > 1,
entonces se tiene la sucesion exacta

0— Jac(Y)(k) — CH'(Y) — Z.
Pero, Jac(Y)(k) no es finitamente generado, ya que

Jac(Y)(k)[n] ~ (Z/nZ)*
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para todo n primo con p y por lo tanto Jac(Y)(k)wrs tiene infinitos puntos.
El reciproco es inmediato.

(iv) Las variedades lineales de Jannsen (ver [Ja2], 14.6, 14.7) que son
proyectivas son £-cohomoldgicamente lineales para todo primo L.

Lema 5.1.6. Sea k un cuerpo perfecto. Sea' Y una variedad lisa y proyectiva
sobre k que es CH-lineal. Supongamos que para algun nimero primo £ # p y
para todo j > 0, se satisface que

HYTHY Q) =0

y que el morfismo ciclo es exhaustivo

Lo Clz’? Lo )
CH'(Y)q, — HY(Y,Quj))
y compatible con la accion de Gy. Entonces, Y es {-cohomoldgicamente lineal.
Demostraciéon: Observemos que la propiedad de ser CH-lineal implica

que, para todo j > 0, CHY (?)Qz es un Q-espacio vectorial de dimension
finita n;. Por lo tanto

c, v L
C (=) 2 CH/(Y) @ Qu(—j) - HY(Y,Qy)

con accién de Galois compatible y ast H%(Y,Qy) es un cociente de Q}’ (—j),
de donde se sigue el resultado. |

Observacién 5.1.7. Se tiene lo mismo para la cohomologia cristalina en el
caso £ =p > 0.

Sea k un cuerpo perfecto de caracteristica p > 0. Denotemos por W (k)
el anillo de vectores de Witt de k y por K el cuerpo de cocientes de W (k).
Sea o : W(k) — W (k) el Frobenius inducido por el Frobenius sobre k.

Recordemos que si Y es una variedad sobre k, el Frobenius absoluto

F:Y—-=Y

esta definido como la identidad sobre el espacio topoldgico base y por a — a”
sobre el haz estructural Oy (ver [Ch], sec. 2.4). Luego, por funtorialidad, F’
induce un morfismo o-lineal

FiHY) — H*Y)

sobre toda cohomologia de Weil en Y. Ejemplos de tales cohomologias para
Y lisa y proyectiva sobre k son la cohomologia cristalina H...(Y/W)@w Ko
y la cohomologia étale H (Y, Qy) para todo £ # p.
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Proposicién 5.1.8. Sea Y wvariedad lisa y proyectiva sobre k = F, con q =
p®. 51 'Y es (-cohomoldgicamente lineal para algin primo ¢, entonces lo es
para todo numero primo.

Demostraciéon: Observemos que en este caso tenemos un endomorfis-
mo o-lineal

Fo o HANY) — H*(Y)

sobre las cohomologias cristalina y étale de Y, V¢’ # p. Mas atin, de [Ded],
se tiene que el polinomio

PA(t) = det(I — F* - t|H.,,(Y/W (k) © L)

es igual al polinomio caracteristico asociado a la cohomologia ¢'-adica, para
todo ¢/ # p, es decir,

Pi(t) = det(I — F* - t|H' (Y, Q)

que tiene coeficientes enteros independientes de ¢/, VI’ £ p.
En particular, utilizando el polinomio caracteristico asociado al primo ¢
para el cual Y es f-cohomoldgicamente lineal, se tiene

pip= {(-gir ez
1, si¢impar.

De lo cual se sigue que Y es £’-cohomolégicamente lineal para todo niimero
primo ¢’ [ |

Observaciéon 5.1.9. (i) La prop. 5.1.8 nos dice que si k es finito, podemos
hablar de variedades cohomologicamente lineales a secas sin hacer referencia
al primo (.

(ii) De hecho, se tienen las igualdades:

bi = dierHi(?, @g) == dszHI(Y/W(E)) X L

independientemente del primo (. Y por lo tanto, si k = k, que Y sea (-
cohomologicamente lineal es equivalente a que be;v1 = 0,Vi independiente-
mente de (.

5.2. Reduccién totalmente degenerada.

Muchas de las suposiciones hechas en los teoremas de secciones anteriores
pueden resumirse en el concepto de “reduccién totalmente degenerada” (ver
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[R-X1]) que nos lleva a interesantes conclusiones sobre las filtraciones en la
cohomologia.

Sea k cuerpo perfecto de caracteristica p > 0, W (k) el anillo de vectores
de Witt de k y Ky = Frac(W (k)). Denotemos por k una clausura algebraica
de k y por L = Frac(W (k)).

Sea Y variedad proyectiva sobre k de dimensién d que supondremos re-
ducida y sean Y;, Vi € 3 = {1,...,t} sus componentes irreducibles. M4s
aun, supongamos que para cada subconjunto no vacio I C ¥, los esquemas
tedricos Y7 = NjerY; son lisos sobre k.

Denotamos Y = Y7 x; Spec(k).

Definicién 5.2.1. (ver [R-X1], def. 1) Diremos que Y es totalmente de-
generada sobre k si para todo () # 1 C X se satisface:
(a) Los Y1’s son CH-lineales e Y satisface la propiedad (ii) de la def.
(b) Dado ¢ # p, los grupos H¥1 (Y, Q,) = 0 y el morfismo ciclo induce
1somorfismos

g

. — Cl o —
CH(Y[)®zQ, ~" H”(Y[,Quj))
compatibles con la accion de Gy. o B
(¢) Los grupos de cohomologia cristalina HZX'(Y /W(k) @ L =0 y el
morfismo ciclo induce isomorfismos
o cls
CHI(Y ) @y L(—j) ~ HY

cris

(?I/W(E)) ® L

donde el twist por —j significa la accion del Frobenius multiplicada por .
(d) Y es ordinaria, es decir, H" (Y, Bw®) = 0,Vr, s donde Bw denota el
subcomplejo de formas exactas del complejo logaritmico de De Rham.

Observacién 5.2.2. (i) Y satisface la propiedad (i) de la def. 3.3.4. Esto se
sigue del correspondiente teorema en cohomologia étale (-ddica (ver [Ded]) y
de la biyectividad del morfismo ciclo en (b) (ver obs. 2.7.1(iii)).

(i) La condicion (c) implica el isomorfismo (ver [R-X1], obs. 1):

CHI (Y1) ®z Ko(—j) ~ HZ (Y1/W (k) ® K,.

(ii) Si Y[ es ordinario en el sentido usual para todo I € ¥ (es decir, si
H"(Y[,dS2®) =0,Vr,s), entonces Y satisface la propiedad (d) de la def. 5.2.1
(ver [R-X1], def. 1(d)).

Si las aplicaciones naturales
CH!(Y;) — CH(Y)

son isomorfismos médulo torsién para todo I C 3, diremos que Y es total-
mente degenerada split.
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Observacién 5.2.3. (i) La prop. 5.1.8 nos asequra que, después de pasar
a una extension finita A de k, toda variedad totalmente degenerada es total-
mente degenerada split.

(it) Para los grupos abelianos finitamente generados T!(Y)’s construidos
en la sec. 8.3, la obs. anterior nos dice que TH(Y)/tors = TH(Yy)/tors para
todo par 1,) € Z. FEs mds, se sigue que para esta misma extension \ de k,
Gy actiia trivialmente sobre todos los T!(Y )g’s (ver sec. 2.7).

(11i) Dado que los TJ’(?) 's son finitamente generados, existe un subgrupo
abierto de indice finito H < Gy tal que H actia trivialmente sobre todos
ellos. Por lo tanto, después de pasar a una extension finita de k, podemos
suponer que los Tj(?)’s son grupos abelianos finitamente generados con una
accion trivial de Gy,.

Definicién 5.2.4. Sea K un cuerpo completo respecto a una valoracion dis-
creta con cuerpo residual k de caracteristica p > 0. Sea X una variedad
lisa y proyectiva sobre K de dimension d. Diremos que X tiene reduccién
totalmente degenerada si existe un modelo reqular X sobre S que es es-
trictamente semiestable y tal que su fibra especial Y es totalmente degenerada
sobre k.

Observacién 5.2.5. (i) Lo que pensamos debe reflejar que una variedad
tenga “reduccion totalmente degenerada” es la propiedad de ser CH-lineal.
Sin embargo, hasta el momento no hemos sido capaces de demostrar que esta
propiedad implica las otras de la def. 5.2.1. Estas otras propiedades nos sirven
para construir redes enteras independientes de ¢ (las T'’s), relacionarlas con
las cohomologias y probar la conjetura de monodromia-peso.

(i1) Pasar a una extension finita A de k como en la obs. 5.2.3, corresponde
a hacer una extension finita y no-ramificada L de K, que a su vez corresponde
a hacer una extension finita étale, R' de R, de anillos locales. Mds ain, de
([HaJ, obs. 2.2.1y [dJ], lema 2.13), se tiene que Xp = X @r R’ es un modelo
estrictamente semiestable de Xi con reduccion Yy = X ®@pr A totalmente
degenerada split.

(111) Recordemos que la accion de Gy sobre los T;(?) 's es a través del
cociente G /Ix = Gy. Luego, después de pasar a una extension finita y
no-ramificada de K, podemos suponer que:

T;(Y)o=T;(Y)o
con accion trivial de G para todo pari,j € 7,

Ejemplo 5.2.6. (i) Si todos los Y;’s son variedades toricas lisas y proyecti-
vas, entonces Y es totalmente degenerada sobre k (ver [FMSS], [Ku2], [1l1]).
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(ii) Toda variedad abeliana A sobre K tal que el modelo de Nerdn sobre
R tiene por fibra especial un toro split es de reduccion totalmente degenerada
(ver [Kul]).

(i1i) Productos de curvas de Mumford y otras variedades con uniformiza-
cion p-adica (como las variedades modulares de Drinfeld y algunas variedades
de Shimura unitarias) son de reduccion totalmente degenerada (ver [Rap],

[Va]).

5.3. Monodromia-peso.

A lo largo de toda esta seccion K serd un cuerpo completo respecto a
una valoracién discreta con anillo de valoracién R y cuerpo residual k& de
caracteristica p > 0. Denotemos por K una clausura separable de K y por
K™ la méxima extensién no ramificada de K en K. Observemos que el cuerpo
residual k& de K™ es una clausura separable de k. Sea Gx = Gal(K/K) el
grupo de Galois absoluto de K y Ix = Gal(K/K"™) el subgrupo de inercia.

Observemos que si 7 es un elemento uniformizante de K y ¢ # p un
nimero primo, la pro-f-parte de Ix se identifica de forma candnica con
Zy(1) := limyupm (K) a través del morfismo exhaustivo:

tg . ]K — Z[(l)

g(xt/"")

Consideremos X una variedad lisa y proyectiva sobre K y
p:Gx — GL(V)

la representacién /-adica asociada a la cohomologia étale V, := H™(X,Qy).
En este caso, el teorema de monodromia de Grothendieck ([SGA VILI]) nos
asegura que existe un subgrupo I; C Ik y una aplicacion nilpotente, llamada
operador de monodromia, (ver sec. 1.5):

N : H"(X,Q)(1) — H"(X,Qy)

tal que p(g) = exp(N ots(g)),Vg € I1. El operador N tiene orden de nilpo-
tencia n (ver sec. 1.4 y [Il1], cor. 3.4).

La respectiva filtracién asociada, llamada filtracion de monodromia
M,, es la tnica filtracion creciente que satisface (ver prop. 1.4.1.):

i) NMVi(1) C MV,
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ii) N* induce un isomorfismo:
N*: Gri'V(k) = Gr™ V.

De su construccion se sigue que [k actia trivialmente sobre los cocientes
graduados Grj” v que (Vy)fx C My (ver prop. 1.5.1).

Ahora, sean S = Spec(R), n = Spec(K), s = Spec(k) y i, j las inclusiones
respectivas (ver sec. 2.5).

Asumamos que X tiene reduccion estrictamente semiestable (es decir, que
cumple la sup. 3.2.5). Consideremos el diagrama conmutativo siguiente:

Y, - Xy X,
Lr
! ! !
Y, & X < X,

donde 17 = Spec(K™), S es la normalizacién de S en 7 y i, j las inclusiones
respectivas. De manera similar, se definen 7, S, ¢ y j para K.
Recordemos que el complejo de “haces evanescentes.®té definido por:

R\I’Qg = E*RE*Qg

Este complejo puede considerarse como un objeto en DT (Y x,n, Qy), la cate-
gorfa derivada de Q,-médulos sobre Y con accién continua de G i compatible
con la de Gy (observemos que también podemos considerar R¥Q, como un
objeto en la categoria derivada D*(Y,Qq[Ix]) de haces de Q,-mddulos con
acciéon continua de Ik ). Por definicién, tenemos:

*Rj,Q; = RT(Gg, R¥(Qy)), i*R7.Q; = RU(Ixc, RU(Qy)).

Observemos que H'* (Y, RUQ,) = H*(X,Q,) vy que la (segunda) sucesién
espectral asociada a este complejo sobre H™ (Y, R¥Q,) (conocida como su-
cesion espectral de los ciclos evanescentes) se escribe como

'Ey = H'(Y, R¥(Q)) = H(X, Q).

Un estudio mas detallado nos permite ver que [k actia trivialmente sobre
los haces de cohomologia del complejo RVQy,

RIV(Q) =1 RY,Q

que son haces sobre Y con una accion continua de Gi que es compatible con
la accién del cociente Gy = G /Ik sobre Y.
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Més atin, si T € I es tal que t,(T) genera a Zy(1) y T es el generador
de Z;(—1) dual de T, el homomorfismo definido por

N =1logT ® T : RUQ,[d] — RUQ,(—1)[d],

es nilpotente con orden de nilpotencia d = dimX, conmuta con la acciéon
de Gk (ver [I11], sec. 3.7) y es tal que si W, es la filtracién de monodromia
asociada a N, se tiene

NW; CTW;_o(—1).
Mas aun, si

am Y™ — Y, m>1

son las proyecciones naturales, se tienen isomorfismos candnicos:

B ki1 Qu(—i — k)[—i — 2k 5 Gr)YRIQ,

k>max{0,—i}

compatibles con la accion de Gj. La filtracion W, y los isomorfismos ante-
riores son independientes de la eleccién de T' (ver [Sal, prop. 2.2.3).

Ahora, dado que X — S es propio, estos isomorfismos inducen sobre
H™(Y, RUQ,) = H(X,Qy) la sucesién espectral siguiente:

Ey! = H(Y, Gr RVQy) = H™(X,Qy),

compatible con la accién de Gk y donde los términos F;’s pueden re-escribirse
como (ver [Sa], cor. 2.2.4):

EY =HYY, @ o1 Qi — k)i — 2k))

k>maxz{0,i}

= @ T k- b

k>max{0,:}

Asi, la sucesién espectral anterior puede re-escribirse en la forma

Ei’j: @ Hj+2i—2k( (2k— Z—H,Qg(z— )):>Hi+j(77(@z)'

k>max{0,i}

Esta sucesion, conocida como la sucesion espectral de los pesos (ver
[R-Z], Satz 2.10, [I11], 3.8) es Gk-equivariante y relaciona las cohomologias
étales de la fibra especial y de la fibra genérica del modelo X'. De acuerdo
con [Itol], (ver obs. 5.3.1(iv) méas adelante), esta sucesion espectral degenera
siempre en FEs sin imponer restriccién alguna sobre el cuerpo residual k.
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Llamaremos filtracion de los pesos aritmética a la respectiva filtracion
obtenida y la denotaremos por W,.

Més atin, las aplicaciones d? : E? — E*" pueden escribirse explicita-
mente en términos de morfismos restriccion y morfismos Gysin. A saber,

di = Z (Ook—ix + 051_it1),

k>maxz{0,:}

donde )
Oe : HUY " Q) = H2(T™ Q1))

es suma alternada de morfismos Gysin y

ot HU(Y™ Q) — H(Y" Q)
es suma alternada de morfismos pull-back (ver [Sa], prop. 2.2.6).

También se tiene que la accién de la monodromia N sobre H"(X, Q) es
la inducida a partir de la aplicacién natural N : E}7 (1) — E772 que es la
identidad en los sumandos iguales y cero en los sumandos diferentes (como
la monodromia de la sec. 3.3), y que satisface

~

N By () S B
para todo i, j. Finalmente, observemos que
N :H"(Y,RVQ) — H"(Y, RUQy(—-1))

y por lo tanto
NW; C W;_o(—1).

Observacién 5.3.1. (i) Observemos que W, depende de la existencia de un
modelo estrictamente semiestable. Sin embargo, en el caso general, hay una
forma de definir una “filtracion por el peso”sobre V, donde la palabra “pe-
so”tiene el sentido usual que en cuerpos finitos siempre y cuando impongamos
algunas restricciones sobre el cuerpo k. Por ejemplo (ver [Itol], sec. 2.2), si
k es un cuerpo pequeno (ver def. 1.1.5), siempre es posible encontrar una
Z-algebra finitamente generada B contenida en k tal que k sea una extension
puramente inseparable del cuerpo de fracciones Frac(B). En este caso, se
dice que una representacion (-ddica continua p de Gal(k/k) tiene peso j si p
proviene (por un cambio de base) de un haz (-ddico liso F sobre un abierto
denso U C Spec(B) y F tiene peso j en el sentido usual (ver [De8]). Recor-
demos que esto ultimo quiere decir que para todo punto cerrado s € U, los
valores propios del Frobenius geométrico en s actuando sobre Fs son enteros
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algebraicos tales que todos sus conjugados complejos tienen norma |k(s)|’/?,
donde k(s) denota el cuerpo residual en s.

La definicion no depende de B,U,F y por las conjeturas de Weil (ver
[De5]), para una variedad Y lisa y propia sobre k, la cohomologia H (Y, Q)
tiene peso j en este sentido.

(ii) Para X wariedad lisa y proyectiva sobre K con cuerpo residual k
pequerio se define la filtracién por el peso W sobre H(X,Qy) (ver [Itol],
sec. 2.2) como la tnica filtracion creciente tal que la accion de Ik sobre los
graduados Gr}’vl factoriza a través de un cociente finito y, después pasar a
una extension finita de K, Gy actia sobre Gr}/w con peso j.

(7ii) En el caso en que X tenga reduccion estrictamente semiestable y k
sea como en (ii), las conjeturas de Weil implican que cada Eij tiene peso
Jj+2i—2k—20i—k) = j y por tanto que la filtracion W, = W/ sobre
H™(X,Qy). Lo cual garantiza la existencia de W! en este caso.

(iv) De acuerdo con ([Itol], sec. 4 y prop. 5.1) la sucesion espectral de
los pesos degenera siempre en Fy para cualquier cuerpo k. El argumento
consiste en pasar a un esquema Z estrictamente semiestable sobre un anillo
B de valoracidn discreta completo con Frac(B) cuerpo pequerio de tal forma
que X y Z tienen la misma fibra especial geométrica.

La conjetura de monodromia-peso nos asegura la coincidencia de las res-
pectivas filtraciones salvo un desplazamiento en los indices ([Del], [De2], [111],
[112]):

Conjetura 5.3.2. (Monodromia-peso): Sea X variedad lisa y proyectiva so-
bre K con reduccion estrictamente semiestable. Para V, = H™(X,Qy) con
(£ p, se tiene: M; = W, para todo i € 7.

Proposicién 5.3.3. Sea X wvariedad lisa y proyectiva sobre K con reduccion
estrictamente semiestable. Supongamos que la reduccion Y satisface las pro-
piedades (a) y (b) de la def. 5.2.1 para algin nimero primo € # p. Entonces,
X satisface la conjetura 5.3.2 y para los graduados asociados respectivos, se
tiene:

- THY —j Q= d2
Grmx,@g)g{ JD) O, st i =n(modd
0, en otro caso

como Gr-modulos.

Demostracién: A partir de la obs. 5.2.5(ii), podemos reducirnos al
caso de reduccién semiestable split y suponer que C;(Y) ®Q = C’;(Y) ® Q.
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Luego, los términos de la sucesion espectral de los pesos, como G-moddulos,
se reducen a (ver definiciones de la sec. 3.3):

EY = @ HTREy D Qi — k) = CHY) @ Qi)

k>maz{0,i}

1,27 +1
EyPH =0

y por lo tanto,

Gryf H¥(X, Qo) = By = T (Y) @ Qu(—))

GT¥+1Hi+2j+l (7’ @8) _ E;’,QjJrl —0.

Dado que nuestra filtracién satisface NW; C W;_5(—1), para demostrar la
conjetura de monodromia-peso basta probar que el operador de monodromia
N induce isomorfismos:

~

Ni . E;i,2j+2i(i) N E;,]

para todo ¢ > 0 y todo j € Z.

Observemos que si Y satisface (ii) de la def. 3.3.4, entonces (bajo nuestras
hipdtesis) Y también la satisface. Luego, de acuerdo con ([R-Z], cap. 2), y
teniendo en cuenta los isomorfismos anteriores, se tiene que la aplicacion
entre los graduados:

Gryy H(X,Qi)(1) = Gryy_,H?070(X, Q)
coincide con el operador N ® Q, definido en la sec. 3.3:

i N®Q¢ v
T;(Y)g, — Tj(Y)q,

y por lo tanto (ver teo. 3.3.7) se sigue que

i : N@Qe(—j ; .
T(Y) ® Qu(—j) LT TiY) @ Qu(—j)
N K
Grif o HY (X, Q)(i) Grly Hi+2(X, Q)

es un isomorfismo para todo ¢ > 0 y todo j € Z. |
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5.4. Teorema principal.

En esta seccién estudiaremos algunas de las consecuencias que este tipo
de variedades tienen sobre el morfismo ciclo.
Recordemos que para todo ¢ # p, el morfismo ciclo ¢-adico

clox : CH(X) — HY (X, Q(j))
induce un morfismo
clix ® Qe : CH (X)g, — H¥(X,Qu(j))
a®@N— \-clyx(a)
que también tiene imagen en H> (X, Q,(5))¢x.
El teorema siguiente nos da una descripcion mas explicita de esta imagen:

Teorema 5.4.1. Sea K un cuerpo completo respecto a una valoracion discre-
ta. Sea X una variedad lisa y proyectiva sobre K con reduccion estrictamente
semiestable. Supongamos que la reduccion Y satisface las propiedades (a) vy
(b) de la def. 5.2.1. Entonces, si es necesario después de pasar a una exten-
sion finita y no-ramificada de K, se tiene una aplicacion natural:

Pro,.M

-1
Im(clex®Qe) — prag(Im(clex®Qp)) & Ker(TY(Y)g, "3 T2 ,(Y)q,),

para todo ¢ # p, donde p es el isomorfismo de la prop. 5.3.3. Mds aiun, si
el cuerpo residual k es pequeno, entonces Prop €s un isomorfismo sobre

Im(cl&X X Qg)

Demostracién: Primero observemos (ver obs. 5.2.5(iii)) que si pasamos
a una extensién finita y no-ramificada de K podemos considerar que todos
los T;"s son grupos abelianos finitamente generados con accion trivial de G
y que T4(V)g = Ti(V)o

Para todo ¢ # p, la prop. 5.3.3 nos proporciona la filtracién de mono-
dromia en H% (X, Qy(j)) siguiente:

<+ C Mi(j) € Mija(j) C -+

y nos describe sus cocientes graduados.
Maés atn, la prop. 1.5.1 nos dice que

HY (X, Q) = Mo(5)* € KerN € My(j),
de donde, al coger graduados, se obtienen las inclusiones siguientes:

preg (Im(clex © Qe)) C pregar (Mo(5)%) C pre,p(KerN) € Gry'.

0 0
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Ahora, del cor. 1.4.6, se tiene
prep(KerN) o Py = Ker(Gri'(1) = Gr')
y el isomorfismo de la prop. 5.3.3 nos dice que

Po’g pﬁ KGT(TJQ(Y)QZ ﬁ(@f 77]'2—1<Y)QZ)7

ya que las aplicaciones entre los graduados coinciden con el operador N ® Q,
definido entre los T"s en la sec. 3.3 (ver [R-Z], cap.2).
Para la segunda parte, dado que

ey M) My(j)%x
P (M)™) = FE e A RG]~ Mo

basta demostrar
M_5(5)%% = 0.

Pero dado que k es pequeno, se tiene

Ne Qg, Si iZO
Qe(?) ‘_{Q si Q0.

Por lo tanto, si para todo ¢ > 1 cogemos fijos por Gk en la sucesién exacta
que define el graduado Gr',,

0 — M_gi5(j) = M_y;(j) = Gr, = T ,(Y) @ Qu(i) — 0,

se obtiene M_y;_o(§)9% = M_9(5)%%, ya que los T’s son grupos abelianos
finitamente generados con accién trivial de G .

Finalmente, la afirmacién se sigue del hecho que M_5;(j) = 0 para i
suficientemente grande. |

Observacién 5.4.2. Consideraciones mds finas (ver [R-X2], def. 2) nos
dicen que st R
KO = limK* /K"
b

es la (-completacion del grupo K* (€ # p), entonces debe existir un morfismo
0o N (0
Tj@e - Tj—lQe ® K ©

tal que
N ® Q= vy 0N,

donde v, es la valoracion (-ddica sobre K*© y un isomorfismo

. A, ~
MO(J)GK = KeT(TJQQz — Tj2*1Qe ® K (Z))'
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Lema 5.4.3 (Kiinnemann). Sea X — Spec(R)) propio de tipo finito y sean
X=X®rK,Y =X®gk las fibras genérica y especial, respectivamente. Se
tiene el diagrama conmutativo siguiente:

R Y _
H](YaQZ) M H2dfj(Y7QZ>
lcoespH Tsm{

N[X]

HJ(X7@€) HQd—j(Xan>'
donde spy es el morfismo especializacion y cospy el morfismo coespecializa-
cion.
Demostracion: Primero observemos que del diagrama:

Hj (Ya QE) X H2d_j (Ya QK) - H2d(7a Qé)

lcoespH \J/COESPH lcoespH

HI(X,Q) x H*(X,Q) — H*(X,Q)

se deduce

coespg(a) U coespy () = coespu(a U B)
para todo o € HI(Y,Q,) v 3 € H?*7(Y,Qy). Ahora, dado que (por defi-
nicién) el morfismo especializacion es el dual del morfismo coespecializacién

respecto del apareamiento no-degenerado de la propiedad (2), sec. 2.6, se
tiene:

spy o (coespy (o) N [X])(B) = trx(coespy(a) U coespy (B))

= trx(coespy(aU B3)).

Por lo tanto, basta demostrar que el diagrama siguiente conmuta:

H¥(Y, Q) 5 Qu(—d)
lcoc;spH /trx
(X, Q)

es decir, que try(coespy (7)) = try(y) para todo v € H?*(Y,Qy). Pero esto
ultimo se sigue del hecho de que el morfismo traza

tT’X c Hom(HQd(Y, @g), Qg(—d)) = Hgd(Y, @g(—d))

coincide con el elemento [X] € Hay(X, Qi(—d)) y de que (ver [Kul], teo. 5.8):

spr(X))=[Y]. =
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Observemos que nuestro morfismo reduccion (ver def. 4.2.1)
cx : CHY(X) — Ker(N : T} — T? ;)
define de manera natural un morfismo
CHI(X)g, 2 Ker(T? © Q, "2 T2, @ Q).

El siguiente teorema (que es el teorema principal de esta memoria) relaciona
el morfismo reduccién cx con el morfismo ciclo ¢-adico.

Teorema 5.4.4. Sea X wuna variedad lisa y proyectiva sobre K con reduc-
cion estrictamente semiestable. Supongamos que la reduccion Y satisface las
propiedades (a) y (b) de la def. 5.2.1. Entonces, para todo { # p, se tiene:

pregu(clex @ Qo)(a) = po(ex @ Qp)(a), Ya e CH(X)g,

donde p es el isomorfismo de la prop. 5.3.3. Mas aun, si el cuerpo residual
k es pequeno, la proyeccion Prapy €s un isomorfismo sobre Im(cly x ® Qy),
por el teo. 5.4.1.

Demostracion: Primero observemos que basta demostrar el teorema
sobre una extension finita y no-ramificada L de K. Esto es debido al hecho de
que X, también verifica las hipotesis del teorema y a que todos los morfismos
involucrados en él son invariantes bajo cambios de base no-ramificados.

Maés aun, por la obs. 5.2.5, podemos suponer que todos los Tj’s son grupos
abelianos finitamente generados con accion trivial de G y que Tj(?)Q =
T;(Y)q-

En segundo lugar, observemos que ambos miembros de la igualdad definen
elementos de un mismo conjunto: para el miembro de la izquierda, tenemos
que

(clex ® Qo) () € Im(clyx ® Qp) € Mo(5)°*

y por lo tanto (teo. 5.4.1),
preg(clex ® Qo) (o) € Gari’.

De manera similar, para el miembro de la derecha, se tiene

(ex ®Qy)(a) € Ker(TY(Y)g, 23 T? ,(Y)q,)

y por lo tanto po (cx ® Q,)(a) € Gr)!, donde p es el isomorfismo de la prop.
5.3.3,

p o
T7(Y)q, — Gry' H¥ (X, Qu(5)).

J
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(I) Comencemos por calcular el miembro derecho de la igualdad, a saber

po(cx @ Q)(a).

Recordemos que el teo. 4.2.6 nos dice que

CH (Y>@e

c N®Qy
CHj (Y>Q£ N Im(éj_m & QZ)

0 2
- Ker(TjQz - ijlQe)’

(e®Qe) (@) = (ex®Qr)(cv)
y la prop. 5.3.3, que el isomorfismo
p . o
TIY) ® Q — Ey™(j) = Grg' HY(X, Qu(j))

viene inducido a través de los isomorfismos ciclo del diagrama siguiente:

CHIT(Y®)y, 5% cHiyW), B cHI(Y®),,
Ly L clpyw Ul clyye
2@ G -1) 2 T ag) S BET.Q0).

Luego, recordando que CH?(Y') = Ker(6; 1), se tiene

Aoy (CHI(Y)g,) = Ker(57) = HY(Y,Qu(j)) € HY (Y, Qu(j))

Cl&y(l)(CHj(Y)QZ N Im(éj,m &® Qz)) - Im(él*),
de lo cual se sigue que po (0 ® Q;)(a) no es mas que la clase del elemento

clyya o (0 @ Qg)(a) en el cociente

75 (Y Qi)
Im(él*)

C By (j)-

(IT) Ahora calculemos el miembro izquierdo de la igualdad, a saber, el

elemento pre,a (clex @ Qe)(a).
Recordemos que

pragp(clex @ Qo) (a) = preqy (clex © Qe)(a)

donde W, es la filtracion de los pesos aritmética asociada a la sucesiéon es-
pectral de los pesos

EPY = HPH (Y, Gr?% RVQy) = HY (X, Q)

que degenera en Fjs.
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Por otro lado, como consecuencia de la igualdad M, = W, ; dada por
la prop. 5.3.3, se tiene que la sucesion espectral de los ciclos evanescentes

"By = HY(Y, R*W(Q0)(j) = H¥ (X, Qu(j))

degenera en ' Es y que la filtracién final inducida sobre H% (X, Qy(5)) coincide
con la filtracién por los nticleos F%~" = Ker(N"™1) (ver [I11], prop. 3.10).
Asi, el morfismo coespecializacién

HA (Y, Qu(j)) == H¥(Y, RVQq(j)) = H¥ (X, Qu(3))
(que no es més que el morfismo inducido por la aplicacién entre los haces
Q; = ROW(Qr) — RY(Qy),
o lo que es lo mismo, por el homomorfismo lateral
B = HHY (Y, ROU(Qu)() ~' EX°)

factoriza a través de 'EX0(j) =" E3°(j) = Gr¥ = Ker(N) y por lo tanto

coespg

HY(Y,Qu(5)) — Ker(N) C H¥ (X, Qe(j))-
Maés atin, dado que (ver prop. 1.5.1)
(clex ® Qo) () € HY(X,Qu(5))9% = My(5)°* C Ker(N),

se sigue que
(clo.x ® Qp) () = coespu ()

para algin v € H¥(Y,Qy(5)) v por lo tanto
Preey (cle.x ® Qp)(cr) = pr Gryy © coespu (7).

Observemos que la composicién que deseamos calcular

Pra,.w
coespr Gra;

H2j(?, Qu(j)) — Ker(N) C My(j) = W2j(j) > G?"SJV

se obtiene a nivel de haces de la manera siguiente:
Del complejo de Céch aumentado

C*=(0—-Qy—a.Q —@Q— - —7uQ — )
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donde Q, 3 estd en grado —1 y las aplicaciones (ver pag. 86)

GrVRYQy = @.Qu(-1)[-1] @ @.Qi(-2)[-3] D
1O N N

GT’&/VR\IJQK = Gl*Qg @ 63*(@[(_1)[_2] @
1 9o 1 l

G RUYQ, =  @Ql-1 @ anQi(-1)[-3] B

se obtienen las inclusiones de haces

Qv = Ker(a.Q — @2.Q¢) — Ker(dy) — GriV RYQ,
!

Ker(do)
Im(01)

que, a nivel de cohomologias, inducen la composicion que deseamos calcular:

it

EFO() = HY(Y, Qulj) = Ker(BY¥(j) = BI¥(j)) = E3¥(j) = GrY - (a)

donde
oo dY P
00j, - Ker(EYY () = Ey¥(j))
E2 (])_ . d—1 .
Im(E7H () 5 EP2()))
Yy

E(5) = H¥ (Y, Gr? RYQ,(4)),
EY(j) = H¥(Y, Gry RUQ(4)),
BTV () = HY YT, GrVRIQ,(5)).

Para entender la composicion en (a), recordemos que los isomorfismos canéni-
cos de la sec. 5.3 (pdg. 86) nos permiten escribir

E—l 2]( ) H?J 2(Y(2),Q£(j - 1)) D - 7

EP () = 02V ) e
BI¥(j) = BY (Y, Q) @

donde las diferenciales d} estan dadas por sumas alternadas de morfismos res-
tricciéon y morfismos Gysin (ver sec. 5.3). No es dificil ver que las restricciones

de tales diferenciales a H 23( Qg( ) C EY?(j) estan dadas por

5 - H¥ (Y, Qu(j) — HY (T, Qu())
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b1 HI 2V Qu(j — 1) — HI (Y, Qu(5).

Mas aun, dado que
HA(Y,Qu(7)) = Ker(67) — Ker(d}) — B (j),

se deduce que (a) estd dada por la composicién siguiente:

n B0 000

HY(Y,Qu(7) — H¥ (T, Qu(j) > m(0y.)

Asi, se tiene
prGrng © CO@SPH(P)/) = pT’(’}/),

para algtin v € H¥ (Y, Qu(j)).
Ahora observemos que los isomorfismos ciclo:

clg’yI

CH(Y1)g, — H¥(Y1,Qu(j)), paratodo ICX,j>0,

nos aseguran que la accién de Gj, sobre las cohomologias de YV ¢ Y2 es
trivial y por lo tanto inducen el diagrama conmutativo siguiente:

CHIT(Y®)g,  "25%  CHi(YW)g, — CHy §(Y)g, — 0
) l Clg v l Cle y) | ey
2 v? Q-1)  2s BT, Q) > WoHaa (Y, Qu(j —d)) — 0

donde W hace ref_erencia a la filtracién de los pesos geométrica sobre la
homologia Haq—2j(Y, Qe(j — d)) (ver sec. 4.5). Luego, se tiene

757" Qi)

O YV, Qi(j — d))

Por otro lado (recordando que en nuestro caso N[X] es un isomorfismo),
del diagrama conmutativo del lema 5.4.3:

HY(Y, Q7)) =2 H?(X,Qu(5))
l N\ Q[Y] Lspu

HQJ( Qg( ) —» Haq—2;(Y,Qu(j — d)),

se tiene
pr(v) = spu o coespr(v) = spm o (clo,x @ Q) ()
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y del diagrama conmutativo del teo. 2.6.2:

cle, x ®Qy
i

CHI(X)q, HY (X, Q7))
la@@g lSPH

CHy j(V)a, "5 Hago(V, Qulj — d))
que

spu o (clix ® Q)(a) =clpy o (0 @ Q) ()
para toda a € CH?(X).

Finalmente, observemos que clyy o (0 ® Q/)(a) no es més que la clase de

clyya o (0 @ Qg)(a) en el cociente

(VY Qi)
Im(él*)
y por lo tanto, de (I), se concluye que
po(cx ®Q)(a) =cliy o (0 @ Qp)(a). [

Por 1ltimo, tenemos los siguientes:

= WoHazq—2;(Y,Qu(j — d))

Corolario 5.4.5. Bajo las hipotesis del teo. 5.4.4, para el morfismo ciclo
(-adico (0 #p):
clox : CHN(X) — HY (X, Qu(j)),

se tiene
Im(p~* O Prayy © clox) C T]Q,

y por lo tanto la aplicacién p~! 0PIy © cly x es independiente del primo (.

Corolario 5.4.6. Bajo las hipotesis del teo. 5.4.4 y k pequeno, se tiene
Ker(clyx ® Q) = Ker(cx @ Q).

5.5. Cohomologia de De Rham.

En esta seccién usaremos las propiedades (¢) y (d) de la def. 5.2.1 para
obtener nueva informacién sobre la monodromia, las filtraciones y los gra-
duados de estas para nuestras variedades.

Empecemos recordando algunos conceptos sobre las formas diferenciales
en un esquema.

Dado un esquema S y un S-esquema X, existe sobre X un tinico complejo
de haces Q}/S, llamado complejo de De Rham relativo de X sobre S,
de manera que para todo abierto afin U = Spec(K) de S y todo abierto afin
V' = Spec(A) de X sobre U, se tiene I'(V, Q% /5) = ) .
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Definicién 5.5.1. Sea X un esquema propio y liso sobre K. Se define la
cohomologia de De Rham de X como la hipercohomologia del complejo
de De Rham QB(/K:

Hpp(X/K) == H"(X, Q;(/K)
La primera sucesion espectral de hipercohomologia
By = H(X, Q) = Hpp(X/K)
se llama sucesion espectral de Hodge y la respectiva filtracion final ob-
tenida F1il*, filtraciéon de Hodge sobre H}, (X /K).
Esta filtracion es decreciente y estd dada por (ver [113], cor. 2.6(c)):

Fil' = H"(X, Q%))

donde Q?’/K denota el complejo:
i i d i+l 4 it2 d
QX/K.---—>O—>O—>QX/K—>QX/K—>QX/K—>-~-

i

Dado que X es propio sobre K y los Ox-mdédulos Q. / son coherentes, los
K-espacios vectoriales H7 (X, Q0 y ) son de dimensién finita. Si denotamos
por h*/ = dimy H? (X, QY ), entonces Hpyp(X/K) es un K-espacio vectorial
de dimensién finita, digamos b, y de la sucesién espectral se tiene

by < Y B
i+j=n

Observacién 5.5.2. Recordemos que si K es de caracteristica cero, la su-

cesion espectral de Hodge degenera en Ey (ver [Oes]). En este caso, para los
graduados asociados se tiene:

Grig(Hpp(X/K)) = H" (X, QfX‘/K)'

Ahora consideremos el caso en que k es un cuerpo perfecto de caracteristi-
ca p > 0. Sea W(k) el anillo de vectores de Witt de k, Ky = Frac(W) y
K una extension finita y totalmente ramificada de Ky. Denotemos por o el
Frobenius absoluto sobre K y sobre k.

Definicién 5.5.3. (ver [Pe-R], sec. 2) un (P, N)-mddulo filtrado sobre K
es un Kg-espacio vectorial D dotado de un isomorfismo o-lineal ®, un endo-
morfismo (nilpotente) N que satisface

NO = pdN

y tal que el K-espacio vectorial D = K ®g, D tiene una filtracion por
K -subespacios vectoriales D% que es decreciente, exhaustiva y separada.
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Denotaremos por Ky(i) el (®, N)-médulo filtrado dado por Ky, ®(1) =
P 1, Ko(i) = Ko(i), Ko(1)&" = {0}

Si D es un (®, N)-médulo filtrado, se define D(i) = D ® Ky(i) donde el
producto tensorial se considera dentro de la categoria de los (®, N)-médulos
filtrados.

Recordemos que si X es un modelo (estrictamente) semiestable de X,
entonces la cohomologia log-cristalina de la fibra especial, denotada por
H™"(Y>* /W (k)*)®@w Ko (ver [H-K]), es un Ky-espacio vectorial que tiene una
estructura natural de (F, N)-mé6dulo dada por el Frobenius F' (que es un
isomorfismo o-lineal) y la monodromia N (que es un endomorfismo nilpoten-
te) que satisfacen NF = pF'N. La tercia (H"(Y* /W (k)*) ® Ko, F, N) sélo
depende del esquema X ® R/M? sobre R/M?>.

Mas aun, para K de caracteristica cero, se tiene un isomorfismo canénico
(ver [H-K]):

pr HY(Y W (K)) @y K = Hp(X/K)

que depende de la eleccién de un uniformizante m de R, de manera que si
u € R*, entonces

Pru = Pr © 6:Ep(l0g(u>N)

donde el operador K-lineal inducido por N sobre H"(Y* /W (k)*) ®, K se
sigue denotando con la misma letra. Por lo tanto, el isomorfismo p, més que
depender de 7, depende de log, (ver prop. 1.2.4 y def. 1.2.5 ).

Sin embargo, el operador K-lineal p, o N o p! sobre H? »(X/K) es inde-
pendiente de la eleccién de 7 (ver [H-K], teo. 5.1). Asi, a través del isomorfis-
mo p, podemos inducir de forma candnica una estructura de (F, N)-mddulo
filtrado sobre H™(Y* /W (k)*) @w Ky, donde la filtracién sobre el K-espacio
vectorial H*(Y* /W (k)*) ®k, K es la dada por p_'(Fil*).

Observacion 5.5.4. Observemos que en H},n(X/K), la filtracion Fil® y la
monodromia p, o N o p-! no dependen de w, pero el Frobenius p, o F o p_*
si. Por otro lado, en H"(Y* /W (k)*) ®k, K, la monodromia y el Frobenius
no dependen de m, pero la filtracion p_*(Fil®) si.

Respecto a la accién de N sobre la filtracién p_'(Fil®), tenemos la si-
guiente:

Definicién 5.5.5. Diremos que la filtracién p_*(Fil®) satisface la transver-
salidad de Griffiths si:

N(p;'(Fil")) C pZ (Fil'™), Y0 <i<n.
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5.6. Reduccion Ordinaria.

En esta seccién deduciremos algunas consecuencias de las propiedades (c)
y (d) de la def. 5.2.1.

Recordemos que si X es una variedad lisa y proyeciva sobre K con un
modelo estrictamente semiestable cuya reduccién Y es ordinaria (ver def.
5.2.1(d)), entonces se tiene la sucesién espectral de las pendientes:

EY = HI(Y, Ww')(—i) = HH (Y /W (k)),

que degenera en E; y, por consiguiente, la descomposicion candnica como
F-médulo:
H (YW (k)) = €D HI (Y, Ww')(—i)

i+j=n

donde H’(Y,Ww')(—i) denota la parte de pendiente i. De esta descomposi-
cion obtenemos la filtracion por las pendientes decrecientes

FIH (Y™ /W) = @ H" (Y, Ww')(—i)

i=j

v la filtracion por las pendientes crecientes
U (H (V" W) = @) HP (Y, W) ().
i=0

que claramente son opuestas (ver def. 1.3.7).

Asi, tenemos cuatro filtraciones sobre H*(Y* /W (k)*) ®k, K:

- La filtracién de Hodge p_!(Fil®) dada a través del isomorfismo p;.
(ver final sec. 5.5).

- La filtraciéon por las pendientes decrecientes F'* ®x, K que es la
inducida por la respectiva filtracion en H™(Y* /W *).

- La filtracién por las pendientes crecientes U, ®x, K que es la
inducida por la respectiva filtracion en H™(Y > /W*).

- La filtracién de monodromia M, inducida por el operador nilpotente
N (ver final sec. 5.5).

Ejemplo 5.6.1. Sea K una extension finita de Q,. Consideremos una curva
eliptica de Tate con reduccion totalmente degenerada

E=K"/¢" 0<|q <1
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St denotamos por Y la fibra especial de un modelo estrictamente semies-
table de E, se tiene la descomposicion:

HY (Y /W) = H\Y, Wo°) & H(Y, Ww')(=1).

A partir de esta descomposicion podemos calcular las filtraciones por las

pendientes
F'=H'D F'= H(Y,Ww")(-1) D {0}

Uy =H'DUy=H(Y,Wu’) D {0}.

De acuerdo con ([Pe-R], sec. 8.5) podemos escoger una base {eg,e1} de
H' donde
HYY,WW") =< ¢y >,

HY(Y, Wwh)(=1) =< ¢; >
y tal que
F(ey) = ey, Fl(er) =per, N(ep) =0, N(er)=r(q)eo.

En este caso, se tiene:

M, =H"'"D> M_, = Ker(N) = H(Y,Wu") D {0}.

Por lo tanto, la filtracion de monodromia solo recupera la informacion
sobre la wvaloracion de q pero no la de su logaritmo. Para ello, hemos de
considerar la filtracion de Hodge p; ' (F'il®).

De acuerdo con ([Pe-R], sec. 3.5), la extension definida por

0 — Ko(1) == H (Y /W) ® Ko = Kg — 0

se corresponde con la pareja (log(q),v(q)) bajo el isomorfismo (que depende
de la eleccion de )

Extyr, (Ko(1), Ky) = K x Q,
z = (logx(z), v())
y la filtracion de Hodge viene dada por:
pr (Fil’) = H' 2 p ' (Fil') =< e1 — logx(q)eo >2 {0}.

Luego, es la filtracion de Hodge la que recupera log,(q). Finalmente, ob-
servemos que
Fil* = F* < logx(q) =0
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ysiq= (1+u)ér" conm = x/p, 1+u € Ker(R* — k*) y & raiz de la unidad
de orden primo con p, se tiene

log(q) =0<log,(1+u)=0u=0<&qg==¢n"

Dado que la monodromia sobre H}},,(X/K) es independiente del unifor-
mizante 7 escogido (ver final sec. 5.5), trabajaremos en H},,(X/K) en lugar
de HM(Y* /W (k)*) ®, K. Seguiremos llamando a la correspondiente filtra-
ci6én inducida sobre Hpp(X/K) a través del isomorfismo p,

U, = p,(Us ® K)

la filtracion por las pendientes crecientes, la cual claramente depende de la
eleccién de .

Lema 5.6.2. Sea K una extension finita de Q,. Sea X variedad lisa y pro-
yectiva sobre K con un modelo estrictamente semiestable cuya reduccion Y

satisface la propiedad (d) de la def. 5.2.1. Entonces, las filtraciones U, y F'il®
son opuestas, es decir,

U, @Fili = Hpp(X/K), paratodo 0<i<n

Demostracién: De ([I13], cor. 2.7 (a)), sabemos que la cohomologia éta-
le p-adica H"(X,Q,) es ordinaria en el sentido de ([Pe-R], 1.2) y semiestable.
También, por el resultado principal de ([Ts], pag. 235) sobre la conjetura Cy,
se tiene un isomorfismo de (®, N)-mdédulos filtrados:

H"(Y* /W (k)*) = Dy(H"(X,Qy))

donde la filtracién sobre H"(Y* /W (k)*) es la inducida por p,. Ahora, dado
que K|Q, es finita, se tiene que D, lleva representaciones p-adicas ordinarias
a (@, N)-médulos filtrados ordinarios (ver [Pe-R], teo. 1.5) y por lo tanto que
H™(Y* /W (k)*) es ordinario. Finalmente, (ver [Pe-R], pdg. 187), se tiene la
descomposicion:

HY (Y /W (k)*) @, K = p; (Fil') & (D DY)

j<i
= pr (Fil') @ (Ui-1)x,
ya que U;_; es la parte de pendiente <7 — 1. [ |

Observacién 5.6.3. La tunica parte de la demostracion del teo. anterior
donde se utiliza la hipdtesis K|Q, finita es en la aplicacion del teo. 1.5 de
[Pe-R] que nos asequra que D, lleva representaciones p-ddicas ordinarias a
(®, N)-mddulos filtrados ordinarios. Pensamos que éste ultimo resultado es
cierto para cualquier cuerpo K completo de caracteristica cero con cuerpo
residual perfecto de caracteristica p > 0, pero no lo sabemos demostrar.
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El lema anterior nos permite hacer la siguiente:

Definicién 5.6.4. Sea K una estension finita de Q,. Sea X wvariedad lisa
y proyectiva sobre K con un modelo estrictamente semiestable cuya reduc-
cion Y satisface la propiedad (d) de la def. 5.2.1. A partir de las filtraciones
opuestas Uy y Fil® sobre H},p(X/K), definimos los subespacios vectoriales:

T = U; N Fil’
para todo i € {0,...,n}.
Observemos que estos subespacios dependen del uniformizante .

Corolario 5.6.5. Bajo las condiciones de la def. 5.6.4, para todo i € {0, ...,n},
se tienen isomorfismos naturales

GT}J(HgR) — T;én_i — GT%il(HgR) = Hn_i(Xa QZX/K)

Demostracién: Para la filtracion creciente U, (resp. filtraciéon decre-
ciente Fl®), el lema 5.6.2 nos asegura que

(resp. Fil' = (Fil' N'U;) @ Fil'tY, V0 <i<n)
a partir de lo cual se obtienen los isomorfismos correspondientes. W

Observacién 5.6.6. Observemos que

i
v, - @i
=0

y .
Fill =@ 1" =P 1.
j=i j=0

Nuestro siguiente objetivo serd comparar la filtracién M, inducida por
el operador de monodromia N sobre H},(X/K) y la filtracién por las pen-
dientes crecientes U,. Es aqui donde necesitaremos la prop. (¢) de la def.
5.2.1.

Recordemos que por ser Y proyectiva sobre k, se tiene la sucesion espectral
de Mokrane (ver [Mo], 3.23):

B = @) HEE Y W) - K) = HE W ()

cris
k>maxz{0,i}
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y que como W (k)-mddulos con un Frobenius, se tiene un isomorfismo canéni-
co:

Hi+j(y></W(k)><> ~ Hi—i—j(?X/W(E)X)G’k

Es maés, la respectiva sucesion espectral de Mokrane para Y':

EY(Y)= @ HETRETT W) - k) = HE Y W)

cris
k>max{0,:}

es compatible con la accién de Galois de GGy, y la anterior sucesion espectral
para Y es canénicamente isomorfa a su parte Gy-invariante (ver [R-X1], pag.
18).

Ahora, si Y también satisface la propiedad (c) de la def. 5.2.1, se tiene
que la sucesién espectral de Mokrane degenera en Es (ver [R-X1], cor. 3) y
que la filtracién obtenida induce la filtracién de monodromia M, de forma
que

GritH (Y /W(k)*) @ L= TI(Y) ® L(—j)

y GTMH1+2j+1<Y /W(
Més ain, de ([R-X1
M, sobre H"(Y* /W (k)

indices:

k) )® L =0.
|, cor. 4, sec. 5) se tiene que las filtraciones U, y
*) @w Ko coinciden salvo un desplazamiento de los

Uj(H"(Y" /W (k)*)) ® L = Myjo(H"(Y " /W (k))) ® L

= Myj s (H" (Y™ /W (R)¥)) © L

y que lo mismo se cumple si se reemplaza Y por Y y se hace tensor con K.

Asi, lo anterior nos dice que la filtracién de monodromia M, sobre Hp, 5 (X/K)
es reducida (ver def. 1.5.4) y por lo tanto, para la filtracién asociada M, (ver
obs. 1.5.5), se tiene:

U; :]\,\4}7 para todo 0< 7 <n.

Mas ain, comparando los graduados asociados se tiene la siguiente relacién
con las estructuras enteras construidas en la sec. 3.3:

Corolario 5.6.7. Sea K una extension finita de Q,. Sea X variedad lisa y
proyectiva sobre K con un modelo estrictamente semiestable cuya reduccion
Y satisface las propiedades (c) y (d) de la def. 5.2.1. Entonces, se tienen
isomorfismos naturales:

T (YY) ® K = Gr¥ (Hpy) = Gr9(Hpy) = T
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Proposicién 5.6.8. Sea una extension finita de Q,. Sea X una variedad lisa
y proyectiva sobre K con un modelo estrictamente semiestable cuya reduccion
Y satisface las propiedades (c) y (d) de la def. 5.2.1. Si la filtracion inducida
por pr sobre la cohomologia log-cristalina de Y satisface la transversalidad
de Griffiths (ver def. 5.5.5), entonces el operador de monodromia

N: Hpp(X/K) — Hpp(X/K)

N:@Nj

Jj=0

factoriza como

donde

Nj := Nipin—i : TR — T) =4
coincide con el morfismo inducido por la monodromia sobre los graduados
correspondientes N N
N : Grj-w — Grj]\{ 1
bajo los isomorfismos naturales del cor. 5.6.5.

Demostracién: De la igualdad U; = ]\AJ; y la obs. 5.6.6, se tiene que
H}p(A/K) = M, = @ 1.
=0

Luego, basta demostrar que N (T};’"—j ) C Tf{l’”_j +
Dado que el operador de monodromia satisface (ver obs. 1.5.5):

NM] g ]f\Zj_l,

el problema se reduce a probar que N(Fil/) C N(Fil’~!). Pero esto tltimo
se deduce del hecho de que la filtracién p!(Fil®) satisface la transversalidad
de Griffiths sobre la cohomologia log-cristalina de Y. B

La coincidencia de N; con la monodromia sobre el graduado GTJM se sigue
del cor. 5.6.7 y de la conmutatividad del diagrama siguiente:

0 0
! !
0 — Mo = Mo, — {0
! ! ! ! m
legn_j — ]/\Z] o, /vj_l — legl’n_j—’_1
N lprs 0

N 2
Gré” — Grj]\/fl



Capitulo 6

Toros analiticos y curvas de
Mumford.

Toda variedad abeliana A de dimensién g sobre C es analiticamente iso-
morfa a un cociente de la forma (C*)9/M donde M es una red de rango 2g
en (C*)9. Inversamente, un cociente de esta forma es una variedad analitica
si, y solo si, M satisface las “relaciones de periodos de Riemman”.

De manera similar, en este capitulo recordaremos que tipo de variedades
abelianas definidas sobre cuerpos completos presentan una tal parametriza-
cién y también cuando un toro analitico rigido define una variedad abeliana.
En particular las variedades abelianas que presentan reduccién totalmen-
te degenerada nos permitiran ejemplificar la mayor parte de lo que hemos
hecho en capitulos anteriores. La ventaja es que toda la construcciéon coho-
moldgica basada en la existencia de un modelo con reduccion estrictamente
semiestable puede hacerse a partir de las redes naturales que se obtienen de
la uniformizacion de tales variedades abelianas.

6.1. Toros analiticos.

En esta seccién seguiremos la exposicién de [Ge].
Sea K un cuerpo completo respecto a una valoracién discreta, R su anillo
de valoracion y k el cuerpo residual. El grupo afin
1 -1 1 -1
Spec(K[z1, 21 "y oey Zns 20 1)
donde z1, ..., 2z, son algebraicamente independientes sobre K, induce un grupo

analitico rigido denotado por T' = (G,,)" y llamado toro algebraico (split)
de dimensién n.

107
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Sea I' := Homg(T,G,,) el grupo de caracteres de T'. Notemos que cada
elemento z; da lugar a un caracter v; € I'.

Observemos que si A* denota el grupo multiplicativo de funciones analiti-
cas rigidas no nulas sobre T, entonces I' es el subgrupo de A* formado por
todas las funciones del tipo ;" ---y2* con v; € Z y por tanto [' es un grupo
libre de rango n.

Se tiene la siguiente descomposicién de A* como producto directo

A" = K* xT.
Si (K*)™ denota el grupo de puntos K-racionales de T, la aplicacién
canodnica
[: (K" —R"
dada por
l(r1,...,mn) = (=log|ri|, ..., —log|r,|)
es un homomorfismo continuo de grupos.

Definicién 6.1.1. Un subgrupo A de (K*)" es discreto respecto a la topologia
definida por K si, y sdlo si, [(A) es un subgrupo discreto de R y Ker(l)NA
es finito.

Dado un tal subgrupo A si f(z) una funcién analitica rigida sobre T' y
A= (A1, ..., \n) € A, entonces f(Az) también es una funcién analitica sobre
T.

En particular, si f = ;" ---792 € I' es un caracter, entonces
fAz) = At A f(2).

Por tanto, si definimos < A,y >:= A]" - - - Al # 0, se tiene un homomorfismo
bilineal

<> AXT — K*

que determina completamente al subgrupo A.

Recordemos que si el subgrupo A es discreto y libre de rango n, el espa-
cio cociente T'/A es de forma candnica un espacio analitico rigido compacto
donde la estructura analitica sobre T'/A estd determinada por la aplicacién
cociente

m: T —T/A
que localmente es un isomorfismo analitico (es decir, existe un recubrimiento
analitico Y = {U;} de T'/A por dominios afinoides U; tales que 7 aplica de
manera bianalitica cada componente conexa de 7~1(U;) en U;).

La estructura de grupo sobre 7" induce una estructura de grupo analitico
sobre T'/A y por lo tanto podemos considerar 7'/A como un grupo analitico
rigido. Llamamos a T/A, toro analitico rigido.

La red A también se conoce como grupo de periodos.
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6.2. Polarizaciones.

En esta seccion seguiremos usando la notacién de la secciéon anterior.
Observemos que podemos considerar A como un grupo de transformacio-
nes sobre T" y al grupo A* como un A-moédulo con la accion:

()\,f(Z)) '_>C<)‘77> Y

para A€ Ay f(z) =c-v € A"

Asi, el subgrupo K* de A* es un A-médulo sobre el cual A actia trivial-
mente y por lo tanto la accién de A sobre el médulo cociente F' = A*/K*
también es trivial.

Notemos que F' es un grupo abeliano libre de rango n que puede ser
identificado de manera canénica con I' como grupo, pero no como A-mdédulo.

Sea T'/A el toro rigido analitico definido por la red A.

Recordemos que si I' es el grupo de caracteres de 7', el homomorfismo

bilineal
<> AXT — K*

determina completamente la red A.

Definicién 6.2.1. ([Mu], sec. 1) Una polarizacién sobre el grupo de perio-
dos A es un homomorfismo

¢p:N—T

tal que
(i) <A opN)>=< N, p(N) >, YA\NeA.
(1) <A o(A) >ermR, VA#0€A.

Observacién 6.2.2. Notemos que (ii) implica que ¢ es inyectivo con coker-
nel finito:

Si A # 0 es tal que ¢(A\) = 0, entonces (iz) implica que < \,0 >=1 € 7R!
Luego, ¢(A)(~ A) es un subgrupo de I' con el mismo rango, de donde se
sigue que Coker(¢) es finito.

6.3. Variedades abelianas.

Sea A una variedad abeliana sobre K que, como grupo rigido analitico,
es propio sobre K. Nuestro primer objetivo sera recordar cuando A tiene una
parametrizacién analitica rigida.

Para ello, consideremos U el modelo de Nerdon de A. Recordemos que
U es un esquema de tipo finito sobre R liso y propio que satisface la propiedad
universal siguiente:
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Para todo R-esquema Y y todo K-morfismo uy : Yx — Ux = A, existe
un unico morfismo u : Y — U que extiende a ug.

También recordemos que una variedad abeliana A sobre K tiene reduccién
semiabeliana si la fibra especial de la componente identidad U° del modelo
de Neréon de A es extension de una variedad abeliana B por un toro T}:

0—>Tk—>u,8—>B—>O.

Teorema 6.3.1. (Reduccion Semiestable): Toda variedad abeliana A so-
bre K tiene reduccion potencialmente semiabeliana.

Recordemos que lo anterior significa que existe una extension finita y
separable K’ de K tal que, después de extender la valoracion de K a K’y
reemplazar R por su clausura entera R’ en K’, la variedad abeliana A" =
A x g K’ tiene reduccién semiabeliana.

También recordemos que una variedad abeliana A tiene reducciéon com-
pletamente térica (split) si la fibra especial de la componente identidad del
modelo de Nerén de A es un toro (split) (es decir, B = 0).

Observacion 6.3.2. Siempre se puede aplicar un cambio de base étale (es
decir, una extension étale de anillos de valoracion) de forma que el toro T
sea split.

El teorema siguiente (ver [B-L], teo. 1.2) nos da la uniformizacién de A.

Teorema 6.3.3. Supongamos que A tiene reduccion completamente térica
split. El toro split Ty, = Uy puede ser levantado al toro afin T ~ (G,,)" de
manera que existe un morfismo de grupos analiticos rigidos p : T — A cuyo
nicleo A := Ker(p) es una red en T de rango n. Mas ain, el morfismo de
grupos analiticos inducido por p :

T/AN— A
es un isomorfismo.

Observacién 6.3.4. Se sigue que una variedad abeliana A es un toro analiti-
co si, y solo si, A tiene reduccion completamente torica split (para demostrar
la necesidad se utiliza la propiedad universal del modelo de Neron).

Finalmente, el teorema siguiente nos asegura que las variedades abelia-
nas con reducciéon completamente térica (split) tienen reduccion totalmente
degenerada (split) (ver [Kul], teo. 4.6).
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Teorema 6.3.5. Sea A variedad lisa y proyectiva sobre K con reduccion com-
pletamente torica (split). Entonces, después de pasar a una extension finita
y plana de R, A admite un modelo P proyectivo y estrictamente semiestable
sobre R tal que:

(i) La fibra especial Y es un divisor reducido con cruzamientos normales
estrictos sobre P.

(11) Y tiene una estratificacion natural con estratos T,’s cuyas clausuras
en'Y estin dadas por variedades toricas lisas y proyectivas T, — Z,.

Es mds, A tiene reduccion totalmente degenerada (ver [R-X1], ej. 1(ii)).

Observacién 6.3.6. De acuerdo con [Kul] (ver sec. 4.4), U C P el lugar
liso de P. De esto se sigue que A tiene reduccion completamente torica split.

Inversamente, a partir del toro T = (G,,)" y una red A en T, existe
una forma de construir variedades abelianas conocida como “construccion
de Mumford”. Observemos que A := T'/A siempre estd bien definido como
espacio analitico rigido que es propio sobre K. Sin embargo, como en el caso
complejo, T'/A no es una variedad abeliana a menos que A satisfaga ciertas
condiciones que corresponden a las relaciones de periodos de Riemman. La
geometria analitica rigida tiene la ventaja de que las ideas geométricas que
estan detras de estas relaciones de periodos de Riemman son més intuitivas.
Esto nos proporciona una conexion mas cercana con el caso clasico. Sea I' el
grupo de caracteres de T'. Observemos que I' es un grupo constante.

La evaluacion de los caracteres sobre T' nos da un apareamiento bilineal:

<,>:TxI— G,

(t,7) — ().

Observacién 6.3.7. Cuando hablemos de los puntos de I' (o A), nos re-
feriremos a los puntos sobre los grupos abstractos subyacentes los cuales se
identifican con los puntos K -racionales del respectivo espacio en grupo cons-
tante asociado.

Sea T" el toro split con grupo de caracteres A, es decir, T" = Homg (A, G,,)
donde Hom significa homomorfismos de grupos.

Notemos que, para todo v € T', la restriccion del apareamiento bilineal
anterior nos proporciona un homomorfismo

<,7v>Axvy—G,

y por lo tanto un punto K-racional de T". Luego, variando « sobre I', obte-
nemos de forma candénica un homomorfismo I' — T".
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Observemos que evaluar un caracter A de 77 en un punto v de I' es
equivalente a evaluar v (como caracter de T") en un punto A de A, es decir, si

<, > AXxT — G,
es el apareamiento bilineal obtenido de evaluar los caracteres de T', se tiene
<Ny >=< A,y >

para todo A € A,y €T
De lo anterior se sigue que I' < T” es una red y que la situacién

A—=T, T —T

es simétrica.
A continuacion formularemos el analogo de las relaciones de periodos de
Riemann (ver [B-L], teo. 2.4):

Teorema 6.3.8. Se tiene que A = T /A es una variedad abeliana si, y sdlo
st, existe un homomorfismo

¢:N—T

que es una polarizacion sobre A (ver def. 6.2.1).

6.4. Monodromia geométrica.

En esta seccion aprovecharemos la uniformizacién de las variedades abe-
lianas con reduccion completamente térica split para calcular de forma explici-
ta el operador de monodromia sobre las diferentes cohomologias y los cocien-
tes graduados respectivos.

Sea K un cuerpo completo respecto a una valoracién discreta con cuerpo
residual k de caracteristica p > 0. Sea A una variedad abeliana definida sobre
K de dimensién d con reduccién completamente torica split.

El teo. 6.3.3 nos dice que A admite una uniformizacién analitica de la
forma

A~T/A (isomorfismo de variedades analiticas rigidas)

donde A es una red en T(K) ~ (K*)¢ conocida como el grupo de periodos.
Recordemos que I' := Homg (T, G,,), el grupo de caracteres de T, es un
grupo abeliano libre de rango d.
El hecho de que el toro T'//A sea algebraizable nos asegura que la red A
admite una polarizacion (ver def. 6.2.1)

o:N—T.
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La inclusién de la red A en el toro T', que define el cociente como un toro
rigido analitico, nos proporciona un apareamiento no-degenerado

<, > AxT—K~*

que es compatible con la accion de Galois en cada factor, lo cual es equivalente
a tener un morfismo inyectivo

N:A— Hom(T,K*) 2TV @z K*.
(el isomorfismo de la parte derecha esta dado por [y — af] «—— f ®7 a.)

Definicién 6.4.1. (Ver [Ra, sec. 4.3, 4.4) Se define la monodromia (geométri-

ca):
Ny,:=voN :A—T"

A— [y — vo < A\ v >]

como la composicion del morfismo N con la valoracion v : K* — 7.

Observacién 6.4.2. (i) N, es inyectiva:

Si Ng(A) = 0, entonces vo < A,y >= 0,Vy € I". En particular, si v =
d(N) € Im(9), se tiene vo < X\, ¢(\) >= 0. Dado que ¢ es una polarizacion,
debe ser A = 0.

Finalmente, como A y I tienen el mismo rango, se sigue que Coker(N,)
es finito.

(i1) Recordemos que la situacion M — T, T' — T’ es simétrica (ver
sec. 6.83) y por lo tanto también se tiene un morfismo inyectivo (monodromia
geométrica dual)

Ngv =voN":T — AY
correspondiente al morfismo
NY:T — Hom(A, K*)

v [A—vo < Ay >
asociado a la variedad dual A" =T'/T.

6.5. Cohomologia de toros analiticos.

Nuestro siguiente objetivo serd construir el operador de monodromia so-
bre las cohomologias a partir de la monodromia geométrica.

Sea A una variedad abeliana que es un toro analitico. Comencemos con
el caso H(A, Q) para ¢ # p.
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Dado que A es lisa y proyectiva sobre K, tenemos que la accién de la
inercia Iy sobre la cohomologia étale /-adica es unipotente para todo ¢ # p
(ver [SGAT], I).

Por otro lado, observemos que a partir de la sucesion exacta de puntos
de torsion para todo £ # p, se obtiene el diagrama

0 — TU(K) — Al"|(K)

! ! |

0 — A 5 TEK) = AK) — 0
lof" lof" loé"

0 — A 5 TE S AK) — 0
! ! !
AJ0"A 0 0

de donde el Lema de la Serpiente implica que
0 — T["(K) — A[("](K) — A/{"A — 0
y considerando limites inversos, se tiene
0 — LimT["] (K) — Ty(A) — A ®z Zy — 0.

Para calcular el término izquierdo de esta sucesiéon observemos que a partir
de la sucesién exacta

0 — TH"(K) — T(K) RN T(K) —0,

se tiene

—x PYiL — —x

0— Hom(T(K),K) = Hom(T(K),K) — Hom(T[("(K),K) —0
I I

r r
y por lo tanto
/T = Hom(TH"(K),K')
— Hom(T[")(K), jn (K))
de donde
T["|(K) = Hom(T/€"T, pum (K))
y

EmT[M(K) = Hom(I ®gz Z, Ze(1))
IV ®gz Ze(1).
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Asi, se tiene la sucesion exacta
0 — IV ®zZ(1) — Ty(A) — ARz Zy — 0.
Ahora, del isomorfismo canénico H*(A, Z,) = Homg, (T;(A), Zs), se tiene
0 — A ®zZ — H' (A, Zy) — T ®z Zy(—1) — 0
de donde obtenemos la sucesién exacta de G g-médulos
0— A ®z, Q LN H'Y(A, Q) = T ®z, Q(—1) — 0.

Por otro lado, si denotamos por A} = AY @z, Q, vy Iy = ' ®z, Qp, la
monodromia geométrica dual (ver obs. 6.4.1)

N;/ I — AY
induce un Q-isomorfismo
Ng\fé = N;/ ®RQp:Ty — A).
De ([Ral, sec. 4.6), se tiene:

Lema 6.5.1. El operador de monodromia sobre H'(A, Q) estd definido
por la composicion:

CrloA ™ Noe VA 17
N:H (A Q)1) — Ty — A, — H(AQ).

Proposicién 6.5.2. La filtracion de monodromia sobre H'(A, Qy) estd dada
por:

M, = H'(A,Q) D My=M_1=A] D M_,=1{0}.

Demostracién: La demostracién se sigue de la prop. 1.4.1 observando
que el orden de nilpotencia de N es 1y que KerN = ImN = A/. Notemos
que GrM ~Ty(=1) y Gr™M = A}. |

La filtracién sobre H'(A, Q,) induce una filtracién sobre las cohomologias
de orden superior de la manera siguiente:

Recordemos que la monodromia sobre H*(A)®* y la filtracién de mono-
dromia correspondiente (ver prop. 1.4.8(i)) estan dadas por

k

Zl@...@\]\L@...@l

=1 7
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MZ(HI(A)®k) = Z M, & - @ M;,
14+ =1
parais € {1,0,—1} y —k <i < k.
Recordando que

H*(A,Qp) = ANFHY (A, Q) := HY(A, Q)% /L

donde L es el subespacio generado por todos los elementos de la forma a; ®
- ® aj con a, = a, para algunos n # m, se tiene que el operador de
monodromia sobre H*(A, Qy) estd definido por

k
D IA AN A AL
i=1 \7,’./
y la filtracion de monodromia por
M;(H*(A
M;(H*(A)) = UTHA)™) > My A AM,.

1
LN M;(HY(A)®k) T
Observacién 6.5.3. Notemos que el operador N es nilpotente con orden de
nilpotencia k (es decir, N*¥** = 0) y que estd bien definido:

Si a; = a; con 7 < j, entonces todos los sumandos son cero excepto el
1-€simo
A~ AN(@)A--- A a; A Aay
i J
y el j-ésimo
ag AN A a;p Ao AN(a) A A ay
~—

v N——
¢ J
e (_1)j7i+j7(i+l)al /\ PP /\N(al>/\ . /\ a/i /\ . /\ak
[ J

=—a; A AN(@)N--- N a; N+ Aa.
~—— ~~
i j
Proposicién 6.5.4. Para la filtracion de monodromia M, sobre H*(A, Qy),
se tiene

k

M;(H*(A)) g{(Akfu@A AV (—KE), i = k(mod 2)

2

GTZM(H'“(A)) =
0, en otro caso

para todo —k <1 < k.
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Demostracién: Consideremos el diagrama conmutativo:

0 0
l l 10k

O LAMAH — LOMU) — AN g
l l linducido

0— M (H™)  —  MH™) — GrMH"*) —0-
l l linducz’da
! |
0 0

Luego, por el Lema de la Serpiente, la 1ltima fila es exacta y por lo tanto

GrM(H®k)

MR = :
Cri N H) = oy R L A Mo ()

Observando que

M;(H'®F) _ Zi1+~~+ik:i M, ®- - ®M,
Mi_l(Hl@k) Zj1+"'+jk:i—1 Mjl - ® Mjk

_ Z Mh@...@]\/[ik
D My @@ My,

i tigmi £eds<is

GrzM(HIM) =

se tiene que en cada término de la suma ), _; Mj, ® -+ ® Mj, debe existir
exactamente un subindice s, y sélo uno, tal que j, < is.

Mas aun, j; = i, — 1, lo cual implica que i, = 0,1 y por tanto que
js = —1,0.

Si para todo ¢ € {—1,0,1} denotamos por ¢, el nimero de factores con
subindice igual a c en el sumando M;, ® ---® M;,, dado que

M; M; M;, @ M;,,
&

My, © M, T M, ® M, + M;, ® M,

mooNJ

se deduce que de cada término

Mi1 ® "'®Mik
stgis Mj1 Q- ® Mjk

se obtienen exactamente ¢; factores de la forma M;/My = T'y(—1), ¢y de
la forma My/M_; = {0} y c_y de la forma M_;. Asi, estos términos serdan
diferentes de cero si, y sélo si, ¢g = 0.
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Por otra parte, las condiciones sobre los subindices implican que
citctea=k y c—c=1,

por tanto, para los términos no cero (es decir, para aquellos con ¢y = 0), se
tiene ¢; = % yc.1= % Pero esto tltimo sélo es posible si ¢ y k tienen la
misma paridad.

Finalmente, dado que

L0 M;(H'®F)
LN M;_(H'®F)

~ LN GrM (H™F)
y notando que al hacer modulo la relacién dada por L sélo se identifican
entre si los términos iguales de cada sumando, se tiene

i —q i —1 k )
GrM(AFHY) 2 AT Ty (—1)@A T M_y = (A2 Ty@A 2 AY)(— ;”

). n

Ahora (de la misma forma que para la cohomologia étale) describiremos
el operador N sobre la cohomologia de De Rham H},(A/K).

De aqui en adelante, por razones técnicas, supondremos que K|Q, es
finita; aunque los resultados deberfan ser ciertos en general (ver apéndice A,
cuestiéon 7).

Observemos que a partir de la monodromia geométrica dual

N;/ I — AY,
al hacer tensor con K, se obtiene un K-isomorfismo
N,/ =N/ ® K :T'x — Ag ~ Hom(A, K)

con'g =T ®z Ky Ay, =\ ®z K (ver [Co-I]).
Por otro lado, a partir de la uniformizacién de A,

0—-A—-T—-A—-0
se tiene la sucesion exacta corta
0 — Hom(A, K) - HLo(A/K) = HLo(T/K) — 0.

Observacion 6.5.5. La identificacion de Hom(A, K) con Ker(m) estd dada
de la manera siguiente:
Supongamos que C es un recubrimiento admisible de A y

({wo: U €Ch{fuv : UV €C.U#VY)
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es un 1-hipercociclo para Q% el cual determina un elemento de Ker(rw). Esto
significa que existen funciones h, sobre 771U para U € C tales que

th = W*wU Yy hU — hv = 7T*va.

Ahora, sea X € A y gy = Nhy — hy (lo cual tiene sentido ya que A preserva
77U ). Dado que
dgy =0 y guv—gv =0,

se sigue que {gu} corresponde a un elemento k) € K. La correspondencia
A — ky nos da la identificacion buscada.

Finalmente, recordando el isomorfismo I' ® K = H},(T/K) dado por
Vi = i (dz/z) donde I' =< 7, - -+, 74 >, se tiene (ver [Co-I], sec. 2.1):

Lema 6.5.6. El operador de monodromia sobre H},,(A/K) estd dado
por la composicion:

N:HLL(AJK) = Tie 22 Hom(A, K) — HY ,(A/K).
Observacién 6.5.7. N es nilpotente (a saber N> =0) y
Ker(N) =Im(N)= Hom(A\, K).
Luego, tenemos la siguiente:

Proposicién 6.5.8. La filtracién de monodromia sobre H},n(A/K) estd da-
da por

M, =H(A/K)D My=M_,=Hom(A,K) D M_,={0}. ®

De la misma forma que anteriormente, se tiene un operador de mono-

dromfia inducida sobre H% ,(A/K) = AF(HL,(A/K))
D IN AN A AL
: ~

y la filtracion de monodromia correspondiente

M;(Hb (A%
M;(HE o (A/K)) = LM;(H;R()A);k) = +z+: M, A+ A M, .
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Proposicién 6.5.9. Para la filtracion de monodromia M, inducida sobre
HEL(A/K), se tiene

Gri' (Hpp(A/K)) :=

M; 1HY(A/K) 0, en otro caso

My(HER(AJK) {A’TPK RATAY, si i =k(mod 2)
para —k < i <k. [ |

Finalmente, estudiaremos la filtracién Fil® en HY,(A/K). Para ello, ob-
servemos que sobre H},»(A/K) la filtracién Fil® estd dada por:

{0} = Fil> C Fil* C Fil’ = Hx(A/K)
y que trivialmente satisface la transversalidad de Griffiths, ya que
N(Fil') C Im(N) C Fil° = H},5,(A/K).

Proposicién 6.5.10. Fil* en HY,(A/K) satisface la transversalidad de
Griffiths. Mds aiun, el operador de monodromia descompone como en la prop.
5.6.7.

Demostracion: Dado que

. S Rl ® - @ Filin
Fil'(Hpp(A/K)) = Lt . -
il'(Hpp(A/K)) LN (Zil+~-~+in=z‘ Filh @ --- @ Filin)

se sigue que, para todo 0 < 4, < 2, N(Fil*) C Im(N) C Fil® = H)z(A/K).
Asi, cada sumando de N(Fil'(Hpz)) estd contenido en Fil'(H%p) o en
Fil'"'(H%p). En cualquier caso, dado que la filtracion Fil*(HE(A/K)) es
decreciente, se tiene

N(Fil'(Hpr(A/K))) € FTH(Hpp(A/K)). W

Observacién 6.5.11. Todos los resultados de esta seccion y la siguiente
son vdlidos para toros analiticos rigidos tomando cohomologia étale rigida vy

cohomologia de De Rham rigida (ver [dJ-VP]).

6.6. Apareamientos no-degenerados.

A partir de las proposiciones 6.5.4 y 6.5.9 es natural definir (a través de
la mismas férmulas) apareamientos entre las partes enteras de los graduados
correspondientes. Partamos de la situacién general siguiente:
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Sea v : K* — 7 la valoracion sobre K. Supongamos que tenemos un
conjunto finito de apareamientos no-degenerados

<, > Ay xT'y — K*, Vke {1,,71}
Esto nos proporciona morfismos inyectivos

N T — A} @z K*
,}/k‘ = Zfrk ®aTk7
Tk

y monodromias geométricas duales

Ny Ty, — A}
Vi ZV<O‘7"k)fm
Tk

donde N}/ = (idyy @z v) o N}/ para todo k € {1,...,n}.

Lo primero que haremos sera generalizar la forma de los graduados obte-
nidos en la monodromia y los morfismos inducidos entre ellos.

Para todo I C {1,...,n}, sea B ®z -+ ®z B, donde

e, kel
Be={ " "€
Ay, RAL

Definicién 6.6.1. Para todo I C {1,...,n}, definimos por linealidad el mor-
fismo siguiente:

f[5BI®Z"'®ZBn—>ZBl®Z"'®Z&®Z"'®ZBn®ZK*

kel k
b1®...®bn,_>Z<Zbl®...® fra ®"'®bn®am)
kel 1 k

Observacién 6.6.2. No es dificil ver que el morfismo anterior estd bien
definido y que la composicion:

(id®ZV)O~7:IiB1®Z"'®ZBn—>ZBl®Z"'®Z A} ®z---®z By,

kel k
bl®"'®bn'—>;(Zbl®"'®V<ark)frk®"'®bn)
cl rg k
=> @ @N ()@ @b,
kel
k

coincide con la definicion de la monodromia de la sec. 6.5.
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En el caso particular en que todos los apareamientos son el mismo pode-
mos definir, sobre el producto wedge respectivo, el apareamiento siguiente:

Definicién 6.6.3. Para todo j € N, sean

7:71/\.../\%-6/\]T

f=FfNAAfayj €AY

Definimos por linealidad el morfismo siguiente:

j':j,n_j . /\jF ®Z /\n—jA\/ — (/\j_lf ®Z /\n—j+1AV) ®Z K*

7®f = Z(_l)k(Z(’Y _’Vk) ® fl AREE /\fn*j A ka ®aTk)
k=1

Tk
donde A
Y=Y =M A.../\/’)?k/\.../\’}/j e NI

Estos morfismos estan bien definidos:
Obviamente, si f tiene dos elementos repetidos (digamos f; = f,), enton-

ces j-:j,n_j(y ® f)=0.

Por otro lado, si v tiene dos elementos repetidos (digamos v, = 7, sin
perder generalidad), entonces todos los sumandos de .7?j7n_j(7 ® f) diferentes
del primero y el segundo seran cero y Asi,

Fini0 @ 1) = (D" (r =) @ fih - A fuy A fry @ )

+(—1)2(Z(’V —72) @ fiN A fuj A fry @ ary) = 0.

Observaciéon 6.6.4. Al componer con la valoracion se tiene una aplicacion
bien definida:

(id ®z v) 0 Fyney : NT @z A"IAY — NTIT @z AIHIAY

Y@ fr—= > (DO (v =) @ fi A A fay Avlan) fr)
k=1

=) (=D*(r =) @ fi A A fury AN ().
k=1
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En particular nos interesa estudiar los morfismos anteriores para las pa-
rejas (j,7) v (4,5 — 1)
Lema 6.6.5. Sea A =T/A variedad abeliana sobre K. El morfismo
(id @z v) o Fjj : NT @z NAY — N7 @4 AIHIAY

tiene cokernel finito.
En particular el morfismo ((id ®z v) o F; ;) ®z Q es exhaustivo para todo
jeN

Demostracién: De la obs. 1.4.4(b), se tiene que el isomorfismo
Gri! (HEa(A4)) 2 Gr(HEp(4))
factoriza a través del morfismo inyectivo
N : Gr (HY (A)) — Gr) (H¥Y(A))
y del morfismo exhaustivo
N : Gri'(HY (A)) — GrY,(HY (A)).

Luego, de la prop. 6.5.9, se tiene el diagrama conmutativo:

NHT @y NTAY VOE;“ NT @7 NAY ”OEW NTIT @4 ANHAY
! ] !
Gry(h%]ﬁ — GT(J)W(H?R) - GT%(HQD]R)

donde las flechas verticales son inyectivas por estar en caracteristica cero y
ser los grupos I y A sin torsiéon. Del diagrama se sigue que ¢, es inyectivo y
por lo tanto que Ker(ps) N Im(p;) = {0}.

Ast, @a(p1 (ANTTIT @7 AVTEAY)) es un subgrupo de AV7IT @7 A7TTAY con
el mismo rango sobre Z, de lo cual se sigue que Coker(ys) es finito. [

Notemos que, de acuerdo con la prop. 6.5.9 y el lema 6.6.5, el morfismo
reduccién (ver def. 4.2.1) deberia tener imagen en el ntcleo de la aplicacién
(id @z v) 0 ]-A"j’j, es decir,

] ; ; oy (@d@g)oF ;g i+1 AV
ca: CH(A) — Ker(NT @z NA — NI @z NTAY).
Mas atn, se tiene R
Ker((id®z v) o Fj;) # {0},

yaque yi A Ay @ NY (1) Ao ANY(y;) € Ker((id @z v) o Fj).
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Lema 6.6.6. Sea A =T/A variedad abeliana sobre K. El morfismo
Fijo1: NT @z NI — (N7 @z NAY) @7 K
es inyectivo para todo j € N.

Demostraciéon: De la prop. 6.5.9, se tiene el diagrama conmutativo
siguiente:

NT @z NTIAY = NTIT ®z NAY
| !
NT g @ NN, 2 GriM(HYRY) —= GrM(HFZ') = N7'Tg @ NAY,
donde las flechas verticales son inyectivas ya que estamos en caracteristica
cero y los grupos I' y A son libres. Luego, (id @ v) o F; ;_; es inyectiva y por

lo tanto F;;_; también lo es. |
Del lema anterior se sigue que a partir del morfismo inyectivo

Fij1: NT @z NN — Hom((N 7T @z NAY)Y, K¥)
podemos definir el toro analitico rigido siguiente:

_ Hom((N7'T @z NAY)Y, K*)

J(A) : T 9, ATAY

que llamaremos j-éstma Jacobiana intermedia de A.

Observacién 6.6.7. (i) Observemos que:

; d d , . y
i (a) = (1) (1) = et 050 = 0o,

(ii) Es natural preqguntarse si existe una aplicacion:
CHI(A) — JI(A)
que juegue el papel de la aplicacion de Abel-Jacobi (ver sec. 0.8).

Ejemplo 6.6.8. Sea E; una curva eliptica de Tate sobre K, Vi € {1,2,3}.
Sea
E; = K" /q;

la correspondiente uniformizacion analitica donde
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es una red en K*.
Denotemos por Ty = Z el grupo de caracteres asociado a E;, Vi € {1,2,3}.
Consideremos A la variedad abeliana definida por el producto de las E;’s

sobre K, es decir,
A:E1 XEQXEgIT/A

donde T = (K*)3 y A =< (A1, Ay, A3) > Z3 es una red en T.
Construyamos la seqgunda Jacobiana intermedia de A. Para ello, denote-

mos por
I'=Hom(T,K*) = 73

el grupo de caracteres de T. -
Por la prop. 6.5.2, tenemos que la filtracion de monodromia sobre H*(A, Q)
estd dada por

M, = H'(A,Q)) D My =M_, = A} > {0}
con My /My = Ty(—1). Asimismo, la filtracion de monodromia en
H3(A,Qp) 2 N°HY(A, Q)
tiene graduados asociados (ver prop. 6.5.4):

Gril(H*(A, Q) = (NTe®A/)(-2)

GrM (H3(A,Qp)) = (To®A2A))(-1) .
De acuerdo al lema 6.6.6, el morfismo inyectivo

F AT @z A — (T @z A2AY) @7 K
nos define la sequnda Jacobiana intermedia de A:

 Hom((T @z A2AV)Y, K*) _ (K*)°
N AT ®@7 AV Yz

J*(A) :

que tiene dimension 9.
Para analizar mds de cerca este toro analitico, recordemos que la formula
de Kiinneth nos da la descomposicion siguiente para A = Ey X Fy X E3:

HYA,Q)= @ H'(E\, Q) &g, H (B2, Q) @q, H*(E3, Q).
i+j+k=3

Ahora, de la irreducibilidad de E;, se tiene

HO(Eia QE) = Qé
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y de la Dualidad de Poincaré:
H?(E;, Qe) = Qu(-1).
Luego,

H¥A,Qp) = (HY(E1,Qp) ® H'(Es, Q) ® H'(E3,Qy))

P(H' (B, Qo) (-1))> B(H' (E2, Q) (—1))> B(H'(E Qr)(—1))*.
Observemos que H'(E;, Q) nos proporciona el toro dual de E;

_ Hom(Z,K*) _

EY ~ F;.

L (1+— q;)%

Asi, el respectivo sumando en la descomposicion de H3(A, Qy) nos aporta
dos copias de Ej.

Para el primer sumando, recordemos que la filtracion de monodromia en
H=HYE,, Q) ® H' (E,, Q) ® H'(E3,Qy) estd dada por:

MJ(H) = Z Mj1 ® sz ® Mj3
J1itje+iz=j
donde M;, recorre los elementos de la filtracion de monodromia en H'(E;, Q)
para todo 1 € {1,2,3} (ver sec. 6.5).

Luego, repitiendo los cdlculos hechos en la demostracion de la prop. 6.5.4,
vemos que

Gri'(H) = T1(—1) ®z Ta(—1) ®z AY, + T1e(—1) @z Ay, @z Tge(—1)
+AY, ®7 Tap(—1) @z Tze(—1) = Qp(—2)3

Y

GrM (H) =AY, @z Ty(—1) @z Ay (—1) + T1(—1) @z AYy(—1) @z A, (—1)
+AY,(—1) ®z AY, @z Tge(—1) = Q(—1)%.

De acuerdo a la obs. 6.6.2, el morfismo que tenemos que considerar corres-
pondiente a estos graduados es F = Z]cu 2,3}, 1]=2 Fr, que esta dado por:
Z3 L Z3 ®g, K* = (K*)3

(a.b,¢) — (4id5, 455, 4145).
Este morfismo es inyectivo: si (¢35, 4545, ¢2q5) = (1,1,1), entonces ele-

vando la primera coordenada a la potencia b y la tercera a la potencia a,
obtenemos q5¢ = q3¢. Si ahora elevamos la sequnda coordenada a la potencia
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c y sustituimos en ella la expresion anterior, se tiene q3% = 1. Dado que
v(q;) > 0 para todo i € {1,2,3}, se tiene a =0 o ¢ = 0. En cualquiera de los
dos casos, se concluye que a =b=c=0.

Finalmente, esta parte de la cohomologia contribuye con el toro de dimen-
sion 3 siguiente:

B (K*)3
< (qla 1a q1)7 (17 q2, q2)7 <Q3a q3, 1)) >

y la Jacobiana intermedia de orden 2 esta dada por

*\9
J*(A)=A*x B = (K*)
L
donde L es la red dada por la matriz:

¢ 1 1 1 1 1 1 1 1

1 ¢ 1 1 1 1 1 1 1

1 1 ¢ 1 1 1 1 1 1

1 1 1 ¢ 1 1 1 1 1

1 1 1 1 g 1 1 1 1/|€My(K").

1 1 1 1 1 ¢g¢ 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 g ¢

1 1 1 1 1 1 ¢ ¢ 1

6.7. Producto de curvas de Mumford.

El objetivo de esta seccién es definir las Jacobianas intermedias para
el producto de curvas de Mumford. Para ello seguiremos la exposicion de
([V-P]).

Sea K un cuerpo completo respecto a un valor absoluto no-arquimediano.
Recordemos que si ' =< 7y, -+ ,7, >C PGL(2, K) es un grupo de Schottky,
entonces el conjunto de puntos ordinarios de I', que denotamos por €2, es un
abierto en P'(K). El espacio analitico dado por el cociente

C =T

define una curva de Mumford sobre K.
Mas atn, C' es una curva completa, no-singular e irreducible de género g
cuya Jacobiana (que es una variedad abeliana) estd dada por el toro analitico

_ Hom(I'**, K*)

Jo 7
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donde T'® es el abelianizado de I' y L es la red definida por el nicleo del
morfismo exhaustivo (ver [V-P], cap. VI):

Hom(T', K*) — Dy

con Dy el grupo de clases de divisores de grado cero en C.
Recordemos que la uniformizacién de la Jacobiana nos da un apareamien-
to no-degenerado
<, > LxT®—K*

y una monodromia geométrica
Nyg: L — [aebv,
También recordemos que
HY(C, Q) = Vi(Je) = Ty(Je) ® Qq
y que sobre Ty(Jc) se tiene la sucesién exacta
0 — T ® Zy(1) - T,(Jo) — L ®Zy — 0.
Esta sucesion exacta nos proporciona la monodromia,
N2 H'(C,Qu)(1) = Le(1) =4 T9(1) = H'(C, Q)
y la filtracion asociada correspondiente:
M, = HY(C,Q,) D My = M_; =T%"(1) > {0}

donde MI/M() = Lg.
Repitiendo los célculos hechos en la demostracion de la prop. 6.5.4, se
tiene

Lema 6.7.1. Los graduados de la monodromia sobre @"H'(C) estin dados
por:

n},|T|=nd Vi®z - ®zV,, si i=n(mod2)

.....

0, en otro caso

Gri(@"H' (C)) = {

donde para todo I C {1,...,n}, se define

Ly, kel
Vi = sbv
ey, k#1
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De la misma forma que en la def. 6.6.1, sobre las partes enteras de estos
graduados podemos definir:

:FI:Bl®Z"'®ZBn—’ZB1®Z"'®Z\FGZ)V,®Z"'®ZBn®ZK*
kel k

b1®...®bn,_>Z<Zbl®...® frk ®...®bn®am)
kel 1 k

a través de la aplicacién

Ny: L — I @, K*
by Zfrk @ Q.
Tk

y donde, para I C {1,...,n},

L kel
By = bV
P, k£ T,

Nos interesan los morfismos correspondientes a n = 25 — 1 con |I| = j.
Maés concretamente, los morfismos correspondientes a los graduados

Gri (@Y HY(O))yGrM (¥ 'H'(C)).

Para ello, el mismo razonamiento utilizado en la demostracién del lema 6.6.6
nos dice que:

Lema 6.7.2. Para todo j € N, el morfismo ZII\:j F1 es inyectivo.

Ahora consideremos la variedad C* = C x --- x C obtenida al hacer el
producto de C' con ella misma k-veces. De acuerdo a la férmula de Kiinneth,
para todo 0 < n < 2k, se tiene:

H'(C", Q)= € H(C,Q)&q, g H*(C,Q)
i1+ Fig=n
con is € {0,1,2}.

Si denotamos por ¢; = #{i; = i} para todo i € {0, 1,2}, se tienen las
relaciones siguientes: co+c¢;1+c =ky0-cog+1-c;+2-cy =n. Asi, se tiene
= "5y ¢ = H=gen

Més atn, recordando que H°(C, Q) = Q; v H*(C,Q,) = Qu(—1), se
tiene

H”(Uk, Qg) = @ ®61H1(67 QZ) ®q, QZ(_CQ)

co+citca=k
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— @ (@ H'(C,Qr) ®qg, Qe(—(

0<c<k

la suma sobre los 0 < ¢ < k tales que 25¢, Z2== € NU {0}. Lo cual sélo es
posible si n y ¢ tienen la misma paridad.
Asi, en el caso en que n = 25 — 1 es impar, tenemos

YT, Q) = D @ H(T,Q) g Q- (n — C))(ﬁ)(@)

1<c<k,impar

y dado que en cada uno de los sumandos @°“H'(C, Q) el ¢ = 2j,—1 es impar,
el lema 6.7.2 nos proporciona un toro analitico, que llamaremos J., dado por
la correspondiente aplicacién Z| 1=, F1-

Finalmente, se define la j-ésima Jacobiana intermedia de C* como el
producto de estos toros:

F(CH = HCJC(IE)((”;)).

Observacién 6.7.3. Observemos que la j-ésima Jacobiana intermedia de
E(F1

C* donde n = 2j — 1 siempre contiene el factor JC(J*)

valor ¢ = 1.

correspondiente al

Ejemplo 6.7.4. Calculemos todas las Jacobianas intermedias de C°:
JHC?) = P(C7) = 2,
P(C%) = JHCP) = T < I,
J3CP) = I x JZ° x J;
donde J3 es el toro dado por

L ® Fab\/ ® Fab\/ + Fab\/ ® L ® FabV + FabV ® Fab\/ ® L) ®Z K*

(
Ja =
3 (LRLITD + LRTW @ L+ @ LR L)

y Js el dado por

(L®L®Fab\/®Fabv®1’\abv+‘_.+Fabv®rabv®rabv®L®L)®ZK*

J= =
5 (L®L®L®Fabv®r‘abv+,,,+Fabv®rabV®L®L®L)
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6.8. Morfismo de Abel-Jacobi.

En esta seccion recordaremos cémo se puede asociar a toda variedad X
con reduccién totalmente degenerada un toro analitico rigido J(X) de di-
mensién igual al niimero de Hodge h**~!, 0 < i < dimX y una aplicacién de
Abel Jacobi:

CHi(X)hom - ']i(X)Q

con el fin de estudiar los ciclos algebraicos de X.

En esta parte supondremos que K es una extension finita de Q,. Esta
suposicion es escencial, ya que no sabemos como hacerlo en general.

La idea bésica consiste en buscar un subcociente del grupo de cohomologia
étale H2~1(X,Qq(4)) que sea una extension de Q,’s por Q(1)’s tal como el
{-médulo de Tate de un toro analitico debe ser.

La prop. 5.3.3 nos dice que es precisamente la filtraciéon de monodromia
la que nos da una forma natural de encontrar tales subcocientes.

Mas concretamente, después de pasar a una extension finita y no-ramificada
de K, podemos suponer que la accién de G sobre T, '(Y) y T (V) es tri-
vial para todo j > 0 (ver obs. 5.2.5).

En este caso (ver [R-X2], sec. 2), se pueden construir apareamientos no-
degenerados

{1} Tj_l(Y)/tors X leyl(Y)/tors — K~
donde T'(Y)/tors denota la parte libre de torsién del grupo T(Y) y TV(Y)
el grupo dual.

Definicién 6.8.1. Se definen las Jacobianas intermedias p-ddicas de X
como los toros analiticos rigidos:

B Hom(T}Y,(Y)/tors,Gy,)

F(X) - Tj’l(Y)/tors ’

donde la red Tj_l(Y)/tors es vista dentro del toro algebraico Hom(T}Y,(Y') /tors, G,,)
via el apareamiento no-degenerado {,} (ver sec. 6.1).

Observacién 6.8.2. (i) La dimensién de J7(X) es igual a
dime, (H/ (Y, Wi, | ) @z, Qp) = dimy (HI(X, Q5 1) = W9,

(ii) Notemos que el (-mddulo de Tate V,(J/(X)) = Ty(J/ (X)) ®z, Q, de
JI(X) para todo € # p, se obtiene a partir de la extension

0= Ty © Qu(1) = Vi(F (X)) > T 0@ — 0
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correspondiente a la extension
0— GrM — My o/M_3, — Grif — 0
que se obtiene de la filtracion de monodromia My, de H* (X, Qq(5)).

Recordando los grupos H, (K, —) de Bloch-Kato (ver [B-K]), se tiene un
isomorfismo

HH , (M o/M_3,)/tors)

donde la filtracién es la de monodromfa sobre la cohomologia entera H¥ (X, Z(5)).
Este isomorfismo es compatible con el paso a extensiones finitas de K y con
las normas.

Mas aun, para V, = T, ® Q;, dado que los cocientes ﬁ son sucesivas

extensiones de Q, por Q,(i)) para i < 0, se tiene que el morfismo candnico
de Abel-Jacobi étale cl’ factoriza a través de una aplicacién:

cl': CHjo,, (X) — H'(K, M)
para M, la monodromfa sobre H%~1(X  Q,(j)) (ver [R-X2], teo. 2 y cor. 1).

Definicién 6.8.3. Se define el morfismo analitico rigido de Abel-Jacobi:

Aby : CH)

hom

(X) — J(X)(K)q
a través de la composicion

CH]

hom (X) — H' (K, Myg) — H'(K, My/M_3)
para todo niumero primo (.
Notemos que si componemos el apareamiento
{.}: T, 1Y) /tors x TV, (Y) [tors — K*

con la valoracién v en K*, obtenemos un morfismo

J/(X) — Coker(T;'(Y)/tors A T} | (Y)/tors)

que corresponde al morfismo inducido sobre las partes libres de torsiéon por
la isogenia

N TIHY) — Ty (Y),
vaque vo{,} = N (ver teo. 3.3.7).



Apéndice A

Este apéndice tiene por objeto plantear algunas preguntas que quedan
abiertas alrededor de los resultados de esta memoria y que se podrian tratar
de demostrar en un futuro. Se escribiran de una manera poco formal.

Cuestion 1. Respecto a la def. 5.1.1, surge una serie de preguntas natu-
rales:

{ CH-lineal implica ¢-cohomolégicamente lineal?

. CH-lineal implica ordinaridad?

Maés aun, ;CH-lineal implica isomorfismo del morfismo ciclo despies de
hacer tensor con Q7

Inversamente, sobre un cuerpo finito jel ser /-cohomolégicamente lineal
implica ser CH-lineal?

Cuestién 2. Respecto a la def. 5.2.1, una pregunta natural es saber si
la propiedad de tener reduccién totalmente degenerada es cerrada bajo el
producto fibrado y/o cambio de base finito.

Cuestién 3. De acuerdo con ([R-X1], ver teo. 3) sobre la cohomologia
étale p-ddica H¥~1(X,Q,(j)) tenemos una filtracién cuyos cocientes gradua-
dos también satisfacen la féormula de la prop. 5.3.3. La pregunta natural es
saber si el teo. 5.4.4 continta siendo valido en este caso.

Cuestion 4. Respecto al cor. 4.5.5, pensamos que debe existir una inclu-
sién del tipo:

CH)

1o(X) — Ker(cy).

Cuestién 5. Observemos que la def. 6.6.1 y la obs. 6.6.2 nos proporcionan
apareamientos no-degenerados JF que al componerlos con la valoracion v
coinciden con la monodromia N. Son estos apareamientos los que, en el caso
de variedades abelianas, nos permite construir las Jacobianas intermedias de
manera explicita.

En general, para toda variedad X lisa y proyectiva sobre K con reduccion
totalmente degenerada, ;como podemos definir “monodromias enriquecidas”:
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tales que vo N = N : T} — T/*37
En particular, estas monodromias enriquecidas podrian refinar nuestros
morfismos cy yv AJy en el sentido de que harfan conmutar los diagramas
siguientes:
CHI(X) & Ker(N)

N
Ker(N)
y
Ker(cx) AJx Coker (T} 5 T} )
N\ Tv

N .
Coker(T; LS T} , ® K*)
Cuestion 6. Respecto a la def. 6.8, en el caso en que los T"s sean libres
de torsion, pensamos que debe existir una aplicacion

CH?

hom

(X) — J(X)(K)
que haga conmutar el diagrama siguiente:

CH’

hom

X) — JI(X)(K)
\AJX lu
Coker (T A T ).

Cuestién 7. Los resultados de las sec. 6.5 para la cohomologia de De
Rham deben seguir siendo validos en cualquier cuerpo K de caracteristica 0.
La pregunta es si son ciertos en caracteristica p > 0.

Cuestion 8. Observemos que la construccion hecha para variedades abe-
lianas en el cap. 6 puede repetirse sin ningtin problema sobre C.

Una pregunta natural es saber si existe alguna relacién entre nuestra
Jacobiana intermedia J7(A) y la Jacobiana de Griffiths sobre C.

Més concretamente, jes J7(A) un cociente de la Jacobiana de Griffiths?

Cuestion 9. Respecto a la naturaleza de nuestros toros analiticos rigidos,
J7(A), hay ejemplos (ver [R-X2], sec. 4.4, prop. 3) que muestran que no son
variedades abelianas para 1 < j < d.

Esto nos hace pensar que podrian construirse sélo utilizando métodos
analiticos rigidos, lo cual nos daria una forma puramente geométrica de de-
finirlos.
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