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Introducci�oEn aquesta mem�oria emprenem un estudi enumeratiu dels n-conjunts d'espais pro-jectius sobre un cos �nit k. Hi ha una doble motivaci�o per estudiar aquests objec-tes. D'una banda, per una coneguda construcci�o de Tsfasman-Vl�adut [TV91], elsn-conjunts de punts k-racionals d'un espai projectiu determinen codis lineals sobre k(injectius si no hi ha repeticions entre els punts) i aquesta construcci�o permet establiruna correspond�encia bijectiva entre �orbites de n-conjunts de punts k-racionals sotal'acci�o del grup lineal i classes d'isometria (tamb�e anomenades classes d'equival�enciaforta) de codis lineals. Des d'aquest punt de vista, ens interessem per n-conjuntsde la forma fP1; : : : ; Png amb els Pi punts k-racionals d'un espai projectiu PN ; �es adir, cada Pi admet coordenades homog�enies amb valors al cos base k.D'altra banda, els n-conjunts d'espais projectius tenen un estret lligam amb al-tres objectes geom�etrics interessants. L'estudi d'aquests n-conjunts i els seus espaisde moduli ha estat objecte de l'atenci�o de la geometria algebraica des de les sevesetapes m�es cl�assiques. Destaquen les contribucions de A. Coble a principis del seglepassat. A [DO88] es pot trobar una extensa bibliogra�a sobre aquests treballs iuna revisi�o dels mateixos en clau moderna. Centrant-nos en alguns dels casos m�essenzills, �es ben sabut que, sobre un cos algebraicament tancat, els n-conjunts de P1classi�quen corbes hiperel.l��ptiques [DO88, Cap. VIII], i els 7-conjunts del pla clas-si�quen corbes no hiperel.l��ptiques de g�enere 3 dotades d'una estructura de 2-nivell[DO88, Cap. IX]. Si ens interessem per les propietats aritm�etiques dels objectesgeom�etrics involucrats amb els n-conjunts, caldr�a preocupar-se per la racionalitatd'aquests n-conjunts, �es a dir, pel fet que el n-conjunt estigui de�nit sobre el cosbase k; aix�o vol dir que
f�(P1); : : : ; �(Pn)g = fP1; : : : ; Png; 8� 2 Gal(k=k);de manera que per a cada membre Pi del n-conjunt tota l'�orbita de Pi per l'acci�odel grup de Galois ha d'estar continguda tamb�e al n-conjunt. Evidentment, els n-conjunts que hem mencionat abans, formats ��ntegrament per punts k-racionals s�onn-conjunts k-racionals, per�o s�on un tipus molt particular de n-conjunts k-racionals.Per exemple, imaginem que els punts Pi s�on tots diferents, estan en una rectaprojectiva i els assignem una coordenada af�� ai a cadascun. Si la caracter��stica de k�es senar podem associar aleshores al n-conjunt una corba hiperel.l��ptica donada perl'equaci�o plana de Weierstrass

y2 = (x� a1)(x� a2) � � � (x� an):Les corbes hiperel.l��ptiques k-de�nides venen donades en general per equacions dela forma y2 = f(x), on f(x) �es un polinomi separable arbitrari amb coe�cients ak. Treballant amb n-conjunts de punts k-racionals nom�es estem considerant corbes
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amb la propietat (molt particular) que el polinomi f(x) descompon completamenta k. Veiem doncs la conveni�encia d'estendre el nostre estudi al cas de n-conjuntsd'espais projectius que s�on racionals com a n-conjunt i no necess�ariament punt apunt.Atenent a la doble naturalesa dels n-conjunts i al fet que admetin o no repeticionsdels seus punts, l'objectiu de la mem�oria �es el d'obtenir f�ormules expl��cites per a lesseg�uents quatre fam��lies de nombres:
TN(n) := ����PGLN+1(k)nn�PN(k)n ����� ; TN(n) := ����PGLN+1(k)nn�� PN(k)n ������ ;
tN(n) := ����PGLN+1(k)nn�PNn � (k)���� ; tN(n) := ����PGLN+1(k)nn�� PNn �� (k)���� ;

on, en general, donat un conjunt �nitX i un grup �nit � que actua sobreX, denotemper �nnX el conjunt d'�orbites d'aquesta acci�o; denotem per �Xn �, resp. �� Xn �� elconjunt dels n-subconjunts, resp. n-multiconjunts de X i, �nalment, denotem�PNn � (k) := �PN(k)n �Gal(k=k) ; �� PNn �� (k) := �� PN(k)n ��Gal(k=k) ;
el nombre de n-conjunts i n-multiconjunts racionals de l'espai projectiu PN .L'�unica refer�encia que hem trobat a la literatura sobre els nombres tN(n), tN(n)�es l'article [LMNX02] on es donen f�ormules expl��cites per als t1(n). En canvi, elsnombres TN(n), TN(n) han estat extensament estudiats; a [BFKWZ98] es fa unrecull dels aspectes que concerneixen el seu c�alcul i es dona una f�ormula per a laseva funci�o generadora en termes de l'indicador de cicles de P�olya:

Xn2N TN(n)xn = C(PGLN+1;PN)jzi= 11�xi ;Xn2N TN(n)xn = C(PGLN+1;PN)jzi=1+xi ; (1)
on C(PGLN+1;PN) �es un determinat polinomi amb coe�cients racionals, en inde-terminades zi, una per cada punt de PN(k) (al cap��tol 1 en recordem la de�nici�o).A m�es a m�es, H. Fripertinger va obtenir una descripci�o en termes combinatorisd'aquest indicador de cicles, que li va permetre implementar aquesta f�ormula perobtenir taules amb els valors d'aquests nombres [Fri97], [Fri98].
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En el cap��tol 1 de la mem�oria obtenim f�ormules alternatives per als T2(n), T 2(n)i d'altres nombres relacionats, que compten el nombre de clases d'isometria de codisde dimensi�o tres amb certes propietats espec���ques. Les f�ormules es basen en unrecompte expl��cit del nombre de classes de conjugaci�o d'elements de PGL3(k) quedonen lloc a permutacions de P2(k) amb la mateixa descomposici�o en cicles i s�onprou mal.leables com per permetre obtenir expressions dels nombres T2(n), T 2(n)com a polinomis en q (on k = Fq) amb coe�cients racionals.En els cap��tols 2 i 3 passem a estudiar el problema an�aleg per als n-conjuntsracionals. En el cap��tol 2 trobem f�ormules expl��cites per al nombre total de n-conjunts racionals i en el cap��tol 3 estudiem el nombre d'�orbites sota l'acci�o del gruplineal. El resultat clau �es el teorema 6.1, que calcula la funci�o zeta del quocientd'un espai projectiu per un automor�sme. A partir d'aquest resultat es pot imitarel procediment del cap��tol 1 per obtenir expressions expl��cites per als t2(n), t2(n)com a polinomis en q amb coe�cients enters.Al cap��tol 4 desenvolupem aquestes idees per a un espai projectiu PN de dimen-si�o arbitr�aria. Els m�etodes utilitzats en els cap��tols anteriors se sintetitzen en laclassi�caci�o dels elements de PGLN+1(k) en subtipus (hi ha un concepte m�es gen�ericde tipus d'un element de PGLN+1(k), que tamb�e utilitzem) i en la construcci�o per acada subtipus � d'un poset L(�) amb pesos \dimensi�o" i \exponent" en cada nodeV , que permeten considerar un indicador d'exponentsL(PGLN+1;PN) :=X�2T N� YV 2L(�) z�;V 2 Q[fz�;V g];on T �es el conjunt de tots els subtipus possibles i N� compta el nombre de classesde conjugaci�o de PGLN+1(k) amb subtipus � �xat. Els posets L(�) es construeixena partir de subvarietats lineals 
-invariants pr�opies (vegeu la de�nici�o a la secci�o 9),on 
 2 PGLN+1(k) �es qualsevol automor�sme amb subtipus �. A partir d'aquestindicador d'exponents podem obtenir un resultat an�aleg a (1)Xn2N TN(n)xn = L(PGLN+1;PN)jz�;V =h�;V (x) ;Xn2N TN(n)xn = L(PGLN+1;PN)jz�;V =h�;V (x) ;
per a funcions h�;V (x), h�;V (x), que donem expl��citament (vegeu el teorema 10.2).L'avantatge d'aquest indicador d'exponents respecte de l'indicador de cicles deP�olya t�e una doble vessant. D'una banda, el polinomi L(PGLN+1;PN) t�e un nom-bre molt m�es reduit de variables i la implementaci�o d'aquestes f�ormules t�e unacomplexitat essencialment menor que la del c�alcul de (1). D'altra banda, la sevaconcepci�o es pot estendre f�acilment al cas dels n-conjunts racionals. Considerem enla mem�oria un concepte an�aleg de G-subtipus dels elements de PGLN+1(k) i per a
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cada G-subtipus � construim un poset LG(�) (la G fa refer�encia a \Galois") ambpesos \dimensi�o", \exponent" i \grau" en cada node V , que permeten considerarun G-indicador d'exponents
LG(PGLN+1;PN) := X�2TGNG;� YV 2LG(�) z�;V 2 Q[fz�;V g];on TG �es el conjunt de tots els G-subtipus possibles i NG;� compta el nombre declasses de conjugaci�o de PGLN+1(k) amb G-subtipus � �xat. A partir d'aquestG-indicador d'exponents podem obtenir un resultat an�aleg a l'anteriorXn2N tN(n)xn = LG(PGLN+1;PN)jz�;V =f�;V (x) ;Xn2N tN(n)xn = LG(PGLN+1;PN)jz�;V =f�;V (x) ;

per a funcions f�;V (x), f�;V (x), que donem expl��citament (vegeu el teorema 10.5).Per poder pensar que aquestes f�ormules s�on plenament satisfact�ories des delpunt de vista combinatori calen dues coses. En primer lloc cal obtenir una descrip-ci�o intr��nseca dels conjunts T , TG i dels posets L(�), LG(�), en termes de dadescombinat�ories independents de l'estructura de grup de PGLN+1(k); aquesta tascas'acompleix a la secci�o 10.2 del cap��tol 4. Finalment, cal disposar tamb�e de f�ormulesexpl��cites per als coe�cients universals N�, NG;�; aquesta tasca, que s'ha dut a termeen els cap��tols 1, 2 i 3 en el cas del pla projectiu, adquireix una gran complexitat endimensions m�es grans i aquest c�alcul ha quedat �nalment fora de l'abast d'aquestamem�oria. El problema combinatori de calcular aquests nombres N�, NG;� �es for�casuggerent i esperem poder abordar-lo en una altra ocasi�o.Agraeixo a l'Enric Nart el gran inter�es que ha mostrat per aquest treball, i laseva dedicaci�o i paci�encia durant tot el proc�es d'evoluci�o personal que ha signi�catper a mi atacar aquests problemes i anar seguint els camins, sovint inesperats icosteruts, que m'han dut a la seva comprensi�o i posterior resoluci�o.Tamb�e vull expressar als meus pares i a la meva �avia un agra��ment molt especialper l'ambient familiar agradable i afectu�os que m'ha perm�es gaudir d'unes condicionsfavorables de treball. Sense el seu suport continuat i �del la redacci�o d'aquestamem�oria no hauria estat possible.
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Cap��tol 1

Classes d'isometria de codis associats a
n-conjunts del pla projectiu

Sigui � un grup �nit actuant per l'esquerra sobre un conjunt �nit X i denotem per�nnX el conjunt d'�orbites d'elements de X respecte d'aquesta acci�o. Aquest nombred'�orbites es pot comptar utilitzant el lema de Cauchy-Frobenius [BFKWZ98, 3.1.6]:
j�nnX j = 1j�jX
2� jX
j =X
2C jX
jj�
j ; (2)

on C �es un sistema de representants de classes de conjugaci�o d'elements de � i
X
 := fx 2 X j
(x) = xg; �
 := f� 2 �j�
��1 = 
g:Aquesta f�ormula es pot aplicar al c�alcul de nombres de classes d'isometria decertes fam��lies de codis lineals [BFKWZ98, 3.2]. Per exemple, donats un enterpositiu N i un cos �nit k, considerem � = PGLN+1(k) actuant de manera naturalsobre el conjunt X de n-subconjunts de l'espai projectiu PN(k) (resp. sobre elconjunt Y de n-multiconjunts de PN(k)). Aleshores, els nombres TN(n) := j�nnX j(resp. TN(n) := j�nnYj) compten classes d'isometria de tots els codis (resp. detots els codis injectius) de longitud n i dimensi�o menor o igual que N , la matriugeneradora dels quals no t�e cap columna nul.la. En els dos casos �es possible obtenir(per a N �xat) una funci�o generadora per a aquests nombres d'�orbites en termes del'indicador de cicles de P�olya ([BFKWZ98, 3.2.16]):Xn2N TN(n)xn = C(PGLN+1;PN)jzi= 11�xi ;Xn2N TN(n)xn = C(PGLN+1;PN)jzi=1+xi :Recordem que, en general, per a qualsevol acci�o de � sobre X es de�neix
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C(�;X ) = 1j�jX
2�
jX jYi=1 zai(
)i 2 Q[z1; z2; : : : ; zjX j];

on ai(
) �es el nombre de cicles de longitud i que apareixen en la descomposici�o enproducte de cicles disjunts de 
 actuant com a permutaci�o de X . Per a cada 
 2 �,el vector (a1(
); : : : ; ajX j(
)) s'anomena el tipus de cicle de 
.Fripertinger [Fri97] ha obtingut a m�es a m�es una descripci�o general de l'��ndexC(PGLN+1;PN), la qual ens permet construir taules dels valors de TN(n), TN(n).Tanmateix, aquesta descripci�o �es bastant embolicada i �ns i tot per a valors petitsde k el c�alcul expl��cit d'aquests nombres requereix en diverses etapes l'aplicaci�od'algorismes.L'objectiu d'aquest cap��tol �es, en primer lloc, obtenir per a � = PGL3(k) unadescomposici�o expl��cita de C en una uni�o disjunta de fam��lies, C = [�C�, segons eltipus de cicle dels seus elements actuant sobre el pla projectiu P2(k). El tipus decicle de qualsevol 
 dep�en de la variaci�o de l'estructura del conjunt de punts �xosentre les projectivitats del subgrup c��clic generat per 
.Despr�es, trobem f�ormules per als cardinals:
c� := jC�j; g� := j�
j; 
 2 C�;de cada subconjunt C� i els centralitzadors d'elements 
 2 C� (que s�on constants pera elements de la mateixa fam��lia). Obtenim aix�� f�ormules expl��cites per als nombres:

N� := X
2C� 1j�
j = c�=g�:
Aix�o ens permet obtenir f�ormules per al nombre d'�orbites de l'acci�o de � sobreconjunts �nits X quan els cardinals jX
j depenen nom�es del tipus de cicle de 
actuant sobre P2(k). De fet, per (2), s'obt�e:

j�nnX j =X� N�x�;
on x� := jX
j, per a 
 2 C�.Com a aplicaci�o, obtenim a les seccions 3.1 i 3.2 f�ormules expl��cites per a T2(n),T 2(n) i per al nombre de classes d'isometria d'altres fam��lies de codis de dimensi�otres. F�ormules an�alogues per a T1(n) han estat obtingudes a [LN99].Alternativament, podem pensar que l'objectiu d'aquest cap��tol �es proporcionarun c�alcul molt concret de l'indicador de cicles de P�olya C(PGL3;P2) i mostrardiverses aplicacions d'aquest c�alcul.Els resultats d'aquest cap��tol han estat publicats a [MN04].
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1 Classes de conjugaci�o i centralitzadors de PGL3Sigui k un cos. En aquesta secci�o trobem un sistema C de representants de classesde conjugaci�o de � := PGL3(k). Per a tot 
 2 C estudiem el subgrup d'isotropia �
respecte de l'acci�o de � sobre ell mateix per automor�smes interns:
�
 := f� 2 � j ��1
� = 
g = f� 2 � j 
� = �
g;i calculem el seu cardinal quan k �es un cos �nit.

Classes de conjugaci�oDonada una matriu A 2 GL3(k), el polinomi caracter��stic fA(t) pertany a:
P := ff(t) 2 k[t] j f(t) �es m�onic de grau 3 i f(0) 6= 0g:Aquest conjunt P descompon en la uni�o disjunta de cinc fam��lies:

PI := ff(t) 2 P j f(t) �es irreductible sobre kg;
PII := ff(t) 2 P j f(t) = (t� a)g(t); a 2 k; g(t) irreductible sobre kg;
PIII := ff(t) 2 P j f(t) t�e 3 arrels diferents a kg;
PIV := ff(t) 2 P j f(t) = (t� a)(t� b)2; a; b 2 k; a 6= bg;
PV := ff(t) 2 P j f(t) = (t� a)3; a 2 kg;i direm que una matriu A �es del tipus I; II; III; IV o V segons si fA(t) pertany acadascuna d'aquestes fam��lies. Considerem ara la seg�uent acci�o de k� respectivamentsobre GL3(k) i P :

A� := �A; f�(t) := �3f( t�);per a tot � 2 k�, A 2 GL3(k), f(t) 2 P . Tenim clarament f�A(t) = f�A(t), de ma-nera que la correspond�encia que assigna a cada matriu el seu polinomi caracter��sticindueix una aplicaci�o exhaustiva ben de�nida:
f : PGL3(k) = (k�nnGL3(k)) �! k�nnP :Clarament, aquesta aplicaci�o factoritza a trav�es del conjunt C de classes de con-jugaci�o de PGL3(k):

7



f : C �! k�nnP :A m�es, x 2 �k �es una arrel de f(t) si i nom�es si �x �es una arrel de f�(t); per tant,l'acci�o de k� sobre P respecta el tipus de factoritzaci�o dels polinomis com a productede polinomis irreductibles a k[t]. Aix��, encara t�e sentit dir que un element 
 o unaclasse de conjugaci�o de PGL3(k) �es de tipus I, II, III, IV o V segons la subfam��liade P a la qual fA(t) pertany, on A �es qualsevol representant a GL3(k) de 
 o dequalsevol element de la classe de conjugaci�o de 
.Fixem ara un sistema de representants, que continuem denotant C, de classes deconjugaci�o de PGL3(k), simplement triant representants de l'acci�o de k� sobre unafam��lia de matrius amb forma normal de Jordan. De�nim C = CI[CII[CIII[CIV [CV ,on CIV := C 0IV [ C 00IV i:
CI := f0@0 0 �a1 0 �b0 1 �c

1A j t3 + ct2 + bt+ a 2 k�nnPIg;
CII := f0@1 0 00 0 �b0 1 �c

1A j t2 + ct+ b irreductible a k[t]g;
CIII := f0@1 0 00 b 00 0 c

1A j (b; c) 2 T g;
C 0IV := f0@a 0 00 1 00 0 1

1A j a 2 k � f0; 1gg;
C 00IV := f0@a 0 00 1 00 1 1

1A j a 2 k � f0; 1gg;
CV := f
V := 0@1 0 00 1 00 1 1

1A ; 
0V := 0@1 0 01 1 00 1 1
1A ; 1g;

on T �es un conjunt de representants del conjunt quocient de
((k � f0; 1g)� (k � f0; 1g)) n�;

sent � el subconjunt diagonal, per l'acci�o de S3 generada per:
(b; c) � (c; b); (b; c) � (cb�1; b�1) � (c�1; bc�1): (3)
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Com que l'aplicaci�o f �es exhaustiva i per a un polinomi caracter��stic separablela forma normal de Jordan queda un��vocament determinada pel polinomi:Lema 1.1. Per a ? 2 fI; II; IIIg, la correspond�encia que assigna a cada matriu elseu polinomi caracter��stic indueix aplicacions bijectives:
f : C? �! k�nnP?:A [Hir79, 7.4], es pot trobar una descripci�o similar de C i un c�alcul del nombrede classes de conjugaci�o de cada tipus, quan k = Fq �es un cos �nit. De fet, el quenecessitem �es un re�nament d'aquests c�alculs. Dins cadascun d'aquests subconjuntsvolem comptar el nombre d'elements amb un tipus de cicle donat actuant com apermutacions de P2(Fq). Aix�o s'aconseguir�a a la secci�o 2.

CentralitzadorsAquesta subsecci�o est�a dedicada al c�alcul de �
. Donats 
; � 2 PGL3(k), podemconsiderar representants arbitraris A;B 2 GL3(k); la condici�o �
 = 
� es tradueixen AB = �BA, per a un cert � 2 k�. Donats A 2 GL3(k) i � 2 k�, considerem elk-espai vectorial:
VA;� := fM 2M3(k) jMA = �AMg:Per a � = 1, VA := VA;1 �es una k-�algebra, la dimensi�o de la qual dep�en d'unamanera ben coneguda de la forma normal de Jordan de A. De fet, estem interessatsen els conjunts:

V �A;� := VA;� \GL3(k);ja que �
 es pot expressar com la uni�o disjunta:
�
 = [�2k� �k�nnV �A;�� : (4)Observem que V �A;� no �es buit si i nom�es si A i �A s�on conjugats, i aix�o passanom�es per a valors molt especials de � i A:Lema 1.2. Suposem que A 2 GLn(k) i �A s�on conjugats a GLn(k), per a un cert� 2 k�. Aleshores, �n = 1 i el polinomi caracter��stic de A �es del tipus:

fA(t) = (td + a1) � � � (td + ar); a1; : : : ; ar 2 k�; (5)on d �es l'ordre del subgrup c��clic de k� generat per � i n = dr.Rec��procament, si �n = 1, fA(t) �es separable i t�e la forma indicada a (5), ales-hores A i �A s�on conjugats a GLn(k).
9



Dem. Si A i �A s�on conjugats, el multiconjunt d'arrels del seu polinomi caracter��stic(comptant multiplicitats) ha de ser invariant sota multiplicaci�o per �. Com que capd'aquestes arrels �es zero, el multiconjunt de les arrels ha de ser una uni�o d'�orbites�; ��; : : : ; �d�1� per a certs elements � 2 �k.Rec��procament, si fA(t) �es separable, la forma normal de Jordan de A quedaun��vocament determinada pel polinomi caracter��stic. Si fA(t) t�e la forma indicadaa (5) i �d = 1, aleshores A i �A tenen el mateix polinomi caracter��stic i, en con-seq�u�encia, la mateixa forma normal de Jordan. �

Per a les matrius A del tipus I totes les matrius no nul.les que pertanyen a VAs�on invertibles:Lema 1.3. Siguin A;B 2 GLn(k) i suposem que el polinomi caracter��stic de A �esirreductible sobre k. Sigui V el k-espai vectorial: V = fM 2Mn(k) j MA = BMg.Aleshores, tot M 2 V �es o b�e zero o b�e invertible. En particular, V 6= 0 si i nom�essi A i B s�on conjugats a GLn(k). En aquest darrer cas, tenim dimk V = n.Dem. Les matrius A;B determinen dos homomor�smes d'anells k[t] �!Mn(k) =Endk(kn). Obtenim aix�� dues estructures de k[t]-m�odul sobre kn, que denotem perEA, EB. La condici�o MA = BM implica que la multiplicaci�o per M determina unhomomor�sme M : EA �! EB de k[t]-m�oduls. Per hip�otesi, el m�odul EA �es simple,per tant, o b�e kerM = EA o b�e kerM = 0. En el primer cas M = 0 i en el segonM �es invertible.En particular, V 6= 0 si i nom�es si A i B s�on conjugats a GLn(k). En aquestdarrer cas, EA i EB s�on isomorfs com a k[t]-m�oduls; aleshoresV = Homk[t](EA; EB) ' Homk[t](EA; EA):Aix��, per demostrar que dimk V = n podem suposar A = B. En aquest cas l'a-�rmaci�o �es ben coneguda. De fet, per a una matriu diagonal D 2 GLn(k) tal quetotes les seves entrades a la diagonal s�on diferents, les matrius que commuten ambD s�on exactament totes les matrius diagonals; aix��, per a tota A 2 GLn(k) ambn valors propis diferents a k tenim dimk V = n. Per tant, el mateix �es cert per aA que tingui polinomi caracter��stic irreductible, ja que estenent escalars per algunaextensi�o de cossos L de k, l'espai vectorial V esdev�e un L-espai vectorial de dimensi�on i la dimensi�o dels espais vectorials es preserva per extensi�o d'escalars. �

Corol.lari 1.4. Sigui k = Fq un cos �nit. Suposem que A 2 GLn(k) t�e polinomicaracter��stic irreductible i sigui � 2 k� tal que A i �A s�on conjugats. Aleshores,jV �A;�j = qn � 1.
10



Dem. dimk VA;� = n i V �A;� = VA;� � f0g, pel lema 1.3 aplicat a B = �A. �

Lema 1.5. Sigui k = Fq un cos �nit. Per a tot 
 2 C d'ordre m tenim:

j�
j =

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

3(q2 + q + 1); si 
 2 CI ; m = 3;q2 + q + 1; si 
 2 CI ; m > 3;q2 � 1; si 
 2 CII ;3(q � 1)2; si 
 2 CIII ; m = 3;(q � 1)2; si 
 2 CIII ; m > 3;q(q � 1)2(q + 1); si 
 2 C 0IV ;q(q � 1); si 
 2 C 00IV ;q3(q � 1); si 
 = 
V ;q2; si 
 = 
0V ;q3(q � 1)2(q2 + q + 1)(q + 1); si 
 = 1:
Dem. Suposem primer que 
 2 PGL3(k) �es del tipus I, II o III, i sigui A unrepresentant de 
 a GL3(k). El k[t]-m�odul EA de�nit com a la demostraci�o del lema1.3 �es semisimple. La descomposici�o com a suma directa de m�oduls simples �es laseg�uent:

EA =
8>><>>:

E1; dimE1 = 3; si A �es del tipus I;E1 � E2; dimEi = i; i = 1; 2; si A �es del tipus II;E1 � E2 � E3; dimEi = 1; i = 1; 2; 3; si A �es del tipus III:
Com que a cada descomposici�o entre els factors simples no n'hi ha dos d'isomorfs,tenim, V �A = Autk[t](EA) ' �iAutk[t](Ei):Pel corol lari 1.4,

jV �Aj =
8>><>>:

q3 � 1; si A �es del tipus I;(q � 1)(q2 � 1); si A �es del tipus II;(q � 1)3; si A �es del tipus III:
11



Per a tot � 2 A, el m�odul E�A admet una descomposici�o com a suma directade m�oduls simples, E�A = �iE 0i, del mateix tipus que A. Si a m�es A i �A s�onconjugats, els m�oduls simples a la descomposici�o de EA i E�A s�on isomorfs: Ei ' E 0iper a tot i, en cada cas. Aix��, jV �A;�j = jV �Aj, ja que
V �A;� = Isom(EA; E�A) ' �i Isom(Ei; E 0i) ' �iAut(Ei):Pel lema 1.2, A �es conjugada a �A per a algun � 2 k�, � 6= 1, nom�es si k cont�euna arrel c�ubica de la unitat ! 6= 1 i A t�e un polinomi caracter��stic de la forma:fA(t) = t3 + a, a 2 k�. Aix�o �es equivalent a m = 3. Aplicant (4), veiem quel'a�rmaci�o del lema �es correcta per a 
 del tipus I; II o III.Sigui 
 2 � ara del tipus IV o V i sigui A qualsevol representant a GL3(k).Pel lema 1.2 A �es conjugada a �A, nom�es per a � = 1. Aleshores, per (4), j�
j =jk�nnV �Aj. Un senzill c�alcul de V �A en cada cas permet acabar la demostraci�o. �

Remarca. Sigui �3 el subgrup de k� format per les arrels c�ubiques de la unitat. Siq 6� 1 (mod 3), tenim �3 \ k = f1g, i k� = (k�)3; per tant, tots els elements de Cd'ordre m = 3 s�on del tipus II (si p 6= 3) o V (si p = 3). Si q � 1 (mod 3), tenim�3 � k i (k� : (k�)3) = 3; per tant, en aquest cas hi ha tres elements de C d'ordre 3,dos a CI i un a CIII , donats respectivament per:

 = 0@0 0 a1 0 00 1 0

1A ; 0@0 0 a21 0 00 1 0
1A i 
 = 0@1 0 00 ! 00 0 !2

1A ;
on a 2 k� n (k�)3 i ! 2 �3 n f1g.
2 Acci�o de subgrups c��clics de PGL3 sobre P2Sigui k = Fq un cos �nit amb q elements. Considerem l'acci�o natural del grup� = PGL3(Fq) sobre el pla projectiu X := P2(Fq).L'objectiu d'aquesta secci�o �es descompondre el nostre conjunt C de representantsde classes de conjugaci�o de � en una uni�o disjunta de fam��lies agrupant aquells 
amb el mateix tipus de cicle i comptar el nombre d'elements de cada fam��lia.Sigui 
 un element de � i sigui A un representant qualsevol de 
 a GL3(Fq).Denotarem a tot arreu per m = m(
) l'ordre de 
 com a element de �. El conjuntX
 dels punts �xos de 
 a P2(Fq) coincideix amb la imatge a P2(Fq) dels vectorspropis de A a k3. M�es generalment, les rectes de P2(Fq) que s�on invariants per
 s�on imatge de subespais vectorials de k3 de dimensi�o dos invariants per A. Enparticular, l'estructura d'aquest conjunt dep�en nom�es del tipus I; II; III; IV o V .
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M�es exactament, si denotem per P1 = (1; 0; 0); P2 = (0; 1; 0); P3 = (0; 0; 1), els trespunts fonamentals de P2(Fq) i per L1; L2; L3 les tres rectes determinades, cada Lipel parell de punts amb sub��ndex diferent de i, tenim (cf. [Hir79, 7.4]):
Punts �xos i rectes invariants de 
 2 C

tipus de 
 X
 rectes invariants de 
I ; capII fP1g L1III fP1; P2; P3g L1; L2; L3IV 0 L1 [ fP1g L1 i tota recta que passa per P1IV 00 fP1; P3g L1; L2
 = 
V L2 tota recta que passa per P3
 = 
0V fP3g L1
 = 1 X totes les rectesTaula 1
Per determinar el tipus de cicle de 
 necessitem estudiar la variaci�o de l'estructuradels conjunts X
r de punts �xos de les projectivitats del subgrup c��clic generat per
. A tal �, la seg�uent de�nici�o ens ser�a d'utilitat:De�nici�o 2.1. Sigui L una recta invariant de 
. L'exponent de L, denotat exp(L),�es el m��nim divisor positiu d de m(
) tal que L �es una recta de punts �xos de 
d.Equivalentment, d �es l'ordre de la projectivitat de L obtinguda per restricci�o de 
.Ara classi�quem els elements de C segons la con�guraci�o dels punts �xos i lesrectes invariants, i els valors dels exponents d'aquestes rectes. Al �nal d'aquestasecci�o veurem que aquests invariants s�on su�cients per determinar el tipus de ciclede 
.

Tipus ILema 2.2. Sigui 
 2 � un element del tipus I i ordre m. Aleshores, tots els altreselements no trivials del subgrup c��clic generat per 
 s�on del tipus I. M�es exactament,X
r = ;, per a tot 1 � r < m.
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Dem. Sigui F (x) = xq l'automor�sme de Frobenius de k. Denotem per �; �1 =F (�); �2 = F 2(�) els valors propis de A a l'extensi�o c�ubica de k. Els valors propisde Ar s�on �r; �r1; �r2. Si �r = a 2 k, aleshores:a = F i(a) = F i(�r) = �ri ; per a i = 1; 2;de manera que Ar = aI3 i 
r = 1. �

Denotem per CI(m) el subconjunt de CI d'aquells elements d'ordre m, i siguicI(m) := jCI(m)j.Lema 2.3. Sigui 
 2 � un element del tipus I. Aleshores, l'ordre m de 
 �es undivisor de q2+q+1 i m � 3. A m�es a m�es, per a tot divisor m de q2+q+1, m � 3,tenim:
cI(m) = 8<: '(m); si m = 3;'(m)=3; si m > 3;

on ' �es la funci�o \�" d'Euler.Dem. Sigui L l'extensi�o c�ubica de k. Sobre L� � k� tenim una acci�o doble pelsdos grups k� i G := Gal(L=k) = f1; F; F 2g. La correspond�encia que assigna a cada� 2 L� � k� el seu polinomi m�onic irreductible indueix una aplicaci�o bijectiva:
Gnn(L� � k�) �! PI ;la qual �es compatible amb l'acci�o de k� sobre ambd�os conjunts. Aix��, obtenim unaaplicaci�o bijectiva:

k�nn(Gnn(L� � k�)) �! k�nnPI ;i aquest darrer conjunt �es en bijecci�o amb CI pel lema 1.1.Com que Frobenius commuta amb la multiplicaci�o per escalars a k, tenim unabijecci�o natural:
k�nn(Gnn(L� � k�))  ! Gnn(k�nn(L� � k�));i aquest darrer conjunt es pot identi�car amb Gnn((L�=k�)�f1g). Aleshores, tenimuna aplicaci�o bijectiva:

Gnn((L�=k�)� f1g) �! CI : (6)Suposem que sota aquesta correspond�encia bijectiva un element 
 2 CI es corres-pon amb � 2 L�; aleshores, l'ordre m de 
 com a element de � �es el m��nim enter
14



positiu tal que �m 2 k�; �es a dir, m coincideix amb l'ordre de � com a element deL�=k�. Com que aix�o es un grup c��clic amb q2 + q + 1 elements, necess�ariament m�es un divisor de q2 + q + 1 i hi ha exactament '(m) elements d'ordre m en aquestgrup.Clarament, q2 + q + 1 �es sempre senar, de manera que m no pot ser mai igual a2. Els elements de 3-torsi�o de L�=k� s�on exactament els elements �xos per l'acci�ode G:

3 = 1() �3 2 k� () 9� 2 k� such that F (�) = ��:Aix��, els dos elements d'ordre 3 de L�=k� estan en correspond�encia amb dos ele-ments diferents a CI sota la bijecci�o (6). D'altra banda, tots els elements a L�=k�d'ordre m > 3 tenen una �orbita de cardinal tres sota l'acci�o de G, de manera queproporcionen '(m)=3 �orbites. Per la bijecci�o (6), aquest �es el nombre d'elements aCI d'ordre m. �

Aquesta distinci�o entre els casos m = 3, m > 3 desapareix quan dividim cI(m)per j�
j (que hem calculat al lema 1.5).Corol.lari 2.4. Per a tot divisor m > 1 de q2 + q + 1,
NI(m) := X
2CI(m) 1j�
j = cI(m)j�
j = '(m)3(q2 + q + 1) :

Tipus IISigui K l'extensi�o quadr�atica de k. Considerem 
 2 CII amb representant A =diag(1; B) a GL3(Fq), amb B 2 GL2(Fq) tenint un parell �; �0 2 K de valors propisquadr�atics conjugats. Denotem per d = d(
) l'exponent de l'�unica recta invariantde 
. Clarament,
d(
) = m��nim enter positiu tal que �d 2 k�:

Com que �d = b 2 k� �es �xat per Frobenius, tenim: �0d = �d = b, de manera queBd = bI2. Aix��, d �es el m��nim enter positiu tal que 
d �es, o b�e 1, o b�e del tipus IV 0.Les pot�encies 
r s�on representades per diag(1; Br) a GL3(Fq); per tant, l'ordrem de 
 �es d vegades l'ordre de b a k�.Lema 2.5. Per a 
 del tipus II, siguin P 2 X, L � X respectivament el punt �x ila recta invariant de 
 i sigui d = d(
) l'exponent de L. Aleshores, per a 1 � r < m,tenim:
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X
r = 8<: fPg; si d - r; (i 
r �es del tipus II);L [ fPg; si djr; (i 
r �es del tipus IV 0):
En particular, si d = m tenim X
r = fPg, per a tot 1 � r < m. �Denotem com abans G = Gal(K=k). Procedint com al cas I, la correspond�enciaque assigna a cada � 2 K� � k� el polinomi (x � 1) vegades el polinomi m�onicirreductible de �, determina una aplicaci�o bijectiva:

Gnn(K� � k�) �! k�nnPII ;i aquest darrer conjunt �es en bijecci�o amb CII pel lema 1.1.Si � 2 K� � k� correspon a 
 2 CII , tenim:
d(
) = ordre de la classe de � a K�=k�;m(
)d(
) = ordre de �d(
) a k�:

En particular, d(
)j(q+1) i m(
) = d(
)e, ej(q� 1). Per a un parell donat d'enterspositius, dj(q + 1), d > 1 i m = de, ej(q � 1), denotem:
CII(m; d) := f
 2 CII j m(
) = m; d(
) = dg; cII(m; d) := jCII(m; d)j:Lema 2.6. Per a tot parell d'enters positius, ej(q � 1), dj(q + 1), d > 1,

cII(de; d) =
8>><>>:

12'(d)'(e); si d senar;0; si d parell i ej q�12 ;'(d)'(e); si d parell i e - q�12 :Dem. Com que totes les �orbites de G que actuen sobre K��k� tenen dos elements,tenim:
cII(de; d) = 12 jB(de; d)j;per a tot d; e, on,

B(m; d) := f� 2 K� � k� j m; d m��nims satisfent �d 2 k�; �m = 1g:Existeixen '(d) elements a K�=k� d'ordre d; per tant, existeixen '(d)(q � 1)elements al conjunt:
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T := f� 2 K� � k� j d �es el m��nim enter positiu tal que �d 2 k�g:Denotem T� := f� 2 T j �d = �g, per a tot � 2 k�. Els conjunts T i B(de; d)descomponen en la uni�o disjunta:
T = [�2k�T�; B(de; d) = [ordk� (�)=eT�: (7)La correspond�encia, � 7! �� posa T� en bijecci�o amb T��d . Si d �es senar,aleshores (d; q � 1) = 1, ja que aquest nombre �es un divisor senar de (q + 1; q � 1).Per tant, (k�)d = k� i tots els conjunts T� tenen el mateix nombre d'elements. Perla primera descomposici�o de (7), tenim jT�j = jT jq�1 = '(d), per a tot � 2 k�. Ara,aplicant la segona descomposici�o de (7) obtenim jB(de; d)j = '(e)'(d).Suposem ara que d �es parell. En particular, q �es senar i (d; q�1) = 2. Aleshores,(k�)d = (k�)2 i el valor de jT�j �es constant per a � pertanyent respectivament alconjunt dels quadrats o no-quadrats de k�. Ara, el conjunt T1 �es buit; de fet, si d =2d0 i �d = 1, aleshores �d0 = �1, de manera que d no pot ser el m��nim enter positiutal que �d pertany a k�. Aix��, jT�j = 0 per a tot � 2 (k�)2 i jT�j = jT j(q�1)=2 = 2'(d),per a � no-quadrat. Per la segona descomposici�o de (7), tenim B(de; d) = ; si edivideix (q � 1)=2 i jB(de; d)j = 2'(d)'(e) si e no divideix (q � 1)=2. �

Considerem nombres NII(m; d) an�alegs als anteriors:Corol.lari 2.7. Per a tot parell d'enters positius, dj(q + 1), d > 1 i m = de, ambej(q � 1), tenim

NII(m; d) := X
2CII(m;d) 1j�
j = cII(d; e)j�
j =
8>>>><>>>>:

'(d)'(e)2(q2 � 1) ; si d senar;0; si d parell i ej q�12 ;'(d)'(e)q2 � 1 ; si d parell i e - q�12
Tipus IIISigui 
 2 CIII amb representant a GL3(Fq) de la forma:

A = diag(1; b; c); b; c 2 k � f0; 1g; b 6= c:Com que 
q�1 = 1, l'ordre m de 
 �es un divisor de q� 1. Els tres divisors d; e; fde q � 1, tots m�es grans que 1, de�nits per:
17



d = ordk�(b); e = ordk�(c); f = ordk�(bc);s�on els exponents respectius de les tres rectes invariants de 
. De fet, tota pot�enciade 
 amb exponent m�ultiple de d, e o f �es o b�e 1 o b�e del tipus IV 0. Clarament,
m = mcm(d; e) = mcm(d; f) = mcm(e; f): (8)Lema 2.8. Per a 
 del tipus III i 1 � r < m tenim,

X
r =
8>>>>><>>>>>:
fP1; P2; P3g; si ni d ni e ni f divideixen r;L1 [ fP1g; si f divideix r;L2 [ fP2g; si e divideix r;L3 [ fP3g; si d divideix r:Aix��, 
r �es del tipus III en el primer cas i del tipus V 0 en els altres casos.Dem. Per (8), r no �es m�ultiple com�u de qualsevol parell d'enters de la tripletad; e; f . �

Com a les subseccions anteriors, volem comptar el nombre d'elements a CIII quetenen valors �xats d'aquests divisors (d; e; f). Tanmateix, aquesta terna dep�en aradel representant escollit A de 
. Existeixen, en principi, sis representants del tipusdiag(1; b0; c0) de les classes de 
 a CIII (cf. (3)):
diag(1; b; c); diag(1; cb�1; b�1); diag(1; c�1; bc�1);diag(1; c; b); diag(1; b�1; cb�1); diag(1; bc�1; c�1); (9)

i les ternes (d; e; f) associades a aquestes matrius s�on respectivament:
(d; e; f); (f; d; e) (e; f; d);(e; d; f); (d; f; e); (f; e; d):Per tant, obtenim un invariant de 
 si considerem la terna d; e; f ordenada pertamany, diguem: d � e � f .Comptarem primer el nombre de matrius a GL3(Fq) que tenen ternes �xades.Per a un divisor �xat m of q � 1 i tres divisors (d; e; f) de m que satisfacin (8)denotem:

B(d; e; f) := f(x; y) 2 k� � k� j d = ordk�(x); e = ordk�(y); f = ordk�(xy�1)g;
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i b(d; e; f) := jB(d; e; f)j. Observem que el valor de b(d; e; f) �es independent del'ordenaci�o de d; e; f .Per a 
 = diag(1; !; !2), on ! �es una arrel c�ubica primitiva de 1, les sis matriusde (9) prenen nom�es dos valors diferents: diag(1; !; !2) i diag(1; !2; !). En qualse-vol altre cas, aquestes sis matrius s�on totes diferents. Aleshores, per a tota ternaordenada donada d � e � f > 1 de divisors de m que satisfacin (8), si denotem
CIII(d; e; f) = f
 2 CIII j d(
) = d; e(
) = e; f(
) = fg;tenim:

cIII(d; e; f) := jCIII(d; e; f)j =
8>>>>><>>>>>:

1 = 12b(3; 3; 3); si d = e = f = 3;16b(m;m;m); si d = e = f = m > 3;12b(m;m; f); si d = e = m > f > 1;b(d; e; f); si d > e > f > 1:
Per tant, �es su�cient trobar una f�ormula per a b(d; e; f).Tots els elements x; y; xy�1 2 k� amb ordre �xat d; e; f pertanyen al subgrupc��clic �m de k� format per les arrels m-�esimes de la unitat. Aix��, podem treballar algrup c��clic Zm i pensar que:
b(d; e; f) = jf(x; y) 2 Zm � Zm j d = ord(x); e = ord(y); f = ord(x� y)gj:
Pel teorema xin�es dels residus, els nombres b(d; e; f) determinen una funci�o mul-tiplicativa de tres variables. Per am una pot�encia d'un nombre primer `, la propietat(8) implica que almenys dos dels divisors d; e; f s�on iguals a m. Per tant, necessitemnom�es calcular:Lema 2.9. Sigui m = `r una pot�encia d'un nombre primer `. Aleshores, per a totdivisor f = `j, 0 � j � r, tenim:

b(m;m; f) = 8<: '(m)(`� 2)`r�1; si f = m;'(m)'(f); si f < m:
Dem. Per a tot y 2 (Zm)�, denotem per By = fx 2 (Zm)� j ord(x� y) = fg. Totsaquests conjunts By s�on en bijecci�o amb B1 via l'aplicaci�o, x ! xy�1. Per tant,b(m;m; f) = '(m)jB1j.Per a m = `r podem escriure els elements x 2 Zm de manera �unica com:

19



x = a0 + a1`+ � � �+ ar�1`r�1; 0 � ai < `:Suposem f = m; els elements x, x � 1 s�on ambd�os invertibles si i nom�es sia0 6= 0; 1, per tant tenim (`� 2)`r�1 possibilitats per a x. D'altra banda, si f < m,l'element x� 1 t�e ordre f si i nom�es si:
x = 1 + ar�j`r�j + � � �+ ar�1`r�1; ar�j 6= 0;i tenim (`� 1)`j�1 possibilitats. �

D'ara endavant denotarem per v` la valoraci�o `-�adica associada a un nombreprimer `. Per trobar una expressi�o global per a b(d; e; f) introdu��m la seg�uentterminologia.De�nici�o 2.10. Diem que un enter positiu h �es un divisor \ple"d'un enter m sih divideix m i (h;m=h) = 1; o, equivalentment, si v`(h) = v`(m) per a tot factorprimer ` de h.Diem que h �es un divisor \buit"de m si h divideix m i rad(h) = rad(m=h), o,equivalentment, si v`(h) < v`(m) per a tot divisor primer ` de h.Qualsevol divisor positiu d de m es pot escriure de manera �unica com a unproducte: d = Hh, amb H un divisor ple de m i h un divisor buit de m.Proposici�o 2.11. Sigui m un enter positiu i siguin d; e; f divisors de m satisfent(8). Sigui defm2 = Hh;la descomposici�o de def=m2 en un producte d'un divisor ple, H, i un divisor buit,h, de m. Aleshores, b(d; e; f) = '(m)'(h) (H);on  �es la funci�o multiplicativa determinada per  (`r) = (` � 2)`r�1, per a totapot�encia d'un nombre primer.Dem. Ambdues expressions s�on funcions multiplicatives i coincideixen per a muna pot�encia d'un nombre primer pel lema 2.9. �

Considerem, com abans, nombres NIII(d; e; f) := P
2CIII(d;e;f) 1j�
 j , �utils percompacti�car la nostra f�ormula �nal.
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Corol.lari 2.12. Amb les notacions anteriors, per a d � e � f > 1 enters quesatisfacin (8) tenim,

NIII(d; e; f) = cIII(d; e; f)j�
j =
8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

'(m) (m)6(q � 1)2 ; si d = e = f = m;
'(m)'(h) (H)2(q � 1)2 ; si d = e = m > f;
'(m)'(h) (H)(q � 1)2 ; si d > e > f:

Tipus IV i VPer a 
 = diag(a; 1; 1), a 6= 0; 1, tenim m = ordk�(a). Per a tot 1 � r < m, lapot�encia 
r �es sempre del tipus IV 0; aix��, el conjunt X
r dels punts �xos de 
r �es:
X
r = X
 = L1 [ fP1g:En particular, totes les rectes invariants que passen per P1 tenen exponent m.Per a cada divisor d de q � 1, d > 1, denotem per C 0IV (d) el subconjunt de C 0IVformat pels 
 que tenen ordre d. Clarament jC 0IV (d)j = '(d).Per a 
 = diag(a;�1 01 1�), a 6= 0; 1, tenim m = pd, on d = ordk�(a). En aquestcas p i d s�on els exponents de les dues rectes invariants de 
. De fet, per a tot1 � r < m:

X
r =
8>><>>:
fP1; P3g si ni p ni d divideixen r;L1 [ fP1g si p divideix r;L2 si d divideix r;

de manera que 
r queda del tipus IV 00 en el primer cas, canvia als tipus IV 0 en elsegon cas i �es conjugat a 
V en el tercer cas.Per a cada divisor d de q � 1, d > 1, denotem per C 00IV (d) el subconjunt de C 00IVd'aquells 
 que tenen ordre pd. Clarament jC 00IV (d)j = '(d).Corol.lari 2.13. Sigui d > 1 un divisor positiu de q � 1. Aleshores,
N 0IV (d) := X
2C0IV (d) 1j�
j = '(d)q(q � 1)2(q + 1) ;
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N 00IV (d) := X
2C00IV (d) 1j�
j = '(d)q(q � 1) :
La matriu 
V t�e ordrem = p i totes les pot�encies no-trivials de 
V s�on conjugadesa 
V ; aix��, per a tot 1 � r < m tenim, X
rV = X
V = L2. En particular, totes lesrectes invariants, excepte L2, tenen exponent m.Finalment, la matriu 
0V t�e ordre p si p �es senar i ordre 4 si p = 2. Per a tot1 � r < p tenim en aquest cas:

X(
0V )r =
8<: fP3g si p > 2 or r is odd;L1 si p = 2 i r = 2;

de manera que (
0V )r �es respectivament conjugat a 
0V , 
V .Per donar una formulaci�o global a les nostres f�ormules, de�nim:
NV := 1j�
V j = 1q3(q � 1) ; N 0V := 1j�
0V j = 1q2 ;
N1 = 1j�j = 1q3(q � 1)2(q2 + q + 1)(q + 1) :

Tipus de cicleEl tipus de cicle de 
 2 � actuant com a permutaci�o de P2(Fq) queda determinatpels cardinals de les �orbites:O
(P ) = fP; 
(P ); : : : ; 
m�1(P )g;de tots els punts P 2 P2(Fq) pel subgrup c��clic generat per 
. El resultat seg�uent�es probablement ben conegut, per�o per la manca d'una refer�encia precisa en donemuna curta demostraci�o.Lema 2.14. Sigui P 2 P2(Fq) i sigui 
 2 � un element d'ordre m > 1. Aleshores,
jO
(P )j =

8>><>>:
1 si 
(P ) = P;d si 
(P ) 6= P i P pertany a una recta 
-invariant d'exponent d;m si P no pertany a cap subvarietat lineal 
-invariant pr�opia:Dem. El cardinal r = jO
(P )j �es el m��nim enter positiu tal, que P �es un punt �xde 
r. Ara, la subvarietat lineal generada per O
(P ),V = 
P; 
(P ); : : : 
r�1(P ) � � P2(Fq)
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�es 
-invariant i �es �xada (punt a punt) per 
r. Tenim, doncs, 
rjV = idV , i r coincideixamb l'ordre de 
jV . �

En particular, el tipus de cicle de 
 queda determinat per la con�guraci�o delspunts �xos i les rectes invariants, i pels exponents d'aquestes rectes. Aix��, la partici�ode C en subfam��lies que descriuen les diferents possibilitats per a aquestes con�gu-racions i exponents coincideix amb la classi�caci�o dels elements de C segons el seutipus de cicle. Dos elements de PGL3(k) amb la mateixa con�guraci�o de subvarietatsinvariants i exponents direm que tenen el mateix subtipus. Recordem que aquestapartici�o de C en fam��lies segons el seu subtipus �es:
C =  [m2ZI CI(m)! [0@ [(m;d)2ZII CII(m; d)

1A [0@ [(d;e;f)2ZIII CIII(d; e; f)
1A[

[ [d2ZIV (C 0IV (d) [ C 00IV (d))
! [ CV ;

on ZI := fm 2 Z j mjq2 + q + 1; m � 3g;ZII := f(m; d) 2 Z2 j dj(q + 1;m); d > 1; md j(q � 1)g;ZIII := f(d; e; f) 2 Z3 j d � e � f > 1;mcm(d; e) = mcm(d; f) = mcm(e; f)j(q � 1)g;ZIV := fd 2 Z j dj(q � 1); d > 1g:
3 �Orbites de n-conjunts de P2 per l'acci�o de PGL3Sigui p un nombre primer, q una pot�encia de p i k = Fq un cos �nit amb q elements.Una altra vegada, denotem el grup PGL3(Fq) simplement per �. Sigui

X := �P2(Fq)n �
el conjunt dels n-subconjunts de P2(Fq). Els elements de X s�on fam��lies no-ordenadesfP1; : : : ; Png de n punts diferents de P2(Fq).El nostre objectiu �es comptar el nombre d'�orbites del conjunt �nit X per l'acci�ode �. Despr�es dels c�alculs de la secci�o 1, per aplicar la f�ormula (2) nom�es necessitem
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comptar jX
j per a cada 
 2 C. Com que qualsevol element de X
 �es una uni�odisjunta d'�orbites pel subgrup c��clic generat per 
, queda clar que jX
j dep�en nom�esdel subtipus de 
. Aix��, aquests cardinals s'haurien d'expressar nom�es en termesdels invariants que determinen el tipus de cicle.Hem vist a la secci�o 2 que nom�es les rectes L1, L2, L3 poden ser les rectesinvariants d'exponent menor que m(
) dels diferents elements 
 2 C. Segons ellema 2.14, una estrat�egia general per comptar jX
j �es pensar que els n punts estandistribu��ts en un cert nombre s de punts �xos de 
, certs nombres s1 i/o s2 i/o s3d'�orbites dins L1, L2, L3 i un cert nombre s0 d'�orbites que no intersecten aquestesrectes. Aix��, considerem particions de n del tipus:
n = s+Xi sidi + s0m;

on di s�on els possibles exponents de Li i hem de comptar per a cada valor de s, si is0 el nombre de tries possibles d'aquestes �orbites. Obtenim:Lema 3.1. Sigui 
 un element de � d'ordre m. Denotem el cardinal jX
j respec-tivament per xI(m), xII(m; d), xIII(d; e; f), x0IV (d), x00IV (d), xV , x0V , x1, segons lasubfam��lia de C (descrita a la secci�o 2) a la qual la classe de conjugaci�o de 
 pertany.Amb el conveni que �ab� = 0 si a o b no s�on enters o b �es negatiu, tenim:
xI(m) = � (q2 + q + 1)=mn=m � :

xII(m; d) = 1Xs=0
(q+1)=dXs1=0

�(q + 1)=ds1 �� (q2 � 1)=m(n� ds1 � s)=m� ;
xIII(d; e; f) = 3Xs=0

(q�1)=dXs1=0
(q�1)=eXs2=0

(q�1)=fXs3=0�3s��(q � 1)=ds1 ��(q � 1)=es2 ��(q � 1)=fs3 �� (q � 1)2=m(n� ds1 � es2 � fs3 � s)=m� ;on m = mcm(d; e) = mcm(d; f) = mcm(e; f).
x0IV (d) = q+2Xs=0

�q + 2s ��(q2 � 1)=d(n� s)=d� :
x00IV (d) = 2Xs=0

q=pXs1=0
(q�1)=dXs2=0

�2s��q=ps1 ��(q � 1)=ds2 �� (q2 � q)=pd(n� ps1 � ds2 � s)=pd� :
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xV = q+1Xs=0
�q + 1s �� q2=p(n� s)=p�

x0V =
8>>>>><>>>>>:
P1s=0�(q2 + q)=p(n� s)=p� ; si p > 2;
P1s=0Pq=2s1=0�q=2s1 �� q2=4(n� 2s1 � s)=4� ; si p = 2:

x1 = jX j = �q2 + q + 1n � : �

Remarca 3.2. Quan una recta invariant L1, L2 or L3 t�e exponent m �es possiblesimpli�car aquestes f�ormules, simplement ignorant la recta i pensant que els seuspunts es comporten com un punt general (com f�eiem amb les altres rectes invariantsen els casos IV 0 i V ). Tenim, per exemple,
xII(m;m) = 1Xs=0

�(q2 + q)=m(n� s)=m� ;
xIII(m;m;m) = 3Xs=0

�3s��(q2 + q � 2)=m(n� s)=m �

xIII(m;m; f) = 3Xs=0
(q�1)=fXs1=0

�3s��(q � 1)=fs1 �� (q2 � 1)=m(n� fs1 � s)=m� :
Ara ja som capa�cos d'escriure una f�ormula expl��cita per a T2(n) = j�nnX j:
T2(n) = X
2CI jX
jj�
j +

X
2CII jX
jj�
j +
X
2CIII jX
jj�
j +

X
2CIV jX
jj�
j +
X
2CV jX
jj�
j ; (10)

on, X
2CI jX
jj�
j =
Xm2ZI NI(m)xI(m);
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X
2CII jX
jj�
j = X(m;d)2ZII NII(m; d)xII(m; d);X
2CIII jX
jj�
j = X(d;e;f)2ZIII NIII(d; e; f)xIII(d; e; f);X
2CIV jX
jj�
j = Xd2ZIV (N 0IV (d)x0IV (d) +N 00IV (d)x00IV (d));X
2CV jX
jj�
j = NV xV +N 0V x0V +N1x1:
Tot i que la f�ormula sembla molt enrevessada, proporciona per a cada valor den una expressi�o expl��cita de T2(n) com a polinomi en q amb coe�cients racionals.Aquesta �es una difer�encia essencial respecte dels altres m�etodes que podem trobara la literatura per comptar aquests nombres, com per exemple els de [BFKWZ98],[Fri97], [Fri98], on per obtenir taules per a aquests nombres necessiten �xar el valorde q. A la secci�o seg�uent explicitarem la f�ormula per a n = 7.D'altra banda, aquesta f�ormula d�ona el valor de j�nnX j per a qualsevol acci�ode � sobre un conjunt X amb la propietat que els cardinals jX
j depenen nom�esdel subtipus de 
. Aix�o passa en molts exemples. A la secci�o 3.2 desenvoluparemalguns exemples que donen lloc a f�ormules per al nombre de classes d'isometria dediferents fam��lies de codis de dimensi�o tres.

3.1 Enumeraci�o de les con�guracions de 7 punts del plaVolem explicitar la f�ormula (10) per a n = 7. Obtindrem, doncs, el nombre decon�guracions de 7 punts del pla, identi�cant les con�guracions que difereixen enun automor�sme del pla. Procedirem de manera independent per a cada tipus.D'ara endavant convindrem en denotar, per a enters arbitraris d; N :
[x]djN = 8<: x; si djN;0; en cas contrari.

Tipus IRecordem que
ZI = fm 2 Z j mjq2 + q + 1; m > 1g; NI(m) = '(m)3(q2 + q + 1) :
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Totes les �orbites de punts de P2 tenen cardinal m; per tant, nom�es el cas m = 7entra en joc i:
Xm2ZI NI(m)xI(m) = � '(7)3(q2 + q + 1) q2 + q + 17 �

7jq2+q+1 =
�27�7jq2+q+1

Tipus IIRecordem que ZII := f(de; d) 2 Z2 j dj(q + 1); d > 1; ej(q � 1); e � 1g,
NII(de; d) =

8>>>>>><>>>>>>:
'(d)'(e)2(q2 � 1) ; si d senar;
0; si d parell i ej q�12 ;'(d)'(e)q2 � 1 ; si d parell i e - q�12

Tota 
 d'aquest tipus t�e un �unic punt �x P i una recta invariant L d'exponentd, que no passa pel punt �x. Fora d'aquest punt i aquesta recta els punts tenen�orbites de cardinal m = de, amb ej(q � 1).

!!
!!

!!
!!

!!
!!

!!

�P
L

d
m = de

Veiem, doncs, que nom�es els casos d = 2; 3; 4; 5; 6; 7 entren en joc. Estudiem-losun per un. Abans, fem la seg�uent observaci�o:Lema 3.3. Si q �es senar, tenim:Xej(q�1); e-(q�1)=2'(e) = q � 12 :
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Dem. Xej(q�1); e-(q�1)=2'(e) = Xej(q�1)'(e)� Xej(q�1)=2'(e) = q � 1� q � 12 = q � 12 :
�

Suposem d = 7. Si e = 1, totes les �orbites de tots els punts del pla, tret del punt�x, tenen cardinal 7. Si e > 1, els nostres 7 punts han de formar una �unica �orbitacontinguda a la recta L. Tenim doncs, una contribuci�o a la suma (10) de:
3q2 � 1

24q2 + q7 + Xej(q�1);e>1'(e)q + 17
357jq+1 =

�67�7jq+1 :Suposem d = 6. Com que d �es parell i dj(q + 1), for�cosament q �es senar inecess�ariament e > 1 per a tot enter ej(q � 1), e - (q � 1)=2. Per tant, els nostres7-conjunts del pla 
-invariants han de contenir el punt �x P i sis punts han depert�anyer a la recta invariant L. Per tant, aquest cas contribueix a la suma (10) en:
'(6)q2 � 1 Xej(q�1); e-(q�1)=2'(e)q + 16 = �16�6jq+1 :

En els casos d = 5; 4 no poden haver 7-conjunts 
-invariants. Suposem d =3. Tots els 7-conjunts invariants consten del punt �x P i un 6-conjunt invariant.Separem el recompte en tres casos: quan e = 1 tots els punts del pla, tret de P ,s'agrupen en tripletes invariants; quan e = 2 cal comptar els 6-conjunts invariantsde punts fora de la recta L; �nalment en el cas e � 2 comptem tamb�e totes lespossibles parelles de tripletes invariants dins de la recta L. En total, la contribuci�oa (10) �es:
1q2 � 1

24�(q2 + q)=32 �+ �q2 � 16 �
2jq�1 + Xej(q�1); e>1'(e)

�(q + 1)=32 �353jq+1 =
= �q2 + 3q � 418 �

3jq+1 +
�16�3jq+1; p>2 :Finalment, si d = 2 tornem a tenir e parell, e � 2, com en el cas d = 6. El casgen�eric �es comptar tres �orbites de cardinal 2 dins de la recta L i en el cas e = 2 (que
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nom�es es pot donar si 4j(q+1)) tenim la contribuci�o extra dels 6-conjunts invariantsformats per una quarteta invariant fora de la recta L i un parell invariant dins deL. En total,
1q2 � 1

24 Xej(q�1); e-(q�1)=2'(e)
�(q + 1)=23 �+ �q2 � 14 � q + 12 �

4jq+1
352jq+1 =

= �(q � 1)(q � 3)96 �
2jq+1 +

�q + 18 �
4jq+1 :

Tipus IIIRecordem que
ZIII := f(d; e; f) 2 Z3 j d � e � f > 1;m := mcm(d; e) = mcm(d; f) = mcm(e; f)j(q � 1)g;

NIII(d; e; f) =
8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

'(m) (m)6(q � 1)2 ; si d = e = f = m;
'(m)'(h) (H)2(q � 1)2 ; if d = e = m > f;
'(m)'(h) (H)(q � 1)2 ; if d > e > f;

Recordem tamb�e la disposici�o de les tres rectes invariants amb exponents res-pectius d; e; f
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En aquest cas tenim necess�ariament: fd; e; fg\f2; 3; 4; 5; 6; 7g 6= ;. Distingimdiversos casos. Hi ha un recompte que es repeteix diverses vegades i que val la penadiscutir en general.Lema 3.4. Sigui ` un nombre primer i denotem per ZÌII el conjunt de tripletes(d; e; f) 2 ZIII tals, que ` 2 fd; e; fg per�o (d; e; f) 6= (`; `; `). Aleshores,X
(d;e;f)2ZÌII NIII(d; e; f) = �'(`)(q � 1� `)2(q � 1)2 �

`jq�1 :
Dem. Posem q � 1 = `tQ, amb ` - Q i m = `rF , amb r � t, F jQ. Les tripletes(d; e; f) que pertanyen a ZÌII s�on:

r (d; e; f) F def=m2 NIII(d; e; f)
r = 1 (`; F; `F ) F > 1 1 '(`F )(q � 1)2
r = 1 (`; `F; `F ) F > 1 ` = H '(`F ) (`)2(q � 1)2
r > 1 (`; `rF; `rF ) F � 1 ` = h '(`rF )'(`)2(q � 1)2

Taula 2

Notem que: NIII(`; F; `F ) + NIII(`; `F; `F ) = '(`)'(F )`2(q � 1)2 . Per tant, separant elssumands que corresponen a r = 1 (on caldr�a restar de la suma general el sumandcorresponent a F = 1) dels de r > 1 tenim:
X

(d;e;f)2ZÌII NIII(d; e; f) = '(`)2(q � 1)2
24�`+XF jQ '(F )

 `+ tXr=2 '(`r)
!35`jq�1 =

= '(`)2(q � 1)2 ��`+Q �`+ `t � 1� '(`)��`jq�1 = '(`)(q � 1� `)2(q � 1)2 :
�
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Suposem que un dels tres divisors d �o e �o f val 7. En el cas d = e = f = 7,tenim m = 7 i tots els punts del pla, excepte els 3 punts �xos, s'agrupen en 7-�orbitesinvariants. La contribuci�o a la suma (10) d'aquest cas �es:� 5(q � 1)2 � q2 + q � 27 �
7jq�1 =

�5(q + 2)7(q � 1)�7jq�1 :En la resta dels casos, re
ectits a la Taula 2 prenent ` = 7, tenim m > 7 i hiha una �unica recta d'exponent 7. Comptarem nom�es la contribuci�o dels 7-conjuntscontinguts en aquesta recta d'exponent 7.1 Pel lema 3.4, com que xIII(d; e; f) =(q � 1)=7 en tots aquests casos, tenim una contribuci�o a la suma (10) de:q � 17 � '(7)(q � 8)2(q � 1)2 = �3(q � 8)7(q � 1)�7jq�1 :Suposem ara que un dels tres divisors d �o e �o f val 6. Posem q � 1 = 2t3uQ,amb (6; Q) = 1 i m = 2r3sF , amb 0 < r � t, 0 < s � u, F jQ.Com abans, distingim els casos (6; 6; 3) i (6; 3; 2) com a especials, ja que forad'aquests casos els 7-conjunts invariants hauran de tenir 6 punts en una mateixarecta d'exponent 6.En el cas (6; 3; 2) tenim m = 6, def=m2 = 1, NIII(6; 3; 2) = 2=(q � 1)2. Totsels punts del pla s'agrupen en 6-�orbites, excepte els 2q+1 punts que pertanyen a lareuni�o de les dues rectes d'exponent 2 i 3. Considerem nom�es 7-conjunts que con-tenen un dels tres punts �xos i una d'aquestes 6-�orbites, o b�e una tripleta invarianti dos parells invariants, o b�e una tripleta invariant, un parell invariant i dos punts�xos:2 2(q � 1)2 �3 q2 � q6 + q � 13 �(q � 1)=22 �+ 3 q � 13 � q � 12 �
6jq�1 =

= �q2 + 20q � 912(q � 1) �
6jq�1 :En el cas (6; 6; 3) tenim m = 6, def=m2 = H = 3, NIII(6; 6; 3) = 1=(q � 1)2.Tots els punts del pla, excepte els q + 2 formats per la recta d'exponent 3 i el punt�x exterior, s'agrupen en 6-�orbites. Comptem nom�es la contribuci�o dels 7-conjuntsformats per un punt �x i una d'aquestes 6-�orbites:2

1Per a (d; e; f) = (42; 7; 6); (35; 7; 5); (28; 7; 4); (21; 7; 3); (14; 7; 2), hi ha d'altres possibilitats
per als 7-conjunts invariants, que seran comptades m�es endavant en els casos 6; 5; 4; 3; 2 2 fd; e; fg
respectivament.

2La contribuci�o de dues tripletes a la recta d'exponent 3 i un punt �x ja la comptarem en el cas
3 2 fd; e; fg. La contribuci�o de dos parells invariants a la recta d'exponent 2 i tres punts �xos, o
b�e tres parells invariants i un punt �x, la comptarem en el cas 2 2 fd; e; fg.
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3(q � 1)2 �q2 � 16 �
6jq�1 =

� q + 12(q � 1)�6jq�1 :La resta de casos presenta les seg�uents possibilitats:
r; s (d; e; f) F def=m2 NIII(d; e; f)

r = s = 1 (6; F; 6F ) F > 1 1 2'(F )(q � 1)2
r = s = 1 (6; 2F; 6F ) F � 1 2 = H 0
r = s = 1 (6; 3F; 6F ) F > 1 3 = H 2'(F )(q � 1)2
r = s = 1 (6; 6F; 6F ) F � 1 6 = H 0
r = s = 1 (6; 2F; 3F ) F > 1 1 2'(F )(q � 1)2
r = 1; s > 1 (6; 3sF; 2 � 3sF ) F � 1 3 = h 2'(3sF )(q � 1)2
r = 1; s > 1 (6; 2 � 3sF; 2 � 3sF ) F � 1 6; H = 2; h = 3 0
r > 1; s = 1 (6; 2rF; 3 � 2rF ) F � 1 2 = h 2'(2rF )(q � 1)2
r > 1; s = 1 (6; 3 � 2rF; 3 � 2rF ) F � 1 6; H = 3; h = 2 '(2rF )(q � 1)2
r > 1; s > 1 (6; 2r3sF; 2r3sF ) F � 1 6 = h '(2r3sF )(q � 1)2

Taula 3
Cal avaluar la contribuci�o dels 7-conjunts que tenen un punt �x i una 6-�orbitacontinguda a l'�unica recta d'exponent 6. Sumant sobre tot r; s; F (i descomptantel sumand corresponent a r = s = F = 1) tenim:
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X(d;e;f)2Taula 3NIII(d; e; f) =
= 1(q � 1)2

0@�6 +XF jQ '(F )
 6 + uXs=2 2'(3s) +

tXr=2 3'(2r) + Xr; s�2'(2r3s)
!1A =

= 1(q � 1)2
0@�6 +Q0@6 + XDj2t3u; D 6=1;2;3;6'(D)1A1A = q � 7(q � 1)2 : (11)

Com que xIII(d; e; f) = 3(q � 1)=6 per a tots aquest tipus (el 3 que multiplicat�e en compte la variaci�o dels tres punts �xos), tenim una contribuci�o de:� q � 72(q � 1)�6jq�1 :El cas en que 5 2 fd; e; fg �es completament an�aleg al cas en que 7 2 fd; e; fg.En el cas (5; 5; 5) tenim m = 5 i una contribuci�o:
3 3'(5)6(q � 1)2 �q2 + q � 25 �

5jq�1 =
�6(q + 2)5(q � 1)�5jq�1 :En la resta de casos hi ha una �unica recta invariant d'exponent 5 i compteml'aportaci�o els 7-conjunts invariants que tenen 2 punts �xos i 5 punts invariants enaquesta recta d'exponent 5. Pel lema 3.4 tenim una contribuci�o de:�6(q � 6)5(q � 1)�5jq�1 :Per a (35; 7; 5) i (30; 6; 5) hi ha altres possibilitats per als 7-conjunts, que ja hanestat comptades en els casos anteriors. Per a (20; 5; 4), (15; 5; 3) i (10; 5; 2) hi hatamb�e altres possibilitats: 4-conjunts o 6-conjunts invariants a la recta d'exponentmenor que 5 completats amb punts �xos, que seran comptades m�es endavant. Enel cas excepcional (10; 5; 2) es pot donar a m�es a m�es la possibilitat d'un 5-conjuntinvariant i un 2-conjunt invariant. Per considerar aquesta contribuci�o cal afegir alstermes calculats: '(10)(q � 1)2 �q � 15 � q � 12 �

10jq�1 =
�25�10jq�1 :Suposem ara 4 2 fd; e; fg. Posem q � 1 = 2tQ, Q senar, t � 2, m = 2rF , F jQ,t � r � 2. Distingim, el cas (4; 4; 2) de la resta de casos, que s�on:
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r (d; e; f) F def=m2 NIII(d; e; f)
r = 2 (4; F; 4F ) F > 1 1 2'(F )(q � 1)2
r = 2 (4; 2F; 4F ) F > 1 2 = h 2'(F )(q � 1)2
r = 2 (4; 4F; 4F ) F � 1 4 = H 0
r > 2 (4; 2rF; 2rF ) F � 1 4 = h '(2rF )(q � 1)2

Taula 4
En el cas (4; 4; 2), es t�e:m = 4; def=m2 = 2 = h; NIII(4; 4; 2) = 1=(q � 1)2:Tots els punts fora de la recta d'exponent 2 i el punt �x exterior s'agrupenen 4-conjunts invariants. Comptem la contribuci�o dels 7-conjunts formats per und'aquests 4-conjunts i 3 punts �xos, o b�e un punt �x, un parell invariant a la rectad'exponent 2 i un dels 4-conjunts invariants:3

1(q � 1)2 �q2 � 14 + 3 q2 � 14 � q � 12 �
4jq�1 = 1q � 1 �3q2 + 2q � 18 �

4jq�1 :En la resta de casos els 7-conjunts invariants consten d'una quarteta invariantcontinguda a l'�unica recta d'exponent 4, i els tres punts �xos. La contribuci�o �es:
X(d;e;f)2Taula 4NIII(d; e; f) q � 14 =
1(q � 1)2 � q � 14

24�4 +XF jQ '(F )
 4 + tXr=3 '(2r)

!354jq�1 =
� q � 54(q � 1)�4jq�1 : (12)

3La contribuci�o de tres parells invariants i un punt �x, o dos parells invariants i tres punts �xos
ser�a comptada dins del cas 2 2 fd; e; fg.
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Ens queda el cas (12; 4; 3), on tamb�e poden haver 7-conjunts invariants partitsen una tripleta i una quarteta invariant. Cal afegir als termes calculats �ns ara:'(12)(q � 1)2 �q � 14 � q � 13 �
12jq�1 =

�13�12jq�1 :Anem pel cas 3 2 fd; e; fg. Comptem la contribuci�o del cas (3; 3; 3) apart:
3 13(q � 1)2 ��(q2 + q � 2)=32 ��

3jq�1 =
�(q3 + 3q2 � 3q � 10)18(q � 1) �

3jq�1 :I comptem els casos en que considerem dues tripletes invariants dins de la mateixarecta d'exponent 3 i un punt �x. Pel lema 3.4 aix�o representa una contribuci�o de:
3 q � 4(q � 1)2 ��(q � 1)=32 ��

3jq�1 =
� (q � 4)26(q � 1)�3jq�1 :Finalment, considerem el cas 2 2 fd; e; fg. Com que NIII(2; 2; 2) = 0, elcas (2; 2; 2) no aporta res. En la resta de casos es t�e m > 2 i hi ha una �unicarecta invariant d'exponent 2. La contribuci�o de diverses possibilitats dels casos(14; 7; 2); (6; 6; 2); (10; 5; 2); (4; 4; 2); (6; 3; 2) ja s'han comptat; l'�unica aportaci�o quequeda per comptar �es la de tres parells invariants a la recta d'exponent 2 i un punt�x, o b�e dos parells invariants en aquesta recta i 3 punts �xos. Pel lema 3.4 contri-bueixen amb:

q � 32(q � 1)2 �3 �(q � 1)=23 �+ �(q � 1)=22 ��
2jq�1 =

� (q � 3)332(q � 1)�2jq�1 :
Tipus IVRecordem que ZIV = fd 2 Z j dj(q � 1); d > 1g,

N 0IV (d) = '(d)q(q � 1)2(q + 1) ; N 00IV (d) = '(d)q(q � 1) :Pel tipus IV 0 tenim una recta L de punts �xos i un punt exterior P tamb�e �x.Fora d'aquests q + 2 punts �xos totes les �orbites tenen cardinal m = d.
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!!
!!

!!
!!

!!
!!

!!

�P
Lm = d

Per a qualsevol d 2 ZIV tenim la possibilitat de considerar 7 punts �xos. Aix�ocontribueix amb:
1q(q � 1)2(q + 1)

0@ Xdjq�1; d>1'(d)
�q + 27 �1A = (q � 2)2(q + 2)(q � 3)(q � 4)7!(q � 1) :

Fora d'aquesta situaci�o tenim for�cosament d 2 f2; 3; 4; 5; 6; 7g. En els casosd = 7; 6; 5; 4 podem considerar una d-tupla invariant fora de L [ fPg i la restade punts �xos. En el cas d = 3 podem considerar 1 o 2 tripletes invariants forade L [ fPg i en el cas d = 2 podem considerar 1 o 2 o 3 parells invariants fora deL [ fPg. En total tenim la contribuci�o de:
1q(q � 1)2(q + 1)

 '(7) �(q2 � 1)7 �
7jq�1 + '(6) �(q2 � 1)6 (q + 2)�6jq�1+

+ '(5) �(q2 � 1)5 �q + 22 ��
5jq�1 + '(4) �(q2 � 1)4 �q + 23 ��

4jq�1+
+ '(3) �(q2 � 1)3 �q + 24 �+ �(q2 � 1)=32 � (q + 2)�3jq�1+

+ ��(q2 � 1)=23 � (q + 2) + �(q2 � 1)=22 ��q + 23 �+ q2 � 12 �q + 25 ��
2jq�1

! =
= 1q(q � 1)

 �67�7jq�1 +
�q + 23 �

6jq�1 +
�2(q + 2)(q + 1)5 �

5jq�1+
36



+ �(q + 2)(q + 1)q12 �
4jq�1 +

�(q + 2)(q3 + 4q2 � q � 16)36 �
3jq�1+

+ �(q + 2)(q + 1)q(q � 1)(q � 2)240 �
2jq�1

! :
Pel tipus IV 00 tenim dues rectes invariants, Ld; Lp, d'exponents respectius d; p.El punt Q d'intersecci�o �es un punt �x i la recta Ld t�e encara una altre punt �x P .Fora d'aquestes dues rectes totes les �orbites tenen cardinal m = pd.

!!
!!

!!
!!

!!
!!

!!

�P
�Qm = pd
p

d

Considerem com a contribuci�o gen�erica la que aporten els 7-conjunts contingutsa la recta d'exponent d 2 f2; 3; 5; 6; 7g.
1q(q � 1)

 '(7) �q � 17 �
7jq�1 + 2'(6) �q � 16 �

6jq�1 + '(5) �q � 15 �
5jq�1+

+2'(3) ��(q � 1)=32 ��
3jq�1 + 2'(2) ��(q � 1)=23 ��

2jq�1
! =

= 1q
 �67�7jq�1+

�23�6jq�1+
�45�5jq�1+

�2(q � 4)9 �
3jq�1+

�(q � 3)(q � 5)24 �
2jq�1

! :
Les altres possibilitats corresponent a valors molt concrets de la caracter��stica:p 2 f2; 3; 5; 7g. Per a cada valor de p comptem la contribuci�o del 7-conjuntscontinguts a Lp [ fPg, repetida per a tot valor de d 2 ZIV :
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1q(q � 1) Xdjq�1;d>1'(d)
 hq7i7jq + hq5i5jq + 2 ��q=32 ��3jq + 2 ��q=23 ��2jq

! =
= q � 2q � 1

 �17�7jq +
�15�5jq +

�q � 39 �
3jq +

�(q � 2)(q � 4)24 �
2jq
! :

Finalment, comptem la contribuci�o del 7-conjunts que tenen �orbites invariantsde les dues rectes i els que consten d'un punt �x i una 6-�orbita invariant fora de lesdues rectes (en aquest cas necess�ariament d = 2; p = 3 �o d = 3; p = 2).
1q(q � 1)

 �q5 � q � 12 �
5jq +

+ '(4) �q3 � q � 14 �
3jq; 4jq�1 +

�q3 � �(q + 1)=22 �+ 2 q2 � q6 �
3jq +

+'(5) �q2 � q � 15 �
2jq; 5jq�1+ '(3) �q � 13 �q=22 �+ q2 � q � 13 + 2 q2 � q6 �

2jq; 3jq�1
! =

= � 110�5jq +
�16�3jq; 4jq�1 +

�q + 924 �
3jq +

�25�2jq; 5jq�1 +
�q + 1012 �

2jq; 3jq�1 :
Tipus VRecordem que:

NV = 1q3(q � 1) ; N 0V = 1q2 ; N1 = 1q3(q � 1)2(q2 + q + 1)(q + 1) :Per a 
V tenim una recta L de punts �xos i fora d'ella les �orbites invariants tenentotes cardinal m = p. Tenim doncs una contribuci�o gen�erica de:1q3(q � 1) �q + 17 � = (q + 1)(q � 2)(q � 3)(q � 4)(q � 5)5040 q2 ;
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aportada pels 7-conjunts formats ��ntegrament per punts �xos, i una contribuci�o queser�a espec���ca de caracter��stiques petites, p 2 f2; 3; 5; 7g:
1q3(q � 1)

 �q27 �7jq +
�q25 � �q + 12 ��

5jq +
�q23 � �q + 14 �+ �q2=32 � (q + 1)�3jq +

+ �q22 � �q + 15 �+ �q2=22 ��q + 13 �+ �q2=23 � (q + 1)�2jq
! =

= 1q(q � 1)
 �17�7jq +

�(q + 1)q10 �
5jq +

�(q + 1)(q3 + q2 + 2q � 12)72 �
3jq +

+ �(q + 1)(11q4 � 11q3 � 29q2 + 4q + 40)240 �
2jq
! :

Per a 
0V tenim una recta invariant L d'exponent p, que cont�e un �unic punt �xP . Fora d'ella les �orbites invariants tenen totes cardinal m = p, si p > 2 i m = 4, sip = 2. Si p > 2, tenim doncs q2+ q punts agrupats en �orbites invariants de cardinalp, que contribueixen en:
1q2
 �q2 + q7 �

7jq +
��(q2 + q)=32 ��

3jq
! = �q + 17q �

7jq +
�(q + 1)(q2 + q � 3)18q �

3jq :Per a p = 2 tenim, en canvi,1q2 �q24 � q2 + �q=23 ��2jq =
�7q2 � 6q + 8)48q �

2jq :Finalment, la contribuci�o de 
 = 1 �es:
N1�q2 + q + 17 � = (q2 + q + 1)(q + 2)(q2 + q � 3)(q2 + q � 4)(q2 + q � 5)5040 q2(q � 1) :
La suma de totes les contribucions de tots els tipus d�ona com a resultat, per an = 7 i p = 2:
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T2(7) = q6 + 7q5 + 9q4 + 183q3 + 632q2 � 364q + 13445040 +
+ [q2 + 18q + 2036 ]3jq�1 + [165 ]5jq�1 + [67]7jq�1;mentre que per a n = 7 i p > 2 tenim:

T2(7) = q6 + 7q5 + 9q4 + 183q3 + 1157q2 + 56q � 2015040 + [q2 + 10q � 1572 ]3jq+
+ [q2 + 18q + 7736 ]3jq�1 + [4q + 1312 ]4jq�1 + [13]12jq�1 + [16]12jq�9+

+ [165 ]5jq�1 + [25]5jq + [87]7jq�1 + [67]7jq+1 + [27]7jq + [27]7jq2+q+1:
3.2 Classes d'isometria de codis de dimensi�o tresRemetem a [BFKWZ98, 3.2, 3.3] per a les motivacions que porten a la consideraci�o dediferents fam��lies de codis injectius de longitud n sense coordenades universalmentnul.les. La Taula 5 recull la nostra notaci�o per al nombre de classes d'isometriad'aquestes fam��lies de codis, i la seva connexi�o amb el nombre d'�orbites de � quanactua sobre diferents conjunts de fam��lies de punts del pla projectiu (cf. loc. cit.).

Codis injectius de longitud n
dimensi�o � 3 T2(n) = j�nnX j X = conjunt de n-subconjunts de P2(Fq)
dimensi�o 3 S2(n) = j�nnYj Y = conjunt de n-subconjunts de P2(Fq)no continguts a cap rectadimensi�o 3indecomponibles R2(n) = j�nnZj Z = conjunt de n-subconjunts de P2(Fq)no continguts a la uni�o de recta i punt

Taula 5
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An�alogament, T 2(n), S2(n), R2(n) denoten el nombre de classes d'isometria decodis que satisfan les respectives condicions descrites a la taula, per�o oblidant lacondici�o d'injectivitat. Aquestes classes d'isometria es poden expressar com j�nnX j,considerant que X sigui el conjunt dels n-multiconjunts de P2(Fq), resp. no contin-guts a cap recta, resp. no continguts a la uni�o d'una recta i un punt.A (10) hem trobat una f�ormula expl��cita per a T2(n). En aquesta f�ormula, elsconjunts ZI , ZII , ZIII , ZIV i els nombres NI(m), NII(m; d), NIII(d; e; f), N 0IV (d),N 00IV (d), NV , N 0V , N1 s�on universals; �es a dir, depenen nom�es de l'acci�o de � sobreP2(Fq) i no sobre el conjunt particular X que consider�avem.Denotem per un moment X = �� P2(Fq)n �� el conjunt dels n-multiconjunts deP2(Fq). Clarament, un multiconjunt �xat per un cert 
 2 � �es una uni�o disjuntade 
-�orbites de punts de P2(Fq), permetent repeticions d'�orbites. Aix��, jX
j dep�ennom�es del subtipus de 
 i es pot calcular amb exactament les mateixes f�ormulesdel lema 3.1 reempla�cant a tot arreu els coe�cients binomials �nr� per coe�cients
multinomials �� nr ��. D'aquesta manera tamb�e obtenim un c�alcul expl��cit de T 2(n).De la mateixa manera, tan aviat com siguem capaos de calcular els cardinalsjY
j, jZ
j, la f�ormula (10) ens donar�a un c�alcul expl��cit de S2(n), R2(n), i nom�esreempla�cant coe�cients binomials per coe�cients multinomials, la mateixa expressi�oens donar�a f�ormules per a S2(n), R2(n).Clarament, tenim S2(n) = T2(n)� T1(n). Una f�ormula expl��cita per a T1(n) vaser trobada a [LN99]; aix��, juntant-la amb el c�alcul de T2(n) fet a la secci�o 3, ser��emcapa�cos d'escriure una f�ormula per a S2(n). Tanmateix, per exempli�car el car�acteruniversal de la f�ormula (10) obtindrem el valor de S2(n) calculant jY
j. De fet, �estrivial calcular jY
j i jZ
j despr�es del lema 3.1 i l'observaci�o seg�uent, que �es evident:Lema 3.5. Sigui X el conjunt dels n-subconjunts de P2(Fq) i sigui x 2 X
 un n-subconjunt invariant per un cert 
 2 �. Siguin L una recta i Q un punt de P2(Fq).Aleshores,(a) Si x � L i n > 1, aleshores L �es una recta 
-invariant.(b) Si x � L [ fQg, x * L i n > 3, aleshores L �es una recta 
-invariant i Q �esun punt �x de 
. �Corol.lari 3.6. Sigui X , Y, Z com a la Taula 5, amb n > 3. Per a tot 
 2 �denotem el cardinal jX
j respectivament per xI(m), xII(m; d), xIII(d; e; f), x0IV (d),x00IV (d), xV , x0V , x1, com f�eiem al lema 3.1. Amb una notaci�o similar per a jY
j,jZ
j i el conveni que �ab� = 0 si a o b no s�on enters o b �es negatiu, tenim:

zI(m) = yI(m) = xI(m);
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yII(m; d) = xII(m; d)� �(q + 1)=dn=d � ; zII(m; d) = yII(m; d)� �(q + 1)=d(n� 1)=d�
yIII(d; e; f) = xIII(d; e; f)� 2Xs=0

�2s���(q � 1)=d(n� s)=d�+ �(q � 1)=e(n� s)=e�+ �(q � 1)=f(n� s)=f�� ;
zIII(d; e; f) = yIII(d; e; f)� 2Xs=0�2s��� (q � 1)=d(n� 1� s)=d�+ � (q � 1)=e(n� 1� s)=e�+ � (q � 1)=f(n� 1� s)=f�� ;
y0IV (d) = x0IV (d)� �q + 1n �� (q + 1) 2Xs=0

�2s��(q � 1)=d(n� s)=d� ;
z0IV (d) = y0IV (d)� �q + 1n� 1�� q(q + 1) 2Xs=0

�2s�� (q � 1)=d(n� 1� s)=d� ;
y00IV (d) = x00IV (d)� 2Xs=0

�2s��(q � 1)=d(n� s)=d�� 1Xs=0
� q=p(n� s)=p� ;

z00IV (d) = y00IV (d)� 1Xs=0
� q=p(n� 1� s)=p� ;

yV = xV � �q + 1n �� q 1Xs=0
� q=p(n� s)=p� ; zV = yV � q 1Xs=0

� q=p(n� 1� s)=p� ;
z0V = y0V = x0V � 1Xs=0

� q=p(n� s)=p� ;
y1 = x1 � (q2 + q + 1)�q + 1n � ; z1 = y1 � (q2 + q + 1)q2�q + 1n� 1� :Dem. Despr�es del lema 3.5, nom�es hem de descomptar de jX
j el nombre de n-subconjunts 
-invariants continguts a una recta invariant i els continguts a la uni�od'una recta invariant i un punt �x. Una ullada a la Taula 1 clari�ca tots els c�alculs.

�

Obtenim de (10) un c�alcul expl��cit de S2(n) i R2(n). Com abans, per a qualsevolvalor donat de n, �es possible obtenir una expressi�o expl��cita d'aquests valors com a
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polinomi en q amb coe�cients racionals. Per exemple, petits retocs als c�alculs de lasecci�o 3.1 permeten obtenir, per a n = 7 i p = 2:
S2(7) = q6 + 7q5 + 8q4 + 197q3 + 456q2 + 420q + 3845040 + [q2 + 14q + 3636 ]3jq�1+

+ [145 ]5jq�1 + [37]7jq�1;
R2(7) = q6 + 7q5 + 8q4 + 190q3 + 414q2 + 588q + 2725040 + [q2 + 14q + 4036 ]3jq�1+

+ [2]5jq�1 + [37]7jq�1;i per a n = 7, p > 2:
S2(7) = q6 + 7q5 + 8q4 + 197q3 + 981q2 + 1050q � 18965040 + [q2 + 6q � 372 ]3jq+

+ [q2 + 14q + 8136 ]3jq�1 + [4q + 1312 ]4jq�1 + [13]12jq�1 + [16]12jq�9+
+ [145 ]5jq�1 + [25]5jq + [57]7jq�1 + [37]7jq+1 + [17]7jq + [27]7jq2+q+1;

R2(7) = q6 + 7q5 + 8q4 + 190q3 + 939q2 + 903q � 20085040 + [q2 + 6q + 1372 ]3jq+
+ [q2 + 14q + 8536 ]3jq�1 + [2q + 56 ]4jq�1 + [13]12jq�1 + [16]12jq�9+

+ [2]5jq�1 + [15]5jq + [57]7jq�1 + [37]7jq+1 + [17]7jq + [27]7jq2+q+1:
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Cap��tol 2

La varietat de n-conjunts d'una varietat
A m�es de proporcionar una representaci�o geom�etrica de la teoria de codis line-als, els n-conjunts d'espais projectius tenen un estret lligam amb d'altres objectesgeom�etrics interessants. L'estudi d'aquests n-conjunts i els seus espais de moduliha estat objecte de l'atenci�o de la geometria algebraica des de les seves etapes m�escl�assiques. Destaquen les contribucions d'A. Coble a principis del segle passat. A[DO88] es pot trobar una extensa bibliogra�a sobre aquests treballs i una revisi�odels mateixos en clau moderna. Centrant-nos en alguns dels casos m�es senzills, �esben sabut que, sobre un cos algebraicament tancat, els n-conjunts de P1 classi�-quen corbes hiperel.l��ptiques [DO88, Cap. VIII], i els 7-conjunts del pla classi�quencorbes no hiperel.l��ptiques de g�enere 3 dotades d'una estructura de 2-nivell [DO88,Cap. IX].Si ens interessem per les propietats aritm�etiques dels objectes geom�etrics in-volucrats amb els n-conjunts, caldr�a preocupar-se per la racionalitat d'aquests n-conjunts, �es a dir, pel fet que el n-conjunt estigui de�nit sobre un determinat cos,que no ser�a necess�ariament algebraicament tancat. Per exemple, suposem que k �esun cos perfecte i tenim un n-conjunt fa1; : : : ; ang de A1(k); aquest n-conjunt est�ade�nit sobre k (o, equivalentment, el n-conjunt �es k-racional) si:

f�(a1); : : : ; �(an)g = fa1; : : : ; ang; 8� 2 Gal(k=k);de manera que per a cada membre ai del n-conjunt tota l'�orbita de ai per l'acci�odel grup de galois ha d'estar continguda tamb�e al n-conjunt. Evidentment, els n-conjunts formats ��ntegrament per elements a1; : : : ; an 2 k s�on k-de�nits, per�o s�onun tipus molt particular de n-conjunts k-de�nits.Per exemple, la f�ormula per a T n2 obtinguda a [LN99] compta n-conjunts deP1(k) classi�cats per l'acci�o del grup lineal, on k �es un cos �nit. Si n �es parell ila caracter��stica de k �es senar, podem interpretar aquesta f�ormula (essencialment)com un recompte de classes de k-isomor�sme de corbes hiperel.l��ptiques de g�enereg = (n�2)=2, que tinguin tots els punts de Weierstrass racionals; la corba associadaal n-conjunt fa1; : : : ; ang vindria donada per l'equaci�o plana de Weierstrass:
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y2 = (x� a1)(x� a2) � � � (x� an):Estem, doncs, lluny de tenir controlades totes les corbes hiperel.l��ptiques d'aquestg�enere, que vindran donades per equacions de la forma:
y2 = f(x);on f(x) �es un polinomi separable arbitrari de grau n amb coe�cients a k. Treballantamb n-conjunts de punts k-de�nits nom�es estem considerant corbes amb la propietat(molt particular) que el polinomi f(x) descompon completament a k. A l'article[LMNX02] es va calcular el nombre de n-conjunts k-racionals de P1 classi�cats perl'acci�o del grup lineal, obtenint d'aquesta manera el veritable nombre total de classesde k-isomor�sme de corbes hiperel.l��ptiques de g�enere �xat.Veiem, doncs, la necessitat d'estendre els c�alculs del cap��tol anterior al cas den-conjunts d'espais projectius que s�on racionals com a n-conjunt i no necess�ariamentpunt a punt. Separarem aquesta tasca en dues parts. En aquest cap��tol trobaremf�ormules pel nombre de n-conjunts racionals d'una varietat algebraica qualsevol, quefarem m�es expl��cites en el cas de subvarietats lineals d'espais a�ns i projectius. Enel cap��tol seg�uent estudiarem com comptar les �orbites d'aquests n-conjunts racionalssota l'acci�o del grup lineal.

4 Punts racionals de la varietat de n-conjuntsFixem un cos �nit k = Fq i una clausura algebraica k de k. Denotem per G =Gal(k=k) el grup de Galois absolut de k. El grup G �es isomorf al grup proc��clic Ẑ iest�a generat topol�ogicament (respecte de la topologia pro�nita) per l'automor�smede Frobenius: � : k �! k; �(x) = xq; 8x 2 k:Per a tot enter r � 1 denotem per kr = Fqr l'�unica extensi�o de grau r de k dins k.Considerem una varietat algebraica V de�nida sobre k. Denotem respectivamentper: �Vn� ; �� Vn �� ;
la varietat dels n-conjunts de punts de V i la varietat dels n-multiconjunts de puntsde V . Els punts d'aquestes varietats s�on fam��lies no-ordenades de n punts de V :
�Vn� (kr) = �V (k)n �Gal(k=kr) ; �� Vn �� (kr) = �� V (k)n ��Gal(k=kr) ; 8r � 1:
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La varietat �� Vn �� es pot identi�car a la varietat (V� n)� � � �V )=Sn, producte
sim�etric de V amb ella mateixa n vegades, i la varietat �Vn� es pot identi�car
amb l'obert de �� Vn �� format pels n-conjunts que no presenten repeticions. De
fet, �Vn� �es el lloc no-singular de �� Vn ��, ja que �es f�acil comprovar que una Sn-
�orbita de V� n)� � � �V �es singular en el quocient per l'acci�o de Sn si i nom�es si hi harepeticions entre els punts.En aquest cap��tol volem calcular el nombre de punts k-racionals d'aquestes duesvarietats. Denotem aquests nombres:
aV (n) := �����Vn� (k)���� = ������V (k)n �G����� ; �aV (n) := ������ Vn �� (k)���� = ������� V (k)n ��G����� :
Convindrem sempre en qu�e aV (0) = 1 = �aV (0).Veurem en primer lloc com aquests nombres aV (n); �aV (n) estan determinatsper la funci�o zeta Z(V=k; x) de V . Despr�es utilitzarem aquesta relaci�o per donarf�ormules expl��cites per a aV (n) per a V = AN ; PN i certes subvarietats seves.En alguns casos tamb�e calcularem la funci�o zeta de la varietat �Vn�.

Revisi�o de la funci�o zetaLa funci�o zeta de V=k �es una s�erie formal en una indeterminada:
Z(V=k; x) = exp Xr�1 Nrr xr

! ;
on Nr := Nr(V ) := jV (kr)j. Es tracta d'un objecte global que codi�ca la informaci�oque es pugui desprendre dels nombres Nr de punts racionals de V sobre les diferentsextensions de k.Aquesta s�erie, que d'entrada pertany a Q[[x]], t�e sempre coe�cients enters i admetuna expressi�o com a quocient de dos polinomis amb coe�cients enters.Veiem alguns exemples de funcions zeta. Per a V = AN , tenim Nr = qNr i:

log Z(AN=k; x) =Xr�1 (qNx)rr = � log(1� qNx);
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de manera que:
Z �AN=k; x� = 11� qNx:Amb el mateix raonament obtenim:

Z �(AN � f�g)=k; x� = 1� x1� qNx;
Z �PN=k; x� = 1(1� x)(1� qx) � � � (1� qNx) :De�nici�o 4.1. Donat P 2 V (k), denotem per:

OG(P ) = fP; �(P ); �2(P ); : : : g;l'�orbita de P sota l'acci�o del grup de Galois G.De�nim el grau del punt P com: deg(P ) = jOG(P )j. Equivalentment, deg(P ) �esel m��nim enter r tal que P 2 V (kr).Denotarem tamb�e:
br := 1r ��fP 2 V (k) j deg(P ) = rg�� = jfOG(P ) j deg(P ) = rgj :Les fam��lies fNrgr�1 i fbrgr�1 es determinen l'una a l'altra. Tenim clarament:

Nr =Xdjr d bd; (13)
i, per la f�ormula d'inversi�o de M�obius:

br = 1rXdjr �
�rd�Nd:

Aquestes relacions es poden englobar en una expressi�o de la funci�o zeta com aproducte in�nit:
Z(V=k) =Yd�1(1� xd)�bd : (14)

En efecte, prenent logaritmes als dos costats d'aquesta igualtat, veiem que equi-val a: Xr�1 Nrr xr = �Xd�1 bd log(1� xd) =Xd�1 bdXe�1 x
dee :
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Igualant els termes en xr, aquesta igualtat equival a (13). La identitat (14) permetdeduir immediatament que els coe�cients de Z(V=k; x) s�on tots enters. En efecte,recordem que, per a b enter positiu, tenim:
(1� x)�b = 1 + �� b1 ��x+ �� b2 ��x2 + � � �+ �� br ��xr + � � � ; (15)

on �� br �� = �b+ r � 1r � compta el nombre de combinacions amb repetici�o de bobjectes, agafats de r en r. La identitat (14) tamb�e permet expressar la funci�o zetad'una manera completament an�aloga a la funci�o zeta de Riemann (que �es la funci�ozeta de l'esquema Spec(Z)):
Z(V=k; x) = Yv2V (1� xdeg(v))�1;on ara els v 2 V s�on els punts tancats de V com a esquema.

La funci�o generadora dels aV (n); �aV (n)D'entrada, �es clar que aquests nombres aV (n); �aV (n) estan determinats per la funci�ozeta de V . En efecte, si pensem un n-conjunt o n-multiconjunt k-de�nit de V com auna reuni�o de diferents �orbites galoisianes de diferents graus, arribem a una expressi�oper a aV (n); �aV (n) que nom�es dep�en dels valors b1; b2; : : : ; bn:
aV (n) = Xr1+2r2+���+nrn=n

�b1r1��b2r2� : : :�bnrn� ; (16)
�aV (n) = Xr1+2r2+���+nrn=n

�� b1r1 ���� b2r2 �� : : :�� bnrn �� ; (17)
on 0 � ri representa el nombre de G-�orbites de grau i de cada n-conjunt o n-multiconjunt, i entenem que �biri� = 0 si ri > bi. Aquestes expressions no serveixencom a \f�ormules expl��cites" per als aV (n); �aV (n) perqu�e la seva avaluaci�o �es extre-mament ine�cient. De tota manera, ens fa veure que pot ser interesssant considerarles funcions generadores potencials:

fV (x) := 1 + aV (1)x+ aV (2)x2 + � � �+ aV (n)xn + � � � ;
�fV (x) := 1 + �aV (1)x+ �aV (2)x2 + � � �+ �aV (n)xn + � � � ;que permeten englobar (16), (17) per a tots els valors de n en identitats:
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fV (x) = (1 + x)b1(1 + x2)b2 � � � (1 + xr)br � � � ;
�fV (x) = (1� x)�b1(1� x2)�b2 � � � (1� xr)�br � � � ;les quals, tenint en compte (14), ens permeten deduir relacions que expressen d'unamanera prou satisfact�oria la depend�encia dels aV (n); �aV (n) respecte de la funci�ozeta de V :Teorema 4.2. Per a tota varietat k-de�nida V :

fV (x) = Z(V=k; x)=Z(V=k; x2); �fV (x) = Z(V=k; x):
En la resta del cap��tol ens limitem a aplicar aquest teorema per obtenir diferentsresultats sobre els aV (n). Per comen�car, deixem anotat el c�alcul expl��cit de fAN (x)i fPN (x), que se'n despr�en immediatament:

fAN (x) = 1� qNx21� qNx ; (18)
fPN (x) = (1� x2)(1� qx2) � � � (1� qNx2)(1� x)(1� qx) � � � (1� qNx) : (19)

A la secci�o 5 utilitzarem aquestes expressions per deduir f�ormules expl��cites perals aV (n) per a V = AN , PN i certes subvarietats seves.Una altra conseq�u�encia immediata del Teorema 4.2 �es el car�acter multiplicatiude fV (x) respecte d'unions disjuntes:Corol.lari 4.3. Sigui W � V una subvarietat (localment tancada) de V , tamb�ek-de�nida, i sigui U = V nW la subvarietat complement�aria. Aleshores:
fV (x) = fW (x)fU(x): (20)Dem. Tenim clarament Nr(V ) = Nr(W ) +Nr(U); 8r � 1, de manera que:

Z(V=k; x) = Z(W=k; x) Z(U=k; x);i l'a�rmaci�o es despr�en autom�aticament del Teorema 4.2. �

La relaci�o (20) es tradueix en:
aV (n) = nXe=0 aW (e)aU(n� e); (21)
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i aquesta relaci�o es podia haver dedu��t independentment del fet que, essent W k-de�nida, tenim, per a tot P 2 V (k):
OG(P ) \W 6= ; =) OG(P ) � W;i an�alogament per a U , de manera que tot n-conjunt G-invariant de V s'expressa demanera �unica com la reuni�o d'un determinat e-conjunt G-invariant W i un (n� e)-conjunt G-invariant de U :

fP1; : : : ; Png = (fP1; : : : ; Png \W ) [ (fP1; : : : ; Png \ U) :Podem utilitzar la relaci�o (20) per expressar fV (x) en termes de les funcionsgeneradores d'una estrati�caci�o de V ; per exemple:
fPN (x) = fAN (x) � fAN�1(x) � � � fA1(x) � fA0(x):I tamb�e, per obtenir la funci�o generadora de certs oberts complementaris de subva-rietats lineals. Per exemple,

fV nf�g(x) = fV (x) � ff�g(x)�1 = (1 + x)�1 � fV (x); (22)o, si L � AN �es un hiperpl�a,
fANnL(x) = fAN (x) � fL(x)�1 = fAN (x) � fAN�1(x)�1 = (1� qNx2)(1� qN�1x)(1� qNx)(1� qN�1x2) : (23)

I, a m�es, un cas que necessitarem m�es endavant; si L; L0 � AN s�on dos hiperplansno-paral.lels de AN , amb N � 2,
fANn(L[L0)(x) = fAN (x) � fL[L0(x)�1 = fAN (x) � fL(x)�1 � fL0n(L\L0)(x)�1 =

= fAN (x) � fAN�1(x)�1�fAN�1(x)fAN�2(x)
��1 = fAN (x)fAN�2(x)fAN�1(x)2 =

= (1� qNx2)(1� qN�2x2)(1� qN�1x)2(1� qNx)(1� qN�2x)(1� qN�1x2)2 : (24)
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5 F�ormules expl��citesEn aquesta secci�o obtenim f�ormules expl��cites per als aV (n) per a certes varietatsV que ens interessen. Els c�alculs s�on una conseq�u�encia immediata de l'expressi�o dela funci�o generadora fV (x) com a quocient de dos polinomis, obtinguda a la secci�oanterior.
5.1 Subvarietats de AN

Proposici�o 5.1. Per a tot N � 0,
aAN (n) =

8<: qnN ; si n � 1;qnN � q(n�1)N ; si n � 2:Dem. Apliquem (18):
fAN (x) = 1� qNx21� qNx = q�N + x+ 1� q�N1� qNx = q�N + x+ (1� q�N)Xn�0 qNnxn:

�

Per a N = 1, el valor aA1(n) compta el nombre de polinomis m�onics i separablesde grau n amb coe�cients a Fq. L'expressi�o aA1(n) = qn � qn�1, per a n � 2, es pottrobar a la literatura en diferents llocs [BG01], [LMNX02]. Pensem que la f�ormulaque recull la Proposici�o 5.1 per a N > 1 �es original.Proposici�o 5.2. Per a tot N � 1,
aANnf�g(n) = qN � 1qN + 1(qnN � (�1)n); 8n � 1:

Dem. Apliquem (22):
fANnf�g(x) = 1� qNx2(1 + x)(1� qNx) = 1 + (qN � 1) x(1 + x)(1� qNx) =

= 1 + qN � 1qN + 1 � �11 + x + 11� qNx� ;
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i les dues fraccions dins del par�entesi s�on de la forma c=(1� ax), amb terme generalc an. �

Per a N = 1 aquesta f�ormula per a aA1nf�g(x) va ser obtinguda a [LMNX02]seguint un m�etode diferent.Proposici�o 5.3. Sigui L � AN un hiperpl�a. Aleshores:
aANnL(n) =

8>>>><>>>>:
(q � 1)(qN � 1)qN+1 � 1 �qnN � qn(N�1)=2� ; si 0 < n parell;
(q � 1)(qN � 1)qN+1 � 1 �qnN + q � 1qN � 1 q(n+1)(N�1)=2� ; si n senar:

Dem. Apliquem (23):
fANnL(n) = (1� qNx2)(1� qN�1x)(1� qNx)(1� qN�1x2) = 1 + (qN � qN�1) x� x2(1� qNx)(1� qN�1x2) =
= 1 + qN � qN�1qN+1 � 1 �q � q�(N�1)1� qNx + �q + q�(N�1) + (q � 1)x1� qN�1x2 � =

= 1 + q � 1qN+1 � 1 � qN � 11� qNx + 1� qN + (qN � qN�1)x1� qN�1x2 � :
D'altra banda, si descomponem la darrera fracci�o:1� qN + (qN � qN�1)x1� qN�1x2 = A1� q(N�1)=2x + B1 + q(N�1)=2x;tenim: A+B = 1� qN ; A�B = q(N�1)=2(q � 1);i el terme general d'aquesta fracci�o �es:8<: (A+B)qn(N�1)=2 = (1� qN)qn(N�1)=2; si n parell;(A�B)qn(N�1)=2 = (q � 1)q(n+1)(N�1)=2; si n senar:Aix�o acaba la demostraci�o. �
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Proposici�o 5.4. Sigui W � A2 la uni�o de dues rectes no paral.leles del pla af��.Aleshores, per a n parell, n > 0, tenim:
aA2nW (n) = (q4 � 1)(q � 1)2(q3 � 1)2 �q2n � qn=2�n2 (q3 � 1)(q � 1)q4 � 1 + 1�� ;

mentre que, per a n senar, el valor de aA2nW (n) �es:
(q4 � 1)(q � 1)2(q3 � 1)2 �q2n + q(n�1)=2�n� 12 (q3 � 1)(q2 � 1)q4 � 1 � (q � 1)(2q2 + q + 1)q4 � 1 �� :
Dem. Apliquem (24):
fA2nW (x) = (1� q2x2)(1� x2)(1� qx)2(1� q2x)(1� x)(1� qx2)2 = (1 + x)(1� qx)3(1 + qx)(1� q2x)(1� qx2)2 =
= 1 + (q � 1)2 x� q2x4(1� q2x)(1� qx2)2 = 1 + q � 1(q2 + q + 1)2 � �q3 + q2 + q + 11� q2x +

+q(q2 + q + 2)(q2x3 + x2)� (2q2 + q + 1)x� (q3 + q2 + q + 1)(1� qx2)2 � :
Expressem com a suma de fraccions elementals la darrera fracci�o.
q(q2 + q + 2)(q2x3 + x2)� (2q2 + q + 1)x� (q3 + q2 + q + 1)(1� qx2)2 =

= Ax+B(1�pq x)2 + Cx+D(1 +pq x)2 : (25)
El terme general del terme de la dreta �es (per (15)):

n(A+ (�1)n�1C)q(n�1)=2 + (n+ 1)(B + (�1)nD)qn=2:Ara, de la relaci�o (25) dedu��m immediatament:
A+ C = q4 + q3 + 2q2; A� C = pq2 (q3 + 2q2 + 2q + 3);
B +D = �(q3 + q2 + q + 1); B �D = � 12pq (q4 + q3 + 4q2 + q + 1):
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Aix�o permet acabar els c�alculs sense m�es entrebancs. �

5.2 Espais projectiusRecordem (19):
fPN (x) = (1� x2)(1� qx2) � � � (1� qNx2)(1� x)(1� qx) � � � (1� qNx) =

= Q0�i�[N2 ](1 + qix)Q1�i�N; i senar(1� qix2)QN2 <i�N(1� qix) :
Ara, fPN (x) �es una funci�o racional amb una difer�encia de N + 1 entre els grausdel numerador i del denominador. Per tant,

fPN (x) = A(x) + B(x)C(x) ; degA(x) = N + 1; degB(x) < degC(x):
Hi haur�a una expressi�o homog�enia per al terme general de la fracci�o B(x)=C(x),obtinguda en descompondre-la com a suma de fraccions elementals, per�o els coe-�cients del polinomi A(x) distorsionaran aquesta expressi�o gen�erica per a aPN (n),n � N + 1. Tamb�e podem observar que el denominador t�e grau dN2 e, de maneraque l'expressi�o gen�erica per als aPN (n) ser�a de la forma:

aPN (n) = X
N2 <i�N �iqin; 8n > N + 1: (26)

No tenim clar que es pugui donar una expressi�o m�es compacta per als valors delsaPN (n); ens limitarem, doncs, en el que segueix a donar f�ormules expl��cites per als�i. Abans, donarem el c�alcul complet dels aPN (n) per a N = 1; 2.El casN = 1 va ser resolt a [LMNX02], per�o ara en podem donar una demostraci�omolt m�es senzilla:Proposici�o 5.5.
aP1(n) =

8>>><>>>:
q + 1; si n = 1;q2; si n = 2;qn � qn�2; si n � 3
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Dem. fP1(x) = (1 + x)(1� qx2)1� qx = x2 + (1 + q�1)x+ q�2 + 1� q�21� qx :
�

Proposici�o 5.6.

aP2(n) =
8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

q2 + q + 1; si n = 1;q4 + q3 + q2; si n = 2;q6 + q5 + q4 � q2 � q; si n = 3;(q4 � 1)(q3 � 1)q6(q � 1) q2n; si n � 4:
Dem.
fP2(x) = (1 + x)(1 + qx)(1� qx2)1� q2x =

= x3+ q3 � 1q2(q � 1)x2+ q3 � 1q4(q � 1)x� (q4 � 1)(q3 � 1)q6(q � 1) +1+ (q4 � 1)(q3 � 1)q6(q � 1) 11� q2x:
�

Necessitem tamb�e f�ormules expl��cites per als aV (n), per a
V = P1 n fQ;Q0g; V = P2 n fQ;Q0; Q00g;on Q 2 P1(k2)nP1(k), Q 2 P2(k3)nP2(k), respectivament, i Q0; Q00 s�on els conjugatsgaloisians de Q.Proposici�o 5.7. Per a V = P1 n fQ;Q0g i tot enter n > 0:

aV (n) =
8>>><>>>:

q + 1q2 + 1 �qn+1 � qn + (�1)(n�1)=2(q + 1)� ; si n senar;q2 � 1q2 + 1 (qn � (�1)n=2); si n parell:

56



Dem. Aquesta f�ormula es troba a [LMNX02, Lemma 2.1]. De tota manera, araveiem que �es conseq�u�encia immediata del fet que la funci�o generadora �es
fP1nfQ;Q0g(x) = fP1(x)(1 + x2)�1:

�

Proposici�o 5.8. Per a V = P2 n fQ;Q0; Q00g i tot enter n > 0:

aV (n) =
8>>>>>>>><>>>>>>>>:

(q2 + q + 1)(q2 + 1)q6 + 1 ((q2 � 1)q2n + (�1)(n�1)=3); si n � 1 (mod 3);(q2 + q + 1)(q2 + 1)q6 + 1 ((q2 � 1)q2n + (�1)(n�2)=3q2); si n � 2 (mod 3);(q2 + q + 1)(q4 � 1)q6 + 1 (q2n � (�1)n=3); si n � 0 (mod 3):
Dem. La funci�o generadora �es:
fV (x) = fP2(x)(1 + x3)�1 = 1 + (q2 + q + 1) x� x3(1� q2x)(1 + x3) =

= 1 + q2 + q + 1q6 + 1 � A1� q2x + Bx2 + Cx+D1 + x3 � ;
amb A = q4 � 1; B = q2(q2 + 1); C = q2 + 1; D = �A:

�

Tractem �nalment el cas N -dimensional. Introdu��m una fam��lia de constantsque depenen de q:
Notaci�o. Per a qualsevol nombre natural r, denotem:

�(r) := (1� q�1)(1� q�2) � � � (1� q�r) = q�r(r+1)=2(q � 1)(q2 � 1) � � � (qr � 1);
si r � 1, i convenim en considerar �(0) = 1.
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Proposici�o 5.9.
aPN (n) = X

N2 <i�N
(�1)N�i�(2i)�(2i�N � 1)�(i)�(N � i) qin�(N�i)(N�i+1)=2; 8n > N + 1:

Dem. Denotem P (x) = (1 � x)(1 � qx) � � � (1 � qNx). Volem trobar les �uniquesconstants �i que satisfan:
P (x2)P (x) 2 NXi=0 �i1� qix + Z[x]:

Aquesta relaci�o equival a:
P (x2) 2 NXi=0 �i P (x)1� qix + P (x)Z[x];

i, donant el valor x = q�i, podem a��llar �i:
�i = P (q�2i)[P (x)=(1� qix)]x=q�i :Obtenim �i = 0 per a i = 0; 1; : : : ; �N2 �, com ja hav��em observat a (26), i:

�i =  NYr=0(1� qr�2i)
!. NYs=0; s 6=i(1� qs�i)

! ; N2 < i � N:
El numerador d'aquesta fracci�o �es:

�(2i)��(2i�N � 1);i el denominador, separant els factors amb s < i dels factors amb s > i, el podemexpressar com:
i�1Ys=0(1� qs�i) = �(i); NYs=i+1(1� qs�i) = (�1)N�i�(N � i)q(N�i)(N�i+1)=2:

Si introdu��m aquestes expressions en la f�ormula (26), acabem la demostraci�o. �
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5.3 Corbes el.l��ptiquesTot i que en aquesta mem�oria nom�es utilitzarem aquestes f�ormules expl��cites per avarietats lineals i els seus complementaris, calcularem aE(n) per a una corba el.l��pticaE k-de�nida, per la curiositat de veure quina mena de f�ormules s'obtenen.La funci�o zeta d'una corba el.l��ptica t�e la forma [Sil86]:
Z(E=k; x) = 1� tx+ qx2(1� x)(1� qx) ;on t �es un enter que satisf�a la desigualtat de Hasse-Weil:

jtj � 2pq;i coincideix amb la tra�ca de l'endomor�sme de Frobenius de E operant sobre elm�odul de Tate de la corba E. Pel Teorema 4.2, tenim, doncs:
fE(x) = 1� tx+ qx21� tx2 + qx4fP1(x) = 1� tx+ qx21� tx2 + qx4 � (1 + x)(1� qx2)1� qx =

1 +N1 x� qx4(1� tx2 + qx4)(1� qx) ;on N1 := N1(E) = q + 1 � t �es el nombre jE(k)j de punts k-racionals de la corba.Podem expressar aquesta fracci�o com:
x� qx4(1� tx2 + qx4)(1� qx) = (e+ 1)x3 + q�1(e+ 1)x2 + (1� qe)x� e1� tx2 + qx4 + e1� qx;on e = (q2 � 1)=(q3 + 1� tq).Siguin �; �0 les arrels a Q del polinomi P (x) = x2 � tx + q, i denotem perK = Q(�) el cos quadr�atic imaginari (si jtj < 2pq) generat per �. A trav�es del'elecci�o d'un isomor�sme End(E)
Z Q ' K, podem pensar que � �es l'element quees correspon amb l'endomor�sme de Frobenius de E. Tenim, clarament:

1� tx+ qx2 = (1� �x)(1� �0x):Hem de considerar, doncs, una descomposici�o:
(e+ 1)x3 + q�1(e+ 1)x2 + (1� qe)x� e1� tx2 + qx4 =

= A1�p�x + B1 +p�x + C1�p�0x + D1 +p�0x
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El terme general d'aquesta fracci�o �es, doncs:
A�n=2 + (�1)nB�n=2 + C(�0)n=2 + (�1)nD(�0)n=2 =

= 8<: (A+B)�n=2 + (C +D)(�0)n=2; si n parell;(A�B)�n=2 + (C �D)(�0)n=2; si n senar:El c�alcul expl��cit de A; B; C; D ens d�ona:
A+B = q�1(e+ 1)� �e� � �0 ; A�B = �1=2��1(e+ 1) + 1� qe� � �0 ;
C +D = q�1(e+ 1)� �0e�0 � � ; C �D = (�0)1=2 (�0)�1(e+ 1) + 1� qe�0 � �

Notaci�o. Per a qualsevol natural r, denotem:
tr := �r + (�0)r = t(Ejkr ) = qr + 1�Nr(E);sr := (�r+1 � (�0)r+1)=(� � �0) = �r + �r�1�0 + � � �+ �(�0)r�1 + (�0)r;si r � 1, i convenim en qu�e t0 = s0 = 1, s�1 = 0. Clarament, tr; sr 2 Z, ja que s�onenters algebraics invariants per l'acci�o de galois del cos quadr�atic K. Les seg�uentsrelacions entre aquests nombres s�on molt f�acils de comprovar (tenint en compte que� + �0 = t i ��0 = q):

sr = tr + qtr�2 + q2tr�4 + � � � ;sr = tr + qsr�2;sr = tsr�1 � qsr�2;per a tot r � 1.Amb aquestes notacions es dedueix immediatament de les consideracions ante-riors:Proposici�o 5.10. Considerant e = (q2 � 1)=(q3 + 1� qt):
aE(n) = 8<: N1 �eqn + q�1(e+ 1)s(n�2)=2 � esn=2� ; si n parell; n > 0;N1 �eqn + (e+ 1)s(n�3)=2 + (1� qe)s(n�1)=2� ; si n senar:
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Per exemple, podem calcular f�acilment:
aE(1) = N1; aE(2) = qN1; aE(3) = (q2 + t)N1; aE(4) = q(q2 + t� 1)N1:Els valors sr s�on especialment f�acils de calcular per a les corbes el.l��ptiques su-persingulars, �es a dir, les que satisfan pjt, on p �es la caracter��stica de k.Per exemple, si t = 0, tenim que � = p�q; �0 = �p�q i:

sr = 8<: 0; si r senar;(�q)r=2; si r parell;
de manera que, per a les corbes supersingulars amb t = 0, tindrem:

aE(n) = N1
8>>>>>>><>>>>>>>:

e(qn � (�q)n=4); n � 0 (mod 4); n > 0;eqn + (1� qe)(�q)(n�1)=4; n � 1 (mod 4);eqn � (e+ 1)(�q)(n�6)=4; n � 2 (mod 4);eqn + (e+ 1)(�q)(n�3)=4; n � 3 (mod 4):
5.4 Funci�o zeta de la varietat de n-conjuntsA les seccions anteriors hem obtingut resultats sobre el nombre de punts racionals dela varietat �Vn�, amb la idea de variar n i considerar funcions generadores adequa-
des. Aquests resultats no semblen el cam�� m�es adequat per calcular Z(�Vn� =k; x).En principi, Z(�Vn� =k; x) ha de dependre nom�es de Z(V=k; x), per�o no est�a clarcom establir una relaci�o entre aquestes dues s�eries formals. El Teorema 4.2 ens d�onauna relaci�o una mica estrafol�aria, de l'estil:Yn�1Z (

�Vn� =k; xn) =Yn�1 exp
� 1n Z(V=kn; xn)Z(V=kn; x2n)

� ;
que no sembla tenir cap utilitat.
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La idea d'utilitzar descomposicions V = W t U per expressar Z(�Vn� =k; x) entermes de subvarietats tampoc sembla funcionar. La relaci�o (20) (o, equivalentment,la relaci�o (21)) es tradueix en:
Z(�Vn� =k; x) = nYe=0 Z(

�We �� � Un� e� =k; x);per�o aquesta relaci�o tampoc t�e massa utilitat perqu�e, en general, �es complicat ex-pressar la relaci�o entre la funci�o zeta d'un producte X � Y i la funci�o zeta delsfactors. Clarament,
br(X � Y ) = Ymcm(e;d)=r bd(X)be(Y );

i no sembla senzill treballar amb aquesta relaci�o.Ens limitem, doncs, a exhibir el c�alcul d'algunes Z(�Vn� =k; x) que s'obtenenimmediatament de les f�ormules expl��cites de la secci�o anterior. Per al c�alcul deZ(�P2n � =k; x) utilizem la proposici�o 5.6 i la identitat:(q4 � 1)(q3 � 1)q6(q � 1) q2n = q2n + q2n�1 + q2n�2 � q2n�4 � q2n�5 � q2n�6:
Proposici�o 5.11.

Z(�ANn � =k; x) = 1� q(n�1)Nx1� qnNx ; 8n > 1;
Z(�P1n � =k; x) = 1� qn�2x1� qnx ; 8n > 2;
Z(�P2n � =k; x) = (1� q2n�6x)(1� q2n�5x)(1� q2n�4x)(1� q2n�2x)(1� q2n�1x)(1� q2nx) ; 8n > 3:
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Cap��tol 3

�Orbites de n-conjunts racionals de PN
per l'acci�o de PGLN+1

Sigui V una varietat algebraica k-de�nida i � � Aut(V ) un subgrup �nit delgrup d'automor�smes algebraics k-de�nits de V . En aquest cap��tol ens proposemestudiar els nombres:
tV (n) := �����nn�Vn� (k)���� ;de �-�orbites de n-conjunts k-de�nits de punts de V . Ens interessarem especialmentpel cas V = PN ; � = PGLN+1(k), i denotarem tN(n) := tPN (n); aquests nombrescompten els punts k-valorats del functor X := PGLN+1 nPN , que no �es representableper un esquema, ja que, per a les extensions L de k, l'aplicaci�o naturalX(k)! X(L)no �es injectiva en general.Sota condicions molt generals (per exemple, si V �es quasi-projectiva), per aqualsevol 
 2 � existeix el quocient:

V=
 := V=
 
 �a la categoria de les varietats algebraiques k-de�nides [Har92]. Per exemple, si V =Spec(A) �es una varietat af��, aleshores el quocient V=
 tamb�e �es af�� i �es representatper la varietat Spec(A
), que t�e per anell de coordenades el subanell A
 � A de lesfuncions 
-invariants.Per a � = PGL2(k) i V = P1, els nombres t1(n) van ser determinats a [LMNX02],on van ser utilitzats per trobar f�ormules expl��cites per al nombre de corbes hiperel.l��p-tiques k-de�nides de g�enere g �xat. El fet clau que permetia el c�alcul dels t1(n) eraque la corba P1=
 torna a ser isomorfa a P1 (pel teorema de L�uroth). Aquest fetdeixa de ser cert en dimensi�o superior, com tot especialista en teoria d'invariants sapmolt b�e. De fet, no costa gaire trobar exemples de superf��cies quocient de A2 i P2per l'acci�o d'un automor�sme lineal, que no s�on isomorfes a A2 o P2, respectivament.
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Recordem que el grup A�N(k) de les a�nitats k-de�nides de AN est�a format pelsautomor�smes de AN de la forma:
x 7! Ax+ b; A 2 GLN(k); b 2 AN(k):A la secci�o 6 obtenim el resultat clau que permet calcular els tV (n), per a V =AN , PN , i � = A�N(k), PGLN+1(k), respectivament. Utilitzant el Lema de Cauchy-Frobenius, el problema es redueix a calcular el nombre de punts �xos del subgrupc��clic generat per un element 
 de A�N(k), PGLN+1(k), respectivament; i aix�o �espossible gr�acies al fet que les varietats AN=
 i PN=
, tot i que en general no s�onisomorfes a AN , PN , respectivament, mantenen la funci�o zeta d'aquests espais.Teorema 6.1. Z �(AN=
)=k; x� = Z(AN=k; x); 8
 2 A�N(k);

Z �(PN=
)=k; x� = Z(PN=k; x); 8
 2 PGLN+1(k):
Com a conseq�u�encia dels Teoremes 4.2 i 6.1, tenim:Corol.lari 6.2. Per a tot n;N 2 N, tenim:�����AN=
n � (k)���� = �����ANn � (k)���� ; 8
 2 A�N(k);�����PN=
n � (k)���� = �����PNn � (k)���� ; 8
 2 PGLN+1(k):
A la secci�o 7 utilitzem aquest resultat per obtenir f�ormules expl��cites per alstA2(n) i tP2(n), amb l'esperit del cap��tol 1. Tamb�e expressarem tP2(7) com un poli-nomi en q, que ara tindr�a coe�cients enters.Al cap��tol seg�uent veurem com aquests resultats ens permeten obtenir una ex-pressi�o per a la funci�o generadora dels tAN (n) i tPN (n) en termes d'un objecte similara l'��ndex de cicles de P�olya, a l'estil de [Fri97].

6 Funci�o zeta del quocient de PN per un automor-�smeEl nostre objectiu en aquesta secci�o �es provar el Teorema 6.1. Obtindrem la provamitjan�cant un recompte expl��cit del nombre de punts racionals de AN=
 i PN=
. M�esprecisament, el Teorema 6.1 �es una conseq�u�encia immediata del seg�uent resultat:
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Proposici�o 6.3. Per a qualsevol cos �nit k = Fq:
j(AN=
)(k)j = qN ; 8
 2 A�N(k);

j(PN=
)(k)j = qN+1 � 1q � 1 ; 8
 2 PGLN+1(k):
Provarem primer la Proposici�o 6.3 per a AN i deduirem el resultat sobre PN viala relaci�o natural entre PN i AN+1.Seguim denotant per � l'automor�sme de Frobenius, que �es un generador to-pol�ogic del grup de Galois absolut G = Gal(k=k). Tots els operadors de A�N(k) iPGLN(k) commuten amb l'acci�o de � pel fet de ser k-de�nits:

�(
(P )) = 
�(�(P )) = 
(�(P )):Fixem 
 2 A�N(k) i denotem m = ord(
). Volem comptar el cardinal delconjunt:
(AN=
)(k) = fO
(P ); P 2 AN(k) j �(O
(P )) = O
(P )g:Considerem, per a qualsevol � 2 A�N(k):

C� := fP 2 AN(k) j �(P ) = �(P )gLa prova del Lema 6.5 mostrar�a en particular que aquests conjunts s�on �nits.Al Lema 6.6 veurem a m�es que tots tenen el mateix cardinal. Fem observar que, envariar �, aquests conjunts no s�on pas disjunts; per exemple, els punts �xos de � aAN(k) pertanyen a C�i , per a tot i � 1. Notem tamb�e que:
P 2 C�; 
� = �
 ) O
(P ) � C�; (27)ja que:

�(
i(P )) = 
i(�(P )) = 
i�(P ) = �
i(P ):Caracteritzem el fet que una 
-�orbita O
(P ) sigui k-de�nida de la seg�uent ma-nera:Lema 6.4. Siguin 
 2 A�N(k) una a�nitat d'ordre m, i P 2 AN(k). La 
-�orbitaO
(P ) �es k-de�nida sii existeix 0 � i < m tal que �(P ) = 
i(P ) (�es a dir, P 2 C
i).Dem. Si �(O
(P )) = O
(P ), tenim �(P ) 2 O
(P ) = fP; 
(P ); : : : ; 
m�1(P )g.Rec��procament, �(P ) = 
i(P ) implica que �(O
(P )) = O
(P ); en efecte, per aqualsevol enter j, tenim:
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�(
j(P )) = 
j(�(P )) = 
i+j(P );de manera que �(O
(P )) � O
(P ) i com que aquests conjunts �nits tenen el mateixcardinal, coincideixen. �

Lema 6.5. j(AN=
)(k)j = 1m X0�i<m jC
i j:
Dem. Considerem la uni�o disjunta (formal) dels C
i i establim l'aplicaci�o:

O
 : `0�i<mC
i �! (AN=
)(k)P 7! O
(P )Pel lema anterior, O
(P ) �es k-de�nida sii P 2 [0�i<mC
i , de manera que aquestaaplicaci�o est�a ben de�nida i �es exhaustiva. Per provar el lema nom�es cal veure quecada 
-�orbita O
(P ) k-de�nida t�e exactament m antiimatges. Considerem O
(P ) 2(AN=
)(k) i sigui D = jO
(P )j; clarament, Djm i, com que �(P ) 2 O
(P ) =fP; 
(P ); : : : ; 
D�1(P )g, existeix un �unic 0 � i < D tal que P 2 C
i . Per (27),tenim O
(P ) � C
i , de manera que els D integrants de O
(P ) s�on les antiimatgesde O
(P ) per l'aplicaci�o O
 restringida a C
i . Ara b�e, aquests mateixos puntspertanyen tamb�e a
C
i+D ; C
i+2D; : : : ; C
i+(mD�1)D ;i a cap altre C
j . Per tant, O
(P ) t�e exactament DmD = m antiimatges. �

La primera a�rmaci�o de la Proposici�o 6.3 quedar�a provada si veiem:Lema 6.6. jC
j = qN ; 8
 2 A�N(k):Dem. Posem 
(x) = Ax + b, amb A 2 GLN(k); b 2 kN . Treballant amb lescoordenades adequades, podem suposar que A �es una matriu de Jordan (k-racional),�es a dir,
A = diag(A1; : : : ; Ar);on cada Ai �es un bloc de Jordan:
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Ai =
0BBBBBBB@
BJ BJ B . . . BJ B

1CCCCCCCA 2 GLNi(k); (28)
on B, J s�on matrius de la forma:

B =
0BBBBB@
0 �as1 0 �as�11 . . . .... . . 0 �a21 �a1

1CCCCCA ; J =
0BBBBB@
0 0 � � � 0 10 0 � � � 0 0... ... . . . ... ...0 0 � � � 0 00 0 � � � 0 0

1CCCCCA ; (29)
amb xs + a1xs�1 + � � � + as polinomi irreductible a k[x], que dep�en de Ai. Lacomponent Ai �es semisimple nom�es quan Ni = s i Ai = B.Si trenquem els punts de AN (treballant en les noves coordenades) en:

x = (x1; x2; : : : ; xr); xi 2 kNi ; N1 + � � �+Nr = N;l'acci�o de 
 descompon:

(x) = (A1x1 + b1; : : : ; Arxr + br):(De fet, podr��em suposar bi = 0 sempre que la matriu B del bloc Ai sigui B 6= (1) 2GL1(k), per�o no farem �us d'aquesta remarca.)Ara, la condici�o 
(x) = �(x) equival a:
Aixi + bi = �(xi); i = 1; : : : ; r;de manera que podem reduir la prova al cas en qu�e A �es un bloc de Jordan. Un copfeta aquesta suposici�o, si A pren la forma considerada a (28), amb N = ts, trencantels punts de AN en coordenades:
x = (x1; : : : ; xt); xi 2 ks;tenim:


(x) = (Bx1 + b1; Jx1 +Bx2 + b2; : : : ; Jxi�1 +Bxi + bi; : : : ; Jxt�1 +Bxt + bt);de manera que la igualtat 
(x) = �(x) es tradueix en:
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Bx1 + b1 = �(x1);Bx2 + (b2 + Jx1) = �(x2);� � � � � � � � �Bxt + (bt + Jxt�1) = �(xt):
(30)

Veiem, doncs, que podem reduir la prova al cas de l'a�nitat 
(x) = Bx + b;perqu�e sabr��em aleshores que a la primera equaci�o de (30) hi ha qt possibilitatsper a x1, per a cadascun d'aquests possibles valors de x1 la segona equaci�o t�e qtpossibilitats per a x2, etc.Aix��, doncs, suposem d'ara endavant que N = s i 
(x) = Bx+ b, amb B donadaper (29). Denotem per f(x) = xN + a1xN�1 + � � �+ aN el polinomi caracter��stic deB, que �es irreductible a k[x] per hip�otesi. Si N = 1 i B = (1), la relaci�o 
(x) = �(x)es tradueix en xq = x + b, aquesta equaci�o t�e q arrels a k i l'a�rmaci�o del lema �escorrecta. Llevat del cas d'una traslaci�o 1-dimensional, la nostra a�nitat 
 tindr�apunts �xos k-de�nits i, prenent-ne un d'ells com a origen de coordenades, podemsuposar b = 0. En aquest cas, la relaci�o 
(x) = �(x) es tradueix en:
�aNxN = �(x1);x1 � aN�1xN = �(x2);� � � � � � � � �xN�1 � a1xN = �(xN):

(31)
Es comprova immediatament que les N � 1 darreres relacions equivalen a:

xN�1 = a1xN + �(xN);� � � � � � � � �xN�i = aixN + ai�1�(xN) + � � �+ a1�i�1(xN) + �i(xN);� � � � � � � � �x1 = aN�1xN + aN�2�(xN) + � � �+ a1�N�2(xN) + �N�1(xN):i, un cop expressades les N � 1 primeres coordenades com a una combinaci�o linealde xN i els seus conjugats galoisians, la primera equaci�o de (31) equival a:
�N(xN) + a1�N�1(xN) + � � �+ aN�1�(xN) + aNxN = 0:Aquesta equaci�o �es un polinomi separable de grau qN i t�e, per tant, qN solucions ak. �
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Un cop resolt el cas de AN , podem acabar la prova de la Proposici�o 6.3 deduintl'a�rmaci�o sobre el nombre de punts k-racionals de PN=
 de l'a�rmaci�o an�aloga pera AN+1.Considerem 
 2 PGLn+1(k) i fem una elecci�o d'un representant de 
 a GLN+1(k),que continuarem denotant per 
. Tenim un mor�sme natural de varietats algebrai-ques:
� : (AN+1=
) n f0g �! PN=
;indu��t pel mor�sme natural AN+1 n f0g �! PN :Notem que f0g es refereix a la 
-�orbita formada exclusivament per l'origen deAN+1, que �es un punt �x de 
.�Es evident que punts de la mateixa 
-�orbita a AN+1 van a parar a punts de lamateixa 
-�orbita a PN . De tota manera, fem observar que aquestes 
-�orbites tenen,en general, longituds diferents; per exemple, si P 2 AN+1 �es un vector propi de 
,de valor propi � 2 k�, tenim:

jO
(P )j = ordk�(�) (a AN+1); jO
(P )j = 1 (a PN):Per distingir l'�orbita projectiva de l'af��, denotarem (nom�es en aquest par�agraf) laprimera per Opr
 (P ).Lema 6.7. La seg�uent aplicaci�o natural �es exhaustiva:
(AN+1=
)(k) n f0g �! (PN=
)(k):Dem. Considerem Opr
 (P ) 2 (PN=
)(k). Fent una elecci�o de coordenades ho-mog�enies per a P , podem escriure P = (x0; : : : ; xN) amb:

�(P ) = �
i(P );per a alguns � 2 k� i 0 � i < m. Per comprovar l'exhaustivitat de l'aplicaci�o seriasu�cient veure que, per a alguna altra elecci�o de coordenades homog�enies, tenim lamateixa relaci�o amb � = 1; aleshores, pel Lema 6.4, el mateix punt, pensat com apunt de AN+1 n f0g, donar�a lloc a una 
-�orbita k-de�nida de AN+1 n f0g, que esprojecta sobre la nostra 
-�orbita projectiva �xada.Volem, doncs, comprovar que existeix � 2 k� tal que ~P := �P (pensat com apunt af��) satisf�a �( ~P ) = 
i( ~P ). Com que:
�( ~P ) = �(�)�(P ) = �(�)�
i(P ) = �(�)���1
i( ~P );volem que ��1 = �(�)��1 = �q�1. L'exist�encia d'aquest � 2 k� est�a, doncs, garan-tida. �
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Ens falta controlar quantes antiimatges t�e cada 
-�orbita projectiva per l'aplicaci�odel Lema 6.7. En general, per a qualssevol P; Q 2 AN+1(k) n f0g, tenim:
�(O
(P )) = �(O
(Q)), 9i 2 N; 9� 2 k� : Q = �
i(P ),, 9� 2 k� : O
(Q) = �O
(P ) = O
(�P ):Per a qualsevol P 2 AN+1(k) n f0g, considerem el seg�uent subgrup de k�:

�P := f� 2 k� j �O
(P ) = O
(P )g:Gen�ericament, tindrem �P = f1g. En tot cas, �P �es un subgrup multiplicatiu �nitde k� i, per tant, �es c��clic.Lema 6.8. Sigui P 2 AN+1(k) n f0g tal que O
(P ) �es k-de�nida. Aleshores:a) �P � k�.b) Per a tot � 2 k�, tenim:
O
(�P ) �es k-de�nida , �(�)� 2 �P :Dem. Sigui � 2 �P . Per hip�otesi, existeixen i; j 2 N tals que:

�(P ) = 
i(P ); �P = 
j(P ):D'aqu�� dedu��m:
��(P ) = �
i(P ) = 
i(�P ) = 
i+j(P ) = 
j(�(P )) == �(
j(P )) = �(�P ) = �(�)�(P );de manera que � = �(�), i, per tant, � 2 k�. Aix�o prova a). Pel que fa a b), per aqualsevol � 2 k�, tenim:

�(O
(�P )) = �(�O
(P )) = �(�)�(O
(P )) = �(�)O
(P );i aix�o coincideix amb O
(�P ) = �O
(P ) si i nom�es si �(�)��1O
(P ) = O
(P ). �
El seg�uent resultat clou la prova de la Proposici�o 6.3:Lema 6.9. A trav�es de l'aplicaci�o:

(AN+1=
)(k) n f0g �! (PN=
)(k);cada element de (PN=
)(k) t�e q � 1 antiimatges.
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Dem. Sigui P 2 AN+1(k) n f0g tal que O
(P ) �es k-de�nida. Volem veure queentre les in�nites �orbites O
(�P ), amb � 2 k�, n'hi ha exactament q � 1 que s�onk-de�nides.Pel Lema 6.8, �P �es un subgrup de k�. Sigui e = j�P j. Pel Lema 6.8, hi haexactament e(q � 1) valors de � 2 k� per als quals l'�orbita O
(�P ) �es k-de�nida.(En efecte: per a cada � 2 �P cal considerar les q � 1 solucions de l'equaci�o:
�q�1 = �(�)��1 = �:)Finalment, entre aquests e(q � 1) valors de �, tenim:

O
(�P ) = O
(�0P ), �0��1 2 �P , �0 2 ��P ;de manera que per a cada valor de � n'hi ha e que donen lloc a la mateixa �orbitaaf��. Per tant, obtenim q � 1 �orbites diferents. �

7 F�ormules expl��cites per als t2(n)Per simplicitat, denotem � = PGL3(k) i:
XV (n) := �Vn� (k); X (n) := �P2n � (k):

Com hem vist al Cap��tol 1, podem comptar els tV (n) := j�nnXV (n)j pel Lemade Cauchy-Frobenius:
tV (n) = 1j�jX
2� jXV; 
(n)j =X
2C jXV; 
(n)jj�
j ;

on XV; 
(n) = fx 2 XV (n) j 
(x) = xg, �
 �es el centralitzador de 
 dins � i C �es unsistema de representants de classes de conjugaci�o de �.Q�uesti�o. Per a � = PGL3(k) i V = P2, al cap��tol 1 hem dividit el conjunt C =`� C� en \subtipus", que agrupaven les projectivitats 
 2 C que tenien el mateixtipus de cicle actuant com a permutaci�o de P2(k).Dep�en jX
(n)j:=jXP2; 
(n)j nom�es del subtipus de 
?En cas a�rmatiu, podr��em aplicar la f�ormula universal que hem obtingut alcap��tol 1 i tindr��em una f�ormula de l'estil:
t2(n) =X� N�x�(n); (32)
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on x�(n) := jX
(n)j per a tot 
 2 C�.Ara, un element x 2 X
(n) �es una uni�o k-de�nida d'�orbites projectives O
(P ),amb P 2 P2(k). Cada �orbita O
(P ) �es un cicle de 
 com a permutaci�o de P2(k), demanera que jX
(n)j dep�en del subtipus de 
 sobre les diferents extensions �nites dek. La q�uesti�o anterior es tradueix, doncs, en: determina el subtipus de 
 sobre kel subtipus de 
 sobre totes les extensions �nites kr? La resposta �es: per a 
 delstipus III; IV; V , s��; per�o per a 
 dels tipus I; II no est�a clar, d'entrada. En efecte,es comprova immediatament que, per a 
 dels tipus III; IV �o V , la con�guraci�ode punts �xos i rectes invariants de 
 (cf. Taula 1 del Cap��tol 1) i els exponentsd'aquestes rectes invariants s�on dades que no canvien en considerar 
 com a unelement dels diferents PGL3(kr); en canvi, si 
 �es del tipus I, aleshores passa a serdel tipus III a les extensions kr, amb 3jr, i, si 
 �es del tipus II, passa a ser deltipus III, a les extensions kr, amb 2jr.No obstant aix�o, veurem a continuaci�o que, amb petites modi�cacions, podemsalvar l'esperit de la f�ormula universal del Cap��tol 1 i trobar una f�ormula molt similara (32).Abans de procedir a calcular x�(n) cas per cas, deixem anotada una observaci�ocrucial, que utilitzarem constantment en el que segueix, i que �es una conseq�u�enciaimmediata del Corol.lari 6.2:Corol.lari 7.1. Siguin V = AN (resp. V = PN), 
 2 A�N(k) (resp. 
 2PGLN+1(k)) i W � V una subvarietat lineal 
-invariant amb la propietat que,sobre l'obert U := V nW tots els punts k-racionals tenen la 
-�orbita de la mateixalongitud, m = ord(
). Aleshores,
jXU; 
(mn)j = jXU(n)j:Dem. Un mn-conjunt 
-invariant i �-invariant de U es correspon biun��vocamentamb un n-conjunt �-invariant de U=
 i, pel Corol.lari 6.2, jXU=
(n)j = jXU(n)j. �

7.1 C�alcul dels jX
(n)jC�alcul de jX
(n)j per a 
 del tipus VPer a 
 = 1, tenim jX1(n)j = aP2(n), que ha estat calculat a la Proposici�o 5.6.Per a 
 = 
V , la recta L2 t�e tots els seus punts �xos i fora d'ella totes les 
-�orbitestenen cardinal p (vegeu la Taula 1).Com que L2 �es 
-invariant i �-invariant, un n-conjunt 
-invariant i �-invariantes reparteix necess�ariament en un n0-conjunt 
-invariant i �-invariant dins la recta
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L2 i un pn1-conjunt 
-invariant i �-invariant fora de la recta L2, amb n0 + pn1 = n.Tenim, doncs,
jX
(n)j = Xn0+pn1=n jXL2(n0)jjX(P2nL2);
(pn1)j:

Identi�cant L2 amb P1 i P2nL2 amb A2, 
 es restringeix a una a�nitat de P2nL2.Pel corol.lari 7.1, tenim:
jX
(n)j = Xn0+pn1=n jXP1(n0)jjXA2(n1)j: (33)

Per a 
 = 
0V , tenim un �unic punt �x P3 i una �unica recta invariant L1, d'exponentp. Fora de L1, les 
-�orbites tenen cardinal
m = ord(
) = 8<: p; si p senar,4; si p = 2.Els n-conjunts 
-invariants i k-de�nits es reparteixen entre fP3g [ (L1 n fP3g)[(P2 n L1). Identi�cant fP3g = A0, L1 n fP3g = A1 i P2 n L1 = A2, obtenim, raonantcom abans:

jX
(n)j = X
n0 + pn1 +mn2 = n;0 � n0 � 1 jXA1(n1)jjXA2(n2)j: (34)

Podem introduir la funci�o generadora:
F
(x) :=Xn�1 jX
(n)jxn;i les f�ormules anteriors es reinterpreten com:

F1(x) = fP2(x);F
V (x) = fP1(x)fA2(xp);F
0V (x) = fA0(x)fA1(xp)fA2(xm):
C�alcul de jX
(n)j per a 
 del tipus IVPer a 
 del tipus IV 0, tenim L1 [ fP1g com a conjunt de punts �xos i, fora d'a-quest conjunt, totes les 
-�orbites tenen cardinal m = ord(
). Raonant com abans,obtenim:
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jX
(n)j = X
n0 + n1 +mn2 = n;0 � n0 � 1 jXP1(n1)jjXA2nf�g(n2)j; (35)

amb funci�o generadora:
F
(x) = (1 + x)fP1(x)fA2nf�g(xm):Per a 
 del tipus IV 00, tenim P1; P3 com a punts �xos, L1; L2 com a rectesinvariants, d'exponent respectiu p i d (un divisor de q � 1). Fora de L1 [ L2, totesles 
-�orbites tenen cardinal pd. Tenim:

jX
(n)j = X
n0 + pn1 + dn2 + pdn3 = n;0 � n0 � 2

� 2n0� jXA1(n1)jjXA1nf�g(n2)jjXA2nL(n3)j; (36)
on L representa una recta de A2. La funci�o generadora �es:

F
(x) = (1 + x)2fA1(xp)fA1nf�g(xd)fA2nL(xpd):
C�alcul de jX
(n)j per a 
 del tipus IIIPer a 
 del tipus III, tenim P1; P2; P3 com a punts �xos i L1; L2; L3 com a rectesinvariants, d'exponents respectius d; e; f . Fora de L1 [ L2 [ L3, les 
-�orbites tenencardinal m = mcm(d; e; f). Obtenim
jX
(n)j =X
n0+fn1+en2+dn3+mn4 = n;0 � n0 � 3

� 3n0� jXA1nf�g(n1)jjXA1nf�g(n2)jjXA1nf�g(n3)jjXA2nW (n4)j;
(37)on W representa la uni�o de dues rectes no paral.leles de A2. La funci�o generadora�es:

F
(x) = (1 + x)3fA1nf�g(xf )fA1nf�g(xe)fA1nf�g(xd)fA2nW (xm):
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C�alcul de jX
(n)j per a 
 del tipus IIPer a 
 del tipus II, tenim una con�guraci�o diferent de punts �xos, rectes invariantsi exponents, sobre els diferents cossos kr, segons r sigui parell o senar. Per a r senar,tenim P1 com a �unic punt �x, L1 com a �unica recta invariant, d'exponent d (undivisor de q + 1), determinat per:
d = minfs 2 N j �s 2 kg;on � 2 k2 n k �es una arrel del factor quadr�atic irreductible que divideix el polinomicaracter��stic de 
. Fora de L1[fP1g les 
-�orbites tenen cardinal m = de = ordk�2 (�),on e = ordk�(�d)j(q � 1).Per a r parell, 
 �es conjugada a diag(1; �; �0), on �0 2 k2 n k �es l'arrel conjugadade �. Per tant, �es del tipus III i t�e tres punts �xos P1; Q; Q0, on Q; Q0 s�on k2-de�nits i conjugats galoisians (les direccions dels vectors propis de A3 de valorspropis �; �0) i tres rectes invariants L1; L; L0, on L; L0 s�on tamb�e k2-de�nides iconjugades galoisianes l'una de l'altra. L'exponent de L1 continua sent d, mentreque l'exponent de L; L0 �es m = de = ordk�2 (�) = ordk�2 (�0):Per tant, fora de L1 [ fP1g tenim sempre 
-�orbites de longitud m i nom�es dinsL1 hem de tenir en compte l'exist�encia de la 
-�orbita k-de�nida fQ; Q0g. Deixantque 0 � n1 � 1 indiqui si considerem x 2 X
(n) contenint fQ; Q0g (n1 = 1) o no(n1 = 0), obtenim:

jX
(n)j = X
n0 + 2n1 + dn2 +mn3 = n;0 � n0; n1 � 1 jXL1nfQ;Q0g; 
(dn2)jjXP2n(L1[fP1g); 
(mn3)j;

i, aleshores, pel Corol.lari 7.1, tenim:
jX
(n)j = X

n0 + 2n1 + dn2 +mn3 = n;0 � n0; n1 � 1 jXP1nfQ;Q0g(n2)jjXA2nf�g(n3)j; (38)
on continuem denotant per Q; Q0 un parell qualsevol de punts k2-de�nits tals queel 2-conjunt fQ; Q0g �es k-de�nit. La funci�o generadora dels jX
(n)j �es:

F
(x) = (1 + x)(1 + x2)fP1nfQ;Q0g(xd)fA2nf�g(xm):
C�alcul de jX
(n)j per a 
 del tipus IPer a 
 del tipus I i kr amb 3 - r, no hi ha punts �xos ni rectes invariants, i tota
-�orbita t�e cardinal mjq2 + q + 1, on m = minfs 2 N j �s 2 kg, sent � 2 k3 n k unaarrel del polinomi caracter��stic de 
.
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En canvi, si 3jr, 
 �es conjugada a diag(�; �0; �00) i �es del tipus III, amb trespunts �xos Q; Q0; Q00 (les tres direccions a A3(k3) dels vectors propis de valor propirespectiu �; �0; �00) i tres rectes invariants L; L0; L00, que s�on les rectes que s'obtenenunint Q; Q0; Q00 de dos en dos. De tota manera, l'exponent d'aquestes tres rectes�es m, i, per tant, fora de la terna fQ; Q0; Q00g, que �es 
-invariant i k-de�nida, les
-�orbites continuen tenint totes cardinal m. Tenim, per tant:
jX
(n)j = X

3n0 +mn1 = n;0 � n0 � 1 jXP2nfQ;Q0;Q00g(n1)j; (39)
on fQ; Q0; Q00g �es qualsevol terna k-de�nida amb Q; Q0; Q00 no-alineats i k3-de�nits,per�o no k-de�nits. La funci�o generadora �es:

F
(x) = (1 + x3)fP2nfQ;Q0;Q00g(xm):En conclusi�o, podem respondre a�rmativament a la q�uesti�o plantejada a l'inicide la secci�o: els valors jX
(n)j depenen nom�es del subtipus de 
, ja que aquestdetermina tots els par�ametres que descriuen les f�ormules (33), (34), (35), (36), (37),(38) i (39). En els tipus III, IV i V l'expressi�o per a jX
(n)j dep�en nom�es del tipusde cicle de 
 actuant com a permutaci�o de P2(k), i en els tipus I i II interv�e tamb�el'acci�o de 
 sobre P2(k2) o P2(k3), per�o aquesta acci�o tamb�e est�a determinada pelsubtipus de 
. Finalment, doncs, la f�ormula (32) t�e sentit.No obstant, veurem al cap��tol seg�uent que aix�o deixa de ser cert en dimensi�osuperior.
7.2 Enumeraci�o dels 7-conjunts racionals del plaA la secci�o anterior hem expressat tots els valors jX
(n)j en termes dels nombresaV (n), per a certes subvarietats V del pla. En tots els casos, a la secci�o 5 hem trobatf�ormules expl��cites per a aquests aV (n). Aix�o ens permet obtenir f�ormules expl��citesper als t2(n) en la forma de polinomis en q, que en aquesta ocasi�o tindran coe�cientsenters. A l'estil de la secci�o 3.1, explicitem ara aquestes f�ormules en el cas n = 7.Recordem que t2(7) compta el nombre de 7-conjunts racionals del pla, classi�catssota l'acci�o del grup lineal.
Tipus IRecordem que

ZI = fm 2 Z j mjq2 + q + 1; m > 1g; NI(m) = '(m)3(q2 + q + 1) :
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Apliquem (39). Els �unics parells (n0; n1) satisfent:
3n0 +mn1 = 7; 0 � n0 � 1; m 2 ZI ;s�on (n0; n1) = (0; 1), quan m = 7 divideix q2 + q + 1. El cas (n0; n1) = (1; 1) ambm = 4 no es pot donar ja que q2+ q+1 �es sempre senar. Denotant xI(m) := jX
(7)jper a 
 del subtipus m 2 ZI , i aplicant (39):

Xm2ZI NI(m)xI(m) = � '(7)3(q2 + q + 1)(q2 + q + 1)�7jq2+q+1 = [2]7jq2+q+1 :
Tipus IIRecordem que ZII = f(de; d) 2 Z2 j dj(q + 1); d > 1; ej(q � 1); e � 1g,

NII(de; d) =
8>>>>>><>>>>>>:

'(d)'(e)2(q2 � 1) ; si d senar;
0; si d parell i ej q�12 ;'(d)'(e)q2 � 1 ; si d parell i e - q�12 :

Apliquem (38). Considerem fam��lies d'enters no-negatius (n0; n1; n2; n3) satis-fent:
n0 + 2n1 + d n2 + de n3 = 7; 0 � n0; n1 � 1; (de; d) 2 ZII :Com que n0 + 2n1 � 3, a la for�ca (n2; n3) 6= (0; 0) i, per tant, d � 7. Estudiem elscasos d = 2; 3; 4; 5; 6; 7 un per un.Suposem d = 7. Tenim les seg�uents possibilitats per a (n0; n1; n2; n3):

(n0; n1; n2; n3) = (0; 0; 0; 1); e = 1; (n0; n1; n2; n3) = (0; 0; 1; 0); e � 1:
Denotem xII(m; d) := jX
(7)j per a 
 del subtipus (m; d) 2 ZII . Aplicant (38),obtenim una contribuci�o a la suma (10) de:

'(7)2(q2 � 1)
24q2 � 1 + Xej(q�1)'(e)(q + 1)357jq+1 = [6]7jq+1 :
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Suposem d = 6. Com que d �es parell i dj(q + 1), for�cosament q �es senar; d'altrabanda, necess�ariament e > 1 per a tot enter e - (q�1)=2. Per tant, l'�unica possibilitat�es (n0; n1; n2; n3) = (1; 0; 1; 0). Per (38) aquest cas contribueix a la suma (10) en:
'(6)q2 � 1 Xej(q�1); e-(q�1)=2'(e)(q + 1) = [1]6jq+1 ;

on hem aplicat el Lema 3.3 per calcular aquest sumatori.Suposem d = 5. Tenim les seg�uents possibilitats per a (n0; n1; n2; n3):
(0; 1; 0; 1); e = 1; (0; 1; 1; 0); e � 1;que, per (38), contribueixen a la suma (10) en:

'(5)2(q2 � 1)
24q2 � 1 + Xej(q�1)'(e)(q + 1)355jq+1 = [4]5jq+1 :

El cas d = 4 �es id�entic al cas d = 6. Necess�ariament (n0; n1; n2; n3) = (1; 1; 1; 0),que contribueix en: '(4)q2 � 1 Xej(q�1); e-(q�1)=2'(e)(q + 1) = [1]4jq+1 :
Per a d = 3 tenim les seg�uents possibilitats per a (n0; n1; n2; n3):

(1; 0; 2; 0); e � 1; (1; 0; 0; 2); e = 1; (1; 0; 1; 1); e = 1; (1; 0; 0; 1); e = 2;
que, per (38) i les f�ormules expl��cites de la secci�o 5, contribueixen:

'(3)2(q2 � 1)
24 Xej(q�1)'(e)(q2 � 1) + (q2 � 1)2 + (q + 1)(q2 � 1) + �q2 � 1�2jq�1

353jq+1== �q2 + 2q � 1�3jq+1 + [1]3jq+1; p>2 :
Finalment, si d = 2 tornem a tenir e parell, e > 1, com en el cas d = 6, i lesseg�uents possibilitats per a (n0; n1; n2; n3):
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(1; 0; 3; 0); e � 1; (1; 0; 1; 1); e = 2; (1; 1; 2; 0); e � 1; (1; 1; 0; 1); e = 2:Agrupem els casos amb e � 1 i els casos amb e = 2 per separat. Apliquem (38),el Lema 3.3 i les f�ormules expl��cites de la secci�o 5, per obtenir una contribuci�orespectivament de:
1q2 � 1

24 Xej(q�1); e-(q�1)=2'(e) �(q + 1)(q2 � q � 1) + q2 � 1�352jq+1 =
�q2 � 22 �

2jq+1 ;
1q2 � 1 �(q + 1)(q2 � 1) + q2 � 1�4jq+1 = [q + 2]4jq+1 :

Tipus IIIRecordem que
ZIII = f(d; e; f) 2 Z3 j d � e � f > 1;m := mcm(d; e) = mcm(d; f) = mcm(e; f)j(q � 1)g;

NIII(d; e; f) =
8>>>>>>>>><>>>>>>>>>:

'(m) (m)6(q � 1)2 ; si d = e = f = m;
'(m)'(h) (H)2(q � 1)2 ; si d = e = m > f;
'(m)'(h) (H)(q � 1)2 ; si d > e > f:

Apliquem (37). Considerem fam��lies d'enters no-negatius (n0; n1; n2; n3; n4)satisfent:
n0 + f n1 + e n2 + d n3 +mn4 = 7; 0 � n0 � 3; (d; e; f) 2 ZIII :Tenim necess�ariament: fd; e; fg \ f2; 3; 4; 5; 6; 7g 6= ;.Suposem que un dels tres divisors d, e �o f val 7. En el cas d = e = f = 7,tenim m = 7 i tots els punts k-racionals del pla, excepte els 3 punts �xos, s'agrupenen 7-�orbites invariants. En aquest cas, en comptes d'aplicar (37), �es m�es rendibleaplicar directament el Corol.lari 7.1 per obtenir una contribuci�o a la suma (10) de:
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�'(7) (7)6(q � 1)2 aP2nfP1;P2;P3g(1)�7jq�1 =
� 5(q � 1)2 (q2 + q � 2)�7jq�1 =

�5(q + 2)q � 1 �
7jq�1 :En la resta dels casos, tenim m > 7 i hi ha una �unica recta d'exponent 7.Aplicant el Lema 3.4 i el Corol.lari 7.1, podem comptar la contribuci�o dels 7-conjuntsinvariants continguts en aquesta recta:X

(d;e;f)2Z7III
NIII(d; e; f)xIII(d; e; f) = X

(d;e;f)2Z7III
NIII(d; e; f)aA1nf�g(1) =

= � 6(q � 8)2(q � 1)2 (q � 1)�7jq�1 =
�3(q � 8)q � 1 �

7jq�1 :Com hem fet a la secci�o 3.1, comptarem m�es endavant les altres possibilitats quees presenten en els casos e = 7 > f > 1.Suposem ara que un dels tres divisors d, e �o f val 6. Com f�eiem a la secci�o 3.1,considerem independentment els casos (6; 6; 3) i (6; 3; 2).En el cas (6; 3; 2) tenim m = 6, def=m2 = 1, NIII(6; 3; 2) = 2=(q � 1)2. Dei-xem per als casos 2; 3 2 fd; e; fg el recompte de la contribuci�o de les seg�uentspossibilitats per a (n0; n1; n2; n3; n4):
(1; 3; 0; 0; 0); (1; 0; 2; 0; 0); (3; 2; 0; 0; 0):Comptem ara nom�es la contribuci�o de:

(1; 0; 0; 1; 0); (1; 0; 0; 0; 1); (2; 1; 1; 0; 0); (0; 2; 1; 0; 0): (40)Agrupem els dos primers casos. Els punts k-racionals de P2 n (L[L0) s'agrupentots en 6-�orbites invariants. Pel Corol.lari 7.1 tenim una contribuci�o de:
'(6)(q � 1)2 �3 aP2n(L[L0)(1)�6jq�1 = 2(q � 1)2 �3(q2 � q)�6jq�1 = � 6qq � 1�6jq�1 :Aplicant (37) i la proposici�o 5.2, els altres dos casos de (40) contribueixen amb:'(6)(q � 1)2 �3 (q � 1)2 + (q � 1)2(q � 1)�6jq�1 = [2q + 4]6jq�1 :En el cas (6; 6; 3) tenim m = 6, def=m2 = H = 3, NIII(6; 6; 3) = 1=(q � 1)2. Elcas (n0; n1; n2; n3; n4) = (1; 2; 0; 0; 0) ser�a comptat quan considerem 3 2 fd; e; fg.La resta de possibilitats s�on:
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(1; 0; 1; 0; 0); (1; 0; 0; 1; 0); (1; 0; 0; 0; 1):Es poden uni�car pensant que a P2 n (L[ fPg) tots els punts k-racionals s'agrupenen 6-�orbites invariants. Aplicant el Corol.lari 7.1 tenim una contribuci�o de:
1(q � 1)2 �3 aP2n(L[fPg)(1)�6jq�1 = 1(q � 1)2 �3 (q2 � 1)�6jq�1 = �3(q + 1)q � 1 �

6jq�1 :La resta de casos es recull a la Taula 3 de la secci�o 3.1. En tots ells, m > 6 ihi ha una �unica recta invariant d'exponent 6 (en els casos (6; 6; 6) i (6; 6; 2) tenimNIII = 0). Pel corol.lari 7.1 la contribuci�o �es:X(d;e;f)6=(6;6;3); (6;3;2)NIII(d; e; f) 3 aA1nf�g(1) = �3(q � 7)q � 1 �
6jq�1 ;on hem utilitzat el c�alcul (11) que hem fet a la secci�o 3.1 de PNIII(d; e; f), quanel sumatori s'est�en als casos recollits en la Taula 3.El cas en que 5 2 fd; e; fg �es completament an�aleg al cas en que 7 2 fd; e; fg.Comptarem nom�es l'aportaci�o dels 7-conjunts invariants que consten de dos punts�xos i un 5-conjunt invariant. En el cas (5; 5; 5) tenim m = 5 i una contribuci�o:�'(5) (5)6(q � 1)2 3 (q2 + q � 2)�5jq�1 =

�6(q + 2)q � 1 �
5jq�1 :En la resta de casos tenim m > 5 i hi ha una �unica recta d'exponent 5. Pel Lema3.4 tenim una contribuci�o de:

X
(d;e;f)2Z5III

NIII(d; e; f) 3 aA1nf�g(1) = � 4(q � 6)2(q � 1)2 3(q � 1)�5jq�1 =
�6(q � 6)q � 1 �

5jq�1 :
La contribuci�o extra del cas excepcional (10; 5; 2) �es:'(10)(q � 1)2 [(q � 1)(q � 1)]10jq�1 = [4]10jq�1 :
Suposem ara 4 2 fd; e; fg. En el cas (4; 4; 2), es t�e m = 4, def=m2 = 2 = h,NIII(4; 4; 2) = 1=(q � 1)2. La contribuci�o de (n0; n1; n2; n3; n4) = (1; 3; 0; 0; 0),(3; 2; 0; 0; 0) la deixem per al cas en que 2 2 fd; e; fg. La resta de possibilitats s�on:
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(1; 1; 1; 0; 0); (1; 1; 0; 1; 0); (1; 1; 0; 0; 1);(3; 0; 1; 0; 0); (3; 0; 0; 1; 0); (3; 0; 0; 0; 1): (41)
Uni�quem les tres primeres en la situaci�o de considerar 7-conjunts formats per unpunt �x, un 2-conjunt a l'�unica recta d'exponent 2 i un 4-conjunt a P2 n (L [ fPg).Pel Corol.lari 7.1 contribueixen en:1(q � 1)2 �3 (q � 1)(q2 � 1)�4jq�1 = [3q + 3]4jq�1 :Uni�quem les tres darreres possibilitats de (41) considerant 7-conjunts formats pels3 punts �xos i un 4-conjunt invariant a P2n(L[fPg). Pel Corol.lari 7.1 contribueixenen: 1(q � 1)2 �(q2 � 1)�4jq�1 = �q + 1q � 1�4jq�1 :En la resta de casos, recollits a la Taula 4 de la secci�o 3.1, tenim m > 4 i i hi hauna �unica recta d'exponent 4. Contribueixen amb:X(d;e;f)6=(4;4;2)NIII(d; e; f) aA1nf�g(1) = �q � 5q � 1�4jq�1 ;on hem utilitzat el c�alcul (12) que hem fet a la secci�o 3.1 de PNIII(d; e; f), quanel sumatori s'est�en als casos recollits en la Taula 4.Ens queda el cas (12; 4; 3), on tamb�e poden haver 7-conjunts invariants partitsen una tripleta i una quarteta invariant. Cal afegir [4]12jq�1 als termes calculats �nsara.Anem al cas 3 2 fd; e; fg. Comptem la contribuci�o del cas (3; 3; 3) apart. PelCorol.lari 7.1, el nombre de parells de 3-conjunts invariants de P2 nfP1; P2; P3g coin-cideix amb aP2nfP1;P2;P3g(2). Aquest valor el podem obtenir descomptant de aP2(2)(calculat a la Proposici�o 5.6) tots els parells de punts k-racionals que involucrenalgun dels tres punts P1; P2; P3:

aP2nfP1;P2;P3g(2) = aP2(2)� 3� 3(q2 + q � 2) = q4 + q3 � 2q2 � 3q + 3:
Ara ja podem comptabilitzar la contribuci�o del cas (3; 3; 3):
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� 13(q � 1)2 3 aP2nfP1;P2;P3g(2)�3jq�1 == � 1(q � 1)2 (q4 + q3 � 2q2 � 3q + 3)�3jq�1 = �q2 + 3q + 3�3jq�1 :
En la resta de casos tenim m > 3 i hi ha una �unica recta d'exponent 3. Pel Lema3.4 tenim una contribuci�o de:X

(d;e;f)2Z3III
NIII(d; e; f) 3 aA1nf�g(2) = [3(q � 4)]3jq�1 :

Finalment, considerem el cas 2 2 fd; e; fg. Com que NIII(2; 2; 2) = 0, elcas (2; 2; 2) no aporta res. En la resta de casos es t�e m > 2 i hi ha una �unicarecta invariant d'exponent 2. La contribuci�o de diverses possibilitats dels casos(14; 7; 2); (6; 6; 2); (10; 5; 2); (4; 4; 2); (6; 3; 2) ja s'han comptat; l'�unica aportaci�o quequeda per comptar �es la de tres parells invariants a la recta d'exponent 2 i un punt�x, o b�e dos parells invariants en aquesta recta i 3 punts �xos. Pel Lema 3.4 i elCorol.lari 7.1, aquests casos contribueixen amb:
X

(d;e;f)2Z2III
NIII(d; e; f) �3 aA1nf�g(3) + aA1nf�g(2)� =

= � q � 32(q � 1)2 �3(q � 1)(q2 � q + 1) + (q � 1)2��2jq�1 == �(q � 3)(3q2 � 2q + 2)2(q � 1) �
2jq�1 :

Tipus IVRecordem que ZIV = fd 2 Z j dj(q � 1); d > 1g, m = d,
N 0IV (d) = '(d)q(q � 1)2(q + 1) ; N 00IV (d) = '(d)q(q � 1) :Atenent a (35), per tractar el tipus IV 0 hem de considerar tripletes (n0; n1; n2)satisfent:
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n0 + n1 + d n2 = 7; 0 � n0 � 1; d 2 ZIV :Atenent al nombre de punts �xos dels 7-conjunts, tenim les seg�uents possibilitatsper a (n0; n1; n2):
(0; 7; 0); (1; 6; 0); d arbitrari 7 punts �xos;(0; 5; 1); (1; 4; 1); d = 2 5 punts �xos;(0; 4; 1); (1; 3; 1); d = 3 4 punts �xos;(0; 3; 1); (1; 2; 1);(0; 3; 2); (1; 2; 2); d = 4d = 2

9=; 3 punts �xos;
(0; 2; 1); (1; 1; 1); d = 5 2 punts �xos;(0; 1; 1); (1; 0; 1);(0; 1; 2); (1; 0; 2);(0; 1; 3); (1; 0; 3);

d = 6d = 3d = 2
9>>=>>; 1 punt �x;

(0; 0; 1); d = 7 0 punts �xos:Agrupant els casos en funci�o del valor de d i aplicant (35), tenim contribucionsrespectives de:
1q(q � 1)2(q + 1)

0@ Xdjq�1; d>1'(d) (aP1(7) + aP1(6))1A =
= (q � 2)(q7 + q6 � q5 � q4)q(q � 1)2(q + 1) = q3(q � 2)(q + 1)q � 1 ;

'(2)q(q � 1)2(q + 1)(q2 � 1)�� �(q5 + q4 � q3 � q2) + (q2 � 1)(q3 + q2 � q) + (q4 � q2 + 1)(q + 2)�2jq�1 == �3q5 + 4q4 � 4q3 � 4q2 + 2q + 2q(q � 1) �
2jq�1 ;

'(3)q(q � 1)2(q + 1) �(q2 � 1)(q4 + q3 � q2 � q) + (q2 � 1)2(q + 2)�3jq�1 =
= �2(q3 + 3q2 + 4q + 2)q �

3jq�1 ;
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'(4)q(q � 1)2(q + 1) [(q2 � 1)(q3 + q2 � q)]4jq�1 = �2(q2 + q � 1)q � 1 �
4jq�1 ;'(5)q(q � 1)2(q + 1) [(q2 � 1)(q2 + q + 1)]5jq�1 = �4(q2 + q + 1)q(q � 1) �

5jq�1 ;'(6)q(q � 1)2(q + 1) [(q2 � 1)(q + 2)]6jq�1 = �2(q + 2)q(q � 1)�6jq�1 ;'(7)q(q � 1)2(q + 1) [q2 � 1]7jq�1 = � 6q(q � 1)�7jq�1 :
Atenent a (36), per tractar el tipus IV 00 considerem quartetes (n0; n1; n2; n3)satisfent:

n0 + p n1 + d n2 + pd n3 = 7; 0 � n0 � 2; d 2 ZIV :Si imposem n1 = n3 = 0, tenim les seg�uents possibilitats, gen�eriques en p:
(0; 0; 1; 0); d = 7; (1; 0; 1; 0); d = 6; (2; 0; 1; 0); d = 5;

(1; 0; 2; 0); d = 3; (1; 0; 3; 0); d = 2:La contribuci�o d'aquests casos �es:
1q(q � 1) �['(7)(q � 1)]7jq�1 + [2'(6)(q � 1)]6jq�1 + ['(5)(q � 1)]5jq�1+

+ �2'(3)(q � 1)2�3jq�1 + �2'(2)(q � 1)(q2 � q + 1)�2jq�1� =
= 1q �[6]7jq�1 + [4]6jq�1 + [4]5jq�1 + [4(q � 1)]3jq�1 + �2(q2 � q + 1)�2jq�1� :

Considerem ara les possibilitats corresponents a n1n3 6= 0, que es donen nom�esper a p 2 f2; 3; 5; 7g. Les possibilitats per a (n0; n1; n2; n3) s�on:
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(0; 1; 0; 0); p = 7; d arbitrari;(2; 1; 0; 0); p = 5; d arbitrari;(0; 1; 1; 0); p = 5; d = 2;(1; 2; 0; 0); p = 3; d arbitrari;(2; 1; 1; 0); (0; 1; 2; 0); (1; 0; 0; 1); p = 3; d = 2;(0; 1; 1; 0); p = 3; d = 4;(1; 3; 0; 0); p = 2; d arbitrari;(2; 1; 1; 0); (0; 2; 1; 0); (1; 0; 0; 1); p = 2; d = 3;(0; 1; 1; 0); p = 2; d = 5:Comptem primer els casos en qu�e d �es arbitrari:
1q(q � 1) Xdjq�1;d>1'(d)

�[q]7jq + [q]5jq + �2(q2 � q)�3jq + �2(q3 � q2)�2jq� =
= �q � 2q � 1�7jq +

�q � 2q � 1�5jq + [2(q � 2)]3jq + [2q(q � 2)]2jq :
La resta de casos contribueixen a la suma (10) amb:

1q(q � 1) �[q(q � 1)]5jq +
+ ['(4)q(q � 1)]3jq; 4jq�1 + �q(q � 1) + q(q � 1)2 + 2(q2 � q)�3jq +

+ ['(5)q(q � 1)]2jq; 5jq�1 + '(3)�(q2 � q)(q � 1) + q(q � 1) + 2(q2 � q)�2jq; 3jq�1�=
= [1]5jq + [2]3jq; 4jq�1 + [q + 2]3jq + [4]2jq; 5jq�1 + [2q + 4]2jq; 3jq�1 :

Tipus VRecordem que
NV = 1q3(q � 1) ; N 0V = 1q2 ; N1 = 1q3(q � 1)2(q2 + q + 1)(q + 1) :
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Atenent a (33), per tractar el cas 
V hem de considerar parells (n0; n1) satisfent:n0 + p n1 = 7. El cas (n0; n1) = (7; 0) �es gen�eric en p i aporta a la suma (10) unacontribuci�o de: 1q3(q � 1)(q7 � q5) = q2(q + 1):
La resta de possibilitats s�on:

(0; 1); p = 7 (2; 1); p = 5;(1; 2); (4; 1); p = 3 (1; 3); (3; 2); (5; 1); p = 2;i la seva contribuci�o �es:
1q3(q � 1) ��q2�7jq + �q2 � q2�5jq + �(q + 1)(q4 � q2) + (q4 � q2)q2�3jq +

+ �(q + 1)(q6 � q4) + (q3 � q)(q4 � q2) + (q5 � q3)q2�2jq� = � 1q(q � 1)�7jq ++ � qq � 1�5jq +
�(q + 1)(q2 + q + 1)q �

3jq + �(q + 1)(3q2 + q � 1)�2jq :
Atenent a (34), per tractar el cas 
0V considerem tripletes (n0; n1; n2) satisfent:

n0 + p n1 +mn2 = 7; 0 � n0 � 1; m = p (resp. m = 4), si p > 2 (resp. p = 2):
Les possibilitats per a (n0; n1; n2) s�on:

(0; 1; 0); (0; 0; 1); p = 7;(1; 2; 0); (1; 0; 2); (1; 1; 1); p = 3;(1; 3; 0); (1; 1; 1); p = 2;i la seva contribuci�o �es:
1q2 ��q2 + q�7jq + �(q2 � q) + (q4 � q2) + q � q2�3jq + �(q3 � q2 + q � q2�2jq� =

= �q + 1q �
7jq +

�q3 + q2 � 1q �
3jq + [2q � 1]2jq :
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Finalment, la contribuci�o de 
 = 1 �es:
N1 aP2(7) = N1 q8 (q4 � 1)(q3 � 1)q � 1 = q5(q2 + 1)q � 1 :

La suma de totes les contribucions de tots els tipus d�ona com a resultat, per an = 7 i p = 2:
t2(7) = q6 + q5 + 3q4 + 6q3 + 8q2 � 1+

+ [2(q2 + 6q + 4)]3jq�1 + [4]5jq+1 + [20]5jq�1 + [6]7jq�1;mentre que, per a n = 7 i p > 2, tenim:
t2(7) = q6 + q5 + 3q4 + 6q3 + 11q2 + 4q+
+ [2(q2 + 6q + 9)]3jq�1 + [4]5jq+1 + [20]5jq�1 + [4q + 6]4jq�1 + [8]7jq�1 + [6]7jq+1+

+ [4]12jq�1 + [2]7jq2+q+1 + [q2 + 4q � 1]3jq + [2]3jq; 4jq�1 + [3]5jq + [2]7jq:
7.3 Integralitat dels coe�cientsL'aspecte dels resultats anteriors ens condueix a conjecturar que els tN(n) es podranexpressar sempre com a certs \polinomis en q" amb coe�cients enters. Per precisaraquesta a�rmaci�o introdu��m la seg�uent:De�nici�o 7.2. Sigui K un anell i q una indeterminada. Un q-polinomi amb coe�-cients a K �es una expressi�o formal:

P (x) = [P1(x)]q�a1 (mod M1) + � � �+ [Pr(x)]q�ar (mod Mr); (42)
amb a1; : : : ; ar; M1; : : : ;Mr enters, M1; : : : ;Mr 6= 0, i P1(x); : : : ; Pr(x) 2 K[x].Denotarem per K[x]q l'anell de tots els q-polinomis.El fet de �xar un valor num�eric de q determina un homomor�sme d'anellsav : K[x]q �! K[x], que resulta d'assignar a cada expressi�o (42) el polinomi queresulta de sumar els Pi(x) que satisfan q � ai (mod Mi). Donat un q-polinomi
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P (x) 2 K[x]q escriurem P (q) 2 K per indicar l'\avaluaci�o absoluta" que consisteixen avaluar en q el polinomi av(P (x)).Conjectura. Per a qualsevol parell d'enters positius N; n, existeix un q-polinomiamb coe�cients enters P (x) := PN;n;p(x), que dep�en del parell (N; n) i de la carac-ter��stica p de k, satisfent tN(n) = P (q).Per a N = 1; 2, podem comprovar aquesta conjectura utilitzant les f�ormulesexpl��cites. Per a N > 2 aix�o no �es possible, i caldria buscar una ra�o m�es profundaque expliqui aquest fet.Veiem per exemple el cas N = 1. Si n = 1; 2, �es evident. Per a n > 2, a[LMNX02, Thm. 2.2] es prova la f�ormula t1(n) = qn�3 + P1(q) + P2(q) + P3(q), onP1(x); P2(x); P3(x) s�on q-polinomis amb coe�cients racionals:
P1(x) = 12(x+ 1)P2e=0�2e�Pmj(q�1;n�e); m>1 '(m)�xn�em � (�1)n�em

� ;
P2(x) = 1xP1e=0�hxn�ep �1(x� 1)in�e(p) + [1]n�e=p� ;
P3(x) = 12(x2 + 1)Pe2f0;2gPmj(q+1;n�e);m>1

'(m)�xn�em +1 � xn�em + (�1)[n�e�m2m ]x+ (�1)[n�e2m ]� :
Notem que en aquestes expressions els respectius denominadors x+ 1, x, x2 + 1desapareixen, ja que:
x+ 1 j �xn�em � (�1)n�em

� ; x j �hxn�ep �1(x� 1)in�e(p) + [1]n�e=p� ;
x2 + 1 j �xn�em +1 � xn�em + (�1)[n�e�m2m ]x+ (�1)[n�e2m ]� :Notem tamb�e que P2(x) �es un polinomi de deb�o:

P2(x) = [xnp�2(x� 1)]pjn;p6=n + [1]p=n + [xn�1p �2(x� 1)]pj(n�1);p 6=n�1 + [1]p=n�1;que dep�en de p, n, i que els possibles valors de P2(x) tenen sempre coe�cients enters.Per tant, la conjectura es redueix en aquest cas a comprovar que P1(x) + P3(x) 2Z[x]q.L'�unic obstacle perqu�e els coe�cients d'aquests dos q-polinomis siguin tots enters�es el factor 1=2 que hi ha davant el sumatori. Per a P1(x), aquest denominador 2
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�es neutralitzat pel factor �2e� quan e = 1. Un cop suposat que e = 0; 2, tant pera P1(x) com per a P3(x), tenim en els dos casos un sumatori sobre un par�ametrem > 1, i en cada sumand amb m > 2 el denominador 2 �es neutralitzat pel factor'(m), que �es parell. Per tant, ens podem reduir a estudiar el sumand corresponent am = 2. Si n �es senar o q �es parell, aquest sumand no apareix i ja tenim directamentP1(x); P3(x) 2 Z[x]q. Per a n parell i q senar, �xant-nos en el sumand amb m = 2,podem dir:
P1(x) � �xn=2 � (�1)n=2 + x(n�2)=2 � (�1)(n�2)=2�2(x+ 1) = 12x(n�2)=2 (mod Z[x]q);

P3(x) � 12(x2 + 1) �x(n=2)+1 � xn=2 + (�1)[(n�2)=4]x+ (�1)[n=4]++x((n�2)=2)+1 � x(n�2)=2 + (�1)[(n�4)=4]x+ (�1)[(n�2)=4]� (mod Z[x]q);Posant n = 2M , aquesta darrera expressi�o val:
P3(x) � 8<: 12(x2+1) �xM+1 � xM�1 � (�1)M=22x� (mod Z[x]q); si M parell;12(x2+1) �xM+1 � xM�1 + (�1)(M�1)=22� (mod Z[x]q); si M senar:Tenim clarament:xM+1 � xM�1 � (�1)M=22xx2 + 1 � xM+1 + xM�1 � 2x(xM�2 + (�1)M=2)x2 + 1 �

� xM+1 + xM�1x2 + 1 � xM�1 (mod 2Z[x]q);
xM+1 � xM�1 + (�1)(M�1)=22x2 + 1 � xM+1 + xM�1 � 2(xM�1 � (�1)(M�1)=2)x2 + 1 �

� xM+1 + xM�1x2 + 1 � xM�1 (mod 2Z[x]q):Per tant, P3(x) � 12xM�1 (mod Z[x]q) en qualsevol cas, iP1(x) + P3(x) � 0 (mod Z[x]q);com vol��em demostrar.En el casN = 2 hem pogut comprovar la conjectura de manera similar, treballantamb les expressions expl��cites per a t2(n) que hem obtingut en aquest cap��tol. Detota manera, els c�alculs s�on molt m�es llargs i enrevessats. Com que, a m�es a m�es,s�on poc il.lustratius, hem preferit no incloure'ls en la mem�oria.
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Cap��tol 4

Funcions generadores dels nombres d'�orbites
de n-conjunts

Recordem les funcions generadores que hem utilitzat en cap��tols anteriors i lesque volem estudiar en aquest cap��tol.Per a qualsevol conjunt �nit Y :Xn�0
�����Yn�����xn = (1 + x)jY j; Xn�0

������ Yn ������xn = (1� x)�jY j:
D'altra banda, per al nombre de punts k-racionals de les varietats �Vn� i �� Vn ��tenim les funcions generadores (cf. Teorema 4.2):

Xn�0
�����Vn� (k)����xn = Z(V=k; x)Z(V=k; x2) ; Xn�0

������ Vn �� (k)����xn = Z(V=k; x):
Si el grup �nit � opera sobre el conjunt �nit Y , aleshores podem expressar lafunci�o generadora dels �����nn�Yn����� i els �����nn�� Yn ������ en termes de l'indicador decicles de P�olya [BFKWZ98, 3.2.16]:Xn�1

�����nn�Yn�����xn = C(�; Y )jzi=1+xi ;
Xn�1

�����nn�� Yn ������xn = C(�; Y )jzi=(1�xi)�1 :
Tanmateix, l'indicador de cicles de P�olya no �es gaire adequat per a expressar lesfuncions generadores dels nombres:
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tV (n) := �����nn�Vn� (k)���� ; �tV (n) := �����nn�� Vn �� (k)���� ;per a � un subgrup �nit del grup de k-automor�smes de la varietat V . D'entrada,l'acci�o de 
 com a permutaci�o de V (k) no determina els jXV;
(n)j (vegeu la secci�o 7,ja que intervenen punts de V (k). Podr��em utilitzar l'indicador de cicles de � actuantsobre V (k) o sobre V (kr), per a r prou gran, per�o aleshores obtenim polinomis ambun nombre astron�omic de variables (sobre V (k), obtenim polinomis amb in�nitesvariables).En aquest cap��tol trobarem f�ormules per a les funcions generadores dels tN(n) :=tPN (n) i tN(n) := tPN (n), respecte de � = PGLN+1(k), i tamb�e les expressarem entermes d'un G-indicador d'exponents:
LG(�;PN) = X�2TGNG;� YV 2LG(�) z�;V 2 Q[fz�;V g];an�aleg al de P�olya. La idea �es que per a cada element 
 2 � es construeix un posetLG(�) format per certes subvarietats lineals 
-invariants i pr�opies (cf. secci�o 9) dePN . Els elements 
 que donen lloc (essencialment) al mateix poset constitueixenun G-subtipus �. El conjunt TG recull els possibles G-subtipus i les constants NG;�compten quants 
 hi ha de cada G-subtipus. L'avantatge d'aquest indicador d'ex-ponents respecte de l'indicador de cicles de P�olya �es doble: d'una banda LG(�;PN)t�e un nombre molt m�es redu��t de variables; de l'altra, la descripci�o de TG i LG(�)es fa en termes de dades combinat�ories expl��cites que ja recullen (i fan innecessaritenir en compte) l'efecte de l'acci�o dels diferents 
 com a permutacions de PN . Elc�omput dels NG;� per a un valor arbitrari de la dimensi�o N �es complicat i no l'hemconsiderat en aquesta mem�oria.A la secci�o 10 provem el resultat principal d'aquesta mem�oria:

Xn2N tN(n)xn = LG(�;PN)jz�;V =h(x); Xn2N �tN(n)xn = LG(�;PN)jz�;V =�h(x);
per a funcions adequades h(x), �h(x) (vegeu el Teorema 10.5).De fet, aquest tractament �es extensible al c�alcul de funcions generadores per alsnombres

TN(n) := �����nn�PN(k)n ����� ; TN(n) := �����nn�� PN(k)n ������ ;i d'una manera completament an�aloga obtenim una generalitzaci�o dels resultats delcap��tol 1 a dimensi�o N arbitr�aria (tret del c�omput de les constants N�, an�alogues
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a les anteriors, que compten el nombre de 
 2 � del mateix subtipus). Cal utilitzaren aquest cas uns indicadors similars:
L(�;PN) =X�2T N� YV 2L(�) z�;V 2 Q[fz�;V g];que donen lloc a resultats similars:

Xn2N TN(n)xn = L(�;PN)jz�;V =f(x); Xn2N TN(n)xn = L(�;PN)jz�;V = �f(x);
per a funcions adequades f(x), �f(x) (vegeu el Teorema 10.2).
8 Generalitats sobre conjunts parcialment orde-natsEn aquesta secci�o revisem algunes nocions sobre posets, extretes de [Sta99], queutilitzarem al llarg del cap��tol.De�nici�o 8.1. Un poset �es un conjunt parcialment ordenat (\Partially OrderedSet").Exemples[n] := f1; : : : ; ng, amb l'ordre usual.Bn := 2[n], el conjunt de les parts de [n], amb la inclusi�o com a relaci�o d'ordre.Dn := fdivisors positius de ng, amb la divisibilitat com a relaci�o d'ordre.DN := fenters positiusg, amb la divisibilitat com a relaci�o d'ordre.
De�nici�o 8.2. Siguin P; Q posets. Diem que una aplicaci�o � : P �! Q �es unmor�sme de posets si x � y ) �(x) � �(y).Diem que � �es un isomor�sme de posets si �es bijectiva i �; ��1 son mor�smesde posets. Escrivim P ' Q per denotar que P i Q s�on isomorfs.De�nici�o 8.3. Sigui P un poset. Un subposet de P �es qualsevol subconjunt Q � P ,dotat de la relaci�o d'ordre indu��da:

x �Q y , x � y:
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De�nici�o 8.4. Sigui P un poset i siguin x; y 2 P , amb x � y. L'interval (tancat)[x; y] �es el conjunt [x; y] = fz 2 P j x � z � yg:Si x � y, aleshores no de�nim l'interval [x; y]. Per tant, el conjunt buit no �es uninterval (tancat).De�nici�o 8.5. Diem que un poset �es localment �nit si tot interval �es �nit.De�nici�o 8.6. Sigui P un poset i siguin x; y 2 P . Diem que y \cobreix" x si y > xi [x; y] = fx; yg.Un diagrama de Hasse d'un poset P �es un graf amb v�ertexs els elements de Pi arestes que indiquen els cobriments. Donats x; y 2 P , si y cobreix x, aleshores xs'escriu exactament a un nivell inferior respecte y.Exemples de diagrames de Hasse

�
�
�
�

[4]
� �
� �

�
�
�
�

�
�
��

@
@

@@

�
�
��

@
@

@@

�
�

��

@
@
@@

�
�

��

@
@
@@

B3
�

�

�
�

�
�

�
�
��

@
@
@@

@
@

@@

�
�

��

@
@
@@

�
�
��

�
�
��

D12
De�nici�o 8.7. Sigui P un poset. Diem que P t�e un element zero, i el denotem per0̂, si 90̂ 2 P tal que 0̂ � x; 8x 2 P . Diem que P t�e un element u, i el denotem per1̂, si 91̂ 2 P tal que x � 1̂; 8x 2 P .Observem que, els elements 0̂, 1̂, si existeixen, s�on �unics.De�nici�o 8.8. Una cadena �es un poset totalment ordenat. La longitud d'una cadenaC �es `(C) := jCj � 1.Una cadena d'un poset P �es una cadena que �es un subposet de P . De�nim lalongitud (o el rang) d'un poset P com:`(P ) := supf`(C)jC cadena de Pg:Diem que una cadena C d'un poset P est�a saturada si: donats x; y 2 C, 6 9z 2P n C tal que x < z < y i C [ fzg �es una cadena de P .De�nici�o 8.9. Una multicadena d'un poset P �es una cadena de P amb elementsrepetits, �es a dir, un multiconjunt tal que el conjunt subjacent �es una cadena de P .La longitud d'una multicadena C �es `(C) := jCj � 1.
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L'�algebra d'incid�encies d'un poset localment �nitSigui K un cos. Sigui P un poset localment �nit. Denotem per Int(P ) el conjuntd'intervals de P , �es a dir,Int(P ) := f[x; y] j x; y 2 P; x � yg:De�nim I(P;K) := Apl(Int(P ); K), el conjunt de totes les aplicacions de Int(P )a K.Donada � 2 I(P;K), escriurem �(x; y) := �([x; y]).I(P;K) �es una K-�algebra amb l'estructura natural de K-e.v. i el producte(��)(x; y) := Xx�z�y �(x; z)�(z; y):�Es una K-�algebra associativa amb identitat
1(x; y) := �(x; y) := � 1 si x = y;0 si x 6= y:Podem pensar � 2 I(P;K) com a una suma formalX[x;y]2Int(P )�(x; y)[x; y]:Aleshores el producte �es l'extensi�o bilineal de l'aparellament
[x; y] � [z; w] = � [x;w] si y = z;0 si y 6= z:D'ara endavant, denotarem simplement I(P ) := I(P;C).ExempleSigui P un poset �nit. Etiquetem els seus elements x1; : : : ; xn de manera quexi < xj ) i < j.Si � 2 I(P;K), posem �(xi; xj) := 0 si xi � xj. Aleshores I(P;K) s'identi�caamb la sub�algebra de Mn(K) de les matrius M = (mij) amb mij = 0 sempre quexi � xj (en particular, M �es triangular superior). L'isomor�sme s'obt�e considerantmij = �(xi; xj).Proposici�o 8.10. Sigui K un cos. Sigui � 2 I(P;K). Aleshores les a�rmacionsseg�uents s�on equivalents:a) � t�e invers per la dreta.b) � t�e invers per l'esquerra.c) � t�e invers pels dos costats.d) �(x; x) 6= 0; 8x 2 P .A m�es, si ��1 existeix, ��1(x; y) dep�en nom�es de l'acci�o de � sobre [x; y].
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Demostraci�o.
�� = � , 8<: �(x; x)�(x; x) = 1; 8x 2 P;�(x; y) = � 1�(x;x)Px<z�y �(x; z)�(z; y); 8x < y a P:

Per tant, � t�e invers per la dreta sii �(x; x) 6= 0; 8x 2 P ; i, en aquest cas,��1(x; y) dep�en nom�es de [x; y]. An�alogament, �(x; x) 6= 0; 8x 2 P tamb�e equivala tenir invers per l'esquerra.
F�ormula d'inversi�o de M�obiusDe�nici�o 8.11. Sigui P un poset localment �nit. La funci�o zeta de P �es l'elementde I(P ) donat per �(x; y) = 1; 8[x; y] 2 Int(P ).Les seg�uents observacions s�on clares:
�k(x; y) =Px=x0�x1�����xk=y 1 = jfmulticadenes x = x0 � x1 � � � � � xk = ygj;(� � 1)k(x; y) = jfcadenes x = x0 < x1 < � � � < xk = ygj:
La funci�o de M�obius de P �es, per de�nici�o, � = ��1.Com hem vist a la demostraci�o de la proposici�o anterior:

�(x; x) = 1; 8x 2 P ; �(x; y) = � Xx<z�y �(z; y); 8x < y a P: (43)
En particular, �(x; y) = �1 sempre que y cobreix x.Sigui P un poset on tots els conjunts
 y � := fx 2 P j x � ygsiguin �nits. Per a qualsevol parell de funcions f; g : P �! C, tenim la seg�uentf�ormula d'inversi�o:

g(x) =Xy�x f(y); 8x 2 P () f(x) =Xy�x g(y)�(y; x); 8x 2 P:En efecte, CP �es un C-espai vectorial on actua I(P ) per la dreta:
(f�)(x) :=Xy�x f(y)�(y; x); 8� 2 I(P ):La f�ormula d'inversi�o diu: g = f� () g� = f , la qual cosa �es evident.
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Exemples.(1) Sigui 1̂ = S1[S2[� � �[Sn una descomposici�o d'un conjunt �nit en reuni�o desubconjunts. Considerem el poset P format per les possibles interseccions d'algunsd'aquests subconjunts (incloent la intersecci�o buida 1̂), ordenats per inclusi�o.Per a cada T 2 P , denotem:
f(T ) := jT n [T 0<TT 0j ; g(T ) := jT j:

Clarament, g(T ) =PT 0�T f(T 0); 8T 2 P , de manera que, per inversi�o de M�obius,
0 = f(1̂) =XT2P g(T )�(T; 1̂) =) g(1̂) = �XT<1̂ jT j�(T; 1̂):que �es, essencialment, el principi d'inclusi�o-exclusi�o.(2) Considerem P = N, amb la relaci�o d'ordre usual. Tenim, per (43):

�(i; j) =
8>><>>:

1; i = j;�1; i+ 1 = j;0; en altre cas.
La f�ormula d'inversi�o en aquest cas �es

g(n) = nXi=1 f(i); 8n > 0 () f(n) = � g(n)� g(n� 1); n > 1;g(1); n = 1:
En altres paraules, els operadors �, � (amb � convenientment inicialitzat) s�oninversos l'un de l'altre. Aquest �es l'an�aleg, en el terreny de les difer�encies �nites, delteorema fonamental del c�alcul.

Producte de posetsEl poset producte (P �Q;�) �es el poset que t�e P �Q per conjunt i l'ordre:
(x; y) � (x0; y0) () x � x0 a P i y � y0 a Q:

Proposici�o 8.12 (teorema del producte). Siguin P; Q posets localment �nits.Tenim:
(x; y) � (x0; y0) a P �Q =) �P�Q((x; y); (x0; y0)) = �P (x; x0)�Q(y; y0):
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Exemple.(1) Bn ' [2]� n� � � �[2] =: [2]n via la identi�caci�o entreBn i f1; 2gn que consisteixen assignar a una n-tupla de 1's i 2's el subconjunt format pels i tals, que en la posici�oi apareix un 2.Clarament, �(1; 1) = �(2; 2) = 1, �(1; 2) = �1. Per tant, tenim calculada lafunci�o de M�obius de Bn:�(T; S) = (�1)jS�T j = (�1)`(T;S); sempre que T � S:La f�ormula d'inversi�o es converteix en:g(S) =XT�S f(T ) () f(S) =XT�S(�1)jS�T jf(T ):
(2) Considerem P = [n1 + 1] � � � � � [nk + 1]. Identi�quem els elements de Pamb k-tuples (a1; a2; : : : ; ak) 2 N tals, que 0 � ai � ni. L'ordre �es el natural encada component. Pel teorema del producte,
�((a1; : : : ; ak); (b1; : : : ; bk)) = � (�1)(b1�a1)+���+(bk�ak); bi � ai = 0; 1; 8i;0; en altre cas:Si N = pn11 � � � pnkk , on els pi s�on primers diferents, P �es isomorf al poset DN delsdivisors positius de N . Tenim, doncs, per a tot rjsjN ,

�(r; s) = � (�1)t; si s=r �es producte de t primers diferents;0; en altre cas:Aquesta �es la funci�o cl�assica de M�obius �(s=r). La f�ormula d'inversi�o �es lacl�assica: g(n) =Xdjn f(d); 8njN () f(n) =Xdjn g(d)�(nd ); 8njN:
9 Poset de les subvarietats invariants pr�opiesSigui k un cos �nit. Fixem un nombre natural N � 1 i un automor�sme de PN ,
 2 PGLN+1(k). Denotem tamb�e per 
 2 GLN+1(k) l'elecci�o d'un representant de
 en el grup lineal af��.Conveni. El terme subvarietat lineal s'aplicar�a exclussivament per indicar subvarie-tats lineals irreductibles no buides de PN .Les subvarietats lineals V � PN(k) que s�on 
-invariants es corresponen amb elssubespais vectorials 
-invariants de AN+1(k) n f0g.
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De�nici�o 9.1. Si V � PN(k) �es una subvarietat lineal 
-invariant, de�nim el seu\exponent" com: exp(V ) := ord(
jV ):Notem que, si tenim una inclusi�o V � W de subvarietats lineals 
-invariants,aleshores exp(V )j exp(W ).El poset L
 format per les subvarietats lineals 
-invariants de PN(k), ordenadesrespecte la inclusi�o, no �es localment �nit. Per exemple, per a N = 2 i 
 del tipusIV 0, l'interval [P1;P2] cont�e in�nits elements: P1, P2 i totes les rectes que passen perP1. O tamb�e, si V �es un pla de punts �xos per 
 i P 2 V , l'interval [P; V ] tamb�e �esin�nit.De�nici�o 9.2. Diem que una subvarietat lineal invariant V � PN(k) �es \pr�opia"si exp(V ) < exp(W ); 8W subvarietat lineal invariant, W ) V .En el primer exemple anterior, les rectes que passen per P1 no s�on pr�opies, jaque tenen el mateix exponent que P2. En el segon exemple anterior, els punts Q iles rectes L del pla V tampoc s�on propis, ja que tenen el mateix exponent que V :exp(Q) = exp(L) = exp(V ) = 1.Notem que PN �es propi, ja que la condici�o W ) PN �es buida.
Notaci�o. Denotem per Lpr
 el poset format per les subvarietats lineals pr�opies
-invariants de Pn(k), amb la inclusi�o com a relaci�o d'ordre.

En aquesta secci�o veurem que Lpr
 �es un poset �nit i determinarem la seva estruc-tura. Comencem revisant els subespais lineals invariants de AN+1(k). Recordem laprimera descomposici�o:Teorema 9.3. Si P
(x) = (x��1)n1 � � � (x��r)nr �es el polinomi caracter��stic de 
,tenim la descomposici�o
AN+1(k) = V1 � � � � � Vr; on Vi = Ker(
 � �i)ni ; i = 1; : : : ; r: (44)Cada subespai Vi �es 
-invariant i els �unics subespais 
-invariants de AN+1(k)s�on els de la forma: W = W1 � � � � �Wr; (45)amb els Wi � Vi 
-invariants.Per tant, �es su�cient estudiar el cas d'un sol valor propi. Denotem gen�ericamentV := Ker(
 � �)n.
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En coordenades adequades, 
 ve donada per una matriu amb s blocs de Jordan:0BBBBB@
� 0 0 � � � 01 � 0 � � � 00 1 � . . . 0... . . . . . . . . . ...0 0 � � � 1 �

1CCCCCA
de mida variable, a la diagonal. Tornem a tenir:V = U1 � � � � � Us;on els U� estan formats pels vectors de la forma (0; 0; : : : ; 0; �; �; : : : ; �; 0; 0; : : : ; 0);aquests subespais s�on 
-invariants i a les coordenades (�; �; : : : ; �) hi opera el �-�esimbloc de Jordan.�Es f�acil determinar els subespais 
-invariants de cada U�. Posem gen�ericamentU = U�, dim(U) = e.Lema 9.4. Sigui v1 2 U tal que (
 � �)e�1(v1) 6= 0. Aleshores els elementsv1; v2 := (
 � �)(v1); : : : ; ve := (
 � �)e�1(v1)s�on una base de U i els �unics subespais 
-invariants de U s�on:U (j) := Ker(
 � �)e�j \ U = 
 vj+1; : : : ; ve �; j = 0; 1; : : : ; e;entenent que U (e) = f0g. A m�es a m�es, denotant igualment per U (j) la corresponentsubvarietat lineal invariant de PN , tenim:exp(U (j)) = p�j ; on �j := minft 2 N j pt � e� jg:Tanmateix, ara no �es cert que els subespais 
-invariants de V siguin de la forma:T1 � � � � � Ts;on cada T� �es un subespai 
-invariant de U�. Per exemple, si els s blocs de Jordans�on iguals, aleshores e := dim(U�) �es constant i tenim subespais 
-invariants de laforma:
T = f(x1; : : : ; xe; a1x1; : : : ; a1xe; a2x1; : : : ; a2xe; : : : ; as�1x1; : : : ; as�1xe) jx1; : : : ; xe 2 kg;on a1; a2; : : : ; as�1 2 k s�on escalars �xats. No obstant aix�o, si ens centrem en elssubespais 
-invariants propis, aquests s�on f�acils de determinar. Notem que:
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exp(V ) = maxfexp(U�)g = p�; on � = minft 2 N j pt � e1; : : : ; esg:Per tant, un subespai 
-invariant T de V t�e necess�ariament exp(T ) = p� , amb0 � � � �. Per a cada valor de � en aquest interval, hi ha un subespai 
-invariantm�axim amb exponent p� : V (�) := sM�=1 U (j�)� ;
on j� �es el m��nim natural que satisf�a p� � e��j�; per tant, aquest �es l'�unic subespai
-invariant propi, per a cada 0 � � � �.Lema 9.5. Suposem que V = Ker(
 � �)n, amb exp(V ) = p�. Aleshores, els �unicssubespais 
-invariants propis de V s�on:0 ( V (0) ( V (1) ( � � � ( V (�) = V:Denotarem Vss := V (0). �Es el subespai semisimple, generat pels vectors propisde valor propi �. Geom�etricament, Vss �es la subvarietat (irreductible en aquest cas)de PN formada pels punts �xos de 
.Aix�o ens permetr�a determinar f�acilment els subespais 
-invariants propis en elcas general (cf. Teorema 9.8). Calculem primer l'exponent de qualsevol subvarietat
-invariant.Lema 9.6. Sigui W � AN+1(k) una subvarietat lineal 
-invariant donada per (44)i (45). Denotem: exp(Vi) = p�i ; exp(Wi) = p�i ; �i � �i:Aleshores,1. exp(W ) = p�D, on � = maxf�1; : : : ; �rg iD := D(W ) := D(�i1 ; : : : ; �it) := minfd 2 N j �di1 = �di2 = � � � = �ditg;essent �i1 ; : : : ; �it els valors propis de 
jW (�es a dir, i1; : : : ; it s�on els ��ndexspels quals Wi 6= 0). Notem que p - D en qualsevol cas.2. Si W �es propi, cada factor Wi �es propi com a subespai 
-invariant de Vi.Demostraci�o. La primera a�rmaci�o �es evident. Provem la segona; si Wi no �es propi,tenim: 0 ( Wi ( W 0i � Vi; amb exp(W 0i ) = p�i = exp(Wi):Per tant, W no �es propi, ja que:W ( W1 � � � � �Wi�1 �W 0i �Wi+1 � � � � �Wri aquests dos subespais tenen el mateix exponent.
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Per exemple,
exp(PN) = p�D(�1; : : : ; �r); � := maxf�1; : : : ; �rg:El rec��proc de la segona a�rmaci�o d'aquest lema no �es cert. Per exemple, siD := D(�2; : : : ; �r) i tenim�D1 = �D2 ; �1 � maxf�2; : : : ; �rg;aleshores:

D(�1; : : : ; �r) = D(�2; : : : ; �r); maxf�1; : : : ; �rg = maxf�2; : : : ; �rg;i, per a qualssevol W2; : : : ;Wr propis, el subespaiW = 0�W2 � � � � �Wr;no �es propi, ja que W1 � � � � �Wr t�e el mateix exponent.
Elements propis d'un poset, respecte d'un mor�sme a un altre posetNecessitem el concepte de \propi" en un context m�es general.De�nici�o 9.7. Sigui � : P �! Q un mor�sme entre dos posets P i Q. Diem quex 2 P �es \propi" respecte de � (o �-propi) si �(x) < �(y); 8x < y.Denotem per P pr� el poset indu��t que obtenim en quedar-nos nom�es amb els ele-ments propis de P respecte de �.Per exemple, si P = L
, Q = DN i � = exp: L
 �! DN �es el mor�sme queassocia a cada subvarietat V el seu exponent, obtenim el concepte de propi estudiatal par�agraf anterior.Apliquem aquest concepte m�es general de propi al cas seg�uent: prenem P = Br,el poset dels subconjunts de f1; : : : ; rg, amb la relaci�o d'ordre donada per la inclusi�o.Prenem Q = DN, respectivament Q = N, i considerem els mor�smes

D : Br �! DN; � : Br �! N;
donats per:

� := fi1; : : : ; itg 7�! D(�) := D(�i1 ; : : : ; �it); �(�) := maxf�i1 ; : : : ; �itg:Fem notar que aquestes de�nicions depenen de l'element 
 2 � que tenim �xat, ambvalors propis �1; : : : ; �r.
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Teorema 9.8. Sigui � 2 Br un element D-propi i siguin D := D(�), � := �(�).Aleshores els seg�uents subespais 
-invariants s�on propis amb exponents respectiusD; pD; : : : ; p�D:
; ( V (0)� ( V (1)� ( � � � ( V (�)� ; V (�)� :=Mi2� V (�)i :

A m�es a m�es, variant � entre tots els elements D-propis de Br obtenim d'aquestamanera tots els subespais 
-invariants propis de PN .Demostraci�o. Suposem que � �es D-propi i provem que cada V (�)� �es propi. Con-siderem V (�)� � W , amb W 
-invariant i exp(V (�)� ) = exp(W ), i comprovem quefor�cosament V (�)� = W .Sigui �W � �
 := f�1; : : : ; �rg tal, queW = �j2�WWj, ambWj � Vj 
-invarianti Wj 6= 0. Pel Lema 9.6, tenim:
exp(V (�)� ) = p�D(�); exp(W ) = p�D(�W ):Tenim, doncs, D(�) = D(�W ), amb la qual cosa, � = �W pel car�acter propi de �.D'altra banda, tenim tamb�e:� = � � �j; 8j 2 � =) Wj = V (�)j ; 8j 2 �;

ja que V (�)j �es el m�axim subespai 
-invariant de Vj amb exponent p� . Com queV (�)j � Wj per hip�otesi, tenim la igualtat Wj = V (�)j .Rec��procament, suposem que W �es pr�opia i sigui �W = f�i1 ; : : : ; �itg el conjuntde valors propis pels quals Wi 6= 0. Pel Lema 9.6, cada subespai Wi �es propi i, pelLema 9.5, Wi = V (�i)i , per a algun 0 � �i � �i. Volem provar dues coses: que �W �espropi i que �i1 = �i2 = � � � = �it . Ara, si�ij < � := maxf�i1 ; : : : ; �itg;tindr��em W ( V (�)�W i, en canvi, exp(W ) = exp(V (�)�W ), amb la qual cosa W no seriapr�opia. Finalment, si �W ( �, amb D(�W ) = D(�), tindr��em tamb�e W = V (�)�W (V (�)� i W tampoc seria pr�opia.Corol.lari 9.9. Sigui � = �(f1; : : : ; rg). Tenim una identi�caci�o natural:Lpr
 ,! [�] � Bprr ;essent la imatge el subposet format pels (�;�) amb � � �(�). En particular, Lpr
 �esun poset �nit.
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Corol.lari 9.10. El poset Lpr
 �es un reticle.Demostraci�o. Pel corol.lari anterior �es su�cient provar que el poset B(�1; : : : ; �r)pr�es un reticle. El conjunt total 1̂ �es sempre propi; per [Sta99, 3.3.1] �es su�cientcomprovar que la intersecci�o de dos elements propis �es un element propi. Considerem�0; �1; �2 � � disjunts dos a dos i tals, que �0 [ �1 i �0 [ �2 s�on propis. Provemque necess�ariament �0 �es propi. Suposem que D(�0 [ f�g) = D(�0); en particular,D(�0 [ �1 [ f�g) = D(�0 [ �1); D(�0 [ �2 [ f�g) = D(�0 [ �2):Com que aquests conjunts s�on propis tenim � 2 �0 [ �1 i � 2 �0 [ �2 i, com queels tres conjunts eren disjunts dos a dos, for�cosament � 2 �0.Acabem aquesta secci�o amb una propietat crucial de les subvarietats 
-invariantsi pr�opies. Recordem que � denota l'automor�sme de Frobenius de k i kn denotal'�unica extensi�o de grau n de k dins k. Recordem tamb�e que el grau d'una subvarietatV � PN(k) �es el m��nim exponent r tal, que �r(V ) = V , o, equivalentment, el m��nimnombre natural r tal que V �es kr-de�nida. El denotarem r = deg(V ).Proposici�o 9.11. Sigui V una subvarietat 
-invariant i pr�opia de PN , de grau r.Aleshores, V \ �i(V ) = ;; 8 0 < i < r:Demostraci�o. Suposem que 0 < i < r i denotem per W la m��nima subvarietat linealque cont�e V i �i(V ); clarament, W �es tamb�e 
-invariant. Com que 
 commutaamb �, tenim exp(V ) = exp(�i(V )). Ara, si fos V \ �i(V ) 6= ;, tindr��em V ( W iexp(V ) = exp(W ), en contra de la hip�otesi de que V �es pr�opia.Corol.lari 9.12. Sigui V una subvarietat 
-invariant i pr�opia de PN , de grau r.Sigui VG := V [ �(V ) [ � � � [ �r�1(V ) la varietat algebraica k-de�nida determinadaper V . Aleshores, Z(VG=k; x) = Z(V=kr; xr):Demostraci�o. Volem provar la identitat de s�eries formals:Xm�1 jVG(km)jm xm =Xn�1 jV (krn)jn xrn: (46)
D'entrada �es clar que r - m =) VG(km) = ;. En efecte,P 2 VG(km) =) P 2 �i(V ); �m(P ) = P =) P 2 �i(V ) \ �i+m(V );i aix�o implica que rjm per la proposici�o anterior.Per tant, fent el canvi m = rn en la s�erie de l'esquerra de (46) i tenint en compte(tamb�e per la proposici�o anterior) que jVG(krn)j = rjV (krn)j, comprovem que las�erie coincideix amb la de la dreta.
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10 Funcions generadores i indicadors d'exponentsSigui k un cos �nit i 
 2 � := PGLN+1(k). Considerem el poset Lpr
 de les subvarie-tats 
-invariants pr�opies de PN(k), amb la inclusi�o com a relaci�o d'ordre.Per a cada V 2 Lpr
 , de�nimV 0 := V n [W<VW:Podem considerar una estrati�caci�o de PN :PN = a
V 2Lpr
 V 0:

Fem notar que, per a tot P 2 V 0, la 
-�orbita O
(P ) t�e cardinal exp(V ) (la demos-traci�o del Lema 2.14 �es v�alida en qualsevol dimensi�o). Aix�o fa que puguem aplicarel Corol.lari 7.1 per comptar el nombre de �-�orbites de diferents tipus de n-conjunts.
10.1 Teoremes principalsEnumeraci�o d'�orbites de n-conjunts de punts k-racionalsDenotem per Lpr
 (k) el subposet de Lpr
 format per les subvarietats k-de�nides.Teorema 10.1. La funci�o generadora dels TN(n), resp. TN(n), �es:X
2C 1j�
j Y

V 2Lpr
 (k)hV 0(xexp(V )); (47)
on, per a qualsevol subvarietat U � PN(k), denotem:hU(x) := (1 + x)jU(k)j; resp. hU(x) := (1� x)�jU(k)j:
Demostraci�o. Per a X = �PN(k)n �, resp. X = �� PN(k)n ��, aplicant el Corol.lari7.1 obtenim la seg�uent generalitzaci�o del Lema 3.1:

jX
j = X
PV 2Lpr
 (k) nV exp(V )=n

0@ Y
V 2Lpr
 (k)

� jV 0(k)jnV �1A ;
resp.

jX
j = X
PV 2Lpr
 (k) nV exp(V )=n

0@ Y
V 2Lpr
 (k)

�� jV 0(k)jnV ��1A :
El lema de Cauchy-Frobenius (2) acaba la demostraci�o.
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Podem aspirar a simpli�car aquesta expressi�o de la funci�o generadora a partirde les idees del cap��tol 1. D'entrada, cal classi�car les classes de conjugaci�o de � ensubtipus. Introdu��m la seg�uent relaci�o d'equival�encia sobre C: diem que dues classesde conjugaci�o 
, 
0 s�on del mateix subtipus si existeix un isomor�sme de posets:� : Lpr
 (k) �!� Lpr
0 (k);que preserva el pes (dim(V ); exp(V )) de cada v�ertex V del poset. El conjunt quocientT := C= � l'anomenem conjunt dels possibles subtipus, i denotem per st : C ! Tl'aplicaci�o quocient, que assigna a cada 
 2 C el seu subtipus.Per a cada subtipus � 2 T podr��em descriurem de manera intr��nseca el poset(amb pes (dim(V ); exp(V )) en cada v�ertex) L(�) := Lpr
 (k), on st(
) = �. Aleshores,si comptem el nombre de 
 amb el mateix subtipus, afectat del pes j�
j�1:
N� := X
2st�1(�) 1j�
j ;

obtenim una f�ormula molt m�es expl��cita per a la funci�o generadora que ens ocupa:Teorema 10.2. La funci�o generadora dels TN(n), resp. TN(n), �es:X�2T N� YV 2L(�)hV 0(xexp(V ));
on, per a qualsevol subvarietat U � PN(k), denotem:hU(x) := (1 + x)jU(k)j; resp. hU(x) := (1� x)�jU(k)j:Al cap��tol 1 hem obtingut f�ormules expl��cites per a aquests N� en dimensi�o 2.Un c�alcul similar en dimensi�o arbitr�aria sembla prou enredat i no el treballarem enaquesta mem�oria.Un inconvenient de la f�ormula del Teorema 10.2 �es la di�cultat de calcular hV 0(x).En els casos que estem tractant ara es redueix a calcular jV 0(k)j i a tal � podemutilitzar inversi�o de M�obius en el poset Lpr
 (k). Clarament,
jV (k)j = XW�V jW 0(k)j =) jV 0(k)j = XW�V �(W;V )jW (k)j =

= XW�V �(W;V )q
dim(W ) � 1q � 1 ;

on dim(W ) indica la dimensi�o af��.
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Per acabar, podem especular tamb�e sobre l'exist�encia d'un indicador d'exponentsL(�; X) 2 Q[z1; : : : ; zr] de�nible per a qualsevol grup �nit � actuant sobre unavarietat algebraica V , que permeti calcular la funci�o generadora dels �����nn�V (k)n �����o dels �����nn�� V (k)n ������. Per al cas particular de � = PGLN+1(k) i V = PN , hemvist que cal considerar:
L(�;PN) =X�2T N� YV 2L(�) z�;V ;i la funci�o generadora que ens interessa �es L(�;PN)jz�;V =hV 0 (xexp(V )).L'avantatge d'aquest indicador d'exponents respecte de l'indicador de cicles deP�olya �es m�ultiple: d'una banda, L(�;PN) t�e un nombre molt m�es redu��t de variables;de l'altra, a la secci�o 10.2 obtindrem una descripci�o de T i L(�) en termes de dadescombinat�ories expl��cites que ja recullen (i fan innecessari tenir en compte) l'efectede l'acci�o dels diferents 
 com a permutacions de PN ; �nalment, aquest indicadord'exponents admet una generalitzaci�o natural que permet resoldre d'una maneracompletament an�aloga l'enumeraci�o de les �orbites de n-conjunts racionals.

Enumeraci�o d'�orbites de n-conjunts racionalsCal substituir el poset Lpr
 (k) per un poset que contempli totes les subvarietatslineals 
-invariants i no nom�es les k-de�nides. Per a G := Gal(k=k) de�nim,
Lpr
;G := GnnLpr
 :Cada v�ertex d'aquest nou poset �es una G-�orbita fV; �(V ); : : : ; �r�1(V )g, on r =deg(V ). Cada subvarietat de la mateixa �orbita t�e la mateixa dimensi�o, el mateixexponent i el mateix grau. En particular, cada element V d'aquest poset t�e un pes(dim(V ); exp(V ); deg(V )) i tots els elements s�on propis respecte del mor�sme queassigna a cada element el seu exponent. Podem pensar que Lpr
;G coincideix amb(GnnL
)pr. Clarament, el poset Lpr
 (k) es pot identi�car al subposet de Lpr
;G formatpels elements V que tenen deg(V ) = 1.Considerem un n-conjunt � � PN , k-de�nit i 
-invariant. Per a cada puntP 2 �, l'�orbita (G � 
)P sota l'acci�o simult�ania de G i 
 est�a continguda a �. Ara,si P pertany a una varietat V 
-invariant de grau r, necess�ariament aquesta �orbita(G � 
)P est�a continguda dins la uni�o:
VG := [0�s<r �s(V ):
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Aquesta varietat algebraica VG �es k-de�nida i, pel Teorema 4.2 i el Corol.lari9.12, coneixem les funcions generadores fVG(x), �fVG(x) dels nombres �����VGn � (k)����,resp. ������ VGn �� (k)����:
Corol.lari 10.3. fVG(x) = fV (xdeg(V )); resp. �fVG(x) = �fV (xdeg(V )), on

fV (x) = Z(V=kr; x)Z(V=kr; x2) ; resp. �fV (x) = Z(V=kr; x);
�es la funci�o generadora dels �����Vn� (kr)����, resp. ������ Vn �� (kr)����.

Prenent X = �PNn � (k), resp. X = �� PNn �� (k), tenim ara
jX
j = X

PV 2Lpr
;G nV exp(V )=n
0@ Y

V 2Lpr
;G
� jV 0jnV � (k)1A ;

resp.
jX
j = X

PV 2Lpr
;G nV exp(V )=n
0@ Y

V 2Lpr
;G
�� jV 0jnV �� (k)1A :

Els arguments utilitzats en la prova del Teorema 10.1 permeten provar d'id�enticamanera:Teorema 10.4. La funci�o generadora dels tN(n), resp. tN(n), �es:X
2C 1j�
j YV 2Lpr
;G fV 0(xexp(V ) deg(V ));
on, per a qualsevol subvarietat U � PN de grau r, denotem:

fU(x) := Z(U=kr; x)Z(U=kr; x2) ; resp. �fU(x) := Z(U=kr; x):
Podem considerar tamb�e el corresponent concepte de subtipus. Diem que doselements 
; 
0 2 � s�on del mateix G-subtipus si existeix un isomor�sme de posets,

� : Lpr
;G �!� Lpr
0;G;
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que preserva el pes (dim(V ); exp(V ); deg(V )) de cada v�ertex V del poset. Denotemper TG el conjunt dels possibles G-subtipus i per stG(
) 2 TG el G-subtipus de cada
 2 GLN+1(k).A la secci�o 10.2 descriurem de manera intr��nseca (i.e. en termes de dades com-binat�ories senzilles, que depenen nom�es de N) un poset LG(�) ' Lpr
;G, per a cada� 2 TG, amb pes (dim(V ); exp(V ); deg(V )) en cada v�ertex, on stG(
) = �. Consi-derant els corresponents coe�cients universals (diferents dels del cas anterior)
NG;� := X

�2st�1G (�) 1j�
j ;
obtenim una f�ormula molt m�es expl��cita per a la funci�o generadora que ens ocupa:Teorema 10.5. La funci�o generadora dels tN(n), resp. tN(n), �es:X�2TGNG;� YV 2LG(�) fV 0(xexp(V ) deg(V ));
on, per a qualsevol subvarietat U � PN de grau r, denotem:

fU(x) := Z(U=kr; x)Z(U=kr; x2) ; resp. �fU(x) := Z(U=kr; x):
Aquest es pot considerar el resultat principal de la mem�oria. Tamb�e podemexpressar la funci�o generadora en termes d'un G-indicador d'exponents an�aleg alque hem introdu��t al par�agraf anterior:LG(�;PN)jz�;V =fV 0 (xexp(V ) deg(V ));on ara: LG(�;PN) = X�2TGNG;� YV 2LG(�) z�;V :Com abans, tamb�e podem calcular fV 0(x) usant inversi�o de M�obius. Si denotemgV (x) := fV 0(x), aleshores, pel Corol.lari 4.3, tenim:fV (x) = YW�V gW (x):

Podem pensar fV , gV com a funcions Lpr
;G ! Q[[x]], i aplicar la inversi�o de M�obius:
gV = YW�V (fW )�(W;V ):

Aquest punt de vista t�e l'avantatge de qu�e el resultat pren una forma que nom�esdep�en de dim(W ), ja que W ' Pdim(W ) i coneixem expl��citament Z(Pdim(W )=k; x).
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Posets semipropisEn el Teorema 10.1 podem substituir el poset Lpr
 (k) per qualsevol poset L satisfentLpr
 (k) � L � L
(k), entenent que el subposet L mant�e el pes (dim(V ); exp(V ))de cada v�ertex V . En efecte, considerem per exemple el poset L = Lpr
 (k) [ fV gobtingut adjuntant a Lpr
 (k) qualsevol subvarietat no pr�opia V ; per a qualsevolW � V , amb W pr�opia del mateix exponent que V , en la f�ormula (47) el factorhW 0(xexp(W )) �es substitu��t per:
hW 0nV 0(xexp(W ))hV 0(xexp(W ));

i, per la multiplicativitat de la funci�o hU(x) respecte d'unions disjuntes, obtenimel mateix resultat. Ja hav��em comentat una observaci�o similar a la Remarca 3.2 il'hem utilitzada abastament a les seccions 7.1 i 7.2.De�nici�o 10.6. Un subposet L satisfent Lpr
 (k) � L � L
(k) direm que �es semipropirespecte de l'exponent.Hem de pensar que el poset Lpr
 (k) cont�e els m��nims ingredients necessaris perqu�ela f�ormula (47) sigui correcta, per�o pot ser substitu��t per qualsevol subposet semi-propi. Podr��em substituir-lo, per exemple, pel poset total L
(k), per�o la f�ormula estornaria impracticable; per exemple, quan 
 tingu�es una varietat 3-dimensional Vde punts �xos, estar��em fent intervenir en la f�ormula cada punt, cada recta i cadapla de V de manera individualitzada.D'altra banda, necessitem que la descripci�o del poset en termes combinatorissigui senzilla, i en aquest aspecte el concepte de propi pot complicar les coses. Peraquest motiu, en la secci�o seg�uent modi�carem convenientment el concepte de sub-tipus i el poset L(�) que associarem a cada subtipus � ser�a semipropi (i molt propera Lpr
 (k)), per�o no propi estrictament. El que importa �es que entre els nodes de L(�)es considerin tots els exponents possibles (no hem d'ignorar subvarietats amb expo-nent menor que la varietat que les cont�e); en alguna situaci�o, controlarem aquestconjunt d'exponents possibles d'una manera molt senzilla, per�o no esporgarem lespossibles repeticions d'exponents, perqu�e ens duria a complicar la descripci�o delposet.An�alogament, en la f�ormula del Teorema 10.4 podem substituir el poset Lpr
;G perposets L que satisfan condicions m�es febles:De�nici�o 10.7. Un subposet L � L
;G direm que �es semipropi respecte de l'exponentsi satisf�a:(1) Lpr
;G � L � L
;G,(2) V \ �i(V ) = ;; 8 0 < i < deg(V ); 8V 2 L.
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En efecte, gr�acies a la segona condici�o continuen sent v�alids els Corol.laris 9.12i 10.3. An�alogament al cas anterior, a la secci�o seg�uent introduirem un conceptede G-subtipus lleugerament diferent i associarem a cada G-subtipus � un posetsemipropi LG(�), molt proper a Lpr
;G per�o no necess�ariament igual.
10.2 Descripci�o dels subtipus i els seus posets associatsContinuem treballant amb un element 
 2 � := PGLN+1(k) �xat, i denotem tamb�eper 
 2 GLN+1(k) l'elecci�o d'un representant a GLN+1.
10.2.1 Descripci�o intr��nseca del conjunt T i els posets L(�)La descripci�o del poset Lpr
 (k) es dedueix de la descripci�o de Lpr
 que es f�eia alTeorema 9.8. Suposem que el polinomi caracter��stic de 
 descompon en productede factors irreductibles: P
(x) = rYi=1 hi(x)ei ; (48)
amb els hi(x) 2 k[x] polinomis m�onics irreductibles de grau wi, diferents dos a dos,i denotem per �1; : : : ; �r 2 k una elecci�o qualsevol d'una arrel de cada polinomi.Aleshores, 
 admet una forma normal de Jordan: 
 = diag(
1; : : : ; 
r), amb:


i = diag(Bi; n(i)1: : :; Bi; Bi(2); n(i)2: : :; Bi(2); : : : ; Bi(si); n(i)si: : :; Bi(si)); (49)
on Bi(s) �es un bloc de Jordan de mida s associat al polinomi irreductible hi(x):

Bi(s) =
0BBBBBBB@
BiJ BiJ Bi. . . . . . BiJ Bi

1CCCCCCCA 2 GLswi(k); (50)
on Bi, J s�on les matrius b�asiques:

Bi =
0BBBBB@
0 �awi1 0 �awi�11 . . . .... . . 0 �a21 �a1

1CCCCCA ; J =
0BBBBB@
0 0 � � � 0 10 0 � � � 0 0... ... . . . ... ...0 0 � � � 0 00 0 � � � 0 0

1CCCCCA ; (51)
amb hi(x) = xwi + a1xwi�1 + � � �+ awi (cf. (28) i (29) del cap��tol 3).
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An�alogament a com f�eiem a la secci�o 9, podem considerar mor�smes de posets:
D : Br �! DN; � : Br �! N;

de�nits per, si � = fi1; : : : ; itg:D(�) = minfd 2 N j �di1 = �di2 = � � � = �dit 2 kg; (52)
�(�) = minf` 2 N j p` � si1 ; : : : ; sitg: (53)�Es clar que el m��nim natural d tal que �di 2 k no dep�en de l'elecci�o de l'arrel�i entre les arrels del polinomi hi(x); per tant, la de�nici�o del mor�sme D �es in-dependent de l'elecci�o inicial d'una arrel de cada factor irreductible del polinomicaracter��stic. D'altra banda, l'exig�encia de qu�e �di1 = �di2 = � � � = �dit 2 k sembladiferent de com de�n��em D a la secci�o 9. No �es aix��; com que nom�es ens interessensubvarietats k-de�nides, quan escollim �i 2 � �es com si obliguem a qu�e � continguitamb�e tots els conjugats de �i. D'aquesta manera, noteu que el mor�sme D arade�nit coincideix amb el mor�sme D de la secci�o 9 avaluat en el conjunt format per�i1 ; �i2 ; : : : ; �it i tots els seus conjugats galoisians.Com a conseq�u�encia immediata del Teorema 9.8 i el Corol.lari 9.9, les subvarietats
-invariants pr�opies i k-de�nides v�enen parametritzades per parells V (�;�), amb� 2 Br D-propi, i � un enter no negatiu, 0 � � � �(�). Clarament,

V (�;�) � V (� 0;�0) () � � � 0; � � �0;
dim(V (�;�)) = �1+Xi2�

�n(i)1 + 2n(i)2 + � � �+ (p� � 1)n(i)p��1 + p� �n(i)p� + � � �+ n(i)si ��wi;
exp(V (�;�)) = p�D(�):Ens agradaria descriure aquest poset, i els pesos de cada v�ertex, exclusivament entermes de dades num�eriques independents de 
. A tal �, estudiem algunes propietatsdel mor�sme D.Lema 10.8. Per a qualssevol i; j 2 [r] i �1; �2 � [r] tenim:

1. D(fig)jqwi � 1q � 1 , D(fig) - qw � 1q � 1 , 8w < wi.
2. D(fi; jg) = mcm(D(fig); D(fjg)) � d, per a cert dj(q � 1).3. D(�1 [ �2) = mcm(D(�1); D(�2)), si �1 \ �2 6= ;.
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Demostraci�o. La primera a�rmaci�o es dedueix de D(fig) = ordk�w=k�(�i) i del fetque hi(x) �es irreductible.Per provar la segona a�rmaci�o, posem �dii = a 2 k, �djj = b 2 k, amb di; djm��nims amb aquesta propietat. Considerem e = mcm(di; dj); si �Di = �Dj 2 k, ambD m��nim, necess�ariament D = ed per a algun enter d. Ara, d = ordk�((�i=�j)e) iper tant, dj(q � 1).Finalment, per provar la tercera a�rmaci�o, posem: D1 = D(�1), D2 = D(�2),e = mcm(D1; D2). Si ` 2 �1 \ �2, tenim:
�D1` = �D1i 2 k; 8i 2 �1; �D2` = �D2j 2 k; 8j 2 �2 =) �ej = �è = �ei ;per a tot i 2 �1; j 2 �2.

Tipus i SubtipusDe�nici�o 10.9. Una partici�o de N + 1 amb pesos 0 < w1 � w2 � � � � � wr vedonada per r fam��lies �(n(i)1 ; n(i)2 ; : : : ; n(i)si )�1�i�rd'enters no negatius, satisfent:rXi=1
�n(i)1 + 2n(i)2 + � � �+ sin(i)si �wi = N + 1:

Denotem per PN+1 el conjunt de totes les particions de N+1 amb pesos, variantr i els wi de totes les maneres possibles.A cada partici�o d'aquestes li podem associar un mor�sme de posets � : Br �! Ndonat per (53).Hem vist m�es amunt que cada 
 2 GLN+1(k) t�e associada una partici�o d'aques-tes, que anomenem el tipus de 
. Clarament, el tipus de 
 no dep�en de la classe de
 a PGLN+1(k) i podem considerar
t : PGLN+1(k) �! PN+1; 
 7! t(
);

l'aplicaci�o que assigna a cada k-automor�sme de PN el seu tipus. Les classes deconjugaci�o de PGLN+1(k) es corresponen amb fam��lies (t;h1(x); : : : ; hr(x)), on t 2PN+1 i els hi s�on polinomis m�onics irreductibles de grau wi, diferents dos a dos,classi�cats per la relaci�o d'equival�encia:
(h1(x); : : : ; hr(x)) � (h�1(x); : : : ; h�r (x)); 8� 2 k�:
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De�nici�o 10.10. Una distribuci�o d'exponents, amb pesos 0 < w1 � w2 � � � � � wr,�es una doble fam��lia: (di)1�i�r ; (di;j)1�i<j�r ;d'enters positius, satisfent:
1. dijqwi � 1q � 1 ; di - qw � 1q � 1 , 8w < wi.
2. di; j = mcm(di; dj) � ei;j, per a cert ei;jj(q � 1).3. mcm(di;j; di;k) = mcm(di;j; dj;k), 8i; j; k 2 [r].Denotem per D el conjunt de totes les distribucions d'exponents amb pesos, va-riant r i els wi de totes les maneres possibles.Tota distribuci�o d'exponents � 2 D determina de manera evident un mor�smede posets: D� : Br �! DN; � 7! D� (�);
D� (�) :=

8>>><>>>:
di; per a � = fig;di;j; per a � = fi; jg;mcm(D� (�1); D� (�2)); per a � = �1 [ �2; amb �1 \ �2 6= ;:Hem vist m�es amunt que cada 
 2 GLN+1(k) t�e associada una distribuci�o d'a-questes, que anomenem la distribuci�o d'exponents de 
. Un altre cop, la distribuci�od'exponents �es invariant per l'acci�o de k� sobre GLN+1(k) i podem considerar l'a-plicaci�o � : PGLN+1(k) �! D; 
 7! �(
);que assigna a cada k-automor�sme de PN la distribuci�o d'exponents determinadaper la igualtat D�(
) = D, on D �es l'aplicaci�o donada per (52).De�nici�o 10.11. Un subtipus �es un element del conjunt T format pels parells (t; �),on t �es una partici�o de N + 1 amb pesos i � una distribuci�o d'exponents amb elsmateixos pesos 0 < w1 � � � � � wr que t.A cada subtipus � 2 T li podem associar un poset L(�), amb nodes V (�;�)parametritzats per parells (�;�), amb � 2 Br i � un enter, 0 � � � �(�). La relaci�od'ordre �es la natural:V (�;�) � V (� 0;�0) () � � � 0; � � �0:Podem associar a cada node V (�;�) d'aquest poset pesos dimensi�o i exponentdonats per:
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dimV (�;�) = �1+Xi2�
�n(i)1 + 2n(i)2 + � � �+ (p� � 1)n(i)p��1 + p� �n(i)p� + � � �+ n(i)si ��wi;

expV (�;�) = p�D� (�):Cada 
 2 PGLN+1(k) t�e associat un subtipus � := st(
) := (t(
); �(
)) i demanera tautol�ogica tenim una inclusi�o de posets
Lpr
 (k) � L(�);que preserva el pes (dim; exp) dels nodes. El poset Lpr
 (k) s'identi�ca al subposetde L(�) format pels nodes V (�;�) amb � D� -propi.En la implementaci�o pr�actica de la f�ormula del Teorema 10.2 �es m�es e�cienttreballar amb aquest poset semipropi L(�) que fer-ho estrictament amb el posetLpr
 (k). D'una banda, ens estalviem la tasca de destriar els � 2 Br que s�on D� -propis; de l'altra, la funci�o de M�obius de L(�) �es molt senzilla; cada parell V (�;�) �V (� 0;�0) determina un interval del poset L(�) isomorf a un producte d'intervals deposets molt simples:

[V (�;�); V (� 0;�0)] ' [�; � 0]� [�;�0]:
Per tant, la funci�o de M�obius val:

�(V (�;�); V (� 0;�0)) = �(�; � 0)�(�;�0) =
8>><>>:

(�1)j�0j�j�j; si � = � 0;(�1)j�0j�j�j+1; si � = � 0 � 1;0; en altre cas:
An�alogament, la funci�o de M�obius de Lpr
 (k) s'expressa essencialment com la delposet producte [�]�Bprr , per�o la funci�o de M�obius del poset Bprr �es molt complicadade calcular.No �es cert que per a cada possible subtipus hi hagi elements 
 2 PGLN+1(k)que el realitzin. El problema de destriar quins subtipus es realitzen forma part delc�alcul de N�, que pot prendre el valor 0 en alguns casos, com ja hem comprovat alcap��tol 1 quan hem calculat els valors de N� quan la dimensi�o �es N = 2 (vegeu elsCorol.laris 2.7 i 2.12).
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10.2.2 Descripci�o intr��nseca del conjunt TG i els posets LG(�)La descripci�o d'aquest poset �es an�aloga, amb l'inconvenient de qu�e cal considerartotes les subvarietats 
-invariants k-de�nides i pr�opies. Aquestes subvarietats hanestat descrites a la secci�o 9, per�o sense preocupar-nos pel seu grau. Per manipular-les d'una manera m�es adequada per als nostres prop�osits, introduirem una notaci�oespecial per identi�car-les.D'entrada, en aquesta secci�o introdu��m una notaci�o especial per a l'acci�o deFrobenius. Per a qualsevol � 2 k, denotem:�(i) := �i(�) = �qi :Per a i = 1; 2; 3 tamb�e utilitzarem �0 := �(1), �00 := �(2), �000 := �(3).Suposem que la descomposici�o del polinomi caracter��stic de 
 en producte defactors irreductibles ve donada per (48) i continuem denotant per �1; : : : ; �r 2 kuna elecci�o qualsevol d'una arrel de cada polinomi hi(x). Sabem que 
 admet unaforma normal de Jordan racional: 
 = diag(
1; : : : ; 
r), amb els 
i donats per (49):

i = diag(Bi; n(i)1: : :; Bi; Bi(2); n(i)2: : :; Bi(2); : : : ; Bi(si); n(i)si: : :; Bi(si));on Bi(s), donat per (50), �es el bloc de Jordan de mida s associat al polinomi irre-ductible hi(x). Treballant a k, un conjugat de 
 tindr�a la forma de Jordan can�onica:~
 := �
��1 = diag(~
1; : : : ; ~
r);
~
i = diag( ~Bi; n(i)1: : :; ~Bi; ~Bi(2); n(i)2: : :; ~Bi(2); : : : ; ~Bi(si); n(i)si: : :; ~Bi(si));

~Bi(s) =
0BBBBBBB@

~BiI ~BiI ~Bi . . . ~BiI ~Bi

1CCCCCCCA 2 GLswi(k);
on el bloc b�asic racional de Jordan Bi, donat per (51), s'ha convertit en:~Bi = diag(�i; �(1)i ; �(2)i ; : : : ; �(wi�1)i ):De fet, aquesta encara no �es la forma can�onica de Jordan. Reordenant les �lesde la matriu ~Bi(s), podem suposar que~Bi(s) = diag(Ci; C(1)i ; C(2)i ; : : : ; C(wi�1)i );
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amb Ci el bloc b�asic de Jordan de mida s� s sobre un cos algebraicament tancat:
Ci =

0BBBBB@
�i 0 0 � � � 01 �i 0 � � � 00 1 �i . . . 0... . . . . . . . . . ...0 0 � � � 1 �i

1CCCCCA :
A la secci�o 9 hem descrit les subvarietats invariants pr�opies de l'automor�smelineal ~
. S�on les subvarietats ~V (�; �) associades a qualsevol elecci�o � d'una fam��liaD-pr�opia d'arrels del polinomi caracter��stic (sense tenir en compte cap condici�ode racionalitat) i � �es un enter 0 � � � �(�). Les subvarietats ~V (�; �) tenenequacions molt senzilles; si (x0; x1; : : : ; xN) denoten les coordenades homog�enies dePN , aquestes subvarietats v�enen determinades per:xi1 = � � � = xim = 0;on els sub��ndexs i1; : : : ; im corresponen a les posicions on a la diagonal de la matriu~
 no hi �gura una de les arrels escollides, o b�e hi �gura per�o el vector que t�e un 1en aquesta posici�o i 0 a les altres genera un espai invariant d'exponent dividit peruna pot�encia de p superior a �. Per exemple, si

~
 =
0BB@
� 0 0 01 � 0 00 0 �0 00 0 1 �0

1CCA
i prescindim del car�acter D-propi en l'elecci�o d'un conjunt d'arrels, obtenim elsseg�uents subespais ~
-invariants:~V (�; 0) = (0; �; 0; 0); ~V (�; 1) = (�; �; 0; 0); ~V (�0; 0) = (0; 0; 0; �);~V (�0; 1) = (0; 0; �; �); ~V (�; �0; 0) = (0; �; 0; �); ~V (�; �0; 1) = (�; �; �; �):Recordem que a la secci�o 9 calcul�avem exp ~V (�; �) = p�D(�). La dimensi�o �esigualment senzilla d'explicitar:
dim( ~V (�; �)) = �1+

+ rXi=1
�n(i)1 + 2n(i)2 + � � �+ (p� � 1)n(i)p��1 + p� �n(i)p� + � � �+ n(i)si ��wi;�;

on wi;� compta quantes arrels del polinomi ireductible hi(x) hem seleccionat dins delconjunt �. Finalment, totes aquestes subvarietats ~V (�; �) s�on k-de�nides i tenengrau 1.
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Doncs b�e, denotarem per V (�; �) la subvarietat 
-invariant que es corresponamb ~V (�; �) via l'automor�sme �:V (�; �) := ��1( ~V (�; �)):La dimensi�o i l'exponent de V (�; �) es calculen per les expressions anteriors perqu�es�on respectats per l'automor�sme �. Pel que fa al grau, sobre cada bloc b�asic deJordan l'automor�sme � ve representat per una matriu invertible M tal, que:
M
0BBBBB@
0 �awi1 0 �awi�11 . . . .... . . 0 �a21 �a1

1CCCCCAM�1 = diag(�i; �(1)i ; �(2)i ; : : : ; �(wi�1)i ):
Les columnes de la matriu M s�on un vector propi de valor propi �i i els seusconjugats galoisians. D'altra banda, les equacions lineals que de�neixen V (�; �)v�enen donades per certes columnes de la matriu �, i l'acci�o de Frobenius sobreaquestes columnes re
ecteix �delment l'acci�o de Frobenius sobre els �i. Per tant,l'acci�o de Frobenius sobre aquestes varietats es re
ecteix �delment en l'acci�o deFrobenius sobre el conjunt �. Per tant,�(V (�; �)) = V (�(�); �) =) deg(V (�; �)) = deg(�) := minfm j �(m) = �g:Per acabar de tenir Lpr
;G controlat ja nom�es ens falta determinar els subconjuntsD-propis del conjunt VP(
) de tots els valors propis de 
. Aquesta pot ser unatasca molt complexa si la volem acomplir estrictament. En comptes d'aix�o, comhem mencionat al principi de la secci�o, considerarem nom�es una certa fam��liaB(VP(
))pr � B(VP(
))spr � B(VP(
));de conjunts semipropis �, molt m�es propera a B(VP(
))pr que a B(VP(
)). Lacondici�o (2) de la De�nici�o 10.7 es tradueix simplement en:

� \ �i(�) = ;; 8 0 < i < deg(�): (54)Per descriure aquesta fam��lia B(VP(
))spr anem a pams i tractem primer ambun cert detall els casos en qu�e el polinomi caracter��stic de 
 t�e respectivament 1 o2 factors irreductibles. Recordem que cada node del nostre poset �es en realitat una�orbita sencera d'una d'aquestes varietats V (�; �) sota l'acci�o de Frobenius. A lapr�actica, pensarem que cada node �es una sola varietat, per�o escollida d'un sistemade representants sota l'acci�o de Frobenius sobre totes les varietats invariants; comacabem de veure, aix�o es tradueix en classi�car els subconjunts de VP(
) m�odull'acci�o de Frobenius i seleccionar per a cada node nom�es un representant.
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Polinomi caracter��stic pot�encia d'irreductibleEls valors propis de 
 s�on les arrels d'un polinomi irreductible h(x) de grau w:VP(
) = f�; �(1); �(2); : : : ; �(w�1)g. Podem �xar un representant de cada �orbitaper l'acci�o de Frobenius considerant nom�es subconjunts � � VP(
) que continguinl'arrel �. Hi ha 2w�1 subconjunts amb aquesta propietat; en canvi, per al nostreposet considerarem nom�es un subconjunt per a cada divisor positiu de w.De�nici�o 10.12. Per a cada divisor positiu u de w, de�nim:�(u) := f�; �(u); �(2u); : : : ; �(w�u)g:Noteu que �(w) = f�g i �(1) = VP(
).Lema 10.13. La fam��lia dels �(u) �es semipr�opia.Demostraci�o. Es evident que els �(u) satisfan la condici�o (54). Nom�es cal compro-var, doncs, que tot subconjunt D-propi de VP(
) que cont�e � coincideix amb un�(u), per a algun divisor positiu u de w.Sigui � � VP(
) un subconjunt D-propi que cont�e � i sigui d = exp(�). Com-provem que � = �(u) per a u := mcdfn j �(n) 2 �g. Evidentment, � � �(u) inom�es es tracta de provar la inclusi�o contr�aria.Clarament: �d = (�(n))d () �d = �n(�d) () �d 2 kn: (55)Recordem que kn �es el subcos de grau n sobre k, de l'extensi�o kw=k. En particular,si �(n) 2 �, tenim: �d = (�(n))d = (�(2n))d = � � � = (�(w�n))d;i, pel car�acter propi de �, a la for�ca � � �(n). D'altra banda, per a cada parell �(n),�(m) 2 �, tenim �d 2 kn \ km = kmcd(n;m), de manera que, pel mateix argument,tamb�e � � �(mcd(n;m)). Aix�o prova que � � �(u).Noteu que els �(u) formen un poset isomorf aDw. Podem calcular expl��citamentel grau i l'exponent de cada �(u). El c�alcul de l'exponent es dedueix immediatamentde (55).Lema 10.14. Per a qualsevol divisor positiu u de w, tenim:deg �(u) = u; exp �(u) = ordk�w=k�u(�) = minfd j h(x)jxd(qu�1) � 1g:En particular, exp �(w) = 1; efectivament, l'elecci�o de � = f�g d�ona lloc a lavarietat V (�; 0) que t�e grau w i est�a formada per punts �xos de 
.Finalment, observem que els exponents dels �(u) estan tots determinats perl'exponent de �(1). Com a conseq�u�encia immediata del lema anterior i l'estructurac��clica de k�w=k�, tenim:
119



Lema 10.15. Per a qualsevol divisor positiu u de w, denotem:Qu := (qw � 1)=(qu � 1) = jk�w=k�uj; D(u) := exp �(u):Aleshores, D(u) = Qu=mcd(Qu; Q1=D(1)).Els �(u) s�on tots propis exactament quan els exponents D(u) s�on tots diferents.�Es f�acil comprovar que no sempre �es el cas. Per exemple, considerem el cas w = 4 i�xem un generador � 2 k�4 del grup c��clic k�4. L'elecci�o d'un polinomi irreductible degrau 4 equival a �xar un enter m que no sigui m�ultiple de Q2 i considerar � = �m.Tenim: D(1) = Q1mcd(Q1;m) ; D(2) = Q2mcd(Q2;m) ; D(4) = 1:
Com que m no �es m�ultiple de Q2, tindrem sempre D(2) > 1. La majoria de lesvegades tindrem tamb�e D(4) > D(2), per�o no sempre. Els diagrames seg�uentsil.lustren la situaci�o per a q = 2; 3. En cada node del poset indiquem l'exponent.Per a q = 2, tenim Q1 = 15, Q2 = 5 i nom�es dues possibilitats:
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�
�

1
5
15

(m;Q1) = 1 �
�
�

1
5
5

(m;Q1) = 3
Per a q = 3, tenim Q1 = 40, Q2 = 10 i cinc possibilitats, nom�es una de les qualscont�e un node no propi:
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�
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(m;Q1) = 1 �
�
�

1
5
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(m;Q1) = 2 �
�
�

1
5
10

(m;Q1) = 4 �
�
�

1
2
8

(m;Q1) = 5 �
�
�

1
5
5

(m;Q1) = 8
En el cas que estem tractant no costaria gaire destriar els nodes propis dels queno ho s�on. D'altra banda, de cara a la f�ormula �nal recollida en el Teorema 10.5,el poset LG(�) ha de ser descrit en els termes m�es simples possibles. El guany quepodria signi�car eliminar uns pocs nodes es contrarestaria pel fet de qu�e la triad'aquests nodes tamb�e requeriria afegir altres passos a l'algorisme. A m�es a m�es,en el cas general la tria dels nodes propis �es molt m�es complicada del que ho �es enaquest cas en qu�e hi ha un �unic factor irreductible del polinomi caracter��stic.
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Polinomi caracter��stic amb dos factors irreductiblesSuposem que el polinomi caracter��stic de 
 �es producte de pot�encies de dos polinomisirreductibles h1(x); h2(x) de graus respectius w1; w2 i arrels:VP(
) = f�1; �(1)1 ; �(2)1 ; : : : ; �(w1�1)1 g [ f�2; �(1)2 ; �(2)2 ; : : : ; �(w2�1)2 g:
Denotem w := mcd(w1; w2).D'entre els subconjunts de VP(
) que constin nom�es d'arrels d'un dels dos poli-nomis, n'escollim nom�es els semipropis considerats a la subsecci�o anterior. Discutimara com hem d'escollir subconjunts que contenen simult�aniament arrels de tots dospolinomis. Com abans, podem �xar un representant de cada �orbita per l'acci�o deFrobenius considerant nom�es subconjunts � � VP(
) que continguin l'arrel �1.De�nici�o 10.16. Per a cada divisor positiu u de w i per a cada j 2 Zu, de�nim:

�j(u) := f�1; �(u)1 ; �(2u)1 ; : : : ; �(w�u)1 g [ f�(j)2 ; �(j+u)2 ; : : : ; �(j+v�u)2 g:
Noteu que, per a u = 1, necess�ariament j = 0 i �(1) := �0(1) = VP(
).Aquests �j(u) s�on ara els nostres subconjunts semipropis. El poset que formenaquests subconjunts ordenats per la inclusi�o queda determinat per:

�j(u) � �j0(u0) () u0ju; j � j0 (mod u0): (56)
Lema 10.17. La fam��lia dels �j(u) �es semipr�opia.Demostraci�o. �Es evident que els �j(u) satisfan la condici�o (54). Considerem unsubconjunt D-propi � � VP(
), que cont�e �1 i algun �(n)2 . Si d = exp(�), tenim:

�d1 = (�(n)2 )d =) �d1 2 kw1 \ kw2 = kw: (57)
Sigui u el m��nim divisor positiu de w tal que �d1 2 ku. Com que �d1 i (�(n)2 )d s�oninvariants per �u, tenim � � �j(u), amb j = n + uZ. Tenint en compte (56), laminimalitat de u comporta la igualtat entre els dos conjunts.Clarament, deg �j(u) = u. L'exponent no �es tan f�acil de determinar. Posem:

Dj(u) := exp �j(u) = minfd j �d1 = (�(j)2 )d 2 kug:Usualment denotarem D0(1) simplement per D(1).Lema 10.18. mcm(Dj(u); Dj0(u0)) = Dj(e) = Dj0(e), per a e = mcd(j0 � j; u; u0).
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Demostraci�o. Sigui d = mcm(Dj(u); Dj0(u0)) i u0 = mcd(u; u0). Tenim:(�(j)2 )d = �d1 = (�(j0)2 )d 2 ku \ k0u = ku0 :En particular, �j0�j(�d1) = �d1, de manera que, de fet, �d1 2 ke. D'altra banda, �esevident que d �es m��nim amb aquesta propietat.En particular, els Dj(w), per a 0 � j < w, determinen tots els exponentsDj(u). Per exemple, D(1) = mcm(D0(w); D1(w)) i, m�es generalment, Dj(u) =mcm(Dj(w); Dj+u(w)).Lema 10.19. Per a j �xada, tenim Dj(u) = QuDj(w)mcd(Qu;(Q1Dj(w)=D(1)) .Demostraci�o. Sigui d = Dj(w) el m��nim enter positiu satisfent �d1 = (�(j)2 )d. Sidenotem a = �d1, tenim D(1) = d ordk�w=k�(a). D'altra banda, Dj(u) = d ordk�w=k�u(a)i hem vist al Lema 10.15 que ordk�w=k�(a) determina tots els ordk�w=k�u(a):Dj(u)d = ordk�w=k�u(a) = Qumcd(Qu; (Q1= ordk�w=k�(a)) = Qumcd(Qu; (Q1=(D(1)=d)) :
No �es senzill controlar les repeticions que puguin apar�eixer entre aquests valorsb�asics Dj(w). Per exemple, considerem el cas w1 = w2 = 2, prenem �1 = � ungenerador del grup c��clic k�2 i �2 = �m, amb m no m�ultiple de q + 1 i m 6= 1; q.Tenim: D0(2) = q2 � 1mcd(m� 1; q2 � 1) ; D1(2) = q2 � 1mcd(qm� 1; q2 � 1) ;

D(1) = q2 � 1mcd(m� 1; q � 1) :Gen�ericament hi ha repeticions entre aquests nombres; usualment D(1) coin-cideix amb algun dels dos nombres \inferiors" i en alguna ocasi�o coincideixen elstres nombres. Tamb�e hi ha situacions espor�adiques en qu�e s�on tots tres diferents.Dibuixem el diagrama de Hasse del poset Bspr(VP(
)) en alguns casos; canviant lanotaci�o �1; �2 per �; �, l'estructura general d'aquest poset �es:
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i nom�es indicarem l'exponent de cada node.Per a q = 3, hi ha nom�es dos posets diferents; el primer correspon a m = 2 i elsegon a m = 5:
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Per a q = 4, els nombres D(1), D0(2), D1(2) sempre presenten alguna repetici�o;prenen els valors (15; 15; 15), (15; 15; 3) i (5; 5; 5). En canvi, per a q = 5, hi ha uncas en qu�e tots s�on diferents; poden valer: (24; 24; 8), (12; 12; 12), (12; 12; 4), (6; 6; 3)i (6; 3; 2). El poset en aquest darrer cas (que correspon a m = 13) �es:
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D'altres casos en qu�e els nombres s�on diferents s�on:
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q = 9; m = 41
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q = 11; m = 17D'entre tots aquests exemples, l'�unic en qu�e tots els nodes s�on propis �es el darrer.
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En el cas w1 = w2 = 3, tenim una situaci�o similar. Si prenem � = � un generadordel grup c��clic k�3, i � = �m, amb m no m�ultiple de q2+ q+1 i m 6= 1; q; q2. Tenim:
D0(3) = q3 � 1(m� 1; q3 � 1) ; D1(3) = q3 � 1(qm� 1; q3 � 1) ; D2(3) = q3 � 1(q2m� 1; q3 � 1) ;

D(1) = q3 � 1(m� 1; q � 1) :L'estructura general dels posets �es:
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Una petita exploraci�o amb magma revela que gen�ericament hi ha repeticionsentre els exponents dels quatre nodes \centrals", per�o torna a haver casos en qu�etots s�on diferents; per exemple:
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q = 16; m = 100
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q = 16; m = 211En el cas w1 = w2 = 4, apareixen tres nivells entre els nodes centrals quecorresponen a seleccionar arrels dels dos polinomis irreductibles. Prenem � = � ungenerador del grup c��clic k�4, i � = �m, ambm no m�ultiple de q2+1 im 6= 1; q; q2; q3.Tenim: Di(e) = q4 � 1(qim� 1; qe � 1) ; 0 � i < e; e = 1; 2; 4:
L'estructura general dels posets �es:
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Doncs b�e, ens trobem amb un fenomen similar. No podem eliminar gen�ericamentcap node perqu�e hi ha casos en qu�e tots s�on propis; per exemple, per a q = 47,m = 2959, tenim els seg�uents exponents en cada node:
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Polinomi caracter��stic amb m�es de dos factors irreductiblesSuposem que h1(x); : : : ; hr(x) s�on els factors irreductibles del polinomi caracter��stici fem una elecci�o �1; �2; � � � ; �r d'una arrel de cada polinomi. Per a cada subconjuntd'��ndexs � 2 Br, el poset L ha de contemplar tots els nodes que corresponen alssubconjunts de VP(
) determinats per eleccions d'arrels de tots els polinomis ambsub��ndex que pertany a �. Per exemple, per a r = 2, els posets L que hem descrital par�agraf anterior contenien els subposets corresponents a � = f1g, � = f2g, quehem ubicat a les columnes exteriors (esquerra i dreta) i el subposet corresponent a� = f1; 2g, representat pels nodes que anomen�avem centrals.Per a cada �, considerem:w� := mcdfdeg(hi(x)) j i 2 �g:La part del poset L que correspon a aquest � tindr�a un \nivell"per a cada divisorpositiu u de w�, amb uj�j�1 nodes etiquetats VJ(u; �), on l'��ndex J recorre el conjunt:J(u; �) := �Zj�ju � = � :D'entrada, cada J = (j1; : : : ; jj�j) 2 Zj�ju correspon a una determinada elecci�o d'ar-rels de cada hi(x), amb i 2 �:[i2�f�(ji)i ; �(ji+u)i ; : : : ; �(ji+wi�u)i g;
i la relaci�o d'equival�encia � re
ecteix la classi�caci�o d'aquests conjunts sota l'acci�ode Frobenius:(j1; : : : ; jj�j) � (j01; : : : ; j0j�j) () j01 � j1 = j02 � j2 = � � � = j0j�j � jj�j:Les inclusions entre els diferents nodes v�enen determinades per:VJ(u; �) � VJ 0(u0; �0) () � � �0; u0ju; pr(J 0) = J;on pr : J(u0; �0) �! J(u; �) �es la projecci�o natural que consisteix en ignorar lescoordenades de �0 n� i aplicar la projecci�o can�onica Z0u �! Zu a les coordenades de�. Sovint abusarem de la notaci�o i escriurem simplement J en comptes de pr(J).Per a cada J 2 J(u; �), els exponents DJ(u; �) del node corresponent han estatdeterminats als par�agrafs anteriors en els casos j�j = 1; 2, i es dedueixen d'aquestsvalors per a j�j � 3, ja que sempre que � = �1 [ �2, amb �1 \ �2 6= ;, tenimevidentment: DJ(u; �) = mcm(DJ(u; �1); DJ(u; �2)):Lema 10.20. La fam��lia dels VJ(u; �) �es semipr�opia.Demostraci�o. �Es evident que els VJ(u; �) satisfan la condici�o (54). Nom�es cal com-provar, doncs, que tot subconjunt D-propi de VP(
) �es equivalent a un VJ(u; �),per a alguna elecci�o de �, u, J . La comprovaci�o �es completament an�aloga a la delscasos anteriors.
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Tipus i G-subtipusDe cara a la de�nici�o del poset LG(�) el concepte de tipus �es el mateix d'abans;un tipus �es un element del conjunt PN+1 de particions de N + 1 amb pesos. Elconcepte de G-subtipus canvia, adaptant convenientment el concepte de distribuci�od'exponents a la situaci�o que ara ens ocupa.De�nici�o 10.21. Fixem pesos 0 � w1 � w2 � � � � � wr i denotem wi;i0 :=mcd(wi; wi0). Una G-distribuci�o d'exponents respecte d'aquests pesos, �es una col.lec-ci�o de fam��lies d'enters positius
Dfig; 1 � i � r; Djfi; i0g; 1 � i < i0 � r; 0 � j < wi;i0 ;satisfent les seg�uents propietats:1. Dfig j qwi�1q�1 ; Dfig - qw�1q�1 ; 8w < wi.2. Djfi; i0g j mcm(Dfig; Dfi0g)(q � 1); 8j; i; i0.3. Per a cada terna 1 � i < i0 < i00 � r, si w := mcd(wi; wi0 ; wi00), tenim:

mcd(Djfi; i0g; Dkfi; i00g) = mcd(Djfi; i0g; Dk�jfi0; i00g); 80 � j � k < w:
4. Per a cada 1 � i � r i cada divisor positiu u de wi, de�nim:

D(u; fig) := (qwi � 1)=(qu � 1)mcd((qwi � 1)=(qu � 1); (qwi � 1)=(q � 1)Dfig) :Per a cada parell 1 � i < i0 � r d'��ndexs, cada divisor positiu u de wi;i0 i cada0 � j < u, tenim:
Dj(u; fi; i0g) := mcm(Djfi; i0g; Dj+ufi; i0g) = mcm(Djfi; i0g; D(u; fig):

Establim ara una relaci�o d'equival�encia entre G-distribucions d'exponents. DuesG-distribucions d'exponents, D; D0 s�on considerades equivalents, D � D0, si existeixun nombre natural M tal, que per a tot parell 1 � i < i0 � r, tenim:
D0jfi; i0g = Dj+Mfi; i0g; 80 � j < wi;i0 ;on el sub��ndex j +M cal entendre'l m�odul wi;i0 .Denotem per DG el conjunt quocient del conjunt de totes les G-distribucionsd'exponents per aquesta relaci�o d'equival�encia.
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Cada 
 2 GLN+1(k) t�e associada una G-distribuci�o d'exponents, determinadaper una elecci�o �1; : : : ; �r d'una arrel de cadascun dels factors irreductibles del po-linomi caracter��stic de 
. Podem considerarDfig := ordk�wi=k�(�i); Djfi; i0g := ordk�(�i=�j(�i0)):En principi, aquests valors depenen de l'elecci�o de les arrels, per�o la classe de laG-distribuci�o respecte de la relaci�o d'equival�encia que hem de�nit, �es independentd'aquesta elecci�o. Igualment, la G-distribuci�o d'exponents �es invariant per l'acci�ode k� sobre GLN+1(k) i podem considerar l'aplicaci�o�G : PGLN+1(k) �! DG; 
 7! �G(
);que assigna a cada k-automor�sme de PN la seva G-distribuci�o d'exponents.De�nici�o 10.22. Un G-subtipus �es un element del conjunt TG format pels parells(t; �), on t �es una partici�o de N + 1 amb pesos, i � 2 DG una classe d'equival�enciade G-distribucions d'exponents amb els mateixos pesos que t.A cada G-subtipus � 2 TG li associem un poset LG(�) amb nodes V (J; u; �;�)parametritzats per:� � 2 Br arbitrari.� 0 � � � �(�).� u divisor positiu de w� := mcdfwi j i 2 �g.� J 2 (Qi2� Zu)=� classe de multi��ndexs, J = (ji)i2� 2 Qi2� Zu, respecte dela relaci�o d'equival�encia(ji)i2� � (ji +M)i2�; 8M 2 Z:
La relaci�o d'ordre entre aquests elements ve donada per:V (J; u; �;�) � V (J 0; u0; � 0;�0) () � � �0; ; � � � 0; u0ju; (ji)i2� � (j0i)i2�:Cada node de LG(�) t�e un pes (dim; exp; deg) donat per:deg(V (J; u; �;�)) = u; exp(V (J; u; �;�)) = p�DJ(u; �);
dim(V (J; u; �;�)) = �1++Xi2�

�n(i)1 + 2n(i)2 + � � �+ (p� � 1)n(i)p��1 + p� �n(i)p� + � � �+ n(i)si ��wu;�;
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on wu;� = �����[i2�f�(ji)i ; �(ji+u)i ; : : : ; �(ji+wi�u)i g����� = 1uXi2� wi;
i la part DJ(u; �) coprimera amb p de l'exponent est�a determinada per:
DJ(u; �) := (qwi � 1)=(qu � 1)mcd((qwi � 1)=(qu � 1); (qwi � 1)=(q � 1)Dfig) ; per a � = fig;
DJ(u; �) := mcm (Djfi; i0g; Dj+ufi; i0g) ; per a � = fi; i0g; j = ji0 � ji;DJ(u; �) := mcm (DJ1(u; �1); DJ2(u; �2)) ; per a � = �1 [ �2; amb �1 \ �2 6= ;;
on J1, J2 s�on les projeccions naturals de J obtingudes respectivament ignorant lescoordenades indexades per elements que no pertanyen a �1, �2.
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