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Introduccid

En aquesta memoria emprenem un estudi enumeratiu dels n-conjunts d’espais pro-
jectius sobre un cos finit k. Hi ha una doble motivacié per estudiar aquests objec-
tes. D’una banda, per una coneguda construccié de Tsfasman-Vladut [TV91], els
n-conjunts de punts k-racionals d’un espai projectiu determinen codis lineals sobre k
(injectius si no hi ha repeticions entre els punts) i aquesta construccié permet establir
una correspondencia bijectiva entre orbites de n-conjunts de punts k-racionals sota
I'acci6 del grup lineal i classes d’isometria (també anomenades classes d’equivalencia
forta) de codis lineals. Des d’aquest punt de vista, ens interessem per n-conjunts
de la forma {P,..., P,} amb els P; punts k-racionals d’un espai projectiu P"; és a
dir, cada P; admet coordenades homogenies amb valors al cos base k.

D’altra banda, els n-conjunts d’espais projectius tenen un estret lligam amb al-
tres objectes geometrics interessants. L’estudi d’aquests n-conjunts i els seus espais
de moduli ha estat objecte de I'atencié de la geometria algebraica des de les seves
etapes més classiques. Destaquen les contribucions de A. Coble a principis del segle
passat. A [DOS8S8] es pot trobar una extensa bibliografia sobre aquests treballs i
una revisié dels mateixos en clau moderna. Centrant-nos en alguns dels casos més
senzills, és ben sabut que, sobre un cos algebraicament tancat, els n-conjunts de P*
classifiquen corbes hiperel-liptiques [DO88, Cap. VIII], i els 7-conjunts del pla clas-
sifiquen corbes no hiperelliptiques de genere 3 dotades d'una estructura de 2-nivell
[DO88, Cap. IX]. Si ens interessem per les propietats aritmetiques dels objectes
geometrics involucrats amb els n-conjunts, caldra preocupar-se per la racionalitat
d’aquests n-conjunts, és a dir, pel fet que el n-conjunt estigui definit sobre el cos
base k; aixo vol dir que

(o(P),...,0(P)}Y = {Pr,.... P}, Vo e Gal(k/k),

de manera que per a cada membre P; del n-conjunt tota ’orbita de P; per 'acci6
del grup de Galois ha d’estar continguda també al n-conjunt. Evidentment, els n-
conjunts que hem mencionat abans, formats integrament per punts k-racionals sén
n-conjunts k-racionals, pero sén un tipus molt particular de n-conjunts k-racionals.

Per exemple, imaginem que els punts P; son tots diferents, estan en una recta
projectiva i els assignem una coordenada afi a; a cadascun. Si la caracteristica de &
és senar podem associar aleshores al n-conjunt una corba hiperelliptica donada per
I'equacié plana de Weierstrass

v =(z—a)(r—ay) (v —ay).

Les corbes hiperel'liptiques k-definides venen donades en general per equacions de
la forma y? = f(z), on f(x) és un polinomi separable arbitrari amb coeficients a
k. Treballant amb n-conjunts de punts k-racionals només estem considerant corbes



amb la propietat (molt particular) que el polinomi f(x) descompon completament
a k. Veiem doncs la conveniencia d’estendre el nostre estudi al cas de n-conjunts
d’espais projectius que sén racionals com a n-conjunt i no necessariament punt a
punt.

Atenent a la doble naturalesa dels n-conjunts i al fet que admetin o no repeticions
dels seus punts, I'objectiu de la memoria és el d’obtenir formules explicites per a les
seglients quatre families de nombres:

Y

Ty (n) = ‘PGLNH(@\\ (PNWG)>

, Ty(n):= ‘PGLNH(;{)\\ (( PNn(/f) ))

it = L (5 @

on, en general, donat un conjunt finit X i un grup finit [ que actua sobre X, denotem

per I'\\ X el conjunt d’orbites d’aquesta accid; denotem per <i§>, resp. (( )7§ )) el

b

o) i= PG (5 )

conjunt dels n-subconjunts, resp. n-multiconjunts de X i, finalment, denotem

()= () (- (0

el nombre de n-conjunts i n-multiconjunts racionals de I'espai projectiu PV.

Linica referéncia que hem trobat a la literatura sobre els nombres ¢y (n), tx(n)
és larticle [LMNXO02] on es donen férmules explicites per als ¢(n). En canvi, els
nombres Ty (n), Tnx(n) han estat extensament estudiats; a [BFKWZ98] es fa un
recull dels aspectes que concerneixen el seu calcul i es dona una féormula per a la
seva funcié generadora en termes de l'indicador de cicles de Pélya:

ZTN (PGLN+17 N)|Z,=‘1,7

neN 1—z?
ZTN (PGLN+17 )‘ Zi=l4ai’ (1)
neEN

on C(PGLy,1,P") és un determinat polinomi amb coeficients racionals, en inde-
terminades z;, una per cada punt de PV (k) (al capitol 1 en recordem la definicio).

A més a més, H. Fripertinger va obtenir una descripcié en termes combinatoris
d’aquest indicador de cicles, que li va permetre implementar aquesta féormula per
obtenir taules amb els valors d’aquests nombres [Fri97], [Frio8].
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En el capitol 1 de la memoria obtenim férmules alternatives per als Ty(n), T2 (n)
i d’altres nombres relacionats, que compten el nombre de clases d’isometria de codis
de dimensié tres amb certes propietats especifiques. Les formules es basen en un
recompte explicit del nombre de classes de conjugaci6é d’elements de PGL3(k) que
donen lloc a permutacions de P?(k) amb la mateixa descomposicié en cicles i sén
prou malleables com per permetre obtenir expressions dels nombres Ty(n), T2(n)
com a polinomis en ¢ (on k£ =F,) amb coeficients racionals.

En els capitols 2 i 3 passem a estudiar el problema analeg per als n-conjunts
racionals. En el capitol 2 trobem férmules explicites per al nombre total de n-
conjunts racionals i en el capitol 3 estudiem el nombre d’orbites sota I'accié del grup
lineal. EI resultat clau és el teorema 6.1, que calcula la funcié zeta del quocient
d’un espai projectiu per un automorfisme. A partir d’aquest resultat es pot imitar
el procediment del capitol 1 per obtenir expressions explicites per als t3(n), t2(n)
com a polinomis en ¢ amb coeficients enters.

Al capitol 4 desenvolupem aquestes idees per a un espai projectiu P de dimen-
sié arbitraria. Els metodes utilitzats en els capitols anteriors se sintetitzen en la
classificacié dels elements de PGLy.1(k) en subtipus (hi ha un concepte més generic
de tipus d’un element de PGLy.1(k), que també utilitzem) i en la construccié per a
cada subtipus o d’un poset L({«) amb pesos “dimensié” i “exponent” en cada node
V', que permeten considerar un indicador d’exponents

LIPGLy1, PY) =) "No [[ zar € Q{zar}],

a€cT VeL(a)

on 7T és el conjunt de tots els subtipus possibles i N, compta el nombre de classes
de conjugaci6é de PGLy4(k) amb subtipus « fixat. Els posets £(«) es construeixen
a partir de subvarietats lineals y-invariants propies (vegeu la definicié a la seccid 9),
on v € PGLy41(k) és qualsevol automorfisme amb subtipus a. A partir d’aquest
indicador d’exponents podem obtenir un resultat analeg a (1)

Z T (n L(PGLy41,P )\ %,V =ha,v (@)’
neN

ZTN L(PGLy41,PY),. 2oy =,y (@)
neN | |

per a funcions hg v (z), hayv(7), que donem explicitament (vegeu el teorema 10.2).

L’avantatge d’aquest indicador d’exponents respecte de I'indicador de cicles de
Pélya té una doble vessant. D’una banda, el polinomi £(PGLy,1,P") té un nom-
bre molt més reduit de variables i la implementacié d’aquestes férmules té una
complexitat essencialment menor que la del calcul de (1). D’altra banda, la seva
concepcid es pot estendre facilment al cas dels n-conjunts racionals. Considerem en
la memoria un concepte analeg de G-subtipus dels elements de PGLy41(k) i per a
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cada G-subtipus « construim un poset Lg(«) (la G fa referéncia a “Galois”) amb
pesos “dimensié”, “exponent” i “grau” en cada node V', que permeten considerar
un G-indicador d’exponents

ﬁg(PGLN+17]PN) = Z Ne,a H Za,v € Q[{Zoz,V}L

a€Ta VeLla(a)

on T és el conjunt de tots els G-subtipus possibles i N, compta el nombre de
classes de conjugaci6 de PGLy,1(k) amb G-subtipus « fixat. A partir d’aquest
G-indicador d’exponents podem obtenir un resultat analeg a ’anterior

Z tN(n)I” = Eg(PGLN+1, ]PN)

neN

Y tn(n)a" = La(PGLy41,PY),

neN

|zo¢,V:f0c,V(”3)7

20,V =Fa,v ()’
per a funcions f, v (x), 7047‘/(35), que donem explicitament (vegeu el teorema 10.5).
Per poder pensar que aquestes formules sén plenament satisfactories des del
punt de vista combinatori calen dues coses. En primer lloc cal obtenir una descrip-
cié intrinseca dels conjunts T, T i dels posets L(a), Lg(«), en termes de dades
combinatories independents de l'estructura de grup de PGLy1(k); aquesta tasca
s’acompleix a la seccio 10.2 del capitol 4. Finalment, cal disposar també de férmules
explicites per als coeficients universals N,, Ng q; aquesta tasca, que s’ha dut a terme
en els capitols 1, 21 3 en el cas del pla projectiu, adquireix una gran complexitat en
dimensions més grans i aquest calcul ha quedat finalment fora de ’abast d’aquesta
memoria. El problema combinatori de calcular aquests nombres N,, Ng , és forca
suggerent i esperem poder abordar-lo en una altra ocasio.

Agraeixo a 'Enric Nart el gran interés que ha mostrat per aquest treball, i la
seva dedicaci6 i paciencia durant tot el procés d’evolucié personal que ha significat
per a mi atacar aquests problemes i anar seguint els camins, sovint inesperats i
costeruts, que m’han dut a la seva comprensio i posterior resolucié.

També vull expressar als meus pares i a la meva avia un agraiment molt especial
per 'ambient familiar agradable i afectués que m’ha permes gaudir d’unes condicions
favorables de treball. Sense el seu suport continuat i fidel la redaccié d’aquesta
memoria no hauria estat possible.



Capitol 1

Classes d’isometria de codis associats a

n-conjunts del pla projectiu

Sigui [ un grup finit actuant per 'esquerra sobre un conjunt finit X i denotem per
M\ el conjunt d’orbites d’elements de X respecte d’aquesta accié. Aquest nombre
d’orbites es pot comptar utilitzant el lema de Cauchy-Frobenius [BFKWZ98, 3.1.6]:

PW = Sl =3 )

vyell yel ’ 7‘

on C és un sistema de representants de classes de conjugacié d’elements de I' i

X ={r € X|y(x) =a}, T,:={peTlpy ' =1}

Aquesta férmula es pot aplicar al calcul de nombres de classes d’isometria de
certes families de codis lineals [BFKWZ98, 3.2]. Per exemple, donats un enter
positiu N i un cos finit &, considerem I' = PGLy4(k) actuant de manera natural
sobre el conjunt X de n-subconjunts de l'espai projectiu PV¥(k) (resp. sobre el
conjunt Y de n-multiconjunts de PV (k)). Aleshores, els nombres Ty (n) := [T\\X|
(resp. Tn(n) := [T\\V|) compten classes d’isometria de tots els codis (resp. de
tots els codis injectius) de longitud n i dimensié menor o igual que N, la matriu
generadora dels quals no té cap columna nul-la. En els dos casos és possible obtenir
(per a N fixat) una funcié generadora per a aquests nombres d’orbites en termes de
I'indicador de cicles de Pélya ([BFKWZ98, 3.2.16)):

ZTN (PGLN+17 N)|Z: 10
g tl—at
ZTN (PGLN—H; )\ i
neN K

Recordem que, en general, per a qualsevol accié de I' sobre X es defineix



X

C ZH al EQ217ZQ,...7Z‘X‘]7

vel =1

on a;(7y) és el nombre de cicles de longitud ¢ que apareixen en la descomposicié en
producte de cicles disjunts de v actuant com a permutacio de X. Per a cada v € T,
el vector (ai(7),...,ax(7v)) s’anomena el tipus de cicle de 7.

Fripertinger [Fri97] ha obtingut a més a més una descripcié general de I'index
C(PGLy.1,PY), la qual ens permet construir taules dels valors de T (n), Tx(n).
Tanmateix, aquesta descripcié és bastant embolicada i fins i tot per a valors petits
de k el calcul explicit d’aquests nombres requereix en diverses etapes ’aplicacio
d’algorismes.

[objectiu d’aquest capitol és, en primer lloc, obtenir per a I' = PGL3(k) una
descomposicié explicita de C en una unié disjunta de families, C = U,C,, segons el
tipus de cicle dels seus elements actuant sobre el pla projectiu P?(k). EI tipus de
cicle de qualsevol v depen de la variacié de I'estructura del conjunt de punts fixos
entre les projectivitats del subgrup ciclic generat per +.

Després, trobem férmules per als cardinals:

e :|Ca’> Go ‘= ‘F'y|> ’Yecm

de cada subconjunt C, i els centralitzadors d’elements v € C, (que s6n constants per
a elements de la mateixa familia). Obtenim aixi férmules explicites per als nombres:

1
N, = — = Co/Ga-
2y = el

Aix0 ens permet obtenir formules per al nombre d’orbites de 1'accié de ' sobre
conjunts finits X quan els cardinals || depenen només del tipus de cicle de ~
actuant sobre P%(k). De fet, per (2), s’obté:

DW= Nata,

on z, = |X,|, per a v € C,.

Com a aplicacié, obtenim a les seccions 3.1 1 3.2 formules explicites per a T5(n),
To(n) i per al nombre de classes d’isometria d’altres families de codis de dimensi6
tres. Férmules analogues per a T;(n) han estat obtingudes a [LN99].

Alternativament, podem pensar que 'objectiu d’aquest capitol és proporcionar
un caleul molt concret de Pindicador de cicles de Pélya C'(PGL3,P?) i mostrar
diverses aplicacions d’aquest calcul.

Els resultats d’aquest capitol han estat publicats a [MNOA4].



1 Classes de conjugacio i centralitzadors de PGL;

Sigui k£ un cos. En aquesta seccié trobem un sistema C de representants de classes
de conjugaci6 de I' := PGL3(k). Per a tot v € C estudiem el subgrup d’isotropia I',
respecte de I'accié de T' sobre ell mateix per automorfismes interns:

Ly={pel|pyp=n}={pel|v=py}

i calculem el seu cardinal quan k& és un cos finit.

Classes de conjugacié

Donada una matriu A € GL3(k), el polinomi caracteristic f(¢) pertany a:

P = {f(t) € k[t]| f(t) és monic de grau 31 f(0) # 0}.

Aquest conjunt P descompon en la unié disjunta de cinc families:

Pr = {f(t) € P| f(t) és irreductible sobre k},
Prr = {f@) e P|f(t) =(t—a)g(t), a €k, g(t)irreductible sobre k},
Prr = {f(t) € P|f(t) té 3 arrels diferents a k},

(t—a)(t —b)? a,b€k,ab},

Prv = {f(t) e P /()

Py = {f() €ePIf(t) = (t—a)’ ack},

i direm que una matriu A és del tipus I, I1, I11, IV o V segons si f4(t) pertany a
cadascuna d’aquestes families. Considerem ara la segiient accié de £* respectivament
sobre GL3(k) i P:

t

A=A, A1) = X‘”f(;),

per a tot A € k*, A € GL3(k), f(t) € P. Tenim clarament fya(t) = fi(¢), de ma-
nera que la correspondencia que assigna a cada matriu el seu polinomi caracteristic
indueix una aplicacié exhaustiva ben definida:

f: PGL3(k) = (k*\\ GL3(k)) — k*\\P.
Clarament, aquesta aplicacio factoritza a través del conjunt C de classes de con-
jugaci6é de PGL3(k):



F1C— E\P.

A més, x € k és una arrel de f(t) siinomés si Az és una arrel de f*(¢); per tant,
I’accié de k* sobre P respecta el tipus de factoritzacié dels polinomis com a producte
de polinomis irreductibles a k[t]. Aixi, encara té sentit dir que un element 7 o una
classe de conjugacié de PGL3(k) és de tipus I, I, III,IV o V segons la subfamilia
de P a la qual f4(t) pertany, on A és qualsevol representant a GL3(k) de v o de
qualsevol element de la classe de conjugacié de 7.

Fixem ara un sistema de representants, que continuem denotant C, de classes de
conjugaci6é de PGL3(k), simplement triant representants de I’accié de k* sobre una
familia de matrius amb forma normal de Jordan. Definim C = C;UC;;UC;;;UCH UCy/,
on Cry :=Cj, UCY, L

0 0 —a
Cr = {|1 0 —=b| | +ct?+bt+a€ck*\\Pr},
01 —c
10 0
Crr == {[0 0 =b] |t*+ ct+birreductible a k[t]},
01 —c
1 00
C[[[ = { 0 b 0 |(b,C)€T},
0 0 ¢
a 0 0
Crv == {10 1 0] |aek—{0,1}},
001
a 0 0
Clv = {10 1 0] |a€ek—{0,1}},
011
1 00 100
Cy = {w:=[010]),w:=(110]|,1},
011 011

on 7T és un conjunt de representants del conjunt quocient de

((k =10, 1}) >x (k= {0,1})) \ A,

sent A el subconjunt diagonal, per 'accié de S3 generada per:

(b,¢) ~ (c,b), (byc) ~ (™', b7 ~ (¢!, be™ ). (3)



Com que l'aplicacié f és exhaustiva i per a un polinomi caracteristic separable
la forma normal de Jordan queda univocament determinada pel polinomi:

Lema 1.1. Pera? € {I,II,1I1}, la correspondéncia que assigna a cada matriu el
seu polinomi caracteristic indueix aplicacions bijectives:

f:Co — E*\\'Ps.

A [Hir79, 7.4], es pot trobar una descripcié similar de C i un calcul del nombre
de classes de conjugacié de cada tipus, quan k = F, és un cos finit. De fet, el que
necessitem és un refinament d’aquests calculs. Dins cadascun d’aquests subconjunts
volem comptar el nombre d’elements amb un tipus de cicle donat actuant com a
permutacions de P?(F,). Aixd s’aconseguira a la seccié 2.

Centralitzadors

Aquesta subseccié esta dedicada al calcul de I'y. Donats v, p € PGL3(k), podem
considerar representants arbitraris A, B € GL3(k); la condicié py = 7yp es tradueix
en AB = ABA, per a un cert A € k*. Donats A € GL3(k) i A € k*, considerem el
k-espai vectorial:

Vax = {M € Ms(k)| MA = AAM}.

Per a A =1, Vjy := V4 és una k-algebra, la dimensié de la qual depén d’una
manera ben coneguda de la forma normal de Jordan de A. De fet, estem interessats
en els conjunts:

VA*,)\ = VA)\ N GLg(k),

ja que I'; es pot expressar com la unio disjunta:

[y = Uner (E*\\ViL) - (4)
Observem que Vi, no és buit si i només si A1 AA sén conjugats, i aixo passa

només per a valors molt especials de A i A:

Lema 1.2. Suposem que A € GL, (k) i AA sdn conjugats a GL,(k), per a un cert
A € k*. Aleshores, \ =1 i el polinomi caracteristic de A és del tipus:

fA(t):(td+a1)"'(td+ar)a a1>-~-7UJT€E*7 (5)

on d és l'ordre del subgrup ciclic de k* generat per A + n = dr.
Reciprocament, si A" = 1, fa(t) és separable i té la forma indicada a (5), ales-
hores A i AA sdn conjugats a GL,, (k).



Dem. Si Ai A sén conjugats, el multiconjunt d’arrels del seu polinomi caracteristic
(comptant multiplicitats) ha de ser invariant sota multiplicacié per A. Com que cap
d’aquestes arrels és zero, el multiconjunt de les arrels ha de ser una unié d’orbites
a, A\, ..., A Ta per a certs elements o € k.

Reciprocament, si f4(t) és separable, la forma normal de Jordan de A queda
univocament determinada pel polinomi caracteristic. Si fa(¢) té la forma indicada
a (5) i A = 1, aleshores A i AA tenen el mateix polinomi caracterfstic i, en con-
seqiiéncia, la mateixa forma normal de Jordan. [

Per a les matrius A del tipus I totes les matrius no nul-les que pertanyen a Vjy
son invertibles:

Lema 1.3. Siguin A, B € GL, (k) i suposem que el polinomi caracteristic de A és
irreductible sobre k. Sigui V' el k-espai vectorial: V = {M € M, (k) | MA = BM}.
Aleshores, tot M € V és o bé zero o bé invertible. En particular, V # 0 si i només
si A i B son conjugats a GL,, (k). En aquest darrer cas, tenim dimg V' = n.

Dem. Les matrius A, B determinen dos homomorfismes d’anells k[t] — M, (k) =
Endy (k™). Obtenim aixi dues estructures de k[t]-modul sobre k", que denotem per
E4, Eg. La condicié M A = BM implica que la multiplicacié per M determina un
homomorfisme M: E4 — Ep de k[t]-moduls. Per hipotesi, el modul E4 és simple,
per tant, o bé ker M = E4 o bé ker M = 0. En el primer cas M = 0 i en el segon
M és invertible.

En particular, V' # 0 si i només si A i B s6n conjugats a GL, (k). En aquest
darrer cas, E4 1 Ep sén isomorfs com a k[t]-moduls; aleshores

V = Homy(F4, Ep) ~ Homyy(Ea, Ey4).

Aixi, per demostrar que dim; V' = n podem suposar A = B. En aquest cas 'a-
firmaci6 és ben coneguda. De fet, per a una matriu diagonal D € GL, (k) tal que
totes les seves entrades a la diagonal sén diferents, les matrius que commuten amb
D s6n exactament totes les matrius diagonals; aixi, per a tota A € GL,(k) amb
n valors propis diferents a &k tenim dim; V' = n. Per tant, el mateix és cert per a
A que tingui polinomi caracteristic irreductible, ja que estenent escalars per alguna
extensio de cossos L de k, ’espai vectorial V' esdevé un L-espai vectorial de dimensio
n i la dimensié dels espais vectorials es preserva per extensié d’escalars. [ |

Corol.lari 1.4. Sigui k = F, un cos finit. Suposem que A € GLy (k) té polinomi
caracteristic irreductible © sigui A € k* tal que A © NA sdn conjugats. Aleshores,
Virl=d¢"—1
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Dem. dimy, Vi =niVji, =Var— {0}, pel lema 1.3 aplicat a B = \A. [ |

Lema 1.5. Sigui k =T, un cos finit. Per a tot v € C d’ordre m tenim:

.

3(¢*+q+1), si y€Cr, m=3,

@ +q+1, si v€Cr, m>3,

@ —1, si v € Crr,

3(q — 1) si v € Crrr, m =3,
= (g —1)2, si v € Crrr, m > 3,

glg = 1)*(¢+ 1), si v € Cly,

q(q — 1), si v € Cly,

¢*(q — 1), si Y=,

7, $67 = Vs

| Pla— 1D +a+D(g+1), siy=L

Dem.  Suposem primer que v € PGL3(k) és del tipus I, IT o II1, i sigui A un
representant de v a GL3(k). El k[t]-modul E4 definit com a la demostracié del lema
1.3 és semisimple. La descomposicié com a suma directa de moduls simples és la
segiient:

Ey, dim FE, = 3, si A és del tipus I,
Eis=4 E,\® E,, dmFE; =i, i=1,2, si A és del tipus 11,
FioE,oE;, dmFE; =1, 1=1,2,3, si A ésdel tipus I11].

Com que a cada descomposicio entre els factors simples no n’hi ha dos d’isomorfs,
tenim,

Pel corol lari 1.4,

¢ -1, si A és del tipus 1,
Vil=<% (¢—1)(¢>—1), si A és del tipus 1,
(g —1)3, si A és del tipus I7T1.

11



Per a tot A € A, el modul E)4 admet una descomposicié com a suma directa
de moduls simples, Fy4 = @;E!, del mateix tipus que A. Si a més A i AA sén
conjugats, els moduls simples a la descomposicié de E4 i Ey4 son isomorfs: E; ~ E!
per a tot 4, en cada cas. Aixi, [V} ,| = |Vi], ja que

Vi, =Tsom(E4, Fxa) ~ @;Isom(F;, E}) ~ @; Aut(E;).

Pel lema 1.2, A és conjugada a AA per a algun A € k*, X\ # 1, només si k conté
una arrel cubica de la unitat w # 1 i A té un polinomi caracteristic de la forma:
fa(t) = 3 +a, a € k*. Aix0 és equivalent a m = 3. Aplicant (4), veiem que
I’afirmacié del lema és correcta per a v del tipus I, I1 o I11.

Sigui 7 € T ara del tipus IV o V' i sigui A qualsevol representant a GL3(k).
Pel lema 1.2 A és conjugada a AA, només per a A = 1. Aleshores, per (4), |T',| =
|E*\\V]. Un senzill calcul de Vj en cada cas permet acabar la demostracié. W

Remarca. Sigui uz el subgrup de k" format per les arrels ciibiques de la unitat. Si
g # 1 (mod 3), tenim pz Nk = {1}, i k* = (k*)3; per tant, tots els elements de C
d’ordre m = 3 sén del tipus I1 (sip #3) oV (sip=3). Si ¢ =1 (mod 3), tenim
ps C ki (k*: (k*)®) = 3; per tant, en aquest cas hi ha tres elements de C d’ordre 3,
dos a C; i un a Cyyy, donats respectivament per:

00 a 0 0 a 1 0 0
vy=11 0 0}, (1 0 O i vy=10 w 0],
010 01 0 0 0 w?
onac€k*\ (k) iweu\{1}.

2 Accié de subgrups ciclics de PGL3; sobre P?

Sigui k¥ = F, un cos finit amb ¢ elements. Considerem l'accié natural del grup
I' = PGL3(F,) sobre el pla projectiu X := P*(F,).

L’objectiu d’aquesta seccié és descompondre el nostre conjunt C de representants
de classes de conjugacié de I' en una unié disjunta de families agrupant aquells
amb el mateix tipus de cicle i comptar el nombre d’elements de cada familia.

Sigui v un element de I' i sigui A un representant qualsevol de v a GL3(F,).
Denotarem a tot arreu per m = m(y) l'ordre de v com a element de I'. El conjunt
X, dels punts fixos de v a P?(F,) coincideix amb la imatge a P*(F,) dels vectors
propis de A a k*. Més generalment, les rectes de P*(F,) que sén invariants per
v sén imatge de subespais vectorials de k* de dimensié dos invariants per A. En
particular, I'estructura d’aquest conjunt depen només del tipus I, I[1,111,IV o V.
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Més exactament, si denotem per P, = (1,0,0), P, = (0,1,0), Py = (0,0, 1), els tres
punts fonamentals de P?(F,) i per Ly, Lo, Lj les tres rectes determinades, cada L;
pel parell de punts amb subindex diferent de 4, tenim (cf. [Hir79, 7.4]):

Punts fixos i rectes invariants de v € C

tipus de vy X, rectes invariants de -y
I 0 cap
17 {P} Ly
1771 {P1, Py, P5} Ly, Ly, L
v’ LiU{P} L;itota recta que passa per P
n” {P, P3} Ly, Ly
v =Yy Lo tota recta que passa per Pj
v=a {P) L
v=1 X totes les rectes
Taula 1

Per determinar el tipus de cicle de v necessitem estudiar la variacio de ’estructura
dels conjunts X, de punts fixos de les projectivitats del subgrup ciclic generat per
~v. A tal fi, la segiient definicid ens sera d’utilitat:

Definicié 2.1. Sigui L una recta invariant de . L’exponent de L, denotat exp(L),
és el minim divisor positiu d de m(y) tal que L és una recta de punts fizos de v°.
Equivalentment, d és l'ordre de la projectivitat de L obtinguda per restriccio de .

Ara classifiquem els elements de C segons la configuracié dels punts fixos i les
rectes invariants, i els valors dels exponents d’aquestes rectes. Al final d’aquesta
seccidé veurem que aquests invariants son suficients per determinar el tipus de cicle
de 7.

Tipus 1

Lema 2.2. Sigui v € I' un element del tipus I i ordre m. Aleshores, tots els altres
elements no trivials del subgrup ciclic generat per v son del tipus I. Més exactament,
X =0, per atotl <r<m.
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Dem. Sigui F(z) = 2% 'automorfisme de Frobenius de k. Denotem per a,a; =
F(a),as = F*(a) els valors propis de A a I'extensid cibica de k. Els valors propis
de A" sén o, af, af. Si " = a € k, aleshores:

a=F'(a) = F'(a") = a

7

pera:=1,2,

de manera que A" =al5i~y" = 1. [ |

Denotem per C;(m) el subconjunt de C; d’aquells elements d’ordre m, i sigui

cr(m) = |Cr(m)].

Lema 2.3. Sigui v € T' un element del tipus 1. Aleshores, l'ordre m de v és un
divisor de ¢> +q+1im > 3. A més a més, per a tot divisor m de ¢> +q+1, m > 3,
tenim:

o(m),  si m=3,
cr(m) =
o(m)/3, st m >3,

’

on @ és la funcio “fi” d’Euler.

Dem. Sigui L 'extensi6 ctbica de k. Sobre L* — k* tenim una acci6é doble pels
dos grups k* 1 G := Gal(L/k) = {1, F, F?}. La correspondéncia que assigna a cada
a € L* — k* el seu polinomi monic irreductible indueix una aplicacié bijectiva:

G\\(L* — k") — Py,
la qual és compatible amb 'accié de £* sobre ambdéds conjunts. Aixi, obtenim una
aplicaci6 bijectiva:
ENG\ (L = k7)) — E"\Py,

i aquest darrer conjunt és en bijeccié amb C; pel lema 1.1.
Com que Frobenius commuta amb la multiplicacié per escalars a k, tenim una
bijeccié natural:

FNWGW(L = 7)) = G\ (LT = k),
i aquest darrer conjunt es pot identificar amb G\\((L*/k*) — {1}). Aleshores, tenim
una aplicacié bijectiva:

G\((L7/k") = {1}) — Cr. (6)
Suposem que sota aquesta correspondencia bijectiva un element v € Cy es corres-
pon amb « € L*; aleshores, 'ordre m de v com a element de I' és el minim enter
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positiu tal que o™ € k*; és a dir, m coincideix amb 'ordre de a com a element de
L*/k*. Com que aix0 es un grup ciclic amb ¢ + ¢ + 1 elements, necessariament m
és un divisor de ¢ + ¢ + 1 i hi ha exactament p(m) elements d’ordre m en aquest
grup.

Clarament, ¢ + ¢ + 1 és sempre senar, de manera que m no pot ser mai igual a
2. Els elements de 3-torsié de L*/k* sén exactament els elements fixos per I'accid
de G-

¥ =1 <+= o’ € k* <= 3\ € k* such that F(a) = A\a.

Aixi, els dos elements d’ordre 3 de L*/k* estan en correspondéncia amb dos ele-
ments diferents a C; sota la bijeccié (6). D’altra banda, tots els elements a L*/k*
d’ordre m > 3 tenen una orbita de cardinal tres sota l'accié de GG, de manera que
proporcionen ¢(m)/3 orbites. Per la bijeccié (6), aquest és el nombre d’elements a
Cr d’ordre m. [ |

Aquesta distincié entre els casos m = 3, m > 3 desapareix quan dividim ¢;(m)
per |[I',| (que hem calculat al lema 1.5).

Corol.lari 2.4. Per a tot divisor m > 1 de ¢> +q+ 1,

L _am) _  e(m)

Ni(m) = = = .
1(m) " 3@ et D)

vECr(m)

Tipus I1

Sigui K lextensié quadratica de k. Considerem v € C;; amb representant A =
diag(1, B) a GL3(F,), amb B € GLy(F,) tenint un parell o, o’ € K de valors propis
quadratics conjugats. Denotem per d = d(7y) 'exponent de I"inica recta invariant
de v. Clarament,

d() = minim enter positiu tal que o € k*.
Com que o’ = b € k* és fixat per Frobenius, tenim: ot =l = b, de manera que
B¢ = bl,. Aixi, d és el minim enter positiu tal que 7¢ és, o bé 1, o bé del tipus IV".
Les poténcies 7" s6n representades per diag(l, B") a GL3(F,); per tant, ordre
m de v és d vegades 'ordre de b a k*.

Lema 2.5. Per a vy del tipus 11, siguin P € X, L C X respectivament el punt fix i
la recta invariant de vy i sigui d = d(v) Uexponent de L. Aleshores, per a1 < r < m,
tenim:
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¥ {P}, si dfr, (i~" és del tipus IT),
v =
LU{P}, sidlr, (iv" és del tipus IV').

En particular, si d = m tenim X,» = {P}, per a tot 1 <r < m. [ |

Denotem com abans G = Gal(K/k). Procedint com al cas I, la correspondeéncia
que assigna a cada a € K* — k* el polinomi (z — 1) vegades el polinomi monic
irreductible de a, determina una aplicacio bijectiva:

G\(K" = k") — E"\\Py1,
i aquest darrer conjunt és en bijeccié amb C;; pel lema 1.1.

Sia€e K* — k* correspon a v € Cyy, tenim:

d(y) = ordre de la classe de v a K*/k",

M — ordre de o™ a k*.
d(v)

En particular, d(v)|(¢ +1) i m(y) = d(v)e, e|[(¢ — 1). Per a un parell donat d’enters
positius, d|(¢+ 1), d > 11 m = de, e|(¢ — 1), denotem:

Cri(m,d) :=={y € Crs | m(v) =m,d(y) =d}, cr(m,d) = |Crr(m,d)].

Lema 2.6. Per a tot parell d’enters positius, e|(q — 1), d|(¢g+ 1), d > 1,

o(d)p(e), si d senar,

1
2
crr(de,d) = ¢ 0, si d parell i e|%2

2 7

o(d)ple), si dparell ief St

Dem. Com que totes les orbites de G que actuen sobre K* — k* tenen dos elements,
tenim:

1
C[[(d@, d) = §|B(d€7 d)|7
per a tot d, e, on,

B(m,d) = {a € K* — k* | m,d minims satisfent o’ € £*, o™ = 1}.

Existeixen ¢(d) elements a K*/k* d’ordre d; per tant, existeixen ¢(d)(q — 1)
elements al conjunt:
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T :={a € K*—k* | d és el minim enter positiu tal que o € k*}.

Denotem Ty := {a € T | a® = M}, per a tot A € k*. Els conjunts T i B(de,d)
descomponen en la unié disjunta:

T = U)\Ek:*T)m B(de7 d) = Uordk*()\):eT)\- (7)

La correspondencia, a + pa posa Ty en bijeccid amb Ty,q. Si d és senar,
aleshores (d,q — 1) = 1, ja que aquest nombre és un divisor senar de (¢ + 1,q — 1).
Per tant, (k*)¢ = k* i tots els conjunts T tenen el mateix nombre d’elements. Per
la primera descomposicié de (7), tenim |T)| = £_|1 = @(d), per a tot A € k*. Ara,
aplicant la segona descomposicié de (7) obtenim |B(de, d)| = ¢(e)p(d).

Suposem ara que d és parell. En particular, ¢ és senari (d,q—1) = 2. Aleshores,
(k*)4 = (k*)? i el valor de |Ty| és constant per a \ pertanyent respectivament al
conjunt dels quadrats o no-quadrats de £*. Ara, el conjunt 7} és buit; de fet, si d =
2d' i o = 1, aleshores a? = +1, de manera que d no pot ser el minim enter positiu

tal que o pertany a k*. Aixi, |Ty| = 0 per a tot A € (k*)? i |T)| = (qE')/z = 2¢(d),

per a A no-quadrat. Per la segona descomposicié de (7), tenim B(de,d) = ) si e
divideix (¢ — 1)/2 i |B(de, d)| = 2¢(d)p(e) si e no divideix (¢ — 1)/2. |
Considerem nombres Nyr(m,d) analegs als anteriors:

Corol.lari 2.7. Per a tot parell d’enters positius, d|(q+ 1), d > 1 i m = de, amb
el(q — 1), tenim

—gp(d)go(e)7 st d senar,
L en(de) 2(¢> — 1)
N[I(m;d) = Z ‘F ’ - H‘F ” - 0, st d parell U €|%,
veCrr(mid) 7 K @(d)ﬂp ) g—1

6, si d parell i e{ 9=

Tipus III
Sigui v € Cyy; amb representant a GL3(F,) de la forma:

A = diag(1,b,¢), b,cek—{0,1}, b#c.

Com que v9~! = 1, 'ordre m de v és un divisor de ¢ — 1. Els tres divisors d, e, f
de g — 1, tots més grans que 1, definits per:
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d = ord-(b), e=ordg(c), f = ordg- (é)a
¢

son els exponents respectius de les tres rectes invariants de . De fet, tota potencia
de v amb exponent multiple de d, e o f és 0 bé 1 o bé del tipus I'V'. Clarament,

m = mem(d, e) = mem(d, f) = mem(e, f). (8)
Lema 2.8. Per a v del tipus III 1 1 < r < m tenim,

;

{P, Py, Ps}, sinidnienif divideizen r,
Liu{P}, sif divideizr,
LyU{P},  sie divideix r,
Ly U{Ps},  sid divideiz r.

X,-YT —

\

Aixi, " és del tipus 111 en el primer cas i del tipus V' en els altres casos.

Dem.  Per (8), r no és miltiple comu de qualsevol parell d’enters de la tripleta
d,e, f. [ |

Com a les subseccions anteriors, volem comptar el nombre d’elements a C;r; que
tenen valors fixats d’aquests divisors (d, e, f). Tanmateix, aquesta terna depen ara
del representant escollit A de . Existeixen, en principi, sis representants del tipus
diag(1,¥', ') de les classes de v a Cyyy (cf. (3)):

diag(1,b,¢), diag(l,cbt,b71), diag(l,c !, bc?), )
diag(1, ¢, b), diag(1,b7',cb™1), diag(1,bc™!, ™),

i les ternes (d, e, f) associades a aquestes matrius sén respectivament:

(d767f)7 (f?dJe) (67f7d)7
(e7d7f)7 (d7f’€)7 (f767d)'
Per tant, obtenim un invariant de ~ si considerem la terna d, e, f ordenada per
tamany, diguem: d > e > f.
Comptarem primer el nombre de matrius a GL3(FF,) que tenen ternes fixades.
Per a un divisor fixat m of ¢ — 1 i tres divisors (d,e, f) de m que satisfacin (8)
denotem:

B(da €, f) = {('T?y) S k* X k* ‘ d= Ordk* (Z‘), €= Ordk*(y)a f = Ordk* (my_l)}a
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ib(d,e, f) := |B(d,e, f)|. Observem que el valor de b(d,e, f) és independent de
I'ordenacié de d, e, f.

Per a v = diag(1l,w,w?), on w és una arrel ciibica primitiva de 1, les sis matrius
de (9) prenen només dos valors diferents: diag(1,w,w?) i diag(1,w? w). En qualse-
vol altre cas, aquestes sis matrius son totes diferents. Aleshores, per a tota terna
ordenada donada d > e > f > 1 de divisors de m que satisfacin (8), si denotem

Clll(d7ea f) = {’Y € Crrr | d(W) =d, 6(7) =6 f(W) = f};

tenim:

1=1b(3,3,3), sid=e=
Lb(m, m,m), sid=e=f=m>3,
crrr(d, e, f) == [Crrr(d, e, f)| = f 3 ) ,
zb(m,m, f), sid=e :m>f>1
| 0(d,e, ), sid>e>f>

Per tant, és suficient trobar una férmula per a b(d, e, f).

Tots els elements x,y,zy~' € k* amb ordre fixat d,e, f pertanyen al subgrup
ciclic u,, de k* format per les arrels m-esimes de la unitat. Aixi, podem treballar al
grup ciclic Z,, i pensar que:

b(d,e, f) = {(z,y) € Zpn X Ly, | d = ord(z), e =ord(y), f =ord(z —y)}|.

Pel teorema xines dels residus, els nombres b(d, e, f) determinen una funcié mul-
tiplicativa de tres variables. Per a m una potencia d’un nombre primer ¢, la propietat
(8) implica que almenys dos dels divisors d, e, f s6n iguals a m. Per tant, necessitem
només calcular:

Lema 2.9. Sigui m = {" una poténcia d’un nombre primer £. Aleshores, per a tot
divisor f =07, 0 < j <r, tenim:

_ r—1 : —
o gy = | FE=DET i =,

p(m)e(f), si f<m.

Dem. Per a tot y € (Zy,)*, denotem per B, = {z € (Z,)* | ord(x —y) = f}. Tots
aquests conjunts B, son en bijeccié amb By via laplicacié, x — xy !. Per tant,
b(m,m, f) = p(m)|B.

Per a m = (" podem escriure els elements x € Z,, de manera tnica com:
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ZIZZCL0+CL1£+"'+(Z7_1£T_1, 0<a; <Vt

Suposem f = m; els elements x, x — 1 sén ambdods invertibles si i només si
ap # 0,1, per tant tenim (£ — 2)¢"~! possibilitats per a z. D’altra banda, si f < m,
I'element x — 1 té ordre f si i només si:

=1+ CLT_ngij + e+ ar_1£T717 Qr—j # 0,
i tenim (¢ — 1)¢~! possibilitats. |

D’ara endavant denotarem per v, la valoracié f-adica associada a un nombre
primer £. Per trobar una expressié global per a b(d, e, f) introduim la segilient
terminologia.

Definicié 2.10. Diem que un enter positiu h és un divisor “ple”d’un enter m si
h divideiz m i (h,m/h) = 1; o, equivalentment, si vy(h) = ve(m) per a tot factor
primer £ de h.

Diem que h és un divisor “buit”’de m si h divideix m i rad(h) = rad(m/h), o,
equivalentment, si ve(h) < ve(m) per a tot divisor primer € de h.

Qualsevol divisor positiu d de m es pot escriure de manera 1nica com a un
producte: d = Hh, amb H un divisor ple de m i A un divisor buit de m.

Proposicié 2.11. Sigui m un enter positiu i siguin d,e, f divisors de m satisfent
(8). Sigui

de

o

m
la descomposicid de def/m? en un producte d’un divisor ple, H, i un divisor buit,

h, de m. Aleshores,
b(d, e, f) = p(m)p(h)(H),

on v és la funcid multiplicativa determinada per ¥(€") = (€ — 2)("~*, per a tota
poténcia d’un nombre primer.

Dem.  Ambdues expressions sén funcions multiplicatives i coincideixen per a m
una potencia d’'un nombre primer pel lema 2.9. [ |

. . 1 -
Considerem, com abans, nombres Ny (d,e, f) = Zvecm(d&f) T utils per

compactificar la nostra féormula final.
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Corol.lari 2.12. Amb les notacions anteriors, per a d > e > f > 1 enters que
satisfacin (8) tenim,

p(m)p(m) e
og-pr Tl
crrr(d, e, m
Nir(d,e, f) = —|(F7| /) - a 22;0(_}011?2([{), sid=e=m>f,
e(m)e(h)(H)
\ TEE , std>e> f.

Tipus IVi V
Per a v = diag(a,1,1), a # 0,1, tenim m = ordg-(a). Per a tot 1 < r < m, la
potencia " és sempre del tipus IV'; aixi, el conjunt X, dels punts fixos de 7" és:

X,Y'r — me = L1 U {Pl}

En particular, totes les rectes invariants que passen per P; tenen exponent m.
Per a cada divisor d de ¢ — 1, d > 1, denotem per C}y (d) el subconjunt de Cjy,
format pels v que tenen ordre d. Clarament |C}y (d)| = ¢(d).

Per a v = diag(a, (1 0 ), a # 0,1, tenim m = pd, on d = ordg-(a). En aquest

11
cas p i d sén els exponents de les dues rectes invariants de . De fet, per a tot
1< r<m:

{Py, Ps} si ni p ni d divideixen 7,
Xy =18 Liu{P} si p divideix r,
Ly si d divideix r,

de manera que 7" queda del tipus IV"” en el primer cas, canvia als tipus IV’ en el
segon cas i és conjugat a 7y en el tercer cas.

Per a cada divisor d de ¢ — 1, d > 1, denotem per CY,,(d) el subconjunt de C7,,
d’aquells 7y que tenen ordre pd. Clarament |C}, (d)| = ¢(d).

Corol.lari 2.13. Sigui d > 1 un divisor positiu de g — 1. Aleshores,

M@= Y o al

T~ qlg—1)2(q+1)
e Tl ala=1g+1)
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1 ©(d)

N7 (d) == = .
WD 2 T el D

yell,

La matriu vy té ordre m = p i totes les poténcies no-trivials de 7y s6n conjugades
a 7yv; aixi, per a tot 1 < r < m tenim, X,y = X, = Ly. En particular, totes les
rectes invariants, excepte Lo, tenen exponent m.

Finalment, la matriu +;, té ordre p si p és senar i ordre 4 si p = 2. Per a tot
1 <7 < p tenim en aquest cas:

X _ {Ps} sip>2orrisodd,
('Yv) Ll Sip:Qir:Z

de manera que (7{,)" és respectivament conjugat a i, v .
Per donar una formulacié global a les nostres formules, definim:
1 1 1 1

Tyl la=1) Tyl ¢
1 1

T Ala- D@ g+ 1)(g 1)

NV:

Ny

Tipus de cicle

El tipus de cicle de v € T actuant com a permutacié de P?(F,) queda determinat
pels cardinals de les orbites:

0,(P) ={P.y(P),....y" " (P)},

de tots els punts P € P*(F,) pel subgrup ciclic generat per v. El resultat segiient
és probablement ben conegut, pero per la manca d’una referéncia precisa en donem
una curta demostracié.

Lema 2.14. Sigui P € P*(F,) i sigui v € T’ un element d’ordre m > 1. Aleshores,

1 s y(P)=P,
|O0,(P)| =14 d si y(P)#P iP pertany a una recta y-invariant d’exponent d,

m  si P no pertany a cap subvarietat lineal v-invariant propia.

Dem. El cardinal r = |O,(P)| és el minim enter positiu tal, que P és un punt fix
de 7". Ara, la subvarietat lineal generada per O, (P),

V = <P7 ¥(P), ... f)/’"_l(P)> C IP>2(Fq)
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és y-invariant i és fixada (punt a punt) per 4”. Tenim, doncs, 'y""v = idy, i r coincideix
amb l'ordre de v}y . [ |

En particular, el tipus de cicle de v queda determinat per la configuracié dels
punts fixos i les rectes invariants, i pels exponents d’aquestes rectes. Aixi, la particié
de C en subfamilies que descriuen les diferents possibilitats per a aquestes configu-
racions i exponents coincideix amb la classificacié dels elements de C segons el seu
tipus de cicle. Dos elements de PGL3(k) amb la mateixa configuraci6 de subvarietats
invariants i exponents direm que tenen el mateix subtipus. Recordem que aquesta
particié de C en families segons el seu subtipus és:

cz(Ucf(m)>u U cuimd)|u U culdef)|u
(

mEZr m,d)EZrr (d,e,f)EZ111

U ( U ( }v(d)UC}’v(d))> UCv,

dGZIV
on
Zri={meZ|m|¢#+q+1, m> 3}

Zyp = {(m,d) € Z | d|(¢ + 1,m), d>1,%|(¢ - 1)},
Zipi={(d,e,f) €Z? |d>e> f>1,

mem(d, e) = mem(d, f) = mem(e, f)|(g — 1)},
Zy ={deZ|dl(¢g—1), d>1}.

3 Orbites de n-conjunts de P? per ’accié de PGL;

Sigui p un nombre primer, ¢ una poténcia de p i k& = IF, un cos finit amb ¢ elements.
Una altra vegada, denotem el grup PGL3(F,) simplement per I'. Sigui

()

el conjunt dels n-subconjunts de P?(FF,). Els elements de X sén families no-ordenades
{P1,..., P} de n punts diferents de P*(F,).

El nostre objectiu és comptar el nombre d’orbites del conjunt finit X per 'accié
de I'. Després dels calculs de la secci6 1, per aplicar la féormula (2) només necessitem
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comptar |X,| per a cada v € C. Com que qualsevol element de X, és una unid
disjunta d’orbites pel subgrup ciclic generat per v, queda clar que |X,| depen només
del subtipus de ~. Aixi, aquests cardinals s’haurien d’expressar només en termes
dels invariants que determinen el tipus de cicle.

Hem vist a la seccid6 2 que només les rectes L, Lo, L3 poden ser les rectes
invariants d’exponent menor que m(vy) dels diferents elements v € C. Segons el
lema 2.14, una estrategia general per comptar |X,| és pensar que els n punts estan
distribuits en un cert nombre s de punts fixos de 7, certs nombres s; i/0 sy i/0 3
d’orbites dins Lq, Lo, L3 i un cert nombre sy d’orbites que no intersecten aquestes
rectes. Aixi, considerem particions de n del tipus:

n — S+Zsidi+som,
i
on d; son els possibles exponents de L; i hem de comptar per a cada valor de s, s; i

so el nombre de tries possibles d’aquestes orbites. Obtenim:

Lema 3.1. Sigui v un element de I' d’ordre m. Denotem el cardinal |X,| respec-
tivament per xy(m), x;(m,d), zi(d,e, f), x5 (d), 27, (d), zv, ., x1, segons la
subfamilia de C (descrita a la seccid 2) a la qual la classe de conjugacid de v pertany.

Amb el conveni que (g) =0 sia ob no son enters o b és negatiu, tenim:

= (€80,

n/m
a3 S () (00w

3 (¢g=1)/d(g=1)/e(q-1)/f
il?IUd@f:Z

)/
22
s=0 s1=0 s2= 53=0

EYC ) () (o e ym)

on m = mecm(d, e) = mem(d, f) = mem(e, f).

() = Z ()

fyv(d) = Ei: qﬁ (qi/d <§> (i/f’) <(q _s:)/d> ((n — zfgf:gig/]fis)/pd> .
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/ Zizo (%fg))//g) ’ st p> 2,
s () (o) e

2
$1:|X|:<q +Q+1>' -

n

Remarca 3.2. Quan una recta invariant Ly, Ly or L3 té exponent m és possible
simplificar aquestes formules, simplement ignorant la recta i pensant que els seus

punts es comporten com un punt general (com féiem amb les altres rectes invariants
en els casos IV' i V). Tenim, per exemple,

= (£3).

s=0

S si()(q::)?%m)

et =525 () () (0952 5)

Ara ja som capagos d’escriure una férmula explicita per a To(n) = [T\\X|:

2@4‘2‘ +Z’ +Z‘ +Z‘ (10)

yECr veCrr yeCrrr yeCrv

on,
||
ZP— 2 N )
cCr cZ;
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b

= Z Nir(m, d)zrr(m, d),

YECIT |P7| (m,d)eZr;

X

|]F7\| - Z Nirr(dse, flzri(d,e, [),
€ 7 (dye,f)€Zr11

(]
IS
I

2
m
a
S
<

Z (N (D)2 (d) + Ny (d)aTy(d)),

dEZ]V

el

= Nyzy + Nyzi + Nyxg.

=
2

2
Mm
[

<

Tot 1 que la formula sembla molt enrevessada, proporciona per a cada valor de
n una expressié explicita de T3(n) com a polinomi en ¢ amb coeficients racionals.
Aquesta és una diferencia essencial respecte dels altres metodes que podem trobar
a la literatura per comptar aquests nombres, com per exemple els de [BFKWZ98],
[Fri97], [Fri98], on per obtenir taules per a aquests nombres necessiten fixar el valor
de ¢g. A la secci6 segiient explicitarem la féormula per a n = 7.

D’altra banda, aquesta féormula déna el valor de |T'\\X'| per a qualsevol accid
de T sobre un conjunt X amb la propietat que els cardinals |X,| depenen només
del subtipus de . Aix0 passa en molts exemples. A la seccié 3.2 desenvoluparem
alguns exemples que donen lloc a férmules per al nombre de classes d’isometria de
diferents families de codis de dimensio tres.

3.1 Enumeracio de les configuracions de 7 punts del pla

Volem explicitar la férmula (10) per a n = 7. Obtindrem, doncs, el nombre de

configuracions de 7 punts del pla, identificant les configuracions que difereixen en

un automorfisme del pla. Procedirem de manera independent per a cada tipus.
D’ara endavant convindrem en denotar, per a enters arbitraris d, IV:

2]y = x, si d|N,
0, en cas contrari.

Tipus I
Recordem que

p(m)

Zi={meZ|ml@d+qg+1, m>1}, Ni(m)=-—-—"—.
1= | mlg” +q b Nim) = 3 T
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Totes les orbites de punts de P? tenen cardinal m; per tant, només el cas m = 7
entra en joc i:

(7) q2+q+1} _ m
(¢* +q+1) 7 Tlg*+q+1 7 Tlg*+q+1

Z Ni(m)zi(m) = 3

meZ;
Tipus II
Recordem que Z;r := {(de,d) € Z? | d|(¢+ 1), d> 1, e|](¢g—1), e > 1},
( M si d senar
2(q2 _ 1)7 ?
Nir(de,d) = { 0, si d parell i e|q;—1,
d
QO(;) ¢ , si clparellieJ(qg—1
\ _

Tota v d’aquest tipus té un unic punt fix P i una recta invariant L d’exponent
d, que no passa pel punt fix. Fora d’aquest punt i aquesta recta els punts tenen
orbites de cardinal m = de, amb e|(qg — 1).

Veiem, doncs, que només els casos d = 2, 3,4,5,6,7 entren en joc. Estudiem-los
un per un. Abans, fem la segiient observacié:

Lema 3.3. Si q és senar, tenim:
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Dem.

S e = Y wle- Y w(e)zq—l—%:q;—l.

el(g—1), ef(¢—1)/2 el(g—1) e[(g—1)/2

Suposem d = 7. Si e = 1, totes les orbites de tots els punts del pla, tret del punt
fix, tenen cardinal 7. Si e > 1, els nostres 7 punts han de formar una tnica orbita
continguda a la recta L. Tenim doncs, una contribucié a la suma (10) de:

3 7> +q g+1 [6]
+ p(e) = |z :
2—1| 7 2 7 7] gt

e|l(g—1),e>1 T|g+1

Suposem d = 6. Com que d és parell i d|(q + 1), forcosament ¢ és senar i
necessariament e > 1 per a tot enter e|(¢ — 1), e { (¢ —1)/2. Per tant, els nostres
7-conjunts del pla y-invariants han de contenir el punt fix P i sis punts han de
pertanyer a la recta invariant L. Per tant, aquest cas contribueix a la suma (10) en:

f(G) Z @(e)q —g : - |:é:| 6lg+1 .

TP Y
En els casos d = 5, 4 no poden haver 7-conjunts ~y-invariants. Suposem d =
3. Tots els 7-conjunts invariants consten del punt fix P i un 6-conjunt invariant.
Separem el recompte en tres casos: quan ¢ = 1 tots els punts del pla, tret de P,
s’agrupen en tripletes invariants; quan e = 2 cal comptar els 6-conjunts invariants
de punts fora de la recta L; finalment en el cas e > 2 comptem també totes les

possibles parelles de tripletes invariants dins de la recta L. En total, la contribucio
a (10) és:

),

el(g—1),e>1

2
+3qg—4 1
ol S MR
18 3|g+1 6 3lg+1,p>2

Finalment, si d = 2 tornem a tenir e parell, e > 2, com en el cas d = 6. El cas
generic és comptar tres orbites de cardinal 2 dins de la recta L ien el cas e = 2 (que
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només es pot donar si 4|(¢+1)) tenim la contribucié extra dels 6-conjunts invariants
formats per una quarteta invariant fora de la recta L i un parell invariant dins de
L. En total,

— = 2w<e)(<q+31>/2>+[qtl.%hqﬂ _

e|(q_1)a eT(q_l)/ 2|q+1

Tipus III

Recordem que

2 = {(d,&f) € Z3 | dz e> f > ]_7
m = mem(d. ) = mem(d, f) = memfe, /)|(g — 1)}

(

ooty
6(g—1)2 sid=e=f=m,
rrld,e, f) = om)p(h)YH) .. .
Nirr(d, e, f) g1 ifd=e=m> f,
p(m)e(h)y(H)
\ -1 itd>e> f,

Recordem també la disposicié de les tres rectes invariants amb exponents res-
pectius d, e, f

29



En aquest cas tenim necessariament: {d, e, f}N{2, 3, 4, 5, 6, 7} # (). Distingim
diversos casos. Hi ha un recompte que es repeteix diverses vegades i que val la pena
discutir en general.

Lema 3.4. Sigui { un nombre primer i denotem per Z%,, el conjunt de tripletes

(d,e, f) € Ziyr tals, que ¢ € {d, e, f} pero (d, e, f) # (£,£,0). Aleshores,

S° Nuildie, f) = [w(ﬁ)(q —1- g)] |
Llg—1

2(q — 1)2
(d,e,f)GZfH (q )

Dem. Posem q—1=/('Q,amb {1 Q im = ("F, amb r < t, F|Q. Les tripletes
(d, e, f) que pertanyen a Z%,, sén:

r (de, f) F def/m2 Niri(d,e, f)
(F
r=1 (K,F,KF) F>1 1 (j(_1§2
) | e
r=1| (((FIF) |F>1| {=H -1
"Fp(L
r>1 | (GOFCF) | F>1 1 £=h %

Taula 2

Oyp(F)L
Notem que: Nypr(¢, F,0F) 4+ Ny(60F (F) = % Per tant, separant els
q JR—

sumands que corresponen a r = 1 (on caldra restar de la suma general el sumand
corresponent a F' = 1) dels de r > 1 tenim:

(dye, )2, r=2 fg—1

0 . _eOg—-1-19
_m [—K—}—Q(ﬁ-{—ﬁ —1_30(6))}4“1_1 - 2(q—1)2 )
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Suposem que un dels tres divisors d 6 e 6 f val 7. Enelcasd = e = f = 7,
tenim m = 7 i tots els punts del pla, excepte els 3 punts fixos, s’agrupen en 7-orbites
invariants. La contribucié a la suma (10) d’aquest cas és:

5 'q2—|—q—2} _[5(q+2)]
Tlg—1 Tlg—1

(¢ —1)? 7 (¢ —1)

En la resta dels casos, reflectits a la Taula 2 prenent £ = 7, tenim m > 7 i hi
ha una tnica recta d’exponent 7. Comptarem només la contribucié dels 7-conjunts
continguts en aquesta recta d’exponent 7.! Pel lema 3.4, com que z;77(d, e, f) =
(¢ —1)/7 en tots aquests casos, tenim una contribucié a la suma (10) de:

¢—1 o(M)(¢—8) _ {3((1— 8)}
7 2(¢ — 1) 7(¢—1) 7\q—1.

Suposem ara que un dels tres divisors d 6 e 6 f val 6. Posem ¢ — 1 = 2!3“(QQ,
amb (6,Q) =1im=2"3F,amb0<r <t 0<s<u, F|Q.

Com abans, distingim els casos (6,6,3) i (6,3,2) com a especials, ja que fora
d’aquests casos els 7-conjunts invariants hauran de tenir 6 punts en una mateixa
recta d’exponent 6.

En el cas (6,3,2) tenim m = 6, def/m? = 1, N;;(6,3,2) = 2/(q — 1)%. Tots
els punts del pla s’agrupen en 6-orbites, excepte els 2¢ + 1 punts que pertanyen a la
reunié de les dues rectes d’exponent 2 i 3. Considerem només 7-conjunts que con-
tenen un dels tres punts fixos i una d’aquestes 6-orbites, o bé una tripleta invariant
i dos parells invariants, o bé una tripleta invariant, un parell invariant i dos punts
fixos:?

2 ¢—q q-1((g—1)/2 g—1 ¢g—1
3 J——  —— =
(g—1)? [ 6 + 3 2 + 3 2 -1
_ {qQ +20q — 9}
12(¢=1) Jg,
En el cas (6,6,3) tenim m = 6, def/m? = H = 3, Ny;7(6,6,3) = 1/(q — 1)%
Tots els punts del pla, excepte els ¢ + 2 formats per la recta d’exponent 3 i el punt

fix exterior, s’agrupen en 6-orbites. Comptem només la contribucié dels 7-conjunts
formats per un punt fix i una d’aquestes 6-orbites:?

LPer a (d,e, f) = (42,7,6), (35,7,5), (28,7,4), (21,7,3), (14,7,2), hi ha d’altres possibilitats
per als 7-conjunts invariants, que seran comptades més endavant en els casos 6, 5, 4, 3, 2 € {d, e, f}
respectivament.

2La contribucié de dues tripletes a la recta d’exponent 3 i un punt fix ja la comptarem en el cas
3e€{d, e f}. La contribucié de dos parells invariants a la recta d’exponent 2 i tres punts fixos, o
bé tres parells invariants i un punt fix, la comptarem en el cas 2 € {d, e, f}.
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(g - 1)? {QQG_ 1L|q_1 B {23;—11)} St

La resta de casos presenta les seglients possibilitats:

r,s (da €, f) F def/m2 NIII(d7€7 f)
20(F

r=s=1 (6, F,6F) F>1 1 it )2
(¢—1)
r=s=1 (6,2F,6F) F>1 29— H 0
2 (F

r=s=1 (6,3F,6F) F>1 3=1H il )2
(¢—1)
r=s=1 (6,6F,6F) F>1 6=H 0
250(F

r=s=1 (6,2F, 3F) F>1 1 il )2
(¢—1)

20 (3° F

r=1,s>1| (6,3F2 -3F) |F>1 3=h »(3 2)
(¢—1)
r=1,s>1|(6,2-3F2.-3F) | F>1|6 H=2 h=3 0
2p(2" F

r>1,s=1| (6,2F3.27F) |F>1 29—=h at 2)
(¢—1)

o F

r>1,s=1|(6,3-2F3-27F) | F>1|6 H=3 h=2 (90( 1))2
q_

23 F

r>1,8>1] (6,23F2%F) | F>1 6=h 90(( 1)2)
q_

Taula 3

Cal avaluar la contribucié dels 7-conjunts que tenen un punt fix i una 6-orbita
continguda a I'inica recta d’exponent 6. Sumant sobre tot r, s, F' (i descomptant
el sumand corresponent a r = s = F' = 1) tenim:
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Z N[[[(d7€, f) =

(d,e,f)€Taula 3

FlQ r=2 r,5>2
1 qg—"7

Com que z;;;(d, e, f) = 3(¢ — 1)/6 per a tots aquest tipus (el 3 que multiplica
té en compte la variacié dels tres punts fixos), tenim una contribucié de:

B

El cas en que 5 € {d, e, f} és completament analeg al cas en que 7 € {d, e, f}.
En el cas (5,5,5) tenim m = 5 i una contribucié:

3¢(5) [q2+q—2] _ {6(Q+2)}
6(¢ —1)° 5 5lg—1 5(¢—1) 5g—1
En la resta de casos hi ha una tunica recta invariant d’exponent 5 i comptem
I’aportacié els 7-conjunts invariants que tenen 2 punts fixos i 5 punts invariants en
aquesta recta d’exponent 5. Pel lema 3.4 tenim una contribucié de:

Per a (35,7,5) i (30,6,5) hi ha altres possibilitats per als 7-conjunts, que ja han
estat comptades en els casos anteriors. Per a (20,5,4), (15,5,3) i (10,5,2) hi ha
també altres possibilitats: 4-conjunts o 6-conjunts invariants a la recta d’exponent
menor que 5 completats amb punts fixos, que seran comptades més endavant. En
el cas excepcional (10,5,2) es pot donar a més a més la possibilitat d’un 5-conjunt
invariant i un 2-conjunt invariant. Per considerar aquesta contribucié cal afegir als

termes calculats:
©(10) {q—l q—l} B H
(¢q—1)? ) 2 10]g—1 5 10|g—1 .

Suposem ara 4 € {d, e, f}. Posem q — 1 =2'Q, @ senar, t > 2, m =2"F, F|Q,
t > r > 2. Distingim, el cas (4,4, 2) de la resta de casos, que sén:
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r (d7€7f) F def/m2 NIII(d7€7 )
2 (F
r=2| 4 FA4F) |F>1| 1 o )2
(g—1)
2¢(F)
r=2| (42F4F) |F>1| 2=h
( ) (g—1)?
r=2| (4AF4F) |F>1| 4=H 0
o
r>2 | 4YFYF) | F>1] 4=h (99( 1))2
-

En el cas (4,4,2), es té:
m=4, def/m*=2=h, Np(4,4,2)=1/(q—1)>

Tots els punts fora de la recta d’exponent 2 i el punt fix exterior s’agrupen
en 4-conjunts invariants. Comptem la contribucié dels 7-conjunts formats per un
d’aquests 4-conjunts i 3 punts fixos, o bé un punt fix, un parell invariant a la recta
d’exponent 2 i un dels 4-conjunts invariants:?

1 ¢ -1
4 4 2 8

(¢—1)2

En la resta de casos els 7-conjunts invariants consten d’una quarteta invariant
continguda a 1'inica recta d’exponent 4, i els tres punts fixos. La contribucio és:

+3q2—1.q—1} _ 1 [3q2+2q—1}
dg—1 41 4lg—1

Z Nm(d,e, f) u =

(d,e,f)€Taula 4 4

1 q—l[

(-7 4 [_“ZW) (“gw))LlLé—i)Lq; 12)

FlQ

3La contribucié de tres parells invariants i un punt fix, o dos parells invariants i tres punts fixos
serd comptada dins del cas 2 € {d, e, f}.
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Ens queda el cas (12,4,3), on també poden haver 7-conjunts invariants partits
en una tripleta i una quarteta invariant. Cal afegir als termes calculats fins ara:

e R g P

Anem pel cas 3 € {d, e, f}. Comptem la contribucié del cas (3,3, 3) apart:

3 ﬁ K(f 0 2)/3>]3q_1 _ {w‘”’ +f§q—_31q)— 10)] =

I comptem els casos en que considerem dues tripletes invariants dins de la mateixa
recta d’exponent 3 i un punt fix. Pel lema 3.4 aixo representa una contribucié de:

e ()], = Bl

Finalment, considerem el cas 2 € {d, e, f}. Com que N;;;(2,2,2) = 0, el
cas (2,2,2) no aporta res. En la resta de casos es té m > 2 i hi ha una tnica
recta invariant d’exponent 2. La contribucié de diverses possibilitats dels casos
(14,7,2), (6,6,2), (10,5,2), (4,4, 2), (6,3,2) jas’han comptat; I"inica aportaci6 que
queda per comptar és la de tres parells invariants a la recta d’exponent 2 i un punt
fix, o bé dos parells invariants en aquesta recta i 3 punts fixos. Pel lema 3.4 contri-
bueixen amb:

oo () (), - Bl

Tipus IV
Recordem que Zpy ={d € Z | d|(¢ — 1), d > 1},

o(d) " p(d)
Ny (d) = , d) = —TF~"—.
W= ey YT -
Pel tipus IV’ tenim una recta L de punts fixos i un punt exterior P també fix.
Fora d’aquests ¢ + 2 punts fixos totes les orbites tenen cardinal m = d.
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Per a qualsevol d € Z;y tenim la possibilitat de considerar 7 punts fixos. Aixo
contribueix amb:

1 q+2 (¢—2)*(¢+2)(¢—3)(¢—4)
(¢+1) 2 gp(d)( ) N '

—1)2 7 (g —
q(q 1) dlg—1,d>1 7‘(q 1)

Fora d’aquesta situaci6 tenim forgosament d € {2, 3, 4, 5, 6, 7}. En els casos
d = 7,6, 5,4 podem considerar una d-tupla invariant fora de L U {P} i la resta
de punts fixos. En el cas d = 3 podem considerar 1 o 2 tripletes invariants fora
de LU{P} ien el cas d = 2 podem considerar 1 o 2 o 3 parells invariants fora de
L U {P}. En total tenim la contribucié de:

T (9”(7)[ 7 ]7,11“”(6)[ 61(‘””qul+

+ o(5) {(QQE)— 1) (q—2F2>qu o) {(q24— 1) (q;:z)quJr
+¢(3) {(QQ; D <q12) + <(q2 _21)/3> (q+2)]3 I
(e () ) (01, )-

_ q(ql_ 3 (m . + {%} - i {2(q + 2{))((1 + 1)} . +




(g +2)(g+1)q (q+2)(¢* + 4¢°> — ¢ — 16)
e T e T
(¢+2)(g+1)qlg—1)(q¢ —2)
[l D] )

Pel tipus IV" tenim dues rectes invariants, Lg, L,, d’exponents respectius d, p.
El punt @) d’interseccié és un punt fix i la recta Ly té encara una altre punt fix P.
Fora d’aquestes dues rectes totes les orbites tenen cardinal m = pd.

Considerem com a contribucié generica la que aporten els 7-conjunts continguts
a la recta d’exponent d € {2, 3, 5, 6, 7}.

~—
—
bQ
ot |
—_
—
Sl
[
|
—_
_I_

ﬁ (@(7) [%] 7|q—1 +20(6) [%] 6lg—1 el
v200) [(U0)] e [(9507)], ) -
(B Bl P e, )

Les altres possibilitats corresponent a valors molt concrets de la caracteristica:
p € {2,3,5, 7} Per a cada valor de p comptem la contribucié del 7-conjunts
continguts a L, U { P}, repetida per a tot valor de d € Zy:
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e 3w ([4] (8], 2 [()], 2 [(4)],) -

dlg—1,d>1

R R E=R

Finalment, comptem la contribucié del 7-conjunts que tenen orbites invariants
de les dues rectes i els que consten d’un punt fix i una 6-orbita invariant fora de les
dues rectes (en aquest cas necessariament d =2, p=3 6 d =3, p=2).

1 -1
[z . q_} N
-1 2 _
o] ()]

3lg,4lq—1 3lq

g qg—1 g—1(q/2\ ¢ q¢—-1 _q¢*—q

w1 [ ()L _
2 5 2|q,5¢—1 3 2 2 3 6 2lg,3[g—1

ol P 1 R ol S B -
10 5lq 6 3lg, 4lg—1 24 3lg 5 2|g,5|g—1 12 2[g,3|g—1

Tipus V

Recordem que:

1 1 1

T2/ AN N, - ) N - .
Blg—1) M T B2+ g+ D(g+1)

Per a 7y tenim una recta L de punts fixos i fora d’ella les orbites invariants tenen
totes cardinal m = p. Tenim doncs una contribucidé generica de:

v <Q+1> _ g+ 1D)(g—2)(¢—3)(g—4)(g—5)
?lg-1)\ 7 5040 ¢? !

NV:
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aportada pels 7-conjunts formats integrament per punts fixos, i una contribuci6 que
sera especifica de caracteristiques petites, p € {2, 3, 5, 7}

(8], 5 O8O 5 O3 ()],
8 () (1)a),)-

! (Hnﬁ {whﬁ {(q+1)(q3+q2+2q—12)L|q+

aq—1 \ |7 10 72

N (q+1)(11¢g* — 11¢> — 29¢2 + 4q + 40)
240 o)

Per a 7, tenim una recta invariant L d’exponent p, que conté un tunic punt fix
P. Fora d’ella les orbites invariants tenen totes cardinal m =p, sip > 21im =4, si
p=2. Sip> 2, tenim doncs ¢? + ¢ punts agrupats en Orbites invariants de cardinal
p, que contribueixen en:

(L ACL) B L

Per a p = 2 tenim, en canvi,

i{f.€+<Q/2>} :[M]
ela 23 )], B¢y,

Finalment, la contribucié de v =1 és:

N <q2+q+1> (@ +a+ D)@+ +q-3)(@ +q—4)( +q-5)
! 7 B 5040 ¢%(q — 1)

La suma de totes les contribucions de tots els tipus dona com a resultat, per a
n="7ip=2:
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¢®+7¢° 4+ 9¢* + 183¢% + 632¢% — 364¢ + 1344
L) = 5040 N

2
¢ + 18¢ + 20 16 6
T]lﬂqfl + [3]5\1171 + [?]7\1171;

+|

mentre que per an =71 p > 2 tenim:

6 5 4 3 2 2
q° + 7¢° +9q¢* + 183¢° 4+ 1157¢° + 56q — 201 g+ 10g — 15
2
q° + 18q + 77 4qg + 13 1 1
[T]3\q—1 + [T]4|q—1 + [g]lz\q—1 + [6]12\(;—94—
16 2 8 6 2 2
= sl + Bl + Elries + Elrien + Elne + Elrigegan

3.2 Classes d’isometria de codis de dimensid tres

Remetem a [BFKWZ98, 3.2, 3.3] per a les motivacions que porten a la consideraci de
diferents families de codis injectius de longitud n sense coordenades universalment
nul.les. La Taula 5 recull la nostra notacié per al nombre de classes d’isometria
d’aquestes families de codis, i la seva connexié amb el nombre d’orbites de I' quan
actua sobre diferents conjunts de families de punts del pla projectiu (cf. loc. cit.).

Codis injectius de longitud n

dimensi6 < 3 Ty(n) = |[T\\X| | X = conjunt de n-subconjunts de P*(F,)

B Y = conjunt de n-subconjunts de P*(F,)
Sa(n) = [T\ no continguts a cap recta

dimensié 3

dimensi6 3 Z = conjunt de n-subconjunts de P?(F,)
. . Ry(n) = |T\\Z| . . .
indecomponibles no continguts a la uni6 de recta i punt

Taula 5
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Analogament, T(n), Sa(n), Ro(n) denoten el nombre de classes d’isometria de
codis que satisfan les respectives condicions descrites a la taula, pero oblidant la
condicié d’injectivitat. Aquestes classes d’isometria es poden expressar com |T'\\ X,
considerant que X sigui el conjunt dels n-multiconjunts de P?(F,), resp. no contin-
guts a cap recta, resp. no continguts a la unié d’una recta i un punt.

A (10) hem trobat una férmula explicita per a Ty(n). En aquesta férmula, els
COIljUIltS Z[, Z[[7 Z[[[, ZIV 1 els nombres N[(m)7 ]VII(TTL7 d), N[[[(d7€, f), N}V(d)7
N} (d), Ny, N{,, Ni s6n universals; és a dir, depenen només de 'accié de I' sobre
P?(F,) i no sobre el conjunt particular X que consideravem.

2
Denotem per un moment X = (( P T(LEI) )) el conjunt dels n-multiconjunts de

P?(F,). Clarament, un multiconjunt fixat per un cert v € T és una unié disjunta
de ~-Orbites de punts de P*(F,), permetent repeticions d’orbites. Aixi, |X,| depén
només del subtipus de v i es pot calcular amb exactament les mateixes férmules

del lema 3.1 reemplacant a tot arreu els coeficients binomials (Z) per coeficients

multinomials (( :} >> . D’aquesta manera també obtenim un calcul explicit de Ty (n).

De la mateixa manera, tan aviat com siguem capaos de calcular els cardinals
V41, 124], la férmula (10) ens donara un calcul explicit de Sa(n), Ra(n), i només
reemplacant coeficients binomials per coeficients multinomials, la mateixa expressio
ens donard féormules per a Sy(n), Rao(n).

Clarament, tenim Sy(n) = T2(n) — T1(n). Una férmula explicita per a T)(n) va
ser trobada a [LN99]; aix{, juntant-la amb el calcul de T3(n) fet a la seccid 3, serfem
capacos d’escriure una férmula per a S3(n). Tanmateix, per exemplificar el caracter
universal de la férmula (10) obtindrem el valor de Sy(n) calculant |),|. De fet, és
trivial calcular |Y,| 1 |2,| després del lema 3.1 i I'observaci6 segiient, que és evident:

Lema 3.5. Sigui X el conjunt dels n-subconjunts de P*(F,) i sigui x € X, un n-
subconjunt invariant per un cert v € I'. Siguin L una recta i Q un punt de P*(F,).
Aleshores,

(a) Six C Lin>1, aleshores L és una recta y-invariant.

(b) Siz CLU{Q}, x € L in > 3, aleshores L és una recta y-invariant i Q és
un punt fix de . [ |

Corol.lari 3.6. Sigui X, Y, Z com a la Taula 5, amb n > 3. Per a tot v € '
denotem el cardinal |X,| respectivament per xr(m), xi(m,d), zr(d,e, f), 27,(d),
iy (d), zv, oY, x1, com féiem al lema 3.1. Amb una notacio similar per a |Y,|,

|Z,] i el conveni que %) =0 sia o b no son enters o b és negatiu, tenim:
zi(m) = yr(m) = w(m),
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=t~ (43) stm=smina (1)
i s (40 (53) - (=200)

zri(d, e, f) = yri(ds e, f) — Z

) [ )+ (2%, ) + (03]

et =@~ (15) ~arn S (2) (G20,

) = sy~ (4F]) ~ata+ 2(2) (3.
i (d) = () - Z () (o) - Z (. 27,).
Fold) = iy () Z (0t 0):
e <q:1) 2 <<n z/f>/zo) Lo ‘IZ ((n 9 s)/p> |
IS Z (0 2)

+1 +1
y =11 — (> +q+1) (qn ), 2=y — (¢ +q+1)¢* (qu_1>.

Dem.  Després del lema 3.5, només hem de descomptar de |X,| el nombre de n-
subconjunts y-invariants continguts a una recta invariant i els continguts a la unié
d’una recta invariant i un punt fix. Una ullada a la Taula 1 clarifica tots els calculs.
[ |

Obtenim de (10) un calcul explicit de So(n) i Ra(n). Com abans, per a qualsevol
valor donat de n, és possible obtenir una expressio explicita d’aquests valors com a
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polinomi en ¢ amb coeficients racionals. Per exemple, petits retocs als calculs de la
secci6 3.1 permeten obtenir, peran=71ip=2:

$5(7) = q% + 7¢° + 8¢ + 197¢3 + 456¢% + 420q + 384 N [q2 + 14q + 36]
2T 5040 36 3lg-1
14 3
+ [3]5\(1—1 + [;]7@71,
6 5 4 3 2 2
q° +7¢° + 8q* + 190q¢° + 414~ + 588q + 272 . ¢* + 14q + 40
5040 36
3
+ [z]s\q—l + [;]7\(1—1;
iperan=7p>2:
S5(7) = q% + 7¢° + 8¢* +197¢ + 981¢% + 1050q — 1896 [q2 +6q — 3] N
’ 5040 79 3lq
2
¢+ 14g + 81 4q + 13 1 1
+ [T]3\q—1 + [T]4|q—1 + [5]12\(1_1 + [6]12\q_9+
14 2 5 3 1 2
+ [3]5@71 + [5]5\(1 + [;]ﬂqﬂ + [;]ﬂqﬂ + [;]ﬂq + [;]7lq2+q+1a
Ro(7) = q® + 7¢° + 8¢* + 190¢3 + 939¢% + 903¢ — 2008 N [q2 + 6q + 13] N
U 5040 Dl
2
¢+ 14g + 85 29 + 5 1 1
[T]iﬂqfl + [T]qu + [g]mﬂ + [6]12|q79+

1 5 3 1 2
+ [2]51g-1 + [5]5\(1 + [;]7\(1—1 + [;]7\q+1 + [;]ﬂq + [;]7Iq2+q+1-
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Capitol 2

La varietat de n-conjunts d’una varietat

A més de proporcionar una representacié geometrica de la teoria de codis line-
als, els m-conjunts d’espais projectius tenen un estret lligam amb d’altres objectes
geometrics interessants. L’estudi d’aquests n-conjunts i els seus espais de moduli
ha estat objecte de 'atencié de la geometria algebraica des de les seves etapes més
classiques. Destaquen les contribucions d’A. Coble a principis del segle passat. A
[DO88] es pot trobar una extensa bibliografia sobre aquests treballs i una revisi6
dels mateixos en clau moderna. Centrant-nos en alguns dels casos més senzills, és
ben sabut que, sobre un cos algebraicament tancat, els n-conjunts de P! classifi-
quen corbes hiperel-liptiques [DO88, Cap. VIII], i els 7-conjunts del pla classifiquen
corbes no hiperelliptiques de genere 3 dotades d’una estructura de 2-nivell [DOS8S,
Cap. IX].

Si ens interessem per les propietats aritmetiques dels objectes geometrics in-
volucrats amb els n-conjunts, caldra preocupar-se per la racionalitat d’aquests n-
conjunts, és a dir, pel fet que el n-conjunt estigui definit sobre un determinat cos,
que no sera necessariament algebraicament tancat. Per exemple, suposem que k és
un cos perfecte i tenim un n-conjunt {ay,...,a,} de A'(k); aquest n-conjunt esti
definit sobre k (o, equivalentment, el n-conjunt és k-racional) si:

{o(a1),...,0(ap)} ={a1,...,a,}, Vo € Gal(k/k),

de manera que per a cada membre a; del n-conjunt tota 1’orbita de a; per 1'accié
del grup de galois ha d’estar continguda també al n-conjunt. Evidentment, els n-
conjunts formats integrament per elements aq,...,a, € k sén k-definits, pero séomn
un tipus molt particular de n-conjunts k-definits.

Per exemple, la férmula per a T,y obtinguda a [LN99] compta n-conjunts de
P!(k) classificats per 'accié del grup lineal, on k és un cos finit. Si n és parell i
la caracteristica de k és senar, podem interpretar aquesta férmula (essencialment)
com un recompte de classes de k-isomorfisme de corbes hiperel'liptiques de genere
g = (n—2)/2, que tinguin tots els punts de Weierstrass racionals; la corba associada
al n-conjunt {ay,...,a,} vindria donada per I’equacié plana de Weierstrass:
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v =(z—a)(r —ay) - (v — ay).

Estem, doncs, lluny de tenir controlades totes les corbes hiperelliptiques d’aquest
genere, que vindran donades per equacions de la forma:

y’ = f(2),
on f(z) és un polinomi separable arbitrari de grau n amb coeficients a k. Treballant
amb n-conjunts de punts k-definits només estem considerant corbes amb la propietat
(molt particular) que el polinomi f(z) descompon completament a k. A Darticle
[LMNXO02] es va calcular el nombre de n-conjunts k-racionals de P! classificats per
I’accié del grup lineal, obtenint d’aquesta manera el veritable nombre total de classes
de k-isomorfisme de corbes hiperel-liptiques de genere fixat.

Veiem, doncs, la necessitat d’estendre els calculs del capitol anterior al cas de
n-conjunts d’espais projectius que sén racionals com a n-conjunt i no necessariament
punt a punt. Separarem aquesta tasca en dues parts. En aquest capitol trobarem
formules pel nombre de n-conjunts racionals d’una varietat algebraica qualsevol, que
farem més explicites en el cas de subvarietats lineals d’espais afins i projectius. En
el capitol segiient estudiarem com comptar les orbites d’aquests n-conjunts racionals
sota l'acci6 del grup lineal.

4 Punts racionals de la varietat de n-conjunts

Fixem un cos finit & = F, i una clausura algebraica k de k. Denotem per G =
Gal(k/k) el grup de Galois absolut de k. El grup G és isomorf al grup prociclic 7 i
esta generat topologicament (respecte de la topologia profinita) per I'automorfisme
de Frobenius:

o:k —k, o(z)=2a% VYrck.

Per a tot enter 7 > 1 denotem per k, = Fy» I'iinica extensi6 de grau r de k dins k.
Considerem una varietat algebraica V' definida sobre k. Denotem respectivament

L) ()

la varietat dels n-conjunts de punts de V' i la varietat dels n-multiconjunts de punts
de V. Els punts d’aquestes varietats son families no-ordenades de n punts de V:

()= ()™ (= ()
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La varietat (( Z )) es pot identificar a la varietat (V' x . xV) /Sy, producte
simetric de V' amb ella mateixa n vegades, i la varietat Z) es pot identificar

amb l'obert de (( Z )) format pels n-conjunts que no presenten repeticions. De

fet, (Z) és el lloc no-singular de (( Z )), ja que és facil comprovar que una S,,-

orbita de V' x . xV és singular en el quocient per I'accié de 5, si i només si hi ha
repeticions entre els punts.

En aquest capitol volem calcular el nombre de punts k-racionals d’aquestes dues
varietats. Denotem aquests nombres:

o= (%) |- |0’

Convindrem sempre en que ay(0) = 1 = ay (0).

Veurem en primer lloc com aquests nombres ay(n), ay(n) estan determinats
per la funcié zeta Z(V/k,z) de V. Després utilitzarem aquesta relacié per donar
férmules explicites per a ay(n) per a V.= AN, PV i certes subvarietats seves.

En alguns casos també calcularem la funcié zeta de la varietat (Z)

Revisio de la funcio zeta

La funci6 zeta de V/k és una serie formal en una indeterminada:

Z(V/k,x) = exp (Z %x’) )

r>1

on N, := N, (V) :=|V(k,)|. Es tracta d’un objecte global que codifica la informacié
que es pugui desprendre dels nombres /N, de punts racionals de V' sobre les diferents
extensions de k.

Aquesta serie, que d’entrada pertany a Q[x], té sempre coeficients enters i admet
una expressio com a quocient de dos polinomis amb coeficients enters.

Veiem alguns exemples de funcions zeta. Per a V = A%, tenim N, = ¢™" i

log Z(AN Jk,x) = Z (QNTI)T = —log(1 — ¢"x),

r>1
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de manera que:

1
Z (AN k., z) = .
( / ,:L‘) 1 — qu
Amb el mateix raonament obtenim:
11—z
7 ((AN — k =
(& (Do) = T
1

) = T = =)

Definicié 4.1. Donat P € V(k), denotem per:

O¢(P) = {P,0(P),0*(P),...},
l’orbita de P sota l'accio del grup de Galois G.
Definim el grau del punt P com: deg(P) = |Og(P)|. Equivalentment, deg(P) és
el minim enter r tal que P € V(k,).

Denotarem també:

HPGV( ) | deg(P) =71} = [{Oc(P) | deg(P)=r}|.

Les families {NT}Ql i {by};>1 es determinen 'una a I’altra. Tenim clarament:

N, = "db, (13)

d|r
i, per la formula d’inversié de Mobius:
1 r
= - - N,
r Z a (d) d
d|r

Aquestes relacions es poden englobar en una expressié de la funcié zeta com a
producte infinit:

Z(V/k) =[] — ). (14)

d>1

En efecte, prenent logaritmes als dos costats d’aquesta igualtat, veiem que equi-
val a:

ZNTfL’ == bylog(1—a%) = by

r>1 d>1 d>1  e>1
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Igualant els termes en x", aquesta igualtat equival a (13). La identitat (14) permet
deduir immediatament que els coeficients de Z(V/k,x) sén tots enters. En efecte,
recordem que, per a b enter positiu, tenim:

B 2 ) ()

on (( ? )) = (b + 7; -1 compta el nombre de combinacions amb repeticié de b

objectes, agafats de r en r. La identitat (14) també permet expressar la funcié zeta
d’una manera completament analoga a la funcié zeta de Riemann (que és la funci6
zeta de 1'esquema Spec(Z)):

Z(V/k,x) = [ - 2%,

veEV

on ara els v € V sén els punts tancats de V' com a esquema.

La funcié generadora dels ay(n), ay(n)

D’entrada, és clar que aquests nombres ay(n), ay(n) estan determinats per la funcié
zeta de V. En efecte, si pensem un n-conjunt o n-multiconjunt k-definit de V' com a
una reunio de diferents orbites galoisianes de diferents graus, arribem a una expressié
per a ay(n), ay(n) que només depen dels valors by, bo, ..., by:

v = 3 (@)@)- () (19)

ri1+2ro+-4nrp=n

e X CIE)AR)

on 0 < r; representa el nombre de G-orbites de grau ¢ de cada n-conjunt o n-

multiconjunt, i entenem que | “ | = 0sir; > b;. Aquestes expressions no serveixen

i

(154 Z .3 b - \ s 7
com a “férmules explicites” per als ay(n), ay(n) perque la seva avaluacié és extre-
mament ineficient. De tota manera, ens fa veure que pot ser interesssant considerar

les funcions generadores potencials:

fv(l‘) =1+ aV(l)fI; + av(2)$‘2 + .-+ av(n)x” e

fv(@) =1+ay(D)z+ay(2)z’+ - +ay(n)a" + -,

que permeten englobar (16), (17) per a tots els valors de n en identitats:
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fr(@) =0 +2)"(1L+a*)2 (142"

Frla) = (L= )™ (1 —a?) e (L= a) o

les quals, tenint en compte (14), ens permeten deduir relacions que expressen d’una
manera prou satisfactoria la dependéncia dels ay (n), ay(n) respecte de la funcié
zeta de V:

Teorema 4.2. Per a tota varietat k-definida V :
En la resta del capitol ens limitem a aplicar aquest teorema per obtenir diferents

resultats sobre els ay(n). Per comencar, deixem anotat el calcul explicit de fyn (z)
i fpn (), que se’n desprén immediatament:

fan () = 11__% (18)
f]PN (aj) _ (1 _ 1’2)(1 _ qu) e (1 _ quQ) (19)

(1—2)(1—qzx)---(1—q¢Nx)
A la seccio 5 utilitzarem aquestes expressions per deduir férmules explicites per
als ay(n) per a V.= AN PV i certes subvarietats seves.
Una altra conseqiiencia immediata del Teorema 4.2 és el caracter multiplicatiu
de fy(z) respecte d’unions disjuntes:

Corol.lari 4.3. Sigui W C V una subvarietat (localment tancada) de V', també
k-definida, i sigui U =V \ W la subvarietat complementaria. Aleshores:

fv(@) = fw (@) fu(). (20)
Dem. Tenim clarament N,(V) = N, (W) + N,.(U), ¥r > 1, de manera que:

Z(V/k,z) = Z(W/k, ) Z(U/k, z),

i Pafirmacié es despren automaticament del Teorema 4.2. [ |

La relacié (20) es tradueix en:

3

ay(n) = aw(e)ay(n — e), (21)

)
I
=)
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i aquesta relacio es podia haver deduit independentment del fet que, essent W k-

definida, tenim, per a tot P € V(k):

Og(P>mW7é® — Og<P) cCWw,

i analogament per a U, de manera que tot n-conjunt G-invariant de V' s’expressa de
manera tnica com la reuni6é d’un determinat e-conjunt G-invariant W i un (n — e)-
conjunt G-invariant de U:

(P,....BY=({P,....BXnW)U({P,..., P NU).

Podem utilitzar la relacié (20) per expressar fy(z) en termes de les funcions
generadores d’una estratificacié de V; per exemple:

fon () = fan (@) - fan-1(2) - far(x) - fao(2).
I també, per obtenir la funcié generadora de certs oberts complementaris de subva-
rietats lineals. Per exemple,

frga(e) = fo@) - frale) =0 4+2)" fu(z), (22)

o0, si L C AV és un hiperpla,

Javp(2) = fany - fr(@) ' = fan (@) - fav—(2) ' = 8 : (q]Ni)zil_—qc]]v_:;;. (23)

I, a més, un cas que necessitarem més endavant; si L, L' C A" sén dos hiperplans
no-parallels de AY, amb N > 2,

Samvaory (@) = fan (@) - frop (@)™ = fav(@) - fole) ™ fongar (@) =

PR /L C) T @) fave(a)
= oot (£25) =250

(=) (1 — ¢V 2?1 — ¢ a)?
T (1 —¢¥x)(1— ¢V 2) (1 — ¢Nla2)2 (24)

ol



5 Formules explicites

En aquesta seccié obtenim férmules explicites per als ay (n) per a certes varietats
V' que ens interessen. Els calculs son una conseqiiencia immediata de ’expressié de
la funcié generadora fi-(z) com a quocient de dos polinomis, obtinguda a la secci6
anterior.

5.1 Subvarietats de AY

Proposicio 5.1. Per a tot N > 0,
v, sin <1,
ayn(n) =
qu _ q(nfl)N sin > 2.

b

Dem. Apliquem (18):

1— qu,Q N 1— qu

— — _ Nnn
@)= T my =0 rer g = Fer =) g

n>0

Per a N =1, el valor as:(n) compta el nombre de polinomis monics i separables
de grau n amb coeficients a F,. L’expressi6 az(n) = ¢* — ¢" !, per an > 2, es pot
trobar a la literatura en diferents llocs [BGO01], [LMNX02]. Pensem que la férmula
que recull la Proposicié 5.1 per a N > 1 és original.

Proposicié 5.2. Per a tot N > 1,

¢V -1

¢V +1

CZAN\{*} (TL) =
Dem. Apliquem (22):

1 —qNa? T

TS e B i s v e o

fAN\{*}(UC) =

SP (e E
N N +1\1+z2z 1—¢z)’
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i les dues fraccions dins del paréntesi sén de la forma ¢/(1 — ax), amb terme general
ca”. |

Per a N = 1 aquesta férmula per a asn gy (x) va ser obtinguda a [LMNX02]
seguint un metode diferent.

Proposicié 5.3. Sigui L C AN un hiperpla. Aleshores:

(q— 1)(CIN —1) (qu _ n(Nfl)/Z)

apvyg(n) = gN+t —1 q ’ st 0 <n parell,
AN\L(N) =
U R (g )
Dem. Apliquem (23):

T — 1?

SERAVARTLD -

fawyn(n) = (1= ¢gNz)(1 = gV 122)

(1—¢"2?*)(1 - ¢" ')
(1—¢%2)(1 —¢¥1a?)

. <qq L ata (Q)):

qN+1_1 ]__qu ]__qult/EQ

-1+

g—1 qN—1+1—qN+(qN—qN_1)x
g —1\1— ¢V 1—gN-1g2 :
D’altra banda, si descomponem la darrera fraccio:

1—g¢" + (" —¢" "z A N B
1 — qule 1= q(Nfl)/Qx 14+ q(Nfl)/Qx’

tenim:
A+B=1-¢", A—B=¢"V12(4-1),

i el terme general d’aquesta fraccid és:

(A4 B)q"N=D72 = (1 — ¢V)g"(N-1/2, si n parell,
(A — B)g"WV=D/2 = (g — 1)g"*DIN=1/2 " i n senar.

Aix0 acaba la demostracié. [ |
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Proposicié 5.4. Sigui W C A? la unid de dues rectes no paralleles del pla aff.
Aleshores, per a n parell, n > 0, tenim.:

() (¢* (—(131)_((11)—2 1)? <q2n g (2 (¢ =1)a=1) 1)) |

2 ¢t —1

mentre que, per a n senar, el valor de az2\w(n) és:

(¢* = 1)(g—1) ( om . mye (=L@ =D -1 (¢—1)2¢+q+1)
(¢* —1)? e ( N )) '

2 gt —1 gt —1
Dem. Apliquem (24):

(1-¢*2?)(1—2?)(1 —gx)*  (1+2)(1—q2)’(L+qz)

fAQ\W(x) = (1 — QQJC)(l _ JC)(l — qgj2)2 a (1 - QQZE)(l - q$2)2
=1+(¢—1)* v — g%t gy a-l (A tatl]
(1 - ¢*2)(1 — ga?)? (¢ +q+1)? 1-¢*

+

9(¢® +q+2)(¢°2* +2°) — 2¢* + g+ Dz — (> +¢* + ¢+ 1)
(1 —gqz?) '

Expressem com a suma de fraccions elementals la darrera fraccio.

9(¢* +q+2)(¢°2* +2°) — 2¢* + ¢+ Dz — (> +¢* + ¢+ 1)
(1 —qa?)

Az + B Cx+D
“-var g

El terme general del terme de la dreta és (per (15)):

n(A+ (1) C)g" D 4 (n+1)(B + (~1)" D).

Ara, de la relacié (25) deduim immediatament:

A+C =q¢*+ ¢ +2¢%, A—Cz\/T(—](q3+2q2+2q+3),
_ (.3 2 _ _ 1 4 3 2
B+D=—(¢+q¢ +q+1), B—-D= —Qﬂ(q +q¢ +4¢°+q+1).
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Aix0 permet acabar els calculs sense més entrebancs. [ |
5.2 Espais projectius
Recordem (19):

(L—-2?)(d—ga?) - (1—q"a?) _
(I=2)(1—qz) (1 -q"a)

fen(z) =

B Hogig[%}(l +¢'x) H1gigN,isenar(1 —q'z?)
H%<z’§N(1 —q'z) .

Ara, fpv(x) és una funcié racional amb una diferéncia de N + 1 entre els graus
del numerador i del denominador. Per tant,

fen (x) = A(z) + %, deg A(z) = N + 1, deg B(z) < deg C(x).
Hi haura una expressié homogenia per al terme general de la fraccié B(z)/C(z),
obtinguda en descompondre-la com a suma de fraccions elementals, pero els coe-
ficients del polinomi A(x) distorsionaran aquesta expressié geneérica per a apn(n),
n < N + 1. També podem observar que el denominador té grau [%1, de manera
que l'expressié genérica per als apv(n) sera de la forma:

apn (n) = Z g™, ¥n > N + 1. (26)

J<i<nN

No tenim clar que es pugui donar una expressiéo més compacta per als valors dels
apn (n); ens limitarem, doncs, en el que segueix a donar férmules explicites per als
Ai. Abans, donarem el calcul complet dels ap~ (n) per a N = 1, 2.

Elcas N = 1 vaser resolt a [LMNXO02], pero ara en podem donar una demostracié
molt més senzilla:

Proposicié 5.5.

q+1, st n=1,
am (n) = ¢2, st n=2,
" —q"% sin>3



Dem.

(L+2)(1 —qga?) -

2 -1 —2
for (@) - 4+ 1+ r+q7+ -
[ |
Proposicio 5.6.
(
P +q+1, sin=1,
¢+ + ¢, sin=2,
apz(n) =
C+¢+q - —q sin=3,
4_1 3_1
(4 G e )q2”, st n> 4.
( ¢*lg—1)
Dem.
(1+2)(1+ qz)(1 — gz?)
fpz(l‘): 1_(]23j =
31 31 LoD -1 LoD(P -1 1
ST 22y o 6)(q ) 4l 6)(q ) _
@?(@—1) q*¢—1) ¢*(q—1) Flg—1) 1—¢
|

Necessitem també férmules explicites per als ay(n), per a

V=P'"\{Q,Q}, V=P\{Q.Q,Q"},

on Q € Pl(ky) \P'(k), Q € P?(k3)\P?(k), respectivament, i @', Q" sén els conjugats
galoisians de Q.

Proposicié 5.7. Per a V =P'\ {Q,Q'} i tot enter n > 0:

+1 ‘
(]2 1 ("t — ¢+ (-1)" D2+ 1)), si n senar,

va(n) = q2 )
Zz _T_ 1 (¢" = (=1)"?), st n parell.
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Dem.  Aquesta férmula es troba a [LMNX02, Lemma 2.1]. De tota manera, ara
veiem que és conseqiiencia immediata del fet que la funcié generadora és

f]pl\{Q7Q/}(.Z'> = fpl (:E)(l + 1‘2>_1.

Proposicié 5.8. Per a V =P?\{Q,Q',Q"} i tot enter n > 0:

)
2 1)(q® + 1
2 1(g® +1
av(n) = ¢ TF qu6L+)§q D ((¢* = D)™ + (=1)"23¢%),  sin =2 (mod 3),
2 1)(g* -1
(¢* + qq;rJr)iq ) (g2 — (—1)n13), sin=0 (mod 3).
\

Dem. La funci6 generadora és:

Jv(@) = fer(2)(1+2%) " =1+ (¢ + 4+ 1)(1 - C]:L;JU_)(LTnL )

@ +q+1 A Ba?+Cx+ D
=1+ + :
¢+ 1 1—¢%x 1+ a3

amb
A=¢"—1, B=¢(F+1), C=¢+1, D=-A

Tractem finalment el cas N-dimensional. Introduim una familia de constants
que depenen de g:

Notacié. Per a qualsevol nombre natural r, denotem:
Ar)=1-¢N1=¢?) - (1=g)=q¢7"q-1)(¢" - 1) (¢" - 1),

si T > 1, i convenim en considerar A(0) = 1.
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Proposicié 5.9.

)N A (21) in—(N—i)(N—i+1)/2
apn (N Z A@i= )A()A(N—i)q , Vn>N+1.

Dem. Denotem P(z) = (1 —z)(1 — qz)-- (1 — ¢"x). Volem trobar les tiniques
constants \; que satisfan:

P(z?) <L A
€ A
P(z) ZZ; 1—gqx 2]
Aquesta relacié equival a
N
P(z)
P(a? Ai , P(z)Z
(W € D g g + P2l
i, donant el valor z = ¢, podem aillar \;:
N P(g*)
[P(I)/(l - qlx)]:t—qﬂ
Obtenim \; =0 perai=0,1,..., [%}, com ja haviem observat a (26), i
N N N
A = | — g2 / 1-¢ |, Z<i<N
(7H0( ! )> (szl(;!;ﬁi( ! )> 2 B

El numerador d’aquesta fraccio és:

A(2i) /A2t — N — 1),

i el denominador, separant els factors amb s < 4 dels factors amb s > i, el podem
expressar com:

i—1 N
[Ja-¢) =26), [ @-¢7) = ()" AW — i)g VDW=,
s=0 s=i+1

Si introduim aquestes expressions en la férmula (26), acabem la demostracié. W
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5.3 Corbes elliptiques

Tot 1 que en aquesta memoria només utilitzarem aquestes formules explicites per a
varietats lineals i els seus complementaris, calcularem ag(n) per a una corba el-liptica
E k-definida, per la curiositat de veure quina mena de férmules s’obtenen.

La funci6 zeta d’una corba elliptica té la forma [Sil86]:

1 —tx + qa?
(1 —2)(1 - qz)’
on t és un enter que satisfa la desigualtat de Hasse-Weil:

1l <24,

i coincideix amb la traca de I'endomorfisme de Frobenius de F operant sobre el
modul de Tate de la corba F. Pel Teorema 4.2, tenim, doncs:

LBk, z) =

1 —tx + ga? 1—tor+g2? (1+2)(1—qga?
fola) = I gy = L ter (o oar)
1 —tx*+qx 1 -tz 4 qx 1—qzx
A
LN T —qu

Y1 —ta? + gzt (1 — qz)’

on Ny := Ni(E) = q+ 1 —1t és el nombre |E(k)| de punts k-racionals de la corba.
Podem expressar aquesta fraccié com:

x—qxt B (e—l—l)x?’—l—q*l(e—l—l)ﬁ—l—(l—qe)x—e+ e
(1 —t22 4+ q*)(1 — qz) 1 — tx? 4 qz* 1—qz’
one= (¢ —1)/(¢+1—tq).
Siguin 7,7 les arrels a Q del polinomi P(x) = x? — tx + ¢, i denotem per

K = Q(m) el cos quadratic imaginari (si [t| < 2,/g) generat per 7. A través de
’eleccié d’un isomorfisme End(E) ®7 Q ~ K, podem pensar que 7 és ’element que
es correspon amb ’endomorfisme de Frobenius de E. Tenim, clarament:

1 —tr+q2* = (1 — mx)(1 — 7'z).

Hem de considerar, doncs, una descomposicio:

e+ 1) +q He+1)a?+ (1 —qe)z —e
1 —ta? + qat

A N B N C N D
1—rz 1+mz 1—Vrr 1+V#x
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El terme general d’aquesta fraccié és, doncs:

Ax™? + (=1)"Br"? + O(x')"? + (=1)"D(x")"/* =
(A+ B)™? 4+ (C + D)(7")*?, si n parell,
(A — B)n"? 4 (C — D)(#")"?, si n senar.
El calcul explicit de A, B, C, D ens dona:

g e+1)—me _W1/27r_1(6+1)+1—qe

A+ B = , A—-B ,
T — T —n

CiD— cfl((f—i-l)—7r’(37 C_D= (W,)I/Q(W')’l(e—l—l)—i-l—qe
-7 -7

Notacié. Per a qualsevol natural r, denotem:

ty =74 (7)) = t(E|kT) =q¢" +1—- N, (E),
e (77 () = ) = e (1) ()

sir > 1,1 convenim en que tg = sg = 1, s_; = 0. Clarament, ¢,, s, € Z, ja que séon
enters algebraics invariants per l'accié de galois del cos quadratic K. Les segiients
relacions entre aquests nombres sén molt facils de comprovar (tenint en compte que
T+ =tinn’ =q):

Sp =1y +qtr—2 + q2tr—4 +e
Sp = tr + gsr 2,
Sp = 1Sp_1 — qSp_2,

per a tot r > 1.
Amb aquestes notacions es dedueix immediatament de les consideracions ante-
riors:

Proposicié 5.10. Considerant e = (¢* — 1)/(¢*> + 1 — qt):

) N (eq" +q e+ 1)sm_2)/2 — esn/Q) , sin parell, n > 0,
ap{n) =
N, (eq” +(e+1)s(m_3)2 + (1 — qe)s(n,l)/Q) ,  Sin senar.
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Per exemple, podem calcular facilment:

aE(l) = Nl, (IE(2) = th CLE(?)) = (q2 +t)N17 CLE(4) = Q(q2 +1— 1)N1

Els valors s, son especialment facils de calcular per a les corbes elliptiques su-
persingulars, és a dir, les que satisfan p|t, on p és la caracteristica de k.

Per exemple, si t = 0, tenim que 7 = \/—¢, 7 = —/—q i

0, si r senar,
Sy =
(—q)™/?, sir parell,

de manera que, per a les corbes supersingulars amb ¢ = 0, tindrem:

e(q" — (—=)""), n=0
eq” + (1 —ge)(—¢q)" V4, n=1 (mod 4),

( )
( )
eq" = (e+1) (=), n=2(mod 4),
eq" + (e +1)(—q) "= n=3( )

Y

5.4 Funcié zeta de la varietat de n-conjunts

A les seccions anteriors hem obtingut resultats sobre el nombre de punts racionals de

la varietat (Z) , amb la idea de variar n i considerar funcions generadores adequa-
des. Aquests resultats no semblen el cami més adequat per calcular Z( (Z) [k, x).

En principi, Z((Z) /k,x) ha de dependre només de Z(V/k,x), perd no esta clar

com establir una relacié entre aquestes dues series formals. El Teorema 4.2 ens déna
una relacié una mica estrafolaria, de lestil:

[(2) =T ( 23).

n>1 n>1

que no sembla tenir cap utilitat.
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La idea d’utilitzar descomposicions V' =W U U per expressar Z( (Z) /k,x) en

termes de subvarietats tampoc sembla funcionar. La relacié (20) (o, equivalentment,
la relacié (21)) es tradueix en:

a(3) e =TL(W) = (7, ) o

e=0
pero aquesta relacié tampoc té massa utilitat perque, en general, és complicat ex-

pressar la relacié entre la funcié zeta d’un producte X x Y i la funcié zeta dels
factors. Clarament,

(X xY)= [ baX)be(Y),
mem(e,d)=r
i no sembla senzill treballar amb aquesta relacio.
Ens limitem, doncs, a exhibir el calcul d’algunes Z((Z) /k,x) que s’obtenen
immediatament de les formules explicites de la seccié anterior. Per al calcul de

2
Z( <Ii > /k, z) utilizem la proposici6 5.6 i la identitat:

4 3
¢ — D" -1 - - - - _
( qG(q)(_ 1) ) 2n _ q2n +q2n 1 +q2n 2 q2n 4 q2n 5 q2n 6.

Proposicié 5.11.

AN B 1 _q(nfl)Nx
Z(<n>/l€,$)—m7 Vn>1,
2((B) jpay = L20 Vi > 2
Xr)= —]—"— n
n ! 1 —q"w ) )

P2 (1= ¢ Sz)(1 — ¢ P2)(1 — ¢?4z) .
Z(( n ) /k,il?) - (1 _ q2n—2x)(1 _ q2”’1$)(1 _ C]Qn[l]') s Yn > 3.
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Capitol 3

Orbites de n-conjunts racionals de PV

per P’accié de PGLy

Sigui V' una varietat algebraica k-definida i I' C Aut(V) un subgrup finit del
grup d’automorfismes algebraics k-definits de V. En aquest capitol ens proposem
estudiar els nombres:

ety = o () 9]
de I'-orbites de n-conjunts k-definits de punts de V. Ens interessarem especialment
pel cas V = PN, T' = PGLy4(k), i denotarem ty(n) := tpx(n); aquests nombres
compten els punts k-valorats del functor X := PGLy 1 \PY, que no és representable
per un esquema, ja que, per a les extensions L de k, I'aplicacié natural X (k) — X (L)
no és injectiva en general.

Sota condicions molt generals (per exemple, si V' és quasi-projectiva), per a
qualsevol v € I' existeix el quocient:

Vv =V/{7)

a la categoria de les varietats algebraiques k-definides [Har92]. Per exemple, si V' =
Spec(A) és una varietat afi, aleshores el quocient V/ també és afi i és representat
per la varietat Spec(A7), que té per anell de coordenades el subanell A” C A de les
funcions y-invariants.

Peral = PGLy(k) 1V = P!, els nombres ¢,(n) van ser determinats a [LMNXO02],
on van ser utilitzats per trobar formules explicites per al nombre de corbes hiperel-lip-
tiques k-definides de génere ¢ fixat. El fet clau que permetia el calcul dels ¢;(n) era
que la corba P!/« torna a ser isomorfa a P! (pel teorema de Liiroth). Aquest fet
deixa de ser cert en dimensié superior, com tot especialista en teoria d’invariants sap
molt bé. De fet, no costa gaire trobar exemples de superficies quocient de A? i P?
per I'accié d’un automorfisme lineal, que no sén isomorfes a A? o P2, respectivament.
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Recordem que el grup Affy (k) de les afinitats k-definides de AY esta format pels
automorfismes de AV de la forma:

v Ar+b, A€ GLy(k), be AV (k).

A la seccié 6 obtenim el resultat clau que permet calcular els ty(n), per a V =
AN PV il = Affy(k), PGLy 41 (k), respectivament. Utilitzant el Lema de Cauchy-
Frobenius, el problema es redueix a calcular el nombre de punts fixos del subgrup
ciclic generat per un element v de Aff5(k), PGLy 1 (k), respectivament; i aixd és
possible gracies al fet que les varietats AY /v i PV /v, tot i que en general no sén
isomorfes a AV, PV, respectivament, mantenen la funcié zeta d’aquests espais.

Teorema 6.1.

Z (AN Jy)/k, x) = Z(AN [k, x), Vv € AfEy(k),

Z (BN /v)/k,x) = Z(PV /k,z), Yy € PGLy41 (k).

Com a conseqiiencia dels Teoremes 4.2 1 6.1, tenim:

Corol.lari 6.2. Per a tot n, N € N, tenim:
() wf=|(5) o
() wf= (%) w

A la seccié 7 utilitzem aquest resultat per obtenir formules explicites per als
taz(n) i tp2(n), amb 'esperit del capitol 1. També expressarem ¢p2(7) com un poli-
nomi en ¢, que ara tindra coeficients enters.

Al capitol seglient veurem com aquests resultats ens permeten obtenir una ex-
pressié per a la funci6 generadora dels ty~ (n) i tprv (n) en termes d’un objecte similar
a I'index de cicles de Pélya, a Uestil de [Fri97].

, Vv € PGLy 1 (k).

6 Funcié zeta del quocient de PV per un automor-
fisme

El nostre objectiu en aquesta secci6 és provar el Teorema 6.1. Obtindrem la prova
mitjancant un recompte explicit del nombre de punts racionals de AY /v i P /. Més
precisament, el Teorema 6.1 és una conseqiiencia immediata del segiient resultat:
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Proposicié 6.3. Per a qualsevol cos finit k =TF,:

[(AY/7)(k)| = ¢", Vv € Affn(k),

N+1

N _4q -1
(B /) (k)| = 1

1 V’Y i~ PGLN_H (k)

Provarem primer la Proposicié 6.3 per a AY i deduirem el resultat sobre PV via
la relacié natural entre PV i ANFL,

Seguim denotant per o l'automorfisme de Frobenius, que és un generador to-
pologic del grup de Galois absolut G = Gal(k/k). Tots els operadors de Affy(k) i
PGLy (k) commuten amb 'accié de o pel fet de ser k-definits:

o(y(P)) =17 (a(P)) = v(o(P)).

Fixem v € Affy(k) i denotem m = ord(y). Volem comptar el cardinal del
conjunt:

(AY/7)(k) = {0,(P), P € AV (k) | 0(0,(P)) = O,(P)}.
Considerem, per a qualsevol p € Aff y(k):

N
Cp:={P € AV(k) | o(P) = p(P)}
La prova del Lema 6.5 mostrara en particular que aquests conjunts sén finits.
Al Lema 6.6 veurem a més que tots tenen el mateix cardinal. Fem observar que, en
variar p, aquests conjunts no sén pas disjunts; per exemple, els punts fixos de p a
AN (k) pertanyen a C, per a tot i > 1. Notem també que:

PeCy yp=py = O,(P) CC,, (27)
ja que:
o(v'(P)) =7 (o(P)) ='p(P) = p7'(P).

Caracteritzem el fet que una ~y-orbita O,(P) sigui k-definida de la segiient ma-
nera:

Lema 6.4. Siguin v € Affy(k) una afinitat d’ordre m, i P € AV(k). La v-orbita
O,(P) és k-definida sii existeiz 0 < i < m tal que o(P) = +*(P) (és a dir, P € C.:).

Dem. Sio(O,(P)) = 0,(P), tenim o(P) € O,(P) = {P,v(P),...,y™ (P)}.
Reciprocament, o(P) = 4*(P) implica que o(0,(P)) = O, P); en efecte, per a
qualsevol enter 7, tenim:
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o(v(P)) = (a(P)) =y (P),
de manera que o(O,(P)) C O,(P) i com que aquests conjunts finits tenen el mateix
cardinal, coincideixen. [ |

Lema 6.5.

A= 310y

0<i<m

Dem. Considerem la unié disjunta (formal) dels C\,; i establim l'aplicacio:

O,: H0§i<m Cyi — (AN/)(k)
p —  O,(P)

Pel lema anterior, O, (P) és k-definida sii P € Up<;emC.,i, de manera que aquesta
aplicacio esta ben definida i és exhaustiva. Per provar el lema només cal veure que
cada y-orbita O, (P) k-definida té exactament m antiimatges. Considerem O, (P) €
(AN /v)(k) i sigui D = |O,(P)]; clarament, D|m i, com que o(P) € O,(P) =
{P,¥(P),...,vP71(P)}, existeix un tnic 0 < ¢ < D tal que P € C.i. Per (27),
tenim O, (P) C C.i, de manera que els D integrants de O,(P) sén les antiimatges
de O,(P) per T'aplicacié6 O, restringida a C,i. Ara bé, aquests mateixos punts
pertanyen també a

nyi+D7 Yi42D s - - -5 O,YH—(%—UDJ

i a cap altre C,;. Per tant, O,(P) té exactament D5 = m antiimatges. |

La primera afirmacié de la Proposicié 6.3 quedara provada si veiem:

Lema 6.6.
C,| = ¢V, Vv e Affy (k).

Dem. Posem v(z) = Az + b, amb A € GLy(k), b € k~. Treballant amb les
coordenades adequades, podem suposar que A és una matriu de Jordan (k-racional),
és a dir,

A = diag(A44,...,4,),

on cada A; és un bloc de Jordan:
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B
J B
J B
A= ) € GLy, (k), (28)
B
J B
on B, J sén matrius de la forma:
0 —as 00 --- 0 1
10 —Qg1 00 --- 0 0
B = 1 2 FEAS FEE R (29)
0 —ay 00 --- 00
1 —a 00 --- 00

amb z* + a;7°7' + --- + a, polinomi irreductible a k[z], que depeén de A;. La
component A; és semisimple només quan N; =si A; = B.
Si trenquem els punts de AV (treballant en les noves coordenades) en:
= (21, Ty...,Tp), T; € ENi) Ny +---+ N, =N,

I'accié de v descompon:

v(z) = (A1zy + by, ..., Ay + by).

(De fet, podriem suposar b; = 0 sempre que la matriu B del bloc A; sigui B # (1) €
GL,(k), perod no farem us d’aquesta remarca.)
Ara, la condicié y(z) = o(x) equival a:

AZZEZ—FbZ:O'(ZL’Z), i:17...,T7

de manera que podem reduir la prova al cas en que A és un bloc de Jordan. Un cop
feta aquesta suposicid, si A pren la forma considerada a (28), amb N = ts, trencant
els punts de A" en coordenades:

r=(x1,...,24), x; € K,

tenim:
’)/(ZE) == (BZL’l + bl, JZEl —+ BZEQ —+ b27 ey JZEi_l -+ BZL’Z —+ bz'7 ey JZEt_l + BZL’t + bt);

de manera que la igualtat v(z) = o(z) es tradueix en:
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BZL’l +bl
BZL’Q + (b2 —+ J!L’l) = O'(ZEQ)7

I
X
B

(30)

Bl‘t + (bt + Jl‘t,l) = U(,I't).

Veiem, doncs, que podem reduir la prova al cas de Pafinitat v(x) = Bx + b;
perque sabriem aleshores que a la primera equacié de (30) hi ha ¢' possibilitats
per a x;, per a cadascun d’aquests possibles valors de z; la segona equacié té ¢t
possibilitats per a x4, etc.

Aix{, doncs, suposem d’ara endavant que N = siy(z) = Bx+b, amb B donada
per (29). Denotem per f(z) = 2™ + a;2V ! + -+ + ay el polinomi caracteristic de
B, que és irreductible a k[x] per hipotesi. Si N =11 B = (1), la relacié v(z) = o(x)
es tradueix en ¢ = x + b, aquesta equacié té ¢ arrels a k i afirmacié del lema és
correcta. Llevat del cas d’una traslacié 1-dimensional, la nostra afinitat v tindra
punts fixos k-definits i, prenent-ne un d’ells com a origen de coordenades, podem
suposar b = 0. En aquest cas, la relacié y(z) = o(z) es tradueix en:

—aNITN = 0(901)7
1 —AaAN-1TN = 0(952), (31)
IN—1 — Q1TN ZU(ZUN)

Es comprova immediatament que les N — 1 darreres relacions equivalen a:

N1 =aazxy +o(zy),
Tn_i = axn +ai_10(xn) + o+ a0t Hay) + ol(ay),
x =ay 1ZN + ay_20(xN) + -+ a0V 2 (xy) + oV ).

i, un cop expressades les N — 1 primeres coordenades com a una combinacié lineal
de zy i els seus conjugats galoisians, la primera equacié de (31) equival a:

O'N(ZEN) + (110'N_1(317N) + -+ (IN_lo'(:L’N) +anTn = 0.

Aquesta equacié és un polinomi separable de grau ¢” i té, per tant, ¢ solucions a
k. |
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Un cop resolt el cas de AV, podem acabar la prova de la Proposicié 6.3 deduint
I’afirmacié sobre el nombre de punts k-racionals de PV / de 'afirmacié aniloga per
a AN+1.

Considerem v € PGL,,11(k) i fem una elecci6é d’un representant de v a GLy1(k),
que continuarem denotant per . Tenim un morfisme natural de varietats algebrai-
ques:

m: (AN )\ {0} — PV /y,

induit pel morfisme natural ANT1\ {0} — P¥.

Notem que {0} es refereix a la y-orbita formada exclusivament per 'origen de
AN* que és un punt fix de 7.

Es evident que punts de la mateixa y-orbita a AY*! van a parar a punts de la
mateixa v-Orbita a PV. De tota manera, fem observar que aquestes ~y-Orbites tenen,
en general, longituds diferents; per exemple, si P € AN*! és un vector propi de 7,
de valor propi A € k*, tenim:

05(P)] = ordi- () (2 AV, |O,(P)| =1 (aP").
Per distingir I’orbita projectiva de l'afi, denotarem (només en aquest paragraf) la

primera per O (P).

Lema 6.7. La segiient aplicacio natural és exhaustiva:

(AT /) (k) \ {0} — (PY/)(k).

Dem.  Considerem OFF(P) € (PV/7)(k). Fent una eleccié de coordenades ho-
mogenies per a P, podem escriure P = (zy,...,2xy) amb:

o(P) = M(P),

per a alguns A € £* 1 0 < ¢ < m. Per comprovar I'exhaustivitat de ’aplicaci6 seria
suficient veure que, per a alguna altra eleccié de coordenades homogenies, tenim la
mateixa relaci6 amb A = 1; aleshores, pel Lema 6.4, el mateix punt, pensat com a
punt de AV \ {0}, donara lloc a una v-orbita k-definida de AM*1\ {0}, que es
projecta sobre la nostra ~y-orbita projectiva fixada.

Volem, doncs, comprovar que existeix u € k tal que P := wP (pensat com a

punt aff) satisfa o(P) = +*(P). Com que:

o(P) = o(p)o(P) = o)\ (P) = o ()™ (P),

volem que A ' = o(p)u ! = p¢~t. Llexisténcia d’aquest € k esta, doncs, garan-
tida. |
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Ens falta controlar quantes antiimatges té cada 7y-orbita projectiva per 'aplicaci6
del Lema 6.7. En general, per a qualssevol P, Q@ € AN*1(k) \ {0}, tenim:

7(04(P) =m(0,(Q) = i €N, Jpek : Q=p'(P) &
TR+ 0,(Q) = u0s(P) = O (uP).

Per a qualsevol P € ANt1(k) \ {0}, considerem el segiient subgrup de % :

Ap:={A €k | \O,(P)=0,(P)}.

Genericament, tindrem Ap = {1}. En tot cas, Ap és un subgrup multiplicatiu finit
de & i, per tant, és ciclic.

Lema 6.8. Sigui P € AVt (k) \ {0} tal que O, (P) és k-definida. Aleshores:
CI,) AP S k*.
b) Per a tot p €k , tenim:

O (1P) és h-definida & 21 ¢ A,
]
Dem. Sigui A € Ap. Per hipotesi, existeixen 4, j € N tals que:

o(P)=7'(P), AP =+(P).

D’aqui deduim:

Ao (P) = X/(P) = 7/(AP) = 4" (P) = 7/ ((P)
= 07/ (P)) = o(AP) = o(No(P).

de manera que A = o(\), i, per tant, A € k*. Aixo prova a). Pel que fa a b), per a
-7 .
qualsevol p € k , tenim:

0(0,(pP)) = o(10,(P)) = a(p)o(Oy(P)) = o (1) O,(P),
i aixd coincideix amb O, (uP) = pO,(P) si i només si o(p)u 10, (P) = O,(P). W

El segiient resultat clou la prova de la Proposicié 6.3:

Lema 6.9. A través de laplicacio:

(AL /) () \ {0} — (PY/7)(k),
cada element de (PN /)(k) té ¢ — 1 antiimatges.
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Dem.  Sigui P € ANTH(k) \ {0} tal que O,(P) és k-definida. Volem veure que
entre les infinites orbites O,(pP), amb p € %", n’hi ha exactament ¢ — 1 que sén
k-definides.

Pel Lema 6.8, Ap és un subgrup de k*. Sigui e = |Ap|. Pel Lema 6.8, hi ha
exactament e(q — 1) valors de € k& per als quals Porbita O, (uP) és k-definida.
(En efecte: per a cada A € Ap cal considerar les ¢ — 1 solucions de 'equacié:

pt=a(put =)
Finalment, entre aquests e(q — 1) valors de p, tenim:

O,(uP) = O, (/' P) & p'p € Ap & i € uhp,

de manera que per a cada valor de g n’hi ha e que donen lloc a la mateixa orbita
afi. Per tant, obtenim ¢ — 1 orbites diferents. [ |

7 Foérmules explicites per als t3(n)

Per simplicitat, denotem I' = PGL3(k) i:

o= (V) w. xw= () m.

Com hem vist al Capitol 1, podem comptar els ty(n) := [I'\\Xy(n)| pel Lema
de Cauchy-Frobenius:

wwzﬁZwmwzzﬁgﬁ,

yell veC

on Xy (n) ={z € Xy(n) | v(z) =z}, I'; és el centralitzador de v dins I' i C és un
sistema de representants de classes de conjugacio de I'.

Qiiestié. Per a T' = PGL3(k) ¢ V = P2, al capitol 1 hem dividit el conjunt C =
[1,Ca en “subtipus”, que agrupaven les projectivitats v € C que tenien el mateix
tipus de cicle actuant com a permutacid de P*(k).

Depén | X, (n)|:=|Apz2,,(n)| només del subtipus de ¢

En cas afirmatiu, podriem aplicar la férmula universal que hem obtingut al
capitol 1 i tindriem una férmula de estil:

ta(n) =Y Naza(n), (32)
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on z,(n) := |X,(n)| per a tot v € C,.

Ara, un element x € & (n) és una unié k-definida d’orbites projectives O, (P),
amb P € P?(k). Cada orbita O, (P) és un cicle de v com a permutacié de P?(k), de
manera que |X,(n)| depén del subtipus de «y sobre les diferents extensions finites de
k.

La qiiestio anterior es tradueix, doncs, en: determina el subtipus de = sobre &
el subtipus de «y sobre totes les extensions finites k,7 La resposta és: per a «v dels
tipus 111, IV, V, si; pero per a vy dels tipus I, I1 no esta clar, d’entrada. En efecte,
es comprova immediatament que, per a v dels tipus /11, IV é V, la configuracié
de punts fixos i rectes invariants de « (cf. Taula 1 del Capitol 1) i els exponents
d’aquestes rectes invariants sén dades que no canvien en considerar v com a un
element dels diferents PGL3(k,); en canvi, si v és del tipus I, aleshores passa a ser
del tipus 111 a les extensions k,, amb 3|r, i, si v és del tipus 11, passa a ser del
tipus 111, a les extensions k,, amb 2|r.

No obstant aixo, veurem a continuacié que, amb petites modificacions, podem
salvar Iesperit de la formula universal del Capitol 1 i trobar una férmula molt similar
a (32).

Abans de procedir a calcular x,(n) cas per cas, deixem anotada una observaci
crucial, que utilitzarem constantment en el que segueix, i que és una conseqiieéncia
immediata del Corol-lari 6.2:

Corol.lari 7.1. Siguin V. = AY (resp. V = PV) v € Affy(k) (resp. v €
PGLyy1(k)) @ W C V una subvarietat lineal ~vy-invariant amb la propietat que,
sobre lobert U := V \ W tots els punts k-racionals tenen la y-orbita de la mateiza
longitud, m = ord(vy). Aleshores,

| X5 (mn)| = | Xy (n)].

Dem. Un mn-conjunt y-invariant i o-invariant de U es correspon biunivocament
amb un n-conjunt o-invariant de U/v i, pel Corol.lari 6.2, |Xy/,(n)| = |Xy(n)|. B

7.1 Calcul dels |X,(n)|
Calcul de |X,(n)| per a v del tipus V

Per a v = 1, tenim |X;(n)| = ap2(n), que ha estat calculat a la Proposici6 5.6.

Per a v = 7y, larecta Ly té tots els seus punts fixos i fora d’ella totes les y-orbites
tenen cardinal p (vegeu la Taula 1).

Com que Ly és vy-invariant i o-invariant, un n-conjunt vy-invariant i o-invariant
es reparteix necessariament en un ng-conjunt y-invariant i o-invariant dins la recta
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Ly i un pni-conjunt ~y-invariant i o-invariant fora de la recta Ly, amb ng + pn; = n.
Tenim, doncs,

() = D A%, (no)[| X2 Lg) (pna) -

no+pni=n

Identificant Lo amb P! i P?\ L, amb A? v es restringeix a una afinitat de P?\ L.
Pel corol-lari 7.1, tenim:

)= D | ()] w2 (). (33)

no+pni=n

Per ay = v{,, tenim un dnic punt fix P i una dnica recta invariant L, d’exponent
p. Fora de Ly, les vy-orbites tenen cardinal

P, si p senar,

4

m = ord(y) =
, sip=2.

Els n-conjunts y-invariants i k-definits es reparteixen entre { P} U (L, \ {Ps}) U
(P?\ L;). Identificant {Ps} = A°, L, \ {3} = Al i P2\ L; = A?, obtenim, raonant
com abans:

&, (n)] = > | Xai (1) ]| a2 (n2)] (34)

no +pni1 +mna —n,
0<ny <1

Podem introduir la funcié generadora:

Fy(z) =) 1%, (n)]a",

n>1

i les formules anteriors es reinterpreten com:

Fy(x) = fpe(x),

I
=
o
2
=4
=
=
w
=
=

Yy (x)

Calcul de |X,(n)| per a v del tipus [V

Per a « del tipus IV’ tenim L; U {P;} com a conjunt de punts fixos i, fora d’a-
quest conjunt, totes les y-Orbites tenen cardinal m = ord(y). Raonant com abans,
obtenim:
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| Xy (n)| = > | A1 (1) || Xny gy (n2), (35)
no +ny +mna = n,
0<np<1

amb funcié generadora:

F,(z) = (1 + ) fer () faz\ g (™).

Per a « del tipus IV”, tenim P;, P; com a punts fixos, Ly, Ly com a rectes
invariants, d’exponent respectiu p i d (un divisor de ¢ — 1). Fora de L; U Ly, totes
les v-orbites tenen cardinal pd. Tenim:

12,()| = ) () s o)) ()] (30

no + pn1 + dno + pdng = n,
0<ng<2

on L representa una recta de A2, La funcié generadora és:
Fy(x) = (14 2)? far (2P) fary gy (27) fazy o (2P?).

Calcul de |X,(n)| per a v del tipus /1]

Per a « del tipus 111, tenim P;, P, P; com a punts fixos i Ly, Lo, L3 com a rectes
invariants, d’exponents respectius d, e, f. Fora de L; U Ly U Ls, les vy-orbites tenen
cardinal m = mcm(d, e, f). Obtenim

12, ()| =
3
> (28 ) a1 () ) )
no+ fni+enzs+dng+mng = n,
0<no<3
(37

on W representa la unié de dues rectes no paralleles de A%, La funcié generadora
és:

Fy() = (14 2)° fany oy (27) fan oy () Fary gy (2) fazaw (2™).
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Calcul de |X,(n)| per a v del tipus I/

Per a 7 del tipus /1, tenim una configuracié diferent de punts fixos, rectes invariants
i exponents, sobre els diferents cossos k,, segons r sigui parell o senar. Per a r senar,
tenim P; com a unic punt fix, L; com a tnica recta invariant, d’exponent d (un
divisor de ¢ + 1), determinat per:

d=min{s € N | o’ € k},

on «a € ky \ k és una arrel del factor quadratic irreductible que divideix el polinomi
caracteristic de . Fora de L;U{P,} les y-orbites tenen cardinal m = de = ordy; (a),
on e = ord-(a®)|(qg — 1).

Per a r parell, v és conjugada a diag(1, o, @’), on o/ € ko \ k és Parrel conjugada
de «. Per tant, és del tipus II1 i té tres punts fixos P, @, @', on @, Q' soén ko-
definits i conjugats galoisians (les direccions dels vectors propis de A? de valors
propis «, o) i tres rectes invariants Ly, L, L', on L, L' sén també ky-definides i
conjugades galoisianes I'una de ’altra. L’exponent de L; continua sent d, mentre
que I'exponent de L, L' és m = de = ordy; (o) = ordy; ().

Per tant, fora de L; U {P;} tenim sempre vy-orbites de longitud m i només dins
L hem de tenir en compte 'existéncia de la y-orbita k-definida {@Q, Q'}. Deixant
que 0 < n; < 1 indiqui si considerem z € X, (n) contenint {Q, @'} (n; = 1) o no
(ny = 0), obtenim:

X, (n)] = > XL i@.ey,7(dn2) || X (Laugeny). (M),

no + 2n1 + dna + mnz = n,
0<ng,n1 <1

i, aleshores, pel Corollari 7.1, tenim:

| Xy (n)| = > | X1\ (0,011 (n2) || Xazy f (n3))], (38)
ng + 2n1 + dna + mnz = n,
0<ng,n1 <1

on continuem denotant per @), Q' un parell qualsevol de punts ky-definits tals que
el 2-conjunt {Q, @'} és k-definit. La funcié generadora dels |, (n)| és:
For) = (1+2)(1+ 2?) ferjo.3 (&) fazy oy (™).

Calcul de |X,(n)| per a v del tipus [

Per a v del tipus [ i k, amb 3 1 7, no hi ha punts fixos ni rectes invariants, i tota
y-Orbita té cardinal m|¢* + ¢+ 1, on m = min{s € N | o® € k}, sent o € k3 \ k una
arrel del polinomi caracteristic de ~.
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En canvi, si 3|r, 7 és conjugada a diag(a,a’,a”) i és del tipus I11, amb tres
punts fixos @, @', Q" (les tres direccions a A*(k3) dels vectors propis de valor propi
respectiu a, o/, ") i tres rectes invariants L, L', L", que sén les rectes que s’obtenen
unint @, Q', Q" de dos en dos. De tota manera, 'exponent d’aquestes tres rectes
és m, i, per tant, fora de la terna {Q, @', Q"}, que és y-invariant i k-definida, les
~v-orbites continuen tenint totes cardinal m. Tenim, per tant:

| Xy (n)| = > | X2\ (@.0r.073 (n), (39)
3no + mn; =n,
0<ny<1
on {Q, Q', Q"} és qualsevol terna k-definida amb @, @', Q" no-alineats i k3-definits,
pero no k-definits. La funcié generadora és:

Fy(z) = (1+2°) ferjo.0. 0 (™).

En conclusié, podem respondre afirmativament a la qiiestié plantejada a l'inici
de la seccié: els valors |X,(n)| depenen només del subtipus de v, ja que aquest
determina tots els parametres que descriuen les férmules (33), (34), (35), (36), (37),
(38) i (39). En els tipus I11, IV i V l'expressio per a |X,(n)| depen només del tipus
de cicle de v actuant com a permutaci6é de P?(k), i en els tipus I i IT intervé també
'accié de v sobre P?(ky) o P?(k3), perd aquesta accié també esta determinada pel
subtipus de 7. Finalment, doncs, la férmula (32) té sentit.

No obstant, veurem al capitol segiient que aixo deixa de ser cert en dimensi6
superior.

7.2 Enumeracio dels 7-conjunts racionals del pla

A la seccié anterior hem expressat tots els valors |X,(n)| en termes dels nombres
ay(n), per a certes subvarietats V' del pla. En tots els casos, a la seccié 5 hem trobat
férmules explicites per a aquests ay (n). Aixo ens permet obtenir férmules explicites
per als t3(n) en la forma de polinomis en ¢, que en aquesta ocasié tindran coeficients
enters. A Destil de la seccié 3.1, explicitem ara aquestes férmules en el cas n = 7.
Recordem que t5(7) compta el nombre de 7-conjunts racionals del pla, classificats
sota ’acci6 del grup lineal.

Tipus [

Recordem que

p(m)

Zi={meZ|ml¢+q+1, m>1}, Niim)=-—7"-—"—.
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Apliquem (39). Els tnics parells (ng, n;) satisfent:

3n0—|—mn1:7, 0§n0§17 mGZ[,

sén (ng, n1) = (0,1), quan m = 7 divideix ¢*> + ¢ + 1. El cas (ng, n;) = (1,1) amb
m = 4 no es pot donar ja que ¢+ ¢+ 1 és sempre senar. Denotant x7(m) := | X, (7)]
per a 7y del subtipus m € 7y, i aplicant (39):

e(7) 2
Ni(m)zy(m) = | 7o (q" + g+ 1) = 272 4g11 -
77;1 3(q2 T 1) 7lg2+q+1 et
Tipus I]
Recordem que Z;r = {(de,d) € Z* | d|(¢+ 1), d > 1, e|(q — 1), e > 1},
( M si d senar
2(q2 _ 1)7 ?
Nii(de,d) =< o, sid parell i e| %2,
d
90(2)@(6), si d parell i et q;—l.
. 9 —

Apliquem (38). Considerem families d’enters no-negatius (ng, ny, ns, n3) satis-
fent:
ng + 2ny +dny + dens =7, 0<ngy, n <1, (de,d) € Zp;.

Com que ny + 2n; < 3, a la forga (ng, ng) # (0,0) i, per tant, d < 7. Estudiem els
casos d = 2,3,4,5,6,7 un per un.

Suposem d = 7. Tenim les segiients possibilitats per a (ng, nq, ng, ns):

(TL(), ni, N, nS) = (07070a ]-)7 €= 15 (n()a N1, N2, n3) = (Oa 07 170)7 € 2 1.
Denotem z;r(m,d) := |X,(7)| per a v del subtipus (m,d) € Z;;. Aplicant (38),

obtenim una contribucié a la suma (10) de:

©(7)

D -1+ > le)g+1) = [6]71451 -

ellg—1) gt

7



Suposem d = 6. Com que d és parell i d|(q + 1), forcosament ¢ és senar; d’altra
banda, necessariament e > 1 per a tot enter e { (¢—1)/2. Per tant, I'inica possibilitat
és (no, ni, ne, n3) = (1,0,1,0). Per (38) aquest cas contribueix a la suma (10) en:

5(6)1 Y. e@a+1)=Uggrs

T % g1, a2
on hem aplicat el Lema 3.3 per calcular aquest sumatori.

Suposem d = 5. Tenim les segiients possibilitats per a (ng, nq, ng, ns):

(0,1,0,1), e=1,  (0,1,1,0), e > 1,

que, per (38), contribueixen a la suma (10) en

©(5) _
T | —1+ > ple)(g+1) = [4;}011 -

ellg=1) 5lq+1

El cas d = 4 és identic al cas d = 6. Necessariament (ng, ny, ng, n3) = (1,1, 1,0),
que contribueix en:

S @) = Wy

21
T =5 ), a2

Per a d = 3 tenim les segiients possibilitats per a (ng, ni, ng, n3):

(1,0,2,0), e>1,  (1,0,0,2), e=1, (1,0,1,1), e=1,  (1,0,0,1), e =2,

que, per (38) i les férmules explicites de la seccié 5, contribueixen:

p(3)

5@ T) P =)+ (@ =D+ @+ D@ -+ [ =1, | =

3l¢+1
2
= [¢* +2¢ - ]'i|3‘q+1 + [1]3\q+1,p>2 :

el(g—1)

Finalment, si d = 2 tornem a tenir e parell, ¢ > 1, com en el cas d = 6, i les
segiients possibilitats per a (ng, ni, ng, n3):
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(1,0,3,0), e>1,  (1,0,1,1), e=2,  (1,1,2,0), e>1,  (1,1,0,1), e = 2.

Agrupem els casos amb e > 11 els casos amb e = 2 per separat. Apliquem (38),
el Lema 3.3 i les formules explicites de la seccié 5, per obtenir una contribucid
respectivament de:

1 2_9
2 _ > ee) ((g+ 1) —qg—1) +¢*—1) _[qz } ,
T e, e " g1
qg -1 [(q + 1)(q2 - 1) + q2 - 1]4‘q+1 = [q + 2]4|q+1
Tipus 111

Recordem que

Z[[[:{(d7€,f) EZS | d262f>1,
m := mem(d, e) = mem(d, f) = memf(e, f)[(g — 1)},

(

p(m)yp(m) d e f
6(q —1)2° d f=m
r(d,e, f) = p(m)p(h)y(H) e
Nir(dse, f) =< Ng—1 sid=e=m> f,
e(m)e(h)v(H)
\ G—17 sid>e> f.

Apliquem (37). Considerem families d’enters no-negatius (ng, 11, na, ng, N4)
satisfent:

no—l—fn1+en2—|—dn3+mn4:7, 0<nyg <3, (d7€,f)€ZH].

Tenim necessariament: {d, e, f} N {2, 3,4, 5,6, 7} #£ (.

Suposem que un dels tres divisors d, e 6 f val 7. Enelcasd = e = f = 7,
tenim m = 7 i tots els punts k-racionals del pla, excepte els 3 punts fixos, s’agrupen
en 7-Orbites invariants. En aquest cas, en comptes d’aplicar (37), és més rendible
aplicar directament el Corollari 7.1 per obtenir una contribucié a la suma (10) de:
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A e (1) - - 2) - )] .

En la resta dels casos, tenim m > 7 i hi ha una tnica recta d’exponent 7.
Aplicant el Lema 3.4 i el Corol-lari 7.1, podem comptar la contribucié dels 7-conjunts
invariants continguts en aquesta recta:

Z Nri(d,e, flzmn(d, e, f) = Z Nirr(d, e, fas (1) =

(d7eaf)EZ’]7[] (daezf)EZ;]I

pErET W e ol B

Com hem fet a la secci6 3.1, comptarem més endavant les altres possibilitats que
es presenten en els casos e =7 > f > 1.

Suposem ara que un dels tres divisors d, ¢ 6 f val 6. Com feiem a la seccié 3.1,
considerem independentment els casos (6,6, 3) i (6,3, 2).

En el cas (6,3,2) tenim m = 6, def/m?* = 1, Ny1(6,3,2) = 2/(q — 1)%. Dei-
xem per als casos 2, 3 € {d, e, f} el recompte de la contribucié de les segiients
possibilitats per a (ng, ny, no, N3, ng):

(1,3,0,0,0), (1,0,2,0,0), (3,2,0,0,0).
Comptem ara només la contribucié de:

(1,0,0,1,0),  (1,0,0,0,1),  (2,1,1,0,0),  (0,2,1,0,0).  (40)

Agrupem els dos primers casos. Els punts k-racionals de P? \ (L U L') s’agrupen
tots en 6-Orbites invariants. Pel Corol-lari 7.1 tenim una contribucié de:

©(6) _ 2 2 | 6g
(g — 1) [3 aIP?\(LuL')(l)]mqq - W [3((] - Q)}mqfl - [q——l] g1 :

Aplicant (37) i la proposicié 5.2, els altres dos casos de (40) contribueixen amb:

% [3(¢—1°+(q—1)*(q— 1)}6|q—1 =[2¢+ 4]6“1_1 '

En el cas (6,6,3) tenim m = 6, def/m? = H = 3, N;71(6,6,3) = 1/(q — 1)%. El
cas (ng, ni, na, N3, ng) = (1,2,0,0,0) sera comptat quan considerem 3 € {d, e, f}.
La resta de possibilitats sén:
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(1,0,1,0,0), (1,0,0,1,0), (1,0,0,0,1).

Es poden unificar pensant que a P2\ (L U {P}) tots els punts k-racionals s’agrupen
en 6-orbites invariants. Aplicant el Corol-lari 7.1 tenim una contribucié de:

1 1 3(g+1)
3 aps 1 = [3(# -1 = (22T .
-1z BoeornWg, = = B =D, { i1 qu
La resta de casos es recull a la Taula 3 de la secci6 3.1. En tots ells, m > 6 i
hi ha una tnica recta invariant d’exponent 6 (en els casos (6,6,6) i (6,6,2) tenim
Ny = 0). Pel corollari 7.1 la contribucié és:

Z Nii(d,e, f)3apn (1) = [

3(q — 7)}
(dye, [)#(6,6,3), (6,3,2) 6lg—1

qg—1

on hem utilitzat el calcul (11) que hem fet a la seccié 3.1 de Y Nyyr(d,e, f), quan
el sumatori s’estén als casos recollits en la Taula 3.

El cas en que 5 € {d, e, f} és completament analeg al cas en que 7 € {d, e, f}.
Comptarem només ’aportacié dels 7-conjunts invariants que consten de dos punts
fixos i un 5-conjunt invariant. En el cas (5,5,5) tenim m = 5 i una contribucié:

A W e s

En la resta de casos tenim m > 51 hi ha una 1nica recta d’exponent 5. Pel Lema
3.4 tenim una contribucié de:

_ [ 4(g=6) ] _ [6(q—6)]
N, d; ) 3aynga(l) = | -7—53(¢—1 = |— .
(d’eygezz?n r(d,e, f)3ay \ }( ) [Q(q —1)2 (¢ ) ot q—1 o

La contribucié extra del cas excepcional (10,5, 2) és:

©(10)
(g —1)?

(¢ —1)(g — 1)]10\q—1 = [4]1[)|q—1'

Suposem ara 4 € {d, e, f}. En el cas (4,4,2), es t¢ m = 4, def/m?* = 2 = h,
Nir1(4,4,2) = 1/(q — 1) La contribucié de (ng, ny, ny, n3, ny) = (1,3,0,0,0),
(3,2,0,0,0) la deixem per al cas en que 2 € {d, e, f}. La resta de possibilitats sén:
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(1,1,1,0,0), (1,1,0,1,0), (1,1,0,0,1), )
(3,0,1,0,0), (3,0,0,1,0), (3,0,0,0,1).

Unifiquem les tres primeres en la situacié de considerar 7-conjunts formats per un
punt fix, un 2-conjunt a I'inica recta d’exponent 2 i un 4-conjunt a P?\ (L U {P}).
Pel Corollari 7.1 contribueixen en:

1 2

w17 [3(¢—1)(¢* — 1)]4|q,1 =3¢+ 3]y, -
Unifiquem les tres darreres possibilitats de (41) considerant 7-conjunts formats pels
3 punts fixos i un 4-conjunt invariant a P2\ (LU{P}). Pel Corol-lari 7.1 contribueixen
en:

L ol
el = 2]

En la resta de casos, recollits a la Taula 4 de la seccié 3.1, tenim m > 411 hi ha
una tnica recta d’exponent 4. Contribueixen amb:

Z N[[[(d, €7f) (IAI\{*}(l) = [g] 5
4g—1

1
(def)(4.4.2) 1

on hem utilitzat el calcul (12) que hem fet a la seccié 3.1 de > Nyyr(d,e, f), quan
el sumatori s’estén als casos recollits en la Taula 4.

Ens queda el cas (12,4,3), on també poden haver 7-conjunts invariants partits
en una tripleta i una quarteta invariant. Cal afegir [4],,,_, als termes calculats fins
ara.

Anem al cas 3 € {d, e, f}. Comptem la contribucié del cas (3,3, 3) apart. Pel
Corollari 7.1, el nombre de parells de 3-conjunts invariants de P?\ { Py, Py, P3} coin-
cideix amb ap2\(p, p,,p,1(2). Aquest valor el podem obtenir descomptant de ap2(2)
(calculat a la Proposicié 5.6) tots els parells de punts k-racionals que involucren
algun dels tres punts P, P, Pj:

ap2\ (P, Py} (2) = ap2(2) =3 =3(¢" +q—2) = ¢ +¢* — 2¢° — 3¢ + 3.

Ara ja podem comptabilitzar la contribucié del cas (3,3, 3):
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1
3 aP2 P15P‘27P (2):| -
3(g— 12" TR

1
= [ﬁ(q4+q3—2q2—3q+3) = [q2+3q+3}3|q_1.
(¢—1) 3lg—1
En la resta de casos tenim m > 3 i hi ha una tunica recta d’exponent 3. Pel Lema

3.4 tenim una contribucié de:

Z Nirr(d, e, [) 3aan3(2) = [3(g — 4)]3, 1 -

(d78;f)€Z}q)U

Finalment, considerem el cas 2 € {d, e, f}. Com que N;;(2,2,2) = 0, el
cas (2,2,2) no aporta res. En la resta de casos es té m > 2 i hi ha una tnica
recta invariant d’exponent 2. La contribucié de diverses possibilitats dels casos
(14,7,2), (6,6,2), (10,5,2), (4,4,2), (6,3,2) jas’han comptat; I'"inica aportacié que
queda per comptar és la de tres parells invariants a la recta d’exponent 2 i un punt
fix, o bé dos parells invariants en aquesta recta i 3 punts fixos. Pel Lema 3.4 i el
Corol'lari 7.1, aquests casos contribueixen amb:

Z Nii(dse, f) (3 @Al\{*}(?’) + aAl\{*}(Q)) =

(d7eaf)€Z?I]

= [2((1;3(3(61—1)(612—61“ (¢g—1) }

q—1)? 2|g—1
_ { 3)(3¢” —2q+2)}
2(¢—1) 2lg—1 .

Tipus IV
Recordem que Zyy ={d € Z | d|(¢—1), d > 1}, m =d,
p(d) " p(d)
. N (d)= Y
-0y D=

Atenent a (35), per tractar el tipus IV’ hem de considerar tripletes (ng, ny, ns)
satisfent:

N}V(d) =
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n0+n1+dn2:7, 0<ny <1, de Zry.

Atenent al nombre de punts fixos dels 7-conjunts, tenim les seglients possibilitats
per a (ng, ny, na):

(0,7,0), (1,6,0), d arbitrari 7 punts fixos,
(0,5,1), (1,4,1), d=2 5 punts fixos,
(0,4,1), (1,3,1), d=3 4 punts fixos,
(0,3,1), 1,2,1), =4 3 punts fixos,
0,3,2), (1,2,2), d=2
0,2,1), (1,1,1), d= 2 punts fixos,
0,1,1), (1,0,1), d=
0,1,2), (1,0,2), d= 1 punt fix,
0,1,3), (1,0,3), d=

(0,0,1), d=17 0 punts fixos.

Agrupant els casos en funcié del valor de d i aplicant (35), tenim contribucions
respectives de:

1
q(¢ — 1)%(g+ 1) dq21;d>1 o(d) (apr (7) + ap (6)) | =
_@=2@+d —"—q¢") _Pla—2)+1)
alg —1)*(¢+1) g—1 )
p(2) 1)

q(g —1)%(g+1)
@+ = =)+ (@ - D@+ )+ (@ -+ D +2)],, =
B [3(]5 +4¢* — 4¢3 — 4¢% +2q + 2}
2|q71,

q(g —1)

©(3)
q(g —1)%(¢+1)

(@ =D+~ =)+ (@ =) (¢+2)];,_, =

B [2((13 +3¢° +4qg + 2)]
q 3|qf1,
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¢(4) 2 _ 3., .2 _ M

q(q . 1)2((] + 1) [(q 1)((] + q Q)]4\q71 - |: q— 1 :|4q—1 )
¢(5) 2 _ 2 — w

q(¢ — 1)%(g+1) @ =Dl +a+ 1)]5|q71 N [ q(g—1) :|5|q1 7
(6) - _ [2(¢+2)

q@—1P@+1ﬂm D@+2mql—{dq—U}wl’

©(7) 2 _ _ 6
q@—1V@+1ﬂq 1Mq1—{ﬁq—D]m1'

Atenent a (36), per tractar el tipus I'V" considerem quartetes (ng,ni,ng,ns)
satisfent:

no—i-pnl—l—dng—l—pdng:?, 0<nyg <2, de Zry.

Si imposem n; = ng = 0, tenim les segiients possibilitats, genériques en p:

(0,0,1,0), d=7;  (1,0,1,0), d=6;  (2,0,1,0), d = 5;

(1,0,2,0), d=3:  (1,0,3,0), d=2.

La contribucié d’aquests casos és:

q@_i)U¢Wﬂq—Uhq1+P¢®ﬂw—quy+W®Nq—Uhml+

T [2003)(a - 1y, + 2e@a - D@ — g+ D]y, ) =

(01 + g1+ By 1+ 0 = Dl + 26 =0+ 1), ).

Considerem ara les possibilitats corresponents a ninsg # 0, que es donen només
per ap € {2, 3, 5, 7}. Les possibilitats per a (ng, nq, ng, n3) sén:
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(0,1,0,0), p =7, d arbitrari,
(2,1,0,0), p =5, d arbitrari,
(0,1,1,0), p=5, d=2,
(1,2,0,0), p =3, d arbitrari,
(2,1,1,0), (0,1,2,0), (1,0,0,1), p=3, d=2,
(0,1,1,0), D=3, d=4,
(1,3,0,0), p =2, d arbitrari,
(2,1,1,0), (0,2,1,0), (1,0,0,1), p=2, d=3,
(0,1,1,0), p=2 d=5.

Comptem primer els casos en que d és arbitrari:

> pld) ([q]7|q +dlyy, + [26° = )], + [2(¢° — qQ)L‘q) -

q(q —1) dlg—1,d>1

La resta de casos contribueixen a la suma (10) amb:

+lp)a(a = Dy qqmr + [ala = 1) +ala = D* + 26 = @), +

+1(5)alg = Dy, 501 + 9B [(@® —a)g = 1) +alg—1) +2(¢* ~ q)]2|q,3|q,1) =

= [1]5\(1 + [2]3\q74\q71 + [q + 2]3|q + [4]2|q,5|q71 + [2(] + 4]2|q73|q71 '
Tipus V

Recordem que

1 1 1
B @ -1D)X@+ g+ 1)(g+ 1)




Atenent a (33), per tractar el cas vy hem de considerar parells (ng, n;) satisfent:
no +pny = 7. El cas (ng, n1) = (7,0) és generic en p i aporta a la suma (10) una
contribuci6 de:

m(q ") =¢*(¢+1).

La resta de possibilitats sén:
(0,1), p="7 (2,1), p =05,
(1,2), (4,1), p=3 (1,3), (3,2),(5,1), p=2,

1 la seva contribucid és:
1
Plg—1) ([‘12} g T 100 L5, + [+ 10" =) + (@' = )]y, +
1

+ g+ 1)@ =)+ (@ — )" —¢*) + (¢ - qs)qg]zwq) - [q(q - 1)} . *

q (g+1)(¢° +q+1) 2
i L__quJr { q L|q+ [+ D@ +a- 1)}2‘(1.

Atenent a (34), per tractar el cas ¥{, considerem tripletes (ng, ni, ny) satisfent:

no+pny+mnyg =7 0<ny <1, m=p(resp. m=4),sip>2 (resp. p=2).
Les possibilitats per a (ng, ny, ny) soén:
(0,1,0), (0,0,1),

p
(1,2,0), (1,0,2), (1,1,1), p
(17370)7 (]‘7 17 1)7 p

I
N W =1

i la seva contribucid és:

1
A ([P H g (@ =0+ @ = by [0 - ) =
q+1 @ +q¢*—1
— {—] + [— +[2g — 1], -
a7 q 3lq

87



Finalment, la contribucié de v =1 és:

4_1 3_1 5 2+1
N, apa (7) _y gl =) e+l
qg—1 qg—1

La suma de totes les contribucions de tots els tipus déna com a resultat, per a
n="7ip=2:

t2(7) = ¢* + ¢® +3¢* +6¢° + 8¢> — 1+

+ [2(¢% + 6 + 4) 3101 + [4]5)g1 + [20]510-1 + [6]7/4—1,

mentre que, per an =71 p > 2, tenim:

t2(7) = ¢* + ¢® + 3¢* + 6¢° + 11¢* + 4q+
+ [2(¢° + 6q + 93101 + [4l51041 + [20]519—1 + [4q + 6]410—1 + [8]71g—1 + [6]7ig41+
+ [4]12\11—1 + [2]7\q2+q+1 + [QZ +4q — 1]3\11 + [2]3\%4\(1—1 + [3]5\11 + [2]7\11-

7.3 Integralitat dels coeficients

[aspecte dels resultats anteriors ens condueix a conjecturar que els ¢y (n) es podran
expressar sempre com a certs “polinomis en ¢” amb coeficients enters. Per precisar
aquesta afirmacié introduim la segiient:

Definicié 7.2. Sigui K un anell i ¢ una indeterminada. Un q-polinomi amb coefi-
cients a K €és una expressio formal:

P(z) =[P, (@]qzal (mod ay) T 70+ [P (@]qzar (mod My)> (42)

amb ay,...,a., My,..., M, enters, My,..., M, #0, i Pi(z),..., P.(x) € K[z].
Denotarem per K[x|, Uanell de tots els g-polinomis.

El fet de fixar un valor numeric de ¢ determina un homomorfisme d’anells
av: K[z|, — K|[z], que resulta d’assignar a cada expressié (42) el polinomi que
resulta de sumar els P;(z) que satisfan ¢ = a; (mod M;). Donat un g-polinomi
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P(x) € K[x], escriurem P(q) € K per indicar I’ “avaluacié absoluta” que consisteix
en avaluar en ¢ el polinomi av(P(z)).

Conjectura. Per a qualsevol parell d’enters positius N, n, existeir un q-polinomsi
amb coeficients enters P(x) := Pynp(x), que depén del parell (N,n) i de la carac-
teristica p de k, satisfent ty(n) = P(q).

Per a N = 1, 2, podem comprovar aquesta conjectura utilitzant les férmules
explicites. Per a N > 2 aix0 no és possible, i caldria buscar una raé més profunda
que expliqui aquest fet.

Veiem per exemple el cas N = 1. Sin = 1, 2, és evident. Per an > 2, a
[LMNXO02, Thm. 2.2] es prova la formula ¢;(n) = ¢"~* + Py(q) + Px(q) + P3(gq), on
Pi(z), Py(z), P3(x) sén g-polinomis amb coeficients racionals:

Pi(z) = L Yo <z) 2ml(g—1n-e), m>1 $(M) (gc"gf B (_1)%6) ’

2(x +1)

n—e

P =15, ([ - 1)

il

n=e(p)

1

Ps(ﬂﬁ) = m 266{0,2} Zm|(q+1,nfe),m>1

p(m) (25 = 25 4 (~)IF e+ (1))

Notem que en aquestes expressions els respectius denominadors = + 1, z, 22 + 1
desapareixen, ja que:

r+1| (:pw —(—1)’#), x| <[x"p”(g;—1)}

n—e n—e—m n—e

22+ L] (I%H _ (_1)[ o A 4 (_1)[ 2m]) .

¥ mn_e:p) ,

n=e(p)

Notem també que P,(z) és un polinomi de debo:

n—1__

PQ(x) = [x%*Q(x - 1)]p|n7p¢n + mpzn + [xT Q(x - 1)]p|(n71),p¢nfl + [1]17:%—1’

que depen de p, n, i que els possibles valors de Py(z) tenen sempre coeficients enters.
Per tant, la conjectura es redueix en aquest cas a comprovar que P;(z) + P3(z) €
Z]x),.

L’inic obstacle perque els coeficients d’aquests dos ¢-polinomis siguin tots enters
és el factor 1/2 que hi ha davant el sumatori. Per a P (x), aquest denominador 2
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és neutralitzat pel factor (i) quan e = 1. Un cop suposat que e = 0, 2, tant per

a Pi(x) com per a P;(z), tenim en els dos casos un sumatori sobre un parametre
m > 1, i en cada sumand amb m > 2 el denominador 2 és neutralitzat pel factor
©(m), que és parell. Per tant, ens podem reduir a estudiar el sumand corresponent a
m = 2. Si n és senar o ¢ és parell, aquest sumand no apareix i ja tenim directament
P (z), P3(z) € Z[z],. Per a n parell i ¢ senar, fixant-nos en el sumand amb m = 2,
podem dir:

( n/2 _ (_1)n/2 + (n—2)/2 _ (_1)(n—2)/2) 1

x x

_ .~ (n—2)/2

P (x) = 1) =% (mod Z[x],),

1
2(x2 +1)
4p(n=2)/2)+1 o (n=2)/2 | (—1)[("‘4)/4]:1: + (_1)[(n—2)/4]) (mod Z[z],),

P3(z) = (x(n/z)ﬂ g2 (_1)[(7172)/4]31j + (_1)[n/4]+

Posant n = 2M, aquesta darrera expressio val:

| s @M =M = (=D)M222) (mod Z[e],),  si M parell,
Pg(,’lf) =

D) (aMH — M1 4 (—1)M=D/22) (mod Z[z],), si M senar.

Tenim clarament:

ZEM+1 _ fol _ (—1)M/22£L’ B I'M+1 + IMfl _ 21L'(ZL’M72 4 (_1)M/2)

22+ 1 - 2+ 1
.TM+1 + fol

P M1 (mod 2Z[x],),

pMA1 _ M1 4 (_1)(M71)/22 B M+l + oM-1 _ 2(:L,M71 _ (_1)(M71)/2)
z?+1 B x? +1
Z’M+1 _i_IMfl

o M1 (mod 2Z[z),).

Per tant, P3(z) = 2! (mod Z[z],) en qualsevol cas, i
P (z) + P3(z) =0 (mod Z[z],),
com voliem demostrar.

En el cas N = 2 hem pogut comprovar la conjectura de manera similar, treballant
amb les expressions explicites per a t3(n) que hem obtingut en aquest capitol. De
tota manera, els calculs sén molt més llargs i enrevessats. Com que, a més a més,
son poc illustratius, hem preferit no incloure’ls en la memoria.
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Capitol 4

Funcions generadores dels nombres d’orbites

de n-conjunts

Recordem les funcions generadores que hem utilitzat en capitols anteriors i les
que volem estudiar en aquest capitol.
Y
n

Per a qualsevol conjunt finit Y
N R
, i . VN. [V
D’altra banda, per al nombre de punts k-racionals de les varietats n i

n>0 n>0

3 Cj) =+

tenim les funcions generadores (cf. Teorema 4.2):

v
()
Si el grup finit [ opera sobre el conjunt finit Y, aleshores podem expressar la

SR

cicles de Pélya [BFKWZ98, 3.2.16]:
In — O(P7 Y)|21:1+$17

Sl ()

n>1

()

n>1
Tanmateix, I'indicador de cicles de Pélya no és gaire adequat per a expressar les
funcions generadores dels nombres:

" =7Z(V/k, x).

D

n>0

(n) 0l =z 2

n>0

funcié generadora dels iels en termes de l'indicador de

" = C(F, Y)‘zi:(1_$i)—1.
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V . V
wim=[on (5 ) w]. wv=en () ),
per a I un subgrup finit del grup de k-automorfismes de la varietat V. D’entrada,
'accié de v com a permutacié de V' (k) no determina els |Xy,,(n)| (vegeu la seccio 7,

ja que intervenen punts de V (k). Podriem utilitzar I'indicador de cicles de T actuant

sobre V (k) o sobre V(k,), per a r prou gran, pero aleshores obtenim polinomis amb
un nombre astronomic de variables (sobre V(k), obtenim polinomis amb infinites
variables).

En aquest capitol trobarem férmules per a les funcions generadores dels ty(n) :=
tpn (n) 1 tx(n) = tpn(n), respecte de T' = PGLy,1(k), i també les expressarem en
termes d'un G-indicador d’exponents:

Lo(TPY) =Y Noo |[ 2av € Qzar}l,

a€Tq VEﬁg(a)

analeg al de Pdlya. La idea és que per a cada element v € ' es construeix un poset
L (a) format per certes subvarietats lineals y-invariants i propies (cf. seccié 9) de
PY. Els elements v que donen lloc (essencialment) al mateix poset constitueixen
un G-subtipus a. El conjunt 7T¢ recull els possibles G-subtipus i les constants N¢ 4
compten quants 7 hi ha de cada G-subtipus. L’avantatge d’aquest indicador d’ex-
ponents respecte de I'indicador de cicles de Pélya és doble: d’una banda L (T, PY)
té un nombre molt més reduit de variables; de l'altra, la descripcié de Tg i La(«@)
es fa en termes de dades combinatories explicites que ja recullen (i fan innecessari
tenir en compte) l'efecte de I'accié dels diferents v com a permutacions de PV. El
comput dels Ng o per a un valor arbitrari de la dimensié N és complicat i no I’hem
considerat en aquesta memoria.
A la seccié 10 provem el resultat principal d’aquesta memoria:

Z tN(n)x" = £G(F7 ]P)N)\zay:h(mﬁ Z t_N(TL)ZEn = ﬁG(F7 ]P)N)|zay:l_z(ac)7

neN neN

per a funcions adequades h(x), h(x) (vegeu el Teorema 10.5).
De fet, aquest tractament és extensible al calcul de funcions generadores per als

nombres
nanefn ()

i d’'una manera completament analoga obtenim una generalitzacié dels resultats del
capitol 1 a dimensié N arbitraria (tret del comput de les constants N, analogues

i) = [y, (7)) ,

n
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a les anteriors, que compten el nombre de v € I del mateix subtipus). Cal utilitzar
en aquest cas uns indicadors similars:

LI,PY) =) "N, H Zaw € Q{zav}],

a€T Vel(a

que donen lloc a resultats similars:

Y Tn(m)a® = LOPY) . vopw, > Tn(m)a" = LIOPY). —fa)s

neN neN

per a funcions adequades f(x), f(z) (vegeu el Teorema 10.2).

8 Generalitats sobre conjunts parcialment orde-
nats

En aquesta seccié revisem algunes nocions sobre posets, extretes de [Sta99], que
utilitzarem al llarg del capitol.

Definicié 8.1. Un poset és un conjunt parcialment ordenat (“Partially Ordered

Set”).
Exemples
[n] :={1,...,n}, amb Pordre usual.

B,, := 2", el conjunt de les parts de [n], amb la inclusié com a relacié d’ordre.
D,, := {divisors positius de n}, amb la divisibilitat com a relacié d’ordre.

Dy := {enters positius}, amb la divisibilitat com a relaci6é d’ordre.

Definicié 8.2. Siguin P, Q) posets. Diem que una aplicacio ¢ : P — ) és un
morfisme de posets si x <y = ¢(x) < P(y).

Diem que ¢ és un isomorfisme de posets si és bijectiva i ¢, ¢~ son morfismes
de posets. Escrivim P ~ () per denotar que P 1 () son isomorfs.

Definicié 8.3. Sigui P un poset. Un subposet de P és qualsevol subconjunt () C P,
dotat de la relacié d’ordre induida:

T<qy=ry.

93



Definicié 8.4. Sigui P un poset i siguin x, y € P, amb x < y. L’interval (tancat)
[z, y] és el conjunt

[zyl={zeP|lz<z<y}
Si x £y, aleshores no definim Uinterval [x,y]. Per tant, el conjunt buit no és un
interval (tancat).

Definicié 8.5. Diem que un poset és localment finit si tot interval és finit.

Definicié 8.6. Sigui P un poset i siguin x, y € P. Diem que y “cobreix” x siy > x
iz y] ={z,y}.

Un diagrama de Hasse d’un poset P és un graf amb vertexs els elements de P
i arestes que indiquen els cobriments. Donats x, y € P, si y cobreix x, aleshores x
s’escriu exactament a un nivell inferior respecte .

Exemples de diagrames de Hasse

v

[4] B; Dy,

Definicié 8.7. Sigui P un poset. Diem que P té un element zero, i el denotem per
0, i 30 € P tal que 0 < z, V& € P. Diem que P té un element u, i el denotem per
1, si31 € P tal que x <1, Vz € P.

Observem que, els elements 0, 1, si existeizen, sdn dnics.

Definicié 8.8. Una cadena és un poset totalment ordenat. La longitud d’una cadena
C ést(C):=|C|—1.

Una cadena d’un poset P és una cadena que és un subposet de P. Definim la
longitud (o el rang) d’un poset P com:

U(P) = sup{l(C)|C cadena de P}.

Diem que una cadena C d’un poset P esta saturada si: donats x,y € C, Az €
P\ C tal que x < z <y i CU{z} és una cadena de P.

Definicié 8.9. Una multicadena d’un poset P és una cadena de P amb elements
repetits, és a dir, un multiconjunt tal que el conjunt subjacent és una cadena de P.
La longitud d’una multicadena C és ((C) = |C| — 1.
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L’algebra d’incidencies d’un poset localment finit

Sigui K un cos. Sigui P un poset localment finit. Denotem per Int(P) el conjunt
d’intervals de P, és a dir,

Int(P) :={[z,y] | z,y € P, v < y}.

Definim I(P, K) := Apl(Int(P), K), el conjunt de totes les aplicacions de Int(P)
a K.

Donada x € I(P, K), escriurem x(x,y) := x([z, y]).

I(P, K) és una K-algebra amb l’estructura natural de K-e.v. i el producte

(X (@,y) == Y x(@,2)E(z,y).

w<z<y
Es una K -algebra associativa amb identitat

1 siz=y,

L(z,y) :=0(x,y) := { 0 siz#y.

Podem pensar x € I(P, K) com a una suma formal

> Xyl

[z,y]€Int(P)

Aleshores el producte és I'extensioé bilineal de I'aparellament

ol u = { (0 5020

D’ara endavant, denotarem simplement I(P) := I(P,C).

Exemple

Sigui P un poset finit. Etiquetem els seus elements x1,...,x, de manera que
T <xp=>1<].

Si x € I(P,K), posem x(z;,2;) := 0siz; £ xj. Aleshores I(P, K) s’identifica
amb la subalgebra de M, (K) de les matrius M = (m;;) amb m;; = 0 sempre que
z; £ x; (en particular, M és triangular superior). L’isomorfisme s’obté considerant

mij = x(xi, ;).
Proposicié 8.10. Sigui K un cos. Sigui x € I(P,K). Aleshores les afirmacions
sequents son equivalents:

a) x té invers per la dreta.

b) x té invers per l'esquerra.
¢) x té invers pels dos costats.
d) x(xz,z) #0,Vz € P.

1

A més, si x ' existeir, x ' (x,y) depén només de laccié de x sobre |x,y].
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Demostracio.

e—de x(x,2)é(x,x) =1, Vo € P,

E(1.Y) = —am) wcrcy X(1:2)€(2,y), Vo <yaP.

Per tant, x té invers per la dreta sii x(z,z) # 0, Vx € P; i, en aquest cas,
X '(z,y) depeén només de [z,y]. Analogament, x(z,z) # 0, Vx € P també equival
a tenir invers per l'esquerra. O]
Formula d’inversiéo de Mobius

Definicié 8.11. Sigui P un poset localment finit. La funcio zeta de P és l’element
de I(P) donat per ((z,y) =1, V[z,y] € Int(P).

Les segtients observacions sén clares:

F(z,y) = Y ommo<a <<ap—y | = |[{multicadenes z = zo <z <o <z =y,

(C - 1)’“($,y) = |{Cadenes T=xo <1 < <X} = y}|

La funcié de Mobius de P és, per definicié, p = ¢ L.
Com hem vist a la demostraci6 de la proposicié anterior:

p(z,x) =1, Yo € P; wlx,y) = — Z w(z,y), Yr <y a P. (43)
<2<y
En particular, u(z,y) = —1 sempre que y cobreix z.

Sigui P un poset on tots els conjunts

(y)={eveP|z<y}

siguin finits. Per a qualsevol parell de funcions f, g: P — C, tenim la segiient
formula d’inversio:

=> fy), Vr €P <= f(z) = gWuly,x), Vz € P.

y<z y<z

En efecte, C* és un C-espai vectorial on actua I(P) per la dreta:

=Y f(y)x(y,x), Yx € I(P).

y<zx

La férmula d’inversié diu: ¢ = f( <= gu = f, la qual cosa és evident.
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Exemples.

(1) Sigui 1 =5,US,U---US, una descomposicié d’un conjunt finit en reunié de
subconjunts. Considerem el poset P format per les possibles interseccions d’alguns
d’aquests subconjunts (incloent la interseccié buida 1), ordenats per inclusié.

Per a cada T' € P, denotem:

f(T) = |T\Up T, ¢g(T):=]T)|.
Clarament, ¢g(T) = ZngT f(T"), VT € P, de manera que, per inversié de M&bius,
0=f(1) =Y o(Mu(T,1) = g(1) == IT|u(T,1).
TeP T<i

que és, essencialment, el principi d’inclusié-exclusio.

(2) Considerem P = N, amb la relacié d’ordre usual. Tenim, per (43):

L =17,
p(i,j) =49 -1, i+1=yj,
0, en altre cas.

La férmula d’inversié en aquest cas és

o) = 3 @) ¥ >0 = oy = {901 90

En altres paraules, els operadors X3, A (amb X convenientment inicialitzat) sén
inversos I'un de l'altre. Aquest és I’analeg, en el terreny de les diferencies finites, del
teorema fonamental del calcul.

Producte de posets

El poset producte (P x @, <) és el poset que té P x ) per conjunt i l'ordre:
() < (@,y) <= <2 aPiy<y aq.

Proposicié 8.12 (teorema del producte). Siguin P, Q) posets localment finits.
Tenim:

(z,y) < (@,y) a Px Q = ppxo((z,y), (@', ) = pp(z, ") oy, v').
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Exemple.

n

(1) B, ~ [2]x -+ x[2] =: [2]" via la identificaci6 entre B,, i {1, 2}" que consisteix
en assignar a una n-tupla de 1’s i 2’s el subconjunt format pels ¢ tals, que en la posicié
1 apareix un 2.

Clarament, p(1,1) = p(2,2) = 1, u(1,2) = —1. Per tant, tenim calculada la
funcié de Mdobius de B,,:

w(T,8) = (=) = (=1)“®9) sempre que 7' C S.
La férmula d’inversid es converteix en:

g(S) = H(T) <= f(S)=> (- THT).

TCS TCS

(2) Considerem P = [ng + 1] X --+ X [ng + 1]. Identifiquem els elements de P
amb k-tuples (aq,as,...,ar) € N tals; que 0 < a; < n;. L’ordre és el natural en
cada component. Pel teorema del producte,

_ (_1)(b1_a1)+..'+(bk_ak)7 bz —a; = 07 17 VZ,
/J’((ah"'Jafk)7(b17"'7bk)) - { 07 en altre cas.

Si N =pi'---p.*, on els p; sén primers diferents, P és isomorf al poset Dy dels
divisors positius de N. Tenim, doncs, per a tot r|s|V,

(r,s) = (—1)¢, si s/r és producte de ¢ primers diferents,
HATs 5) = 0, en altre cas.

Aquesta és la funci6 classica de Mébius u(s/r). La férmula d’inversié és la
classica:

g(n) = D" F(d), YN = f(n) =Y g(d)u(5), VnIN.
dln

dln

9 Poset de les subvarietats invariants propies

Sigui k un cos finit. Fixem un nombre natural N > 1 i un automorfisme de PV,
v € PGLy41(k). Denotem també per v € GLy1(k) 'eleccié d’un representant de
v en el grup lineal afi.

Conveni. El terme subvarietat lineal s’aplicara exclussivament per indicar subvarie-
tats lineals irreductibles no buides de PV.

Les subvarietats lineals V' C PV (k) que sén y-invariants es corresponen amb els
subespais vectorials y-invariants de AN*1(k) \ {0}.
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Definicié 9.1. Si V C PN (k) és una subvarietat lineal v-invariant, definim el seu
“exponent” com:

exp(V) := ord(yv).

Notem que, si tenim una inclusio V' C W de subvarietats lineals ~y-invariants,
aleshores exp(V')| exp(W).

El poset £, format per les subvarietats lineals y-invariants de PV (k), ordenades
respecte la inclusio, no és localment finit. Per exemple, per a N = 2 i v del tipus
IV’ Dinterval [Py, P?] conté infinits elements: P, P? i totes les rectes que passen per
P;. O també, si V' és un pla de punts fixos per v i P € V, l'interval [P, V] també és
infinit.

Definicié 9.2. Diem que una subvarietat lineal invariant V- C PN(k) és “propia”
si exp(V) < exp(W), VW subvarietat lineal invariant, W 2 V.

En el primer exemple anterior, les rectes que passen per P, no sén propies, ja
que tenen el mateix exponent que P2. En el segon exemple anterior, els punts @ i
les rectes L del pla V' tampoc sén propis, ja que tenen el mateix exponent que V:

exp(Q) = exp(L) = exp(V) = 1.
Notem que PV és propi, ja que la condici6 W D PV és buida.

Notaci6é. Denotem per LF' el poset format per les subvarietats lineals propies

y-invariants de P™(k), amb la inclusi6é com a relacié d’ordre.

En aquesta secci6 veurem que £ és un poset finit i determinarem la seva estruc-

tura. Comencem revisant els subespais lineals invariants de AY (k). Recordem la
primera descomposicio:

Teorema 9.3. Si P, (z) = (x —A\)™ -+ (x — )™ és el polinomi caracteristic de ,
tenim la descomposicio

AN k) =Vie- -0V, on V;=Ker(y—X\)", i=1,...,r (44)

Cada subespai V; és y-invariant i els unics subespais v-invariants de AN+ (k)
son els de la forma:

W=W & &W, (45)

amb els W; C V; y-invariants.

Per tant, és suficient estudiar el cas d’un sol valor propi. Denotem genericament
V= Ker(y — \)".
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En coordenades adequades, v ve donada per una matriu amb s blocs de Jordan:

A0 0 0
1 A 0
0 1 A 0
o 0 --- 1 A

de mida variable, a la diagonal. Tornem a tenir:
V=U&- ---aU,

on els U, estan formats pels vectors de la forma (0,0,...,0,%,%,...,%0,0,...,0);
aquests subespais sén y-invariants i a les coordenades (x, x, ..., %) hi opera el k-esim
bloc de Jordan.

Es facil determinar els subespais ~v-invariants de cada U,. Posem geneéricament
U = Uy, dim(U) =e.

Lema 9.4. Sigui vy € U tal que (v — \)*"*(v1) # 0. Aleshores els elements
o, v = (7 = A1), e = (7 = AT (v1)
son una base de U 1 els unics subespais y-invariants de U son:
UY .= Ker(y — A7 NU = <vj+1,...,ve>, j=0,1,... ¢,

entenent que U® = {0}. A més a més, denotant igualment per UY) la corresponent
subvarietat lineal invariant de PV, tenim:

exp(U9) = p%, on 6; :=min{t € N | p' > ¢ — j}.
Tanmateix, ara no és cert que els subespais y-invariants de V' siguin de la forma:
Tl PP TS7

on cada T} és un subespai y-invariant de U,. Per exemple, si els s blocs de Jordan
sén iguals, aleshores e := dim(Uy) és constant i tenim subespais 7-invariants de la
forma:

T={(x1,. ., Te, Q1T+ oo, Q1 Ty AT, v oy ATy« v oy Gg 1LYy .-y (s 1Te) |

Tl ..., Te €k},

on ai,as,...,as_1 € k son escalars fixats. No obstant aix0, si ens centrem en els
subespais y-invariants propis, aquests séon facils de determinar. Notem que:
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exp(V) = max{exp(U,)} =p°,on 6 = min{t e N | p' > ey,...,e,}.

Per tant, un subespai y-invariant T de V' té necessariament exp(7T) = p”, amb
0 < v < 4. Per a cada valor de v en aquest interval, hi ha un subespai y-invariant

maxim amb exponent p”:
S
Vv .= @ U,
k=1

on j, és el minim natural que satisfa p” > e, — j.; per tant, aquest és I'inic subespai
~v-invariant propi, per a cada 0 < v < 4.

Lema 9.5. Suposem que V = Ker(y — \)", amb exp(V) = p°. Aleshores, els tinics
subespais y-invariants propis de V' son:

0CcvVOcyWc...cvO =y

Denotarem Vi, := V©. Es el subespai semisimple, generat pels vectors propis
de valor propi A. Geomeétricament, Vs és la subvarietat (irreductible en aquest cas)
de PV formada pels punts fixos de .

Aixo ens permetra determinar facilment els subespais v-invariants propis en el
cas general (cf. Teorema 9.8). Calculem primer I’'exponent de qualsevol subvarietat
~v-invariant.

Lema 9.6. Sigui W C AN*'(k) una subvarietat lineal ~-invariant donada per (44)
i (45). Denotem:

exp(V;) =p”, exp(Wi) =p%, & <4
Aleshores,
1. exp(W) =p°D, on € = max{ey,..., €.} @
D:=DW):=D(N\y,....N,) =min{d e N | A} =X =... =},

essent Ni, ..., Ny, els valors propis de vyyw (és a dir, i1,...,i son els indexs
pels quals W; #0). Notem que pt D en qualsevol cas.

2. Si W és propi, cada factor W; és propi com a subespai y-invariant de V;.

Demostracio. La primera afirmaci6 és evident. Provem la segona; si W; no és propi,
tenim:
0CW; CW/CV,, amb exp(W;) =p“ = exp(Wy).

Per tant, W no és propi, ja que:
Wecwe---aoW, oW oW, o --oWw,

i aquests dos subespais tenen el mateix exponent. O]
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Per exemple,
exp(PY) = p’D(Ay,..., \), § := max{dy,...,0.}.

El reciproc de la segona afirmacié d’aquest lema no és cert. Per exemple, si
D :=D(\y, ..., \) i tenim

AP =)D, €1 < max{ey,..., €6},
aleshores:
DM, ) =D(Xg, ... N, max{ey,..., 6 = max{es, ..., 6},
i, per a qualssevol Wy, ..., W, propis, el subespai
W=0Wy - W,

no és propi, ja que Wy @ - - @ W, té el mateix exponent.

Elements propis d’un poset, respecte d’un morfisme a un altre poset

Necessitem el concepte de “propi” en un context més general.

Definicié 9.7. Sigui ¢ : P — Q) un morfisme entre dos posets P 1 (). Diem que
x € P és “propi” respecte de ¢ (o ¢-propi) si ¢(x) < ¢(y), Vo < y.

Denotem per Pgr el poset induit que obtenim en quedar-nos només amb els ele-
ments propis de P respecte de ¢.

Per exemple, si P = L, Q = Dy i ¢ = exp: £, — Dy és el morfisme que
associa a cada subvarietat V' el seu exponent, obtenim el concepte de propi estudiat
al paragraf anterior.

Apliquem aquest concepte més general de propi al cas segiient: prenem P = B,,
el poset dels subconjunts de {1,..., 7}, amb la relacié d’ordre donada per la inclusioé.
Prenem () = Dy, respectivament ¢ = N, i considerem els morfismes

D: B, — Dy, 0: B, — N,
donats per:
A:={ir,...;i4} —> D(A) ;= DNy, .-, Ay,),  0(A) :=max{d;,,...,d;,}

Fem notar que aquestes definicions depenen de I’element v € I que tenim fixat, amb
valors propis Ay, ..., A,
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Teorema 9.8. Sigui A € B, un element D-propi i siguin D := D(A), § := 6(A).
Aleshores els seguients subespais v-invariants son propis amb exponents respectius
D.pD,....p°D:

0V cvyy

N

VO =W

1EA

A més a més, variant A entre tots els elements D-propis de B, obtenim d’aquesta
manera tots els subespais ~y-invariants propis de PV,

Demostracio. Suposem que A és D-propi i provem que cada VZSV) és propi. Con-
siderem VZSV) C W, amb W ~v-invariant i exp(V[SV)) = exp(W), i comprovem que
forcosament V") = W'

Sigui Aw C A, :={\i,..., A\ } tal, que W = @jep, Wy, amb W; C V; y-invariant
i W; # 0. Pel Lema 9.6, tenim:

exp(Vi") =p"D(N),  exp(W) = p*D(Aw).

Tenim, doncs, D(A) = D(Aw), amb la qual cosa, A = Ay pel caracter propi de A.
D’altra banda, tenim també:

e=v>g, VjEA:>Wj:Vj(V)7 VjeA,

ja que V;-(V) és el maxim subespai 7-invariant de V; amb exponent p”. Com que
V}(V) C W; per hipotesi, tenim la igualtat W; = V}(V).

Reciprocament, suposem que W és propia i sigui Ay = {A;y, ..., A, } el conjunt
de valors propis pels quals W; # 0. Pel Lema 9.6, cada subespai W; és propi i, pel
Lema 9.5, W; =V, ”i), per a algun 0 < p; < 6;. Volem provar dues coses: que Ay, és
propiique v;, = v, =+ =1;,. Ara,si

Vi, <vi=max{V,...,V},

tindriem W C V/EVW) i, en canvi, exp(W) = exp(‘/x;}), amb la qual cosa W no seria
propia. Finalment, si Ay € A, amb D(Ay) = D(A), tindriem també W = V/&z -
VA(V) i W tampoc seria propia. O

Corol.lari 9.9. Sigui 6 =6({1,...,r}). Tenim una identificacid natural:
L — 8] x BY,

essent la imatge el subposet format pels (v, A) amb v < §(A). En particular, L5 és
un poset finit.
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Corol.lari 9.10. EI poset L5 és un reticle.

Demostracio. Pel corollari anterior és suficient provar que el poset B(Ay, ..., A, )"
és un reticle. El conjunt total 1 és sempre propi; per [Sta99, 3.3.1] és suficient
comprovar que la interseccio de dos elements propis és un element propi. Considerem
Ao, Ay, Ay C A disjunts dos a dos i tals, que Ag U Ay i Ag U Ay s6n propis. Provem
que necessariament Ag és propi. Suposem que D(AgU{A}) = D(Ay); en particular,

Com que aquests conjunts son propis tenim A € Ag UA; i A € Ag U Ay i, com que
els tres conjunts eren disjunts dos a dos, forcosament \ € Ag. O

Acabem aquesta seccié amb una propietat crucial de les subvarietats ~v-invariants
i propies. Recordem que ¢ denota I’automorfisme de Frobenius de k i k, denota
I"inica extensié de grau n de k dins k. Recordem també que el grau d’una subvarietat
V C PN (k) és el minim exponent r tal, que 0" (V) = V, o, equivalentment, el minim
nombre natural r tal que V' és k,-definida. El denotarem r = deg(V).

Proposicié 9.11. Sigui V una subvarietat y-invariant i propia de PV, de grau r.
Aleshores,

VNne'(V)y=0, Vo<i<r.

Demostracio. Suposem que 0 < ¢ < r i denotem per W la minima subvarietat lineal
que conté V i o*(V); clarament, W és també 7-invariant. Com que 7 commuta
amb o, tenim exp(V) = exp(c’(V)). Ara, si fos V N o' (V) # 0, tindriem V C W i
exp(V) = exp(W), en contra de la hipotesi de que V' és propia. O

Corol.lari 9.12. Sigui V una subvarietat y-invariant i propia de PV, de grau r.
Sigui Vg .=V Ua(V)U---Ua" YV) la varietat algebraica k-definida determinada
per V. Aleshores,

ZVa/k,x) =7Z(V/k.,2").

Demostracio. Volem provar la identitat de series formals:
Ve (k)| |V ()|
m — TTL. 4
s Melhull 5 Vbl (0
m>1 n>1
D’entrada és clar que 7 m = Vig(kn) = 0. En efecte,
PeVglk,) = Ped(V),c™(P)=P = Pecd(V)nas ™),

i aixo implica que r|m per la proposicié anterior.

Per tant, fent el canvi m = rn en la série de Uesquerra de (46) i tenint en compte
(també per la proposicié anterior) que |Vg(kq)| = 7|V (k)|, comprovem que la
serie coincideix amb la de la dreta. ]
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10 Funcions generadores i indicadors d’exponents

Sigui k un cos finit i v € I' := PGLy4.1 (k). Considerem el poset LP" de les subvarie-

tats y-invariants propies de PV (E), amb la inclusié com a relacié d’ordre.
Per a cada V' € LI, definim

VO =V \ UW<VW

Podem considerar una estratificacié de PV:

PN = ]_[ Vo,

vech'

Fem notar que, per a tot P € V°, la y-orbita O, (P) té cardinal exp(V) (la demos-
traci6 del Lema 2.14 és valida en qualsevol dimensié). Aixo fa que puguem aplicar
el Corol-lari 7.1 per comptar el nombre de I'-orbites de diferents tipus de n-conjunts.

10.1 Teoremes principals
Enumeracié d’orbites de n-conjunts de punts k-racionals
Denotem per L2 (k) el subposet de L' format per les subvarietats k-definides.
Teorema 10.1. La funcié generadora dels T (n), resp. Tx(n), és:
S 1 hea), (47)
vee U vererk)
on, per a qualsevol subvarietat U C PN (k), denotem:

hy(z) == (1+ w)\U(kN’ resp. hy(z) == (1 — x)f\U(k:)\.

=]

N N
Demostracio. Per a X = (P n(k)>7 resp. X = << n(k) >>7 aplicant el Corol'lari

7.1 obtenim la segiient generalitzacié del Lema 3.1:

X, | = Z H <W:L$/k)‘> :

Svecsynv ep(V)=n \VELE®)

resp.
= [VO(K)]
I Z H (( ny
Dvecpr v exp(V)=n \VeLy (k)
El lema de Cauchy-Frobenius (2) acaba la demostracio. 0
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Podem aspirar a simplificar aquesta expressié de la funcié generadora a partir
de les idees del capitol 1. D’entrada, cal classificar les classes de conjugaci6 de I' en
subtipus. Introduim la segiient relacié d’equivalencia sobre C: diem que dues classes
de conjugacié v, 7' sén del mateiz subtipus si existeix un isomorfisme de posets:

¢ L (k) = L3 (),

que preserva el pes (dim(V), exp(V')) de cada vertex V' del poset. El conjunt quocient
T := C/ ~ l'anomenem conjunt dels possibles subtipus, i denotem per st: C — T
I'aplicacié quocient, que assigna a cada v € C el seu subtipus.

Per a cada subtipus o € 7 podriem descriurem de manera intrinseca el poset
(amb pes (dim(V), exp(V)) en cada vertex) L(a) := LE(k), on st(y) = a. Aleshores,
si comptem el nombre de v amb el mateix subtipus, afectat del pes || ':

1
N, = E —_—
—~ ||
~vest~Ha)

obtenim una férmula molt més explicita per a la funcié generadora que ens ocupa:

Teorema 10.2. La funcié generadora dels Ty(n), resp. Ty (n), és:

ZNa H hvo(l'eXp(V)),
)

aeT Vel(a
on, per a qualsevol subvarietat U C PN (k), denotem:
hy(z) = (1+ x)\U(k)|7 resp. hy(x) = (1 — x)—\U(k)\_

Al capitol 1 hem obtingut férmules explicites per a aquests N, en dimensio 2.
Un calcul similar en dimensié arbitraria sembla prou enredat i no el treballarem en
aquesta memoria.

Un inconvenient de la férmula del Teorema 10.2 és la dificultat de calcular hyo(z).
En els casos que estem tractant ara es redueix a calcular [VO(k)| 1 a tal fi podem
utilitzar inversié de Mobius en el poset £P'(k). Clarament,

VR) =) Wk)| = [VO(k)| = Y w(W,V)[W(k)| =

W<V W<V

on dim(W) indica la dimensié afi.
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Per acabar, podem especular també sobre 'existencia d’un indicador d’exponents
L(T,X) € Q[z1,...,2] definible per a qualsevol grup finit I' actuant sobre una

N (fo)>
T\ (( fo) )) ‘ Per al cas particular de T = PGLy (k) i V = PV, hem

vist que cal considerar:

varietat algebraica V', que permeti calcular la funcié generadora dels

o dels

LT, PY)=> N, H ZaVs

a€T Vel(a

i la funcié generadora que ens interessa és L(T', ]‘P’N)‘vazhvo(mexp(m).

L’avantatge d’aquest indicador d’exponents respecte de I'indicador de cicles de
Pélya és miltiple: d’una banda, £(T', PV) té un nombre molt més reduit de variables;
de laltra, a la seccié 10.2 obtindrem una descripcié de T i L(«) en termes de dades
combinatories explicites que ja recullen (i fan innecessari tenir en compte) l'efecte
de I'accié dels diferents v com a permutacions de PV; finalment, aquest indicador
d’exponents admet una generalitzacié natural que permet resoldre d’una manera
completament analoga I’enumeraci6 de les orbites de n-conjunts racionals.

Enumeracié d’orbites de n-conjunts racionals

Cal substituir el poset EE;r(k) per un poset que contempli totes les subvarietats
lineals y-invariants i no només les k-definides. Per a G := Gal(k/k) definim,

L7 = G\LP.

Cada vertex d’aquest nou poset és una G-orbita {V,o(V),...,c"""(V)}, on r =
deg(V). Cada subvarietat de la mateixa orbita té la mateixa dimensid, el mateix
exponent i el mateix grau. En particular, cada element V' d’aquest poset té un pes
(dim(V'), exp(V),deg(V)) i tots els elements sén propis respecte del morfisme que
assigna a cada element el seu exponent. Podem pensar que ﬁer coincideix amb
(G\\L,)P". Clarament, el poset Lb7(k) es pot identificar al subposet de L', format
pels elements V' que tenen deg(V) = 1.

Considerem un n-conjunt X C PV, k-definit i y-invariant. Per a cada punt
P € X, T'orbita (G - v) P sota l'acci6 simultania de G i v esta continguda a . Ara,
si P pertany a una varietat V ~y-invariant de grau r, necessariament aquesta orbita
(G - v) P esta continguda dins la unié:
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Aquesta varietat algebraica Vg és k-definida i, pel Teorema 4.2 i el Corol-lari
9.12, coneixem les funcions generadores fy,(z), fv.(r) dels nombres (‘;G> (k)
()0

Corol.lari 10.3.  fy (z) = fy (2%, resp.  fi,(z) = fr(z¥sM)), on

Z(V/k,, x) 3 _
Z(V/k,, 22)’ resp.  fv(z) = Z(V/k:, ),

(pen () 0]

PN PN
Prenent X = < n ) (k), resp. X = << n >> (k), tenim ara

xi= ¥ (%)),

ZVELI;TG ny exp(V)=n Veﬁzfa

Y

firle) =

és la funcio generadora dels

resp.
VO
X=X (")
ZVEL?TG ny exp(V)=n Veﬁsz

Els arguments utilitzats en la prova del Teorema 10.1 permeten provar d’identica
manera:

Teorema 10.4. La funcid generadora dels ty(n), resp. tx(n), és:

Z H fVO (:L,exp(V) deg(V))7

= | 7‘ vecr',

on, per a qualsevol subvarietat U C PV de grau r, denotem:

Z(U/k,,x)

20k 2?) resp.  fu(x) :=Z(U/k,, ).

fU(l‘) =

Podem considerar també el corresponent concepte de subtipus. Diem que dos
elements v, € I" sén del mateix G-subtipus si existeix un isomorfisme de posets,

¢: L7

pr
7)G ~ £ ,G7
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que preserva el pes (dim(V'), exp(V'),deg(V)) de cada vertex V' del poset. Denotem
per T¢ el conjunt dels possibles G-subtipus i per stg(y) € T el G-subtipus de cada
v e GLN+1 (lﬁ?)

A la seccié 10.2 descriurem de manera intrinseca (i.e. en termes de dades com-
binatories senzilles, que depenen només de N) un poset Lg(a) =~ Esf@ per a cada
a € Tg, amb pes (dim(V),exp(V),deg(V)) en cada vertex, on stg(y) = a. Consi-
derant els corresponents coeficients universals (diferents dels del cas anterior)

1
NG = E
“ !T K
acst
obtenim una férmula molt més explicita per a la funcié generadora que ens ocupa:

Teorema 10.5. La funcid generadora dels tyx(n), resp. tn(n), és:

Y New ][] fvo (V) des(M)),

a€Ta Vela(a

on, per a qualsevol subvarietat U C PV de grau r, denotem:
Z(U/ky, x)

Z(U/ky, x?)’
Aquest es pot considerar el resultat principal de la memoria. També podem

expressar la funcié generadora en termes d’'un G-indicador d’exponents analeg al
que hem introduit al paragraf anterior:

folz) = resp.  fu(x) = Z(U/k,, ).

L (F, IP’N) 2o v = 0 (5P (V) deg(V))

cUPY)=> Nea [] 2

acTa Vela(a)

on ara:

Com abans, també podem calcular fyo(z) usant inversié de Mdbius. Si denotem
gv(z) := fyo(z), aleshores, pel Corol.lari 4.3, tenim:

= H gw (2)
W<V
Podem pensar fy, gy com a funcions L, — Q[z], i aplicar la inversi6 de Mdbius:
gy = H (fw)u(W?V).
W<V
Aquest punt de vista té 'avantatge de que el resultat pren una forma que només

depen de dim(W), ja que W ~ P4™W) j coneixem explicitament Z(PI™W) /k 7).
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Posets semipropis

En el Teorema 10.1 podem substituir el poset £E"(k) per qualsevol poset £ satisfent
LPr(k) € L C L,(k), entenent que el subposet £ manté el pes (dim(V),exp(V))
de cada vertex V. En efecte, considerem per exemple el poset £ = Lb(k) U {V'}
obtingut adjuntant a ﬁE’yr(k) qualsevol subvarietat no propia V; per a qualsevol
W D V, amb W propia del mateix exponent que V, en la férmula (47) el factor
Ryyo (28PV)) és substituit per:

hWo\VO (Iexp(W) ) hvo (Iexp(W) ) s

i, per la multiplicativitat de la funcié hy(x) respecte d’unions disjuntes, obtenim
el mateix resultat. Ja haviem comentat una observacid similar a la Remarca 3.2 i
I’hem utilitzada abastament a les seccions 7.1 1 7.2.

Definici6 10.6. Un subposet L satisfent L7 (k) € L C L, (k) direm que és semipropi
respecte de l’exponent.

Hem de pensar que el poset ,Cl'f(k) conté els minims ingredients necessaris perque
la férmula (47) sigui correcta, pero pot ser substituit per qualsevol subposet semi-
propi. Podriem substituir-lo, per exemple, pel poset total £, (k), pero la férmula es
tornaria impracticable; per exemple, quan « tingués una varietat 3-dimensional V'
de punts fixos, estariem fent intervenir en la férmula cada punt, cada recta i cada
pla de V' de manera individualitzada.

D’altra banda, necessitem que la descripcié del poset en termes combinatoris
sigui senzilla, i en aquest aspecte el concepte de propi pot complicar les coses. Per
aquest motiu, en la seccid segilient modificarem convenientment el concepte de sub-
tipus i el poset L(«) que associarem a cada subtipus « sera semipropi (i molt proper
a LP¥(k)), pero no propi estrictament. El que importa és que entre els nodes de £(«)
es considerin tots els exponents possibles (no hem d’ignorar subvarietats amb expo-
nent menor que la varietat que les conté); en alguna situaci6, controlarem aquest
conjunt d’exponents possibles d'una manera molt senzilla, perd no esporgarem les
possibles repeticions d’exponents, perque ens duria a complicar la descripcié del
poset.

Analogament, en la féormula del Teorema 10.4 podem substituir el poset L', per
posets L que satisfan condicions més febles:

Definicié 10.7. Un subposet L C L. ¢ direm que és semipropi respecte de ['exponent
st satisfa:

(1) /:‘]E)):G g L g /:")/,G)
(2) VAo(V)=0, Y0<i<deg(V), YV € L.
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En efecte, gracies a la segona condicié continuen sent valids els Corol-laris 9.12
i 10.3. Analogament al cas anterior, a la seccié segiient introduirem un concepte
de G-subtipus lleugerament diferent i associarem a cada G-subtipus « un poset
semipropi L¢(cr), molt proper a LY, perd no necessariament igual.

10.2 Descripcio dels subtipus i els seus posets associats
Continuem treballant amb un element v € I' := PGLy. (k) fixat, i denotem també
per v € GLyy1(k) Peleccié d’un representant a GLjy 1.

10.2.1 Descripcié intrinseca del conjunt 7 i els posets L(«)

La descripcié del poset ﬁgr(k‘) es dedueix de la descripcié de L' que es feia al
Teorema 9.8. Suposem que el polinomi caracteristic de v descompon en producte
de factors irreductibles:

Py(@) = [ [ hato)”, (18)

amb els h;(x) € k[z] polinomis monics irreductibles de grau w;, diferents dos a dos,

i denotem per Ai,..., )\, € k una eleccié6 qualsevol d’una arrel de cada polinomi.
Aleshores, 7 admet una forma normal de Jordan: v = diag(vyy, ..., ), amb:
i i (1)
v; = diag(B;,™ ", By, Bi(2),™, Bi(2), ..., Bi(s:), ", Bi(5:)), (49)

on B;(s) és un bloc de Jordan de mida s associat al polinomi irreductible h;(x):

B;
J B,
B;
Bi(s) = ) ) € GLgy, (k), (50)
B;
J B
on B;, J sén les matrius basiques:
0 — G, 00 -~ 01
10 — ;1 00 --- 00
B; = 1 . ) J=1:: S B (51)
0 —as 00 --- 00
1 —a 00 --- 00

amb h;(x) = 2% + a1zt + -+ ay, (cf. (28) 1 (29) del capitol 3).
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Analogament a com feiem a la seccié 9, podem considerar morfismes de posets:
D: B, — Dy, 0: B, — N,
definits per, si A = {iy,...,4;}:
D(A) =min{d e N | M =) =--- =) €k}, (52)

S(A)=min{f e N | p* > 5;,,...,5;}. (53)

Es clar que el minim natural d tal que A\¢ € k no depén de I'eleccié de l'arrel
A; entre les arrels del polinomi h;(z); per tant, la definicié del morfisme D és in-
dependent de ’eleccié inicial d’una arrel de cada factor irreductible del polinomi
caracteristic. D’altra banda, I'exigéncia de que X}, = X! = ... = \¢ € k sembla
diferent de com definiem D a la seccié 9. No és aixi; com que només ens interessen
subvarietats k-definides, quan escollim \; € A és com si obliguem a que A contingui
també tots els conjugats de \;. D’aquesta manera, noteu que el morfisme D ara
definit coincideix amb el morfisme D de la secci6 9 avaluat en el conjunt format per
Aiyy Nigs - - -, Aj, 1 tots els seus conjugats galoisians.

Com a conseqiiencia immediata del Teorema 9.8 i el Corol-lari 9.9, les subvarietats
y-invariants propies i k-definides vénen parametritzades per parells V' (v, A), amb
A € B, D-propi, i v un enter no negatiu, 0 < v < §(A). Clarament,

V(iv,A) CV(I/ A) <= v <, ACA,

dim(V (v, A)) = -1+
Z (ngl) . an) TR (pu i 1)711(;;,)_1 _|_p’/ (ng,,) R ng?)) wy,
1EA
exp(V (v, A)) = p"D(A).

Ens agradaria descriure aquest poset, i els pesos de cada vertex, exclusivament en
termes de dades numeriques independents de . A tal fi, estudiem algunes propietats
del morfisme D.

Lema 10.8. Per a qualssevol i, j € [r] i Ay, Ay C [r] tenim:

1 ‘ qv —1
., DHib)t q_l,Vw<wi.
2. D({i, j}) = mem(D({i}), D({7})) - d, per a cert d|(g —1).

3. D(A1 U A2) = IHCIH(D(Al), D(AQ)), St A1 N A2 7£ @

1. D)

wi _
qg—1
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Demostracio. La primera afirmacié es dedueix de D({i}) = ord.: /x-(A;) i del fet
que h;(x) és irreductible.

Per provar la segona afirmacid, posem /\Z‘-li =a € k, )\?j =0b € k, amb d;, d;
minims amb aquesta propietat. Considerem e = mem(d;, d;); si AP = )\f € k, amb
D minim, necessariament D = ed per a algun enter d. Ara, d = ordy-((A\;/A;)°) i
per tant, d|(¢ — 1).

Finalment, per provar la tercera afirmacié, posem: Dy = D(Ay), Dy = D(Ay),
e = mem(Dy, D). Si £ € AN Ay, tenim:

)\éDl:/\ZDlEk‘,ViEAb )\52:)\][)261@\7]'6/\2 — )‘52)‘2:/\57

per a tot i € Ay, j € As. n

Tipus i Subtipus

Definicié 10.9. Una particio de N + 1 amb pesos 0 < wy < wy < --- < w, ve
donada per r families

(@ (@) (i) )
((n1 J My e nsl,) rier

d’enters no negatius, satisfent:

Z (ngl) + an) +oeee Smgi)) w; = N + 1.

1=1

Denotem per Pn.1 el conjunt de totes les particions de N +1 amb pesos, variant
r 1 els w; de toles les maneres possibles.

A cada particié d’aquestes li podem associar un morfisme de posets : B, — N
donat per (53).

Hem vist més amunt que cada v € GLy1(k) té associada una particié d’aques-
tes, que anomenem el tipus de v. Clarament, el tipus de v no depen de la classe de
v a PGLy41(k) i podem considerar

t: PGLN_H (k) — pN+1; e t(7)7

I'aplicacié que assigna a cada k-automorfisme de PV el seu tipus. Les classes de
conjugacié de PGLy1(k) es corresponen amb families (t; hy(x),..., h,(x)), on t €
Py i els h; sén polinomis monics irreductibles de grau w;, diferents dos a dos,
classificats per la relacié d’equivalencia:

(Ri(x),..., he(2)) ~ (B} (2),..., k) (x)), VAEk™
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Definicié 10.10. Una distribucié d’exponents, amb pesos 0 < wy < wy < -+ < w,,
és una doble familia:

(di)1§i§r ) (diyj)1§i<j§r ’

d’enters positius, satisfent:
¢ -1
g—1"

w

g’ —1
d; Y < w;.
ZT q_lﬂ w wz

1. d]

2. d; j; = mem(d;, d;) - e; 5, per a cert e;;|(q¢ —1).
3. mcm(di,j, di,k) = mcm(dm, dj,k); Vi,j, k € [7"]

Denotem per D el conjunt de totes les distribucions d’exponents amb pesos, va-
riant r 1 els w; de totes les maneres possibles.

Tota distribucié d’exponents 7 € D determina de manera evident un morfisme
de posets:
D,: B, — Dy, A~ D (A),

d;, per a A = {i},

D, (A) := d; ;, per a A = {i, j},

HlCIH(DT(Al), DT(AQ))7 per a A= A1 U AQ, amb A1 N A2 7£ @

Hem vist més amunt que cada v € GLy1(k) té associada una distribucié d’a-
questes, que anomenem la distribucid d’exponents de ~v. Un altre cop, la distribucié
d’exponents és invariant per I'accié de k* sobre GLy1(k) i podem considerar 'a-
plicacié

7: PGLy1(k) — D, v = 7(7),

que assigna a cada k-automorfisme de PV la distribucié d’exponents determinada
per la igualtat D;(,, = D, on D és I'aplicacié donada per (52).

Definicié 10.11. Un subtipus és un element del conjunt T format pels parells (t,T),
on t és una particio de N + 1 amb pesos © T una distribucio d’exponents amb els
mateiros pesos 0 < wy < --- < w, que t.

A cada subtipus @ € T li podem associar un poset L(«), amb nodes V' (v, A)
parametritzats per parells (v, A), amb A € B, i v un enter, 0 < v < §(A). La relaci6
d’ordre és la natural:

V(v,A) CV(V/ N) <= v <, ACA.

Podem associar a cada node V (v, A) d’aquest poset pesos dimensid i exponent
donats per:
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dimV(v,A) = -1+

> (n§“ Lol gt — Dl 4 (n;’) R ngw)) w;,
1EA

exp V(v,A) = p"D;(A).

Cada v € PGLy.y(k) té associat un subtipus « := st(y) := (t(y),7(7)) i de
manera tautologica tenim una inclusié de posets

L (k) € L(a),

que preserva el pes (dim,exp) dels nodes. El poset £P"(k) s’identifica al subposet
de L(«) format pels nodes V (v, A) amb A D,-propi.

En la implementacié practica de la féormula del Teorema 10.2 és més eficient
treballar amb aquest poset semipropi L£(a) que fer-ho estrictament amb el poset
LP'(k). Duna banda, ens estalviem la tasca de destriar els A € B, que sén D,-
propis; de Paltra, la funcié de Mdbius de L(«) és molt senzilla; cada parell V(v, A) <
V(v', A") determina un interval del poset £(«) isomorf a un producte d’intervals de
posets molt simples:

Vv, ), V(' A")] =~ [v,V] x [A,A].

Per tant, la funcié de Mobius val:

(—1)NI-IAL siv=1/,
UV (0, A) V(0 A)) = (v (A ) = § (SN =
0, en altre cas.

Analogament, la funcié de Mobius de L'(k) s’expressa essencialment com la del
poset producte [§] x BE') pero la funcié de Mdbius del poset BP" és molt complicada
de calcular.

No és cert que per a cada possible subtipus hi hagi elements v € PGLy.1(k)
que el realitzin. El problema de destriar quins subtipus es realitzen forma part del
calcul de N,, que pot prendre el valor 0 en alguns casos, com ja hem comprovat al
capitol 1 quan hem calculat els valors de N, quan la dimensié és N = 2 (vegeu els
Corol-laris 2.7 i 2.12).
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10.2.2 Descripcié intrinseca del conjunt 7 i els posets L ()

La descripcié d’aquest poset és analoga, amb l'inconvenient de que cal considerar
totes les subvarietats y-invariants k-definides i propies. Aquestes subvarietats han
estat descrites a la seccié 9, pero sense preocupar-nos pel seu grau. Per manipular-
les d'una manera més adequada per als nostres proposits, introduirem una notacio
especial per identificar-les.

D’entrada, en aquesta seccié introduim una notacidé especial per a l'accié de
Frobenius. Per a qualsevol A € k, denotem:

AD = g (\) = A

Per a i =1, 2, 3 també utilitzarem X := A, X" := X2\ .= \O),

Suposem que la descomposicié del polinomi caracteristic de v en producte de
factors irreductibles ve donada per (48) i continuem denotant per Aj,..., A\, € k
una eleccié qualsevol d’una arrel de cada polinomi h;(z). Sabem que v admet una
forma normal de Jordan racional: v = diag(vy,...,7), amb els +; donats per (49):

Vi = dlag(Bi, ., B;, BZ(Z), L2, Bz(2)7 cee BZ(SZ), RSO BZ(SZ))7
on B(s), donat per (50), és el bloc de Jordan de mida s associat al polinomi irre-
ductible h;(z). Treballant a k, un conjugat de «y tindra la forma de Jordan canonica:

A= P’Yp_l = diag(ﬁq, e 7’)/7)7

~ D) o~ o~ i) ~ ~ G~
5 = diag(By, ™, By, Bi(2),", By(2), ..., Bi(s:), ™, Bi(:)),

BZ(S) = . € Gsti (E)>

B
1 B
per

on el bloc basic racional de Jordan B;, donat (51), s’ha convertit en:

B; = diag(\;, A, AP Ay,

)

De fet, aquesta encara no ¢s la forma canonica de Jordan. Reordenant les files
de la matriu B;(s), podem suposar que

Bi(s) = diag(C;, €V, ¢, ... ¢,

2
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amb C; el bloc basic de Jordan de mida s X s sobre un cos algebraicament tancat:

A 00 - 0
1 N 0 - 0
0o 0 - 1 XN

A la seccié 9 hem descrit les subvarietats invariants propies de I'automorfisme
lineal 7. Sén les subvarietats V(X; v) associades a qualsevol eleccié ¥ d'una familia
D-propia d’arrels del polinomi caracteristic (sense tenir en compte cap condicié
de racionalitat) i v és un enter 0 < v < §(X). Les subvarietats V(Z;v) tenen
equacions molt senzilles; si (xg, z1,...,2y) denoten les coordenades homogenies de

PV aquestes subvarietats vénen determinades per:
xil :'--:xivn :07

on els subindexs 7y, ..., %, corresponen a les posicions on a la diagonal de la matriu
4 no hi figura una de les arrels escollides, o bé hi figura pero el vector que té un 1
en aquesta posicié i 0 a les altres genera un espai invariant d’exponent dividit per
una potencia de p superior a v. Per exemple, si

A0 0 0
|1t a0 0
T 1lo 0 XN 0

00 1 N

i prescindim del caracter D-propi en l'eleccié d’un conjunt d’arrels, obtenim els
seglients subespais ¥-invariants:

V(A 0) = (0,%,0,0), V(A1) = (xx%0,0), V(N;0)=/(0,0,0,%),
V(N;1) = (0,0,%,%), V(AN;0)=(0,%0,%), V(AN;1)= (%%, %).
Recordem que a la seccié 9 calculavem exp V(3;v) = p*D(Z). La dimensié és
igualment senzilla d’explicitar:
dim(V (Z;v)) = =1+

A
B (ng) +ond 4ot (= 1)l (ny NI ng))) Wi,
=1

on w;y; compta quantes arrels del polinomi ireductible hi(x) hem seleccionat dins del
conjunt . Finalment, totes aquestes subvarietats V' (3;v) sén k-definides i tenen
grau 1.
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Doncs bé, denotarem per V(E;v) la subvarietat vy-invariant que es correspon
amb V' (3;v) via 'automorfisme p:

V(S;v) = p  (V(S50)).

La dimensié i 'exponent de V(X; ) es calculen per les expressions anteriors perque
son respectats per 'automorfisme p. Pel que fa al grau, sobre cada bloc basic de
Jordan 'automorfisme p ve representat per una matriu invertible M tal, que:

0 — Oy,
10 Ay, —1
M 1 M~' = diag(A;, A, AP ATy
0 —a9
1 — a1

Les columnes de la matriu M sén un vector propi de valor propi A; 1 els seus
conjugats galoisians. D’altra banda, les equacions lineals que defineixen V(X;v)
vénen donades per certes columnes de la matriu p, i 'accié6 de Frobenius sobre
aquestes columnes reflecteix fidelment ’accié de Frobenius sobre els ;. Per tant,
I’accié de Frobenius sobre aquestes varietats es reflecteix fidelment en 'accié de
Frobenius sobre el conjunt . Per tant,

o(V(Z;0) =V (o(X);r) = deg(V(Z;v)) = deg(X) := min{m | (™ = £}

Per acabar de tenir Est controlat ja només ens falta determinar els subconjunts
D-propis del conjunt VP(7) de tots els valors propis de 7. Aquesta pot ser una
tasca molt complexa si la volem acomplir estrictament. En comptes d’aixo, com
hem mencionat al principi de la seccié, considerarem només una certa familia

B(VP(7))” € B(VP (7)) € B(VP(v)),

de conjunts semipropis ¥, molt més propera a B(VP(7))” que a B(VP(v)). La
condicié (2) de la Definicié 10.7 es tradueix simplement en:

YNo'(Z) =0, V0 <i < deg(%). (54)

Per descriure aquesta familia B(VP(y))*" anem a pams i tractem primer amb
un cert detall els casos en que el polinomi caracteristic de v té respectivament 1 o
2 factors irreductibles. Recordem que cada node del nostre poset és en realitat una
orbita sencera d’una d’aquestes varietats V' (3;v) sota I'accié de Frobenius. A la
practica, pensarem que cada node és una sola varietat, pero escollida d’un sistema
de representants sota l’accié de Frobenius sobre totes les varietats invariants; com
acabem de veure, aixo es tradueix en classificar els subconjunts de VP(vy) modul
I’accié de Frobenius i seleccionar per a cada node només un representant.
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Polinomi caracteristic poténcia d’irreductible

Els valors propis de 7 sén les arrels d’un polinomi irreductible h(x) de grau w:
VP(y) = {\, XD, X@  A@=11 " Podem fixar un representant de cada orbita
per l'acci6é de Frobenius considerant només subconjunts ¥ C VP(v) que continguin
larrel X. Hi ha 2¥~! subconjunts amb aquesta propietat; en canvi, per al nostre
poset considerarem només un subconjunt per a cada divisor positiu de w.

Definicié 10.12. Per a cada divisor positiu u de w, definim:
S(u) = A, 2@ \C Aoy

Noteu que X(w) = {\} i X(1) = VP(7).

Lema 10.13. La familia dels X(u) és semipropia.

Demostracio. Es evident que els X (u) satisfan la condicié (54). Només cal compro-
var, doncs, que tot subconjunt D-propi de VP () que conté A coincideix amb un
Y(u), per a algun divisor positiu u de w.

Sigui ¥ C VP(v) un subconjunt D-propi que conté A i sigui d = exp(X). Com-
provem que ¥ = %(u) per a u := med{n | A € ©}. Evidentment, ¥ C %(u) i
només es tracta de provar la inclusié contraria.

Clarament:

M= (A = € ="\ = N ck,. (55)
Recordem que k,, és el subcos de grau n sobre k, de 'extensié k,/k. En particular,
si AW € 3. tenim:

)\d — (/\(n))d — (/\(Qn))d — .= ()\(wfn))d,

i, pel caracter propi de ¥, a la forca ¥ O ¥(n). D’altra banda, per a cada parell A",
A e ¥ tenim A € k, Nk, = Emcd(n,m), de manera que, pel mateix argument,
també ¥ O ¥(mced(n, m)). Aixo prova que ¥ O X(u). O

Noteu que els ¥(u) formen un poset isomorf a D,,. Podem calcular explicitament
el grau i Pexponent de cada X(u). El calcul de 'exponent es dedueix immediatament
de (55).

Lema 10.14. Per a qualsevol divisor positiu u de w, tenim:
deg X(u) = u, exp S(u) = ordys jk: () = min{d | h(z)[z" Y — 1}

En particular, exp X(w) = 1; efectivament, 1'eleccié de ¥ = {A} déna lloc a la
varietat V' (\;0) que té grau w i esta formada per punts fixos de .

Finalment, observem que els exponents dels Y(u) estan tots determinats per
I'exponent de ¥(1). Com a conseqiiéncia immediata del lema anterior i Pestructura
ciclica de k7 /k*, tenim:
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Lema 10.15. Per a qualsevol divisor positiu v de w, denotem:
Qu:=(¢" = 1)/(¢" = 1) = |k, /k3],  D(u) := exp X{u).
Aleshores, D(u) = Q,/ med(Qy, Q1/D(1)).

Els X (u) son tots propis exactament quan els exponents D(u) sén tots diferents.
Es facil comprovar que no sempre és el cas. Per exemple, considerem el cas w =41
fixem un generador ¢ € kj del grup ciclic £;. L’eleccié d’un polinomi irreductible de
grau 4 equival a fixar un enter m que no sigui multiple de ()5 i considerar A = (™.
Tenim:

O pgy @
med(Q1, m) med(Q,m)
Com que m no és miltiple de @9, tindrem sempre D(2) > 1. La majoria de les
vegades tindrem també D(4) > D(2), pero no sempre. Els diagrames segiients
il-'lustren la situacié per a ¢ = 2, 3. En cada node del poset indiquem l’exponent.

Per a ¢ = 2, tenim )1 = 15, () = 5 i només dues possibilitats:

D(1) = D(4) = 1.

15 5

d 5

1 1
(m7Ql):1 (mrQl):3

Per a ¢ = 3, tenim @)1 = 40, ()2 = 10 i cinc possibilitats, només una de les quals
conté un node no propi:

40 20 1 8 5
1 D 3 2 5
1 1 1 1 1

(m,Q1)=1 (m,Q1)=2 (m,Q1)=4 (mQ1)=5 (m,@1)=238

En el cas que estem tractant no costaria gaire destriar els nodes propis dels que
no ho sén. D’altra banda, de cara a la férmula final recollida en el Teorema 10.5,
el poset L () ha de ser descrit en els termes més simples possibles. El guany que
podria significar eliminar uns pocs nodes es contrarestaria pel fet de que la tria
d’aquests nodes també requeriria afegir altres passos a 'algorisme. A més a més,
en el cas general la tria dels nodes propis és molt més complicada del que ho és en
aquest cas en que hi ha un tnic factor irreductible del polinomi caracteristic.
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Polinomi caracteristic amb dos factors irreductibles

Suposem que el polinomi caracteristic de 7y és producte de potencies de dos polinomis
irreductibles hq(z), hao(x) de graus respectius wy, wo i arrels:

VP() = P AT AT U e A7, g,

Denotem w := med(wy, wy).

D’entre els subconjunts de VP(7) que constin només d’arrels d’un dels dos poli-
nomis, n’escollim només els semipropis considerats a la subsecci6 anterior. Discutim
ara com hem d’escollir subconjunts que contenen simultaniament arrels de tots dos
polinomis. Com abans, podem fixar un representant de cada orbita per 'accié de
Frobenius considerant només subconjunts ¥ C VP(7) que continguin I’arrel A;.

Definicié 10.16. Per a cada divisor positiu u de w i per a cada j € Zy,, definim:
S (u) == {Aq, A AP AT g AP AT ATy
Noteu que, per a u =1, necessariament j = 0 i (1) := 3¢(1) = VP(v).

Aquests X;(u) sén ara els nostres subconjunts semipropis. El poset que formen
aquests subconjunts ordenats per la inclusié queda determinat per:

Yi(u) CEp(u) < uu, j=j (modu). (56)
Lema 10.17. La familia dels ¥;(u) és semipropia.

Demostracié. Es evident que els ¥;(u) satisfan la condicié (54). Considerem un
subconjunt D-propi ¥ C VP(7), que conté A; i algun /\g"). Si d = exp(X), tenim:

M= AN = A€ by, N, = k. (57)
Sigui u el minim divisor positiu de w tal que \¢ € k,. Com que \¢ i ()\gn))d sén

invariants per o, tenim ¥ D ¥;(u), amb j = n 4+ uZ. Tenint en compte (56), la
minimalitat de u comporta la igualtat entre els dos conjunts. O]

Clarament, deg ¥;(u) = u. L’exponent no és tan facil de determinar. Posem:
() = (1) = mi d _ (\U)yd
Dj(u) :=exp E;(u) = min{d | \{ = (A\s")* € k,}.
Usualment denotarem Dy(1) simplement per D(1).

Lema 10.18. mem(D;(u), Dy (u')) = Dj(e) = Dji(e), per a e = med(j’ — j, u, u').
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Demostracid. Sigui d = mem(D;(u), Dy (u')) 1 up = med(u, u'). Tenim:
MY =28 = 0N € ky N, = k.

En particular, 0777 (A\Y) = A4, de manera que, de fet, A € k.. D’altra banda, és
evident que d és minim amb aquesta propietat. O

En particular, els D;(w), per a 0 < j < w, determinen tots els exponents
Dj(u). Per exemple, D(1) = mem(Dy(w), Di(w)) i, més generalment, D;(u) =
mem(Dj(w), Dy (w))-

Lema 10.19. Per a j fizada, tenim D;(u) = (@ 6(222?5(_%)/13(1)).
usy J

Demostracid. Sigui d = D;(w) el minim enter positiu satisfent \¢ = (A{)?. Si
denotem a = A, tenim D(1) = dordy. ;- (a). D’altra banda, D;(u) = dordy: /. (a)

i hem vist al Lema 10.15 que ordy: /- (a) determina tots els ordy: /- (a):
Dj (’LL) Qu _ Qu
d med(Qu, (Q1/ ordg: /- (a))  med(Qy, (Q1/(D(1)/d))
]

= Ordk:u/k;: (Cl) =

No és senzill controlar les repeticions que puguin apareixer entre aquests valors
basics D;(w). Per exemple, considerem el cas wy = wy = 2, prenem A\; = ¢ un
generador del grup ciclic k5 i Ay = ("™, amb m no miltiple de ¢ +1 i m # 1, gq.
Tenim:

¢ -1
med(m —1,¢2 — 1)’

¢ —1

Dy(2) =
o(2) med(gm —1,¢%2 — 1)

D1 (2) -

¢ -1
med(m —1,¢— 1)’

D(1) =

Geneéricament hi ha repeticions entre aquests nombres; usualment D(1) coin-
cideix amb algun dels dos nombres “inferiors” i en alguna ocasié coincideixen els
tres nombres. També hi ha situacions esporadiques en que son tots tres diferents.
Dibuixem el diagrama de Hasse del poset B®*"(VP()) en alguns casos; canviant la
notacié Ay, Ay per A, u, l'estructura general d’aquest poset és:

VP(y)

AN s
P =
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i només indicarem ’exponent de cada node.
Per a ¢ = 3, hi ha només dos posets diferents; el primer correspon a m = 2 1i el
segon a m = H:

11 11

Per a ¢ = 4, els nombres D(1), Dy(2), D1(2) sempre presenten alguna repeticio;
prenen els valors (15,15,15), (15,15,3) i (5,5,5). En canvi, per a ¢ = 5, hi ha un
cas en que tots son diferents; poden valer: (24,24, 8), (12,12,12), (12,12,4), (6,6, 3)
i(6,3,2). El poset en aquest darrer cas (que correspon a m = 13) és:

D’altres casos en que els nombres son diferents sén:

10 60

10 10 12 12

1 1 16~ e 1
g=9,m=41 ¢=11,m=17

D’entre tots aquests exemples, I'tinic en que tots els nodes s6n propis és el darrer.
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En el cas w; = wy = 3, tenim una situacié similar. Si prenem A = ( un generador
del grup ciclic k%, i g = ¢™, amb m no multiple de ¢* + g+ 11im # 1, q, ¢*. Tenim:

3 3 3
¢ —1 ¢ —1 ¢ —1
O() (m—l,q?’—l)’ 1() (qm_laq?)_l)’ 2() (q2m—1,q3—1)’
3
g°—1
Dl)y=———.
S A

L’estructura general dels posets és:

/\,)\/,/\u

Una petita exploracié amb magma revela que genericament hi ha repeticions
entre els exponents dels quatre nodes “centrals”, pero torna a haver casos en que
tots son diferents; per exemple:

273

273 273 273 273

g =16, m =100 qg=16,m =211

En el cas wy = wy = 4, apareixen tres nivells entre els nodes centrals que
corresponen a seleccionar arrels dels dos polinomis irreductibles. Prenem A = ( un
generador del grup ciclic £, i 4 = ¢™, amb m no miiltiple de ¢*+1im # 1, q, ¢°, ¢*.
Tenim:

¢' -1
(¢'m —1,¢¢ = 1)’

L’estructura general dels posets és:

D;(e) = 0<i<e, e=1,2 4.
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/\7 AI, /\II, /\III /J/, le Ht”; 'LLIII
AN o
A Iz

Doncs bé, ens trobem amb un fenomen similar. No podem eliminar genericament
cap node perque hi ha casos en que tots son propis; per exemple, per a g = 47,
m = 2959, tenim els segiients exponents en cada node:

2439840

106080 106080
152490
2210 2210
1 1
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Polinomi caracteristic amb més de dos factors irreductibles

Suposem que hy(z), ..., h.(z) sén els factors irreductibles del polinomi caracteristic
i fem una eleccié A\, A9, -+, A, d’una arrel de cada polinomi. Per a cada subconjunt
d’indexs A € B,, el poset £ ha de contemplar tots els nodes que corresponen als
subconjunts de VP(7) determinats per eleccions d’arrels de tots els polinomis amb
subindex que pertany a A. Per exemple, per a r = 2, els posets £ que hem descrit
al paragraf anterior contenien els subposets corresponents a A = {1}, A = {2}, que
hem ubicat a les columnes exteriors (esquerra i dreta) i el subposet corresponent a
A = {1, 2}, representat pels nodes que anomenavem centrals.
Per a cada A, considerem:

wy = med{deg(h;(z)) | i € A}.

La part del poset £ que correspon a aquest A tindra un “nivell” per a cada divisor
positiu u de w,, amb u/*~" nodes etiquetats Vi (u; A), on I'index J recorre el conjunt:

J(u; A) == (ZM) ) ~.

D’entrada, cada J = (ji,...,ja|) € zM correspon a una determinada eleccié d’ar-
rels de cada h;(x), amb i € A:

O, A0,y
€A
i la relacié d’equivalencia ~ reflecteix la classificacié d’aquests conjunts sota ’accid
de Frobenius:

(s dia) ~ G- dla) <= Ji— 5 =Jy —Ja === Jjla — JAI
Les inclusions entre els diferents nodes vénen determinades per:
Vilu; A) < Vp(usA') <= ACA, du, pr(J) =,

on pr: J(u'; A') — J(u;A) és la projeccié natural que consisteix en ignorar les
coordenades de A"\ A i aplicar la projeccié canonica Z!, — Z,, a les coordenades de
A. Sovint abusarem de la notacié i escriurem simplement J en comptes de pr(.J).

Per a cada J € J(u;A), els exponents D;(u; A) del node corresponent han estat
determinats als paragrafs anteriors en els casos |A| = 1, 2, i es dedueixen d’aquests
valors per a |A] > 3, ja que sempre que A = A; U Ay, amb A; N Ay # ), tenim
evidentment:

Djy(u; A) = mem(Dy(u; Ay), Dy(u; Ag)).
Lema 10.20. La familia dels Vj(u; A) és semipropia.

Demostracid. Bs evident que els V;(u; A) satisfan la condicié (54). Només cal com-
provar, doncs, que tot subconjunt D-propi de VP(y) és equivalent a un V;(u; A),
per a alguna eleccié de A, u, J. La comprovacié és completament analoga a la dels
casos anteriors. 0

126



Tipus i G-subtipus

De cara a la definicié del poset Lg(«) el concepte de tipus és el mateix d’abans;
un tipus és un element del conjunt Py.; de particions de N + 1 amb pesos. El
concepte de G-subtipus canvia, adaptant convenientment el concepte de distribucio
d’exponents a la situacié que ara ens ocupa.

Definicié 10.21. Fizem pesos 0 < w; < wy < --- < w, @ denotem w;y =
med(w;, wy ). Una G-distribucid d’exponents respecte d’aquests pesos, és una col-lec-
cio de families d’enters positius

D{Z}71§Z§T7 Dj{iail}71§i<ilgr70§j<wi,i’a
satisfent les sequients propietats:

. wi 1 . w_q
1. D{i} | £ ==, D{i} 1 L=, Vw <w;.

qg—1

2. Di{i,i'} | mem(D{i}, D{i'})(q — 1), Vj, i, 7.
3. Per a cada terna 1 < i < <i" <r, si w:= med(w;, wy, w), tenim:

MCd(Dj{i, il},Dk{’i, ill}) = mcd(Dj{i, ’il},Dk,j{il, i ), VO<j<k<uw.

4. Per a cada 1 < i <r 1 cada divisor positiu v de w;, definim:

(¢" = 1)/(¢" = 1)
med((g@ —1)/(¢* = 1), (¢ = 1)/(¢ = 1) D{i})

Per a cada parell 1 < i < i <r d’indexs, cada divisor positiv u de w;y @ cada
0 <7 <u, tenam:

Dj(u;{i,4'}) := mem(D;{i, i'}, Dju{i, i'}) = mem(D;{i, i}, D(u; {i}).

D(u; {1}) ==

Establim ara una relacié d’equivalencia entre G-distribucions d’exponents. Dues
G-distribucions d’exponents, D, D' sén considerades equivalents, D ~ D', si existeix
un nombre natural M tal, que per a tot parell 1 < ¢ < ¢ < r, tenim:

D;{Z, ?,l} = Dj+M{i, il}, VO <j< Wi i

on el subindex j + M cal entendre’l modul w; ;.
Denotem per D¢ el conjunt quocient del conjunt de totes les G-distribucions
d’exponents per aquesta relacié d’equivaléncia.
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Cada v € GLyy1(k) té associada una G-distribucié d’exponents, determinada
per una eleccié Aq,..., A\, d’'una arrel de cadascun dels factors irreductibles del po-
linomi caracteristic de v. Podem considerar

D{i} == ordy; sx- (M), D;i{i,i'} == orde= (\i/0? (A\r)).

En principi, aquests valors depenen de l'eleccié de les arrels, pero la classe de la
G-distribucié respecte de la relacié d’equivaleéncia que hem definit, és independent
d’aquesta eleccid. Igualment, la G-distribucié d’exponents és invariant per 1'accid
de k* sobre GLy (k) i podem considerar 1'aplicaci6

7¢: PGLyy1(k) — Dg, v = 1a(7),
que assigna a cada k-automorfisme de PV la seva G-distribucié d’exponents.

Definicié 10.22. Un G-subtipus és un element del conjunt Tg format pels parells
(t,7), on t és una particic de N +1 amb pesos, i T € Dg una classe d’equivaléncia
de G-distribucions d’exponents amb els mateizos pesos que t.

A cada G-subtipus « € T li associem un poset Lg(«) amb nodes V' (J,u, v, A)
parametritzats per:

e A € B, arbitrari.
e 0 <v<4(A).
e  divisor positiu de wy := med{w; | i € A}.

o J € ([lica Zu)/ ~ classe de multiindexs, J = (ji)ica € [[;cp Zu, respecte de
la relacié d’equivalencia

(Ji)iea ~ (i + M)ien, VM € Z.
La relacié d’ordre entre aquests elements ve donada per:
V(L u, v, A) V(I AN) = ACN, v<v du, (Gi)iea ~ (i)ien-
Cada node de L () té un pes (dim, exp, deg) donat per:
deg(V(J,u,v,A)) = u, exp(V(J,u,v,N)) = p"Dy(u; A),

dim(V (J,u,v,\)) = =1+

+Z( +ond) e (= D)l ( <'>+~.-+ng§>))wu,A,
1EA
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on
_ (4i) (Jituw) (Jitwi—u)y | _ l .
wU,A_ U{)\Z 7)\Z 7"'7Ai } —uZwZ7
1EA 1EA

i la part Dy(u; A) coprimera amb p de Uexponent esta determinada per:

Dj(u; A) == @ =)/t~ 1) per a A = {i},

med((g» —1)/(¢* = 1), (¢v = 1) /(¢ = 1) D{i})’
Dy(u; A) :=mem (Dj{4, i'}, Djw{i, 7'}), peraA={i, '}, j=jo— ji

Dj(u; A) :=mem (Dy, (u; A1), Dy, (u; Ag)), pera A=A UAy, amb A; N Ay # 0,

on Jy, Jo sén les projeccions naturals de J obtingudes respectivament ignorant les
coordenades indexades per elements que no pertanyen a Ay, A,.
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