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Capitulo 1. Introduccion, proposito y esquema

1.1. Introduccion
Con el cambio del siglo XX a XXI, la importancia de las tecnologias Opticas, como
herramientas esenciales para otras ciencias, esta llamando la atencién en diferentes

ambitos cientificos y econémicos.

El desarrollo de técnicas relacionadas con laimagen Optica aparece en diferentes puntos
de vista como por g emplo, latecnologia de la informacién y de las comunicaciones, la
salud humanayy las ciencias de la vida, |0s sensores Opticos y nhuevas |amparas para una
mejora en e consumo de energia, € desarrollo de equipos destinados a procesos de
fabricacion en laindustria, etc.

Las aplicaciones en la industria han tenido un gran impacto econémico: por emplo,
todos los circuitos integrados de semiconductores que se producen en € mundo se
fabrican mediante litografia Optica. El desarrollo de la industria de semiconductores ha
dado un impulso a la investigacion basica y a desarrollo de técnicas opticas. la
disminucion de los tamarios en |a fabricacion implica la exigencia de nuevos materiales,

nuevos componentes épticos, nuevas fuentes de iluminacion.

En la actualidad, la mayoria de la poblacion europea es usuaria de la Tecnologia de la

Informacién y de la Comunicacion (del inglés, “Information Communication



Technology”), por gemplo a través de ordenadores personales, telefonia movil,
electronica empleada en medicina, internet, control de robots inteligentes, deteccion de
obstaculos para la guia de un vehiculo,... y la calidad de este tipo de productos aumenta
considerablemente cada pocos afios para un mismo precio (un factor ~2 cada 3 afos).
La base de tal progreso se debe, en gran parte, a rdpido progreso en la calidad de los
componentes que se emplean en esta ICT, como por gy emplo, los circuitos integrados y
Su conexion con otros dispositivos. Laindustria semiconductora se esta preparando para
promover una reduccion del detalle méas pequefio en 1os circuitos integrados, por debajo
de los 130 nandémetros. Tal reduccion requiere una evaluacion de la ausencia de
gradientes ondulatorios y abruptos con una precision de 10 nanémetros para € caso
particular de obleas de 300 milimetros de didmetro. El diametro actual standard de las
obleas es de 200 milimetros aungque actualmente ya se estédn produciendo obleas de 300
milimetros y el objetivo es fabricar obleas todavia més grandes. Ademés, la velocidad
de procesado aumentara hasta 100 obleas por hora. Asi, € control en la produccion y
pulido de obleas requiere una instrumentacion para la medicion rapida de la topografia

tridimensional que en la actualidad, no esta disponible técnicamente.

Otro de los problemas que aparece en la industria semiconductora concierne a los
substratos que forman las obleas. La tecnologia actual permite producir detalles muy
pequefios mediante procesos litogréficos. Esto exige mayores requerimientos en la
planitud de las obleas sobre las que se depositan repetidamente circuitos integrados. El
problema consiste en gque la inspeccion de la planitud requiere mucho tiempo, varias
horas para una unica oblea. Otro de los problemas con los que se encuentra la industria
semiconductora es € procesado de las obleas. Después de la deposicion de cada
substrato, se neutraliza depositando una capa muy delgada de SIO,. Antes de la
siguiente deposicion, la oblea se somete a procesos de pulido quimicos y mecanicos
para conseguir de nuevo la planitud deseada. Se trata de un proceso lento que aumenta
el coste de produccion. Sin embargo, en un futuro inmediato se fabricaran obleas de 450
mm de didmetro mientras que las actuales son de 200 mm; de forma que se podran
depositar mas circuitos integrados ganando tiempo y reduciendo el coste de produccion.
La situacion es similar en otros campos, como por gjemplo, los dispositivos de cristal
liquido: en la linea de produccion se requiere un rdpido control de la topografia
tridimensional de dichos cristales, que tampoco esta disponible en la actualidad. En este

caso las dimensiones pueden llegar a ser de 1m por 1m.



1.2. Diferentes técnicas de medicion de superficies

Hoy en dia, existen diferentes técnicas para medir Opticamente la topografia
tridimensional de superficies. Lafigura 1.1 muestra alguno de los métodos épticos méas
comunes en funcién de la resolucion deseada que a continuacion describiremos
brevemente [Ras97], [Che0Q].

Resolucién (mm) M étodos Opticos

Tiempo de vuelo de laluz

Triangulacién

103

Microscopia confocal
10° Interferometria

Microscopia de sonda de barrido
10°

Deflectometria

Figura 1.1. Algunos de los métodos 6pticos para determinar |atopografia tridimensional de superficies en
funcion de la resolucion deseada.

La eleccion del método depende de la resolucion que se desea 'y de 1o que se pretende
caracterizar. En lafigura 1.2 se representa las posibles desviaciones respecto alaforma
ideal de la superficie. Asi, en negro se ha representado laforma nominal de la superficie
atratar; en rojo se representa irregularidades denominadas ondulacién que se asocian a
errores de fabricacion y son desviaciones de frecuencia baja-media. Finalmente, en azul
se representa 1o que se denomina la rugosidad correspondiente a deformaciones

causadas en los procesos de pulido de la muestra siendo desviaciones de alta frecuencia.

Rugosidad
Ondulacién
Forma Nominal

Figura 1.2. Irregularidades de la superficie a caracterizar.



1.2.1. Tiempodevuelodelaluz

Este método consiste en medir €l tiempo de vuelo de la luz procedente de un laser o de
otro pulso de luz procedente de una fuente luminica. EI método consiste en medir la
diferencia temporal entre dos pulsos de luz: uno procedente de la reflexion sobre la
superficie a caracterizar (pulso objeto) y e otro de referencia. La diferencia temporal
entre |os dos pulsos se relaciona con la distancia recorrida lo que permite caracterizar la

superficie. Laresolucién tipica que se consigue con este método es del orden de 1 mm.

1.2.2. Triangulacién

El sistema tipico de triangulacion léser consiste en una fuente de luz laser
(habitualmente un diodo), una lente y un detector tal y como se muestraen lafigura 1.3.
El principio fundamental consiste en la iluminacién del objeto de interés mediante el
haz laser de manera que parte de laluz que se difunde al incidir sobre la muestra, llegaa
la lente mediante la que se focaliza en un punto del detector que tanto puede ser un
detector de posicion PSD (del inglés, “Position Sensor Device”) o una camara CCD (del
inglés, “Charge Couple Camera’). El PSD, también conocido como fotodiodo de efecto
lateral, es un detector que convierte la luz incidente en una sefial proporcional a la
posicion. Se trata esencialmente de un dispositivo cuya principa ventaja es la velocidad
de lectura 'y e mayor inconveniente es la no posibilidad de formar una imagen del
patron recibido. Por otro lado, los detectores CCD son en esencia una camara de
television y por tanto permiten formar una imagen clara de lo que se recibe y visualizar
posibles desviaciones de la luz o eliminar € ruido mediante un filtrado adecuado. El
principal inconveniente de las CCD es su velocidad de captacion, tipicamente menor

gue las que consiguen los PSD [Sno02].



Distancia de Ao
referencia
ZO

AZ

Rango de
medida

Figura 1.3. Esquema de la triangulacion.
El dispositivo formado por el |&ser, lente y detector se sitlia a una distancia de referencia

Zy delamuestra acaracterizar. A partir de las medidas captadas con el detector, se

determinala precision mediante la siguiente expresion:

2
az=89% (1.1)
B

donde B esladistanciaentre el laser y lalente tal y como se representaen lafigural.3y
Aw eslaminimadistanciaangular medible. Asi pues, se trata de unatécnicaen laque se
miden distancias, con la que se ha llegado a medir una variacion en la atura con un

rango de medida de £ 2 mm a+ 700 mm respecto ala distancia de referencia[Dum02].

1.2.3. Microscopia confocal

La figura 1.4(a) representa un esquema de un microscopio confocal. La luz de una
fuente de iluminacion incide en una pantalla con un pequefio orificio para obtener una
fuente luminosa o més puntual posible. La luz incide sobre una lamina separadora de
manera que la luz se orienta hacia un objetivo que proyecta la luz sobre uno de los
planos de la superficie a determinar. La luz reflgjada recorre e mismo camino, incide
sobre lal&mina separadoray laluz que atraviesa el orifico fino representado en lafigura
se capta con un detector. De la figura 1.4(b) se puede ver que la luz que viene de otros
puntos que no estan en € plano de enfogque no penetra en la apertura de deteccion; por
tanto, se trata de un dispositivo con muy poca profundidad de enfoque. En los

microscopios confocales se hace un tratamiento digital de las imagenes, se muestrea



planos sucesivos de la superficie a determinar que constituyen secciones oOpticas Y,
mediante un procesado de todos estos datos, se reconstruye la imagen en tres
dimensiones, es decir, en planos transversales y en profundidad. La resolucion tipica de

estatécnicaesde 0.1um.

Fuente de
iluminaciénl

N I

Lamina separadora

Objetivo

Objetivo

% /o R
e | O

(@) (b)

Figura1.4. (8)Esguemade un microscopio confocal; (b) diferentes planos de enfoque sobre la superficie.

Una variante de esta técnica consiste en la iluminacion simultdneamente de diferentes
puntos de la muestra; para ello, se coloca un disco lleno de orificios entre la lamina
separadora y e objetivo microscopio [Pet68], [Xia88]. Los puntos luminosos estaran
limitados por la difraccion y la distancia entre los agujeros se debe tomar
adecuadamente para eliminar solapamientos entre las imégenes de los puntos
luminosos. De este modo, si € disco rota suficientemente répido, se puede observar una
imagen completa de la muestra siendo los puntos brillantes los situados en el foco del
objetivo y los oscuros los que estan fuera del plano focal. Focalizando a través de la
topografia de la superficie, se obtiene una serie de secciones de su atura que permite
reconstruir latopografia tridimensional. Tiziani et al. emplean estavariante en [Tiz94] y

muestran los resultados para una lamina con 6 ranuras de profundidad entre 0.251y 9



pm. Obtienen una profundidad de 5.70 um para la segunda ranura de 835 pum de largo
que entra dentro del valor standard (5.66 + 0.05 um) obtenido mediante técnicas
interferométricas. También presentan un nuevo sistema de medida basado en € uso de
una serie de microlentes para extender el campo del objeto y mejorar la eficienciade la
luz del anterior sistema de microscopia confocal. La figura 1.5 muestra un esquema del
montaje que utilizan: la luz procedente de una fuente de iluminacion (un laser o una
l&mpara de xenon) se focaliza mediante una abertura situada en € foco de la lente L1,
de modo que la luz que atraviesa la abertura forma un haz colimado al atravesar L1. El
haz perfectamente colimado incide sobre la matriz de microlentes (300 x 300
microlentes) cuya distanciafocal es muy corta (230 um). La muestra se sittlaen el plano
focal de las microlentes de tal manera que laluz a reflgjarse y atravesar las microlentes
por segunda vez procede del infinito focalizandose en e plano focal de una segunda
lente L2 donde se coloca un filtro espacial para mejorar la imagen y reducir ruido y
finalmente se capta la imagen de la muestra mediante una camara CCD. Dicha imagen
se digitaliza y se amacena en memoria teniendo presente que la separacion entre los
puntos luminosos procedentes de las microlentes, en este caso, es de 125 uym La
resolucion lateral viene dada por € diametro de los puntos luminosos que generan las
microlentes siendo del orden de 3 um. De manera similar al montaje del disco giratorio,
si se mueve el objeto fueradel plano focal de las microlentes, una pequefia porcion de la
luz pasard a través del filtro espacial obteniendo la imagen de una nueva seccion de la
topografia del objeto. Muestran resultados de un espgjo de 35 mm X 35 mm
obteniendo una variacion de altura de 39.56 pm.

Espgo
—®
Fuente de }
iluminacion
L1
L2
BM \
1+l 1| Matriz Camara
o ‘7: Microlentes CCD
Superficiea
caracterizar

Figura 1.5. Esquema del microscopio confocal con la matriz de microlentes.



1.2.4. Microscopia de sonda de barrido

En los microscopios de sonda de barrido se utiliza una punta cristalina que muestrea la
superficie a caracterizar a una distancia muy peguefia (pocos angstroms)
proporcionando una imagen tridimensional de la red de &omos o moléculas que
componen la superficie. Los dos microscopios mas importantes son e microscopio
Tanel de Barrido (del inglés “ Scanning Tunelling Microscope, STM”) y e microscopio
de fuerza atdmica (del inglés, “ Atomic Foce Microscope, AFM”).

El STM es capaz de registrar imégenes de una superficie conductora utilizando una
punta de didmetro 10" mm también conductora situada a una distancia muy pequefia de
la superficie a caracterizar. Se aplica una pequefia diferencia de potencial entre la punta
y la superficie de modo que los electrones de los &tomos se separan por efecto tunel, a
causa de la pequeiia distancia entre la punta y la superficie. La magnitud de la corriente
del efecto tinel depende de la distancia entre la superficie y la punta: a menor distancia
mayor es el flujo de corriente y a mayor distancia disminuye €l flujo. El instrumento
consta de un mecanismo de muestreo que consiste en mover la punta por encima de la
superficie. La altura de la punta se gjusta automaticamente para mantener constante la
corriente del efecto tunel, de modo que estos agjustes mindsculos proporcionan
informacion de la distancia entre la superficie y la punta lo que permite caracterizar la

superficie.

Lafigura 1.6 muestra un esquema del Microscopio de Fuerza Atomica (AFM). La punta
cristalina va acoplada a un listébn microscopico, muy sensible a efecto de las fuerzas
atomicas, de sdlo unos 200 um de longitud, denominado “ cantilever”. Lafuerza atbmica
se puede detectar cuando la punta estd muy proxima a la superficie de la muestra.  Es
posible entonces registrar la pequefia flexion que sufre e “cantilever” mediante la
reflexion de un haz laser que se hace incidir sobre la punta cristalina tal y como se
indica en la figura. Un sistema auxiliar piezoeléctrico desplaza la superficie 1o que
permite muestrearla mediante la reflexion que sufre € haz que incide sobre la punta.
Todos los movimientos son controlados por una computadora. Al contrario del STM, el
AFM no emplea la corriente de efecto tinel y, por lo tanto, también se utiliza para

determinar superficies no conductoras como por gemplo, muestras bioldgicas. La



resolucion tipica del instrumento es de 1 nm y hay microscopios comerciales que

ofrecen unaresolucion vertical de 1.5 angstroms en 10 umy 15 angstroms en 100 pm.
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Figura 1.6. Esquema de un microscopio de fuerza atémica AFM.

1.2.5. Interferometria Optica
La interferometria Optica es probablemente la técnica mas comin para medidas de ata
resolucién en la metrologia Optica actual. Se trata de una potente técnica para medir la
desviacion entre dos frentes de onda con una sensibilidad del orden de una fraccion de
la longitud de onda de la luz con la que se ilumina. Asi, para metrologia Optica, la
interferencia se produce mediante un frente de ondas procedente de la superficie a
determinar y otro frente de ondas de referencia. Los principales inconvenientes que
presenta son:
e Alta sensbilidad a turbulencias atmosféricas como humedad, temperatura,
presion, vibraciones,....
¢ Presentae problema de laambigtiedad cuando la diferencia de fase entre |os dos
frentes que interfieren es superior a 2x.

e Necesidad de una superficie de referencia.

La figura 1.7 representa una modificacion del interferometro de Twymann-Green
usando un laser como fuente de iluminacién. Mediante una lamina separadora, se divide

el frente de onda inicial en dos: uno de ellos incide sobre la superficie a caracterizar

representado en rojo y descrito por a e 'r Sendo a la amplitud y ¢, la fase mientras

que el segundo incide sobre una superficie de referencia representado en azul y descrito

por b ei“’(x’y). De este modo los frentes de onda reflgjados por ambas superficies

vuelven a combinarse mediante la lamina separadora y mediante un detector o una



camara CCD se obtiene el patron de las franjas de interferencia entre |os dos frentes que

viene dado por:
1,(xy)=a?+b%+2abcosw(xy)-9,) , (1.2)

donde el primer término corresponde a la intensidad de cada uno de los dos frentes de
onda (de referenciay e procedente de la muestra) y el segundo término corresponde al
patron interferencial. Para resolver la ambigliedad en 2r del coseno de la interferencia
es necesario realizar més de un interferograma, se requieren un minimo de tres medidas
variando la fase del frente de ondas de referencia ¢, Por este motivo se coloca un
espejo piezoeléctrico en el brazo de referencia del interferometro que permite desplazar
la superficie de referencia y obtener diferentes interferogramas correspondientes a
diferentes fases del frente de onda de referencia. Asi, desplazando la superficie de
referencia, se varia el camino éptico que recorre laluz y por tanto la fase del frente de
ondas que incide sobre ella y se miden diferentes patrones de interferencia

correspondientes a diferentes fases en |os mismos puntos de muestreo.

[ O] Interterencia
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Superficie
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b eiw(X-y)

Superficiea
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Figural1.7. Interferémetro Twymann-Green con un espejo piezoel étrico en el brazo de referencia.

Por tanto, se registran N patrones interferenciales parara emplear la técnica
interferométrica de cambio de fase (del inglés, “Phase Shifting linterferometry”) con €l

objetivo de encontrar la fase incdgnita del frente de onda procedente de la muestra a
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caracterizar. Teniendo en cuenta las propiedades de ortogonalidad de |as funciones seno

y COSeno se encuentran |as siguientes expresiones

N

C="1,(xy)coslp, )
0 (13)

$=>"1,(x,y)sen(p,)

n=0
de manera que la fase incognita w(x, y) se determina mediante:

a(x,y)= arctan(zj : (1.4)

Muchas de las técnicas interferométricas se emplean en la medicién de superficies
destinadas a un laboratorio de sincrotrén, en e que hay tres aparatos de medicion: un

microscopio interferencial, un interferometro de Fizeau y un perfilbmetro LTP.

El microscopio interferencial funciona por las técnicas de cambio de fase explicadas
anteriormente y se utiliza para medir la micro-rugosidad de los espejos, rugosidad de
periodo muy pequeiio y amplitud del orden del angstrom y obtiene una resolucion

vertical de hasta 0.1 nm con unaresolucion lateral de 0.45a11.8 um.

El interferometro de Fizeau se emplea para medir la desviacion de la superficie real
respecto a una superficie de referencia 'y se destina a medir superficies grandes. En la
figura 1.8 se ha representado e esquema de un interferdmetro de Fizeau. La luz
procedente de un laser llega a un filtro espacial situado en el plano focal de una lente
para obtener un haz més uniforme y menos ruidoso; entre dicho orificio y la lente se
coloca un divisor de frente de onda, un “beam splitter”. Unavez laluz atraviesalalente,
se dispone de un haz perfectamente colimado que incide sobre una superficie reflectante
de referencia dibujada en rojo; la luz trasmitida por la superficie de referencia, incide
sobre la superficie muestra a caracterizar dibujada en azul. De esto modo, la luz
reflegjada por cada una de las superficies recorren los rayos dibujados en rojo
(referencia) y en azul (muestra) y mediante el “beam splitter” se capta la interferencia
entre los dos haces mediante una camara CCD. Se coloca un piezoeléctrico en la
superficie de referencia que permite su traslacion y por tanto, permite obtener diferentes

interferogramas a partir de los cuales, mediante técnicas de cambio de fase, se obtiene la
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fase del frente de ondas procedente de la superficie muestra que permitira caracterizarla.
La precision de este interferdmetro es de pocos nanémetros alo largo de 150 mm.

Superficie Superficie
Beam Splitter Lente referencia muestra

—®
| a—
Tubo piezoeléctrico
Lente detraslacion
Cémara CCD

Figura 1.8. Interferémetro de Fizeau.

El interferdmetro convencional de la mayoria de los laboratorios de sincrotrén de rayos
X esel LTP, del inglés, “Long Trace Profiler” [Tak89]. El LTP se ha desarrollado para
la medicion de superficies de espejos y se basa en la configuracion del interferdmetro de
“lapiz” de luz (del inglés, “pencil-beam interferometer”) desarrollado por von Bieren
con el que consiguié medir una altura menor de 70 nm en un perfil de 50 mm de una
superficie conica con una precision de = 6nm [Bie83]. La figura 1.9(a) muestra un
esquema del sistema éptico del LTP originario. La luz procedente de un diodo laser
llega a un “beamsplitter” BS1 y mediante los dos reflectores CR1 y CR2 se obtienen
dos haces paralelos coherentes, separados una pequefia distancia (del orden de 1 mm) y
perfectamente colimados hacia la superficie a caracterizar. Los haces reflejados por
dicha superficie retornan por el sistema Optico y mediante un segundo “beamsplitter”
BS2 inciden sobre una lente con la que se obtiene la interferencia entre los dos haces
captada en su plano focal donde se coloca un detector. El patron de interferencia
depende del angulo del par de haces respecto al gje dptico o bien de la diferencia de fase
gue hay entre los dos haces; de todas maneras, la porcion de las interferencias contiene
informacion de la pendiente de la superficie a caracterizar. Asi, para obtener la
superficie deseada, el sistema Optico del cuadro punteado de lafigura 1.9(a) se desplaza
consiguiendo & muestreo de toda la superficie. En [Iri92a] se proponen dos métodos
para determinar la pendiente de la superficie a partir de una secuencia de los patrones
interferencial es obtenidos mediante el LTP.

12



Las contribuciones méas importantes en los errores de medicién que presenta este
sistema son:

1. posibles cambios en la direccién de propagacion de los haces que provocan cambios
en los &ngulos que forman con e gje Optico,

2. € movimiento del sistema Optico puede producir cambios en la incidencia sobre la
superficie,

3. cambios de indice de reflexion y

4. cambios térmicos y mecanicos.

La contribuciones 3 y 4 son despreciables. Para mejorar la precision en la medicion y
reducir los errores debido a las contribuciones 1y 2, Irick et a. proponen en [Iri92b]
utilizar un par de haces extra como referencia obtenidos mediante el BS2 tal y como se
muestra en €l LTP Il representado en la figura 1.7(b). Los resultados que obtuvieron
para una superficie plana presentan una variacion angular de 3 urad en 100 mm en su
pendiente y la variacion en la altura del perfil final fue de unos 15 nm. Se hallegado a

obtener una precision de 1 urad alo largo de un perfil de 1500 mm.

/\ CR1 ZANG]
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< “ | « < ]
Diodo Léser Diodo Laser
i BSL - BSL
FT Detector _ T Detector
BS2 vY BS2 v
i~ ] < r -
l*"?# <« l*‘%
Superficie
referencia -
Superficiea ! Superficiea
[ —— caracterizar ~———"~—— caacierizar
(a) (b)

Figura1.9. (a) Perfilometro Standard LTP (Long Trace Profiler), (b) LTP en & que se emplea una
superficie dereferencia (LTP I1).

Irick et. a presentan en [Iri94] un método destinado a obtener el perfil tridimensional a
partir de sus derivadas extraidas a partir de las medidas del LTP. El método presentado

consiste en integrar unidimensionalmente las derivadas y mediante un método iterativo,
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determinan las constantes de integracion para cada medida. El criterio de convergencia
del método iterativo es la diferencia entre los valores obtenidos en las dos integraciones.
Tanto € instrumento de medicion como el algoritmo desarrollado se han utilizado en la

caracterizacion de un espejo toroidal.

En [Qia95a] se estudian las diferentes fuentes de error del LTP y proponen una nueva
variante: e ppLTP, que se basa en € movimiento de un pentaprisma externo para
reducir las fuentes de error. La propuesta consiste en el movimiento de traslacion de un
pequeiio pentaprisma a lo largo de la longitud de la superficie a caracterizar,
manteniendo el resto del sistema estable tal y como se indica en la figura 1.10. Las
principal es ventajas que aporta este sistema son:

e El pentaprismaes el Unico elemento en movimiento de modo que € instrumento
es insensible a errores introducidos por € movimiento del sistema
interferométrico.

e El sistema interferométrico se mantiene estacionario de manera que se evita la
necesidad de medir inicialmente una superficie de referencia para determinar la
inclinacion del sistema.

e El perfildmetro se puede agjustar rapidamente para acomodar |as medidas segun
la orientacion deseada. La orientacion vertical es la mas favorable para reducir
efectos de gravedad.

e El sistema puede trabajar en unas adecuadas condiciones de temperatura estable

de laser de Helio-Nedn, aumentando la estabilidad del sistema
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Figura 1.10. Esquema de un pentaprisma L TP.
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L os resultados obtenidos con € ppL TP para un espegjo plano mejoraron los obtenidos
con el LTP. Concretamente, con €l ppLTP se obtuvo una desviacion angular de 0.86
urad a lo largo de 500mm y comparan la misma medida con un interferometro de
Fizeau y un LTP; con € interferébmetro obtienen una desviacion angular de 0.838 urad
y con e LTP una desviacion de 1.2 prad debido a la no compensacion de los errores
sistematicos [Qia95]; de esta manera, mejoran las prestaciones del LTP mediante € uso
del pentaprisma externo. En [Li96] emplearon € ppLTP para medir espgos de un
telescopio de rayos X consiguiendo una variacién méxima de 0.6mrad en la medida de

su pendiente alo largo de 35 mm y de 2 10°mm en la atura de la superficie.

En [Tak99] se estudia detalladamente la influencia de un prisma Dove en € brazo de
referencia del interferometro del LTP Il de la figura 1.7(b) con la finalidad de reducir
los errores mecanicos y térmicos. También se propone €l uso de un sistema de aire
acondicionado preciso para mantener la temperatura constante, eliminando asi errores
originados por un posible cambio térmico. Presentan una serie de medidas de un espejo
alo largo de 500 mm de perfil, obteniendo una desviacion standard en la media de 10

medidas de la pendiente de 0.3 urad y de 4.6 nm en €l error en laalturafinal.

1.2.5.1. Interferometria por desplazamiento

Otro tipo de interferémetros son los basados en la interferometria por desplazamiento
(del inglés, “Shearing interfeometry”). Esta técnica interferométrica consiste en hacer
interferir un frente de ondas como el representado en rojo en la figura 1.11 con una
copia de si mismo (representada en azul) desplazada una distancia s (conocida en la
literatura inglesa como “shear”). Mediante el interferograma obtenido, en la region
compartida por los dos haces se obtiene la diferencia de fases entre los dos frentes de
onda. A partir de esta informacién, e objetivo es encontrar € frente de onda. Si las
diferencias son muy pequefias se pueden gjustar a la derivada; de esta forma, tras una
integracion numérica, se obtendria una buena aproximacion del frente de ondas

anicamente en la region de solapamiento.

La interferometria por desplazamiento presenta muchas ventgas respecto a otras

técnicas interferométricas;
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e no necesidad de un frente de onda de referencia ya que el frente de ondas
interfiere consigo mismo.

e reduccién de los errores debidos a vibraciones y turbulencias gracias a hecho de
que los dos frentes de ondas recorren el mismo camino éptico.

e permite fabricar los interferdmetros con pocos componentes épticos.

e posibilidad de variar € nimero de franjas en e interferograma mediante €l
desplazamiento s.

e existen muchas configuraciones experimentales para la obtencién de este tipo de
interferogramas basadas en el uso de divisores de haz que dividen la amplitud
del frente de onda incidente sin variar laforma de éste [Mal 78], aunque no es la

nica posibilidad.

desplazamiento
............... $ S
Frentede ondas Frente de ondas -
desplazado original <> Region de
S interferencia

Figura 1.11. Principio fundamental de lainterferometria por desplazamiento.

El primer interferometro destinado a medir espejos pensados para la radiacion de
sincrotrén fue disefiado por Qian et al. en 1987 [Qia87] y consistia en un interferébmetro
por desplazamiento insensible a vibraciones y turbulencias de aire, sin embargo, no era

préactico para medir espejos grandes.

En [Lel96] se presenta un sistema formado por dos redes rectangulares de fase de igual
periodo paralelas entre si y separadas cierta distancia. Para cada red, los érdenes de
difraccion pares desaparecen y si la profundidad de las redes se adapta a la longitud de
onda de laluz incidente, € orden cero también desaparece. Si un haz laser casi paralelo
pasa a través de las dos redes, éste se divide en dos haces desplazados lateralmente una
distancia s. Los cambios de fase se consiguen desplazando una de las redes en la
direccion perpendicular a la de sus lineas de fase; y rotando 90° €l sistema de las dos

redes se genera la distancia “shear” en la direccion perpendicular. También se presenta
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una comparacion experimental entre el interferometro propuesto y un interferémetro
Twymann-Green; ambos ofrecen una precision del mismo orden de magnitud e incluso
mejor para el interferdmetro por desplazamiento que ademas, presenta las ventajas de la
interferometria por desplazamiento como la estabilidad ante posibles vibraciones, 1a no

necesidad de un frente de ondas de referencia, compacto y de fécil transporte.

En [Sch96] se presenta otro interferébmetro por desplazamiento que consiste en dos
redes Ronchi de fase. El desplazamiento entre los dos frentes de ondas que interfieren
entre si se consigue variando la distancia de separacion entre las redes. La fase puede
gjustarse mediante el movimiento lateral de una de ellas respecto ala otra. Al igua que
en [Lei96] los ordenes de difraccion pares e incluso € orden cero pueden desaparecer
variando la profundidad de grabado de las redes; concretamente, se trabaa con los
ordenes +1 que son los mas intensos. El interferédmetro propuesto consta principa mente
de un laser Nd:YAG a 1318 nm, un buen objetivo microscopio y del sistema de las dos
redes de Ronchi. El interferdmetro se disefia especialmente para la medicion de las

aberraciones que introduce una microlente de silicio.

El principal inconveniente de esta técnica interferométrica es que a partir del patrén
interferencial no se obtiene directamente informacién del frente de ondas deseado pues
no se dispone de un frente de ondas de referencia. En aguellas técnicas interferométricas
en gue se utiliza una superficie de referencia, € frente de ondas de referencia es
conocido y se puede resolver € patron interferencial mediante las técnicas de cambio de
fase como se ha descrito anteriormente. Sin embargo, en la interferometria por
desplazamiento, al no utilizar una superficie de referenciay los dos frentes de ondas son
el mismo pero desplazados entre si, implica la necesidad de medir dos interferogramas
en direcciones ortogonales ya que un unico interferograma de este tipo no es suficiente
a menos que tenga simetria. Asi pues, € problema fundamental de esta técnica es la
obtencion del frente de ondas asociado a la superficie a conocer. A continuacion se
describen diferentes métodos numéricos propuestos para resolver dicho problema de la

interferometria por desplazamiento.

1.2.5.1.1. Méodos Numéricos
Los métodos que a continuacion se describen se centran en la obtencién del frente de

ondas Unicamente en la region interferencial donde se obtiene su diferenciay por tanto,
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no recuperan €l frente de ondas en todo su dominio. Cada uno de los métodos
propuestos a lo largo de la literatura se puede categorizar como zonal o modal [Sou80]:
los zonales se basan en el valor local del frente de ondas a determinar mientras que los
modales se basan en un gjuste del frente de ondas a una combinacién lineal de un

conjunto de funciones base.

En [Rim74] se presenta un método basado en criterios de minimos cuadrados para
describir un frente de onda de forma arbitraria a partir de dos interferogramas medidos
en direcciones ortogonales. Demuestra que el problema consiste en resolver la ecuacion
MW =4 donde W es un vector que representa el frente de ondas a obtener en los puntos
de medicion, M es una matriz cuadraday simétrica que depende de la geometria de los
puntos de medicién y & es otro vector, funcién de los valores medidos de los dos
interferogramas. En [Rim75] se aplica este método para evaluar un frente de ondas
mediante un interferdmetro por desplazamiento. Se compara € resultado obtenido con
el que se obtiene mediante un interferdmetro Twyman-Green. Se aprecia que pequefias
aberraciones en €l frente de ondas se pueden medir con la misma precision mediante las
dos configuraciones mientras que € interferdmetro por desplazamiento consigue medir

mejor grandes aberraciones.

En [Fri76] y [Hud76] estudian la obtencién de un frente de ondas a partir de las
medidas ruidosas de sus diferencias en términos de minimizar el error cuadrético medio
producido. Ambos calculan e pardmetro de propagacion del ruido experimental
presente en las medidas, encuentran que depende del nimero total de puntos de
medicion N de manera logaritmica (~ In (N)). La diferencia entre los dos trabajos recae
en las medidas experimentales: Hudgin resuelve el problema para la configuracion en
que los puntos de medicion en la direccion x no coinciden con los de la direccion y;
mientras que Fried resuelve el problema cuando las medidas se han obtenido en los
mismos puntos tanto en una direccion como en su perpendicular. Noll demuestra
analiticamente la dependencia logaritmica In (N) del error cuadrético medio producido
[Nol78], en términos de ecuaciones en derivadas parciaes, deduciendo las ecuaciones

MW = & ya planteadas por Rimmer.

En [Ser96] se aborda el problema de la interferometria por desplazamiento desde el

dominio de frecuencias. Inicidmente calculan la respuesta frecuencia de la
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interferometria por desplazamiento mediante €l cociente entre las transformadas de
Fourier del frente de ondas y de sus diferencias contenidas en € intrferograma.
Obtienen que dicha respuesta en frecuencias se anula para determinadas frecuencias y
proponen resolver el problema mediante un segundo interferograma. Desarrollan un
nuevo método para calcular e frente de ondas tedrico a partir de las diferencias
contenidas en € interferograma basado en la minimizacion del error cuadrético
utilizando potenciales reguladores. De este modo, calculan la respuesta en frecuencias
del frente de ondas tedrico que la multiplican por la respuesta en frecuencias del
interferobmetro por desplazamiento obteniendo la relacion entre las transformadas de
Fourier del frente de ondas real y tedrico. Comparan este resultado con € mismo para
los métodos lineales de Fried y Hudgin obteniendo mejores resultados ya que la
respuesta frecuencial de Fried y Hudgin tiende a cero mas rdpido en la region de altas

frecuencias.

En [Hun79] se formula la obtencién del frente de ondas a partir de sus diferencias en
términos matriciales. Se muestra que los resultados obtenidos en |os trabajos anteriores
son equivalentes a los obtenidos mediante la descripcion matricial propuesta.

Frost et al. presentan en [Fro79] un novedoso algoritmo basado en la transformada de
Fourier rapida (en inglés “Fast Fourier Transform”) para diagonalizar y desacoplar €l
sistema de ecuaciones en el que se relacionan los valores del frente de ondas a obtener
con los valores de sus diferencias obtenidas experimentalmente. Se trata de un
algoritmo preciso, estable y mas rapido que € mejor método iterativo que resuelva €l
sistema de ecuaciones. El algoritmo fue incorporado en el proceso Knox-Thompson
para €l procesado de imégenes speckle y para la restauracion de imagenes degradadas

por turbulencias atmosféricas.

En [Ghi89] se demuestra que € problema de la interferometria por desplazamiento es
andlogo a resolver la ecuacion de Poisson para una red rectangular imponiendo las
condiciones de Neumann en los puntos extremos. Asi, Ghiglia et a. proponen la
velocidad y la potencia de las soluciones de esta ecuacion para resolver €l problema de

la obtencién del frente de ondas a partir de sus diferencias.
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Otro de los métodos basados en el dominio de Fourier es e que obtuvieron Roddier et
al. [Rod91] basado en calcular €l operador laplaciano en € dominio de Fourier a partir
de las medidas experimental es que las relacionan con las derivadas del frente de ondas a
determinar (aproximacién en el caso de utilizar desplazamientos pequefios). El
algoritmo trabaja de manera iterativa con e propdésito de reducir los efectos de borde

producidos por la transformada de Fourier.

Los métodos mencionados hasta e momento son métodos zonales pero también existe
otro tipo de métodos para resolver e problema planteado: los métodos modales que se
basan en la expansion de la funcion a obtener y de sus diferencias en una serie de

funciones.

En [FreB86] se presenta un méodo moda que emplea funciones exponenciales
complgjas como funciones base de la expansion. Tanto las exponenciales complejas
como sus derivadas son funciones ortogonales, caracteristica muy Util parael clculo de
la propagacion del ruido. Ademas, estas funciones se implementaron usando los
algoritmos de la transformada de Fourier rgpida FFT, del inglés, “Fast Fourier
Transform”, de forma que se redujo e tiempo computacional. Al emplear |os algoritmos
de la transformada de Fourier, los resultados se obtuvieron para una distribucién
cuadrada de la informacién experimental. Menikoff también propone la transformada de
Fourier discreta para describir e frente de ondas y sus diferencias en [Men89].
Encuentra el parametro de ruido minimizando el error producido entre los valores
experimentales y los valores anditicos de la transformada de Fourier discreta.
Finalmente, encuentra una formula asimptética del pardmetro de ruido describiendo asi,
el caso de una larga abertura. Asi, Menikoff obtiene una expresién exacta para la

propagacion del ruido mediante el andlisis de Fourier, valida para aberturas cuadradas.

En [Lan92] se presenta un guste modal de un frente de ondas desconocido mediante
una combinacién lineal de un conjunto de funciones base. Para determinar los
coeficientes de la combinacion lineal, miden el frente de ondas a pasar por una
turbulencia atmosférica conocida, la turbulencia Kolmogorov, que describen mediante

los polinomios de Zernike.
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En [Sic94] se propone otro método modal que consiste en gjustar el frente de ondas a
determinar a una serie de funciones, en este caso, monomios en x € y; de forma que
minimizando la funcién de mérito que relaciona los valores experimentales con los
valores analiticos de la combinacion linea de los monomios, se encuentran los
coeficientes de ésta. EI método fue aplicado al interferometro por desplazamiento

destinado ala caracterizacion de microlentes [ Sch96].

En [Har96] se presenta un nuevo método modal basado en los polinomios de Zernike.
Describen € frente de ondas original mediante una expansion de estos polinomios y
calculan las diferencias contenidas en los interferogramas por desplazamiento mediante
las diferencias de los polinomios. Relacionan los coeficientes de la expansiéon de los
polinomios que describe € frente de ondas con los coeficientes de la expansion que
describe las diferencias contenidas en los interferogramas mediante una matriz
invertible. Este método se usa en € interferometro por desplazamiento presentado en
[Leio6].

Okuda et al. integran las diferencias obtenidas en la regién de solapamiento obteniendo
el frente de ondas Unicamente en esa region [Oku00]. Sin embargo, encuentran una
relacion entre los polinomios de Zernike que mejor gjustan el frente de ondas en la
region de solapamiento y los que lo describen en todo su dominio. De esta manera, a
diferencia de los anteriores métodos con los que se encuentra e frente de ondas
anicamente en la region interferencial, Okuda encuentra el frente d ondas en todo su

dominio.

En [EIs99a] y [EIS99b] se presenta un método completamente diferente a los descritos
anteriormente independientemente de conocer a priori la funciéon a reconstruir o del
tamafio de los desplazamientos. Se presenta la reconstruccion de una funcion
unidimensional no periddica de domino infinito. También se estudia la reconstruccion
de una funcion unidimensional periddica de dominio finito mediante un andlisis en €l
dominio de Fourier. Se concluye la necesidad de utilizar dos diferencias asociadas a las
distancias s ya que con una sola se tiene una indeterminacion. La idea consiste en
reducir el caso rea de una funcion de dominio finito no periédica a caso anterior de

una funcion periddica. Al tratarse de una funcién no periodica, sus diferencias no se
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obtienen en todo el dominio, Unicamente en la regién de solapamiento. Asi, se propone
extender las diferencias a todo € dominio mediante o que denominan la “Extensién
Natural”. De esta manera, se reduce el problema general una funcion no periddica a la
recuperacion de una funcion periédica mediante técnicas basadas en el dominio de
Fourier. Se aplica el método a dos diferencias simuladas mediante dos distancias
adecuadamente escogidas y la reconstruccion obtenida es exacta. En [EISO0a]
demuestran que, basandose en la “Extension Natura”, cuaquier frente de ondas
unidimensional se puede reconstruir salvo una constante arbitraria a partir de dos
interferogramas en el caso discreto; y en el caso de un frente de ondas bidimensional
Son necesarios cuatro interferogramas. En ambos casos, |os parametros “shears’ deben
ser primos entre si para eliminar los polos de la funcion de transferencia de la
interferometria por desplazamiento. En [EISO0b] aplican los métodos propuestos
considerando grandes distancias entre los dos frentes de ondas que interfieren a través

de una pupilacircular.

1.2.6. Deflectometria Optica

La deflectometria dptica es la técnica en la que se centra esta tesis; se trata de una
técnica basada en la medida de las pendientes de |la superficie a caracterizar; de modo
que € desarrollo de métodos numéricos de integracion realizado en esta memoria es
muy Util en esta técnica. Se basa exclusivamente en las leyes de reflexion y refraccion
de la luz y consiste en la observacion y andisis de la imagen reflgjada por una
superficie pulida. El principio fundamental se muestra en la figura 1.12 donde se
representa en rojo, € haz que incide sobre la superficie que se desea caracterizar y €l
rayo reflejado (representado en azul) que se capta mediante una cdmara CCD 0 un
detector de posicion. A partir de las medidas se obtiene la desviacion 2o que sufre €l
haz de luz cuando interacciona con la superficie, teniendo informacion de la pendiente
de la superficie mediante la funcion tangente. Si se desea obtener informacion en
diferentes zonas de la superficie es necesario que haya muchos puntos de muestreo.
Para ello es importante el tamafio de haz laser que incide sobre la superficie: si se
emplea un laser de didmetro grande, se hace un promedio de la intensidad de luz de
todos los puntos que caen dentro del didmetro; por tanto, €l uso de un laser de diametro
grande es indicado para medir la topografia general de la superficie, por gemplo, de
grandes superficies. También se puede utilizar un haz de didmetro mas pequefio de

modo que se obtendrd mucha mas informacion de la topografia, es decir, es apropiado
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para caracterizar la nanotopografia de la superficie; aunque s se toma un haz laser
demasiado pequefio pueden presentarse fendmenos difractivos que introduciran errores

en las medidas.

Rayo incidente wa =1k

Superficie f{x)

Direccion de muestreo

Figura 1.12. Principio fundamental de la deflectometria Optica

Por otro lado, la deflectometria presenta una alta resolucién en la medida de las
pendientes de la superficie a caracterizar. Para ello ha sido fundamental el desarrollo de
detectores de posicién que permiten medir los desplazamientos en laincidencia sobre €l
detector, que se relacionan con la variacion angular que sufre la luz a incidir sobre la
superficie cuyatangente equivale a la pendiente de la muestra a determinar. Y por tanto
la integracion numérica es necesaria para la obtencidén de la topografia final de la
superficie. Miembros del PTB presentan en [EISO2] como reconstruir una funcion
unidimensional cuando Unicamente se conoce su primera y segunda derivada en una
serie discreta de puntos de medicion. Presentan brevemente los métodos basados en las
formulas cerradas de Newton-Cotes y proponen la interpolacion de los datos por
“gplines’ cubicas para su posterior integracion analitica. Mediante resultados numéricos
demuestran que e método basado en las “splines’ cubicas es mejor que los de Newton-

Cotes.

Grédiac propone un método modal para la reconstruccion de una superficie a partir de
sus derivadas en [Gre97]. Se basa en |la propiedad de ortogonalidad de los polinomios
de Legendre, valida para un arearectangular. Desarrolla unarelacion entre laintegral de
las derivadas y los coeficientes del guste por polinomios de Legendre de la superficie.

Laidea de medir la pendiente de la superficie es equivalente alo propuesto en 1971 por

Evans parar medir € radio de curvatura de pequefios espejos concavos midiendo la
direccion del haz laser reflgjado por la superficie; de forma que se obtiene informacion
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del angulo formado por los haces incidente y reflgado [Eva7l]. En [Smo78] se
presenta una variante del método propuesto por Evans, que consiste en captar
directamente e haz refleggado mediante un fotodetector que genera una sefid que se
compara con otra sefial producida por un haz de referencia. De esta forma, comparando
las dos sefiales se obtiene informacion de la desviacion y por tanto de la pendiente de la

superficie con una precision razonablemente buena en un rango entre 1y 10 um.

En [Cor80] se propone otro método para medir el radio de curvatura de superficies
esféricas tanto concavas como convexas. El método se basa en el reconocimiento del
punto nodal (punto de la superficie para el que la luz incidente no se desvia) como €l
centro de curvatura de este tipo de superficies. De esta manera, el centro de curvatura se
localiza cuando € haz reflgjado por la superficie no se desvia respecto la trayectoria
original al rotar la superficie. Si la superficie presenta pequefios defectos de fabricacion,
se aprecia que €l haz reflgjado se desviay midiendo dicha desviacion, se determinan los
defectos de la superficie. En [Dia85] se presenta un método basado en el anterior para
encontrar €l centro de curvatura y miden experimentalmente el angulo formado por €l
gje de revolucién del sistemay las normales de la superficie, de modo que utilizando
expresiones mateméticas de las secciones conicas obtienen el didmetro de la superficie
que utilizaron para la media del radio de curvatura de lentes cilindricas [Dia86]. La
precision obtenida fue de 0.05 mm. En [Ro0s93] aplican dicho método obteniendo
diferentes resultados experimentales de una superficie esférica con una precision de

10um.

En [Ams99a] se presenta un primer prototipo de un aparato denominado FOS, del
inglés “Fast Optical Scanning” (rdpido muestreo optico) construido por Philips Center
for Manufacturing Technology destinado a la medicion de espejos flexibles para
metrologia Optica. El detector que se utilizaes un PSD que permite evaluar la posicion d
en la que cae laluz tanto en la direccién de muestreo como en su perpendicular. De esta
manera, se obtiene informacién de los angulos a. entre los haces incidente y reflejado en
las dos direcciones; la tangente de dichos angulos se asocia con las pendientes de la
topografia del objeto estudiado. De esta manera, el FOS proporciona una correlacion
directa entre todos los valores de las pendientes en las dos direcciones. Como

consecuencia, €l FOS solamente necesita la traslacion de la superficie y tras obtener las
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pendientes en las dos direcciones simultaneamente, se obtiene la topografia
tridimensional mediante un algoritmo de integracién numérica. Aun asi, la integracion
también se ve afectada por €l ruido experimental y por la discretizacion de la sefial de
entrada a causa del muestreo. Muestran |os resultados obtenidos para un espejo de 140 x
100 mm y un grosor de 0.85 mm depositado en un substrato de aluminio de 12 mm de
grosor. Después de integrar los datos experimentales asociados a la pendiente del
espgjo, concluyen gque la no planitud de dicha superficie es de 1 um en los 100 mm de
longitud. Para comprobar la precision del aparato, comparan el perfil de un espgjo no
plano obtenido con un interferédmetro comercia: en 30 mm de anchura del espgjo, €
interferdmetro mide una altura de 245 nm mientras que el FOS mide una altura de 230
nmy en 45 mm de largo € interferdmetro mide alrededor de 580 nm de alturay €
deflectdbmetro 520 nm. Los resultados son muy parecidos ya que miden la misma
muestra aungque son ligeramente diferentes ya que los instrumentos de medida se basan
en principios Opticos totalmente diferentes: el deflectdmetro mide las pendientes de la
superficie y el interferdmetro mide desviaciones en €l frente de ondas aberrado por la
superficie a partir de lainterferencia producida con un frente de ondas de referencia. En
[Ams99b] presentan otro deflectébmetro de diferentes caracteristicas técnicas destinado
ala medicién de superficies mas peguefias a que llaman mini-deflectometro. Estudian
el perfil de un cabezal magnético obteniendo una desviacion angular de 130 urad en la
parte central de la linea de muestreo de tal modo que e perfil obtenido presenta una

altura de 400 nm en los 5 mm centrales.

En [Shi04] se propone un dispositivo de muestreo rapido, para determinar e perfil
unidimensional de una superficie basado en e principio fundamental de la
deflectometria, similar a FOS, aunque no miden las pendientes en las dos direcciones,
de manera que miden solo perfiles unidimensionales. Comparan los resultados
obtenidos con los encontrados mediante un interferdmetro a lo largo de un perfil de 5
mm de un espejo poligonal con un error cuadrético medio de 0.98 nm y obtienen una

variacion de 20 nm en la atura del perfil obtenido con el sistema propuesto.

Un mecanismo ligeramente diferente es el que emplea otro deflectémetro, e AMS, del
inglés “Accurate Mechanical Scanning” (preciso muestreo mecénico), para medir
superficies reflectantes de mayores dimensiones, como por gjemplo, espeos destinados

a un laboratorio de sincroton. De hecho, en [Lam04] se presenta otro deflectometro al

25



gue llaman NOM, de inglés “Nano Optic Measuring” (nano medida Optica)
desarrollado en € laboratorio de sincrotréon BESSY, como alternativa para la medida de
alta precision de la superficie de componentes Gpticos usados en €l rango de rayos X y
EUV de la radiacion de sincrotron. La méquina es capaz de muestrear 1200 mm de
longitud y 300 de anchuray han medido superficies esféricas y asféricas de hasta 700
cm? de &rea con una precision del orden del subnanémetro. El principio basico del AM S
es e mismo que el del FOS aunque € mecanismo es diferente: el FOS realiza un
muestreo en un sistema de coordenadas polares y a partir de las medidas se obtienen las
pendientes de la superficie mientras que con e AMS, lainformacion que se obtiene es
la diferencia de pendientes y e muestreo es vaido para un sistema de coordenadas
cartesianas. Por tanto, en el AMS, antes de la integracion numérica, se debe obtener la
pendiente de la superficie a partir de sus diferencias en la direccién de muestreo,
problema similar a de la interferometria por desplazamiento. EI AMS se basa en €
movimiento de un pentaprisma externo situado encima de la superficie usando un
dispositivo de traslacion. La precision de este método se ve limitada por posibles errores
mecanicos del movimiento del pentaprisma. En [Sch99] se realiza un estudio detallado
de la influencia de estos errores y se propone mantener la posicién angular del
pentaprisma constante mediante un proceso de estabilizacion activa. Por otro lado, para
evitar los errores de fabricacion del pentaprisma, en [Wei99] se propone el uso de dos
pentaprismas separados una distancia conocida sobre los que inciden dos haces de luz;
de este modo se puede calcular las diferencias de la pendiente en la direccion de
muestreo eliminando los posibles errores introducidos por la Optica de los prismas.
Basandose en estos estudios, un nuevo modelo AMS en fase preliminar muestrea la
superficie mediante tres haces de luz separados una distancia conocida. De este modo,
se miden las diferencias de pendiente, pues se obtienen la diferencia de los angulos de
desviacion entre los haces incidente y reflejado para los tres haces en la direccion de
muestro mientras que en su perpendicular se obtiene la pendiente directamente. Una vez
muestreada una linea, se mueve la muestray se repite el proceso para muestrear toda la
superficie. Asi pues, tanto en la configuracion de dos pentaprismas como en € nuevo
aparato AM S aparece el problema de determinar la pendiente de la superficie a partir de
sus diferencias obtenidas experimentalmente resuelto mediante e agoritmo de la
“Extension Natura” en [EIs99a] y [EIsO9b]. Finamente, aplicando un proceso de
integracion numérica se obtiene la topografiafinal.
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1.2.6.1. Sensor de Shack-Hartmann

Otro de los sensores mas importantes para evaluar superficies Opticas es e de
Hartmann. Originalmente consistia en una pantalla, situada |0 méas cerca posible de la
superficie, con aberturas distribuidas uniformemente mediante las que se hacia la
seleccion de los haces de luz que inciden sobre la superficie a determinar [Goz92]. Las
dimensiones de las aberturas debian ser suficientemente grandes para que € haz de luz
pasara tanto cuando se dirigia hacia la superficie como cuando se reflgjaba. La posicion
de las aberturas y de la fuente luminosa son conocidas, 10 que permitia determinar la
direccion de los haces incidentes y conociendo la direccion del haz reflgjado, se
encuentra la desviacion entre los dos haces mediante laley de Snell. Si la desviacion es
muy pequefia se aproxima a la pendiente de la superficie. Repitiendo el proceso para
todas | as aberturas de |a pantalla se obtiene |a pendiente de |a superficie en una serie de
posiciones. Finamente, aplicando un proceso de integracién numérica, se obtenia la

topografia.

La modificacion de Shack fue la colocacion de una lente detras de cada una de las
aberturas del diafragma. Con los afios, el sistema de Shack-Hartmann se ha conseguido
miniaturizar mediante microlentes integradas sobre un Unico substrato. Tal sistema se
conoce como € sensor de Shack-Hartmann, de amplio uso en multitud de aplicaciones
como por gemplo en Optica adaptativa o en Optica fisioldgica. El sensor de Shack-
Hartmann también puede aplicarse en la caracterizacién de superficies refractantes
midiendo la deformacion de un frente de ondas incidente tal y como se muestra en la
figura 1.13. Se ilumina la superficie en cuestion con un frente de ondas plano (rojo) de
manera que €l frente transmitido (azul) se ve afectado por su paso por la superficie. Se
focalizalaimagen de dicho frente aberrado mediante la matriz de microlentes del sensor
en € plano focal de las lentes donde se coloca una camara CCD. Y de la imagen
captada se miden los desplazamientos d, entre el frente de ondas aberrado por la
superficie y el de referencia lo que permite obtener los angulos de desviacion ¢, cuya

tangente se relaciona con la pendiente de la superficie.
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Figura 1.13. Caracterizacién de una superficie mediante un sensor de Shack-Hartmann.

1.3. Propésito
Como ya se ha mencionado anteriormente, €l progreso en los productosy servicios de la
ICT, destinada a la sociedad de la informacién, requiere una mayor innovacion en la
instrumentacion de la linea de control de la topografia de superficies. Asi es como
dentro del Programa Europeo de Crecimiento Competitivo y Sostenible (del inglés
“Competitive and Sustainable Growth”) nace un proyecto basado en la deflectometria
tridimensional que se denomina “ 3D-Deflectometry: A new 3D measurement technique
for fast inspection of large, dightly unflat surfaces’ (3D-Deflectometry: Una nueva
técnica de medicion 3D para la rdpida inspeccion de superficies largas casi planas’).
L os principales objetivos del proyecto son:
e Desarollar un nuevo aparato FOS, que muestrea Optica y rapidamente la
superficie a caracterizar; concretamente el objetivo es conseguir una precision
mejor que 10 nandmetros y tardar menos de 1 minuto en medir una oblea de 300
mm de didmetro. Este aparato esta limitado por el érea a muestrear, es decir, las
obleas tratadas con este aparato pueden llegar a tener un diametro de entre 300 y
500 milimetros.
e Desarrollar un segundo aparato, € AMS, destinado a muestrear grandes
superficies, como por gemplo, laminas de vidrio de una area de 600 x 1000
milimetros cuadrados, con una precision del nm; sin embargo, este aparato es

mas lento debido al movimiento mecanico que realiza, tal y como se presentara.
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e Desarrollar los algoritmos apropiados para obtener la topografia a partir de la
informacion de las pendientes de la superficie. Tales agoritmos han de ser Gtiles
paralos dos aparatos pues el principio fundamental es el mismo.

e Describir latopografiatridimensional y crear unainterficie grafica eficiente para

el usuario de tales aparatos y de su software.

Los laboratorios que componen el consorcio para desarrollar dicho proyecto son los
siguientes:

e Physikalisch-Technische Bundesansatalt (PTB), Braunschweig und Berlin,

Alemania

e PhilipsElectronics Nederland B. V., Holanda

e Trioptics GmbH, Optische Instrumente, Alemania

e Plan-Optik, GmbH, Alemania,

e TriopticsFrance Sarl, Francia

e Ecole Centralede Lyon, Francia

e Universitat Autonoma de Bar celona, Espania

El trabajo asignado al Laboratorio de Procesado de Imégenes del Grupo de Optica de la
Universidad Autonoma de Barcelona consiste en el desarrollo de métodos numéricos de
integracion para la obtencién de la topografia de las superficies a partir de sus

pendientes.

En la primera parte de la tesis se estudiara propiamente la operacién de integracion
numérica. Se estudiard el caso més sencillo de integrar en una dimension. Para ello, se
considera que la sefial derivada se muestrea en una serie de puntos teniendo una sefial
discretizada. Por tanto, serd necesaria una interpolacion 1o més precisa posible de la
derivada discretizada con el fin de obtener una sefial continua para aplicar la
integracion. Los diferentes métodos desarrollados se comparan en diferentes casos en
funcion de la sefid derivada de entrada. Una vez analizada la integracion
unidimensional, se estudiara la integracién bidimensional en un sistema de coordenadas
cartesianas. Y debido a las caracteristicas del FOS, estos métodos se adaptaran al caso
en que las derivadas se hayan obtenido en un sistema coordenadas polares. Se

compararan los métodos desarrollados en diferentes casos simulando las medidas reales.
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También se estudiara la precision y rapidez de los diferentes métodos desarrollados a
causa de las exigencias de la industria semiconductora de reducir €l tiempo de medicién

de las superficiesy asi los costes de lalinea de produccién.

En la segunda parte de la tesis se describirdn los aparatos en cuyo software se han
implementado los métodos desarrollados. Se estudiard e funcionamiento de los
deflectdbmetros FOSy AM Sy se desarrollaran diferentes algoritmos de preprocesado de
los datos experimentales con e objetivo de meorar las prestaciones de los
deflectometros; y se mostrardn los primeros resultados obtenidos con e FOS.
Finalmente, también se describira un sensor de Shack-Hartmann en & que se han
incorporado |os métodos de integracién y se describira un experimento para determinar

una fase conocida introducida el ectrénicamente con una pantalla de cristal liquido.

1.4. Esquema

El Capitulo 2 de la presente memoria comienza con el caso mas sencillo posible: la
integracion numérica en una dimension. Asi, se supone gue la funcién derivada se
evalla en una serie de puntos. A partir de esta informacion, € primer objetivo es
encontrar la funcion en todos los puntos. Para ello, se estudian los métodos basados en
las férmulas de Newton-Cotes como por gjemplo laregla del Trapecio, la de Simpson o
la de 3/8 de Simpson. Son métodos que se basan en una interpolacion de la informacion
de la funcion derivada. Cada método emplea una interpolacion diferente. Asi, seinicia
la busqueda de la interpolacion mas precisa posible con el objetivo final de encontrar €l
método de integracidén mas preciso. Se desarrolla la interpolacion por “splines’ cubicas
con la que la derivada evaluada en cada parga de puntos adyacentes se gusta a un
polinomio de tercer grado. Mediante este método la derivada se gjusta a una suma de

polinomios de tercer grado que se integra analiticamente obteniendo la funcidn deseada.

Al implementar todos estos métodos numéricos se requiere de la teoria de la
representacion discreta de una sefial continua. Esta teoria afirma que la interpolacion
mas precisa posible es la interpolacién “sinc” discreta, facilmente implementada en el
dominio de la transformada de Fourier discreta. Por tanto, trabagjando con la

transformada de Fourier se consigue la maxima precision posible, en € caso
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estacionario, es decir, sin tener en cuenta los efectos de borde. La integracion se realiza
al multiplicar la transformada de Fourier de la derivada discreta por un filtro
adecuadamente disefiado. La funcién evaluada en N puntos se obtiene mediante la
transformada de Fourier inversa del producto entre la transformada de Fourier de la
derivaday € filtro disefiado. Este método calcula la transformada de Fourier discreta de
la derivada, con lo que se supone una funcién periédica. Dicha suposicion no se cumple
con los datos reales produciéndose efectos de borde que aumentaran e error producido
en la integracion. Para evitar tales efectos, €l método ha sido perfeccionado mediante
una extrapolacion de los datos a analizar. Asi, se estudian tres variantes del método de
Fourier: haciendo una extrapolacion lineal, una basada en las “splines’ cubicas y una
por “reflexion”. De esta manera, se integraen € intervalo 2N obteniendo la funcion en

los primeros N puntos donde se ha evaluado la funcion derivada.

Otro aspecto importante que se presenta en el Capitulo 2 es la propagacion del ruido en
la operacion de integrar. La motivacion de dicho estudio es la influencia del ruido que
presentardn las medidas experimentales obtenidas mediante los dos aparatos FOS y
AMS. Asdi, € siguiente paso en lainvestigacion es el estudio de los diferentes métodos
de integracion presentados, bajo condiciones de ruido en la funcién derivada.
Basandonos en e método de Fourier, se demuestra que los diferentes métodos
integradores acttian como filtros de frecuenciay se estudia su funcion de transferencia
(MTF) ya que permitird conocer como se propaga el ruido en laintegracion. LaMTF se
calcula facilmente mediante la relacion entre la transformada de Fourier de la derivaday
de la funcidn integrada. La comparacion de los diferentes métodos de integracién
resulta més fécil analizando la funcion de transferencia de cada filtro asociado a cada

método.

Una vez realizado € estudio de laintegracion unidimensional, lainvestigacion se dirige
hacia el desarrollo de los dos aparatos FOSy AMS. Asi, € Capitulo 3 se centraen €
desarrollo de métodos de integracion bidimensional en un sistema de coordenadas
cartesianas. Se propone un nuevo meétodo de integracion bidimensional basandose en las
propiedades de un campo vectorial conservativo. Es conocido que la integral de linea
para un campo vectorial conservativo es nula, 1o que permite aplicar los métodos
unidimensionales en las dos direcciones. Para mejorar tal método, se propone otro
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basado en la minimizacion de la diferencia entre los valores obtenidos tras integrar en

unadireccion y en la otra determinando las constantes de integracion.

Se implementa 'y se mejora el método de Roddier basado en la transformada de Fourier
bidimensional en e que tratan las derivadas como dos matrices de dimensiones mas
grandes para rodearlas de ceros. Este método también presenta oscilaciones en los
bordes al suponer los datos analizados como una funcién periédicay para reducir estos
efectos, € método se aplica de manera iterativa. Basdndonos en €l estudio del Capitulo
2, se megjora el método con diferentes extrapolaciones: una lineal, una basada en las

“gplines’ cubicasy laextension por “reflexion”.

Otro método que se presenta en €l Capitulo 3 es € basado en las diferencias finitas. Se
describe e método tras interpolar linealmente la funcion derivada evaluada en puntos
adyacentes como hizo Zou en la determinacion de un frente de ondas mediante un
sensor de Shack-Hartmann (motivo central del Capitulo 6 de esta memoria). Se mejora
dicho método interpolando la funcidn derivada mediante las “splines’clbicas y se
comparan ambos métodos. Al igua que en e Capitulo 2, también se estudia la
propagacion del ruido para los métodos de las diferencias finitas y e método basado en

el dominio de Fourier mediante el calculo de lafuncién de transferencia.

El estudio realizado en e Capitulo 3 es vdlido para un sistema de coordenadas
cartesianas. Debido a muestreo realizado por e FOS, se lleva a cabo el estudio de
diferentes métodos de integracion para un sistema de coordenadas polares. Asi, en €l
Capitulo 4 se adaptan los métodos presentados en € Capitulo 3; concretamente se
estudian los métodos basados en las propiedades de un campo vectorial conservativo;
los que determinan las constantes de integracion minimizando la diferencia entre los
valores obtenidos tras integrar en las direcciones radial y angular; y también se adaptan
los dos métodos basados en las diferencias finitas presentados en e Capitulo 3.
Finalmente, se comparan |os diferentes métodos presentados.

Una vez estudiada la integracion en unay dos dimensiones, €l Capitulo 5 se centraen la
descripcién de los deflectometros FOSy AMS y se muestran los primeros resultados
experimentales obtenidos. También se desarrollan algoritmos de preprocesado de los

datos experimentales para eliminar errores sistematicos que se producen en el FOS.
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Respecto al AMS, se desarrolla un método para evaluar la precision de las medidas
realizadas, como criterio de calidad. Tal y como se mencioné anteriormente, e AMS
mide las diferencias de las pendientes en la direccidn x mientras que en la otra direccion
mide directamente la pendiente. Asi, surge € problema de la obtencién de las dos
pendientes para su posterior integracion, resuelto mediante e algoritmo de la
“Extension Natural” que se describe brevemente y se muestran resultados numéricos en

el caso mas sencillo de lareconstruccién de una funcion unidimensional.

En e Capitulo 6 se describe e funcionamiento del sensor de Shack-Hartmann y se
muestran |os resultados obtenidos en |a determinacion de un frente de ondas al que sele
introduce una aberracion mediante una pantalla de cristal liquido aplicando |os métodos

de integracion presentados en esta memoria.

Finalmente en el Capitulo 7 se muestran las conclusiones de esta Tesis.
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Capitulo 2. Diferentes métodos de integracion

unidimensional

En este capitulo se estudian diferentes métodos de integracion unidimensional. Para
todos ellos se supone que la funcion derivadaf’(x) se muestrea en una serie de N puntos.
A partir de esta informacion, se estudian diferentes métodos de integracion para obtener
lafuncion f{x) en los puntos muestreados con la maxima precision posible. En el primer
apartado se presentan los métodos de integracion méas conocidos, los basados en las
reglas cerradas de Newton-Cotes, como por ejemplo, laregla del Trapecio, de Simpson
0 la de 3/8 de Simpson. En todos ellos se rediza una interpolacion que gjusta la
derivada a un polinomio de cierto grado en funcién del método escogido[Pre87]. En el
segundo apartado se estudia la interpolacion de la derivada a integrar mediante
“gplines’ cubicas; consiste en gjustar la sefial evaluada en un par de puntos adyacentes
mediante un polinomio de tercer grado; imponiendo condiciones de continuidad en la
funcién y en sus derivadas primeray segunda. Mediante laintegracion analitica de estos
polinomios se obtiene la sefial deseada. Con el propdsito de utilizar la interpolacion mas
precisa posible, en la tercera seccion del capitulo, se estudia la integracion en €l
dominio de Fourier. En € siguiente apartado se comparan los diferentes métodos
presentando los resultados obtenidos para una sefial generada analiticamente evaluada

en una serie de puntos equidistantes.

34



Gracias a estudio en e dominio de Fourier, se estudia la integracion numérica como
una operacion de filtrado lineal y recursivo. Asi, los diferentes métodos se estudian
como filtros de frecuencia 'y se calcula la funcion de transferencia para cada uno de
ellos. De esta manera, se destaca el dominio de Fourier como una herramienta Util para
la comparacion de los diferentes métodos de integracion. También se analizan los
métodos més precisos en la zona no estacionaria de la funcion a determinar; para ello,
Se presentan una serie de experimentos numericos que permiten caracterizar los efectos
de borde que aparecen a aplicar la transformada de Fourier discretizada. Finalmente se
analiza como el ruido presente en la derivada afecta en la integracion numérica
Mediante la funcion de transferencia se calcula la relacion entre la varianza de la
funcion integrada y la varianza del ruido de tipo blanco sumado a la derivada,
supuestamente gaussiano, aditivo y de media nula. De esta manera, la funcion de
transferencia de los diferentes filtros integradores ofrece informacién de como se

propaga el ruido en cada uno de los métodos estudiados.

2.1. Métodos basados en las formulas cerradas de Newton-Cotes
Sean f(x) la funcion a determinar y f°(x) su derivada muestreada en una serie de puntos
X, que vamos a suponer equidistantes por simplicidad: x, = x, + n2 donde x, es el primer
punto donde se evaUa la derivada, »=0......., N-1siendo N el ndmero total de puntos
donde la derivada es evaluada y / es la distancia entre los puntos de muestreo. Para
simplificar la notacion escribiremos ' = f'(x,) Y f, = f(x,) paralafuncién derivaday
la funcion a determinar respectivamente. Los diferentes métodos de integracion
permiten obtener los valores de f(x) en los mismos puntos x, en los que se evalla su
funcion derivadaf’(x). A continuacion se analizan las tres primeras formulas cerradas de
Newton-Cotes:

e Regladel Trapecio

e Reglade Smpson

e Reglade 3/8 de Simpson

y se muestra que estos métodos se pueden usar como filtros recursivos y que realizan

una determinada interpolacién de los datos originales. Para los tres métodos se ha

supuesto que el valor de la funcion a determinar en e primer punto x, s nulo, es decir,
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fo=/(x)=0, es decir, e vaor de la constante de integracion se ha tomado de ta

manera que se cumple f, =0

Regla del Trapecio

Enlafigura 2.1 se harepresentado lafuncion derivada 7'(x) muestreada en una serie de
puntos x,. Tan solo se indica la derivada en dos puntos de la serie (x, y x;); calculando
el &rea sombreada de la figura se obtiene €l valor de la funcion integrada f(x) en x;.
Esta regla une los valores de la funcién derivada mediante una interpolacion de primer

grado. De esta manera, lafuncién f{x) se obtiene mediante un polinomio de grado 1.

f(x)

S

S

X
X0 X1 X2

Figura2.1. Laregladel Trapecio interpola la derivadaen dos puntos [x,.x, ] mediante un polinomio de
grado 1. El &rea sombreadaes el valor delaintegral entrexy Y x;.

Laregladel Trapecio viene dada por:

1) o) i o= [ k=" (rger) 2.1)

*o

donde se calculalafuncion f{x) en x; siendo /” la funcién derivaday /4 la distancia entre

dos puntos adyacentes donde se ha evaluado la derivada.

La expresion (2.1) es vaida para determinar f; y se emplea de manera recursiva para
determinar f'en toda la serie de puntos [x,]. En lafigura 2.2 se representa la derivada 1
muestreada en N puntos. Aplicando la regla del Trapecio de manera recursiva se
determina el area de las zonas sombreadas indicadas en lafigura 2.2. De esta manera, se

obtiene el valor def en todos los puntos x,, conn = 0,...., N-1.
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Figura 2.2. Funcién derivada muestreada en N puntos. Aplicando laregla del Trapecio de manera
recursiva se determinala funcion f'en cada punto.

A partir de laexpresion (2.1), laregla del Trapecio recursiva se escribe:

fo=0 22
fn:fn—l+%(fln+f|n—l)’ ( . )

donde n=1.....,N -1y h esel paso de integracion que suponemos constante.

Regla de Simpson

Enlafigura 2.3 se representalafuncién derivadas*(x). Seindicala derivada muestreada
en los tres primeros puntos (xy, x; Y x2) ya que este método determina el valor de la
funcion interpolando la derivada en tres puntos a un polinomio de segundo grado. De
estamanera, lafuncion f(x) secalculaapartir del &rea sombreada de lafigura2.3.

f(%) A

fo

Xo X1 X9 X

Figura2.3. Laregla de Simpson interpola la derivada en tres puntos [xo,xl,xz] mediante un polinomio de
grado 2. El &rea sombreada es laintegral entre los puntosx, y x,.
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Se calcula la funcion f(x) en x, mediante la regla de Simpson a partir del valor de la
funcion en x, y de los valores de la derivada en los tres puntos xj, x; Yy x;, COMO Se

indica en la siguiente expresion:

f(x )_f(xo)= Jfa=Jo= ff'(x)dx z%(J‘NOJF‘V'PLJ['Z) : (2.3)

Xo

Al igual que lareglade Trapecio, el método de Simpson se emplea de manera recursiva
para determinar f en todos los puntos x,. Mediante la expresiéon (2.3) se determina la
funcion en todos los puntos excepto en los dos primeros; en x, se ha supuesto que f'es
nula (f, = 0) y para determinar f'en x; se emplealaregladel Trapecio. Asi pues, laregla

de Simpson recursiva se escribe mediante la siguiente expresion:

So =0
f1=1o +%(f'0+f'1) (2-4)

£ =f,,,2+%(f'n,2+4f'n,l+f'n) n=2....N-1.

Regla de 3/8 de Simpson

En la figura 2.4 se representa f'(x) muestreada en los cuatro primeros puntos ya que
este método agjusta la derivada mediante un polinomio de grado 3, es decir, se emplea
una interpolacion de tercer orden. Asi, lafuncion f'en el punto x; se determina mediante
el area sombreadaindicada en lafigura 2.4.

f(x)

7

fo

X

Figura2.4. Lareglade 3/8 de Simpson interpolaladerivadaen 4 puntos [xo,xl,xz,x3] mediante un
polinomio de grado 3. El &rea sombreada eslaintegral entre los puntosx, y x;.
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Siguiendo e mecanismo de los anteriores métodos, la regla de 3/8 de Simpson
determina f en x; mediante los valores de la derivada en los puntos xy, x;, x2, ¥ x; y del

valor delafuncion en x, tal y como se muestra en la siguiente expresion:

Flxs)= S o) = f3 = fo= [ £ (b= (Fov3f 1437 0+ 1') (25)

Este método también se emplea recursivamente para determinar /' en todos |0s puntos x;,.
Al igua que en e méodo de Simpson, hay puntos para los que f no se determina
aplicando directamente la regla de 3/8 de Simpson. A partir de la expresion (2.5) se
observa que la funcion en los tres primeros puntos (f, /7 Y f>) no se obtiene directamente
con laregla de 3/8 de Simpson. Asi se emplean los anteriores métodos presentados:. 10s
dos primeros puntos se unen mediante un polinomio de primer grado (regla del

Trapecio) para obtener f;. Seguidamente se unen los tres primeros puntos mediante un
polinomio de segundo grado (regla de Simpson) obteniendo f,. Asi, laregla de 3/8 de

Simpson recursiva se escribe mediante la expresion:

f0:0

fi=fo+ 5 (For )
2.6
fo= it (oS ) 29

fu=fst 5 (Faab3 ' 243 21

Tal y como se ha presentado, los anteriores métodos de integraciéon se basan en una
interpolacién de la funcién derivada; ésta se gjusta a un polinomio de cierto grado que
posteriormente se integra. Es importante hacer notar que todos los métodos de
integracion explicados se pueden considerar como filtros recursivos. El valor de la
funcion en un cierto punto se obtiene a partir del valor de la funcion en un punto
anterior mas una cierta interpolacion de los valores de la derivada en los puntos
cercanos. Asi pues, la operacion de interpolar la derivada es importante para obtener
una integracion precisa. A continuacion, se estudia otro método de integracion basado

en una interpolacion mas precisa
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2.2. Método basado en la inter polacion por “splines’ cubicas

Este método de integracién se basa en € guste de la derivada mediante unos
polinomios de grado 3, las “splines’ cubicas [Math99]. En cada pareja de puntos
adyacentes se calcula un polinomio de grado 3. Asi pues, s se tienen N puntos, se
calculan N-1 polinomios. Los coeficientes de los polinomios se obtienen a imponer la
continuidad de la funcion a interpolar y de su primera y segunda derivadas. A
continuacién se expone € método, para demostrar que también se puede considerar

como un filtro recursivo.

Sean {(x,, f'(x,) n=0,...,.N-1)} los N puntosy los valores de |laderivada. Entre |os puntos
xn Y Xn+1 S€ @usta un polinomio de grado 3 s,(x) cuyos coeficientes vienen dados por
S,.00Sn1:50.2:5, 3 - Cada uno de los polinomios es solo vélido en €l intervalo en el que se

ha definido. El conjunto de los N-1 polinomios se escribe como:

S()= 38,0= 3 buo +srale-x, essalemr Frsolen Pl @27

dondexs(x,,x,.,] Y n=0,....,N-2.

Para calcular |os coeficientes s, ,, Seimponen las siguientes condiciones:

S(x,)=1"(x,) para n="0,.........., N-1, (2.8)
S, (x,01) =811 (x,01) para n=0,......... N-3, (2.9
S, (x,01)=8"1 (x,01) para n=0,......, N-3, (2.10)
S (1) = 8" 0a (x01) para n=0,....., N-3 . (2.11)

La expresion (2.8) indica que la suma de las “splines’ cubicas ha de pasar por los
puntos x,. El resto de las expresiones anteriores hacen referencia a la continuidad de los
polinomios cubicos (2.9), de sus primeras (2.10) y segundas derivadas (2.11). De esta

manera se pretende que el conjunto de polinomios cibicoss(x) sea una funcién lo méas

suave posible. De las ecuaciones (2.8)-(2.11) se obtiene un sistema de N+3(N-2) = 4N-6

ecuaciones en las que aparecen 4N-4 incognitas correspondientes a los coeficientes s, ,, .
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Asi, se tienen que imponer dos condiciones méas en |os puntos extremos xy y xy.1 para

obtener los coeficientes. Si suponemos que la distancia entre los puntos #=x, ., —x, €S

constante |os coeficientes de cada uno de los polinomios vienen dados por:

Sn0 = fln
h
Sp1= dn - g(zmn + mn+l)
m (2.12)
Sn2= "5
' 2
1
Sn,S = @(mwrl - mn) ’
donde
1
dn = Z(flrﬁl_fln) ' (213)

y los coeficientes m, se obtienen resolviendo €l sistema lineal de ecuaciones de las
condiciones de continuidad (2.8)-(2.11):

u, =hm,_ 4 +4hm, + hm, , (2.14)
siendo u,:
6
u, = G(dn - dnfl): Z(.fln+l_2f|n+<f'n—l) . (215)

Sustituyendo la ecuacion (2.15) en (2.14) se obtiene:
h(mn—l + 4mn + mn+1) = %(f"n#—l_zf'n +fln—1) ’ (216)

donde n=1,.....,N-2. La estrategia implementada para las condiciones restrictivas en
los puntos extremos se denomina “spline” cubica sujeta; consiste en imponer las

derivadas en los dos puntos extremos S ’(xy) ¥ S’(xy.1) Y viene dada por |a expresion:

3 .
my =;(do -S (xo))—%
3 (2.17)
my_
my_1 :Z(S‘(XN—l)_dN—Z)_ 1\27 z
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Una vez redizado € guste de la derivada, la funcion f{x) se obtiene mediante la
integracion de lasumatotal delas “splines’ cubicas segun:

Y 52 3 X
f(xn+1)—f(xn): Jor=Ju = IS(x)dx =5,0h +5n,17+5n,2?+sn,3z . (2-18)

‘X}’I

Resumiendo, al igual que los métodos de Newton-Cotes, €l método basado en las

“splines’ cubicas presenta dos importantes caracteristicas:
e Puede considerarse como un método recursivo, es decir, la funcion a obtener se
evalUa a partir de la funcion en puntos anteriores y de la derivada conocida en

todo su dominio como se indica en (2.18) mediante los coeficientes s, , .

e Empleaunainterpolacién de laderivada aintegrar.

2.3. Método de Fourier

De la teoria de la representacion discreta de una sefial continua se conoce que la
interpolacion mas precisa es la interpolacion “sinc” discreta [Yar96]. La interpolacion
“sinc” es facilmente implementada en el dominio de |a transformada discreta de Fourier

[Yar02]. Estaideanos lleva a pensar la operacion de integrar en el dominio de Fourier.

Supongamos f'(x) ¥ F’'(w) la derivada continua y su transformada de Fourier

respectivamente; x representa la coordenada continua del dominio espacia y o la
coordenada continua del dominio de Fourier. Ambas funciones se relacionan mediante

|atransformada de Fourier inversa:
f'(x):IF'(a))exp (— i27za)x)da) . (2.19)

La integracion f(x)= J' f'(x)dx , se obtiene sustituyendo la derivada (2.19), de manera

gue se obtiene la siguiente expresion:

flx)= IUF(w)exp(— i2ﬂwx)dwa
:J.F'(a))(l‘exp(—iZEa)x)dxpa):J‘ 1 F'(a))exp(—iZﬂa)x)da) .

— 27w

(2.20)
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Asi, la expresion (2.20) indica que multiplicando la transformada de Fourier de la

funcion derivada por e término y haciendo la transformada de Fourier inversa

—i2nw

del producto se obtiene directamente la funcion integrada en € dominio espacial. De
esta manera, laintegracion en el dominio de Fourier se puede pensar como el producto
entre latransformada de Fourier inversade la derivaday un filtro integrador.

A continuacién se presenta la integracion de una funcion discretizada. Para €ello, se

supone que lafuncion derivada 7'(x) se evalllaen N puntos x, =rnk donde 0<n<N y &
es la distancia de muestreo. Recordar la notacion de f'(x,)=f", que hemos escogido

para simplificar lanomenclatura. Su transformada de Fourier discreta viene dada por:
o= iff' exp(’zm"] (2.21)
@ W ~ n N 1 "

donde o representa la coordenada en & dominio de Fourier; n la coordenada en el

dominio espacial. Asi, laserie {f',} representala transformada de Fourier discreta de la
derivada discretizada {f*,}. Unavez calculada, se procede alaintegracion propiamente.
Para ello, en €l caso en que N sea par, € filtro de integracién {;,,} viene dado por la

siguiente expresion:

0 w=0
— Nh o=1...., E—l
i27w 2
Ny = (2.22)
0 a):ﬁ
2
My -o a)=%+l ...... N-1,

donde * representa e complejo conjugado. En caso en que N sea impar, la expresion

viene dada por:
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0 w=0
Nh N-1
Ny =3 w=1..., (2.23)
27w 2
Mo w:Nerl ....... N-1.

La integracion en e dominio de Fourier se realiza multiplicando la transformada de

Fourier de la derivada discreta {7*,} por € filtro {y,}. Finalmente, la funcién integrada

{.} evauada en los N puntos se obtiene mediante la transformada de Fourier inversa

del producto entre {fw} y )

JLNZWQ, p( ’2”"“’] | (2.24)

En este método se usa la transformada de Fourier discreta con lo que se supone gue la
funcion sobre la que se aplica es periddica. Los datos reales o las funciones simuladas
no cumplen la condicién de periodicidad de manera que se producen efectos de borde
aumentando asi, € error de integracion. Para evitarlo, se ha optimizado e método de
integracion mediante una extrapolacion de la derivada. Asi, se ha ampliado €l intervalo
de integracion a 2N puntos a partir de la derivada evaluada en N puntos. Para ello se han
implementado tres extrapolaciones: una lineal, una basada en las “splines’ cubicas
explicadas anteriormente y una extrapolacion por “reflexion”. De esta manera, se
integra a lo largo de los 2N puntos extrayendo la funcion integrada en los N primeros
puntos. La extension ha de ser suave, con € fin de evitar saltos abruptos, y por otro lado
la extension ha de ser periddica ya que los algoritmos de transformada de Fourier digital
contienen esta suposicion.
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Figura2.5. Enrojo, los valores muestreados de la derivada. Tal derivada se extrapola linealmente,
mediante “ splines” clbicas o por “reflexion” obteniendo los val ores representados en azul. Se impone que
lafuncidn sea periddica

A continuacién, se explican las tres extrapolaciones implementadas para reducir los

efectos de borde y asi € error producido en laintegracién en el dominio de Fourier.

2.3.1. Extrapolacion periddica lineal.

El primer método se basa en una extrapolacion lineal, por tanto, se extiende la derivada
mediante una funcion lineal. Para ello, es necesario calcular la pendiente de dicha recta
apartir de los valores de la derivada muestreada en el primer y ultimo punto:

_ f'(xfzj)v—f;)(hxzv—l) , (2.25)

donde se ha denotado la pendiente de larecta mediante p, f*(x¢) y f'(xn.1) son los valores

que toma la derivada en € primer y Ultimo punto del intervalo original de N puntosy 4
es la distancia de muestreo.

Unavez calculada la pendiente, se calculala funcion lineal que permite la extension de
la derivada hasta los 2N puntos mediante la siguiente expresion:

S x0)=px,+ f'(xy1)  con (2.26)
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donde x,-nh son las coordenadas del intervalo origina (de 0 a N-1) y x,, son las
coordenadas de la extension del nuevo intervalo (de N a 2N-1). Asi, se evalla la
derivada en 2N puntos. Se integra en el dominio de Fourier y finalmente se extrae la
funcién deseada en €l intervalo origina [0, N-1].

2.3.2. Extrapolacion periddica por “ splines’ cubicas.

Uno de los métodos para gjustar datos de forma suave y con pocas oscilaciones son las
“splines’ cubicas explicadas anteriormente. Supongamos que tenemos la funcion
derivada f’(x,) muestreada en N puntos x,, representados en rojo en la figura 2.5,
teniendo N-1 polinomios cubicos. Extrapolando |la derivada al doble de su intervalo
original, tal y como seindicaen lafigura 2.5, se obtiene un polinomio més; asi, a tener
N polinomios de grado 3, y se tienen 4N incognitas correspondientes a sus coeficientes
s.m de dichos polinomios. De las condiciones de continuidad (2-8)-(2.11) impuestas en
los primeros N puntos se obtienen 4N-6 ecuaciones; por tanto, faltan 6 ecuaciones para
obtener todos los polinomios interpoladores. Tres de las condiciones que faltan se
obtienen a imponer la continuidad del dltimo polinomio Sy, que une & Udltimo punto de
muestreo xy.1 con € Ultimo punto de la derivada extrapolada a doble x,y, y de sus

derivadas tal y como se muestra en la siguiente expresion:

SN—l(xN—l):SN(xN—l) ,
S'va (xN—l):S'N (xN—l) ) (2-27)
S”N—l(xN—l):S”N (xN—l) .

Y las Ultimas 3 condiciones que faltan para poder obtener todos los coeficientes s, se
obtienen imponiendo la condicién de periodicidad como aparece en lafigura 2.5, con €
fin de reducir los efectos de borde. Tal periodicidad implica que tanto el polinomio Sy
como sus derivadas han de ser continuas respecto a primer polinomio Sy que une los

puntos x, Yy x1. Por tanto, las 3 ecuaciones que faltan vienen dadas segun:

SN(XZN): So(xo) )
S'y (XZN):S'O (xo) , (2-28)
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2.3.3. Extrapolacion periddica por “reflexion”
El tercer método consiste en una extrapolacion de la derivada por “reflexion” dada por

laexpresion:

(2.29)

La sefial extendida {7}, por definicion, no presenta discontinuidades en ¢ final de su
dominio ni en la mitad. En este caso, la respuesta frecuencial del filtro integrador viene
definida por la ecuacion (2.22), en la que € nimero de pixeles N debe ser substituido

por 2N, como se indica en la siguiente expresion:

0 w=0
—.N—h w=1..., N-1
17T
Ny = (2.30)
0 owo=N
NaN—w w=N+1,....2N -1.

El aumentar el niumero de pixeles de la sefid a integrar al doble no necesariamente
implica un aumento de la complejidad computacional. A continuacion se deduce que las
sefides de dominio 2N obtenidas mediante la “reflexion” se pueden calcular mediante
los algoritmos de la transformada discreta del coseno y seno aplicados a sefiales de

longitud N pixeles.

Latransformada de Fourier discreta de la derivada extendida (2.29) viene dada por:

donde
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FPCT) 2 per{y sz” { "+]$/2a)], (2.32)

n=0

es la transformada de Fourier discreta en coseno (en inglés, “Discrete Cosine
Transform”, (DCT)) aplicada ala derivada original. Ademas, la transformada de Fourier
de la sefid extendida por “reflexion” puede implementarse via DCT mediante

algoritmos de DCT répida teniendo presente la propiedad de simetriade la DCT:
FPCT) = 0; FPCT) = pfoCT) (2.33)
La operacion de integracion se redliza con la transformada de Fourier inversa del

producto entre la expresion (2.31) y € filtro integrador para sefidles de 2nv pixeles
(2.30):

2N-1 2N-1
1 . - O 1 (pcr) .
=——— » F ex—2—=—EF expl iz -2 |y, expl —i2z 22 | (2.34
Jo N o oo p( z EZNJ N o w p( 1 2Nj p( l ”2 ) ( )

donde {;,} corresponde alos coeficientes del filtro integrador que cumplen la siguiente

propiedad de simetria:

Ny = n;N—a) ) (235)

donde el asterisco simboliza el complegjo conjugado. Usando las expresiones (2.33) y
(2.35), se obtiene la siguiente expresion:

1 \(DCT) n+1/2
+ F exp —i2x o |+
fu= { "0 z e p( 2

w=1

S o] - (2.3

=

1 \(DcT) N (pcr) [ . n+l/2 j * p( n+1/2 j
=—F +» F expl —i2x w|+n, expl i2r wll .
m{ 0 770 z [9] 770) p 2N 77(0 2N

w=1
exp| —i2x 20) +775 exp i27rn+1/2w =
Mo Mo oN

2N
” n+1/2 re n+1/2 im n+1/2
=2Re 7, exp| —i2r N o||=n, cos x N w|-n, snlz N |,

Como

(2.37)
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donde {77;@} y {qaﬁ” } son las partes real eimaginariade {;,}, finalmente se obtiene:

N-1
p(per) o + ZF-(DCT)UW cod 2" +1/ Za) 3
0 w 2] N

fi= e {
" JoN —~
g (2.38)

-1
_ZF‘E)DCT) nm Sin(ﬂ L +]\:]L/ 2 w]} .

=1
L os dos primeros términos de la expresion (2.38) constituyen la transformada inversa de

[0

Fourier en coseno del producto {F'(DCT)ngf} mientras que €l tercer término es la
transformada discreta de Fourier en coseno y seno (DcST) del producto {F'(fCT ) 77}

Ambas transformaciones pueden implementarse mediante algoritmo répidos [ Y ar 04].

2.4. Comparacioén de los diferentes métodos de integracion.

Una vez estudiados los diferentes métodos de integracion, realizaremos una primera
comparacion mostrando los resultados obtenidos a aplicarlos sobre una derivada
generada analiticamente y sin ruido adicional. Para dicha comparacion de los diferentes
métodos se ha calculado e error producido mediante la diferencia entre f{x) generada

analiticamente y la funcién obtenida tras laintegracién numérica.

La funcion f{x) generada analiticamente consiste en una funcion lineal sumada a una
funcion periddica, diferente segun e intervalo (x € [0, 0.5] o x ¢ [0.5, 1]), més dos
gaussianas centradas en las coordenadas x = 0.65 y x = 0.85. Ademés, en € primer

intervalo se suman 20 gaussianas de signo y centro determinados.

x+sinL8z(x—05)] si 0<x<05

flx)= —0.17ex;{—(x‘18f15)2}+0.17ex{_(x‘1?f5)2}

4

x+sinL67] si 05<x<1
(2.39)

20 (x—x»)z
+ ) sign. eXp— J ,
S5
y la derivada viene dada por la expresion:
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1+1.8c0s[1.87(x - 0.5)] si 0<x<0.5
2
)= _ 0.34(x-0.65) exp{_ (x - 0.65) } N

1+1.6sin[1.67] si 05<x<1

1074 1074

+O.34(x—0.85)exp{ x—0.85) } Zlegn (x x) [_ (xloa_c )T

donde x se define en €l intervalo [0, 1]. El signoy el centro de las 20 gaussianas se han
calculado inicialmente mediante:

sign, = 0,{( numero aleator]z;) entreOy N + 1] 3 0.5}

(2.41)

‘=0 S(ndmero aleatorio entre OyN—i-lj
) N ,

siendo NV el nimero total de puntos donde se ha evaluado f(x) y su derivada.

En lafigura 2.6 se muestra la funcion (2.39) y su derivada (2.40) evaluadas en N = 200
puntos. En ambas figuras se observan las altas frecuencias que presentan las dos
funciones en e primer intervalo [0, 0.5] debido a las 20 gaussianas sumadas. En la
figura 2.6(a) se observan las dos gaussianas situadas en los pixelesn = 130y n = 170

correspondientes a las coordenadas normalizadas x = 0.65 y x = 0.85 respectivamente.

@ 15 (b)

0% | jq N
~

-1 -101

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
n n
Figura2.6. (&) Funcionfy (b) su derivadaf” generadas analiticamente y evaluadas en N = 200 puntos.
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Para comparar |os métodos presentados se calcula € error cuadrético medio (rms) entre

lafuncion generada analiticamente £, y la obtenida mediante integracion 7':

N-1

rms = \/]]\']Z(fla - (f,l + cte))2 , (2.42)
i=0

donde cte es la constante de integracion. En los métodos de integracion se calcula la

funcidn primitiva salvo una constante de integracion cte que es indeterminada; se busca

aquélla que minimiza el error (2.42). Asi, se calcula la derivada del error respecto a

término cte y anulandola se obtiene:

N-1

Orms _ iz(fio 3 (fii —cte)): 0 . (2.43)

octe N prd

A partir de laexpresion (2.43) seaida el término cte:
1 o _ gpi
cte—NZ(f[ f ) , (2.44)

obteniendo la constante de integracion que minimiza el error producido en la operacion.

En la figura 2.7 se representa la diferencia entre la funcién original y la funcion
integrada en cada uno de los pixeles (N = 200). También se representa € error

cuadratico medio.

De lafigura 2.7 se observa que en el primer intervalo de la funcién en la que se suman
las veinte gaussianas la diferencia entre la funcion original y la integrada es mucho mas
importante que en & segundo intervalo. Aungue en este Ultimo se nota la presencia de
las dos gaussianas centradas en n = 130y n = 170 (se apreciamejor en lafigura2.7(a) y
(d) correspondientes a laregla del Trapecio y ala interpolacion por “splines’ cubicas).
Debido a las 20 gaussianas del primer intervalo, se puede pensar como un intervalo en

gue la derivada presenta una frecuencia alta.

51



7.0x10
6.0 x10
5.0 x10
4.0x10
3.0x10
2.0x10
1.0x10

Error

-1.0x10
-2.0x10
-3.0x10
-4.0 x10
-5.0 x10
-6.0 x10
-7.0x10

7.0x10
6.0 x10
5.0x10
4.0x10
3.0x10
2.0x10
1.0x10
0.0

-1.0x10 "
2.0x10 "
-3.0x10 "
-4.0x10 "
5.0x10
-6.0x10 "
-7.0x10 "

Error

3.0x10°
2.0x10°
1.0x10 "
0.0

1.0x10™*

Error

-3.0x10
4.0x10°
5.0x10
6.0x10
-7.0x10

2.5x10
2.0x10
1.5x10
1.0x10

Error

5.0x10
0

-5.0x10
-1.0x10

2.0x10 ™

[ M Spyapecio = 1.94 1073

Error

60 80n100 120 140 160 180

T M Syggyson = 4.19 102

Error

0 20 40 60 éonléo 120 140 160 180
1 (e)
S
] i
] M Seoyier = 8.21 105
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
n
47
()
4
4
4
s 5
i
-
5
"‘ rm =2.24105
SFourier+CS_ '

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
n

-1.0x10°
-2.0x10°
-3.0x10

-4.0x10 "

14x10°

1.2x10
1.0x10
8.0x10
6.0 x10
4.0x10
2.0x10

20x10°
-4.0x10 "
6.0x10
-8.0x10

40x10
3.0x10
20x10 ™
1.0x10
00

2.0x10 ™
15x10
10x10

5.0x10 ]

0.0

5.0x10 |

25x10"
2.0x10™]
1.5x10™]
1.0x10™]
5.0x10™}
0.0
-5.0x10™]
-1.0x10™

A& A A A L b b

I'M Sgmpson = 7:26 10 | (D)

20 40 100 120 140 160
n

60 80 180

(d)

r mseg=1.09 104

0 40 60 80 100 120 140 160 180
n

(f)

WANWW

rm sFourier+|ineal =188 105

0 20 40 60 80 100n 120 140 160 180

(h)

N

- -5
rm SFourier+ Reflexion — 14810
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
n

Figura 2.7. Error obtenido mediante (a) Regla del Trapecio, (b) Reglade Simpson, (c) Reglade 3/8 de
Simpson, (d) lainterpolacion por “splines’ clbicas, (€)-(h) e dominio de Fourier, (f) con una
extrapolacion lineal, (g) con una extrapolacion por “splines’ cubicasy (h) con una extrapolacién por
“reflexion”.
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Asi, el error obtenido en dicho intervalo es mayor tal y como se observa en las figuras
2.7(a)-(d). La regla del Trapecio y € método basado en las “splines’ cubicas ofrecen
una diferencia menor entre la funcion integrada y la original en € segundo intervalo,
intervalo en que se considera que la funcién es de baja frecuencia; aunque cabe destacar
la diferencia obtenida justo en la zona donde se generan las dos gaussianas demostrando
nuevamente que tales métodos no son los méas precisos para funciones de alta
frecuencia. Sin embargo, métodos como la regla de Simpson y de 3/8 de Simpson
ofrecen una elevada diferencia entre la funcion integrada y la origina debido a la
propagacion del error del primer intervalo y a la presencia de las dos gaussianas. De
esta manera, |os métodos de Newton-Cotes no son muy precisos a la hora de determinar
una funcion de alta frecuencia. Por 10 que respecta a los métodos de Fourier, tal y como
se anuncio, son los métodos mas precisos posibles aungue se deben tener presente los
efectos de borde que aparecen a emplear latransformada de Fourier.

Comparando las figuras 2.7(e), (f), (g) y (h), se observa la necesidad de realizar una
extrapolacién de la derivada previa ala integracion para reducir los efectos de borde. Se
observaen las figuras 2.7(f), (g) y (h) que a emplear una extrapolacion, los efectos de

borde se reducen.

Los resultados de la figura 2.7 indican que el método mas preciso de los presentados es
el basado en el dominio de Fourier. Este resultado concuerda con la teoria presentada
anteriormente ya que el método se basa en la interpolacion mas precisa posible: la
interpolacion “sinc”, facilmente implementada en € dominio de Fourier. El segundo
método més preciso es €l que utiliza lainterpolacion por “splines’ cubicasy finalmente,
los métodos de Newton-Cotes ofrecen resultados similares entre si (error del orden de
10°%). Hay que hacer notar que los métodos basados en la transformada de Fourier
necesitan un muestreo equiespaciado, mientras que e resto de métodos se pueden

aplicar a datos no equiespaciados.

2.5. Funcion de Transferencia de los difer entes métodos de integracion

La integracion numérica se puede estudiar como una operacion de filtrado lineal y
recursivo. En general, los métodos de integracion estudiados interpolan la derivaday se

utilizan de manera recursiva para obtener la funcién primitiva. Los filtrados lineales se
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pueden llevar a cabo como una multiplicacion en el dominio de Fourier. Esto nos
permitird comparar los diferentes métodos desde otro punto de vista; la transmisiéon de
las diferentes frecuencias desde la derivada a la primitiva. Asi, € dominio de Fourier
puede considerarse una potente herramienta para comparar los diferentes métodos de
integracion estudiados cal culando su funcion de transferencia. A continuacion se calcula
lafuncion de transferencia de los métodos basados en las formulas cerradas de Newton-

Cotesy e método basado en lainterpolacion de la derivada mediante “ splines’ cubicas.
2.5.1. Métodos basados en las for mulas cerradas de Newton-Cotes
Para calcular la funcion de transferencia de estos métodos se parte de su expresion

recursiva en el dominio espacial.

Regla del Trapecio

Laformarecursiva (2.2) de este método se puede reescribir como:
f‘n - f‘nfl = g(.f'n +flnfl) ’ (2'45)

sendo 1, =/"(x,) Y £, =f(x,) las funciones derivada y a determinar respectivamente
evaluadas en x, =x,+nh donde x, es e primer punto donde se evallia la derivada,
n=1....,Ncon N e numero tota de puntos donde la derivada es evaluada y # la

distancia de muestreo constante.

Denominando f,, alatransformada de Fourier discreta de f,, la transformada de Fourier

discreta de la parte de laizquierda de laigualdad (2.45) se escribe:

TF[fn - f‘n—l] = f‘(u (1_ exp(i27za)/ N)) g (246)

donde € término correspondiente a la transformada de Fourier discreta de f,.; se

encuentra mediante la propiedad de traslacion de la transformada de Fourier:

TF[f, 1]= £, expl(i2zw/N). (2.47)



De manera andloga, se calcula la transformada de Fourier discreta de la parte de la
derecha de laigualdad (2.45):

TF[Z (7, +f'n+l):| = %f'w (1+exp(i2zw/ N)) (2.48)

donde nuevamente se ha aplicado la propiedad de traslacion de la transformada de
Fourier (2.47). Igualando las expresiones (2.46) y (2.48) se obtiene la siguiente relacion
entre la transformada de Fourier discreta de la derivada y de la funcién integrada

mediante laregla del Trapecio:

7.0 exp(i27za)/N)):% 7 (+ explizzol N) (2.49)
De esta manera, la funcion de transferencia paralaregla del Trapecio {ng } se escribe:

r_Jo _N
77[1) 2

/ (1+ exp(iZ;za)/ N)) (2.50)

(1-exp(i2zw/ N))

Teniendo en cuenta la expresion de una exponencial imaginaria y de las razones

trigonométricas del angulo doble:
expliar) = cog(a ) +isin(a) | (2.51)

cos(2a ) = cosla)-sin(a)
sin(2a)=2coga)sin(a) , (2.52)

lafuncion de transferencia de laregla del Trapecio se escribe:

=0,

w=1..,.N-1,

Ol
nk = Jo =1 COS(/M)/N)

./ (2.53)
S 2isin(zo/ N)’

donde parala frecuencia cero se haimpuesto que la funcién de transferencia sea nulaya

gue ésta tiende a infinito para @ = 0. La transformada de Fourier de una funcion en €l
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origen de frecuencias esta relacionada con € valor medio de dicha funcion. En este
caso, anulando la funcion de transferencia en el origen de frecuencias, €l valor medio de
la funcion obtenida mediante € método de integracion en cuestion se impone que sea
igual a cero. Hay que hacer notar que en e célculo de una primitiva mediante
integracion siempre hay una constante indeterminada. Haciendo nula la funcién de
transferencia en el origen, se ha seleccionado la constante que anula el valor medio dela

funcion.
Regla de Simpson

De manera andloga a caso anterior, la forma recursiva de la regla de Simpson (2.4) se

puede escribir como:
fo=Fua =5 (Faata ' at ) (2.54)

con n=2,., N, siendo N € nimero total de puntos donde la derivada es evaluada 'y #

la distancia de muestreo constante.
Latransformada de Fourier de la parte izquierda de (2.54) viene dada por:
TF(f, - f.0]= 1., A—explidzw! N)) . (2.55)

De manera similar, se encuentra la siguiente expresion para la parte de la derecha de la
igualdad (2.54) en el dominio de Fourier:

3/ o (exp(idzw! N)+ 4exp(i2zw! N)+1) . (2.56)

h h

TF|:3 (fln—2+4f|n—l+fln ):| =5

Igualando las expresiones (2.55) y (2.56) y considerando la exponencial imaginaria 'y
las razones trigonométricas del &ngulo doble, lafuncion de transferencia paralareglade

Simpson se escribe:

0, w=0
nS=Jo _|  cos(2zwi N)+2 bl N1 (2.57)
S 3sn(2zw/N) ' !
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Al igua que en la regla del Trapecio, para la frecuencia cero se ha impuesto que la

funcion de transferencia se anule ya que éstatiende ainfinito para w = 0.

Regla de 3/8 de Simpson

Laforma recursiva de este método (2.6) se puede reescribir mediante la expresion:
3h, . , , ,
fn _fn—3 :E(f n—3+3f n—2+3f n—l+fn) ' (258)

De manera andloga a |os otros métodos, la expresion (2.58) se escribe en el dominio de

Fourier como:

7, (1- expli6w! N)) = % 7. (expli6a! N)+ 3explidrer] N)+ 3exp(izzo! N)+1) . (2.59)

De manera gue la funcion de transferencia para la regla de 3/8 de Simpson, {njj} viene

dada por:

/. o o
ns)sziw: _hcos(Sﬁw/N)-i-BCOS(ﬂa)/N)’ wo=1.,N-1.

: (2.60)
Io isin(3rw/ N)

Al igua que los anteriores métodos, paralafrecuencia cero se impone 73° =0.

2.5.2. Método basado en la inter polacion por “splines’ cubicas
Mediante el método basado en la interpolacién por polinomios cubicos de la derivada,

Se encuentrala siguiente ecuacion:

2 2

. h h
fn+l_fn :h|:fn+2(dn_6(2mn+mn+l)]+6mn+24(mn+l_mn)

(2.61)

2
= h|:;(f|n+f'n+l)_;l4(mn + mn+l):| '
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donde se calcula f en funcion de su derivada; del término d, calculado a partir de 1~
mediante (2.13) y de los coeficientes m, calculados resolviendo € sistema lineal de

ecuaciones (2.16).

De manera que este método de integracion también se puede escribir como un filtro
recursivo y asi, se puede calcular su funcién de transferencia de manera similar al resto
de los métodos presentados. Para obtener la relacion entre la transformada de Fourier de
lafuncion £, y latransformada de su derivadaf”,, se procede a estudio en el dominio de
Fourier de la ecuacion (2.61). Para ello es necesario conocer |a transformada de Fourier
discreta de m,. La siguiente ecuacion es la transformada de Fourier de la ecuacion

(2.16) en la que se relacionan los términos m,, con la derivada:

2nw 2nw
i —i

i@ _I,Zmz) 6
hmw[e N +44+e N thf'w[e N —2+e NJ , (2.62)

donde m,, es la transformada de Fourier discreta de m,; 1°,, la transformada de /*,; @ la
coordenada de frecuencia en el dominio de Fourier; N € nimero total de puntos a
evaluar y 4 ladistancia constante entre |os puntos. De (2.62) se encuentra una expresion

param, enfunciéndef’,, :

27w
6 CO{NJ -t 6 3 2.63)
m,=— fl=— |/ 2.63
0’ cos(z”a)j +2 n? cos(zmoj +2
N N

Una vez encontrada la expresion de la transformada de Fourier discreta de m, ya se

puede calcular latransformada de Fourier del filtro recursivo (2.61) como sigue:

i 27w h i 27w h3 i 27w
f,{e N —1]:2 l+e N f'w—24[1+e N}mw
2no \[ 2
h ~i . h
:E 1+€ N fw—lzmm:| (264)
2nw
et o A3
2 2 {27[[0)
co§ — |+2
N
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que se puede reescribir como:

.27

_hlte N | 1 3

Jo 2 2 2 27w S
N _1 co§ —— [+2
N

(2.65)

Asi, la funcién de transferencia {;C*| para este método de integracién basado en la

interpolacién por “splines’ cubicas de lainformacién de la derivada viene dada por:

0, =0
cs _ Jo _ co{”“’] (2.66)
jlzu _ﬁ N 1+ 3 , wo=1.,N-1.
4 (ﬂ'&)j 5{27%0)
isin| — co§ — |+2
N N

Al igual que en los métodos anteriores, parala frecuencia cero se impone gque la funcion

de transferencia se anule pues tiende ainfinito para = 0.

La funcién de transferencia deducida para los métodos de integracion estudiados
constituye una potente herramienta para compararlos. Para ello, en la figura 2.8 se
representa el valor absoluto de la funcion de transferencia de los métodos basados en
Newton-Cotes, del método basado en la interpolacion por “splines’ cubicasy e basado
en el dominio de Fourier en funcion de lafrecuenciarelativa, es decir, del cociente entre
la frecuencia de la funcion a obtener y la frecuencia de muestreo. Como € valor
absoluto de la funcién de transferencia es simétrico se ha representado la mitad de la

curva.

De lafigura 2.8 se observa que los métodos de integracion estudiados actlian como un
filtro pasa-baja, es decir, la sefiad obtenida a integrar se atenla respecto a la sefia de
entrada sobre la que se aplica los filtros de integracion. También se aprecia que todos
los métodos son iguales en la zona de bajas frecuencias. A medida que aumenta la

frecuencia, e comportamiento de los métodos empieza a diferir; asi, se aprecian
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irregularidades para el método de Simpson y de 3/8 de Simpson. La funcion de
transferencia {gs} tiende a infinito cuando la frecuencia coincide con la frecuencia

méxima. Tendencia similar presenta el método de 3/8 de Simpson para una frecuencia
equivalente a 2/3 partes de la frecuencia maxima. Las funciones de transferencia de la
regla del Trapecio y del método basado en las “splines’ cubicas son las mas cercanas a
la funcion de transferencia analitica aunque en la zona de altas frecuencias los dos
métodos se separan de laintegracion ideal. EI método del Trapecio se separa més que €l

meétodo de las “splines’ cubicastal y como se apreciaen lafigura 2.8.

Frecuencia Normalizada
0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

1.E+00
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o E
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g 1.EO03 E {=——Fourier
E - {——Trapezoidal
i 1.e-04 E i——Simpson
3 . ——3/8 Simpson
2 1EO05 E i—Cubic Splines
3 B
x 1.E-06 E
1.E-07 +
1.E-08

Figura 2.8. Comparacion de lafuncién de transferencia para cada uno de los métodos de integracion.

Hasta e momento, todos los resultados presentados han sido analizados en la zona
estacionaria de la funcién a obtener. Pero, tal y como se mencioné a estudiar e método
basado en e dominio de Fourier, se usa la transformada de Fourier discreta suponiendo
que la funcion es periddica. Ta suposicion no se puede considerar con datos reales o
funciones simuladas produciéndose asi efectos de borde. A continuacién, se presentan
una serie de experimentos numeéricos mediante los que se estudian los efectos de borde
producidos con los métodos de integracion mas precisos, es decir, el método basado en

el dominio de Fourier y € que interpola la derivada mediante “ splines’ cubicas.
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2.5.3. Sefiales sinusoidales periddicas sin efectos de borde
En primer lugar se ha estudiado el error obtenido en la integracién numérica de una
funcion sinusoidal en funcién de su frecuencia. Asi, se ha generado una funcion

sinusoidal y su derivada mediante la expresion:

Jn = CO{ZH’Z;\}; + randomj
(2.67)
f= 2t L5 r(27tpn + randomj ,
N N

donde N es e nimero de puntos donde se evallian dichas funciones, p es el parametro
frecuencia de la sinusoide, la frecuencia normalizada viene dada por v =2p / Ny
random corresponde a una fase inicial aleatoria. Las frecuencias se seleccionan de
manera que se tenga un nimero entero de periodos en el dominio de la sefid, de esta

manera, la funcion extendida periddicamente no presente saltos en |os bordes.

Después de aplicar los métodos de integracion, se han comparado las funciones

obtenidas con la funcién generada analiticamente calculando €l error producido

_ 1 0)2 (2.68)
error= N; =t , .

con f* lafuncion obtenida mediante laintegracion numéricay £ lafuncion tedrica.

mediante |a expresion:

En la figura 2.9(a) se representa el error producido en cada uno de los métodos de
integracion en funcion de la frecuencia normalizada de la funcion sinusoidal a obtener.
La figura 2.9(b) representa e error obtenido para los métodos méas precisos. Las
funciones han sido evaluadas en N = 256 pixeles. De la figura se observa que para bajas
frecuencias, todos los métodos dan un error similar. A medida que aumenta la
frecuencia de la sinusoide, los diferentes métodos de integracion tienen un
comportamiento diferente; por ejemplo, la regla de 3/8 de Simpson a una frecuencia
equivalente a 2/3 de la frecuencia méxima produce un error muy elevado que tiende a

infinito. Lo mismo ocurre con la regla de Simpson: a medida gque la frecuencia aumenta
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y se acerca a la frecuencia maxima, el error aumenta; lo cual esta en perfecto acuerdo
con la transmisién de frecuencias mostrada en la figura 2.8. Laregla del Trapecioy €
método basado en las “splines’ cubicas producen un error similar en todo el espectro de
frecuencias, siendo menor para e método basado en las “splines’ cubicas. El error
producido mediante la integracion en el dominio de Fourier es practicamente nulo
debido a que se ha considerado una funcién periddica. Asi pues, € error se relaciona
directamente con la funcién de transferencia de cada uno de los métodos y depende de

|ladiferencia con la del método de Fourier.
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Figura 2.9. Error producido en laintegracién en funcién de la frecuencia normalizada v de la funcion
sinusoidal a obtener (a) mediante todos |os métodos estudiados; (b) mediante |os métodos de Fourier,
Trapecio y €l basado en las “splines’ clbicas.

2.5.4. Sefiales sinusoidales no periodicas con efectos de borde

Se ha realizado otro experimento numeérico para estudiar los efectos de borde obtenidos
con los métodos maés precisos: integracion en el dominio de Fourier, su variante en que
se realiza una extrapolacion por “reflexion” y € método de la interpolacion de la
derivada por “splines’ cubicas. El experimento consiste en generar sefiales sinusoidales
con un numero no entero de periodos, de esta manera, al repetir la funcion de forma
periddica se producen discontinuidades que pueden generar efectos de borde. EI nimero
de periodos viene dado por el pardmetro p de la ecuacion (2.67). Paraevaluar €l error se
generan n, funciones con n, valores del parametro p equiespaciados en €l intervalo [n,
n+1], siendo » un nimero entero. Para cada pixel &, € error se evalla mediante la

expresion siguiente:

error(k)=Jli(ﬁ'f(k)—fof(k))z . (2.69)

nr o

donde /'y /4 son lasfuncionesintegraday analitica para cada frecuencia.
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Se han considerado tres zonas del espectro de frecuencias. bajas, medias y altas
frecuencias. Lafigura 2.10 muestra el error medio (2.69) obtenido con los tres métodos
considerados. € que se basa en € dominio de Fourier (linea negra), el basado en las
“splines’ cubicas (linea roja) y la variante del método de Fourier con la extrapolacion
por “reflexion” (linea azul). Se ha escogido una frecuencia inicial normalizada p =
0.273 (correspondiente a bajas frecuencias), N = 256 puntos 'y n, = 20. De la figura se
observa como los efectos de borde son mas importantes en la integracion en el dominio
de Fourier que en e método basado en las “splines’ cubicas. EIl método basado en la
extension por “reflexion” produce errores bgos aunque ligeramente superiores a los
obtenidos mediante el método basado en las “splines’ cubicas. En la ampliacion de la
figura 2.10, se puede apreciar que los efectos de borde desaparecen alrededor del
décimo pixel.
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Error integracién
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2

Error Integraciéon
o
o
@
L
°
2

5 0.04 -

0 2 4 6 8 10

—e— Fourier
—=— Cubic Spline
—— Fourier+ reflexion
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Pixel
Figura 2.10. Error de integracion en funcion del pixel £ mediante el método de Fourier (lineanegra), €
método basado en las “splines’ cubicas (linearoja) y lavariante de la extension por “reflexion” (linea
azul). v = 0.273. Lafigurainterna corresponde a la ampliacion de los 10 primeros pixeles.

La siguiente frecuencia inicia se ha aumentado a v = 0.547, correspondiente a
frecuencias intermedias. El error obtenido en funcién del pixel & se representa en la
figura 2.11. En este caso, los efectos de borde para los métodos de Fourier y de
“splines’ cubicas son similares mientras que para la extension por “reflexion” son
substancialmente inferiores. Comparando estos errores con |os obtenidos en el caso de
bajas frecuencias, se observa que han aumentado (10 primeros pixeles) € triple para el
método de Fourier. En la regién estacionaria (alrededor de los 10 pixeles), €l error para
el método basado en la “splines’ clbicas es més ato que € que ofrece e método de

Fourier y su variante por “reflexion” de acuerdo con lafigura 2.8.

63



0.16 016
0.14
0.14 % 0.12
g 0.1
g
§ 012  =oe
o I 0.04
g 0.1 1 0.02
@ o] A * +
c s} 2 4 6 8 10
= 0.08 Pixel
§ —— Fourier
5 0.06 7 ) .
—=— Cubic Spline
0.04 - —+— Fourier + reflexion

0 20 40 60 80 100 120

Pixel
Figura 2.11. Error de integracion en funcion del pixel £ mediante el método basado en e dominio de
Fourier (lineanegra), el método basado en las “splines’ cubicas (linearoja) y la variante de la extension
por “reflexion” (lineaazul). v = 0.547. Lafigurainterna corresponde ala ampliacién de los 10 primeros
pixeles.

Finamente se ha repetido el experimento numérico para una frecuencia inicial v =
0.820, correspondiente a la region de altas frecuencias. El error producido con los tres
meétodos estudiados se representa en la figura 2.12. Se observa que €l error producido
por el método de las “splines’ cubicas es mucho més alto que e obtenido mediante €l
método de Fourier y su variante por “reflexion”. En e método de las “ splines’ cubicas,
los errores estacionarios predominan mucho més que los efectos de borde. También se
puede apreciar que para el método de Fourier y su variante por “reflexion” los efectos
de borde de los 10 primeros pixeles son mas altos en valor absoluto que en las regiones

de bgjasy medias frecuencias.
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Figura 2.12. Error de integracion en funcion del pixel £ mediante el método de Fourier (lineanegra), el
método de las“ splines’ clbicas (linearojd) y lavariante de la extension por “reflexiéon” (lineaazul). v =
0.820. Lafigurainterna corresponde ala ampliacion de los 10 primeros pixeles.
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Delasfiguras 2.10, 2.11 y 2.12 se concluye que paratodas las frecuencias | os efectos de
borde afectan principalmente a los primeros pixeles, arededor de los 10 primeros. La
magnitud de dichos errores aumenta con la frecuencia. En laregién de bajas frecuencias
los efectos de borde obtenidos mediante laintegracion en el dominio de Fourier son mas
altos que los obtenidos mediante el método de las “splines’ cubicas mientras que los
obtenidos mediante el método de “reflexion” son menores. Tal comportamiento cambia

conforme aumenta la frecuencia.

Finalmente, se ha repetido el experimento numérico anterior para diferentes nimeros N
de pixeles donde lafuncion y su derivada son evaluadas. Lafigura 2.13 muestra el error
obtenido en los 10 primeros pixeles para N = 256, N = 512 y N = 1024 pixeles. La
frecuencia inicial normalizada es v = 0.547. De la figura 2.13 se concluye que los
errores de borde son similares en todos los casos y que no dependen de la variable N.
Los efectos de borde afectan principdmente a los 10 primeros pixeles,

independientemente del dominio de lafuncién N.
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Figura 2.13. Error medio evaluado en los 10 primeros pixel es para la misma frecuencia normalizada
inicial (v=0.547) pero diferente N: (a) N = 256, (b) N =512, (c) N = 1024. Lalinea negra hace referencia
al método de Fourier; lalineaazul alavariante de la expansion por “reflexién” y lalinearojaa método
basado en “splines’ clbicas.

2.5.5. Poder resolutivo de los métodos de integracion

El poder resolutivo de los métodos de integracion caracteriza su capacidad de resolver
entre dos impulsos muy agudos (deltas de Dirac) en los datos a integrar. Dicha
propiedad se define completamente en el dominio espacial a diferencia de lafuncién de
transferencia definida en el dominio de Fourier pero también resulta una herramienta
muy Util y sencilla para comparar los diferentes filtros. La figura 2.14 ilustra los
resultados obtenidos en la evaluacion numérica de la capacidad de los tres filtros
integradores mas precisos de reproducir dos impulsos agudos separados un pixel. La
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columna izquierda de la figura 2.14 muestra el caso de dos impulsos de la misma
amplitud. La columna derecha de la figura corresponde a caso en que € segundo
impulso tiene la mitad de la amplitud del primer impulso. Las sefiales obtenidas tras la
integracion han sido 8 veces submuestreadas con e propdsito de imitar las
correspondientes sefidles continuas. La figura 2.14 muestra claramente que los filtros

integradores difieren en su poder resolutivo.

f H :5 . ’ (b)
zg :25 7 (© (d)
(€) (f)
Q) h)
(i) @)

Figura2.14. (a,b) Derivada tedrica, (c,d) Perfiles tedricos submuestreados; perfiles integrados obtenidos
(e, f) con laregladel Trapecio, (g, h) con € método basado en las “splines’ clbicas, y (i, j) € basado en
el dominio de Fourier.
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El filtro basado en el dominio de Fourier produce picos muy agudos y la diferencia
entre ellos es muy alta mientras que €l filtro basado en las “splines’ cubicasy € filtro
trapezoidal ofrecen un peor comportamiento. Las regla de Simpson y de 3/8 de Simpson
no son capaces de reproducir 1os impulsos y tienden a producir fuertes oscilaciones en
los extremos de los impulsos debido a la alta frecuencia de los mismos. Este fenébmeno

seilustraenlafigura2.15 (@) y (b).
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Figura 2.15. Sefiales obtenidas con (a) laregla de Simpson y (b) la de 3/8 de Simpson a partir de la sefial
delafigura 2.14(a) (en este caso no submuestreada). Se aprecian las fuertes oscilaciones ala derecha del
impulso.

2.6. Comparacion de los diferentes métodos de integracion con ruido

en laderivada

En el apartado anterior se ha deducido la funcion de transferencia de cada uno de los
métodos de integracion presentados. Mediante la funcion de transferencia se puede
estudiar como afecta la presencia de ruido. Se considera ruido blanco gaussiano, de

media nulay de varianza dada o 7., sumado a la derivada. Si € ruido de la derivada no

es correlacionado, su densidad espectral es proporcional a la varianza; en este caso, la

varianza de lafuncion integradafinal o7 viene dada por la siguiente expresion:

, = 2)
of =| 3l |t (2.70)
=0

donde 7(w) es la funcion de transferencia del filtro integrador y o7 la varianza del

ruido presente en la derivada. Asi pues, la funcion de transferencia es una manera de

estudiar la propagacion del ruido en laintegracion. En lafigura 2.16(a) se representa el
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término entre paréntesis de la expresion (2.70) para cada uno de los métodos de
integracion en funcion del nimero de pixeles N. Se aprecia como la regla de 3/8
Simpson da un resultado que tiende a infinito para ciertos valores de N; esto es debido a
lairregularidad que presenta su funcion de transferencia para una frecuencia equival ente
a 2/3 partes de la frecuencia maxima que recae sobre un determinado pixel para ciertos
valores de N'y de este modo, €l sumatorio de lafuncion de transferenciatiende ainfinito

amplificando asi, €l ruido de la sefia derivada.
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Figura 2.16. Sumatorio de lafuncion de transferencia en funcidn del nimero de pixeles N (a) mediante
todos los métodos estudiados; (b) mediante los métodos de Fourier, Trapecio, Simpson y € basado en las
“splines’ clbicas.

En la figura 2.16(b) se representa la misma relacion Unicamente para los métodos méas
precisos. Se aprecia que los valores obtenidos son menores que la unidad de manera que
los métodos de integracion estudiados atentian el ruido inicial siendo filtros pasa-bgja. A
medida que aumenta el valor de N, la distancia de muestreo 2 = 1/N disminuye lo que
explica la tendencia decreciente de la figura 2.16(b) ya que la funcion de transferencia

de los diferentes filtros integradores es proporcional a /.

En lafigura2.17(a) se muestrala funcién derivada original (2.40) en linea continuay la
derivada con un ruido blanco gaussiano de medianulay varianza 1 en linea discontinua
evaluadas en N = 600 puntos. En la figura 2.17(b) se muestra la funcion origina y las
obtenidas mediante los diferentes métodos de integracion descritos anteriormente. Las
figuras 2.17(c)-(g) representan una zona ampliada de 2.17(b) donde aparecen la funcion
original y la obtenida mediante el método basado en el dominio de Fourier, las “splines’
cubicas, la regla del Trapecio, la regla de Simpson y la regla de 3/8 de Simpson

respectivamente.
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Figura 2.17. (8) Funcién derivada f"(x)
origina representada en linea continua y
con un ruido gaussiano de media nula y
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discontinua. (b) Funcion f(x) origina y las
obtenidas mediante los diferentes métodos
de integracion estudiados. (c)-(g) Zona
ampliada de la funcién f{x) obtenida
mediante e método basado en € dominio
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del Trapecio, lareglade Simpsony laregla
de 3/8 de Simpson respectivamente.
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En esta figura se observa que los métodos de Fourier, “splines’ cubicas y la regla del
Trapecio dan resultados muy parecidos. Sin embargo, la funcién obtenida mediante los
métodos de Simpson y de 3/8 de Simpson presenta oscilaciones con un periodode2y 3
pixeles respectivamente. Esto se puede explicar a partir de lafuncion de transferencia de
dichos métodos. En la figura 2.8 se vio como la funcion de transferencia del método de
Simpson tiende a infinito parala maxima frecuencia, mientras que la de 3/8 de Simpson
tiende a infinito para la frecuencia 2/3 de la mé&xima. Esto significa que estas
frecuencias se ven anémalamente amplificadas. Con €l ruido blanco afiadido, la sefial
original contiene todas las frecuencias, de manera que las correspondientes a |los polos

de lafuncion de transferencia se amplifican dando lugar a las oscilaciones de las figuras
2.17(f) y (9).
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Capitulo 3. Diferentes métodos de integracion

bidimensional en coordenadas cartesianas

En este capitulo se presenta € estudio de diferentes métodos de integracion en dos
dimensiones. Se trata de obtener una funcion bidimensional a partir de sus derivadas

obtenidas experimentalmente en un sistema de coordenadas cartesianas.

En e primer apartado de este capitulo se desarrolla un método basado en las
propiedades que cumple un campo vectorial conservativo. Es conocido que un campo
vectoria conservativo se puede expresar como € gradiente de una funcion. Ademas, la
integral de linea sobre una curva simple cerrada es nula para un campo vectoria
conservativo. Esto permite integrar las derivadas en cada direccion mediante los
métodos unidimensionales. También se presenta otro novedoso método que se basa en
otra manera de combinar las integrales unidimensionales; consiste en encontrar las
constantes de integracion que minimicen la diferencia entre los valores de la funcién

obtenidos integrando en las dos direcciones.
En [Rod91] se presenta un algoritmo basado en la transformada de Fourier répida; se

basa en estudiar € operador Laplaciano en el dominio de Fourier. En la tercera seccion
se describe € algoritmo de Roddier y nuevos métodos para mejorar su rapidez.
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Zou et a. [Zou00] resuelven e problema de la obtencion de la fase de un frente de
ondas a partir de sus derivadas experimentales ajustandolas linealmente para aplicar €l
método de las diferencias finitas. En € cuarto apartado se describe el algoritmo y un
método para mejorarlo basado en €l guste de las derivadas por “splines’ cubicas. Se

comparan ambos métodos.

Al igual que en e caso de una dimension, en € siguiente apartado se calcula la funcion
de transferencia de los diferentes métodos estudiados para compararlos. Se presenta €l
estudio de laintegracién de funciones sinusoidales partiendo de derivadas sin ruido, con
ruido y con un defecto simulado. Se ha repetido € estudio para una funcién arbitraria
simulando todo el espectro de frecuencias. Finalmente, se redliza un estudio de los
diferentes métodos de integracion en funcién del niUmero de iteraciones empleado para
determinar cual de €llos requiere menos tiempo computacional.

3.1. Métodos basados en laiintegral delinea
Se define una funcién de clase C' como aquella cuyas derivadas parciales existen y son

continuas. La imagen C de una funcién C', tal que C:[a,5]—> %3, uno a uno en [a,6) y
satisfaga C(a)=C(») se define como una curva cerrada simple. La figura 3.1 muestra un

ejemplo de curva cerrada simple:

o
a b

Figura 3.1. Curva cerrada simple.

Se demuestra [M ar 91] que un campo vectorial F es conservativo si cumple una (y por
tanto, todas) de |as siguientes condiciones:

e para cuaquier curva cerrada simple orientada C, la integral de linea se

P p
anuIaJ'Fds=o
C
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e para dos curvas cualquiera cerradas ssimples C; y C, que tengan los mismos

P p P p
extremos se Cumple: '[Fds =|Fds
G G

o F es el gradiente de alguna funcion f: F:éf

. p pop
e El rotacional del campoF esnulo: VxF =0

Por tanto para cualquier campo vectoria conservativo se cumple:

jﬁdf:jgfdéj:o, (3.1)
C C

siendo C una curva cerrada smple. S C es una curva formada por varias curvas

componentes, C;, C,,.....,Cy, Se obtiene:

J’Fd?:J’Fdf+]ﬁd§+....+jﬁd?:0, (3.2)
C C, C. C

de donde se deduce la segunda condicion que cumple un campo vectoria conservativo.

Existen varias interpretaciones fisicas muy Utiles de la definicién de un campo vectorial

: p :
conservativo. Usuamente F representa una fuerzay V = -f representa un potencial de

energia.

A continuacion se presenta un método basado en la definicién de un campo vectorial
conservativo para obtener lafuncion fa partir de sus derivadas 1, 17 . Se desea obtener

el valor delafuncién f'en un punto (a, b). Paraello se define lafuncion como:
P p
f=[vrds . (3.3)

Debido a la segunda condicién que cumple un campo vectorial conservativo, la funcion
fesindependiente de la curva cerrada simple C. Suponiendo que las derivadas se miden

experimentalmente y por tanto existen, son continuas y no presentan saltos abruptos, se
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conoce el gradiente de la funcidn f'a obtener, éf = (f"zp + f}’;')) gue se puede asociar a un

campo vectorial conservativo. Asi, se cumplir&

J.gf dE:J.(fxzp+fy})dezp+dyjp):'[fxdx+fydy :'[f)‘dx+J.fydy -0 . (3.4)
C C C C C

En lafigura 3.2, seindica el punto (a, b) donde se desea determinar la funcién f. Como
el vaor de la funcidn es independiente del camino de integracion se han representado
dos posibles caminos (C; en linea continuay C, en discontinua) cuyo origen es el origen
de coordenadasy el punto final e punto (a, b).

y h
(0’ b)-‘ -------------------- (ar b)
c, | G
0,0) ;a, 0) *
Figura 3.2. Dos posibles caminos de integracion desde el origen (0,0) a punto (a, b) donde se desea
determinar f-

Teniendo presente la segunda condicién para un campo vectorial conservativo, la

funcion f'en € punto (a, b) se puede calcular como:
Y a b
f(a,b) = L (Vf)dsw - jo £ (x.0)dx + jo 7 (a, y)dy, (3.5.8)
p b a
f(a,b)= jc (Vf)dp= fo S0, y)dy + jo S (x,b)dx (3.5.b)
Como la integral es independiente del camino de integracion escogido, se obtiene €l
mismo resultado mediante los dos caminos de integraciéon de la figura 3.2. Asi, se
considera € valor de la funcién en (a, b) como € valor medio de los dos resultados

obtenidos. Cada integral de la expresion (3.5) es una integral que puede ser evaluada

mediante |os métodos de integracion unidimensional estudiados en el capitulo anterior.
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En e caso real las derivadas se obtienen experimentalmente de manera que se ven
afectadas por ruido, debido a posibles inconsistencias a la hora de medir (originadas por
posibles vibraciones mecanicas por g emplo). Estos efectos se propagarén alo largo del
camino escogido a la hora de integrar. Por esta razon se han propuesto diferentes
caminos de integracion con diferentes origenes representados en la figura 3.3. De esta
manera, se tienen diferentes puntos origen de manera que para cada camino se obtiene
una constante de integracion diferente. Estas se obtienen debido a que la integral es
independiente del camino escogido y por tanto, se obtendra € mismo resultado. El
proposito de utilizar diferentes caminos es obtener el valor de la funcion de la manera
mas precisa posible; es decir, se pretende que la propagacion de ruido afecte lo menos
posible en € resultado final. La funcién se evalla mediante e valor medio de los

valores obtenidos para cada uno de |os caminos representados en la figura 3.3.

y a
4
(o, ym) 7y ! = - (xmaw Y max)
w,
' W
(a, b)
v
K h"
W, ;
Wb
(0,0) v, (e 0) x

Figura 3.3. Caminos de integracion considerados para el cdlculo de lafunciénf.

A lahora de calcular las integrales unidimensionales, se ha tener presente e sentido del
camino de integracién escogido ya que hay un cambio de sentido debido al diferencial
de integracion. De esta manera, los limites de integracion cambian tal y como se

observa en la siguiente expresion:
a 0
[ reax=—[ rear . (3.6)

A partir de los caminos de integracion de la figura 3.3 se han estudiado las siguientes

combinaciones para el calculo de lafuncién:
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e MO: se parte del centro del dominio. Lafuncién integrada se obtiene mediante la

Wi

combinacion lineal f‘“‘(x)=deonde fMlx) y f(x) son las

funciones obtenidas a traves de los caminos ; y W; representados en la figura
3.3.

e M1 la funcidén integrada se obtiene mediante la combinacion lineal
fi“t(x)=Wdonde f"(x) y f"™(x) son las funciones obtenidas a

través de los caminos W, y W, delafigura3.3.

e M2: esta combinacién emplea cuatro posibles caminos y viene dada por

fint(x): S (x)"'be (x)sze (x)+f /(x) , siendo W, Wy, W,y I/VfIOS caminos

de integracion de lafigura 3.3.

e M3: en esta combinacion se emplean 6 caminos:
pit ()2 LS ) ) ) S ) S )
' 6

o M4 esta combinacién emplea ocho posibles

caminos: 7 ()= £ e b s ) e (x); S ) £ ) )

siendo W,, Wy, W, Wa, W, Wy Wy W) l0s caminos de integracion de la figura
3.3.

3.2. Mé&odo basado en la minimizacion de la diferencia de la

integracion unidimensional en cada direccion

Siguiendo con el marco tedrico del método anterior, se ha desarrollado un nuevo
método de integracion. Se trata de buscar otra manera de combinar las integrales
unidimensionales en cada direccion. Seintegra por filasy por columnas las dos matrices
en las que se amacenan las derivadas mediante los métodos unidimensionales
estudiados en €l capitulo 2. La figura 3.4 muestra un esquema de la funcion obtenida
tras la integracion. De la integracion en la direccion x, para cada coordenada y, se
obtiene /”(x) + ¢,, Siendo ¢, la constante de integracion para cada y; de manera similar,
en ladireccion y se obtiene para cada coordenada x, g*(y) + b,, siendo b, la constante de
integracion para cada x. Las constantes de integracion ¢, y b, no son conocidas pero las
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dos funciones obtenidas deben coincidir salvo una constante. Con € objetivo de
conseguir una integracion lo mas precisa posible, se minimiza la diferencia entre la

integracion realizada en ambas direcciones.
z g (),

S'x)+e,

X
Figura 3.4: Integrales de linea unidimensionales en las direcciones x e y.

La diferencia entre los valores obtenidos integrando para cada coordenada en ambas

direcciones viene dada por la siguiente expresion:

2

(3.7)

diferencia = Z‘fv (X)-i- c, —gx(y)—bx
Xy

Para encontrar los valores de ¢, y b, que minimizan la diferencia, se calculan los valores

paralos que se anulan las derivadas respecto ac, Yy b,:

Odiferencia 5

6cy -
(3.8)
odi j , %
=23 (1 e, g 0 b )=0 para e=1 N,

donde N, e N, son las dimensiones del dominio de las derivadas y de su funcion
original. La expresion (3.8) representa un sistema de ecuaciones lineales cuya solucion
son las constantes ¢, y b,. El sistema de ecuaciones lineales viene dado por:

Nxcy—be=ng(y)—fy(x) para y=1.... ,Ny
(3.9)

gue se escribe en forma matricial como sigue:
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D W1
L=l N O 0Y/ by ’
T 1 ON, oo 0|

X _ N,

e 1 Oucccvrrrere N, | by, gg Wy)=71= (3.0
Ny ............ O-1s -1 cq - ny(l)_gl(y) .
ON v O—Lorvrvvrrrrnnns -1 - ¥
O Ny ~Lo -1 \ew, ) |

DT -gM ()

y

Pararesolver el sistema de ecuaciones lineaes (3.10) se haimpuesto que la constante ¢;
seaigual acero. Laresolucion de dicho sistema de ecuaciones implicalainversion dela
matriz que solo depende de N, y N,, con lo que se puede invertir previamente. El
nimero de elementos de un lado de la matriz es de N, + N, y asi, el método requiere
determinado tiempo computacional en funcion de las dimensiones de la matriz. Una vez
determinadas | as constantes de integracion, lafuncién final se calcula mediante la media
de los valores obtenidos en la integracion unidimensional en ambas direcciones tal y

Ccomo Se muestra en la siguiente expresion:
1( )
f(x,y)=5(g ()40, + /7 (x)+c,) (3.11)

L os dos métodos presentados se basan en la integracién unidimensional estudiada en €l
capitulo 2. A continuacion se presentan dos métodos propiamente bidimensionales. El
primer de ellos se basa en e dominio de Fourier [Rod91]. El otro consiste en un método
basado en las diferencias finitas aplicado a un sensor de Hartmann Sach [Zou0Q].
También se presentan las novedosas mejoras realizadas en estos métodos para la
obtencién de mejores resultados.

3.3. Método de Fourier

Consideremos F(u, v), F*(u, v) y F'(u, v) las transformadas de Fourier de la funcion 1y
de sus derivadas /" y /' respectivamente. («, v) son las coordenadas en €l dominio de

78



Fourier. Para abreviar lanotacion se considera F' = F(u, v), F' = F'(u, v), F' = F'(u, v), f

=, ), =0 ) Y ST = ).

L a operacion de derivacion se puede realizar en el dominio de Fourier. Larelacion entre

las transformadas de Fourier de una funcion y de sus derivadas parciales viene dada por:

FY = —iuF
F' =—ivF

(3.12)

Llamando F*y F" alas transformadas de Fourier de las derivadas parciales segundas

de frespecto ax ey setienen las siguientes relaciones en el dominio de Fourier:

F" = —iuF" = —u®F,
F" =—ivF" = —°F,

(3.13)
Asi pues, la transformada de Fourier del Laplaciano de una funcion se puede escribir

como.

(V27 )= "+ B = —juF — i

=—u2F—v2F:—(u2+v2)F _ (3.14)

A partir de estas expresiones se puede obtener una relacion entre la transformada de

Fourier de lafuncidn a obtener y las transformadas de sus derivadas:

P F” ot - iluF 4 vF)
=)™ —f2o?) ~ (2e?) (.19

De esta manera se relaciona la funcién a obtener con las funciones medidas
experimentalmente (las derivadas en ambas direcciones). En la figura 3.5 se recoge de
manera esquemética la descripcion del método de integracion basado en estas
expresiones. Se parte de las derivadas 1, /', medidas experimentalmente; se obtiene su
transformada de Fourier F* y F". Mediante la expresion (3.15) se obtiene la funcion
deseada F' en el dominio de Fourier. Aplicando la transformada de Fourier inversa se

obtiene lafuncion final en el dominio espacial.
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Derivadas. Dominio de Fourier (TF): uF "+ vF" - . " funcion:
[ fy ]_~ Fu pv e Dominio de Fourier (TF*) M y)

Figura 3.5: Diagrama del método de integracion bidimensional basado en el dominio de Fourier.

Al igua que en laintegracion unidimensional, se generan efectos de borde al aplicar la
transformada de Fourier discreta sobre datos reades o funciones simuladas que no
mantienen periodicidad. Asi Roddier et al. proponen en [Rod91] una extension de las
derivadas experimentales, es decir, las almacenan en dos matrices de doble dimension y
rodeadas de ceros. Ademés, si a partir de la funcion f obtenida mediante este método se
calculan sus derivadas, éstas no son iguales a las obtenidas experimentalmente a causa
del ruido experimental o de posibles inconsistencias en la medicion. Asi, proponen
aplicar el método de manera iterativa con el proposito de obtener mas precision. De esta
manera, € numero de iteraciones es un criterio de convergencia: cuantas mas
iteraciones se redlicen més preciso sera € método. La figura 3.6 recoge
esqueméticamente el método iterativo implementado. Las derivadas medidas se
almacenan en dos matrices de dimensiones mas grandes (el doble para cada direccion) y
se rodean de ceros (1) con e objetivo de reducir los efectos de borde que produce la
transformada de Fourier discreta. A continuacion, se calcula la transformada de Fourier
de dichas matrices para obtener F*y F” (2). Se calculala ecuacion (3.14) para obtener 1a
funcion original en e dominio de Fourier (3). Si el nimero de iteraciones supera un
nimero dado se hace € paso (5) que consiste en calcular la transformada de Fourier
inversa de F obteniendo lafuncién final; si por € contrario, €l nimero de iteraciones no
supera el nimero dado, se aplica la derivacion en e dominio de Fourier (3.12) para
obtener unas nuevas derivadas F™ y F”. El siguiente paso (7) consiste en calcular la
transformada de Fourier inversa de FF™ y F” para obtener las nuevas derivadas en €l
dominio espacial, /"y /””. Cuantas mas iteraciones se realicen, las nuevas derivadas /™
y /% serén mas iguales a las derivadas iniciales, a las medidas experimentalmente. Otro
posible criterio de convergencia podria haber sido la diferencia entre las nuevas
derivadas obtenidas mediante e método y las derivadas experimentales. El paso (8)
consiste en introducir nuevamente las derivadas iniciales (las medidas) en las nuevas
derivadas obtenidas mediante el proceso volviendo asi a paso (2), manteniendo los
valores obtenidos en la extension de las matrices (la parte sombreadade /" *y f” 7 de la
figura 3.6).
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Derivadas medidas
= K2 £ £

FFT 2

Derivadas en € dominio de Fourier
F F

®

©)

Funcién en € dominio de Fourier

F=l_uF“+vF"

NG
Ne Iteraciones Funcion en e dominio espacial
FFT1
(6) | No
Nuevas derivadas en el dominio de Fourier

) P u?F" + uF "

f’x f’y < uz+v2
FFT? FY o wF " +v2F"Y

w2412

Figura 3.6: Método de integracion bidimensional iterativo basado en el dominio de Fourier.

Basandonos en € estudio del método de Fourier en una dimension, el paso (1) de la
figura 3.6 propuesto en [Rod91] es mejorado mediante una extrapolacion lineal; una por
“gplines’ cubicasy una por “reflexion”. Tal y como se demostré en € capitulo anterior,
la extensiéon es suave, con € fin de evitar los saltos abruptos, y por otro lado, la
extension es periddica para evitar |los efectos de borde que aparecen con motivo de los
algoritmos de transformada de Fourier digital. Asi, en lugar de rodear las matrices
iniciales de las derivadas con ceros se impone que las derivadas sean funciones

periddicas mediante una extrapolacion lineal, por “splines’ cubicas o por “reflexion”.

De esta manera se mejora €l criterio de convergencia del método, es decir, se necesitan
menos iteraciones 'y por tanto se requiere menos tiempo computacional. En lafigura 3.7
se representa esquematicamente la extrapolacion realizada; la figura 3.7(a) es una
extrapolacion por filas mientras que la figura 3.7(b) es por columnas. La zona
sombreada representa la derivada medida experimentalmente (la matriz envuelta por los

extremos A, B, C, y D) rodeada de ceros. Al realizar la extrapolacion, se impone que la
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derivada sea una funcion periodica; asi se construyen las “copias’ A’-D’ y A’’-D"’. La
figura 3.7(a) muestra la extrapolacion por filas, es decir, 1a condicion de periodicidad se
impone filaafila. De esta manera, serellenalamatriz filaafilatal y como muestran las
zonas dibujadas en rojo de la figura 3.7(a). Una vez realizada la extrapolacion por filas
se hace por columnas teniendo presente |os valores obtenidos en las zonas dibujadas en
rojo. De manera idéntica se realiza columna por columna como se muestra en la figura
3.7(b) y asi se rellena la matriz en las zonas azules de la figura 3.7(b), obteniendo
finAmente toda la matriz rellenada a partir de la informacién obtenida

experimental mente.

. B
- frcemni|
A
Fo o
N ged B
2
{ it S
sieienaiaid -
A B A B A B g
|| B
l—> N,
C D C D C D R
M L
2 2N
AT AT
S
2s DY

@) (b)

Figura 3.7. Extrapolacion (a) por filas; (b) por columnas.

A continuacion se explican brevemente las tres extrapolaciones realizadas. Se aplican
los métodos del capitulo anterior en dos direcciones, correspondientes alasfilasy alas
columnas de las matrices donde se amacena la informacién de las derivadas a integrar

posteriormente.

3.3.1. Extrapolacion periddica lineal.

El primer método se basa en una extrapolacion lineal extendiendo las derivadas
mediante una funcion lineal. Se emplea e método descrito en € apartado 2.3.1 basado
en las condiciones de continuidad y periodicidad de la derivada para e calculo de la
pendiente del ajuste lineal de la derivada extendida. Se aplica primero para cada fila de
la matriz (obteniendo las zonas dibujadas en rojo de la figura 3.7(a)) y después para las

columnas (zonas dibujadas en azul de lafigura 3.7(b)).
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3.3.2. Extrapolacion periddica por “splines’ cubicas.

El segundo método para extrapolar la derivada de forma suave y con pocas oscilaciones
consiste en las “splines’ cubicas estudiado en € apartado 2.3.2. El método se redliza
primero en todas las filas, extendiendo la imagen en la direccién horizonta (figura
3.7(a), y por columnas extendiendo la imagen en la direccion vertical (figura 3.7(b)).
En lafigura 3.8 se muestra un gjemplo de la extrapolacién por “splines’ cubicas de una
funcion. Lafigura 3.8(a) muestra la funcion centrada dentro de una matriz y rodeada de
ceros. La figura 3.8(b) muestra el resultado tras aplicar la extrapolacion por “splines’
cubicas.

Figura 3.8. En rojo se muestralaimagen origina (@) funcién muestreada. (b) funcién extendida mediante
“splines” cubicas.

3.3.3. Extrapolacion periodica por “reflexion”.

El tercer método consiste en extrapolar las derivadas por “reflexion” de manera analoga
acomo se hizo en el apartado 2.3.3. En lafigura 3.9 se muestra un esquema del método.
Inicialmente se tiene la matriz derivada delimitada por los pixeles indicados por A, B, C
y D en la figura 3.9. Se extiende la matriz afadiendo ceros. El paso (1) consiste en
extrapolar por filas mediante “reflexion” tal y como se hizo en el capitulo anterior. De
esta manera, se rellena e cuadrante superior derecho de la matriz extendida (zona
coloreada en rojo). En e paso (2) se extragpola de igual modo columna por columna
rellenando la zona coloreada en azul de la figura 3.9. Finalmente la matriz original A-D

se centra en la matriz extendida mediante un adecuado desplazamiento de |os pixeles.
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Figura 3.9. Extrapolacion por “reflexion”.

3.4. Méodo basado en lasdiferenciasfinitas

El método de diferencias finitas es un méodo de carécter genera que permite la
resolucion aproximada de ecuaciones diferenciales definidas en éreas finitas. La
aplicacion de dicho método permite solucionar una amplia y variada gama de

problemas.

El método de diferencias finitas obtiene una solucion aproximada de las ecuaciones
diferenciales definidas en una region de trabajo. Sobre dicho recinto habra definidas
unas condiciones de contorno o frontera 'y unas condiciones iniciales que marcaréan €l

punto de partida en la solucion de problemas concretos.

El primer paso parala aplicacién del método es definir el recinto donde ha de calcularse
el valor de la funcion incégnita a resolver. Dicho recinto, que en este caso particular
sera de dos dimensiones, se discretiza en € nimero de puntos de medicion formando
una matriz rectangular. La aplicacion del método de diferencias finitas sobre € recinto
dard como resultado el vaor de la funcidn incognita en cada uno de esos puntos. El

numero y disposicion de los mismos depende de la exactitud que se desea.

El método aproxima la funcidn incognita en cada punto por su desarrollo en serie de
Taylor. El nimero de términos del desarrollo, que se tendran en cuenta, serd el
suficiente para que junto con las condiciones de contorno y las condiciones iniciales,
sea posible eliminar |os términos superiores y obtener, de este modo, una ecuacion que

nos permita conocer €l valor de lafuncion en cada punto. Dicha ecuacion, como se vera
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mas adelante, relaciona el valor de la funcién en un punto con e valor de la funcion y

de sus derivadas en |os puntos adyacentes.

El proceso anterior se repite para cada uno de los puntos, obteniéndose un sistema de
ecuaciones, cuya resolucion conduce a la obtencion de la solucion aproximada que se
busca. La solucion del sistema de ecuaciones se obtiene mediante un proceso iterativo

que puede resolverse utilizando diferentes métodos.

En nuestro caso, la funcion incognita a determinar es la funcion de la que se tienen sus

derivadas en los puntos del area de trabajo.

En [Zou00] se desarrolla un algoritmo de reconstruccion de la fase de un frente de
ondas a partir de sus derivadas obtenidas mediante €l sensor de Hartmann Sack, basado
en este método de las diferencias finitas. Consiste en interpolar linealmente las
derivadas evaluadas en puntos adyacentes. Aplicando € método de diferencias finitas,
se encuentra un sistema de ecuaciones en las que se relaciona los valores de la fase
incognita con los valores de sus derivadas conocidas experimentalmente. Expondremos
en primer lugar este método para pasar a continuacion al método que proponemos

basado en unainterpolacion por “splines’ cubicas.

3.4.1. Diferenciasfinitas con una interpolacion lineal.

Consideremos que las derivadas de la funcion f{x, y) respecto a las coordenadas
cartesianas (x, y) se evallan en una red de puntos (n, m) equidistantes tal y como se
muestra en la figura 3.10. (a, ) son las distancias de muestreo. Para abreviar la

notacion, se escribe f(x,y) =f.. Y af(éx’y) = f* 'y de manera similar parala otra
! X

n,m

direccion af(g’y) =72 . A partir de las derivadas r,r2 se busca la funcién
y n,m

original f,,en dichos puntos. Para redlizar la integracion a partir de los datos

nm

muestreados de las derivadas, obtendremos las derivadas continuas utilizando una
interpolacién. En este apartado se realiza una interpolacion lineal. De esta manera, la

derivada respecto ax entre los pixeles (n, m) y (n+1, m) se escribe como:

P g2 i (316)
ox a a
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donde « es la distancia entre los dos puntos adyacentes en la direccion x de lared y la

variable x estaen € intervalo (0, a).

¢ a N
A AG I OB
,\(n, m-1)
I b
(n-1, m) (n, m) (n+1, m)
’f —
N,
y L, m+D) X
v C C/ O D
y
N,

X

Figura 3.10: Red de puntos donde se han medido las derivadas.

Integrando la ecuacion (3.16) se obtiene:

J'Qde: :{fniz(l_zj-l-fnilm z} dx,

0 Ox

1
fn+lm “Jnm =E(fn);n + ni—lm)a d
y segun ladireccién y se obtiene un resultado similar:

f)zm+1 - = (fn}r}n nm+1¥ ’

(3.17)

(3.18)

siendo b la distancia entre los dos puntos adyacentes de la red segin la direccion y.

Ecuaciones similares se escriben para los otros dos puntos vecinos (n, m-1) y (n-1, m)

representados en lafigura 3.10. Asi, para cada punto interior del dominio se obtienen las

siguientes ecuaciones:

Frean=un =5 Fan+ £3)
Fon=rean = g+ £ 2)
Fuw=fun = 3 it Si)
Fon = Fans= g i+ i)
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Estas ecuaciones relacionan los valores de la funcion en e punto (z, m) con los valores
de la funcion y de las derivadas en los puntos vecinos. Sumando correctamente las

ecuaciones (3.19), paralos puntos interiores de lared se encuentra:
X X b ) vy
_fnm+1_fn—lm +4fnm _fn+JJn - nm—lzg(fr;—lm _f;1+l|.rn)+§( n}m—l_ i{m+l) . (320)

Para cada uno de los puntos interiores del dominio de la funcion se obtiene una

ecuacion similar a (3.20).

Las esquinas y los puntos de los bordes del dominio de las derivadas no tienen cuatro
puntos adyacentes de manera que alguna de las ecuaciones (3.19) no tiene sentido. Asi,
en las esquinas se dispone de dos ecuaciones mientras que en los bordes de tres. A
continuacién se desarrollan expresiones similares a (3.20) paralas esquinas y los puntos
que forman los bordes de la red de puntos donde se han medido las derivadas (figura
3.10).

La esquina A representada en la figura 3.10 tiene Unicamente dos puntos adyacentes: a
su derecha y debajo. Por tanto, para el extremo A solo hay dos contribuciones de las

ecuaciones (3.19):

J10— Jfoo = %(fié JFfoxo)
(3.21)

Jo1— foo :g(foyiffo}f)) ,

donde foo es €l valor de la funcidn en e extremo A, fio € vaor de la funcién en su
vecino derecho y fo €l valor correspondiente al vecino de debajo. Las derivadas en el

extremo A vienen dadas por 1, foh: fio €Sladerivadaen ladireccidn x del vecino dela
derechay £y, laderivadaen ladireccion y del vecino de debajo. De esta manera, para el

extremo A, laecuacién general (3.20) viene dada por:

\ b
A5 = fon+2fm = fro ==+ S - S+ i) (3:22)
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De manera similar, se obtienen las siguientes ecuaciones para las esquinas B, Cy D de

lafigura 3.10:
x x b :
B:—fy—20%2fNya0—fna11= %(fzig-],o + fo—z,o)— E(fg\yzx,ll + f&—LO)
X X b
C:=fon,-2+2fon, 1= fina= _%(ley—l + fO,Ny—1)+ E(foy,Ny—l + foy,N},_z) (3.23)

af ., b ,
D:-f N,-LN,-2 T 2f, N,-LN,-1 7~ I on1= E(f er—],N}.—l + 1 NXX—Z,N},—1)+ E(f]s]/_]_, vt /; &—l N),—Z) .

L os puntos de los bordes que unen los extremos A y B tienen tres puntos adyacentes. a

suizquierda, asu derechay debajo. Las ecuaciones (3.19) vienen dadas por:

Jus10= a0 = %(fnx+1o + fnxo)
Jno = fuc10= %(fnxo + fnx—10) (3.24)

Jur= Fuo :%(fnyfr nyo) :

De esta manera, la ecuacion general (3.20) paralos puntos que unen los extremos A y B

se escribe como sigue:

a

AB: = [y 10+3fuo— Sugx— fur0 = E(fn)fo + fnx—lo)_%(fnx+].0 + fn)fo)_%(f,{v,l + fny,o):

(3.25)
= %(fnx—l.o - fnx+1.0)_ % (fnyl * f,;fo) ’

con n = 1,.....N,-1. De manera similar, para los otros puntos de borde se obtienen las

ecuaciones siguientes:

AC: 3f (07 _flm _fO,m+1 _f om-1 :»czl(f]jcm +f(;,cm)_é2(f({m+l +f (i}m)+g(lr()vm +f({m—1)

=_§ e+ féjm)% it m=1...N, -1

x x b( .y y b
BD: 3y _apm—fn-om—Snama—Inam :g(fM—lm +/) Nx—Zm)_ E(fif,—lma +f; N, —lm)+§(/]€/i—l,m +f; 5 —lm—l) =
(3.26)

a

=§(fi§x—lm +/) Jf'X—Zm)“Lg(fzi—lnhl - i—lmﬂ)* m=1...N,-1

_ al . X al .x X b "y Y —
CD. 3fn,]\@,—1 ~JnanN1 +f;1+lN‘,—l ~Jnn,-2 —E(fn,m—l +/, n—lAg.—l)‘E(/mlM.—l +fn,Ny—l)+§ N, nN 2=

a b
=§(/;IY_1|N;_1 —fnﬁll\/‘_l)'f'*z(/’f]\/‘_l + };‘,/]Vy—z)’ n=d..... N’C _1
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donde AC corresponde alos puntos que unen los extremos A y C. La misma notacién se

consideracon BD y CD.

De esta manera el problema de la integracion bidimensional se transforma en la
resolucion de un sistema de ecuaciones lineales (3.20) para los puntos interiores del
dominio de la funcion deseada. Las ecuaciones (3.22) y (3.23) son las que hay que
resolver para las esquinas mientras que para los puntos que configuran los bordes las
ecuaciones a resolver son la (3.25) y (3.26). La matriz de los coeficientes asociada
sistema de ecuaciones lineales depende de las dimensiones del dominio de las
funciones, N, y N,. La matriz se puede resolver facilmente mediante el teorema de
triangulacion de Gauss pero S N, y N, son valores muy grandes implica mucha memoria
y tiempo computacional. Asi, se ha implementado un método iterativo para resolver el
sistema de ecuaciones lineales. Indicando e numero de la iteracion mediante el

superindice j, la ecuacion (3.20) se escribe segun:

4f;fm+1 = St T Siam + Sliam T o + > (f;é—lm = fusim )+ 5 (fn}m—l - fnym+1) ; (3.27)

en lague se caculael vaor delafuncion en e pixel (n, m) en laiteracion j+1 a partir de
los valores de la funcién en los pixeles vecinos de la iteracion anterior j y de los valores
de las derivadas medidas.

Para mgjorar la convergencia del método, se ha definido un término v a partir de la

expresion (3.27):
. . , . b
4y = fh/m-%—l + fnj—lm + ﬁ/+lm + fnjm—l + % (fnx—lm - f;1x+lm )+ E (fn)l)n—l - n’tn+l) ' (3 28)
que permite calcular f,,, mediante:
= S+ facfor(v - fn%) : (3.29)

siendo factor un factor de convergencia.
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Las iteraciones tienen un significado diferente que en el método de Fourier; en éste, las
iteraciones se emplean como criterio de convergencia para obtener la maxima precision
posible mientras que en el método de las diferencias finitas, las iteraciones se emplean

pararesolver el sistema de ecuaciones lineales.

3.4.2. Diferenciasfinitas con una interpolacién por “splines’ cubicas.

En € capitulo anterior se demostr6 que todos los métodos de integracion
unidimensionales presentados se basan en una interpolacion de los valores muestreados
de la derivada para obtener la derivada continua a integrar. Se vio que uno de los
mejores métodos de integracion es el que se basa en las “ splines’ cubicas ya que resulta
lainterpolacion mas proximaa método ideal de Fourier. A continuacion se desarrolla el
método de las diferencias finitas interpolando las derivadas por “splines’ cubicas en
lugar de utilizar lainterpolacién lineal del apartado anterior.

La derivada en la direccion x, para cada valor de y, se gjusta mediante una “spline’

clbica s;,(x) entre cada pargja de los datos medidos /., /..., td y como indica la

siguiente expresion (de manera similar se hace con la derivada en ladireccion y):

af(x'y) = Sr);; (x): Z r)zc,m(x): ri?,m + rnl,m(x - xn)+ rnz,m (x_ Xn )2 + rngym (x ~Xn )3

ox y=m n n (330)
TS 5 (5)= 3 57) =D+ by =3 = Pt =3,V

6)/ x=n m Y m Y Y | |

dondexelx,.x,.;] €  yely, yaa] €O #=0...,N,-1y m=0,....,N, -1,

Pt e e, SON los  coeficientes de cada polinomio cubico S),.(x) Y

Qi miCimce,, de 52 (y). De esta manera, integrando las ecuaciones (3.30) se

obtiene:

X, X, Xn
.L +1S;;(z(x)dx:"- ASr)rc,m(x)dx:J. +1r;gm +r;3-,m(x_xn)+rn2,m(x_xn)2+rn3,m(x_xn)3dx’
n

Xn n

2 3 4
0 1 4 2 4 3 a
.fn+Lm - .fn,m = rn,ma + rn,m ? + rn,m ? + rn,m 7 (3 31)
2 3 4
0 1 b 2 b° 3 b
fn,m+l - fn,m = Cn,mb + cn,m ? + cn,m ? + cn,m I ’
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con a y b las distancias entre dos puntos adyacentes en las direcciones x e y
respectivamente. Similarmente al método basado en la interpolacién lineal, se ha

obtenido el siguiente sistema de ecuaciones lineales para los puntos interiores de lared:

.0 1 a 2 a 3
fn+l,m_.fn,m_rn,ma+rn,m7+r 7+I’"

_ .0 1 a2 2 3 a4
fn,m _f‘n—l,m _rn—l,ma+rn—l,m7+rn—],m 3 +rn—],m7
2 3 4
0 1 b5 2 b7 3 b
fn,m-%—l - fn,m = Cn,mb + Cn,m 7 + Cn,m ? + Cn,m ?
f;z,m fn,m—l _Cn,m—l +cn,m—17+cn,m—1 +cn m-1 4

Sumando las ecuaciones (3.32) se obtiene:

“Jn-1Lm _/[n+l,m +4 nm fn,m—l - fn,m+l =

2 3 4
_(0 0) (1 1)61 (2 2)61 (3 3)61
- rn—],m _rn,m a+t rn—l,m _rn,m ?—i_ rn—],m _rn,m ?+ rn—l,m _rn,m 74_

P Y NP NP

n,m-1""“n,m 4

Para los puntos extremos, se obtienen ecuaciones similares a (3.22)-(3.23):

0 1a® ,d 3d 0 1 b2 b 3 bt
A = for+2f00—fio=— r00a+r00?+r00§+r00? - coob+cw7+coo—+coo—

2 3 4
. ~ - _Jo 1 a 2 da 3
B —fy20*t2fy 10 fn11= {FNYZ,OG + rN;Z,O? +IN20 5 TIN-2 }—

0 T A R
— CNX—l.Ob + CNX—:LO? + CNX_:LO? + CNX_:LOZ
a

2 3 4
0 1 a 2 4 3
C: - +2 - =7 a+r —+5 —+7 —t
Jon,2+2fon 1~ fin 4 ON,A4TION 1S TN 1 o TToN A,

2 3 4
+ 0 b+ 1 bf + 2 bf + 3 bf
CoN,-20 T Con,-2 2 Con,-2 3 Con,-2 4

3

. _J.0 1 a 2 3
D: - f NN,-2 T 2f, N,-LN,-1 7 / N-2N,A = {” NN, 14 TN N 1 > TIN AN, 3 TIN AN,

b3

0 1
+ {CNXLN)’Zb +CN AN, -2 2 + N2 5 + ENAN,-27

4

4
b4

(3.32)

(3.33)

(3.34)

Para los puntos de |os bordes que unen los respectivos extremos, se obtienen ecuaciones

similares a (3.25)-(3.26):
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3 4 3 4
. . . . . _ 0 1 4d 2 a 3 a 0 1 a 2 a 3 a
AB: —f00+3f 0= fun = Sueao = {”n,oa F10 5 tho 5 tTho } + {”nloa +10 5 0 Ho 4} -

2 3 4 2 3
2 3 4
-{cgob+ciob2+ciob3+cio 274}, n=1...,N, -1
2 3 4 2 3 4
b b b
AC: 3fon —Sfim — 1 ~ foma == a+rd 442 a—+r3a—+cofb+clf—+czf—+caf—f
./Om fl,m fO,m+l fO,m 1 A{O,m om 2 0,m 3 0,m 4 0,m-1" 0,m-1 2 0,m-1 3 0,m-1 4
2 3 4
-{Cg,rl1b+c(]5,rl1 %Jrcg,m %+c(3),m b4} m :1' """ N}’ -1

2 3 4
. - _J.0 1 a 2 a 3 a
BD: 3fNN —Lm _/‘N;Z,m - ./N;lnﬁl _fNN ~1m-1— {VN‘Z,ma + rN;Z,m 7 + rNN -2,m ? + rN;Z,m 7 +

0 1 L b” 3 b* 0 L T A R
90N Amab TN ama > TN -1m-1 3 TN, m1 2 [ amb+EN am > +CN Am 3 TN —Am o s 1..N, -1

2
a

. - _ 0 1 2 a 3 a
CD: 3f, v a=Soan,at Soan, 4= fon, 2= —{ N AN A N 4} +

0 1 a’ a3 at 0 1 o, b5 bt
RS R A b T R S Cpy,-2b+ oy 2 7 o2 a2 n=1..., N, -1

De esta manera se obtienen un sistema de ecuaciones lineales para todos los puntos del
dominio de la funcion deseada que se resuelve con € método iterativo descrito en €l

apartado anterior.

3.5. Funcién detransferencia de los diferentes métodos de integracion

En el apartado 2.5 del capitulo anterior se ha deducido la funcion de transferencia de los
diferentes métodos de integracion unidimensional estudiados. La funcion de
transferencia relaciona las transformadas de Fourier de la derivada y de su funcién
original. En este apartado se presenta e mismo estudio para € método iterativo de
Fourier y los métodos basados en las diferencias finitas bidimensionales. Al tratarse de
una integracién bidimensional, se buscan aquellas funciones cuya combinacion
relaciona las transformadas de Fourier de las derivadas con la de la funcion a obtener.

3.5.1. Método de Fourier
A partir de la ecuacion (3.15), las funciones 7",/ que relacionan la transformada de

u

lafuncion con las de sus derivadas vienen dadas por:
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=it (3.36)
u +v

IF _ . v

n, =i
u?+v2

donde “ hace referencia al método de integracion; (u,v) son las coordenadas en el
dominio de Fourier; F es la transformada de Fourier de la funcion f y F*, F" las
transformadas de las derivadas.

3.5.2. Método de diferenciasfinitas con una interpolacion lineal

Describiendo F como la transformada de Fourier de f,,, la transformada de Fourier de
fusim Viene dadapor F exp( u ZZN—WJ siendo u la coordenada en €l dominio de Fourier.
Asi, para obtener las funciones que relacionan las derivadas con su funcion original en
el dominio de Fourier, se calcula la transformada de Fourier de la ecuacion (3.20). La

transformada de Fourier de la parte izquierda de (3.20) viene dada por:

TF[_ ﬁ1m+1 - fn—lm + 4fnm - f;Hlm - fnm—l] =

=—F exp{— lzm}} -F exp(izwj +4F - F exp(— i2m J -F exp[izﬂv] = (3.37)
N, N, N, N,

A 52)]

donde TF es la transformada de Fourier. Aplicando las relaciones de la exponencial

imaginaria y de las funciones sinusoidales del angulo doble, la expresion (3.37) se
escribe:

(3.39)

el =t

Latransformada de Fourier de la parte derecha de la ecuacién (3.20) viene dada por:

[ fnm+l fn lm+4fnm fn+lm fnm l] F[4 ZCO{ ] 200{2
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TF{a(

x x b,y e al i27mu u i2mu
- +— - =—| F"ex - F" exp — +
2 fn—lm n+lm ) 2 (fnm—l nm+1 ):| 2 |: p( Nx J p[ Nx J:|

(3.39)
+b[FV exp[lzm}J—FV exp(— zZm]] '
2 N, N,
gue se escribe como:
al,.x  rx éy_y :E v o | 27U év.-ZﬁV:
A e
(3.40)
w. s | 2mu v .| 2y
=aF"isn +bFVisin — | .
(o3
Igualando (3.38) y (3.40), se obtienen |as siguientes funciones de transferencia:
. [ 2mu j
asn
DFL _ Nx
2[2 - co{ 2m J - CO{ZZVH
N, N,
(3.41)

donde DFL denota el método de integracion de diferencias finitas con una interpolacién
lineal.

3.5.3. Mé&odo de diferencias finitas con una inter polacién por “splines’ cubicas

De manera similar a apartado anterior, se calcula la transformada de Fourier de la
ecuacion (3.33). Teniendo en cuenta la expresion equivalente de (2.61) en dos
dimensiones, la ecuacién (3.33) se escribe como sigue:

2
- f;z—l,m - ﬁwlm + 4f;1,m - ﬁ1,m—1 “Jnmal = a( ; (fnx—l,m - /fnerLm )_ % (mn—l,m —Mym )] +
2 (3.42)
+ b(; (fn),/m—l - )1):m+l)_ % (mn,m—l - mn,m+l)J .

La transformada de Fourier de la parte izquierda es la misma expresion obtenida en

(3.38); y teniendo presente la expresion equivalente a (2.63) en dos dimensiones para la
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transformada de Fourier del término m,,, |a transformada de Fourier de la parte de la

derecha de (3.42) se escribe como:

2

2
TF|:“[; (fnx—l,m - fn)i—l,m )_% (mn—l,m M yidm )}i_ b(; (fn),ym—l - n},}m+1 )_ b (mn,m—l - mn,nz-*—l)}jl =

24
(3.43)
L e e L o (O
* CO{ZWJ-FZ g co{zm]+2
N, )
Igualando (3.38) y (3.43), se obtiene lafuncion de transferencia:
as n( 2m ] 1+ 3
N, 27u
CO{NJ +2
77uDFCS =i X
2[2 - co{ 2m J - co{zmﬂ
N, N,
b2 s 2
g co{zm}] +2
DFCS . Ny
o =i
27 2nv
2{2 - CO{ N J - CO{NJ:|
' ! (3.44)

donde DFCS denota € método de integracion de diferencias finitas con una
interpolacion por “splines’ cubicas.

En lafigura 3.11 se representa la respuesta en frecuencias de cada uno de los métodos
de integracion estudiados: € método iterativo de Fourier (IF) (ec. (3.36)); € método de
las diferencias finitas de Zou et. a (DFL) (ec. (3.41)) y la variante de dicho método en
la que se emplean las “splines’ cubicas (DFCS) (ec. (3.44)). Debido a que e valor
absoluto de la respuesta en frecuencias es simétrico se ha representado solamente la
mitad de la curva. La figura 3.11(a) corresponde a la respuesta en frecuencia en v
cuando u = 0y lafigura 3.11(b) cuando la frecuencia normalizada es u = 0.195. La

respuesta frecuencial u manteniendo un valor fijo de v es completamente igual a la
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representada en la figura 3.11 ya que las funciones (3.36), (3.41) y (3.44) son simétricas
respecto las dos frecuencias u y v. A partir de las figuras se concluye que los tres
métodos de integracion actian como filtros pasa-bgja, a igual que en la integracion
unidimensional; por tanto la sefial obtenida se atenla respecto a la sefia de entrada en
las frecuencias atas. Se aprecia que los tres métodos de integracion se comportan de
manera idéntica para bajas frecuencias. A medida que aumenta la frecuencia v los
métodos basados en las diferencias finitas tienden hacia cero parala frecuencia maxima;
por tanto, se separan del método ideal de Fourier de manera que introducen errores en la
integracion. El método DFCS se separa menos que € método DFL y por tanto es mas
Ppreci so.
\" \"

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
1 1
I I
I I
I I
I I
I I
I I
I I
1
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I
I

1.0E+00 1.0E+00

1.0E-01 ~ 1.0E-01 -
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10E-03 +—-~--—~ [ T 1.0E-03
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10E-04 - - --—-—-F-----------Lt- - 4 10E04 L -----bo oo

Figura 3.11. Comparacion de la respuesta frecuencial del método iterativo de Fourier (lineanegra), del
método DFL (lineaazul) y del método DFCS (linearoja) en funcion de lafrecuenciav cuando (a) u =0y
(b) u = 0.195.

3.6. Comparacion de los diferentes métodos de integracion con una

sefial sinusoidal

A continuacion se presentan resultados numéricos obtenidos con los métodos
explicados en los apartados anteriores. Para comparar la precision de los diferentes
métodos de integracion se ha implementado una sefial sinusoidal con un nimero entero

de periodos [Yar05]. Asi, la sefial sinusoidal y sus derivadas se han generado mediante:

fom = co{znp[; + m]
x y

PR s@r{zﬂp(” + ’"B (3.45)

N N, N,

X

, 2mp n m
Yom =— sin| 2| —+— || ,
S N, [ ﬂp(Nx N},J]
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donde N, y N, corresponden a nimero de pixeles en cada direccion donde |as sefiales
han sido evaluadas, p es el parametro de frecuencia de la sefial sinusoidal. La frecuencia
normalizada viene dada por 2p/N, o 2p/N, de acuerdo a la direccion. Las frecuencias
son seleccionadas para tener un nimero entero de periodos en e dominio de la sefial.
De esta manera se evitan los efectos de borde en el método basado en e dominio de
Fourier. Las funciones obtenidas mediante los métodos estudiados se han comparado

con la sefid generada analiticamente calculando € error de integracion mediante:

N.,N
IR Y
rms—\/NN Z fnm fnm (346)

XY nm

donde f'eslafuncionintegraday s° eslafuncion original.

Derivadas no ruidosas

Lafigura 3.12 muestra el error de integracion en funcién de la frecuencia normalizada.
Los métodos se han aplicado en e caso ideal en que las derivadas analiticas no
presentan ruido. Los métodos que se han aplicado son: a) los basados en laintegral de
linea aplicando laregla de Trapecio (Trap) o lainterpolacion por “splines’ cubicas (CS)
en ambas direcciones empleando la configuracion MO para la que €l origen de los dos
caminos es el centro del dominio de las funciones (figura 3.3); b) la minimizacion de la
diferencia entre las funciones obtenidas mediante la integracién unidimensional con la
regla del Trapecio (MDTrap) y con € guste por “splines’ clbicas (MDCS); c) los
meétodos basados en el dominio de Fourier considerando una extrapolacion lineal (/FL)
y una extrapolacion por “reflexion” (IFR) y d) los métodos basados en las diferencias
finitas DFL y DFCS segun €l gjuste de las derivadas. En este experimento las sefiales
han sido evaluadas en N, = N, = 256 pixeles y los métodos de Fourier se han utilizado
considerando 20 iteraciones mientras que en los métodos de las diferencias finitas se
han utilizado 100. De la figura 3.12, se observa que todos los métodos ofrecen errores
bajos para bagas frecuencias. Cuando la frecuencia de la sinusoide aumenta, los
diferentes métodos de integracion tienen diferente comportamiento; asi, los métodos
que emplean una interpolacion linea (Trap, MDTrap y DFL) ofrecen errores mas altos
gue los obtenidos mediante los métodos que emplean una interpolacion por “splines’
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cubicas (CS, MDCS 'y DFCS). Los resultados de la figura 3.12 estan de acuerdo con la
funcion de transferencia presentada en € capitulo anterior (ver figura 2.8) y la
interpolacién mediante “splines’ cubicas es més precisa que la interpolacion lineal. Asi
se concluye la importancia de conseguir la interpolacion de la derivada més precisa
posible. De la figura 3.12 se observa que en el caso ideal de la integracion de una
funcion sinusoidal a partir de derivadas no ruidosas, no hay diferencias entre los
métodos unidimensionales basados en laintegral de linea 'y los métodos basados en las
diferencias finitas. De lafigura 3.12 se aprecia como los métodos basados en el dominio
de Fourier son los més precisosy € error obtenido précticamente no varia respecto ala

frecuencia de lafuncion sinusoidal deseada.
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Figura 3.12. Error de integracion en funcion de la frecuencia normalizada de la funcién sinusoidal a
obtener mediante los diferentes métodos. Trap, CS, MDTrap, MDCS, IFL, IFR, DFLy DFCS.

Lafigura 3.13 muestra el mapa de la diferencia entre la funcién integrada y la generada
analiticamente para diferentes métodos. Se ha escogido un valor de p asociado a bajas
frecuencias (p = 10, 2p/N, =0.078); region en la que los diferentes métodos ofrecen un
error similar tal y como se aprecia en la figura 3.12. De la figura 3.13, se aprecia que
apenas hay diferencias entre los métodos empleados; la principal diferencia se encuentra
en € tipo de interpolacién de las derivadas independientemente del método utilizado. El
error producido es una funcion sinusoidal cuya amplitud es inferior para aquellos

meétodos que emplean lainterpolacion por “splines’ cubicas.
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Figura3.13. Diferenciaentre la sefial anditicay laintegraday valor del rms al integrar mediante (a) los
métodos basados en laintegra de linea empleando laregladel Trapecio, y (d) lainterpolacién por
“splines’ cubicas; laminimizacion de la diferencia entre la integracidn en las dos direcciones con (b) la
regladel Trapecioy (€) con el gjuste por “splines’ cubicas; (c)el método DFL y (f) e método DFCS.

Derivadasruidosas

Para apreciar la diferencia entre los diferentes métodos de integracion, el experimento
se ha repetido afiadiendo a las derivadas analiticas un ruido gaussiano de varianza 0.25y
valor medio nulo. La figura 3.14 muestra la comparacion del error de integracion en
funcion de la frecuencia normalizada de la sefial sinusoidal a reconstruir a partir de sus
derivadas ruidosas. En lafigura 3.14(a) se comparan los métodos basados en laregla del
Trapecio con los métodos de Fourier mientras que en la figura 3.14(b) se comparan los
métodos basados en las “splines’ cubicas. En ambos casos, en la regién de bajas
frecuencias se observa una diferencia entre los métodos basados en la integral de linea
(Trap y CS) y los que minimizan la diferencia entre las integrales segun la direccion
(MDTrap y MDCS); se aprecia que éstos Ultimos ofrecen mejores resultados que los
primeros siendo mas precisa la minimizacion de la diferencia entre los valores
obtenidos en cada direccion ya que permiten encontrar las constantes de integracion
para cada filay columna. A medida que aumenta la frecuencia de la sefia sinusoide la
diferencia ente los métodos va disminuyendo. De todas maneras, los métodos basados
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en las diferencias finitas superan en precision a los anteriores, siendo mejor € que
emplea el gjuste por “splines’ cubicas, DFCS. Se aprecia que a medida que aumenta la
frecuencia, el error obtenido mediante e método DFL aumenta hasta tal punto que
resulta incluso més conveniente emplear e método CS. De todas maneras, el método
DFCS es el que ofrece mejores resultados después de |os métodos de Fourier, en todo el

espectro de frecuencias tal y como se muestraen lafigura 3.14.
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Figura 3.14. Error de integracion en funcién de lafrecuencia normalizada de la funcion sinusoidal a
obtener a partir de las derivadas con ruido gaussiano, varianza 0.25y valor medio nulo mediante los
métodos de integracion: (a) Trap, MDTrap, IFL, IFR, DFLYy (b) CS, MDCS, IFL, IFR, DFCS.

Derivadas no ruidosas con un defecto tipo delta

Se ha realizado un Ultimo experimento numérico para determinar qué método atentia
mejor |os defectos locales que puedan encontrarse en las derivadas como por gemplo,
pegueiias motas de polvo, rayaduras, defectos de fabricacion,.... se pretende estudiar la
propagacion del ruido en los diferentes métodos descritos. Para ello, se ha realizado otra
simulacién numérica sumando un defecto en las derivadas sin ruido, situado a 3/4 partes
del dominio en ambas direcciones. En este experimento las sefides han sido
implementadas mediante la ecuacion (3.45) en N, = N, = 128 pixeles y con un
parametro de frecuencia p = 20, de modo que la frecuencia normalizada es 0.3125,
correspondiendo a baja frecuencia. Lafigura 3.15 muestra un ejemplo de la propagacion
del error de estos métodos. Lafigura 3.15(a) corresponde ala diferencia entre lafuncién
generada analiticamente y la obtenida mediante el método basado en la regla del
Trapecio unidimensional. La figura 3.15(b) es la diferencia obtenida a utilizar la
minimizacion de la diferencia entre las integraciones en cada direccion mediante la
regla del Trapecio. Se observa que €l error se propaga a lo largo del camino de
integracion, tal y como se espera ya que son métodos que se basan en la integra de

linea y la realizan para cada fila y columna de las derivadas. Lo mismo ocurre a
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emplear €l guste por “splines’ cubicas en lugar de laregla del Trapecio como se puede
apreciar en las figuras 3.15(d) y (e). La figura 3.15(d) muestra la diferencia entre la
funcion obtenida mediante e método CS y la funcion original y la figura 3.15(e)
corresponde a la diferencia obtenida con el méodo MDCS. La propagacion del defecto
es la misma independientemente del método que se emplee para integrar ya que son
métodos basados en laintegral de linea. De todas maneras, |0os métodos que emplean las
“gplines’ cubicas consiguen reducir la variacion sinusoidal global que aparece en las
figuras 3.15(a) y (b). Los errores obtenidos mediante la interpolacion por “splines’
cubicas son inferiores a los obtenidos mediante una interpolacion linea ya que la
funcion de transferencia de dichos métodos se aproxima mejor a la funcion de
transferencia analitica de la integracion. Ademas, los métodos basados en “splines’
cubicas responden mejor que los métodos lineales para todo € espectro de frecuencias
(figura 3.12).
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Figura 3.15. Diferencia entre la sefid andliticay laintegraday valor del rms cuando laintegracion se
realiza a partir de unas derivadas alas que se le ha sumado un defecto (funcién delta) mediante: (a) los
métodos basados en laintegra de linea empleando laregladel Trapecio, y (d) lainterpolacién por
“splines” cubicas; laminimizacion de la diferencia entre laintegracién en las dos direcciones con (b) la
regladel Trapecioy (e) el guste por “splines’ cubicas; (c)el método DFL y (f) e método DFCS.

Las figuras 3.15(c) y (f) corresponden a la diferencia entre las funciones obtenidas
mediante los métodos DFL y DFCS' y la funcion generada analiticamente. Se observa

que €l error debido ala funcion delta (defecto afiadido a las derivadas) permanece local,
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alrededor de laposicion original del defecto. Asi, los métodos basados en las diferencias
finitas ofrecen mejor resultado para €l error de integracion; y si es posible, e método

mejorasi previamente se interpolan las derivadas por “ splines’ cubicas.

Los errores obtenidos al emplear los métodos de Fourier aparecen en lafigura 3.16. La
figura 3.16(a) corresponde a caso de emplear el método de Fourier con una
extrapolacion lineal mientras que la figura 3.16(b) se asocia a la extrapolacion por
“reflexion”. Se aprecia que para ambos métodos, |a propagacion del defecto delta
sumado a las derivadas se mantiene local. La variacion sinusoidal que se aprecia no es
debida a la diferencia entre la funcion integrada y la generada analiticamente sino a los

efectos de borde obtenidos tras hacer 20 iteraciones en e método de Fourier.
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Figura 3.16. Diferencia entre la sefial analiticay laintegraday valor del rms cuando laintegracion se
realizaa partir de unas derivadas alas que se ha sumado un defecto (funcion delta) mediante (a) el
método /FL, y (b) € método IFR.

3.7. Comparacion de los diferentes métodos de integracion con una

sefial arbitraria

Una vez estudiados los diferentes métodos de integracion mediante el caso mas sencillo
de una sefid sinusoidal, en este apartado se estudia €l caso mas rea de una sefial
arbitraria, que siempre se puede considerar como una combinacion de diferentes sefiales
sinusoidales de diferente frecuencia. La sefial arbitraria estudiada viene descrita

analiticamente por la siguiente expresion:
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f(x,7)=x+sin(1.87(x—0.5))+ y +sin(1.87(y —0.5))+sin*(0.87 )+

+§:ajexp![(x_xj)z+(y_y’) H con 0<x,y<1 (347)

2.10*

Lafigura 3.17 muestra la funcion original f{x, y) y sus derivadas en las direcciones de
integracion x-y evaluadas en N, = 128 'y N, = 128 pixeles. La funcion ha sido generada
con el propésito de smular un espectro amplio de frecuencias; asi, la funcién contiene
unafuncion lineal y una sinusoidal de baja frecuencia (el parametro de frecuencia es de
1.8) ala que se suman 20 gaussianas de diferente amplitud y centro que corresponden a

laregion de alta frecuenciatal y como se puede apreciar en lafigura 3.17.

SEHEEA S fe B D
B - I\\
3

e W g
Figura 3.17: (a) Funcion original f{x, y); (b) Derivada analiticaf™ (x, y) respecto la coordenadax sin ruido
afadido y (c) Derivada andliticaf” (x, y) respecto la coordenaday sin ruido afiadido.

De manera similar a apartado 3.6, la comparativa de los métodos de integracion
mencionados se hace en tres casos:
e Caso en que las derivadas no presentan ruido.
e Caso en que las derivadas no presentan ruido pero tienen un punto defectuoso
(deltade Dirac).
e Caso en que las derivadas presentan un ruido blanco de tipo gaussiano, aditivo,
de medianulay varianza dada.

Derivadas no ruidosas

La figura 3.18 muestra el mapa del error producido y el valor del »ms dado por (3.46)
obtenido en laintegracion mediante los diferentes métodos estudiados anteriormente. La
figura 3.18(a) corresponde al método basado en laintegra curvilinea aplicando la regla
del Trapecio para calcular la integral de linea para todas las filas y columnas de las

matrices derivada. Lafigura 3.18(b) corresponden a método basado en la minimizacion

103



de la diferencia entre los valores obtenidos aplicando la regla del Trapecio en las dos
direcciones. Comparando ambas figuras, se observa que ambos métodos ofrecen un rms
muy similar tal y como se espera ya que ambos métodos se comportan igual en el caso
ideal de ausencia de ruido. Se aprecia que en la zona donde estan las gaussianas, |os
meétodos ofrecen picos en e mapa de la diferencia; esto es debido a que la regla del
Trapecio no es un método preciso para reconstruir sefiales de alta frecuencia como se
demostro en el capitulo anterior. Las figuras 3.18(c) y (d) corresponden a los mismos
métodos pero utilizando € gjuste de las derivadas por “splines’ cubicas. Se aprecia que
ambos métodos se comportan igual y ofrecen mejores resultados que los obtenidos
mediante la regla del Trapecio. Esto se debe a que el método basado en las “splines’
cubicas es el que més se acerca a método ideal de Fourier. De las figuras 3.18(c) y (d)
se aprecia como los picos de error obtenidos con la regla del Trapecio desaparecen ya
que se trata de métodos que reconstruyen con més precision sefiales de alta frecuencia.
Las figuras 3.18(e) y (f) corresponden al error obtenido con los métodos basados en las
diferencias finitas, DFL y DFCS respectivamente. El método DFCS es mas preciso y
ofrece un rms un orden de magnitud inferior que el obtenido mediante DFL. De la
figura 3.18(e) se aprecia como e méodo DFL introduce errores en la zona de las 20
gaussianas de la funcion original (3.47) correspondiente a la zona de altas frecuencias,
aumentando asi e rms. Dicho fendmeno no ocurre mediante el método DFCS (figura
3.18(f)); nuevamente se constata que la interpolacion por “splines’ cubicas’ es mucho
més precisa que la interpolacion lineal en la zona de altas frecuencias (la que
corresponderia a las 20 gaussianas). Dicha idea esta4 de acuerdo con e estudio de la
funcion de transferencia presentado en la figura 3.11 en la que se aprecia como los
métodos estudiados (DFL, DFCS e IF) se comportan de manera idéntica a bgjas
frecuencias; pero a medida que aumenta la frecuencia, los métodos DFL y DFCS se
separan del método ideal de Fourier. En particular, el método DFL diverge mas rapido
gue el método DFCS lo cual confirma los resultados de las figuras 3.18(e) y (f). Las
figuras 3.18(g) y (h) corresponden a error obtenido mediante los métodos iterativos
basados en el dominio de Fourier, IFL y IFR respectivamente. Ambos métodos
reconstruyen con mucha precision la region de alta frecuencia generada mediante las 20
gaussianas, aunque también aparecen los efectos de borde asociados a la transformada
de Fourier discreta de una sefial no periddica. El valor del »ms de ambos métodos es del

mismo orden de magnitud, ligeramente inferior parala extrapolacion lineal.
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Derivadas no ruidosas con un defecto tipo delta

Al igua gue en €l apartado 3.6, se ha estudiado €l caso en que las derivadas a integrar
presentan un defecto simulado mediante la funcidn delta de Dirac (situada a 3/4 partes
de N, y N, en las direcciones x e y, respectivamente). De esta manera, se estudiara la
propagacion del error para los diferentes métodos estudiados. Asi, la figura 3.19
corresponde al mapa del error producido en la integracion y el valor del »ms obtenido.
Las figuras 3.19(a) y (b) corresponden a los métodos Trap y MDTrap respectivamente.
Comparando ambas figuras, se observa que ambos métodos ofrecen un rms muy
similar; nuevamente, en la zona de alta frecuencia, los métodos ofrecen picos en el
mapa de la diferencia. En la figura 3.19(b) se aprecia como la propagacion del defecto
tipo delta afecta a toda la filay columna donde se ha simulado la delta mientras que en
la figura 3.19(a) afecta solamente a la parte posterior a la delta de la filay columna.
Esto se debe a que con el método de la minimizacion de la diferencia se encuentran las
constantes de integracion para cadafilay columnay se tienen en cuenta en el resultado
final. Asi, la constante de integracion de la filay columna donde se ha situado la delta
se ve dterada por tal efecto; y afectard a resultado final teniendo la propagacion que se
observa en la figura 3.19(b). Las figuras 3.19(c) y (d) correspoden al mapa de errores
usando el método basado en las “splines’ cubicas. Las figuras 3.19(e) y (f)
corresponden al error obtenido mediante los métodos basados en las diferencias finitas.
Se aprecia que ambos métodos se comportan igual y ofrecen mejores resultados que los
obtenidos mediante los métodos anteriores. Se aprecia que para dichos métodos la
propagacion del error producido por € defecto impuesto en las derivadas se mantiene
local, es decir, dicha propagacion es minima. El mismo efecto se obtiene mediante los
métodos basados en el dominio de Fourier tal y como se observa en las figuras 3.19(g) y
(h). Respecto al valor del »ms obtenido, es del mismo orden de magnitud para los
diferentes métodos, siendo &l menor el obtenido mediante le méodo DFCS.
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Derivadasruidosas

En este apartado se estudia el caso en que las derivadas presentan un ruido blanco
gaussiano, de valor medio nulo y varianza 10 simulando asi, el caso méas cercano ala
realidad. La figura 3.20 muestra el mapa del error producido en todo e dominio de la
funcion a obtener y € valor del rms (3.46). Los resultados son similares a los de los
casos anteriores. Los métodos que emplean las “splines’ cubicas (CS'y MDCS) son mas
precisos que los que utilizan la regla del Trapecio (Trap, MDTrap). Por otra parte, los
métodos de las diferencias finitas mejoran los anteriores métodos,; ademas, se tratan de
métodos mas precisos en todo el espectro de frecuencias y |a propagacion de un posible
defecto se mantiene local como se ha visto en los apartados anteriores. Es més, la
funcion de transferencia de DFL y DFCS se aproximan a la del método basado en el
dominio de Fourier y por tanto, son una buena aproximacion de la integracion
bidimensional ideal tal y como se apreciade lasfiguras 3.20(e), (f), (g) y (h).

3.8. Comparacion de los métodos iterativos en funcion del nUmero de

iteraciones

El presente apartado se centra en determinar el nimero de iteraciones necesario para
obtener un éptimo resultado. Para ello, se han estudiado los diferentes métodos
iterativos estudiados, es decir, los métodos DFL, DFCS, IFL y IFR. Es importante
incidir en que las iteraciones tienen un papel diferente en los métodos estudiados: en los
basados en las diferencias finitas, las iteraciones se emplean para resolver el sistema
lineal de ecuaciones que permite obtener la funcion deseada; mientras que en los
métodos de Fourier, las iteraciones son un criterio de convergencia para reducir los
errores producidos por los efectos de borde originados por aplicar la transformada de
Fourier sobre datos no peridédicos. Concretamente se ha estudiado el error producido
(3.46) y € tiempo computacional empleado en funcién del nimero de iteraciones. La
funcidn que se ha empleado en la integracion es descrita por (3.47) evaluada en N, = N,
= 128 pixeles. Lafigura 3.21 corresponde a rms en funcién del nimero de iteraciones
empleadas, representado en escala logaritmica. Se aprecia como e rms obtenido con los
métodos de diferencias finitas practicamente no varia con el nimero de iteraciones; por
tanto, no es necesario un gran nimero de iteraciones para resolver el sistema lineal de
ecuaciones en € que se relacionan los valores de la funcion deseada con los de sus

derivadas.
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Sin embargo, el comportamiento es diferente para los métodos basados en el dominio de
Fourier. Se aprecia una tendencia decreciente del rms para pocas iteraciones; de hecho,
a partir de 30 iteraciones, los métodos de Fourier ofrecen un rms practicamente
constante aunque su tendencia sigue siendo decreciente (a partir de la cuarta cifra
significativa). Se aprecia, como a partir de 30 iteraciones, los métodos de Fourier
funcionan mejor que el método DFL. Para mejorar € resultado que ofrece e método
DFCS haria falta un gran nimero de iteraciones y ain asi, los efectos de borde
generados en los métodos de Fourier seguirian presentes.
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Figura 3.21. rms producido en laintegracién en funcién del nimero de iteraciones paralos métodos
basados en las diferenciasfinitas, DFL y DFCS'y los métodos de Fourier, IFL y IFR.

La figura 3.22 muestra el tiempo computacional de la integracion en funcién del
numero de iteraciones para los diferentes métodos iterativos de integracion estudiados.
La figura 3.22(a) corresponde a los métodos basados en € dominio de Fourier (IFL y
IFR) mientras que la figura 3.22(b) hace referencia a tiempo computacional empleado
en los métodos de las diferencias finitas (DFL y DFCS). De ambas figuras se observa
gue éstos ultimos son extremadamente més rgpidos que los de Fourier. De la figura
3.22(a) se observa que ambos métodos [FL y IFR emplean & mismo tiempo
computacional, asi, la mayoria del tiempo empleado lo invierten en los calculos de las
transformadas de Fourier independientemente de la extrapolacion inicial de las
derivadas. De la figura 3.22(b) se observa que los métodos DFL y DFCS emplean €l
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mismo tiempo computacional siendo ligeramente mas rdpido e que emplea una
interpolacion lineal de las derivadas. El resultado esta de acuerdo con lo estudiado en €l
capitulo anterior ya que €l célculo de las “splines’ cubicas es mas complejo que €l
gjuste mediante una funcion lineal .

457 | ! | | | | | | | * B T T T T T T T T T
I I I I I I I I I I I I I
40 - \(a) I I | | | | ¥ | (b)\ I I I I A
I | I I I I I | I I I I I I A
351 I I I I I I I § I | 0.2 I I I i |
I I I I I I I I I I I i I I .
30 ~ I I I I I I * I I I | | I I 4
o I I I I | $ | | | 1 8015 ----- L }***\**}**ﬂ***
P e e Attt ity = I N | I
gZO | | \ | ¥ | | i JewrL] 1 B [ R s t ! |
L20 - TS T T T AT -1 = | L ____ A I L
o R T S M S | ot feon
15~ I I * I I I I I [ | I A | I A DFCS
I I I I I I I I | A . I I T T
10 A I I I I I I I | | 005 1+ -~ —wmauwt ——% - ——————— s Bt e Bl
| I I I I I I I | A I I | |
5 - F e e el At Bttt Bl Ak oonototeesd | I I I I
M | | | | | | | | 0 lows— I , , . ! ! ! ! ,
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Figura 3.22. Tiempo computacional de laintegracion en funcion del nimero de iteraciones para (a) los
métodos de Fourier, IFL y IFCS'y (b) los métodos basados en las diferencias finitas, DFL y DFCS.
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Capitulo 4. Diferentes métodos de integracion

bidimensional en coordenadas polares

Otra posibilidad de obtener informacion sobre las derivadas de la funcion deseada es
mediante un muestreo polar. Redlizando un cambio de coordenadas polares a
cartesianas, los métodos estudiados en e capitulo anterior podrian servir para
determinar la funcion. El problema del cambio de coordenadas es que puede introducir
errores y aumenta el tiempo computacional del procesado de los datos experimentales.
Asi, es necesario € estudio de la integracion numérica en un sistema de coordenadas
polares.

Basandonos en e capitulo 3, se han extendido los métodos de integracién a caso de
coordenadas polares. El primer apartado estudia el método basado en |as propiedades de
un campo vectorial conservativo para el que laintegral de linea alo largo de un camino
cerrado es cero. En e segundo apartado se presenta un método que minimiza la
diferencia entre los valores obtenidos integrando radial y angularmente, obteniendo las
constantes de integracion. En el siguiente apartado se adaptan |os métodos basados en
las diferencias finitas estudiados en el capitulo 3. La particularidad del punto origen se
ha tenido en cuenta en todos los métodos estudiados. Dicho punto se mide para todos
los &ngulos, y €l vaor de la funcidn a obtener debe ser Unico. Esta consideracion se ha
tenido en cuenta en € disefio de los métodos de integracion bidimensional en un sistema
de coordenadas polares. Una vez descritos los métodos de integracion, se comparan

estudiando €l caso de una sefial periddicay una sefial arbitraria.

112



4.1. Métodos basados en laintegral delinea

Estos nuevos métodos se basan en las propiedades de un campo vectorial conservativo,
tal y como se vio en e apartado 3.1 del anterior capitulo. La definicion de campo
vectoria esindependiente del sistema de coordenadas; por tanto, en un sistema polar, la
integral de linea de un campo vectoria conservativo, alo largo de un camino cerrado, es
nula. Interpretando las medidas experimentales como un campo vectorial bidimensional
cuyas componentes son las derivadas parciaes de la funcion a determinar, la propiedad
de la integra de linea permite integrar las derivadas mediante los meétodos

unidimensionales del capitulo 2.

Laintegracion se hace de manera unidimensional en las direcciones radia y angular. En
la figura 4.1 se representa un punto P donde se desea determinar la funcidn cuyas

derivadas /" y " se han obtenido en ladireccion radial y su normal respectivamente.

Figura4.1. Dos caminos de integracion diferentes parala evaluacion de laintegral delinea.

También se han representado dos posibles caminos de integracion desde e origen de
coordenadas hasta el punto P. El camino W1 recorre €l gje radial de manera que solo se
realiza la integracion en la direccion radial y el camino de integracion W2 va alo largo
de la direccién angular y del ge radial necesitando asi una Unica integracion en la
direccién radial como referencia. Asi pues, es necesario conocer la derivada ¢ en la
direccién angular que se obtiene a partir de la derivada normal /¥ mediante € radio R

Ccomo sigue:

ro=rY (4.1)
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M atematicamente, laintegracion alo largo del camino W1 viene dada por:
R
100)=[" 1.0k (42)

donde r representa la coordenadaradial, ¢1acoordenada angular, R € radiototal y 1" es

laderivadaradia. Laintegracion alo largo del camino W2 viene dada por:
R Op R Op
F0)=[" s rOars [ 1N (roRaO=[" 1 (-Ohar+[" fO(r0k0 . (43)

donde s~ y s son las derivadas a lo largo de las direcciones radial y normal
respectivamentey r? esla derivada respecto a la coordenada angular. En ambos casos,

las integrales pueden redlizarse mediante uno de los méodos de integracion

unidimensional explicados en € capitulo 2.

4.1.1. Integracion radial

En lafigura 4.2 se muestra un esquema en el que se aprecia la singularidad del origen.
Inicidmente, para un angulo 6 = O se integra radialmente obteniendo la funcion
deseada en los puntos dibujados en azul de lafigura4.2. Se repite el procedimiento para
diferentes angulos 6 y asi se obtiene la funcion en los puntos de muestreo, como por

eiemplo, los correspondientes a #=6, de la figura 4.2. Se aprecia como en e punto

origen se mide tantas veces como el numero de angulos en €l que se divide el muestreo,
teniendo un punto especial de gran utilidad. Por tanto, este punto marca una diferencia

entre el muestreo en coordenadas polaresy cartesianas.

y

Figura4.2. Singularidad del origen en laintegracién radial.
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A continuacion, se desarrolla un algoritmo en que se aprovecha la redundancia de
muestreo en el punto origen para calcular las constantes de integracién de cada uno de
los perfiles obtenidos tras la integracion unidimensional. Se define £, (r,6) lafuncién
obtenida tras realizar la integracion radial. Para cada éngulo de giro se cacula la

siguiente expresion:

Vg = fraa (0,6)= f,.4(0,0) para 0=0,...,N, , (4.4)

de esta manera, se elimina cualquier posible discontinuidad que pueda darse a integrar
mas de una vez sobre el mismo punto origen; es decir, se sittian todos las funciones

radiaes f,,,(r,0) alamismaatura. Finalmente, lafuncion obtenida viene dada por:

f(r,@):fmd(r,ﬂ)—vg para r=0,..,N,, 0=0,...,Ny . (4.5)

En el caso real en que e ruido esta presente en los valores de las derivadas obtenidos
experimentalmente, el valor de vy de la expresion (4.4) se vera afectado e introducird

errores en latopografiafinal.

4.1.2. Integracién angular

A partir de la ecuacion (4.3) se deduce que para integrar en € gje angular es necesario
realizar unaintegracion radial de referencia. Asi, habra una linea de muestreo en la que
se calcula la funcién mediante la integral radia lo que permite “nivelar” los diferentes
perfiles unidimensionales obtenidos tras integrar en la direccion angular. Es decir, la
integracion radial permite calcular las constantes de integracion de cada uno de los
perfiles obtenidos en las integrales angulares. A continuacion se desarrolla €l

procedimiento matemético implementado en el que se define f£,,,(+.0) Y f,,,(r,6) como

las funciones obtenidas tras realizar la integracion radial y angular respectivamente. Se

calculaladiferencia entre los valores obtenidos al integrar en las dos direcciones:

Ve = frad (V,O)—fang(r,O) para r=0,...., N, , (4.6)

de manera que la funcidn final se obtiene a partir de los vaores obtenidos en la

integracion angular y de ladiferencia v, de cadaradio:
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f(r,H)zf(mg(r,H)—v, para r=0,...,N,, 0=0,...,Ny . 4.7)

De esta manera, se determinan las constantes de integracion de | os perfiles angulares
siendo necesaria una Unicaintegracion radial. Asi, se impone que los perfiles angulares
gueden “nivelados’ sin que haya ninguna discontinuidad. Al igual que en laintegracién
radial, al tener ruido en las derivadas, la cantidad v, cal culada mediante (4.6) se vera
afectada por €l ruido y por tanto, las constantes de integracion serén diferentes para cada

perfil angular introduciendo un error en el resultado final.

4.2. Método basado en la minimizacion de la diferencia de la

integracion unidimensional en cada direccién

Con € objetivo de megorar e caculo de las constantes de integracion, se ha
desarrollado un método basado en la minimizacion de la diferencia entre los valores
obtenidos integrando en las direcciones radia y angular. Consiste en encontrar las
constantes de integracion que minimizan esa diferencia. De esta manera se explota
mejor la redundancia en las medidas. Asi, en la direccion radial, se obtiene para cada
angulol, fun(r) + co y enladireccion angular, se obtiene para cadaradio r, g.q(6) +

b,,tal y como seindicaen lafigura4.3.

A

Y

Figura4.3. Integral de lineaevaluada en las direccionesradial y angular, donde ¢y y b, son las constantes
adeterminar.
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Las dos funciones representadas en la figura 4.3 deben coincidir, y para €ello, se
minimiza la diferencia entre ellas, o que permite encontrar las diferentes constantes ¢y y

b, Ladiferencia entre los valores obtenidos viene dada por |a siguiente expresion:

2

diferencia = Z Sang (r)+ Co—&rad (9)—b,, (4.8)
r,0
De manera que sus derivadas respecto las constantes ¢y y b, vienen dadas por:
Odiferencia
T = ZZ(fang (I")+C,9 _grad (9)_br)
g (4.9)
W = _ZZ(fang (r)+09 ~ 8rad (0)_br) '
r 4

y anulandolas se obtiene € siguiente sistema de ecuaciones lineales cuya solucion son

las constantes cy y b,

(4.10)
Nﬁbr 209 _Z(fang( ) grad(g)) para I"_l, """ Nr
4 4
gue se escribe en forma matricial como sigue:

3 @00 @~ £ ()
L=l N, O 0 Y b '
. 0 1 VT 0

Ny)—f.Ne

L= O N by, | Z,:(g’“d( 01250 (4.1)
Ng ............. [0 R -1 C1 Z(fang(l)_g}ad(e))
0], 0 O -1 - 0
(O Ny Lo, -1 \ew, ) |

S (e V) -2 0)

14

117



Pararesolver el sistema de ecuaciones lineales (4.11) se haimpuesto la constante global
c; seaigua a cero. Al igual que en e caso de emplear coordenadas cartesianas, la
resolucién de dicho sistema de ecuaciones implica la inversién de una matriz (que slo
depende de las dimensiones de la funcién). Una vez encontradas las constantes de
integracion ¢y y b,, la funcién final se calcula mediante una media entre los perfiles

radialesy angulares segun:

10,0)= 3 Fu (o 2,00 0)-1,) (4.12)

4.3. Méodo basado en las diferenciasfinitas

A continuacion, se adaptan los métodos basados en las diferencias finitas del capitulo 3

ala geometria en coordenadas polares.

4.3.1. Diferenciasfinitas con una interpolacion lineal

Consideremos 1" (r,0), f°(r,0) las derivadas en la direccion radia y angular
respectivamente. Se estudia el método basado en las diferencias finitas en € que se
emplea una interpolacion lineal de las derivadas (método DFL) adaptado para un
sistema de coordenadas polares. Con este proposito, se dispone de una red como la
representada en la figura 4.4, donde N, y Ny son € numero de puntos donde las

derivadas se miden en la direccion radial y angular respectivamente. Para abreviar la

notacion, a partir de ahora escribiremos f(+,0) = /f,, ¥ af(arﬂ) =f" 'y de manera
! v

n,m

W =7¢ . Del mismo modo a caso de

n,m

similar para la direccion angular

coordenadas cartesianas, se supone que las derivadas entre dos puntos adyacentes e
interiores de lared se interpolan linealmente:

o0 _ v (l_rj+ o
. fr ’ ’ ’ (4.13)
f 4 = ﬂfm(l_bj+f)19,m+lb ’
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donde a y b son las distancias entre los dos puntos adyacentes de lared (n,m), (n+1,m)
enladireccionradial y (n, m), (n, m+1) en ladireccion angular.

r

»
>

4 AG OB
n, m-1)
No ]
9 (-1 (n,m)  (n+1,m) ;
n, m+L)
\4 v C(/ \)D
\!0

Figura4.4. Red de puntos.

Integrando las ecuaciones (4.13) se obtiene:

aof (r,0)  ref ., r .
J;) Tdr = IO {fn,m [1_ aj+.fn+l,m d} dr,

(4.14)
(.,
4fn+1,m - fn,m = 2 (fr:,m + fnr+l,m )a ’
y de forma similar se obtiene la siguiente expresion parala direccion angular:
1
fn,m+1 - fn,m = E (fng,m + fn‘g,m+l)b . (415)

De esta manera, para cada punto interior de la red se dispone de 4 ecuaciones asociadas
alos 4 puntos adyacentes que tiene cada punto interior:
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fn+lm —Jnm :%(fnr+].rn +fn’m)
Fom = Fum =5 Fin * £720)
2 (4.16)
fnm+1 ~Jum = E (fniwl + rgn )
Som = Fam-1 = % (f;gn + fn€»1—1) .

Estas ecuaciones relacionan el valor de la funcion a determinar en el punto (r, m) con
los valores de la funcion y de sus derivadas en los puntos adyacentes. Sumando

adecuadamente las 4 ecuaciones de (4.16) se obtiene:

~ Fun = Fucan + Ao = Fran = P = 3 Fian = Fo [+ 2 fa = Ffa) - (A7)

Laexpresion (4.17) es véida paratodos los puntos interiores de lared de muestreo. Asi,
resolviendo dicho sistema, se obtiene e valor de la funcion f en todos lo puntos

interiores.

L os puntos de los bordes o de los extremos de la red no tienen cuatro puntos adyacentes
de manera que tan solo alguna de las ecuaciones (4.16) tendran sentido. En lafigura4.4.
se ha representado una red de puntos donde N, y Ny son los puntos de medicion en la
direccion radial y angular respectivamente. Los cuatro puntos extremos A-D se han
representado en lafigura 4.4. A continuacion se desarrolla como se modifica e método
en estos puntos y en los puntos que forman los bordes de lared. Para ello, se debe tener

en cuentalaperiodicidad angular, f, v, = f,.0-

Como ya se menciond anteriormente, el punto origen sera sobremuestreado de tal modo
gue se ha considerado gque todos |os puntos que unen los extremos A-C han de tomar €l
mismo valor. Asi, se ha considerado que e valor de lafuncion en el origen sea nulo. Y

por tanto, paralos puntos extremos A-C se impone que €l valor de lafuncion sea nulo:

Jo=0 ,
A-C: (4.18)

fO,Ng—J.:O
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Los puntos extremos B y D disponen de tres puntos adyacentes. a su izquierda, por
debajo y por encima (éste Ultimo debido a la periodicidad angular) y se obtienen las
siguientes ecuaciones:

. al . 7 b 0 0
B:=fn 203y, 10— /n,-11— fn,-an,2 = E(fzv,.flo +f1v,.72,0)—§(f}v,4,1 +fN,7],O)+

b
+§(f]€,—lN9—1+f]3,—lN9—2) ;
(4.19)

: a b( .o ) )
D:=fy an,2+3N,an, 1= v 28,17 fn,-10 :E(f]\r/,—lNa—l+f]\r],—2,Ng—l)+§(fN,—lN9—l + NN, -2)~

—g(fzgr—10+fz€,—LN,,—1) .

Una vez estudiados los puntos extremos, a continuacion se estudian los puntos que los
unen, es decir, los puntos que configuran los bordes de la red de puntos de muestreo.
Asi, teniendo presente la periodicidad angular de las derivadas, |os puntos que unen los
extremos A-B y C-D disponen de cuatro puntos adyacentes. Para estos puntos, las

ecuaciones (4.16) se escriben:

Sus10—Fuo = % (fnr+1o + fnro)

Sno = Sa-10 :%(fnro +fnr710)
(4.20)

fa-tro =2 A+ 1)
Sao _ang—l :%(fn% +fn€vg—1) .

Laexpresion general (4.17) se rescribe seguin la siguiente expresion:
T T T T b
AB: —fy a0+ 80— for— S0 = Jun,a :%(fn,o +f;1—10)_%(fn+1,0 +ﬁ1,0)—§(ffl+ﬁfo)
(4.21)

+§(fn% +ﬁ3\fy—1): %(fnr—lo —f},r+lo)+g(ff1vg—1 —ffl) .

De manera similar, paralos puntos que configuran el borde que une los puntosCy D se

obtiene:

CD: Af, nya—Foanya* Fuana = Sany-2 = Juo =

= +%(fnr,1v9—1 +. nr—l.N(,.—l)_ % (f N, fnr,Nb.—l)+ g (ff,Ne—l + ﬁfNy—z)— g (fsze—l + [ ) = (4.22)

:%(f‘nrfl,Ngfl - nrJrJ.,Ng—l)-,—%(an,Ng—Z - fo)v n=0,...,N,-1.
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Los puntos que unen los extremos A-C corresponden a punto origen medido para

diferentes angulos 6. Como ya se menciond anteriormente, €l punto origen sera

sobremuestreado y todos los puntos que unen los extremos A-C toman e mismo valor

gue se ha considerado nulo. Finalmente aquellos puntos que unen los extremos B-D

disponen de tres puntos adyacentes. Para encontrar la expresion general (4.17) tan solo

habr& tres aportaciones de las ecuaciones (4.16). De esta manera, se encuentran las

siguientes expresiones para los puntos que unen A-C y B-D:

AC: fom =0, m=0.....N, -1

BD: 3fy am = -2m =S ama Ty ama :‘g (fl’\},—lm +f, &.—Zm)%(fzs,.—lwﬁf Igr—lm) (4.23)
—g(ffg,—m +f 1@—%1):

a

= ) (/fl’\",—lm +/) 1’\;,.—2,m)+ g(fzs,_—lmu -/ ;5,__1%1) m=0,....Ny,-1

Asi, para cada punto se obtiene un sistema linea de ecuaciones en el que se relaciona
los valores de la funcion a determinar con |os de sus derivadas conocidas. Para resolver
el sistema se ha utilizado e mismo método iterativo que se presentd en e capitulo
anterior. Indicando e nimero de la iteracion mediante e superindice j, la ecuacion

(4.17) se escribe segun:

. ‘ . . ‘ . L\ b
4fnjr;1 = njm+l + njflm + nJ+lm + fn]m—l + % (fn—lm - fn+lrn )+ E (frgn—l - fngn1+1) ’ (424)

en lague secaculael vaor delafuncion en e pixel (n, m) en laiteracion j+1 a partir de
los valores de la funcién en los pixeles vecinos de la iteracion anterior j y de los valores

de las derivadas medidas.

Para megorar la convergencia del método, se ha definido un término v a partir de la

expresion (4.24):

- . fnl?n—l - frgn-%—l) ' (425)

. . , . . b
4y = fn]m+1 + fri]—lm + ri]+lm + fri]m—l + E (f;z—lm ~ Jn+lm )+ E(
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que permite calcular f,,, mediante:

= g+ factorly— £, ) (4.26)

siendo factor un factor de convergencia.

4.3.2. Diferencias finitas con una interpolacién por “splines’ cubicas

Al igua que en €l capitulo 3, se propone una variante del método anterior que consiste
en mejorar la interpolacion de las derivadas mediante las “splines’ cubicas. En €l
capitulo 2 se demostrd, calculando la funcién de transferencia, que el método que gjusta
las derivadas mediante “splines’ cubicas para la posterior integracion analitica es €l
método mas proximo al ideal (método de Fourier). Asi, para cada fila, los valores
muestreados de |la derivada radial se gjustan a una “spling” cubicay 1o mismo se hace
con los valores de la derivada angular obtenidos para cada columna, tal y como se

muestra a continuacion:

af(ar,e) :S,:,(V):ZS;M(V): S;?,m +Si,m(r_rn)+sw§,m(r_rn)2+s3,m(r_rn)3’ (427)

r O=m n n

o(r.0) =50(0)=>52,(0)=c%,, +ct,,(0-0,)+c2,(0-0, ) +c2,(0-0,), (4.28)
20 . n . n,m . n,m n,m m n,m m n,m m

donde r¢[r,,r,.4] cOn n=0.....N, -1 siendo N, el nmero de puntos de medida en la

n?

direccion radial, s?,.sy .25, 10S coeficientes para cada polinomio cubico s ,,(r)
con m=0.......,N, -1 siendo Nyel nUmero de puntos de medicion en la direccion angular.
Similarmente, 016, 6,,.1] €ON Mm=0,......; Ny =1y 2, ch .2 ,.,c2, son los coeficientes
de cada polinomio cubico s?,(¢) que se calculan teniendo presente que la suma de
todos €ellos s7(9) es periddica a lo largo de la direccion angular, y por tanto, debe

cumplirse que s¢(0)=s?(2z) paratodo n.
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Asi, integrando (4.27) y (4.28) se obtiene:

J.:Hl S;;l(l")dl" = :Ml S;,m (r)dr = J.r“l Srct),m +Si,m(r_rn)+sf,m (7‘—7'” )2 +S3,m(r_rn )Sdrr

rl

(4.29)

2 3 4
I R R N SN (A B
fn+1,m fn,m_sn,ma Sn,m 2 Sn,m 3 Sn,

m47

gm +1 0

Com T ci,m (9 - em)+ Cf,m(g - em )2 + Cr?,m (0 - Hm )3d6'

j: S9(0)d0 = j: s¢ (000~ |

- 7

(4.30)

2 3 b4

0 1 b 2 3
f‘n,m+l - fn,m - cn,mb + cn,m ? + cn,m ? + cn,m T’

con a y b las distancias entre dos puntos adyacentes de la red de puntos en la direccién
radial y angular respectivamente. Al igual que en e método anterior, se obtiene el
siguiente sistema lineal de ecuaciones para puntos interiores de lared:

fn+l,m - .fn,m = sl(’l),ma + Si,m % + Sr%,m % + sl?,m a4
2 3 4
0 1 a 2 a 3 a
fn,m - f‘n—l,m = Sn—l,ma + sn—l,m — tSam 5t sn—l,m a0
2 3 4 (4 31)
0 1 b2, B2 5 bt .
fn,m+1 - fn,m = Cn,mb + Cn,m 7 + Cn,m ? + Cn,m ?
3 4
0 1 b 2 3 b
f;z,m - fn,m—l = Cn,m—lb + Cn,m—l? + Cn,m—l? + cn,m—l?
Sumando las ecuaciones (4.31) se obtiene:
_fn—l,m - fn+Lm + 4fn,m - f‘n,m—l - <fn,m+l =
2 3 4
0 0 1 1 )4 2 2 |4 3 3 |4
= (Sn—l,m ~Sum )a + (Sn—l,m ~Su,m )? + (Sn—l,m ~Sum )? + (Sn—l,m ~Sum )7 + (432)
2 3 4
0 0 1 1 \b 2 2 \b 3 3 \b
(Cn,m—l ~Cum )b + (cn,m—l ~Cam )7 + (Cn,m—l ~Cum )? + (cn,m—l ~Cnm )Z '

La expresion (4.32) representa un sistema de ecuaciones lineales mediante las que se
relaciona el valor de lafuncion en un punto interior (n, m) con los valores de la funcion
y de sus derivadas en los puntos adyacentes. La dependencia con los valores de la
derivada se encuentra en los coeficientes tal y como se vio en e capitulo 2 (ver
expresiones (2.12)-(2.16)).
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Al igua que en e caso anterior, |os puntos que unen los extremos A-C tienen el mismo
valor de manera que estén a mismo nivel que e origen cuyo valor de la funcion se ha
considerado nulo. Y por tanto, para los puntos extremos A y C se impone que el valor
de lafuncién sea nulo:

Joo=0
A-C: (4.33)
fO,NO—l =0

Para los puntos extremos B y D se disponen de tres puntos adyacentes. a su izquierda,
por debajo y por encima (éste ultimo debido a la periodicidad angular) y se obtienen las

siguientes ecuaciones:

2 3 4
. 0 a 2 a 3 a
B~y 20+3y10 _fN,-ll_fN-lNal:{sN-20a+5’}\/,<20 o SN20g “1\4204}—

0b+cQ0 +cQO +CQOZ + cQMrlb+CQM*1E+CQM*1§+CQNzrlz 3

2 3 4
a 3 a
C:~fan,2+3fan, 1= Sin, 2= fao —{quvg 1“”(111\15 2 sty 3 +S0.N9—14}_

2 3

0 . b b b4
Dty +CQNg CQNg CQNg—zbJr 2

2

b b
+CQN€_2 +cQN0_2 }(4 34)

2 3 4
. 0 a 2 a 3 a
D:~fyan 243y ana—Sn-2on1a— N0 :{Szv,zzvgla“zlvrzzvgl Y TSN-2NA 3 TSN 2N ” }_

0 1 v, b 3 b*
- Cozv,flzvgflerczv,.legflE +ch—lNg—l§ +CN,—],N9—12 +

0 1 K b 3 b
+ ch’lNl)’zb_FcN;’lND’ZE+ch’lN()’2§+CNr’lN})’ZZ d

Considerando la periodicidad angular de las derivadas, los puntos que unen los
extremos A-B y C-D disponen de cuatro puntos adyacentes. Para los puntos que
suponen el borde que une A y B, las ecuaciones (4.31) se escriben segun:

_ _o+1612+2613+3614
Jns10 = Fao = Sn0a Sn0 5 TSm0 F S0
4
_.0 1 a 2 3 a
Jno = Su-10 = Sn-100 + Sp-10 5 FSp-10 5 FS-10
2 3 4 (4.35)
0 1 b, b2 3 bt
f‘nl - .an = cn,Ob + Cn,O ? + cn,O ? + Cn,O 7
2 S b

) 1
/[nO - an(,—l - Cn,N(,—lb + Cn,NU—l7 + Cn,N(,—l? + Cn,NU—lj )
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y laexpresion genera (4.32) se escribe como sigue:

AB: _f‘n—LO _fn+L0 + 4fn,0 _fn,Ng—l _.fn,l =

2 3 4
) 0 1 1 \4 2 2 \a ( 3 3 )a
= (Sn—l,O _sn,O)a+(Sn—L0 _Sn,0)72 +(Sn—l,0 —Sn0 )?JF Sn-1,0 71,0 7+ (4-36)
2 3 4
0 0 1 1 \b 2 2 \b 3 3 \b
(cn,Ng—l —Cno )b + (cn,Ng—l —Cn0 )?—f— (cn,Ng—l —Cno )?—f— (cn,Ng—l —Cno )7 .

De manera similar, para los puntos que configuran el borde que une los puntos Cy D se

obtiene:

~fo-an, 1= Juan, 2t A N, 2= S, 2= Juo =

2 3 4
_(.0 0 1 1 a 2 2 a ( 3 3 )a
_(Sn—lNg—l_Sn,Ng—l)a+(Sn—lNg—l_Sn,Ng—l)?—f_(Sn—lNg—l_Sn,NH—l)E—i_ Sn—l.Ng—l_Sn,Ng—l I—F (437)
b2

0 0 1 1
(cn,NH—Z ~Cu N, —1)b + (Cn,zvg -2 7 CuN, —1)?

( 2 2 )b ( 3 3 b*
+ cn,Ng—Z_cn,Na—l €+ cn,Na—Z_cn,Na—l Z

Finalmente, el borde A-C corresponde a punto origen y se impone gue la funcion tome
el mismo valor en todo el borde de manera andloga al apartado anterior. Por otro lado,
para aquellos puntos que unen los extremos B-D sblo tienen tres puntos adyacentes con
lo que laexpresion (4.32) vendra dada por:
AC: Som =0, m=0.....N, -1

3

. 0 1 a 2 a a
BD: 3fy 1= Sn-2m =N amat SN -ama =SN-2m QSN 2m o PSNam g TSN 2w,

B2 (4.38)

0 0 1 1
+ (CM.—lWl —CN-Am )b + (CN,.éLnkl —CN-Am )E +

b b*
+(C12V;.—lm—1_C]2Vr—lm)§ +(C§]r_lm—l_cl?\)/,—lm)z m=0, ..... Ng —1.
Asi, para cada punto (n, m) se obtiene un sistema lineal de ecuaciones en las que se
relaciona €l valor de la funcién a determinar en el punto (n, m) con los valores de la
funcién y de sus derivadas en sus puntos adyacentes. El sistema de ecuaciones se
resuelve con el método iterativo (4.26) y se determina la funcion deseada en los puntos

de medicion.
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4.4. Comparacion de los diferentes métodos de integraciéon con una
sefial periodica

A continuacion se presentan resultados numeéricos obtenidos con los métodos
explicados en los apartados anteriores. Para comparar la precision de los diferentes
métodos de integracion se ha implementado una sefia periddica presente que en €l
origen ( » = 0) la funcion debe ser nula tal y como se han definido la integral radial
(4.4)-(4.5) y angular (4.6)-(4.7). Asi, lasefid sinusoidal y sus derivadas se han generado

mediante:

fnm =|:1_C0{2ﬂpr ]\’; j:|3|n£27ng ]:[nJ
r 1

Jsin(Z;zpe ];”J (4.39)

0

n m
cog 2 — .

Nrﬂ {ﬂpgNe]

donde N, y Ny corresponden al nimero de pixeles en cada direccién donde las sefiales

. n
" =2m. Sn 2
Som =27, [ e

r

12 =2mp, {1— CO{Zﬂpr

han sido evaluadas, p, y pe corresponde a pardametro de frecuencia de la sefid
sinusoidal en cada direccion. La frecuencia normalizada viene dada por 2p,/N, 0 2p4d Ny
de acuerdo a la direccion. Las funciones obtenidas mediante los métodos estudiados se
han comparado con la sefial generada analiticamente calculando el error de integracion

mediante;

n,m

1 Nefo 012
rms = N,,Ng Z fnm_fnm (440)

donde s’eslafunciénintegraday r° eslafuncion original.

Derivadas no ruidosas

La figura 4.5 muestra € error de integracion en funcion de la frecuencia normalizada.
Lafigura4.5(a) corresponde a error obtenido mediante |os métodos basados en laregla
del Trapecio mientras que la figura 4.5(b) corresponde alos métodos en que se emplean

las “splines’ cubicas. Los métodos se han aplicado en el caso ideal en que las derivadas
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analiticas no presentan ruido y son: a) los basados en la integra de linea aplicando la
regla de Trapecio (Trap Rad y Trap Ang) 0 la interpolacion por “splines’ cubicas
(CS Rad y CS Ang) en la direccion radial y angular respectivamente; b) la
minimizacion de la diferencia entre las funciones obtenidas mediante la integracion
unidimensional con la regla del Trapecio (MDTrap) y con € auste por “splines’
cubicas (MDCS) y c) los métodos basados en las diferencias finitas DFL y DFCS segun
el guste de las derivadas. En este experimento |as sefiales han sido evaluadas en N, = Ny
= 256 pixeles, se ha considerado € mismo pardmetro frecuencias en ambas direcciones
pr=poY enlos métodos de las diferencias finitas se han utilizado 100 iteraciones. De la
figura 4.5(a) se observa que todos los métodos ofrecen € mismo error; por tanto, no hay
diferencias entre los diferentes métodos basados en laregla ddl Trapecio en el caso ideal
de derivadas generadas analiticamente. EI mismo comportamiento tienen los métodos
basados en las “splines’ cubicas aunque e método de laintegral de linea en la direccion
angular (CS_Ang) difiere ligeramente aumentando €l error de integracion. Al igual que
el caso de coordenadas cartesianas, a bgas frecuencias el error obtenido es bgo y a
medida que aumenta |la frecuencia de la sinusoide éste aumenta, es decir, los diferentes
meétodos reproducen con precision sefiales de baja frecuencia pero dejan de ser precisos
para sefiales de alta frecuencia. Comparando |os resultados de las figuras 4.5(a) y (b), se
aprecia que los métodos que emplean una interpolacion lineal (figura 4.5(a)) ofrecen
errores més atos que los obtenidos mediante los métodos que emplean una
interpolacion por “splines’” cubicas (figura 4.5(b)), de acuerdo con los resultados del
capitulo anterior. Asi se concluye la importancia de conseguir la interpolacion de la

derivada més precisa posible.

o] L | e : .
c e Trap_Ang ' o | C 0.8 -~ mCS_Ang | . .
20 0.7 1-~| eTrap_Rad ~~~~- Poomooooto 18 07+--| mCSRad [-------- oo o
& 06 --| ®MDTrap | B -8 064--| mmpcs L ________ [
o e DFL ! L= ® DFCS ‘ L
S A S S 105 | o
g 04~ R . 04+
— 03, ,,,,,,,, L_ L ____ lg¢ - — — - - ————— J o i | | | | | |
S 02- IR ()ieg'z I Vg 0
L a — . | | | ™ | | |

0.1 e | I A R B

0 L } } T } T T T | 0 - .‘ = ‘. ‘I ' l‘ L) ‘I ; ‘ : :
0 010203040506070809 1 0 010203040506 07 08 09 1
Frecuencia Normalizada Frecuencia Normalizada

Figura4.5. Error de integracion en funcion de lafrecuencia normalizada de la funcién sinusoidal a
obtener a partir de |as derivadas mediante |os métodos de integracion: () Trap_Ang, Trap_Rad, MDTrap
y DFLy (b) CS_Ang, CS_Rad, MDCS'y DFCS.
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Derivadasruidosas

Para apreciar la diferencia entre los diferentes métodos de integracion presentados, €l
experimento se ha repetido afiadiendo a las derivadas analiticas un ruido gaussiano de
varianza 0.25 y valor medio nulo. La figura 4.6 muestra la comparacion del error de
integracion en funcion de la frecuencia normalizada de la sefial sinusoidal a reconstruir
a partir de sus derivadas ruidosas. En la figura 4.6(a) se comparan los métodos basados
en la regla del Trapecio mientras que en la figura 4.6(b) se muestran los métodos
basados en las “splines’ cubicas. En ambos casos, en la regién de bajas frecuencias se
observa una diferencia entre los métodos basados en la integral de linea y los que
minimizan la diferencia entre las integrales segun la direccion; se aprecia que éstos
ultimos of recen mejores resultados que |os primeros siendo mas precisa la minimizacion
de la diferencia entre los val ores obtenidos en cada direccion ya que permiten encontrar
las constantes de integraciéon para cada fila y columna. A medida que aumenta la
frecuencia de la sefid sinusoide la diferencia ente los métodos va disminuyendo. De
todas maneras, |os métodos basados en las diferencias finitas superan en precision alos
anteriores, siendo mejor e que emplea el guste por “splines’ cubicas, DFCS. De todas
maneras, € método DFCS es € que ofrece meores resultados. Los resultados son
analogos a | os obtenidos en coordenadas cartesianas.
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| | | | | | | | | | | | | | |
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®© 0.6 --| ®MDTrap L ifi”ﬂ 8 06+--| mmDCS | -____ L
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+— B ‘ 77777777 = u
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E 027 o aje 8 38 (@ | S 02f-glelg-m-u-g-w-io-botoolioo
LIJ 777!\ 7\ 7\. 77777 \77\ 777777777777 — . b
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O s,

0 010203040506 070809 1

Frecuencia Normalizada Frecuencia Normalizada
Figura4.6. Error de integracion en funcion de lafrecuencia normalizada de la funcién sinusoidal a
obtener a partir de las derivadas con ruido gaussiano, varianza 0.25y valor medio nulo mediante los
métodos de integracion: (a) Trap_Ang, Trap_Rad,MDTrapy DFLY (b) CS_Ang, CS_Rad, MDCS'y
DFCS.

Derivadas no ruidosas con un defecto tipo delta
Se ha redlizado otro experimento numérico para determinar qué método atentia mejor
los defectos locales que puedan encontrarse en las derivadas como por eemplo,

pegueiias motas de polvo, rayaduras, defectos de fabricacion,.... De manera similar al
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caso de coordenadas cartesianas, se ha realizado una simulacioén numérica sumando un
defecto en las derivadas sin ruido, situado a 3/4 partes del dominio en ambas
direcciones. En este experimento las sefiadles han sido implementadas mediante la
ecuacion (4.49) en N, = Ny = 128 pixelesy con un pardmetro de frecuencia p = 10, de
modo que la frecuencia normalizada es 0.156, correspondiendo a baja frecuencia. La
figura 4.7 muestra un gjemplo de la propagacion del error de estos métodos. La columna
izquierda de la figura corresponde a los métodos en que se emplealaregla del Trapecio:
(& Trap _Ang, (C) Trap Rad, (€) MDTrap y (g) DFL; mientras que la columna de la
derecha hace referencia alos métodos basados en las “ splines’ cubicas: (b) CS Ang, (d)
CS Rad, (f) MDCS'y (h) DFCS. Como es de esperar, los métodos basados en “ splines’
cubicas responden mejor (figura 4.5) eliminando la forma sinusoidal que ofrecen los
métodos lineales tal y como se aprecia en las figuras 4.7(a)-(¢)-(e)-(g). Para los métodos
basados en la integral de linea, se aprecia que € error se propaga a lo largo del camino
de integracién de forma diferente: en la integracion angular, la propagacion del error
introducido por e defecto delta afecta a todo €l camino de integracion ya que la

presencia de la delta hace que la expresion (4.6) v, = f,,,(r.0)- f.,.(0) sea diferente

para e pixel donde se ha situado la delta. De esta forma el perfil final calculado
mediante la expresion (4.6) se vera afectado alo largo de todo € camino de integracion
que pasa por €l pixel donde se ha situado la delta. Sin embargo, en la integracion radial,
el error que introduce el defecto afecta a partir del mismo, es decir, no afecta a todo el
camino de integracion; tan solo afecta alos valores de la funcion a partir de los pixeles
donde se ha situado € defecto delta debido a las expresiones 4.5 y 4.6. De las figuras
4.7(e) y (f) se aprecia que los métodos que minimizan la diferencia entre los valores
obtenidos integrando en cada direccion mejoran ligeramente los resultados de los
métodos de integral de linea ya que son més precisos a calcular las constantes de
integracion. Al emplear las diferencias finitas, € error debido alafuncion delta (defecto
anadido a las derivadas) permanece local, alrededor de la posicién origina del defecto.
Asi para un muestreo en coordenadas polares, estos métodos ofrecen mejor resultado
para € error de integracién; y si es posible, el méodo mejora si previamente se
interpolan las derivadas por “splines’ cubicas, de forma similar a caso de coordenadas

cartesianas.
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Figura4.7. Diferencia entre la sefial analiticay laintegraday valor del »ms cuando laintegracion se
realizaa partir de unas derivadas alas que se le ha sumado un defecto (funcion delta) mediante los
métodos basados en laregladel Trapecio: (a) Trap_Ang, (¢) Trap_Rad, (€) MDTrap, (g) DFL y los
basados en las “splines clbicas: (b) CS Ang, (d) CS_Rad, (f) MDCS'y (h) DFCS.
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4.5. Comparacion de los diferentes métodos de integracion con una
sefial arbitraria

Una vez estudiado el caso de una sefiad periddica, a continuacion se estudia € caso de
una sefia arbitraria. Para ello, se ha implementado una funcion f,,, analitica con el
objetivo de determinar la precision de los métodos de integracion descritos. La funcién
analiticay sus derivadas vienen dadas por:
2
n
Fom _[(NJ N exp{—lo(n N, +1) } sm(Ngj
_ i . m o 2n—N, +1 _ 2
= (Ng j{ N (Ngj 50(N Jexp{—lO(n N, +1) }} (4.41)

ez} mbn 2]

La figura 4.8 muestra la funcién y sus derivadas; la figura 4.8(a) y (b) corresponden a

las derivadas radial y angular respectivamente y la figura 4.8(c) a funcién origina
generada analiticamente. Las tres funciones se han evaluado en N, = 64 pixeles en la

direccién radia y Ny= 128 pixeles en ladireccién angular.
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Figura4.8. (a) Derivadaangular f?, (b) derivadaradia /"y (c) Funcion /

Los diferentes algoritmos de reconstruccion estudiados se han comparado calculado el
error cuadratico medio (4.40)

A continuacion se presenta € estudio de los diferentes métodos de integracion para tres

casos particulares:

e ¢l casoideal en que las derivadas no presentan ningun tipo de ruido
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e ¢ caso en que las derivadas presentan un defecto tipo delta ssmulando posibles
defectos en la superficie a medir como por gjemplo motas de polvo, rayaduras,
defectos de fabricacion, y

e ¢ caso en gque las derivadas son ruidosas

Derivadas no ruidosas

La figura 4.9 muestra el mapa de errores y e valor del rms calculado mediante (4.40)
cuando laintegracion se realiza mediante los diferentes métodos estudiados. Las figuras
4.9(a)-(c)-(e)-(g) corresponden al error producido cuando se emplea la integracion
angular (Trap Ang), radid (Trap Rad) mediante la regla del Trapecio; cuando se
considera la minimizacién de la diferencia entre las dos integraciones como criterio para
determinar |as constantes de integracion (MDTrap) y cuando se emplean las diferencias
finitas (DFL). De manera analoga, las figuras 4.9(b)-(d)-(f)-(h) corresponden a los
mismos métodos de integracion utilizando las “splines’ cubicas (CS Ang , CS Rad,
MDCS'y DFCS). Para este caso ideal en que las derivadas son analiticas y no presentan
ningun tipo de defecto ni de ruido, los métodos que emplean la misma interpolacion de
las derivadas ofrecen un error similar, independientemente del método escogido. Y
como es de esperar, los métodos en los que se emplean las “splines’ cubicas ofrecen
mejores resultados que los que emplean una interpolacion lineal. El valor del rms
obtenido mediante el método DFCS es inferior que €l obtenido con e método DFL, de
acuerdo con la funcion de transferencia del método DFCS que se aproxima mejor a la
analitica de la operacion numérica de integrar. El error producido en la integracién con
los métodos de diferencias finitas es del mismo orden de magnitud que el obtenido con
los métodos basados en laintegral de linea que emplean la misma de interpolacion para
gjustar las derivadas. En este caso ideal en que las derivadas no presentan ningun ruido
ni defecto, se observa que métodos como CS Ang, CSRad o MDCS ofrecen mejor

resultado que el método DFL tal y como muestralafigura4.9.
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Figura4.9. Diferencia entre la sefial analiticay laintegraday valor del »ms cuando laintegracion se
realiza a partir de unas derivadas sin ruido mediante los métodos basados en laregla del Trapecio: (a)
Trap _Ang, (C) Trap_Rad, (€) MDTrap, (g) DFL y los basados en las “ splines clbicas: (b) CS_Ang, (d)
CS Rad, (f) MDCS'y (h) DFCS.
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Derivadas no ruidosas con un defecto tipo delta
Para evaluar la propagacion del error que pueden introducir posibles motas de polvo en
la muestra, rayaduras, posibles defectos de fabricacion,.... se ha redizado un

experimento numérico que consiste en simular la presencia de un defecto tipo delta de

Dirac en las derivadas. La funcion delta, situadaen n = %N, y m= %Ng, Se sumaa

las derivadas de la funcién deseada. La figura 4.10 muestra un gemplo de la
propagacion del error producido en la integracion realizada. De manera analoga al caso
anterior de una sefial periddica, la columna de laizquierda de lafigura 4.10 corresponde
al mapa de errores y el rms obtenido con los métodos basados en la integral de linea
(Trap_Angy Trap Rad), en laminimizacion de la diferencia entre |os val ores obtenidos
en las dos direcciones (MDTrap) y en las diferencias finitas (DFL) en los que se emplea
la regla del Trapecio; mientras que la columna de la derecha corresponde a mapa de
errores y e rms de los mismos métodos empleando las “splines’ cubicas, CS Ang,
CS Rad, MDCS'y DFCS. De manera similar al caso de una sefia sinusoidal, se observa
que la propagaciéon del error introducido por € defecto delta es diferente segin la
direccion: en laintegracion angular la presencia de la delta influye alo largo de todo €l
camino de integracion que pasa por e pixel donde se ha situado mientras que, en la
integracion radial, €l error que introduce el defecto afecta a partir del mismo, es decir,
tan solo afecta a los valores de la funcion a partir de los pixeles donde se ha situado el
defecto delta. Los métodos que minimizan la diferencia entre las integraciones radia y
angular también sufren la propagaciéon del defecto a lo largo de todo el camino de
integracion ya que el perfil final se obtiene mediante la media (4.12) de los perfiles
obtenidos radial y angularmente. Aun asi, los métodos MDTrap y MDCS ofrecen
mejores rms que los métodos Trap Angy CS Ang. Mediante los métodos de diferencias
finitas € error introducido por el defecto tipo delta se mantiene local, es decir, no se
propaga alo largo de todo € dominio de la funcion. El vaor del rms del método DFCS
es inferior que el del método DFL ya que las “splines’ cubicas interpolan mejor las
derivadas que posteriormente se integran. De la figura 4.10, se aprecia que |os métodos
de diferencias finitas ofrecen mejores resultados que los obtenidos mediante los

métodos basados en laintegral delineay los de la minimizacion.
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Figura4.10. Diferencia entre la sefid anditicay laintegraday valor del rms cuando laintegracion serealizaa
partir de unas derivadas sin ruido con un defecto delta mediante los métodos basados en laregladel Trapecio: (a)
Trap_Ang, (C) Trap_Rad, (€) MDTrap, (g) DFL y los basados en las “ splines cubicas: (b) CS_Ang, (d) CS_Rad,
(f) MDCS'y (h) DFCS.
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Derivadasruidosas

Lafigura4.11 muestra el mapa de erroresy el valor del rms calculado mediante (4.40)
en la integracion de las derivadas que presentan un ruido analitico de tipo blanco,
gaussiano, media nula y varianza 10°. Las figuras de la columna de la izquierda
corresponden a lo métodos que emplean laregla del Trapecio, Trap Ang, Trap Rad,y
MDTrap y DFL respectivamente y las de la columna de la derecha corresponden a los
mismos métodos de integracion utilizando las “splines’ cubicas (CS Ang, CS Rad,
MDCS 'y DFCS). Los resultados obtenidos son similares a los obtenidos al caso de
derivadas no ruidosas. los métodos DFL y DFCS mejoran los resultados respecto al
resto de métodos analizados. Asi pues, los métodos de las diferencias finitas son los mas
apropiados para la integracion para los casos mas reaes. ruido y defectos en las

derivadas.
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Figura 4.10. Diferencia entre la sefid anditicay laintegraday valor del rms cuando laintegracion se
realizaa partir de unas derivadas con ruido de varianza 10° mediante los métodos basados en laregla del
Trapecio: (a) Trap_Ang, (€) Trap_Rad, (€) MDTrap, (9) DFL y los basados en las “ splines cubicas:. (b)
CS Ang, (d) CS_Rad, (f) MDCS'y (h) DFCS.
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