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Introduccién

Consideremos la ecuacién de Beltrami

9f(z)=uz) 0f(z), 2z€C (*)

donde v es una funcién medible definida en el plano y tal que satisface la condicion
de elipticidad ||p]|o < k < 1. A la aplicacion p se le llama coeficiente de Beltrami.
Por el Teorema de Morrey [40] de 1938, existe esencialmente una tnica solucion de
que es un homeomorfismo y pertenece al espacio de Sobolev VV,})CQ((C) (funciones
donde tanto la funcion como sus primeras derivadas parciales pertenecen a Lj (C)).
A esta solucién se le llama p-quasiconforme o K-quasiconforme. Toda solucion en
W,-?(C) de la ecuacion de Beltrami se llama quasiregular.

Es conocido que uno puede encontrar una aplicacién quasiconforme que puede

expresarse de forma explicita como
f(z) =z+ Ch(z) (0.0.1)

donde C es la transformada de Cauchy

Ch(z) = l/ de

™ Jc R —W

y h(z) = 0 f(2) (véase e. g. Ahlfors [I]). A esta aplicacién quasiconforme la llamamos
solucion principal.

Un célculo sencillo muestra que si f es quasiconforme y ¢ es una funcion analitica,
entonces la composicién ¢ o f es también solucion de @) No so6lo esto, mediante el
Teorema de Stoilow, podemos relacionar las aplicaciones quasiregulares con la apli-

cacion quasiconforme puesto que cualquier solucion de la ecuacion de Beltrami es la
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composicion de una funcion holomorfa con la aplicacion quasiconforme (véase, e. g.
[3, Teorema 5.5.1]).

Los libros de Ahlfors [1], Astala et al. [3], Lehto y Virtanen [32] y Renelt [43]
contienen un amplio compendio de resultados clasicos y por tanto, son una referencia
obligada. Si nos concentramos en la regularidad de soluciones, el Teorema de Stoilow
nos permite concentrarnos unicamente en la solucién principal puesto que las aplica-
ciones holomorfas son infinitamente diferenciables. Un resultado de Mori [39] de 1956
vo(C) paraa < £ < 1

donde K = % De las estimaciones de Schauder [45] se tiene que si el coeficiente

de Beltrami esta en la clase C%¢(C) (Holder continua de exponente €) y tiene soporte

establece que las aplicaciones quasiregulares pertenecen a C

compacto, entonces la aplicacion quasiconformef pertenece a C¢(C). En este caso se
puede ver que la aplicacion f es bilipschitz. Recordemos que la propiedad bilipschitz
de una funcién permite preservar todas las propiedades métricas de los conjuntos, en
particular la dimension de Hausdorff.

Desde el punto de vista de las ecuaciones en derivadas parciales, es natural con-
siderar el caso en que los coeficientes estan en el espacio de funciones con oscilacién
media que se anula denotado por VMO. Ejemplo de ello son los trabajos de Chiaren-
za [8], Chiarenza et al. [9], Vitanza [60], entre otros. En el contexto de las aplica-
ciones quasiconformes, Iwaniec en [24] establece que cuando el coeficiente de Beltrami
1 € VMO(C) con soporte compacto, entonces f € W,2P(C) para todo p € (1,00) y
por tanto pertenecen a C%¢(C) para todo € < 1. En el libro de Ahlfors [I] se demues-
tra, en particular, que cuando p > 2 y el coeficiente de Beltrami p € WH?(C) con
soporte compacto, entonces la aplicacién quasiconforme f € VV;?(C)

El objetivo de esta tesis es presentar resultados de regularidad de la soluciones
a la ecuacién de Beltrami cuando el coeficiente tiene una cierta regularidad. Més
concretamente, si el coeficiente de Beltrami esté en ciertos espacios de Sobolev 6 Besov
entonces las soluciones de la ecuacién tienen las derivadas localmente en estos espacios
de Sobolev 6 Besov. La demostracion de este hecho se obtiene a partir de la soluciéon
principal. Dado un espacio de funciones X (C), si el coeficiente de Beltrami yu € X (C)
tiene soporte compacto y satisface la condicion de elipticidad |||l < k < 1, entonces
la solucidn principal f(z) = z + Ch(z) y cumple que h € X(C) (Teorema [2.2)).

En el capitulo 4 consideramos, de forma similar al capitulo 2, el estudio de la
regularidad de las soluciones para coeficientes de Beltrami que estéan restringidos a
un dominio acotado 2 del plano. La motivaciéon del estudio de la regularidad para
coeficientes restringidos a dominios proviene del articulo de Mateu et al. [36] donde se

considera el caso en que el coeficiente de Beltrami es una funcion de C%¢(2) restringida
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a un dominio acotado de clase C1 con 0 < € < 1. En este caso la solucién principal
también es bilipschitz. El resultado principal demostrado, que corresponde al Teorema
es el siguiente: Sean 0 < a < e <1yl < p < oo tal que ap > 2. Consideremos
un dominio acotado Q2 con frontera de clase CY¢ y i una funcion medible soportada en
Q tal que ||p]|o < k < 1. Entonces, si p € X“P(Q)), entonces la solucion principal de
la ecuacion de Beltrami es f(z) = z + Ch(z), donde h € X*P(Q2) y donde X*P(Q2) =
Wer(Q) 6 By (). La propiedad bilipschitz de la solucion principal queda garantizado
por el resultado de Mateu et al. en [36].

La prueba de los resultados presentados, lleva al estudio de la invertibilidad del
operador de Beltrami [ — uB donde B es la transformada de Beurling. Dicha idea fue
presentada por Iwaniec en [24] y utiliza métodos del anélisis funcional y armonico.
Iwaniec demostré que cuando pu € VMO(C), el operador de Beltrami es invertible
como operador de LP(C) en si mismo para todo 1 < p < co. En el articulo de Astala
et al. [4] probaron que si el coeficiente de Beltrami p € L>°(C) con soporte compacto,
el operador I — puB tiene inverso acotado en LI(C) para ¢ € (1 + k,1+ 1) donde
k = ||it]|o- Este resultado se deduce del teorema de distorsion de area de Astala en
[2] v de argumentos de la teoria de pesos.

En el capitulo 3, consideramos el espacio de Lebesgue con pesos LP(w) donde w es
de la clase de Muckenhoupt A,. El resultado principal dice que el operador de Beltrami
I — B es invertible en LP(w) cuando w es un peso de A,. Para ello demostramos que
el conmutador [u, B] es un operador compacto en LP(w).

Como ya mencionamos, en el capitulo 4 consideramos el estudio de la regularidad
de la solucion principal para coeficientes de Beltrami que estan restringidos a un do-
minio acotado €2 del plano. Un primer problema es la continuidad de la transformada
de Beurling restringida al dominio. Al restringir un operador de convolucién a un do-
minio este deja de ser de convolucion. Meyer estudio en [38, 37| que los operadores de
Calderon-Zygmund que no son de convolucién son continuos en espacios de Sobolev y
Holder definidos en R™. También Lemarie en [33] estudio esto en los espacios de Besov.
Ambos utilizaron la condicién T'1 = 0. Nosotros demostramos para ciertos espacios
de funciones definidos en un dominio €2 de R™ que si T es un operador de Calder6n-
Zygmund de tipo par, la condicién que Tyq pertenezca al espacio de funciones X ()
(donde xq es la funcion caracteristica en ) equivale a que T sea acotado de X ()
en X (€2). Un problema abierto es conocer como son los dominios €2 para los cuales es
posible aplicar el resultado. Tolsa demostré en [54] que en la clase de dominios cuya

parametrizacién de la frontera pertenece a Wz_%’p(R) se satisface Byq € W'?(Q)
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y, por tanto, la continuidad de la transformada de Beurling. En los casos W*?(Q) y
B2 ,(€2) con ap > 2 basta con que la frontera sea de clase C' con a < € < 1.

Por ultimo, en el capitulo 5 consideramos una generalizacion de la ecuaciéon de
Beltrami obtenida al aumentar el orden de las derivadas parciales. En particular,

consideramos la ecuacion tipo Beltrami:

0%f(2) = pu(z) 0 f(2).
Recordemos que la solucion principal de la ecuacion de Beltrami es biyectiva. Al

garantizar la existencia y unicidad de soluciones del tipo

2

J() =5 +C*h2)

bajo ciertas condiciones de normalizacion, claramente la solucion no es biyectiva. Sin
embargo, el primer sumando de la expresion nos hace pensar que pudieran tener la
propiedad dos a uno. El Ejemplo muestra que esta propiedad no se cumple en
general.

Para terminar con esta introduccién, a lo largo de esta tesis C' serd una constante
que no depende de cantidades importantes y puede representar una constante dife-
rente en cada aparicion (a menos que utilicemos explicitamente un subindice). En
algunas ocasiones necesitaremos constantes C' que dependan de ciertos pardmetros,

en cuyo caso se denotard por subindices. Ademéas, A < B indicard que A < CB 'y
A~ Bsi ASB<SA



CAPITULO 1

Preliminares

En este capitulo recordaremos las definiciones y algunas propiedades sobre espacios
de funciones y operadores necesarios para la lectura del trabajo. Cabe mencionar
que las definiciones y resultados presentados pueden presentarse en un contexto mas
general, para lo cual sugerimos consultar, los libros de Grafakos [2I], Stein [50] 6
Triebel [55].

1.1. Espacio de funciones L”

Un subconjunto 2 C R™ es un dominio si es abierto y conexo. En este trabajo
denotaremos la clase de funciones continuas f: Q — C por C(Q2). Para k € N,
denotamos la clase de funciones con derivadas continuas de orden k por C*(Q). El

soporte de una funcion f, denotado por supp f, es el conjunto

supp f = {z € : f(z) # 0}.

donde la barra superior denota la adherencia del conjunto. La clase de funciones que
tiene derivadas de cualquier orden se denotara por C*(£2). Dos subclases importantes
de la clase anterior son las clases de funciones C2°(Q2) y C§°(£2), que representan la
clase de funciones con derivadas de cualquier orden cuyo soporte es compacto y la
clase de funciones con derivadas de cualquier orden que se anulan en el infinito,
respectivamente.

Sea (X, p) un espacio de medida y consideremos 1 < p < oo. Denotamos la clase

de funciones p-integrables en X como LP(X) al conjunto de funciones medibles f que
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satisfacen )
1l = ( /X |f(x)|pdu(:v)> < .

En nuestro caso, X = (2 C R” o directamente X = R” y la medida utilizada sera la

medida de Lebesgue y = m, de esta forma

1fllLee) = (/Q |f(90)|pdm(a:)); = (/Q |f(x)|pdx); < .

El espacio L”(Q) con la norma || ||zr() es un espacio de Banach, si 1 < p < oo.
En el caso que p = o0, el espacio L>(2) es la clase de funciones acotadas y la

norma esta dada por
£l () == ess sup eqlf ()]

Es conocido que la clase de funciones C'2°(€2) es un subconjunto denso de LP(Q2) para
1 < p < o0 pero no para p = 0.

Diremos que una funcién f es localmente p-integrable si f € LP(U) para cada
subconjunto compacto U de €. La clase de funciones localmente p-integrables se
denota por Lj (€). Mediante la desigualdad de Hoélder, es facil ver que L} (Q) C
Lp

loc

(92) si p < q. Denotaremos los espacios de Lebesgue LP(€2) por LP y || ||zr(q) por
| ||, cuando no se preste a confusion.
Para poder definir la clase de Schwartz, definimos una familia de seminormas sobre

la clase de funciones C§°(R™). Dado un par de multi-indices a y 3, sea

90 f

Pa,p(f) = sup I“w(x)

zeR™

Decimos que la funcién f pertenece a la clase de Schwartz sobre R™ si p, s(f) < 00
para todo a y para todo . Esta clase se denota por S(R").

Un ejemplo de una funcion de la clase S(R) es

0, en otro caso.

1 .
exp(—3), sit>0,
o(0) = { =
Ademaés la funcién, para r € R",

¢ (1 - |zf?)

pertenece a la clase S(R™). Observemos que se tienen las siguientes inclusiones entre
clases de funciones,
CX(R™) c S(R™) C C™(R").
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Una propiedad importante es que la clase de funciones C°(R") (y por tanto la
clase de Schwartz S(R")) es densa en LP(R") si 1 < p < co. Definimos el espacio de
distribuciones temperadas, denotada por S'(R™), a la coleccion de todos los funcionales

continuos definidos en S(R™) con valores en R 6 C.

1.2. Espacios de Lorentz

Los espacios de Lorentz son una escala intermedia entre los espacios LP.

Definicién 1.2.1. La funcidn de distribucion dy de una funcion f estd dada por
de(t) ==m{z e Q:|f(x)]| >t} = |{z € Q:|f(x)] > t}|
para todo t > 0.

La funcién de distribuciéon d; depende del valor absoluto de f y puede tomar el

valor +00. Las funciones de distribucion tienen, entre otras, las siguientes propiedades.

Proposicién 1.2.1. Supongamos que f, g son funciones medibles y consideremos un
escalar A distinto de cero. La funcién de distribucion d; es no-negativa, decreciente y

continua por la derecha en [0, 00). Més atn
1. Si |g| < |f] casi para todo punto, entonces d, < dy.
2. dy(t) =dy <§) para todo t > 0.
3. dyg(ts +t2) < df(th) + dy(ts) con ty,ta > 0.

Definicién 1.2.2. Supongamos que f es una funcion medible. La reordenada decre-

ciente de f es la funcion f* definida en [0, 00) por la regla

fr(t) =inf{s : ds(s) < t}
para todo t > 0.

Para una funciéon f general, si primero formamos la funcion de distribucion dy y
después la funcion de distribucion dg, de dy (con respecto a la medida de Lebesgue
m en [0,00)) obtenemos el reordenamiento decreciente f*. Esto es una consecuencia

inmediata de las identidades

f(t) = sup{s : ds(s) >t} = dg, (1)
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para todo t > 0. Dicha relacion se obtiene de la definicion del reordenamiento de-
creciente, el hecho que dy es decreciente y la definicion de funcion de distribucion.
Ademas, se tiene la relaciéon

dp- = dy.

Proposicién 1.2.2. Supongamos que f, g son funciones medibles y consideremos un
escalar A distinto de cero. El reordenamiento decreciente f* es no negativo, decreciente

y continuo por la derecha en [0, 00). Ademas,
1. Si |g| < |f]| casi para todo punto, entonces g* < f*.
2. (Af)*(t) = |A\|f*(t) para todo t > 0.
3. (f+9) (t1 +tz) < f*(t1) + g*(t2) con ty,ty > 0.
4. (|f|P)* = (f*)? para cualquier 0 < p < oc.

Utilizando la funcion de distribucion y la reordenada decreciente de una funcion

f tenemos si 0 < p < 0o, entonces

/Qlf(ar)! . p/o 14, (s)ds / et

Definiciéon 1.2.3. Seal <p < ooy 1l < ¢ < oo. Definimos el espacio de Lorentz con

indices p y ¢, denotado por LP4(Q) a la clase de funciones tales que la cantidad

1
[ fllzraie) = (/ tpf*(t)q7> < 00
0

en el caso que ¢ < oo y por
1 *
[f]|Lroe = suptr f*(t)
>0
cuando ¢ = oo.

Es facil ver que L9 = {0} para ¢ < 00 y || |[zeee = || |- Ademaés, de la
definicién de la norma en espacios de Lorentz y la integraciéon mediante la funciéon de
distribucién, tenemos que || ||zer = || ||, para toda p (notemos que |f?|* = (f*)?).
Es posible demostrar la desigualdad del tridngulo para | ||zre si 1 < g < py que la
norma de Lorentz es equivalente, mediante la funcién de distribucion, a la presentada

a continuacion.
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Proposicién 1.2.3 (Norma en el espacio de Lorentz mediante la funciéon de distribu-

1
1 ee qds\«
Hﬂbw=pq</ ﬂdﬂ@%—)-
0 S

En los espacios de Lorentz, al igual que en los espacios L, se tiene la desigualdad
de Holder.

cion).

Teorema 1.1 (Desigualdad de Holder en espacios de Lorentz). Si 0 < py,pa,p < 00
1

11
y 0 <q1,q2,q < 00 tales que & = -4 =~y -

1,1

=4 + ) entonces
1f9llzea < Cllfl[Lrvar|lgllLrae

donde C' = C(p1, p2, 1, G2) es constante.

Es conocido que si m(€2) < oo y p < g, se tiene la inclusion L? C LP. De forma

similar, en el caso de espacios de Lorentz se tienen las siguientes inclusiones.
Teorema 1.2 (Inclusiones entre espacios de Lorentz). Sean 1 < p,q, P,Q < oc.
1. Si g < @, entonces || f||zre < C| f|lLra. Es decir,

[Py P9,

2. Sip < P, entonces (m(Q))ﬁHfHLp,q < C(m(Q) 7| f|Lre. Bs decir,
LPR s 4
La inclusion LP? C LP? no es valida si la medida de € es infinita. Observemos
que sin importar si la medida de ) es finita o no, se tiene LP C LP*°. Al espacio

LP*>° se le conoce como LP-débil. Otra caracterizacion de la norma en los espacios de

Lorentz se obtiene utilizando la dualidad de LP9.

Teorema 1.3 (Caracterizacion dual de los espacios de Lorentz). Sea 1 < p < ooy
1 < ¢ < o0. Para toda f € L1,

IszmﬂAﬁm@

wmws§

donde = representa que las dos cantidades son comparables con constantes que depen-

den de p y q. Ademas, la hipotesis f € LP? puede cambiarse por f y g no negativas.
y

En la seccion [I.9] caracterizaremos el espacio de Lorentz mediante la interpolacion

real de espacios de Lebesgue.
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1.3. Espacios de Holder

Consideremos €2 C R" un abierto y 0 < v < 1.

Definicién 1.3.1. Una funcién f que satisface la condicion

|f(@) = fy)| < Cle =y (1.3.1)
para x,y € Q es Hélder continua o Lipschitz continua de exponente 7.
Toda funcion Hoélder continua es uniformemente continua.
Definicién 1.3.2.

1. Si f: Q — R es acotada y continua, entonces
1fllo@) = sup [f(2)].
z€eQ

2. La ~v-seminorma de Hoélder de f: €2 — R esta dada por

[f]COv/(Q) = sup M

z,ye |ZE - y|7
TH£Y

y la v-norma de Holder se define como
1 fllcon@) = | flloo + [flcon(a)-

3. El espacio de Holder C*7(€) consiste de todas las funciones f € C*(Q) para las

cuales la norma

[ fllerv@) = 1 fllox@) + Z [0% fleo @)

lal=k
es finita.
Observacién 1.3.1.
1. Ck272(Q) C CF(Q) si by + 71 < ko + 7.

2. C' ¢ C% pero C%! es cercano a C'. Por el Teorema de Rademacher, toda
funcion Lipschitz continua es diferenciable casi para todo punto y las primeras

parciales son acotadas (véase [16], pag. 281]).

10
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1.4. Las clases de funciones BMO(R") y VMO(R")

Denotamos por fg al promedio de la funcién f sobre la bola B, es decir,

1
fB= E/Bf(x)dx

Las funciones de oscilacion media acotada, son las funciones localmente integrables

para las cuales la expresion

11 =sup{ [ 17() -~ falae

es finita y donde el supremo es tomado sobre todas las bolas en R"™. Es conocido que la
caracterizacion es equivalente para bolas o cubos. El espacio de funciones de oscilacion
media acotada es denotado por BMO(R") = BMO. En general, la expresion || f||.
no es una norma pero si una seminorma.

Una clase importante de funciones a lo largo de este trabajo es la clase de fun-
ciones con oscilacion media que se anula denotada por VMO(R™) y definida como la
adherencia de C2°(R™) en la norma de BMO(R™). Debido a la desigualdad

£l < 2/ flloo

tenemos que las funciones continuas que se anulan al infinito Cy pertenecen a dicha

clase.

1.5. Espacios de Sobolev

Decimos que o = (a, ... ay) con o; € N para todo i = 1,...,n es un multi-indice
y escribimos || := >"1 | ;. Denotamos por D a la a-ésima derivada parcial, es
decir,
olal
Def = f.

I
0x] Oxon

Sean f,g € L} (Q2). Decimos que g es la derivada débil 6 en el sentido de las

loc

distribuciones de f de orden «, denotado por D*f = g si se satisface la relacion

Do) s@ae = (0 [ gpota)ae

Q

para todo ¢ € C°(Q).

11
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Definicién 1.5.1. Sean 1 < p < ooy k € N. Definimos el espacio de Sobolev WHP(Q)
como el conjunto de funciones f € LP()) tal que para cada multi-indice « tal que
la| < k las derivadas en el sentido de las distribuciones D®f pertenecen a LP(2). La

norma en este espacio esta dada por

I fllwes == > 1D*fllp.
0<|a|<k
Es posible definir los espacios de Sobolev de orden fraccionario. Para tal efecto,

consideremos primero el nicleo de Bessel G, por
Go=F (14 1€)72

donde F~! es la transformada inversa de Fourier.

Definimos el espacio de potenciales de Bessel G, (LP(R™)) como el conjunto de las
funciones f que pueden escribirse como f = G, * g para alguna g € LP(R™).

En el libro de Stein [50, teorema 3, capitulo V| se muestra que los espacios de
potenciales de Bessel Go(LP(R")) y de Sobolev W*P(R") son equivalentes cuando

k € N. Esta relacién nos motiva a definir los espacios de Sobolev de orden fraccionario.

Definicion 1.5.2. Sea a € R. El espacio de Sobolev fraccionario W*P(R™) es el

conjunto de todas las aplicaciones f € LP(R™) para las cuales G, * f pertenece a
LP(R™).

En el caso particular cuando 0 < o < 1 tenemos la siguiente caracterizaciéon para

el espacio de Sobolev fraccionario.

Lema 1.5.1. Sea 0 < o < 1, ni’;a < p. Entonces, f € W*P(R") si y solo si f €
LP(R") y
_ 2\ 2
Do f(x) = (/ Mdy> )

|z —y|rree

EntOIlCeS HfHWa,p(Rn) ~ ”fHLp(Rn) + ”DafHLp(Rn)

Cabe mencionar que existen otras normas equivalentes en el espacio W*P(R") y
para lo cual referimos al trabajo de Strichartz [52].
De suma importancia son las inclusiones entre los espacios de Sobolev, Lebesgue

y Holder. Mostramos algunos de ellos en el siguiente Teorema
Teorema 1.4 (Corolario 9.13 en [6]). Sea k > 1y p € [1, 00).

> 0.

1. WkP(R") C LY(R") donde * =
q

3|

— kg
n

D =

1
p

12
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9. kap(]Rn) C L(R™), para toda ¢ € [p,00) si

SRl

k, n oo (RN i1k
3. WHP(R™) C L*(R"), si o — o <0.

Todas estas inclusiones son continuas. Mas aun, si k — % > 0 no es un entero, sean
s=[k— %] yO=Fk— > —spara(< 6 < 1. Entonces para toda f € W*P(R"),

1D flloo < Clfllwer

para todo multi-indice a con || < k'y
D f(x) — D* ()] < Cll flwsole — 4 ¢ p.t. 2,y € R”
y para todo multi-indice « con |a| < k. En particular,
WkP(R™) C C*(R"). (1.5.1)

Decimos que A(R™) es un dglgebra de funciones si para f,g € A(R") se tiene que

fg € A(R™) y existe una constante C' tal que,

I fallagry < Cll fllagmllgll agny-

Como ejemplo de un algebras de funciones tenemos a los espacios de Sobolev
W*P(R™) cuando ap > n. Otros ejemplos de algebras de funciones son los espacios
de Besov para ciertos indices que se trataran en la siguiente seccion.

Por otra parte, para todo a y 1 < p < oo, la clase de funciones C2°(R™) es densa
en W*P(R™) (véase [56, pag. 172]). Por dltimo, mostramos el siguiente lema sobre

inclusiones en los espacios de Sobolev.

Lema 1.5.2 (Observacion 2 pag. 206 en [56]). Para todo 0 < a; < asy 1 <p < o0

se tiene
We2P(R") — WP(R™).

Relacionado con los espacios de Sobolev, tenemos los espacios de Besov y Triebel-
Lizorkin. Estas clases de funciones pueden entenderse como una escala diferente entre
espacios de Sobolev. En la siguiente secciones estudiaremos otros espacios de funciones

de interés para esta tesis.

13
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1.6. Espacios de Besov

Consideremos 0 < a < 1y ¢ € S(R") tal que

blz) = {1, si |z < 1;

0, silz|>3.
Sea ¢y = ¢ y definamos ¢;(z) = ¥(277z) — (277t z), 2 € R* y j € N. Como
Zdjk(x) = 1 para z € R", la familia {¢;} es una particion de la unidad.
k=0

El espacio de Besov By (R") es el conjunto de las fanciones f tales que

/1

o0 1/q
By, (&) = (Z 2fsqr|<wjf>wrip(m) (1.6.1)
7=0

es una cantidad finita para 0 < p < 0o, 0 < ¢ < oo y donde el simbolo " representa la
transformada de Fourier y por “su inversa (véase, por ejemplo, [55, pag. 45]).

Otra forma de caracterizar estos espacios de Besov es mediante el siguiente lema
que utiliza las primeras diferencias de una funcién y cuando 0 < o < 1 (para maés
detalles véase [50, pag. 151]).

Lema 1.6.1 (Caracterizacion del espacio de Besov). Para0 < a <1y 1 <p,q < oo,

son equivalentes
1. fe By, (R")

2. f e LP(R") y satisface

L () o) o) o

En la seccion se introducird otra caracterizaciéon de los espacios de Besov
utilizando la interpolacion real de espacios de funciones.

Una propiedad importante que utilizaremos en esta tesis es el hecho de que cuando
ap >ny 1l < p,q< oo, el espacio de Besov By (R") es un algebra de funciones.
Ademas, se tiene que la inclusion By (R") < C(R") es compacta en el caso ap > n
(véase [bl, pag. 145]).

Por otra parte, de forma analoga a los espacios de Sobolev, el espacio C2°(R") y
S(R™) son densos en Bf (R") para a € R, 1 <p < ooy 1 < g < oo (véase [56, pag.
172]).

14
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1.7. Espacios de Triebel-Lizorkin

Si permutamos las normas en la expresion de la definicién de los espacios de
Besov, obtenemos una escala distinta de espacios. Consideremos 1; como en la seccion
anterior. El espacio de Triebel-Lizorkin FS' (R") es el conjunto de las funciones f tales

que
0o 1/q
11 Fg, @) = <22jsq((¢jf)v)q>
§=0

es una cantidad finita para 0 < p < ooy 0 < ¢ < oo y donde el simbolo " representa

LP(R™)

la transformada de Fourier y por“su inversa (véase, por ejemplo, [55, pag. 45]).

Los espacios szfq(]R”) son algebras de funciones en el caso que 0 < p < ¢ < ©
v ap > n (véase el corolario en la subseccion 2.8.3 en [b3, pag. 146]) v la clase de
funciones C°(R™) es densa para a € Ry 1 < p,q < 0.

Un hecho importante es la identificacion de los espacios de Sobolev con el espacio

de Triebel-Lizorkin, es decir,
We(RY) = Foy(R").

En el caso entre los espacios de Besov y Triebel-Lizorkin se tiene que éstos coinci-
den, cuando p = ¢, By, = F,. Ademas, entre estos espacios se tiene las siguientes
inclusiones

o (R") — ng(R“) — Bg

p,min{p,q} 7méX{p7q}<

R").

1.8. Operadores de Calder6on-Zygmund. Las trans-
formadas de Riesz, Cauchy y Beurling

Recordemos que un nicleo estindar es una funciéon medible K definida en R™ x

R"\ {(z,z) : = € R"} que toma valores en R o C que satisface:

1. |K(z,y)] < =L para todo x,y € R,

|z—y|™

2. |K(z,y) — K@) § 22 sifa -yl > 200 — 2]

lz—y[m T

De esta manera, 1" es un operador de Calderon-Zygmund 6 integral singular si para

cada f € C°(R") existe un nucleo estandar K tal que

Tf(x)=[| K(x,y)f(y)dy

R

y T se extiende a un operador continuo en L*(R").

15
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Dado un operador integral singular 7', definimos el operador integral singular trun-

cado como

T.f(x) = /| | KGf), o g f

y el operador integral singular maximal mediante la relacion

T f(x) = sup | T f ()] -

e>0

Sea b € BMO(R"). Definimos el operador conmutador de 7'y b para f € C°(R")

como

Cof (z) = [b. T)f(x) = / (b(x) — b)) K (2, 4) [ (5)dy. (1.8.1)

Los operadores de Calderén-Zygmund son acotados en LP y también los conmu-
tadores Cj,.

Teorema 1.5. Si T es un operador de Calderén-Zygmund, entonces para 1 < p < co

existe una constante C' tal que

171l < Clifllp-

La constante C' es menor o igual que Améx{p,p’'} donde A depende de la dimension
n, la constante en las condiciones y (2) en la definicion del nacleo de Calderon-

Zygmund y la acotacion para T en L2
A continuacién presentamos un ejemplo de nicleo de Calderon-Zygmund.

Ejemplo 1.8.1. Supongamos que €2 es una funcion de clase C'* definida en la esfera

Sn=! € R” con integral cero, entonces

K(x,y)zﬂ(m_y> !

lz—yl) |v—y|

se puede probar que es un nticleo de Calderén-Zygmund. En particular, sea z € C,
entonces

K(z,w):m

es un nicleo de Calderén-Zygmund.

Proposicion 1.8.1. Si T es un operador de Calder6n-Zygmund, f € L*(R™) y ¢t > 0,

entonces

e (@) > ) < T [ Il

16
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Sean f,g: R" — C, se define la convolucion de dos funciones f y g , denotada

por f x g, como la funcion

frglx)= . [z —y)g(y)dm(y).

Es inmediato de la definicion que la convoluciéon es conmutativa, es decir, f*xg = g* f.

Ademas que con respecto a la diferenciabilidad

O (fxg)=f*(0%) =(0"f)*g.

Decimos que el operador T' con niicleo K es de convolucion si

Tf(x)=K=x*f(z)= [ K(zr—y)f(y)dy.

Rn

Consideremos el nicleo de Calderén-Zygmund K (z,w) = ﬁ del ejemplo m

1) = [ o= [ 12w - (g

es decir, el operador T es de convolucion.

entonces

Definimos la familia de operadores potenciales de Riesz mediante la regla:

I(f)(x) = v(a, n) - fy)|z —y|* "dy

para 0 < o < n. La constante vy(a, n) estd dada por la relacion

B 2" T((n — a)/2)
) = i ag2)

donde I' es la funcion gamma usual.

La condicion a > 0 es necesaria para garantizar que |z|*" sea localmente inte-

grable.
Proposicion 1.8.2. Para f € S(R") se tiene
L(f) = (f()lel™)"

Las propiedades de homogeneidad del operador implican que aplica L? en L? s6lo
sil/p—1/q= a/n. Es decir,

Teorema 1.6 (Hardy-Littlewood-Sobolev). Sil/p—1/q =2y 1 < p < n/a, entonces

existe una constante C' = C(n, a, p) tal que

Hafllg < Cllf -

o ~a-2
La constante C' satisface C' < C(n, a) min {(p — 1)~ (% = %) }

17
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Observemos que el Teorema implica que los operadores [,: LP — L7 es con-

tinuo cuando  — 1 =2
p qa n
En el caso de espacios de Lorentz, para los potenciales de Riesz, se tienen los

siguientes resultados.

Teorema 1.7. Sea 0 < o < n. Los potenciales de Riesz I, son acotados de L' en
Loy de Lal en L.

En el articulo [5] de Bagby, se muestra, ademéas que I, aplica L&t en C.
Comenzamos ahora la discusion de las transformadas de Cauchy y Beurling que

sera de vital importancia en este trabajo.

Definicién 1.8.1. Definimos la transformada de Cauchy de una funciéon f de la clase

de Schwartz por

Cf(z) = i) dw
T Jez—w
para z,w € C.
Si f € S(C), se puede demostrar
ICf]l« < C|lfll2-

Esta desigualdad se traduce en que la transformada de Cauchy de una funcion de L2,
es un elemento de BMO;
C: L* —» BMO.

Es conocido que la transformada de Cauchy es continua de LP con 2 < p < oo en C%Y
cony=1-— ]%. Ademas,
[C fleorc) < Cpllfllp

12p?
donde C, < R
Observemos que podemos escribir la transformada de Cauchy como un operador

de convolucion

cre) = (o x1) G

Tw

Para f € S(C) se tiene
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pues % es la solucion fundamental del operador 0. Si f € LP para 1 < p < oo se

tiene
oCf=f.
Ademas, si f es una funcién de Schwartz,

0Cf(z) = lim —l/| | de:—VPl/C(f&dw.

=0t T (z —w)? T z—w)?

Definicién 1.8.2. La transformada de Beurling B se define como el valor principal

de la integral

1
Bf(z) = —VP—/ de.
™ Je (2 —w)?
Observemos que B es un operador de Calder6n-Zygmund cuyo niicleo es
1
m(z —w)?

Para funciones f € S(C), la relacion entre la transformada de Cauchy y la de Beurling

estd dada por

Tw?

ICF(z) =0 (% *5f> (2) = (L *5f> (2) = Bf(=).

Ahora, presentamos el siguiente resultado sobre la transformada de Beurling en
espacios de Sobolev de exponente entero. Cabe mencionar que la proposicion [1.8.3]

podemos cambiar la transformada de Beurling por cualquier operador de convolucion.

Proposicién 1.8.3. La transformada de Beurling satisface B: W'*(C) — WhP(C).
En general, si k € N

B: WHP(C) — W*P(C).

Demostracion. Observemos que la transformada de Beurling B es un operador de

convolucién con nicleo —#, es decir,

B1G) = (- ) o)

Tw?

Si k > 1, de las propiedades de diferenciabilidad de la convoluciéon tenemos,

Tw?

O"Bf(z) = (—L * 6kf> (2) = B(9"f) (2).

Esto termina la demostracion.

19
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En el caso de espacios de Sobolev de exponente o € R\ N utilizamos la caracte-
rizacion mediante potenciales de Bessel. Sea f € W*P(C), entonces existe g € LP(C)
tal que f(z) = G,*g(2). Mediante el Teorema de Fubini y dado que B es un operador

continuo en LP(C) tenemos

Bf(z) =

Esto implica que Bf € W*?(C). Mediante la Proposicion y utilizando el método
de interpolacién compleja podemos obtener la misma conclusiéon en el caso de los

espacios de Sobolev fraccionarios. Esto es parte de nuestra siguiente seccion.

1.9. Interpolacion real y compleja

Comenzamos esta seccion con dos resultados clasicos de interpolacion. El primero
debido a Riesz (1926) y Thorin (1938) vy el cual es la base de la interpolacion com-
pleja. El segundo es debido a Marcinkiewicz (1939) y Zygmund (1956) y se considera
precursor del método de la interpolacion real.

Para comenzar, recordemos que
P+ Li={f:R"—>C: f=fo+ fi, fo€ L?, fi € L}.

Teorema 1.8 (Interpolacion de Riesz-Thorin). Sea T un operador lineal de L0 + LP!

en L% + L% donde 1 < pg,qo, p1,q1 < 00 tal que

NT fllrao < Collflzro para todo f € LP°
[T fllLa < Cillf]| e para todo f € L

Para 0 < 6 < 1, definimos p y q por

1 1-0 0 1 1-40 0
+ —, + —.
b Po P1 q qo0 q1

Si 1l < g < oo, entonces T aplica LP en L9y
1T fllze < Co~ "Ll fllro
para f € L”.

20
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Ahora mencionamos el Teorema de interpolacion de Marcinkievicz. Para tal caso
recordemos que T es un operador cuasi-lineal si para algin C' > 1, para todo A € C

y para todo f, g en el dominio de T,

TNl = NIT],
T(f+9)l < CUTfI+|Tgl).

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que C' > 1.

Teorema 1.9. Sean 0 <7 < 00, 0 < pg # p1 <00, 0 < gy # ¢1 < 00 y consideremos
dos espacios de medida (X, pu) y (Y,v). Sea T un operador cuasi-lineal definido en
LPo(X) 4 LP*(X) que toma valores en el conjunto de las funciones medibles de Y o
sobre un conjunto de funciones simples de X en Y. Supongamos que para algunos

My, My < oo las siguientes estimaciones de tipo débil son validas

IN

IT(xa) g < Cop(A)P,
HT<XA)HL‘11700 < Cllu(A>1/P1

para todo subconjunto medible de A C X de medida finita. Fijemos 0 < § < 1 y sean

1 1-6 6
P Po 1
1 1-6 0
q 9o @

Entonces existe una constante C' que depende de K, po, p1,qo, g1, Co, C1, 1,0 tal que
para toda f en el dominio de Ty en LP"(X) se tiene

1T (H)llpar < C|lf] Lo

Observemos que LP>° C LP° 4+ LP' y por lo tanto, el operador T" esté bien definido
en LP" para toda r < oo.

Como una aplicacion del Teorema de Marcinkiewicz, presentamos la siguiente.

Lema 1.9.1. Un operador de Calderén-Zygmund T es continuo de LP" en LP". Es

decir, satisface T': LP" — LP" y la estimacion

1Tl o < |1F o

Demostracidén. Por la proposicion [1.8.1]

o [Txe)@) > )] < 12

21
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De esta forma sabemos que
1T (xE) ||l < ClE]|

para todo conjunto medible E.

Ahora recordemos que LP C LP*° y que para 1 < p < oo, por el Teorema los
operadores de Calderon-Zygmund son acotados en L?,

ITHIlp < Cpll flp-

De esta manera,

1T ()l e < 1T (xp)llr < Cplixell, = Col E]7-

Por el Teorema [1.9

1T (H)llpar < C[lf] Lo

En particular, para la transformada de Beurling tenemos que

1B fllezr < Cllfllz2r

para r < 00.
Para el caso de potenciales de Riesz, mediante el Teorema y el Teorema de

Marcinkiewicz obtenemos el siguiente resultado.

Teorema 1.10 (Hardy-Littlewood-Sobolev para potenciales de Riesz en espacios de

Lorentz [5]). Supongamos que 0 < a <ny 1l < p < g < oo con % :%—%>O. Si

1 <r < oo, entonces para f € LP"

H[afHLq’r < CHfHLPﬂ
Es decir, el potencial de Riesz I, es un operador lineal acotado de LP" en L?".

Para terminar esta seccion, enunciamos las definiciones y resultados sobre inter-

polacion real y compleja que utilizaremos a lo largo de este trabajo.

Definiciéon 1.9.1. Sea A un grupo abeliano escrito de forma aditiva. Si ¢ > 1 es
una constante, una c-cuasinorma || - || es una funcion definida en A que toma valores

reales que satisface
1. |la]] > 0y ||a|| =0 siy solo sia=0.
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2. || — a|]| = ||a|| para a € A.

3. |la+ 0l < c(|lall +|1bl|) para a,b € A.
Decimos que (A, || - ||) es un cuasigrupo normado.

Definicién 1.9.2. Un espacio vectorial cuasinormado es un espacio vectorial que es

cuasinormado y donde la cuasinorma satisface ||Aa|| = |A|||a|| para todo escalar A.

Ejemplos de espacios vectoriales cuasinormados, son espacios LP(R"). Si 0 < p <

00, tenemos que
, 1-p
I1f =+ gllp, < méx{1, 27 }(|| fll, + llgl»)-

Entonces LP(R™) es un espacio vectorial cuasinormado para 0 < p < oo.

Es conocido que los grupos cuasinormados son espacios métricos (véase, por ejem-
plo [56]). Por otra parte, a un espacio vectorial cuasinormado y completo se le llama
cuasi- Banach.

Los espacios LP son cuasi-Banach si 0 < p < co. De hecho son Banach si 1 < p <

Q.

Definicién 1.9.3. Sean Ay y A; grupos cuasinormados. Decimos que (Ag, A1) es una
pareja de interpolacion (cuasinormada) si existe un grupo cuasinormado A tal que

Ag C A, Ay C A con inclusiones continuas.

Si (Ap, A1) es una pareja de interpolacion, entonces los conjuntos AgNA; y Ag+A4;

son subgrupos de A donde

A0+A1:{6LEAICL:CL0+(11;(IjEAj}.

Definimos
”aHAoﬁAl = mé“X{HaHAmHaHAl}?
lallagra, = _inf {[lalla, + llalla,}-
=ap+ai,
ajGAj

Lema 1.9.2. Si (Ap, A1) es una pareja de interpolacion, entonces AgN Ay y Ag + A4y

son grupos cuasinormados.

La idea de la teoria de interpolacién es encontrar grupos Ay tales que Ag N A; C
Ay C Ag + Ay donde Ay es intermedio entre Ag y A;.

De acuerdo con el Teorema de Riesz-Torin y Marcinkiewicz, los resultados sobre
acotacion de operadores, utilizan operadores lineales o sublineales. De forma similar,
en la teorfa de interpolaciéon mas general, consideraremos homomorfismos, es decir,
aplicaciones T: A — B tales que T(a+b) =T(a) +T(b) y T(—a) = T(a).
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24 Capitulo 1. Preliminares

Definicién 1.9.4. Sean A, B grupos cuasinormados y consideremos 7: A — B un

homomorfismo. La cuasinorma de T esta dada por

Ta
|7 = [Tla~p = sup [Talls
acA ||CL||A
a#0

Decimos que T es acotado si ||T] < oo.

Sean t € (0,00) v a € Ag + Ay, entonces la K-funcional esta dada por
K(t7 CL) = K(ta a; A07 Al) = l/Ilf{HCL()HAO + tHQIHAl}-

Definiciéon 1.9.5. Consideremos (Ag, A1) una pareja de interpolacion. Si 0 < 0 < 1

1
<o dt\ «
lallao,41)0,, = (/0 [t "K(t,a)]q?) (1.9.1)

para a € Ay + A;. Denotamos (Ag, A1)g, al conjunto de a € Ay + A; para los cuales

(1.9.1)) es finita.

El ntiimero 6 es el parametro de interpolacion y ¢ es pardmetro fino. Por ejemplo,

y 0 < g < oo, sea

si pg < p entonces
(LPo(R™), LP*(R™))g,, = LPI(R") (1.9.2)

donde
1 1-6 0

p Po P
v po < q. Por tanto los espacios de Lorentz pueden obtenerse mediante la interpolacién

real de espacios LP.
Otra caracterizacion de los espacios de Besov, es la obtenida mediante la interpo-

lacion real entre el espacio LP y el espacio de Sobolev, es decir, para 0 < o < 1,

(LP(R™), W' (R"))aq = By (R™). (1.9.3)

Teorema 1.11 (Interpolacion de operadores). Sean (Ao, A1) v (Bo, By) dos parejas
de interpolacion y consideremos T un homomorfismo de Ay + A; en By + B; acotado

A; — B; con cuasinormas M; para j = 0,1. Entonces T" es acotado (A, A;)s,, en

(307 Bl)e,q para 0,q y

IT || (A0, 4104 (Bos By < My~ " MY
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Capitulo 1. Preliminares 25

Como una aplicacion del Teorema anterior, consideremos la transformada de
Beurling B. Sabemos por el Teorema que B: [*(C) — LP(C) y dado que B
es un operador de convolucion, para k > 1 con k € N, B: W*P(C) — WHrP(C).
Entonces

B: By (C) — By (C) (1.9.4)

paral <g<ooy0<a<k.

Teorema 1.12 (Propiedades elementales de interpolacion real). Sean (Ag, A;)una

pareja de interpolacion, 0 < 0 < 1y 0 < ¢ < co. Entonces
L. (Ao, A1)og = (A1, Ao)1-0,4
2. (Ap, A1)oq C (Ao, A1)oosiqg<@Q
3. Si Ay = A; entonces (Ao, A1)o, = Ao = Ay

d

4. lall(a0,41),, < Cogllall’y’lall%, para a € Agn Ay

Pasamos ahora a mostrar de forma muy sintetizada el método de interpolacion

compleja. Nos restringimos al caso de espacios de Banach.

Definicion 1.9.6. Sea 0 < 6 < 1. Decimos que a € [Ag, A1)y si y sélo si existe una

funcion f(z) con z = z + iy, tal que:

1. f(z) es holomorfa, acotada en la banda 0 < z < 1y que toma valores en Ao+ A4,

con valores continuos sobre las lineas frontera r =0y z = 1.
2. f(iy) es continua y acotada con valores en Ay.

3. f(1+1y) es continua y acotada con valores en Aj.

4. a = f(6).

Consideramos la norma para [Ag, A1]g a

||a||[A07A1]e = fI}f mé“X{Hf(iy)HAm ||f(1 + Zy)”x‘h}

En este caso, diremos que [Ag, A1]g es un espacio de interpolacion de exponente 0.
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26 Capitulo 1. Preliminares

Como ejemplo, tenemos que

[LPO,LZH]Q = [P

si
1 1-6 0

p Po y4!

con 0 <6 <1.

Otro caso interesante para nuestro trabajo, son los espacios de Sobolev fracciona-
rios. En el caso 0 < a < 1, se pueden caracterizar como el espacio de interpolaciéon
de exponente a entre LP(R™) y WP(R"), es decir

[LP(R™), WHP(R")]o = WP (R™).

Teorema 1.13 (Interpolacion compleja de operadores). Sean [Ag, A1] v [Bo, B1] dos
parejas de interpolacion de espacios de Banach y 7: A; — B; para j = 0,1 un
homeomorfismo entre parejas de interpolacion. Entonces T': [Ag, A1]o — [Bo, Bilg es

continuo. Mas atn,

HTH[A07A1]9—>[30731]9 < HTH}LXEiBo HTH?%aBl'

En el caso de los espacios L?, del Teorema anterior se sigue el Teorema de Riesz-
Torin Ahora apliquemos el Teorema anterior a la transformada de Beurling B.
Recordemos que B es un operador de Calderon-Zygmund continuo de LP en LP y por

ser de convolucion es continuo de W*P? en W*? para k € N. En este caso se tiene
B: W*P(C) — W*P(C).

Para concluir esta seccién, enunciamos los resultados de las parejas de interpo-
lacion que caracterizan espacios utilizados en este trabajo. Dichos resultados pueden

consultarse, por ejemplo, en el libro de Triebel [56] pag. 182, 184 y 185].

Teorema 1.14. Sean ag, a1 € Ry 1 < po,p1,qo, 1 < 00. Si 0 < # < 1, definimos

a, p, g mediante las relaciones,

a = (1-=0)ag+ 0oy,
1 1-6 0

[ — _|__7

b Po b1

1 1-6 0

[ — + —

q qo0 q1

Entonces:
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1. Los espacios de Besov satisfacen

[e74] (e3} _ o . _ _
(BILQO’ Bp,th)evq - Bp,q S1Ppo =P1 =P,

(B, By Nog = By, sip=gq,

P0,90° " P1,91

(B B g = B2

o0 Borar g Si1<q <00, 1<qg <ooyl<pgyp <o

2. Los espacios de Triebel-Lizorkin satisfacen
[e%s] (o5} _ (0% 3
(Fp,qo’ Fp,q1)97p = B, si g 7 o,
« « _ (0% M —_ I —
(Fpo,qo’ Bp17q1)97q = B,, Slap = =ayp=4q,

(Fpo s Fpn)oq=TFpp  siag=ar=ayl<r<oo,

p07r’ p17r
@ [e3] _ o
[FPO:(]O’ th‘]l]e - an

3. Los espacios de Sobolev satisfacen

(Wao,p,Wm,p)g’T:Bg’r siag#a, pp=p1=pyl<r<oo,
(WP, W) gy = By, siag = a1 = a,

[Wao,po7 Wa17p1]9 = WP

1.10. Resultados sobre compacidad de operadores

Antes de comenzar a enunciar los resultados utilizados sobre compacidad de ope-
radores, recordemos algunas definiciones.
Un subconjunto § de un espacio métrico es relativamente compacto si su adheren-

cia es compacta. Los siguientes criterios son equivalentes:

1. § es relativamente compacto si y s6lo si toda sucesién de puntos de § contiene

una subsucesion de Cauchy.

2. § es relativamente compacto si y sblo si para todo € > 0 puede recubrirse por

un numero finito de bolas de radio e.

Estas equivalencias pueden consultarse en el libro de Lax [31, pag. 233].
Sean X e Y dos espacios de Banach. Un operador lineal T: X — Y es compacto
si la imagen T'(B) de la bola unitaria B € X es un conjunto relativamente compacto

en Y. Sobre operadores compactos, recordamos las siguientes afirmaciones:

Teorema 1.15.
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28 Capitulo 1. Preliminares

1. La suma de operadores compactos es un operador compacto.
2. Multiplicar por un escalar un operador compacto nos da un operador compacto.

3. Sean X, X1,Y, Y] espacios de Banach y supongamos que el operador 7: X — Y
es compacto y los operadores V: X; — X y U: Y — Y] son continuos, entonces

los operadores U o Ty T o V son compactos.

4. SiT,,: X — Y es una sucesion de operadores compactos que convergen en la

norma del operador a 7', es decir
lim ||Tn - THX—>Y = 0.
n—oQ

Entonces el operador 1" es compacto.

Para la prueba de los enunciados antes mencionados sugerimos consultar el libro
de Lax [31] 6 el de Schechter [46].

Retomando la teoria de interpolacion, enunciamos dos resultados referentes a la
interpolacién de operadores y compacidad. El primero, debido a Cobos y Persson
[12] utilizando el método de interpolacion real y el segundo a Cwikel y Kalton [14]

referente al método de interpolacién compleja.

Teorema 1.16 (Teorema 3.1 en [12]). Sean (Ay, A1) v (Bo, B1) parejas de interpo-
lacion y T': A; — Bj con j = 0,1, tal que T': Ay — By es compacto. Entonces

T: (Ao, A1)o,q — (Bo, Bi)oyg
es compacto para cada 0 <8 <1y 0 < q < oo.

El caso de la interpolacién compleja entre parejas de interpolacion es més delicado.
No bastan las condiciones del Teorema Para tener un resultado equivalente
al Teorema [1.16] necesitamos la propiedad de que un espacio de Banach posea la
propiedad incondicional para sucesiones de diferencias de martingalas, denotada por
UM D por sus siglas en inglés (unconditionality property for martingales differences).
Debido a que no es nuestra intencion tratar esta propiedad, s6lo mencionaremos que
los espacios LP poseen la propiedad UMD para 1 < p < oo y que la propiedad
UM D es estable por interpolacion, es decir, si (Ag, A1) es una pareja de interpolacion
de espacios UM D, entonces los espacios de interpolacion [Ag, Ai]o v (Ao, A1)s,, SON
UMD para 0 < 0 <1y 1< ¢q < oo. De esta forma los espacios de Lorentz poseen
la propiedad UM D. Para mas detalles sobre la propiedad UM D véase el articulo
Fernandez y Garcia [17].
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Teorema 1.17 (Teorema 9 en [14]). Sean (Ag, A1) y (Bo, By) parejas de interpolacion
y supongamos que Ag es un espacio UM D. Supongamos que T': Ay — By es compacto.

Entonces T': [Ag, A1]g — [Bo, B1]g es compacto para cada 0 < 6 < 1.

Teorema 1.18 (Teorema 10 en [14]). Sea (Ag, A1) una pareja de interpolacion donde
Ay es reflexivo y esta dado por Ay = [W, A;], para algin 0 < o < 1 y algiin espacio
de Banach W que forma una pareja de interpolaciéon con Ay. Si T': A; — B; con
j=0,1yT: Ay — By es compacto, entonces T': [Ag, A1]lg — [Bo, Bi]g es compacto
para 0 < 6 < 1.

1.11. Operadores de Fredholm

En la teoria utilizada en este trabajo, son de gran importancia los operadores
de Fredholm. Presentamos las definiciones y resultados empleados aqui. Excelentes

referencias para este topico son los libros [6] 31 [46].

Definicién 1.11.1. Dados dos espacios de Banach X e Y , decimos que el operador
T: X — Y es de Fredholm si satisface:

1. La dimension del ntcleo ker(7") es de dimension finita.

2. La imagen del operador T'(X) es cerrado y tiene codimension finita.

El indice de T esta definido por
index(T") = dimker(7") — dim coker(7") (1.11.1)
donde coker(T) =Y/T(X).
El indice es estable bajo pequenas perturbaciones, es decir,

Teorema 1.19. SiT: X — Y es de Fredholm y P: X — Y tiene norma suficiente-
mente pequena, entonces dim ker(7'+ P) < dim ker(T") y se tiene index(7' + P) =
index(7).

Los siguientes resultados nos permiten decidir cudndo un operador es de Fredholm.
Teorema 1.20.

1.SiT: X - Yy P:Y — Z son de Fredholm, entonces PoT: X — Z es de

Fredholm y satisface

index(P o T') = index(P) + index(T).
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2. SiT: X — Y esde Fredholm y K: X — Y es un operador compacto, entonces
T + K es un operador de Fredholm y el index(T 4+ K) = index(T).

3. 5iT: X =Y yexisten P;: Y — X, j =1,2, tales que

TOP1 = I—|—K1,
PQOT = I+K2,

donde K; son operadores compactos para j = 1,2, entonces T', P, y P son de
Fredholm y
index(T") = —index(—F;), j=1,2.

Como una consecuencia de la parte [3| del Teorema se tiene el siguiente coro-

lario.

Corolario 1.21. Sea T: X — Y un operador continuo y supongamos que existen
operadores continuos P;: Y — X para i = 1,2 y operadores compactos K;: X — X
y Ky:' Y — Y tales que

PloT = A1+K1
TOP2 = A2+K2

donde A; con ¢ = 1,2 son operadores invertibles. Entonces T es de Fredholm.

En lo sucesivo entenderemos que T'P es la composicion T o P de dos operadores.
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CAPITULO 2

Ecuacién de Beltrami en el plano

Counsideremos la ecuacion de Beltrami

0f(z)=u(2)df(z), =z¢€C, (2.0.1)

donde el coeficiente de Beltrami g es una funcién medible sobre C que cumple la
condicion de elipticidad [|p]/e <k < 1.

En 1938, Morrey en [40] demostro que existe esencialmente una tnica funcion f €
Wl’z((C) que satisface la ecuacion casi para todo punto y es un homeomorfismo

loc
del plano. Nos referiremos a tal aplicacion f como p-quasiconforme. Las soluciones

de 1} que pertenecen al espacio de Sobolev W1’2((C) se llaman p-quasiregulares

loc
I—[[plloc 7~

Un resultado de Mori de 1956 [39] (véase también [1, pag. 47]) establece que las

aplicaciones K-quasiregulares pertenecen a Lip,,.(«, C) para a < % < 1. Recordamos

(6 K -quasiregulares, donde K =

también que toda aplicacién p-quasiregular es la composicion de una aplicacion -
quasiconforme con una funciéon holomorfa. Este resultado es conocido como el Teore-
ma de factorizacion de Stoilow (véase, por ejemplo [3, pag. 149]). En el caso del estudio
de la regularidad, el Teorema de Stoilow nos permite concentrarnos tnicamente en
la aplicacion p-quasiconforme. Sobre el estudio de la regularidad de las aplicaciones

p-quasiconformes tenemos los siguientes resultados.

1. Las estimaciones de Schauder aseguran que f € CY(C) si el coeficiente de
Beltrami p € C%¢(C). Ademas, no es dificil mostrar que dicha aplicacion es

bilipschitz.
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32 Capitulo 2. Ecuaciéon de Beltrami en el plano

2. Si € VMO(C) (véase [4, 24]), entonces f € W,oP(C) para todo 1 < p < oo y

loc

por tanto pertenece a C%¢(C) para todo € < 1.

3. Si p e Wh2(C), la aplicacion f preserva conjuntos de capacidad analitica cero,

atn cuando f no sea bilipschitz (véase [10] [I1]).

4. En el articulo de Mateu et al. [36] se demuestra que si u = gyxq donde Q es
un dominio acotado de clase C'* con ¢ > 0y g € Lip(¢, Q) tal que ||g|le < 1,

entonces la aplicacion p-quasiconforme asociada es bilipschitz.

En el articulo de Clop et al. [10], mediante la regularidad del coeficiente de Beltrami

 se caracteriza la regularidad de la solucion principal f(z) = z + Ch(z).

Teorema 2.1 (Proposicion 4 en [10]). Sea pu € WP(C) con soporte compacto tal

que ||plloo < f—j < 1. Sea f la solucién de la ecuacion de Beltrami 1) entonces

1. Sip > 2, entonces f € W>?(C).

loc
2. Sip =2, entonces f € W29(C) con q < 2.

+E

3. Si 2 < p < 2, entonces f € W2(C) para cada ¢ < o, donde qio = T

1
p
En el mismo articulo [10, pag. 205-206| se muestra que la funcion p-quasiconforme

en una vecindad del origen,
f(z) = z(1 —log|z]|) (2.0.2)
con coeficiente de Beltrami dado por

1

- 2.0.3
2logl|z| —1 ( )

uz) = -

satisface p € W,29(C) cuando ¢ < 2 pero f & W;22(C).

Definimos el espacio de potenciales de funciones de Lorentz como
I,(LP7) = {f: existe g € L™ tal que f = I,g}.
La norma en este espacio esta dada por

Hf”L,(LP,q) = HgHLp,q

donde g es la funcion en LP? tal que f = I,g.
El coeficiente de Beltrami (2.0.3) satisface u ¢ I,(L*'(C)) pero u € I;(L*4(C))
para ¢ > 1 (véase la subsubseccion [2.1.1.1)). Nuestro interés de introducir la clase de

funciones I;(L?!(C)) est4 motivada del Teorema de Stein en [49] pues toda funciéon
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Capitulo 2. Ecuacién de Beltrami en el plano 33

de esta clase es continua y nos permite tener buenas propiedades para el coeficiente
de Beltrami. Primeramente se tiene la inclusion I;(L*!(C)) < Cy(C). Observamos,

ademaés, que en este espacio se tiene la relacion

1l z2ny = IV fllz2a

Por otra parte, intentando caracterizar las soluciones como en el Teorema [2.1

tenemos el siguiente resultado.

Teorema 2.2. Consideremos el coeficiente de Beltrami p con soporte compacto y

que cumple la condicién de elipticidad [|p]lo <k < 1.

1. Si p € I,(L*'(C)), entonces la solucion principal f(z) = 2z + Ch(z) es tal que
h € I,(L*'(C)).

2.5 0<a<l,ap>2ypue W*(C), entonces la solucion principal f(z) =
z 4 Ch(z) es tal que h € W*P(C).

3.85i0<a<l,ap>2,1<qg< ooy puc By (C),entonces la solucion principal
f(z) = 2+ Ch(z) es tal que h € By (C).

4. 510 <a <1, (1+a)p>2ype WH*(C). La solucién principal f(z) =
z+ Ch(z) es tal que h € WP (C).

.Si0<a<l,(1+a)p>21<q< 2

f(z) = 2+ Ch(z) es tal que h € By (C).

y € B)1*(C). La solucion principal

Como mencionamos antes, por el Teorema de Stoilow, para estudiar la regulari-
dad, nos basta saber qué propiedades tiene la solucion principal p-quasiconforme ya
que las otras soluciones se obtienen por composicién con una funcién holomorfa que
es de la clase C*(C).

En el contexto de la regularidad, la demostracion de los apartados [1} 2] y [3| del
Teorema se basa en la idea de Iwaniec |24 pag. 42-43| para la demostracion de
la invertibilidad del operador I — uB en LP(C) cuando el coeficiente de Beltrami
w € VMO(C). Observemos que si f(z) = z+ Ch(z), entonces las derivadas parciales

satisfacen

0f(z) = 1+ Bh(»),
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34 Capitulo 2. Ecuaciéon de Beltrami en el plano

Mediante estas relaciones, transformamos la ecuacion de Beltrami (2.0.1)) en la ecua-

ci6én funcional

(I - uB)h(:) = u(2) (2.0.4)

y por tanto nos interesa estudiar cuando el operador I — uB es invertible. Entonces

tenemos
h(z) = (I = uB) " p(z).
La invertibilidad del operador en la clase de funciones respectiva nos permite transferir
las propiedades del coeficiente de Beltrami a la aplicaciéon h.
La demostracion de la invertibilidad del operador I — B corresponde a la seccion

Observemos que en estos casos, la clase de funciones X (C) a la que pertenece el

coeficiente de Beltrami, satisfacen las siguientes propiedades.

1. X es un algebra multiplicativa de funciones invariantes por traslaciones que

tiene una norma caracterizada por primeras diferencias.
2. X C L*(C).
3. X es invariante bajo operadores de Calderén Zygmund, es decir, T: X — X.
4. X C C(C).
5. C(C) es una clase densa en X.

6. Se satisface la desigualdad de Minkowski (véase [47, Teorema 13.14)),

/A F(z,y)dy

Cuando a € (0,1) y (14 a)p > 2, las clases de funciones W'**?(C) y B} *(C)

son &lgebras de funciones pero no tienen una representacion en primeras diferencias.

< [ Ul

Esto hace que no las podamos tratar como en los casos anteriores. Para estas clases,
procedemos utilizando una idea de Ahlfors en [I, pag. 94].

Consideremos una funcion \ tal que
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La aplicacion A satisface la ecuacion no homogénea de Beltrami
IN(z) = M2)0u(z) + OXN(2) p(2),

de donde, utilizando el hecho que B(O\) = Ay g(z) = 9 (log \(z)), obtenemos la

ecuacion funcional de Beltrami,

(I = puB)g(2) = Ou(z)

y por tanto nos interesa
9(2) = (I — pB) ™ 0u(2).

Observamos que en el caso correspondiente, du € W*P(C) 6 du € By (C). Si ap > 2,
las clases de funciones W*?(C) y By (C) son algebras de funciones y por tanto pode-
mos aplicar directamente el resultado obtenido en estos casos (véase la Proposicion
. En el caso ap < 2 tenemos algunas complicaciones. Para comenzar, no es evi-
dente que el operador de Beltrami I — uB sea continuo. Sin embargo, en el caso que
p € Wer(C) sea un multiplicador de W*?(C) (Lema se tiene la continuidad
del operador. Analogamente, en el caso de los espacios de Besov, el Lema [2.2.5] nos
dice que las aplicaciones de B;:;a(C) con soporte compacto son multiplicadores de
By (C) pero pagando el precio de una restriccion sobre el indice g.

Debido a las similitudes que tienen las demostraciones de los casos I;(L*>'(C)),

Wer(C) y By ,(C), las concentramos en la seccion 2.1} Las demostraciones en los
casos W't?(C) y B,1*(C) aparecen en la seccion

2.1. Invertibilidad del operador de Beltrami

En esta subseccion exhibiremos el método general para demostrar la invertibilidad
del operador de Beltrami en X (C) que denotara a I;(L*'(C)), W*?(C) 6 B (C).
Utilizamos los métodos de [24, pag. 42-43] para demostrar la invertibilidad. Con-

sideremos el operador

Po=I1+uB+- -+ (uB)™

y observemos que

(I = puB)Pyy =P, (I —pB) =1 — ui"B" + K. (2.1.1)

Si el operador I — ™ B™ es invertible (Lemas [2.1.1} [2.1.3|y [2.1.5) vy el operador K es
compacto entonces el operador de Beltrami I — uB es de Fredholm (Corolario |1.21]).
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36 Capitulo 2. Ecuaciéon de Beltrami en el plano

La compacidad del operador K se sigue del hecho que es suma finita de operadores
que contienen como factor el conmutador [i, B] que es compacto (Lemas
y [2.1.6)). Consideremos la deformacion continua de la identidad en el operador I — puB
dada por I — tuB con t € [0, 1]. Por el Teorema y dado que index(/) = 0, el
operador [ — uB tiene indice cero.

Por otra parte, I — uB es un operador inyectivo pues
kerx (I — uB) C kerpocy(I — pB)

v dado que el nicleo de I — uB es trivial en LP(C) para toda 1 < p < oo (véase
[24, pag. 43]), también lo es en el caso X (C) = I;(L*'(C)), W*?(C), BS,(C). De esta
manera tenemos que [ — uB es un operador de Fredholm de indice cero e inyectivo.
De la definicion del indice para un operador de Fredhom ([1.11.1)) se sigue que es
exhaustivo. Esto concluye que I — uB es invertible.

En resumen, sobre la invertibilidad del operador de Beltrami tenemos la siguiente

proposicion.

Proposicién 2.1.1. Sea p una funcién con soporte compacto tal que ||ull < k < 1.

Entonces:
1. Si p e L(L*(C)), entonces I — uB: I;(L*'(C)) — I,(L*'(C)) es invertible.

2. 851 0<a<l,ap>2y ue W>(C), entonces I — uB: W*P(C) — W*P(C) es

invertible.

3.5 0<a<l,ap>21<qg<ooyuc By (C), entonces I — uB: B} (C) —
By (C) es invertible.

Las diferencias entre las tres clases de funciones nos obligan a tratar los detalles

técnicos de forma separada en las siguientes subsecciones.

2.1.1. Invertibilidad en I;(L*!(C))

En esta subseccion consideramos la invertibilidad del operador I — u"B™ y la
compacidad del operador conmutador [u, B] en I;(L*!(C)).

Comenzamos estudiando la invertibilidad del operador I — p" B"™.

Lema 2.1.1. Sea i € I;(L*!(C)) una funcién con soporte compacto tal que ||ulo <
k < 1. El operador I — y"B™: I;(L*'(C)) — I,(L*'(C)) es invertible
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Capitulo 2. Ecuacién de Beltrami en el plano 37

Demostracion. Usando métodos que utilizan la transformada de Fourier (|50, pag.
73]), de demuestra que el nticleo de las iteradas de la transformada de Beurling esta

dado por
(_1)nn anl
m gntl

bu(z) =

Entonces para cada n € N, las iteradas de la transformada de Beurling B™ son o-

peradores de Calderén-Zygmund y la norma de cada operador estd acotada por la

constante
16(2)] 2 loo + VB (2)] 2|00 < Cn? (2.1.2)

donde C' es una constante positiva.

Recordemos que
1" B ()2 = [V (" B™ ()| 221
Entonces, utilizando las propiedades de las funciones de I;(L*!) y que ||FG|p21 <
| F|lso||G||p22 para F € L>®(C) y G € L*(C) se tiene
B Plleeny < NVl B () a0 + " BV D)o
S |Vl peall i HIB™ (Hllss + Cllullsl B (V )l 2

Dado que Bl S I1B"flnan) S n2llf ez ¥ 1B (V)2 S n2[Vf ] =

~

n?| fll 1, (r21), tenemos que

S 0P IVallpza ullne IV Flles + nP (|l 51V £l e
S 02l el n e (l Vallzzs + lalloo) 1 f Il e
S llellss lalln ey (allelln ey + il 11 m ey

" B"™(f)] 1, L2y

lo cual muestra que la norma del operador y"B" es pequeiia en I;(L*'(C)) para n
suficientemente grande. Esto implica que I — " B" es invertible en [, (L*!(C)).
]

Lema 2.1.2. Si p € I(L*'(C)) entonces [u, B]: I;(L*'(C)) — I,(L*'(C)) es com-

pacto.

Demostracién. Observemos que el operador i, B] es continuo en I;(L*!(C)) pues

Il Blf 2y = nBf = Bluf)lln @z

< MNuBflnwey + I1BrH)llnwe

S Ve Bfllzn + [l BVAl2a + 1BV f+ - V)2
S Ve Bflleer + - B(V)ll2r + 1B(Vp - f)ll 2 +

+ - Vil
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38 Capitulo 2. Ecuaciéon de Beltrami en el plano

Utilizando que la transformada de Beurling es continua en L*»!(C), el hecho que
I|FGllrz0 < |F)loollGllz2n para F € L®(C) y G € L*!(C) y dado que ||Bflloc <

£l (z21) tenemos

Il Blf lnezny = IVallz2a | Bf llso + [ tlloo [ BV S| 221
Bl 2oz (Ve fllzzr + - Vfillzza)
S lelneenll fllneesy + 1Bllzasra(IValzall flleo + lloo IV £llz20)
S lelln@enllflln e + 1Bz 2 (el ez L lloo + lilloll fl2n)
S lelln@en 1l
Por otra parte, debido a que las funciones de clase C2°(C) son densas en I;(L*!(C)),

reducimos el estudio de la compacidad del conmutador a funciones u € C°(C).

Observemos que

I, Blf ey = ZHaj(:uB(f>_B(Mf))HL2J

2
< D 0 Bl fllza + 1l B )l 22

j=1
donde 9; es dsi j =160 si j = 2. El conmutador [y, B]: L>Y(C) — L*!(C)
es compacto por el Teorema de interpolacion de operadores y dado que dicho
operador es compacto en LP por el Teorema 2 del articulo de Uchiyama [58].

Nos concentraremos en demostrar que [a, B]: I;(L*!'(C)) — L*!(C) es compacto
donde a € C*(C). Reduciendo como en el articulo de Krantz y Li [29, pag. 643],
dado 1 > 0 definimos los operadores K" mediante la extension continua del nicleo

de la transformada de Beurling. Es decir,

K'z,w) = K(z,w) si|z—w|>n,
K" (z,w)| < Z—wp si |z —w| <,
K'z,w) = 0 silz—w|< g

Entonces

[a, B = B(f)(2)| = ‘/(a(Z) —a(y))(K(z —y) = K"(z —y)) f(y) dy

la(2) — a(y)|
soﬁyq—ptaywﬂwmy

1
smm&/ﬁ dy < Ol fllze.
|z—y|<n ’Z - y’
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Capitulo 2. Ecuacién de Beltrami en el plano 39

Dado que a tiene soporte compacto, [a, B — B"|(f)(z) = 0 cuando |z| es suficien-
temente grande. Por tanto tenemos que [a, B"| tiende a [a, B] cuando n — 0 en la
norma del operador. Asi, por la parte 4 del Teorema [I.15] s6lo nos restara probar que
la, B"]: I;(L*') — L*! es compacto.

De forma directa tenemos que [a, B"] es uniformemente acotado en L*'. Afirmamos

que es equicontinuo, si f € I;(L**(C)) y |z — w| < 7, entonces
la, B"f(2) = la, B"| f(w) = (a(2) —a(w))/CK"(Z,S)f(ﬁ)dA(f)

+ / (K"(w, &) — K"(2,)) (a(8) — a(w)) £(§)dA(€)
= 01(z,w) + 02(z,w).

Como
ol = ) —atw) [ K"(z,é)f(ﬁ)dfl(ﬁ)‘
1
< o) —aw)] [ |l
< Ollfllon < OISz < Ol

y también se tiene

|62(2,w)| =

[ 0.6) — 572,80 (0l©) - aw) f<s>dA<£>]
< / K7(w, €) — K"(2,€)| a(€) — a(w)| /()| dA(€)

|2 = w]

K a(§) —alw dA
< L ITE g al6) — el F(©) 44)

< é||Vf||L2,1n.
Por tanto tenemos que
[a, B f(2) = [a, B"|f (w)| < K[|V |27

y se tiene la condicién de equicontinuidad.

Ahora veremos que se tiene una condiciéon de decaimiento en el infinito. Supongamos
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40 Capitulo 2. Ecuaciéon de Beltrami en el plano

que suppa C (0, 2). Entonces si |z| > R

[a, B]f(2)]

IA

/C (a(2) — a(w)) K"(z, w) f(w)dA(w)
< / Ja(w) || (2, w0) | £ (w)|dA(uw)

< HfHooHaHoo/ |K (2, w)|dA(w)
supp a
1
< | fllsoll@ oo/ ———dA(w
Il [ o aat)
1
< CHfHOOHaHOOW

Con la condiciéon de acotacion uniforme, de equicontinuidad y de decaimiento en
el infinito y utilizando el Teorema de Frechet-Kolmogorov para espacios de Lorentz
(Corolario [2.5), concluimos que [V, B"] es compacto de I;(L*!(C)) en L*(C).

O

Concluimos esta subseccion, con la prueba de la version del Teorema de Frechet-
Kolmogorov para espacios de Lorentz. Para la demostracion, utilizaremos el clasico

Teorema de Arzela-Ascoli.

Teorema 2.3 (Arzela-Ascoli). Sea K un espacio métrico compacto y $) un subcon-
junto acotado de C'(K). Supongamos que §) es uniformemente equicontinuo. Entonces

$ es relativamente compacto en C(K).

Teorema 2.4 (Frechet-Kolmogorov para espacios de Lorentz). Sea @ C R™ un abierto
y consideremos w C 2. Supongamos que § es un subconjunto acotado de LP?({2) para
1 <p< oyl <qg< oo Ademads, supongamos que para todo ¢ > 0 existe § > 0,
§ < dist(w, Q) tal que ||f(-+h) — f(-)|lzra@w) < € para todo h € R"™ que satisface
|h| < 0 y para todo f € §. Entonces §|, es relativamente compacto en LP?(w).

Demostracion. Supongamos primeramente que €2 es acotado. Para f € § definimos

~ f(z) six €,
0 siz e R™\ Q.

Observemos que § = {f : f € §} es acotado en LP»9(R") y L'(R"). Consideremos las
funciones regularizantes p; € C2°(R™), suppp; C B(0,3) v [ pi =1, p; > 0 en R™.
Utilizando las funciones regularizantes, tenemos que ||p; * f — fHLp,q(w) < € para todo

F oA 1
[ €y para todo n > 5.

40



Capitulo 2. Ecuacién de Beltrami en el plano 41

Consideremos el conjunto de funciones = (p; * §)|w Para cada 7, tenemos que se
satisfacen las hipotesis del Teorema Primeramente, para todo f € §, se tiene

10 * fllzoemny < lpill oo n)l| £l 21y < Ci
Por otra parte, para todo z1, x5 € R" y para todo f €F

|(pi * f)(wl) — (pi * f)($2)| < o - mz\HPiHLiprHLl

Ci’l'l—l'g‘.

A\

Esto implica que $) es relativamente compacto en C(w) y por tanto en LP9(w).

Dado € > 0 se fijan > % de forma que

(o * f) = fllzraw) <€

para todo f € §. Como $) es relativamente compacto en LP?(w), se puede cubrir con
un namero finito de bolas de radio € (en LP?%(w)). Las bolas correspondientes de radio

2¢ cubren a §|,. Por tanto §|, es precompacto en LP%(w)
[l

Corolario 2.5 (Teorema de Riesz-Frechet-Kolmogorov). Sean @ C R™ y § un sub-
conjunto acotado de LP9(2) para 1 <p < ooy 1 < g < co. Supongamos que

1. Para todo € > 0 y para todo w € €, existe § > 0, ¢ < dist(w, Q2°) tal que

[F(+h) = F()llLra)
para todo h € R" con |h| < 0 y para todo f € §,

2. Para todo € > 0 existe w € Q tal que || f||ra@w) < € para todo f € §.

Entonces § es relativamente compacto en LP?((2).

Demostracion. Dado € > 0 elegimos w € €2 tal que

£ llzr@w) <€

para todo f € §. Por el Teorema se tiene que el conjunto §|, es relativamente
compacto en L”%(w). Por tanto podemos cubrir §|, por un niimero finito de bolas de

radio € en LP?(w). Sea
8:|W - Uf:lB(gi? 6)
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42 Capitulo 2. Ecuaciéon de Beltrami en el plano

con g; € LP?(w). Consideramos

. gi(z) sizew,
gi(z) = .
0 siz e\ w.
De esta forma § C UL, B(g;,2¢) considerando las bolas en LP4(Q). Utilizando la
equivalencia [2] a la definiciéon de que un subconjunto sea relativamente compacto
termina la demostracion.

]

2.1.1.1. Ejemplo

A continuacion recordamos el ejemplo presentado en Vaslil’ev de [59] y Clop et al.
de [10].

Ejemplo 2.1.1. Consideremos la aplicacion f(z) = z(1 — log |z|). Dicha aplicacion
es p-quasiconforme en un entorno del origen con coeficiente de Beltrami

1

(2) ==
)= —.
a z2loglz| — 1

En particular, se sabe que p € WH2(C) en un entorno del origen. Un calculo directo
muestra que f € W24(C) cuando ¢ < 2 pero f ¢ W2*(C).
La aplicacion p & I,(L**(C)) pero u € I;(L*9(C)) para ¢ > 1.

Un céalculo directo muestra que

En D(0,€) con € < 1 se tiene que

1

ou(z)| ~ | —————
0 = | CTiog 2]

Sea z = re? donde 0 < r < ¢. Entonces [0u(z)| > t para toda t € [0,¢) y en este caso
2 €
dou(t) = / / rdrdf = e,
o Jo

#(t)
doy = 27?/ rdr = 7¢*(t),
0

Ahora, sit > e,

donde ¢(t) = r, es decir,
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Por tanto la funcion de distribucion de Ou esta dada por

N EG t€l0,¢)
don(t) = {m?(t) > e

La relacion d(t) = s equivale a que

2y

t=—Y"

Vslog (%)

Entonces,

VT
fos) = T 02T
0 s e [0,m)

Calculando la norma de Op en L?? en D(0, €) se tiene

0pl 20 = ( [ ooy %

la cual es integrable para q > 1.

Q=

2.1.2. Invertibilidad en W*?(C)

En esta subseccién presentamos los lemas técnicos necesarios para la demostracion
del Teorema en el caso de la clase de Sobolev W*?(C) con % <a<l

Lema 2.1.3. Sea u € W*P(C) con soporte compacto tal que ||ull.c < k < 1. Si
ap > 2, el operador I — p"B": W*P(C) — W*P(C) es invertible

Demostracion. La prueba es similar a la del Lema [2.1.1, Debido a que los ntcleos
de las iteradas de la transformada de Beurling pueden calcularse explicitamente, uti-
lizando la relacion (2.1.2)) tenemos que para cada n € N, la norma de la n-ésima

iterada de la transformada de Beurling cumple
”Bn”wa,pﬁwmp < CTLZ.
Dado que ap > 2 y por tanto W*P?(C) es un algebra de funciones,

[|" B" f || wer Cllp"lwerl|B" fllwes

<
< OO0l lwes | fllwes.
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44 Capitulo 2. Ecuaciéon de Beltrami en el plano

Observemos que

M (2) =t (w) = (p(2) = p(w)) (" (2) "2 () p(w) +- - A p(2) " (w) T (w)).
Asi, tenemos que
1" (2) = " (w)] S nlp(2) — p(w)] [|ullec

y de donde, utilizando el operador D, del Lema para la caracterizacion del

espacio de Sobolev fraccionario, tenemos

me et (@) = p"(y))?
Da(:u ) - /(C |$—y|2+2a dy
‘2

n— (@) = p(y)
sy [l

IN

I

es decir,
Do (p") < nllull5s " D(p).

Por tanto, utilizando que p tiene soporte compacto y que W*?(C) C LP(C),

Q

" Wl + 11 Da (™)l
< nflullz Ul + 1Dal)ll,)

nllll5s llpllwes

[l [wer

Q

De lo anterior concluimos que

" B [war < Cn?[l "l

IN

Cn? || ulle lllwes,

y como consecuencia, la norma del operador p" B™ es pequena cuando n es suficiente-
mente grande. Por tanto el operador I — ™ B™ es invertible de W*?(C) en W*P?(C).
m

Lema 2.1.4. Sea ap > 2. El operador conmutador [u, B]: W*P(C) — W*P(C) es
compacto para p € W*P(C).

Demostracion. Observemos que, utilizando que ap > 2, el espacio de Sobolev W®?(C)

es un algebra de funciones,
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[ Bl flwrer |uBf — B(uf)||wes
< NuBfllwer + |1 B(uf)llwer

< lpllwerlBfllwer + | Bllwerswes||pfllwes

A

S lellwer [ fllwe.

Esto implica que el conmutador es continuo en WP, Para demostrar que el conmuta-
dor [p, B] es compacto sobre W*?(C), utilizamos que las funciones C2°(C) son densas
en W*P(C) y de esta manera aproximamos la funcién p por funciones p; € C°(C),
tales que p; — p cuando j — oo en W*P(C). Entonces, dado que la transformada
de Beurling B es un operador continuo en W*?(C) y por la propiedad de algebra

multiplicativa de la clase,

[, BLf = [ Bl fllwer = Nlps — g, BIf llwer
< ks = w)Bfllwer + 11B((15 = 1))l wer
S g = ullwes | fllwer == 0.

Por tanto la familia de conmutadores [p;, B] aproximan al conmutador [u, B] de forma
uniforme en la norma del operador. Esto nos reduce a demostrar que el conmutador
(11, B] es compacto cuando p € C2°(C) debido al Teorema inciso 4.
Es conocido que el espacio LP(C) es un espacio UMD para 1 < p < oo (véase |14
pag.264]). Por el Teorema 2 de [58], para p € C*(C) € VMO(C), el conmutador
[, B]: LP(C) — LP(C) es compacto para 1 < p < co. Observemos que,

N Blflwisey S NllwislBS lwis) + 1B(uf) i

AR AN

eellwrell fllwre I Bllwre @) —wwiec)-

Esto implica que el conmutador es acotado en W1P(C). De los hechos de que, LP(C)
es un espacio UM D, el conmutador es compacto en LP(C) y continuo en W?(C); por
el Teorema [1.17] el operador conmutador [, B]: W*?(C) — W*?(C) es compacto.
Esto termina la prueba.

O

2.1.3. Invertibilidad en B} (C)

En esta subseccién presentamos los lemas técnicos necesarios para la demostracion
del Teoremaen el caso de la clase de Besov B;iq(C) para }—27 <a<lyl<g<ox.
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46 Capitulo 2. Ecuaciéon de Beltrami en el plano

Lema 2.1.5. Sea 1 € By (C) con soporte compacto tal que [|pllec < k < 1. Si
ap > 2, el operador I — u"B": By (C) — By (C) es invertible

Demostracidn. Para mostrar que I —u"B": By (C) — By (C) es invertible, procede-
mos a calcular la norma de |[" B" f|| gg . Utilizando métodos de analisis de Fourier se

tiene el siguiente control de la norma de las iteradas de la transformada de Beurling
2
1B"(|5g .5z, < Cn
y por la condicién de algebra para el espacio de Besov B;iq(C),

ln"B" flisg, < Cn*lu"llg,IIfllsg,-

Utilizando la caracterizacion en primeras diferencias de By (C) (véase Lema [14),

obtenemos
11" BBy .~ pa, < Cn*l|ulle Il sy, -

p,q

Como consecuencia, para n suficientemente grande la norma del operador u"B™ es

pequena y por tanto I — pu" B™ es invertible.
m

Lema 2.1.6. Sean ap > 2y 1 < g <o00. S5ipu€ B;fq((C), el operador conmutador
[, B]: By (C) = By (C) es compacto.

Demostracion. Utilizando la condicion de algebra de funciones, observamos que

llm, Blfllg, = luBf = B(uf)llsg,
1B fllsg, + I B(1f)l s,
< Clplisg, Il fllsg,-

IN

Esto implica que el operador es continuo en los espacios de Besov By (C) cuando
ap > 2. Ahora bien, dado que la clase de funciones C°(C) es densa en By (C),
existe una sucesion {p;};>1 C CX(C) tales que p; Emia p en By (C). Utilizando
que ng(C) es un algebra de funciones y la invarianza del espacio de Besov para
operadores de Calder6on-Zygmund,

Jj—00

ki, B = [ Blf By, < s — wellsg, 1.fllBg,, —— 0

Es decir, el operador conmutador [, B] es limite uniforme de operadores [i;, B], por
el Teorema parte 4, basta con demostrar que [u;, B] es compacto en By (C).

46
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Por el Teorema 2 de [58], el conmutador [, B]: LP(C) — LP(C) es compacto. Ob-
servemos que
I, Blf lwre ey S lellwrell fllwr e
si € C°(C). Esto implica que [, B]: W?(C) — W'P?(C) es acotado. Por el Teo-
rema m tenemos que el operador [, B]: By (C) — By (C) es compacto.
[

2.2. Parte final del Teorema

En los casos tratados en la seccion el hecho que los espacios sean algebras
multiplicativas de funciones garantizan, entre otras cosas, la continuidad de los ope-
radores I — uB, I — pu"B™ y el conmutador [u, BJ.

En general, la derivada del coeficiente de Beltrami dp no pertenece a ningtn
algebra de funciones estudiadas y por tanto no podemos garantizar la continuidad de
los operadores tratados. Este es el caso cuando 0 < a < 1y (1+a)p > 2y el coeficiente
de Beltrami y € W'+*?(C), 6 p € B}}*(C).. Como veremos més adelante, nos basta
con las clases de funciones con soporte compacto a la que pertenece el coeficiente de

Beltrami al comportarse como multiplicador. Este es el primer resultado técnico que

necesitamos (Lemas v [2.2.5)).

Por otra parte, para la demostracion seguiremos la idea de Ahlfors de [I], pag. 94—
95]. El coeficiente de Beltrami pertenece, en los casos W't*?(C) 6 B}1*(C), a una

clase en la cual es posible derivar y por tanto consideramos la ecuacion de Beltrami

(2.0.1)) ¥ A una funcién tal que

0f(z) = Al2),
0f(z) = w=)A(2),
entonces, la aplicacion A satisface la ecuacion de Beltrami no homogénea
ONz) = Ou(2) M(2) + u(z) ON(2). (2.2.1)
Utilizando el hecho de que B(9)) = ), la ecuacién se transforma en la

ecuacion funcional

(I = uB)h(z) = Ou(2)
donde h(z) = 0 log \(2).
Nuevamente, estamos interesados en obtener la relacion

h(z) = (I = uB) " ou(2)
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48 Capitulo 2. Ecuaciéon de Beltrami en el plano

la cual nos lleva a demostrar la invertibilidad del operador en el espacio al que
pertenece la derivada parcial del coeficiente de Beltrami du, a decir, W*P(C) 6
B (C). Observemos que tanto W*?(C) y By (C) no tienen por que ser un alge-
bra de funciones, en caso de serlo (ap > 2), procedemos como en la seccion Por
tanto nos concentramos en el caso cuando ap < 2.

Utilizando el mismo procedimiento de Iwaniec en [24] utilizado en la seccion 2.1] para
demostrar la invertibilidad del operador de Beltrami I — B nos basta con demostrar
I — "B es invertible (Lemas [2.2.2]y y que el conmutador [u, B] (Lemas [2.2.3]

2.2.7) es un operador compacto.

De ésta manera tenemos el siguiente resultado.
Proposicion 2.2.1. Sea p con soporte compacto tal que ||pl < k < 1.

1. Si p € WH*2(C) con

es invertible

QL—H <p< %, el operador [ — pB: W*?(C) — W*P(C)

2. Sea p € B;fga((C) donde o%d <p< % yl<g< QE—ZP. Entonces el operador
I —uB: By (C)— By (C) es invertible

2.2.1. Invertibilidad en W!T*r(C)

Comenzamos esta subseccién con un resultado general de multiplicadores de la
clase W*P(R"™).

Lema 2.2.1. Las funciones de TWT%P(R") con soporte compacto son multiplicadores
de W*?(R") donde 25 < p < 2 con 0 < a < 1. Ademas, para y € W'H*?(R") y
F € W*P(R") se tiene

leFllwer < (llloo + el o 2 ) I1F [lwe (2.2.2)
< lpllwrsen | Fllwes . (2.2.3)

Demostracion. Sea yu € WlteP(R") y F € W*P(R"). Por el Teorema de Sobolev
(véase, por ejemplo, [52 pag. 1034]),

WerRr) c WhIRY s ~<i<l @=h (2.2.4)
n

|
| =
| =

Utilizando la caracterizacion de la norma por diferencias del espacio W*P(R") del
Lema |1.5.1}

48
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lpElwer = [uFllp + [ Da(uF)p

-t ([ (), )
< IuFl+ ( [ ([ e ‘;i(wﬂzdy)gdx)p
(L)

Dado que W!teP(R") — L°°(R™) (véase el Teorema [1.4] parte 3),

liFer < ||M\|oo||FHp+|\M||oo||Da(F)Hp+(/R |F<x>rpDa<u>pdm)

= il Flaes + ([ F@PDLPr)’ 2:25)
7 D)l

Nos concentramos ahora en el sumando de la derecha. Sea % =
la desigualdad de Holder,

A

||,“||W1+avp||F||Wa,p +

o

., entonces, por

1
p

1E Da()llpy < [1E oI D)l

donde % = 2. Por el encaje 1) F e W*P(R™) — L(R") para % =
p € WItarP(R") — Wa (R™) con

3Ie

1
» y
l<0¢+1
p— n 7

IE Da()llp < 1 Fllwer [ Do) lly
[ l[wer || Da ()] =
[ l[wer ||l yya 2 (2.2.6)

| [wo ||l l1an

IN A

IN

De lo anterior, concluimos

lF lwes < lpllwisan [ Ellwer.

Por altimo, observemos que de (2.2.5) y (2.2.6]) se tiene

lnE l[wer < (lpelloe + [l2ellya, 2 )L [wer.

Esto termina la demostracion del lema.
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50 Capitulo 2. Ecuaciéon de Beltrami en el plano

Mediante el Lema y la invarianza de W*?(C) para operadores de Calderon-
Zygmund tenemos que [ — B es continuo en W*P(C) y ademaés, se tiene el siguiente

control de normas

I = pB) fllwer < (14 lpllwivar || Bllwasswen) || fllwes. (2.2.7)

Remplazando en (2.2.7) pu™ por pu y por B por B" se obtiene la continuidad del
operador I — u"B".
Por otra parte, para demostrar la invertibilidad del operador [ —pu" B™, necesitamos

el siguiente lema.

Lema 2.2.2. Si € W'*?(C) con 225 <p < 2 tal que ||ullsc <k < 1, el operador

I —p"B™: W*P(C) — W*P(C) es invertible

Demostracion. Para cada n € N, la norma del operador B™ estd acotada por Cn?,
donde C' es una constante. De las estimaciones (2.2.2) del Lema y la caracteri-
zacion en diferencias para W& (C) (véase lema |L.5.1) se obtiene,

1B fllwes < (0"l [B™ lwer
< On ez 1 f e

A\

< On| s lellwron || fllwe.s

la cual es pequena cuando n es suficientemente grande. Esto implica que el operador
I — " B™ es invertible.
O

Por ultimo, demostramos la compacidad del operador.

Lema 2.2.3. Dada p € W't*?(C), el conmutador [u, B]: W*P(C) — W*P(C) es

compacto.

Demostracion. Observemos que, mediante el Lema [2.2.1),

Il Bl flwew < \[uBfllwer + |B(pf)lwer < ||Bllwerswasllpllwier || fllwe.

Esto implica que el operador conmutador [u, B]: W*P(C) — W*P(C) esta acotado.

Dado que C'°(C) es una clase densa de funciones en W1+*P(C), existe una sucesion

de funciones f; EmiaN p en WeP(C) y de las estimaciones del Lema [2.2.1}

125 — pllwran|| B fllwes 2= 0.

IN
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Capitulo 2. Ecuacién de Beltrami en el plano 51

Esto nos dice que el conmutador [u, B] es limite uniforme de conmutadores [p;, B]
para p; € C2°(C). Por el Teorema m parte 4, basta con demostrar la compacidad
para el conmutador cuando p € C°(C). Sea g(z) = Cf(z) donde f € W*P(C).

Utilizando la regla de Leibnitz y el hecho de que B(0) = 0, tenemos la siguiente

relacion para el conmutador,

[, Blf(2) = p(2)Bf(z) — B(uf)(2)
= (2)dg(2) — B(pd g)(2)
= 0(u(2)g(2)) — op(z) g(2) — B( (1g))(2) + B(D 1 g)(2)
= BOpg)(z) — (=) g(2)
= BOuCf)(2) —op(z) Cf(2) (2.2.8)

Del Lema tenemos que cada sumando es un operador compacto, lo cual concluye
que [u, B]: W*P(C) — W*P(C) es compacto.
O

La descomposicion del conmutador ([2.2.8) proviene del argumento presentado en
Astala et al. para la demostracion del conmutador en el caso LP(C) y también es

posible aplicarse en los casos de espacios de Besov.

Lema 2.2.4. Sea ¢ € C*(C) y consideremos f € W*P(C). El operador definido
como T,f(z) = ¢(z) Cf(z), donde C es la transformada de Cauchy, es un operador
compacto de W*P(C) en W*?(C).

Demostracion. Para f € W*P(C), la transformada de Cauchy de f satisface C'f €
L9(C) para ¢ > p y tiene derivadas en W*P(C). Debido al encaje entre espacios
de Sobolev [56, pag. 203], C'f € W'T*4(C). Por otra parte sea ¢ € C(C), en-
tonces T, f(z) = ¢(2)Cf(z). El operador T, es continuo de W't*?(C) en si mismo
(véase |55, pag.195]) y satisface T,f € W'T*P(supp ). Debido a que la inclusion
de WteP(supp ) — WP(suppp) es compacta, concluimos que T: W*P(C) —
WeP(C) es compacto.

O

2.2.2. Invertibilidad en B, *(C)

De manera anéloga a la subsecciéon anterior, probamos los resultados técnicos de la
demostracion de la Proposicion en el caso B,1*(C) para 0 < a < 1, (1+a)p > 2.

Comenzamos con el tema de los multiplicadores. De forma anéloga a los espacios de

ol



52 Capitulo 2. Ecuaciéon de Beltrami en el plano

Sobolev fraccionarios, estamos interesados en saber si las funciones de B;IQ(R”) que
tienen soporte compacto, son multiplicadores de By} q(R”) y como es el control que se
tiene de estas normas.

Primeramente, mencionamos la version del Teorema de encaje de Sobolev para

espacios de Besov que puede consultarse en [34, Teorema 14.29, pag. 437|.

Teorema 2.6. Sea f € L] (R") que se anula en el infinito y tal que f € By (R™)

loc

para algin 0 < a < 1,1 <p < 2y 1 < ¢ < -~ Entonces, existe una constante
, p
C =C(n,p,q,a) >0 tal que

[ Fllazes < CIIf 15,

En particular,
By (R") C L"(R")

<

S =

para + < +

T

3e

1
p
Por otra parte, tenemos el siguiente encaje entre espacios de Besov que puede

consultarse en [34, teorema 14.17 pag. 425|.

Teorema 2.7. Sean 0 < a < 1,1 <p< ooyl <q¢ < g <oo. Entonces existe una
constante C' = C(n,p, a, q1, ¢2) > 0 tal que

1f1lBg,, < Clflisg

p,q2 — p,q1

para toda funcion f € L;, (R™). En particular, B%,  (R") C B2, (R"™).

loc P P,q2

Ahora procedemos a mostrar un resultado sobre multiplicadores para By (R").

Lema 2.2.5. Sean p € Byt*(R"), y f € By (R") con 0 < o < 1 entonces uf €

By (R™). Ademés se tienen las estimaciones

lreflizg, = lalloll fllzg, + lulze . I fllsg, (2.2.9)

< lullgrzell By, (2.2.10)

Demostracion. Utilizamos la caracterizacion de Bf (R") del Lema [1.6.1} entonces
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1
q

g, = el | [ ( / n('“@)ﬁffﬂ;ﬁﬁi)””') dx> y
< Al ( [ (/A’““ﬁ!p_zﬁf (y)‘) dx)pdy +

B
[ rwr (/ (—”f(f y‘i‘i‘?') d:v)pdy

P 1 a
F(x)—F g
< el + e ([ () (PR )y )+
. 1
p P q
S Lorwr ([ (MR 0y
R [z =yl
IEETOARARE
< ol Pl + [ Fee ([ (M) @) ay )
e 2o \ o -yl
1
Sea G(y (fRn (“ 2)- ”ia)l) d:c) , entonces buscamos estimar || F'G||, en términos

de la norma de F' en ng(R”) y la de G en alguna clase de funciones adecuada.

Tenemos que para % = 71 + %, mediante la desigualdad de Holder,
IEGl, < [F[-Gll
Por el Teorema tenemos que

1] S 1],

con 1 <q¢q< y r = —2—_ Entonces
n— ap n—ap

I 1 1 «
" op or on
De esta manera,
IGllz = Nl ,
y entonces
lnFllsg, < lullcll Fllsg, + lullsg , 1154,

23



54 Capitulo 2. Ecuaciéon de Beltrami en el plano

Por otra parte, el Teorema implica que si ¢ < Z,

luF g, < lellcoll Ellsg, + el 1l sg, < el gyl 55,

pqg " p,q "~
[

Observemos que por lo anterior que I — uB: By (C) — By (C) pues
I(I = uB) fllsg, < (1 + |lpllgrse | Bllsg 85,11 f1l 53, (2.2.11)

Ademsés al substituir g™ por py B™ por B en (2.2.11)) se tiene la continuidad del
operador I — u"B".

Lema 2.2.6. Si € B.}*(C) con soporte compacto tal que ||ullo < k < 1 donde
0<a<l 2<p< a%rl yl<g< 23—’;}), entonces I — p"B": BY (C) — By (C) es
invertible.

Demostracion. Para cada n € N, la norma del operador B™ estd acotada por Cn?,

donde C' es una constante. Asi, de las estimaciones del Lema y la caracterizacion
en primeras diferencias para W“’%(C) (Lema i se obtiene,

11" B" fllsg, < lu"llye21B" fllsg,
S 0l ez 1 llwer
S 0Pl llwrses L lwes

la cual es pequena cuando n es suficientemente grande. Esto implica que el operador
I — /" B™ es invertible.
m

La compacidad del conmutador se sigue de los dos siguientes resultados.

Lema 2.2.7. Sea u € B;ZO‘(C) con soporte compacto. Entonces el operador conmu-
tador [u, B]: By (C) — By (C) es compacto.

Demostracion. Observemos que, mediante el Lema [2.2.5]

Il BIf g, < lluBflsg, + 11B(uf)lg, < |Bllsg,—sg,llull sl fllsg,.

p,q — p.a —
Esto implica que [y, B]: By (C) — By (C) esta acotado. Dado que C°(C) es una
clase densa de funciones en B;)fga(@), existe una sucesion de funciones p; % jen
B1*(C) y de las estimaciones del Lema m

g, BIf = [, Blf sy, < Nl = 1 Blf |l g,

< Al = pll el Bfllsg,

Jj—00

— 0.
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Capitulo 2. Ecuacién de Beltrami en el plano 55

Esto nos dice que el conmutador [u, B] es limite uniforme de conmutadores [p;, B]
para p; € C°(C). Por el Teorema inciso 4, basta con demostrar la compacidad
para el conmutador cuando p € C2°(C). Utilizando la regla de Leibnitz y el hecho de

que B(0) = 0, tenemos la siguiente relacion para el conmutador,

[, BIf(2) = p(2)Bf(z) — B(uf)(2)
= B(0nCf)(z) —ou(z) Cf(2).

Del Lema tenemos que cada sumando es un operador compacto, lo cual concluye
que [u, B]: By (C) — By (C) es compacto.
[

Para concluir esta subseccion tenemos un lema sobre compacidad.

Lema 2.2.8. Sea ¢ € C*(C) y consideremos f € By (C). El operador definido
mediante la regla T, f(2) := ¢(2) C'f(z), donde C es la transformada de Cauchy, es
un operador compacto de By (C) en By (C).

Demostracion. El operador T, es lineal. Observemos que el operador T,,: LP(C) —
LP(C) es compacto por el Teorema 4.3.14 en |3, pag. 116]. Por otra parte, el operador
T, es continuo en el espacio de Sobolev W'?(C), es decir, T,,: W'?(C) — W?(C).
Utilizando el Teorema m tenemos que T,,: B5 (C) — B (C) es compacto.

O

2.3. Comentarios al capitulo

Como sabemos, Stein en [49] demostr6 que toda funcion p € I(L**(C)) es con-
tinua con anulacién en el infinito. Pruebas alternativas a este hecho fueron dadas por
Maly en [35, Teorema 5.5] y Kauhanen [26]. Las funciones de I;(L*!(C)), en general,
no son Dini continuas. Por ejemplo la funcién f(z2) = @ pertenece a I;(L*!(C))
pero no es Dini continua. Por otra parte Bagby en [5] demostré que toda funcion del
espacio I,(La!(C)) para 0 < o < 2 es continua que se anula en el infinito. Cuando el
coeficiente de Beltrami p € I,(La*(C)), utilizando la misma técnica que en el caso
I,(L*(C)), es posible demostrar un resultado analogo a la parte [1] del Teorema [2.2]

Por otra parte, también es posible obtener un resultado similar a la parte |3 del
Teorema en el caso de espacios de Triebel-Lizorkin F' (C) con ap > 2 siguiendo
esencialmente la demostracion del espacio de Sobolev fraccionario W?(C) y utilizan-

do la caracterizacion por diferencias de los espacios de Triebel-Lizorkin de [55, pag.
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56 Capitulo 2. Ecuaciéon de Beltrami en el plano

101]. En el caso F,{*(C) necesitamos que las funciones de la clase F,*(C) con so-
porte compacto sean multiplicadores de F;jq((C) y de cuya afirmacién desconocemos

la veracidad.
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CAPITULO 3

Espacios LP(w) y ecuacién de Beltrami

En este capitulo estudiamos la resolubilidad de la ecuacién de Beltrami no ho-
mogénea

0 f(2) = n(2)0f(2) = g(2) (3.0.1)

donde el coeficiente de Beltrami p es una funciéon medible definida en el plano y tal
que ||pulloo <k < 1.

Es bien sabido que la existencia de soluciones f depende de la elipticidad k y del
término independiente g. Astala et al. demuestran en [4] quesi 1 +k <p <1+ % y
g € L?(C) entonces tiene una unica solucion f en W'P(C). Este resultado es
optimo.

En ecuaciones en derivadas parciales, es natural considerar coeficientes en la clase
VMO(C) (veéase, e. g. [8, [0, [60]). Esta filosofia fue trasladada al contexto de la
ecuacion de Beltrami por Iwaniec [24], quien demostrd que si el coeficiente de Beltra-
mip € VMO(C) y g € LP(C) con 1 < p < oo, entonces la ecuacion admite una
Ginica solucion f € W»(C).

En los dos resultados citados, la estrategia consiste en reescribir la ecuacion ((3.0.1])

como

(I — uB)(@ f(2)) = g(2). (3.0.2)

La obtencién de esta relacién estd legitimada dado que B(9 f)(z) = 0f(z) siempre
que f € WIP(C) para 1 < p < oo. Ademés permite replantear el problema de
resolubilidad en términos de la inyectividad del operador I — puB: LP(C) — L?(C).
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58 Capitulo 3. Espacios L?(w) y ecuacion de Beltrami

En Astala et al. [4], la invertibilidad del operador I — uB se deduce del Teorema
de distorsion de area de Astala [2] combinado con la teoria de pesos de Muckenhoupt.
Cuando g € VMO(C), la invertibilidad proviene de un argumento de compacidad
més tipico del analisis funcional, como ya hemos observado en el capitulo anterior.

En este capitulo estamos interesados en resolver cuando g € LP(w) donde

w es un peso de Muckenhoupt A,. El siguiente es nuestro resultado principal.

Teorema 3.1. Sea 1 < p < oo. Consideremos w € A, y p € VMO,.(C) tal que
lttlle < kE < 1. Entonces el operador de Beltrami I — uB: LP(w) — LP(w) tiene

inverso acotado.

Como consecuencia, si 1 < p < ooy w € A, entonces, para cada g € LP(w) la
ecuacion tiene una tnica solucion f con derivadas parciales en LP(w).

Utilizando las ideas de Iwaniec en [24], la invertibilidad del operador I — B en los
espacios de Lebesgue con pesos proviene de la teoria de operadores de Fredholm. Un
paso fundamental es demostrar que el conmutador de una funcion p € VMO.(C) y
la transformada de Beurling B es un operador compacto de LP(C) en si mismo. Esto
se deduce de un hecho mas general, segtin el cual, el conmutador de un operador de
Calderon-Zygmund y una funcién de b € VMO(R") es compacto en LP(R™) si 1 <
p < oo (|58, Teorema 2|). Krantz y Li demuestran el andlogo en espacios homogéneosﬂ
(véase |29, Teorema 1.1]).

En nuestro caso, necesitamos una version de este teorema en LP(w). En la Seccion
probaremos que el conmutador de una funcién b € VMO(R™) y un operador de

Calderon-Zygmund 7" es compacto en LP(w) si w € A,.

Teorema 3.2. Sea w € A, con 1 < p < oo y consideremos b € VMO(R"). El
conmutador [b,T]: LP(w) — LP(w) es compacto.

El criterio utilizado para demostrar la compacidad corresponde a una condicién
suficiente de compacidad en LP(w) que, si elegimos w = 1, no es mas que el Teorema

clasico de Frechet y Kolmogorov (véase e. g. [6, Teorema 4.26])

Teorema 3.3. Sean p > 1, w € A, y consideremos § CLP(w). Entonces, la familia §

es totalmente acotada si se cumplen las siguientes tres condiciones:

1. § es uniformemente acotada.

1Un espacio homogéneo X es un espacio Hausdorff localmente compacto que estd dotado de una
pseudométrica y una medida doblante (véase [28] pag. 630]).
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Capitulo 3. Espacios [?(w) y ecuacion de Beltrami 59

2. § es uniformemente equicontinua, i.e.

sup |-+ 1) = )l 2250,

3. § satisface la condicion de decaimiento al infinito de forma uniforme, i.e.

R—o00

sup || f — xo(,r) f || 2r () 0
fes

donde Q(0, R) es el cubo centrado en el origen de lado R.

A diferencia de LP(R™), esta condicion suficiente de compacidad no es necesaria
en general. Esto se debe a que la mayoria de las veces LP(w) no es invariante por
traslaciones y por tanto la condicién del Teorema es extremadamente fuerte.
Por ejemplo, si consideramos el peso w(zx) = |:E]% y f(x) = |z|72, se tiene que f €
L*(w) pero para todo h # 0, f(- + h) & LP(w).

En la demostracion del Teorema utilizamos las ideas de Hanche y Olsen en
[22, Teorema 5.

Por otra parte, la invertibilidad del operador de Beltrami esta relacionada con
otros problemas de la teoria de pesos. En particular, se puede caracterizar la inver-
tibilidad de I — uB en LP(w) en términos del operador de composiciéon w +— wo f=*
asociado a una aplicacion quasiconforme f con coeficiente p. Combinando este hecho
con resultados de Johnson y Neugebauer |25, Teorema 2.10] se tiene el siguiente

corolario:

Corolario 3.4. Si € VMO,(C) entonces el
J(fil) = m10>1Ap7
donde J(z,¢) = J(¢) = |0¢|> — |0 | denota el Jacobiano de la aplicacion ¢.

Por otra parte, el Teorema de Reimann que afirma que el logaritmo de una apli-
cacion quasiconforme pertenece a BMO(C) y cuya norma depende de la distorsion

(véase [3|, corolario 13.4.4.]). Esto nos permite conjeturar que:

Conjetura 1. Si p € VMO.(C) entonces el log J(f) pertenece a la adherencia en
BMO(C) de las funciones acotadas. Es decir,

dis.(log J(f), L=(C)) := _inf {[log J(f) — g« = 0.

geL>(C)
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3.1. Espacios de Lebesgue con pesos

Sea 1 < p < o0o. Un peso w es una funciéon que pertenece a L} (R") y tal que
w(z) > 0 casi para todo punto = € R". Un peso w es de la clase A, si

p

oy = (7 [ wtonte ) (7 [ ot Far)” <o

donde el supremo se toma sobre todos los cubos (Q C R™ y donde se satisface la

o1, 1
relacion = + = = 1.
P + P’

Dentro de las propiedades principales de la clase A, tenemos las siguientes:
LA G A;sil<p<g<oo

2. Paral <p<oo,w€ A, siysolosiw! ™ €A,

3. Siwe A, con 1< p< oo, entonces para cada 0 < e <1, w* € A4,

4. Siwe Ayconl <p<oo,existee>0talquep—e>1ywe A,

5. Siw € A, con 1 < p < oo, existe € > 0 tal que w'* € A, .

El espacio de Lebesgque de orden p con peso w es el conjunto de funciones medibles

que satisfacen

(/ |f($)|pw(x)d:£); < 0. (3.1.1)

La cantidad (3.1.1)) se denota por || ||zr(,) ¥ define una norma con la cual LP(w) es
un espacio de Banach.
Sea f € L} (R"), entonces para cada x € R", la funcion mazimal de Hardy-

loc

Littlewood M f(z) de f esta definida por

|
Mf(x) =sup ———
)= B o

£ (y)ldy

donde |E| denota la medida de Lebesgue del conjunto medible £ C R™. Al considerar
M como operador, recibe el nombre de operador maximal de Hardy-Littlewood.
Dado un operador integral singular 7', definimos el operador integral singular trun-

cado como

ne= [ K

y el operador integral singular maximal mediante la relacion

T f(z) = sup |Tef(z)] .

e>0
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Es conocido que dado un peso w € A,, los operadores de Calderén-Zygmund, los
operadores singulares truncados y maximales son continuos en LP(w) (e. g. Cap. IV,
Teoremas 3.1 y 3.6 en [19]). Ademas el operador conmutador también es continuo en
LP(w) (e. g. Teorema 2.3 en [48]).

3.2. Demostraciéon del Teorema 3.3

En esta seccién presentamos un resultado sobre la compacidad de subconjuntos de
LP(w), que en LP(R™) se reduce al Teorema de Frechet-Kolmogorov. Su demostracion
se basa en ideas contenidas en el articulo de Hanche y Olsen [22].

Recordemos que un espacio métrico X es totalmente acotado si para todo € > 0
existe un numero finito de bolas abiertas de radio € cuya uniéon es el espacio X.
Ademaés, un espacio métrico es compacto si y solo si es completo y totalmente acotado.
Por tanto, en espacios con pesos LP(w), demostrar la compacidad de un subconjunto
es equivalente a demostrar que dicho subconjunto sea totalmente acotado. El siguiente

lema provee de condiciones para que un conjunto sea totalmente acotado.

Lema 3.2.1 (Lema 1 en [22]). Sea X un espacio métrico. Supongamos que para cada
e > 0 existen 0 > 0, un espacio métrico W y una aplicacion ®: X — W tal que ®(X)
es totalmente acotado, y cuando z,y € X, son tales que d(®(z), ®(y)) < J, entonces

d(z,y) < e. Entonces X es totalmente acotado.

Demostracion del Teoremal3. 3. Supongamos que la familia § satisface las tres condi-
ciones del enunciado del Teorema [3.3] Dado p > 0, sea @ el maximo cubo abierto
centrado en el origen y tal que @ C B(0,%). Para R > 0, consideremos Q1,...,Qxy

traslaciones de () de forma que no se traslapen y tal que, ademas, se cumpla

Q(07 R) = U;Q;,

donde Q(0, R) es el cubo abierto en el origen de lado R. Sea P la proyeccion de
Ll

loe(R™) en el espacio generado por las funciones caracteristicas yq, de los cubos @),

es decir,
1 . y p—
Pf(z) {m Jo, f(2)dz, z€Qii=1,....N, 32.1)
0 otro caso.
al 1
ZX@(@@ o f(z)dz. (3.2.2)
i=1 t i
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62 Capitulo 3. Espacios L?(w) y ecuacion de Beltrami

Notemos que si f € LP(w) entonces f € L, .(R™) y ademas,

IPf( )Pw(z)dz

p

w(z)dz

1
d
o Qlf( z)dz

P

‘e\»—‘

f(Z)w

1

/ »
_ |Q " </ >dx) Qi wp(z)( BT
i |QilP (/ z)d ) < £ (2)[Pw(2) z) (/iwppl(z)dz)ﬁ

[ ] ||f||Lp(w)- (3.2.3)

z

IN

Esto demuestra que el operador proyeccion P es continuo de LP(w) en si mismo. Por

otra parte, para f € §, tenemos que

If=Pfllerw) < I = fxoo.mlerw) + 1 fxeo.r) — Pfllrw)-

De la hipotesis [3| sabemos que

R—o0

sup ||/ — xqq,5) fllrw) — 0. (3.2.4)
fes
Entonces, dado € > 0 existe Ry > 0 tal que
€ .
sup || f — xqo,r) [l Lrw) < T si R > Ry. (3.2.5)
fes

Para el otro término, utilizando la desigualdad de Jensen,
I#x00m = Pl = [ 1fxonn(s) = Pr@)w(a)ds

w(x)dz

N 1
) — ; XQ, (93)@ o f(z)dz

p

w(zr)dx

() — f(2))dz

() — f(2z)]Pdz w(z)dx

’L
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Ahora bien si z, z € );, entonces z — x = h € 2Q). Asi,

IFxaom — Pl < / e / F(2) = f(z + B)Pdh ()

- Z 1 [ 15— fa e n
o

IQI/ R |[f(z) = fla + h)[Pw(z)dz dh

1
hs;p 1fC) = fC+ M) (@ /2Q dh)
= i}élg 1f () = FC+ M) (3.2.6)

IN

IN

Entonces, si combinamos esto con la hipotesis [2| sobre §, podemos encontrar p > 0

suficientemente pequeno tal que

€
| fxqo.r) — Pflliorw) < 1 para todo f € §. (3.2.7)

De las relaciones (3.2.5) y (3.2.7) tenemos que

€
If = Pfllerw) < 3 para todo f € §
y, por la desigualdad del tridngulo,
€
1 fllzrw) < 5 + 1P fllzrw)- (3.2.8)
2

Para concluir la prueba observemos que, por (3.2.3), la proyeccion P es acotada.

Luego P(§) es totalmente acotado. Ademaés, si

|1Pf = Pgllrrwy = I1P(f — 9)llzrw) <9

con 6 = § y para f,g € §, entonces, por (3.2.8) y la linealidad de P, obtenemos

€
1f = 9llzr@) < 5 +I1Pf = Polleew) <€

Aplicando el lema [3.2.1], la familia § es totalmente acotada.
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64 Capitulo 3. Espacios L?(w) y ecuacion de Beltrami

3.3. Compacidad del conmutador en L7(w)

En esta seccion demostramos el Teorema [3.2] Antes de comenzar la demostracion,
haremos dos reducciones. En primer lugar, y dado que las funciones de la clase C2°(R")
son densas en VMO(R™), podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que b €
C>°(R™) (subseccion [3.3.1). En segundo lugar, utilizaremos una extension continua
del nicleo. Esta técnica fue utilizada en el articulo de Krantz y Li [29] para demostrar
la compacidad del conmutador en espacios homogéneos (subsecci()n. Por ltimo,
en la subseccion terminamos la prueba del Teorema [3.2]

3.3.1. Reduccién a b € C(R")

Como consecuencia de [41, Teorema 1], y dado que el operador maximal es acotado
en LP(w) en si mismo para pesos w € A, (e. g. Teorema I de [13, pag.242|), se
demuestra que el conmutador Cj, = [b, T] es continuo para b € BMO(R"™) y satisface

la estimacion

ICfll o) < Crlw]as DI fll ey < Crlwlag D1 f 1l o) (3.3.1)

donde la constante '} depende de las constantes del nicleo de Calderon-Zygmund y
la dimension. Como la clase de funciones C°(R") es densa en VMO(R™), podemos

aproximar la funcién b por funciones b; € C°(R"), es decir,
Ib; = o]l == 0.

De esta manera,

j—o0

1Cuf = Co, fllzrw) = [[Cop, fllrrw) < Crlwlagllb = billil[ fllr@w) — 0. (3.3.2)
Debido a lo anterior y utilizando la parte 4 del Teorema [1.15] supondremos de ahora
en adelante que b € C°(R").

3.3.2. Regularizacion del conmutador C}

En esta subseccion, seguimos las ideas de Krantz y Li en [29]. Para cada n > 0
suficientemente pequeno, definimos una extension continua del nicleo K como la
funcion K" definida en R™ x R™ \ {(z,y) : |xr — y| < n} que toma valoresen R 6 C y

que satisface las siguientes condiciones,

64



Capitulo 3. Espacios [?(w) y ecuacion de Beltrami 65

2. |[K"(z,y)| < uf—gw para 4 < |z —y| <n

3. K'(z,y) =0si|r—y| <1

done Cj es independiente de 7. Notese que, debido al crecimiento de K, no es re-
strictivo suponer que la condicion 2| se cumple para todo z,y € R". Dada K" una

extension continua del nicleo K, definimos

T"f(z) = [ K'z,y)f(y)dy

Rn

Cyf@) = [ 0a) = b)) K"a ) )y

Lema 3.3.1. Para 1 < p < oo, el conmutador (', puede aproximarse por los conmu-

tadores C}' en la norma del operador, es decir,

0
|Cy — CgHLp(w)ﬁLp(w) 50,

Demostracion. Sea f € LP(w). Para cada x € R" tenemos:
Cufe) = Cse) = [ (be) =) K )y
B(z,n

- / (b(x) — b)) K"z 9) f(4)dy
B(z,n)\B(z,3)

Para el sumando I;(z) se tiene

L) =

[ Ko b))
< / b(y) — b(2)[| K (z, y)|[f(y)|dy.
B(z,n)
Debido a que b € C*(C),

@l <Glvil. [ O

B(x,n) |[E - y|n !
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66 Capitulo 3. Espacios L?(w) y ecuacion de Beltrami

Utilizando la descomposicion en coronas y la definicion de la funcién maximal tenemos

L) < Gl |Vbnoo2 / W g,

<|z— \<’7 (—)n_l
=0 / 57T 4 27

1 1
= QHCOHHVZ’HOOZﬁW/ | f(y)|dy
27

=0 2]+1 <|z— y|< o

=1

- 2"Con||Vb||ooZﬁW/ F(w)ldy

—_

§=0 27 i <lz—yl<gk
. 1 1
< 2 0077”Vb|’002ﬁﬁ |f(y)|dy
j=0 (2_1) lz—yl<3%

= 1
< 2"Con|B(0,1)| ZZ—HVI’HooMf()
0

para casi todo z. La estimaciéon puntual implica que

illrw) < 2"Con|B(0,1) IZ 5 HIIVbIIooIIMfIILp

< 2'Cyn|B(0, 1) |Z o 9Bl . (333)

Para el sumando I5(z) se tiene,

@) < mix () - o K"z, ) f(9)dy
z€B(x,n) B(zm\B(z,3)
" £
< Co_mix {|b(z) = b(z)[} o P
< Co_mis (0G) )} [ ‘{f;’i'dy

Utilizando la regularidad de la funcién b se tiene

B(z)] < Co2" max {[b(=) - b(x)[}M f(x) < Co2"[[Vblloon M f ().

z€B(x

Por tanto, nuevamente la estimacion puntual implica

[12]|r(wy < 2"Co 1 || Vb|lsol|M fllzrw) < 2"Con | V|lsoll f | Lr(w)- (3.3.4)
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Finalmente concluimos de (3.3.3) y de (3.3.4) que

n—0

|Cof — CY fllerw) < Con |IVO|looll fll£r@w) — 0

donde la constante C5 depende de la constante Cj, el area de la bola unidad y la

norma infinito de Vb. Esto termina la demostracion. ]

Dado que el limite de operadores compactos es un operador compacto por el inciso
4 del Teorema nos reducimos al operador C}.

3.3.3. Demostracion del Teorema

Recordemos que si X e Y son dos espacios métricos completos entonces un ope-
rador T: X — Y es compacto si la imagen T'(B) de la bola unitaria B C X es un

conjunto totalmente acotado.

Demostracion. Para demostrar la compacidad, utilizamos el Teorema [3.3] Para toda
f € LP(w) tal que ||f||zrw) < 1, consideramos la familia de funciones § = {C} f}.
La acotacion uniforme es consecuencia directa de la continuidad del conmutador en
LP(w), es decir

1 fllrw) < [wWlas (Bl o)

para 1 < p < oo (véase (3.3.1)). Para demostrar la equicontinuidad uniforme de la

familia §, es necesario demostrar la condicién

1Cyf(-) = CY (- + Rl o) u 0.

unif

Escribimos,

Cypf(x) = Clf(x+h) = (b(x) =blz+h) | K'(z,y)f(y)dy

R

; / (b -+ ) = b)) (K2, ) = K7+ ) f )y
= Lz, h) + Lz, h).

Para I;(x, h), utilizando la regularidad de la funcion b y la definicion del operador
T*

Y
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68 Capitulo 3. Espacios L?(w) y ecuacion de Beltrami

[Lu(z, b)) < [b(x) = b(x + h)

[ K sy

< [IVbllacl / (K (2, y) — K(2,)) fy)dy + / K (. 9)f (y)dy
lz—y|>3 lz—y|>3
< IVbllnclh]-
(/ (K"z,y) — K(z,y)) f(y)dy| + sup / K(m,y)f(y)dy‘)
lz—y|> 2 R>0 |J|z—y|>R

< |IVllso|h (Mf(2) +T7f(x).)

Entonces (utilizando e. g. Teorema 3.6 del Cap. IV de [19]),

3Gy )| 2oy < IIVOlloo R IT™ fll oy < [BIIVD]loo 11| o) (3.3.5)

Para acotar el término I(x, h), consideramos las siguientes regiones,

= {le-v>3 l+h-y>1},

?:I:y|> \x+h—y|<g},

2
n
27
7 7
-yl < =, h — >—}.
o -yl <5, leth—yl>7

Observemos que,

[2(1’, h) = IQ(Q?, h)|A + IQ(.T, h)|B + [2(.27, h)|c

De esta manera procedemos a acotar cada sumando. Primeramente, por la condicién

del nicleo Ky dado que b € C°(C)

Lo, )| = / (b + h) — b)) (K7 (2, y) — K"(x + hyy)) £ (5)dy
fly
< Col Vbl "f—lley
|z y\>" y‘
< G|Vl / )|d
ol Vo HZ QJE)W SN L
< oIVl f;;; [ W)y
] <2_472> 2J] n<‘ |<2J7]
< CollVblllhl Mf(2) (3.3.6)
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Para Iy(z, h)|p, supongamos sin pérdida de generalidad que el soporte de b(x) esta
contenido en la bola con centro en By = B(0, Ry), entonces podemos suponer que el
soporte de b(x + h) esta en la bola 2By = B(0,2R,). De esta manera consideramos

dos casos. Primero, si || < 3Ry,

[b(z +h) = b(y)| | f(y)]
|z —y|"

Lz, )5 < Co / ay
BN2Bg

1V B
< Gy /B el
1V () |w(y)?
=2 77 d
: SO /Bﬂ?Bo o)
2\" s\
< Col|Vb||oo | £l 27 (w) (5> (/Bw(y)_de) (3.3.7)

debido a que w™ 7 € L. . Entonces,

o 5 9 (n+1)p
[ b lsPe@idr < GV, [ w(/ w) (—)
|z|<3Ro 3Bo Bo n
2 (n+1)p
< COIVBIZ 10y oLy 3Bl (;) .

Ademés
/ |Ir(x, h)|p|Pw(z)dz — 0
|z|<3Ro

cuando |B| — 0 de forma uniforme en f . Ahora bien, si |z| > 3Ry,

Lz )lsl < bl / 1),
BNB(0,2Ry) [z — |

1
o — / F(y)ldy
|| BNB(0,2Ro)

1

1 J()|w(y)r

S o
|| BNB(02Ry)  w(y)»

< HbH ||f||LP(w) (/ w(y)_idy) P '
N |z [" BNB(0,2Ro)

IN
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70 Capitulo 3. Espacios L?(w) y ecuacion de Beltrami

Esto implica que

w(x)

[ nlsteede < k7 ( / e
|z|>3Ro |z|>3Ro ||

P
/
,L
(/ rd )
BmB(0,3RO

< (/ w(y)” de)p 12000, (3.3.8)
BNB(0,3Ro)

unif

Para obtener la conclusion en (3.3.8)) falta por demostrar que

/ wlz )dx<oo

z|>3Ro |$| P

Dado que w € A, y por la propiedad abierta de los pesos, tenemos que w € A, para

algin ¢ < p (e. g. Teorema 2.6, Cap. IV en [19]). Entonces

/ W(fﬂ)dx _ Z/ W(fﬂ)dx
|z|>Ro |z|"P — J2i-1<|z]<2 |z |"P

J

< ) (PRo)"w(27B(0, Ry)) :Z (27 Ro) "™w(B(0,2'Ry))
Jj=1 Jj=1

Ademas, utilizando el Lema 2.2 en [19] se tiene

/ )y, < iWR (2 Ro)"w(B(0, 1))
| -

o|>Ro 1|

% > @) w(B(0,1)). (3.3.9)

Para el término I5(x, h)|c se procede de forma analoga. De las estimaciones anteriores
se tiene la equicontinuidad para la familia §.
Finalmente, procedemos a demostrar la condicion de decaimiento al infinito, es decir,

tenemos que demostrar que
[ ieirepaea 20,
lz|>R

uniformemente en f € §. Sea R suficientemente grande y observemos que si |z| > R,
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x ¢ supp b. Entonces, para estos «,

Gy f(@)] =

[ 00 - s sy

upp b ’m - y’n

IN

1 w(y)”
< Vg [ W,
|ZE| supp b w(y)P
f Lp(w _r i
< avilTEe ([ ) ay
|ZL’| supp b
< Oo||Vb||oo”f|’L%(w). (3.3.10)
Entonces ()
w(zx
[ ics@pre@is < Golflse [ 2
|z|>R el ||
Nos basta observar que de (3.3.9) tenemos
/ de Bizoo
lz|>R |x‘np
[

3.4. Invertibilidad del operador de Beltrami

En esta seccion demostramos el Teorema

Demostracion del Teorema[3.1. Como en el capitulo[2] el esquema de la demostracion
se basa en la prueba de Iwaniec en [24, pag. 42-43|. Para cada n € N, consideremos
el operador

P,=1+uB+---+ (uB)"

y observemos que
(I —uB)P, 1 =P, (I —uB)=1—-pu"B"+ K (3.4.1)

donde K = p"B" — (uB)". Utilizaremos la teoria de operadores de Fredholm para
demostrar la invertibilidad de I — uB.
El operador K es compacto por ser suma finita de operadores que tienen como factor

el conmutador que es compacto por el Teorema [3.2] Ademas, el operador I — ;" B" es
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72 Capitulo 3. Espacios L?(w) y ecuacion de Beltrami

invertible. Para ver esto observemos que, las iteradas de la trasformada de Beurling

B"™ tienen como nicleo I
(=1)"nz""

bu(2) = T ontl’

Por tanto
| B[y < Cn?
donde la constante C' depende de [w]4,. Luego

1" B fllrw)y < NullZlB™ fll e
< Cn?l|pllgllf llzo-

A\

Si n es suficientemente grande, la norma de p"B™ es pequena y por tanto [ — u"B"
es invertible.

Aplicando el Corolario a la relacion (3.4.1), tenemos que I — B es un operador
de Fredholm. Utilizando este hecho, aplicamos la teoria del indice a I — puB. La
deformacion continua I —tuB con t € [0, 1], es una homotopia del operador identidad
en el operador de Beltrami. Como index(/—tuB) es independiente de ¢, por el Teorema
[I.19)en particular se tiene

index(I — puB) = index(I) = 0.

Por otra parte, el operador I — uB es inyectivo en LP(w). Para demostrar esta afirma-
cion, sea f € kerpp() (I — pB). Entonces f = pBf y por tanto, la aplicacién f tiene

soporte compacto. De las propiedades de la clase A,, existe 6 > 0 tal que p —9 > 1

1
loc

y w € A,_s5. Entonces wrs €L
desigualdad de Holder ,

(C) y tomando € = -%5, tenemos mediante la
p

14e€ p—(1+e)
P

p—(1+e)

< 1+e —%d P
< fcu(a:) x < 0.
supp

Por tanto f € L'™¢(C). Dado que el operador I —uB es inyectivo para todo 1 < p < 0o
cuando p € VMO(C), concluimos que f = 0.
De la definicion del indice para un operador de Fredholm [I.11.1] concluimos que el

operador [ — uB es exhaustivo y por tanto invertible.

]

72



Capitulo 3. Espacios [?(w) y ecuacion de Beltrami 73

3.5. Comentarios al Capitulo

Dado un pesow € A, con 1 < p < 00, en el Teoremaprobamos que el operador
I — B tiene inverso continuo como operador de LP(w) en LP(w). Esto implica en

particular
(I = 1B)gll o) = C |9l 2o(w)-

A la practica, esta desigualdad se puede caracterizar en términos de las clases de

Muckenhoupt.

Proposicion 3.5.1. Sea 1 < p < co. Supongamos que u € VMO, (C) tal que ||ptlo0 <
k < 1y consideremos f el homeomorfismo quasiconforme asociado al coeficiente pu.

Entonces, dado w € A,, son equivalentes:
1. El peso n(z) =wo f~'(2) J(z, f~')'"% pertenece a la clase A,
2. Existe una constante C' tal que
(I = 1B)gllew) = C llgllzrw) (3.5.1)
para todo g € LP(w).

Demostracion. La prueba sigue las lineas de la demostracion del Lema 14 en [4].
Veamos primero que implica (2). Dado que las funciones de la clase C'°(C) son

densas en LP(w), nos restringimos a considerar aplicaciones g € C°(C). Sea

h(z) == (I — uB)g(=).

Haciendo G(z) = Cyg(z), observamos que G € C*(C) con derivadas en LP(w). Por

tanto la funcién G satisface la ecuacion de Beltrami no homogénea
G:(2) = p(2)G:(2) + h(2)
y la estimacion se transforma en
1Pllzrw) 2 Cllgllirw) = C Gzl Lre-

Elegimos el homeomorfismo quasiconforme f que satisface la ecuacion de Beltrami

con coeficiente p

0 f(z) = u(z) 9f(2)
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y sea u = G o f~1. Mediante la regla de la cadena tenemos las relaciones:

G: = (u.0f)fs+ (uzo f)f, (3.5.2)
pG.+h = p((uzo f)fe+ (uszo f)fz) +h

Eliminando los términos que tienen a u, tenemos que

h

(Uzof)f 1——|M|2

y por tanto, dado que w € A,,

_ 1
/C|(uz o f)f.[Pw(2)dz < =y /c |h(2)[Pw(z)dz. (3.5.3)
De las propiedades de la aplicacién quasiconforme f tenemos

J(z f)
1— k2

[ <A1 <

Asi, mediante un cambio de variable

[0 nrpus < o kzg JACRE IO

- 1_k2 /i w)PI(w, £ Bwo f (w)dw

B 1—k25/|

Por hipétesis, n € A,. Luego,

/|uz )|Pn( dw<Cp/|uZ )[Pn(w

dado que u, = B(uz) y B es acotado en LP(J(z, f~)!
Co(w, p, f). Por tanto,

w\'ﬁ

M\'U

“2wo f1) con norma Cy =

/C|(uzof)lepw(z)dz < /|uz W (w, f~) '  2wo fH(w)dw

M\‘E

1—k2

- oy [ e e

1_k2p/|u20ffz|”w )z

1_k25/Wh )P (z) (3.5.4)
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Al sustituir las estimaciones (3.5.3) y (3.5.4)) en la norma en LP(w) de se tiene

— 1 C
1Gzllzrw) < ll(uz 0 f) foll o) + | (uz 0 ) fellore) < <(1 ) T 22);> 1Al 2o (-

Para demostrar que implica (1)), utilizaremos el hecho que la transformada de

Beurling B caracteriza los pesos de A,, es decir, probaremos que
B: LP(n) — LP(n), (3.5.5)

donde 7 = wo ¢~ 'J(¢~")'"%. Esto implica que n € A, (véase [I3, Teorema II] 6
también [51, Proposicion 1, pag. 198]).

Dado que las funciones de C.(C) son densas en LP(n) (véase e. g. [44, Teorema 3.14]),
nos restringimos a esta clase. Sea entonces g € C.(C) y F(z) = Cg(z), asi
equivale a demostrar

10F || Loy < CNlO Fll o)

Para F fija, sea u = F o ¢ donde ¢ es el homeomorfismo quasiconforme asociado al

coeficiente . Entonces, mediante la regla de la cadena,
(I = uB)(@u) = du — pdu = (1 — |uf)D F(6)0
y por tanto
(0= nB)ullyy < [ 10P@)ENT0)Pulz)d:
- / 8 F()PIB0(6~ ()P 0 67 (€)T (€, 6 )ae
i R 6T 607 e

N\’S

1—k2

= (_7)%” FIIL, (3.5.6)

Utilizando la hip6tesis (3.5.1), se tiene que ||(I — uB)(9u)||rew) > C||0ul| 1o (), luego
basta demostrar que
ClloullLrw) = [1OF || o)

Mediante la aplicacion de la regla de la cadena,
OF = u(p™ 10 + Ou(¢d1)op1L.
Luego, utilizando la desigualdad del triangulo
107 L7y < 10u(6™)06™ oy + (605 oy
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76 Capitulo 3. Espacios L?(w) y ecuacion de Beltrami

Dado que w € A, tenemos que B: LP(w) — LP(w) es acotado con norma C; =

C1(w,p). Para el primer sumando se tiene,

/c [Ou(¢™")(€) D1 (&) [Prod™ (€) (€, 671)'2dE

<L / 0u(6™)(€)Pw o ¢ 1(€)J(E, ¢ )de

-
a —k;2 /|8u )Pw(z

1_k2§/|8u )Pw(z)

donde en el tltimo paso hemos usado que ”BHLP )= r(w) < C1. En definitiva,

N\"S

10u(¢p™ )00 | Loy < ——=110ul| 1o (o) (3.5.7)

v 1 k?

Para el segundo sumando observemos que

/ Du(6™)(©) 9 T(O)Pn(©)de = / Bu(d™)(E)PIF 6~ ()Pr(€)de
C C

kP

< m/@@u(zﬂpw(z)dz.

Por tanto

”5U(¢71)8FHLP(77) < HéuHLp(w). (3.5.8)

k
ViR

Deducimos de (3.5.7) y (3.5.8) que

10F || toey < CllOullow)
como habiamos afirmado. Esto termina la prueba. O

Es claro que la desigualdad implica la inyectividad del operador I — uB.
Por otra parte, del Teorema[3.1]y de las equivalencias de la Proposicion tenemos
que si p € VMO(C) con soporte compacto y f es el homeomorfismo quasiconforme
asociado a pu, entonces

w€Ay = woflcA,.

Esto nos remite al problema de determinar qué homeomorfismos preservan la clase
A, por composicion. Es decir, dado un homeomorfismo f: C — C, dar condiciones

necesarias y suficientes sobre f que garanticen la siguiente implicacion:
weA, = wofleA,
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Capitulo 3. Espacios [?(w) y ecuacion de Beltrami 7

En este sentido, es ttil recordar que Reimann demostré en [42] que BM O es invariante
por composiciéon con aplicaciones quasiconformes. Mas aun, la quasiconformidad es
necesaria. Sin embargo, a nivel de pesos de Muckenhoupt, la cuestion es diferente.

Como ejemplo, basta considerar el peso

1
wz)=—, 2p-1)<a<?2
@)= 2=
y su composiciéon con un estiramiento radial f(z) = z|z|%~!. Este problema ya fue
planteado por Johnson y Neugebauer en [25]. En su articulo, se caracterizan aquellos
homeomorfismos que preservan la clase A,. No es dificil ver que si f preserva A,,
entonces también debe preservar BMO por lo que f es quasiconforme [42]. A contin-

uacion, enunciamos una version simplificada del resultado de Johnson y Neugebauer.

Teorema 3.5. Sea f: C — C una aplicacion K-quasiconforme donde K > 1. Son

equivalentes:

1. Dado 1 < py < 00, siw € Ay, entonces wo f~' € Ay, y [wof~']4, solo depende
de [w]a,, v K.

2. J(fY) e Mps1 Ap-
Combinando el Teorema[3.5]y la Proposicion se obtiene el siguiente corolario.

Corolario 3.6. Sipu € VMO.(C)y f: C — Ceslaaplicacion quasiconforme asociada

a u, entonces
J(f ) e ) A (3.5.9)
p>1
Cabe mencionar que, en general, si f es K-quasiconforme entonces del articulo de

Astala et al. [4] solo se tiene

J(f e ) A

p>K
Es decir, la regularidad del coeficiente de Beltrami i es un factor decisivo. La condiciéon
(3.5.9) esté estrechamente vinculada a un resultado clasico de Garnett y Jones en [20]
que caracteriza la adherencia en BMO de L™ (véase también [19, pag. 474]|) y que

enunciamos a continuacion.
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78 Capitulo 3. Espacios L?(w) y ecuacion de Beltrami

Teorema 3.7. Son equivalentes para h € BMO(C):

L. dis,(h,L*(C)) := inf ||h — g||« = 0. En otras palabras, h € ="MO,
geL>(C)
2. el el e ﬂAp.
p>1

Como consecuencia, si dado p € VMO, (C) pudiéramos ver que la quasiconforme

asociada f satisface

J(f) € () Ap (3.5.10)

p>1

entonces combinando el Corolario [3.6] con el Teorema se obtendria que
1

I

Esto, junto con el Corolario y el Teorema probaria la implicacion

=J(f)oft € A, paratodol <p < oo.

pe€VMO(C) = dis.(log J(f),L>®) = dis.(log J(f '), L>) =0,

tal y como habiamos conjeturado en la introducciéon de este capitulo. Notese que, en

general, si f es K-quasiconforme, sé6lo se tiene
[log Jf[l. <C

donde C' es una constante que depende de K (véase Reimann [42] Teorema 2|). Otra

vez, pues, la regularidad de p es fundamental.
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CAPITULO 4

Aplicaciones quasiconformes con coeficientes soportados en
dominios regulares

En el capitulo [2 estudiamos la regularidad de la solucién principal de la ecuacion
de Beltrami en el plano dependiendo de la clase a la que pertenece el coeficiente pu.
Relacionado con el estudio de la regularidad, en los capitulos [2| v [3| se muestra que el
operador de Beltrami tiene un inverso acotado.

Nos concentramos ahora en la regularidad de las soluciones cuando nos restringi-
mos a un dominio €. En el trabajo de Mateu et al. [36] se considera el caso en que el
coeficiente de Beltrami es una funcion de C%¢(2) restringida a un dominio € de clase
C1 con 0 < € < 1. En este caso la aplicacion quasiconforme asociada al coeficiente de
Beltrami es bilipschitz. La importancia de las aplicaciones bilipschitz radica en que
preservan propiedades métricas de los subconjuntos como, por ejemplo, la dimension
de Hausdorff.

El resultado principal del capitulo corresponde a la regularidad de la soluciéon

principal cuando el coeficiente de Beltrami esta soportado en un dominio €2.

Teorema 4.1. Sean 0 < a <e <1y 1l < p < oo tal que ap > 2. Consideremos un
dominio acotado Q con frontera de clase C*¢ y u una funciéon medible soportada en
2 tal que ||pljeo <k < 1.

1. Si p € W*P(Q), entonces la solucion principal de la ecuacion de Beltrami es
f(z) = z+ Ch(z), donde h € W*P(Q).

2. Si p € By, (), entonces la solucion principal de la ecuacion de Beltrami es
f(2) = 2+ Ch(z), donde h € By ().
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El Teorema nos dice en particular que la solucién principal y, por el Teorema
de Stoilow, todas las demas soluciones tienen un grado de diferenciabilidad mas que
el dato inicial pu.

La novedad del teorema radica en la expresion de la soluciéon principal ya que el
hecho que sea bilipschitz ya estaba garantizado por el resultado de Mateu et al. en
[36]. El esquema de la demostracion del Teorema es el mismo que en los capitulos
anteriores. Dedicamos la seccion a dicha prueba. El primer problema al que nos
enfrentamos en la demostracion es saber si la transformada de Beurling restringida
a un dominio € es un operador continuo en los espacios W*P(Q) y B (). En la
pagina [19| hemos observado que los operadores de Calderén-Zygmund de convolucion
estan acotados en los espacios de Sobolev y Besov. Al restringirlos a un dominio €2
dejan de ser operadores de convolucion.

Un operador de Calderén-Zygmund homogéneo es de tipo par si es el valor prin-

cipal del operador de convolucién
7f(a) = VP [ 1o~ pE Wiy

donde K(z) = “;frfl) para x # 0y tal que w(x)es una funcion homogénea de grado cero,

continnamente diferenciable en R"™ \ {0} y con integral cero sobre la esfera unitaria.

En general, para un operador de la clase de Calderén-Zygmund de tipo par se

tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.2. Sea T un operador de Calder6n-Zygmund de tipo par restringido a

un dominio 2 C R
1. Si Txq € By, (§2) con ap > n, entonces T: By (Q2) — By ().
2. Si T'xq € W*P(Q) con ap > n, entonces T': W*P(Q) — W*P(Q).
3. Si Txq € WH(Q) con p > n, entonces T: W'P(Q) — WhP(Q).

En principio, no se requiere que el dominio €2 sea acotado.

Del hecho que T es de Calderén-Zygmund, se tiene que T: LP()) — LP() es
continuo. Ademas, utilizando la parte [3|del Teorema[4.2]y los métodos de interpolacion
real y compleja se tiene que T': A5 (2) — A5 (€2) siempre que se cumpla la hipotesis
Txq € WIP(Q). En particular se obtienen los casos [I|y [2l Sin embargo la condicion
Txao € WH(Q) es més restrictiva que las impuestas (W'?(Q) G A%(Q)).

La condicién que T'xq pertenezca al espacio pertinente es claramente necesaria y

en nuestro caso obtenemos que es también suficiente. La regularidad de la frontera
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del dominio € juega un papel esencial en ésta cuestion. En el caso W'P(Q), Tolsa en
[54] da condiciones sobre la parametrizacion de la frontera del dominio 2 para que
Bxa € WhP(Q).

En la siguiente seccion introducimos los resultados necesarios para el resto de este

capitulo.

4.1. Resultados preliminares

Recordemos que un dominio €2 C R™ es un conjunto abierto y conexo. Decimos
que un dominio acotado €2 C R™ es de clase C si en cada punto 02 se tiene una

vecindad U tal que el conjunto U N puede representarse por la desigualdad

Ty < f(.ilfl,...,xn,l) (411)

en algin sistema de coordenadas cartesianas y donde f € C(G) para G es un dominio
de R, La clase de dominios C%! (C* y C*7) se obtiene al pedir que la funcion f de
4.1.1 pertenezca a C*1(G) ( C*(G) y C*(G) respectivamente).

Consideremos 2 C R™ un dominio acotado y sean o > 0, p, ¢ € (0, 00]. Definimos
A5 () como el conjunto de funciones f tales que existe una funcién g € Ay (R") tal
que glo = f y donde A = F en el caso de la clase de Triebel-Lizorkin o A = B en el

caso de espacios de Besov. La norma en A5 (§2) esta dada por

1f1lag (@) = If ||gl| ag @)

donde el infimo se toma sobre todas las g € A5 (R™) tales que glo = f.
En el caso particular del espacio de Besov B;fp(Q) para 0 < a < 1, tenemos la

siguiente caracterizacion cuando el dominio € tiene frontera de clase C%*.

Proposicién 4.1.1 (Caracterizacion del espacio de Besov By (€2)). Supongamos que
Q es un dominio acotado de clase C%!. Entonces para 0 < o < 1y 1 < p < oo son

equivalentes
1. fe By, ()
2. fel’(Q)y
[ LCE 1w
QJao '

o =yl
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La clase By (§2) también es conocida como el espacio de Sobolev-Slobodeckij (e.
g. |30, 53], 56]).

Por otra parte, recordemos que los espacios de Sobolev pertenecen a la familia de
los espacios de Triebel-Lizorkin, mas concretamente I, (Q2) = W*?(Q2). Un caso par-
ticular cuya caracterizacion nos interesa, es la de los espacios de Sobolev fraccionarios

que aparece en el articulo de Strichartz [52] y que presentamos a continuacion.

Proposicion 4.1.2 (Caracterizacion del espacio de Sobolev fraccionario W*P((Q)).
Supongamos que €2 es un dominio acotado de clase C%!. Entonces para 0 < o < 1y

1 < p < oo son equivalentes
L. feW*r(Q)

2. felP(Q)y

SIS

En particular, para p = 2 se puede observar que W*2(Q) = Bg,(§2). Por ultimo,
en el caso W'P(Q), Brezis en el articulo [T, Corolario 4] caracteriza W1?(Q) utilizando

primeras diferencias.

Proposicion 4.1.3 (Caracterizacion del espacio de Sobolev WP(Q)). Supongamos

que Q es un dominio acotado de clase C%!. Entonces para 1 < p < oo son equivalentes
1. feW'?(Q)
2. felP(Q)y
_ p
lim a/ dedy < 0.
a=0 - Jo Jo |v—y[rteme

En la clase de dominios C%!, se tienen los siguiente resultados sobre inclusiones y

encajes compactos entre espacios de Sobolev y Besov (véase [57, Proposicion 7))

Teorema 4.3. Sea 2 C R" un dominio acotado de clase C%'. Denotemos por a, =

max{a,0}.
1. Sean g, 1 € Ry po, p1,q0,q1 € (0,00]. Entonces la inclusion

B (Q) < B (Q)

Po»q0 P1,91

()
opp—oap>n|——— .
Po D1/ 4
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2. Sean ap,a; € Ry po,p1 € (0,00]. Entonces la inclusion

Wao,Po (Q) N Walupl (Q)

(5
ag—ap>n| —— — .
bPo P/,

3. Sean a € R, 0 < p,q < oo. Entonces

es compacta si y sélo si

B () = C(Q)

si y so6lo si

SIE

o= cuando 0 < ¢ <1

=3

Ademas, en estos casos By (€2) son un dlgebra de funciones.

4. Sean a > 0y 1 < p < oo. Entonces
WeP(Q) — C’(ﬁ)

siy solo si a0 > %. Ademas en este caso los espacios de Sobolev son édlgebras de

funciones.

5. Siap>2con0<a<l1

B2, () = WP(Q) = B2 (Q).

Por otra parte, de forma analoga a las clases de funciones definidas en R", los
espacios de Sobolev y Besov definidos en dominios pueden identificarse con parejas
de interpolaciéon compleja y real respectivamente. Mas concretamente,

By (Q) = (L(Q), W(Q))aq,

p.q

wer@Q) = [L7(Q), WP (Q)a.
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4.2. Demostracion del Teorema

Como ya observamos en el capitulo anterior, la solucién principal f de la ecuacion

de Beltrami se escribe explicitamente como
f(z) = z+ Ch(z).

Mediante la relacion entre las transformadas de Cauchy y de Beurling, la funcion

h(z) = 0 f(z) esta determinada por la ecuacion

(I = uB)h(z) = pu(2).

Si podemos invertir este operador en el espacio de funciones adecuado obtendremos
h(z) = (I — pB) *u(z). Observemos que tanto el coeficiente de Beltrami p como
la funcién h(z) = p(2)0f(z) se anulan en C \ Q. Introducimos la transformada de
Beurling restringida en el dominio {2 como

Bog(z) = —~ /Q %dw

™

Procedemos a demostrar la invertibilidad del operador I —uBgq en los espacios By, (§2)
y WeP(Q), los cuales denotaremos genéricamente como X = X () cuando no sea
necesario distinguirlos.
Definimos
P, =14 puBg+ -+ (uBa)™

para p € X y observemos que
(I —puBq)Py1 =P, 1(I —puBq)=1—u"Bi+ R (4.2.1)

donde R = pu"Bg — (1Bgq)" puede escribirse como una suma finita de operadores que
contienen como factor al conmutador [u, Bg]. En la subseccion demostraremos
que el conmutador [u, Bol: X — X es compacto.

Por otra parte, el operador I — p"" Bg lo escribimos de la siguiente manera

(I —u"Bg)f(z) = (I = u"B")(fxa)(2) + 1" (2)(B"(fxe)(2) — B, f(2))

donde B" es la iterada n-ésima de la transformada de Beurling en todo el plano.

Afirmamos que el operador I — p"B" es invertible pues

ln"B"|x < Cnllullxllplles

y dicha norma es pequena cuando la n es suficientemente grande.
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Consideremos
Knf(z) == Bof(2) — B*(fxa)(2),  z€ (4.2.2)

En cada clase de funciones consideradas, por la subseccion [4.2.2] el operador K,
es un operador compacto. Por tanto, de la relacion y del Corolario [1.21] el
operador I — puBgq es de Fredholm. Ademaés, tiene indice cero pues I — tuBg es una
deformacion continua del operador I — B en el operador identidad. Por otra parte
ker{/ — uBq: X — X} C ker{I — uBq: L*(2) — LP(Q) que es trivial por |24, pag.
42-43|. Asi, I — puBq es inyectivo, y por la Definicion del indice de un operador
es exhaustivo. Esto concluye que el operador I — uBg es invertible.

La demostracion de compacidad de los operadores conmutador [u, B] y K, se debe
a que estos operadores tienen un ndcleo reqularizante.

Sean 0 < € < 1y 2 un dominio acotado. Consideremos la clase de operadores P

tales que
Pf) = [ Koy

donde el ntcleo K satisface

1
|K<I’,y)| S W para tOdO T,y € Q, (423)
/ ’:C B x/’€ . /
|K(z',y) — K(z,y)| < == si |z —y| > 2z -2 (4.2.4)
Tz —y|"

Diremos que un nucleo es regularizante si satisface las propiedades (4.2.3) y (4.2.4).

Para operadores con ntucleo regularizante tenemos el resultado siguiente.
Teorema 4.4. Sea {2 un dominio acotado de R" y consideremos ap > n.

1. Sia< B <ey Pxg € WPP(Q), entonces el operador P: WoP(Q) — WHP(Q).
Ademas P: W*P(Q) — W*P(Q) es compacto.

2. Sia < B <ey Pxq € BS,(Q), entonces el operador P: BY (Q) — BY (Q).
Ademas P: By () — By, (€2) es compacto

La demostracion es similar a la del Teorema y la posponemos a la subseccion
4.3.2]
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4.2.1. Compacidad del conmutador en B ,(2) y W*P(Q)

Las condiciones que hemos impuesto en el Teorema |4.1| garantizan que la restric-
cion de la transformada de Beurling Bg: X — X es un operador acotado. Debido a

las propiedades de algebra de funciones tenemos que el conmutador y dado que

1, Balf(2) = u(2)Baf(2) — Ba(if)(z)

también esta acotado en X pues

[, Bal fllx < Cllpllx[|.f[]x-

Por otro parte, ya que el dominio © es de clase C%! las funciones C* () son densas en
X. Entonces, existe una sucesion de funciones p; € C*°(2) que converge al coeficiente
de Beltrami p en la norma del espacio X y por tanto [u;, Bqg| converge a [, Bg|, més
precisamente,
j—o0
[k, Bolf — [1: Bl fllx = [l[1; — 1, Balfllx < ClBllx=xllpy — plixIlfllx = 0.

Debido a que el limite de operadores compactos es compacto (parte 4 del Teorema
1.15)) podemos reducirnos a demostrar la compacidad del conmutador en el caso donde

€ C=(). Observemos que el niicleo del operador [, Bg| satisface

K(z,w) = —%% (4.2.5)

y bajo la suposicion de que p € C*(Q), dicho nicleo satisface las siguientes propie-
dades:

1
|K(z,w)| < (= para cualesquiera z,w € €, (4.2.6)
zZ—w

|21 — 2]

|K(z1,w) — K(22,w)| < si |21 —w| > 2|z — 2. (4.2.7)

|w — z1]?
Esto implica que el nticleo es regularizante.

Elijamos § € (a, €) y denotemos por X = W*P(Q) 6 B (Q) y por Y = W7P(Q)
0 Bg,p(Q) respectivamente. Entonces Bg: Y — Y es continuo. Dado que u € C™(€),
se tiene que uBo(xa) € Y v puxa € Y. Ademés, Bo(uxa) € Y. Dado que

(11, Balxa = Baxa — Ba(puxa)

cada sumando pertenece a Y y [, Balxq € Y. Por el Teorema el conmutador
(11, Ba]: X — Y es acotado. La compacidad del conmutador se sigue por (1)) y (2) del

Teorema [4.3] en el caso de Sobolev y Besov respectivamente.
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4.2.2. Compacidad del operador K,

Recordemos que para z € €,

Knf(2) = Baf(2) = B"(fxa)(2).

Mostraremos que K,,: X — X es compacto donde X = By () 6 X = W*P(Q). Para

n > 2, obtenemos procediendo por induccién

Byf = B(By ' f)xe
= BB"'f-xa+ Kn1f)xe
= B(B"'f —=B"'f-xa + Kn-1f)xa
= B"(f)xa — B(B""'f - xa:)xa + B(K,1f)xo

Entonces es suficiente probar que para n > 1 el operador
B(B"f - xac)Xxa

es compacto en X. Observemos que fxq € X(£2) y por tanto B(fxa)xa € X ().
Ademas, Bo(f)xa € X(Q2). Entonces

Bq: X(Q°) — X(Q) (4.2.8)
pues para fyqe € X(Q°),

B(fxa)xe = B(f— fxe)xa
= B(f)xa — B(fxa)xe

donde cada sumando pertenece a X ().

Por otra parte, para z € (),

B(B"f - xa:)xa = l/ —an(w) dw

T Jae (2 —w)?

T o
. /Q K (2,€) f(€)de,

donde
1 alw=dr
K(2.6) = K,(2,€) = d
(2. = K20 1= | st du
y ¢, = (= );H. Si Q es un disco, entonces K(z,&) = 0 para todo z,£ € Q (véase [36,

s

pag. 418]). Afirmamos que si © no es el disco, por el Teorema [1.4] el operador
P = [ KGOFOE 2e9,
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es compacto. La condicion C1¢ sobre la frontera del dominio implica que Byg € Y

y por tanto B"xq € Y. Debido a (4.2.8) se tiene que B(B"xq - xa¢)xa € Y. Por
tanto Pyq € Y. La propiedad de que el nicleo del operador P sea regularizante es

consecuencia del Lema 6 en [36] que enunciamos a continuacion

Lema 4.2.1 (Lema 6 en [36]). Sea © un dominio acotado de clase C*¢ con 0 < € < 1.

El niicleo K (z,£) satisface las siguientes condiciones:

C
K8l s = o HEE

22|
€ — = ?

Por tanto estamos en condiciones de aplicar el Teorema [£.2] Esto termina la de-

|K(Zl,€)— (ZQ, )’<C| Zl,ZQEQ, ‘5—21|22|Zl—22‘.

mostracion.

4.3. Operadores de Calder6n-Zygmund restringidos
a un dominio ¢

Consideremos T' un operador de Calderén-Zygmund de tipo par con nicleo K.

Definimos el operador de Calderon-Zygmund restringido a §2 mediante la relacion

Tof(x) = T(fxe)(a / e

La constante de Calderon-Zygmund del niicleo de 7" se define como
ITllcz = 1K (2)]2]"lo + | VA (@)]2]" |-

Es de nuestro interés estudiar la continuidad de los operadores de Calderdn-
Zygmund restringidos a un dominio €2. Comenzamos esta seccién con lemas técnicos
utilizados en la prueba de la continuidad de operadores de Calderén-Zygmund.

Consideremos la funcién campana ¢(z) definida en R™ con soporte en la bola
|z| <1 que verifica || x < 1, donde X = W*?(Q), X = W'(Q) 6 X = B () de-
pendiendo del espacio donde queramos considerar la continuidad del operador. Cons-
truimos la funcién ¢ mediante la funcién ¢ como () = ¢ (I ‘”0) donde Q) es la

bola de centro en z( y radio d. Es claro que ¢¢ tiene soporte en Q).

Lema 4.3.1. Sea Ty un operador de Calderén-Zygmund restringido a €2 de tipo par
y consideremos la funciéon antes definida ¢g tal que [[pgllee S 1y [Veollo S 3.

Entonces, existe una constante C' tal que ||Topg|le < C.
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Figura 4.3.1:

Demostracion. La prueba se basa en ideas contenidas en la demostracion del lema

principal de [36, pag. 408-410]. Consideremos
Togo() = [ K(e.v)eoly)dy
Q

= K(z,y)(po(y) — q(z))dy + ¢q(z) K(z,y)dy
QNQ QnQ
= p(r) + po(r)q(r)

Para p(z) tenemos

© (v)|
|</‘Q d%wwmm/| ) <c

Ahora para ¢(x), consideremos el operador truncado

qﬂx)z;/; XKy

Supongamos primeramente que x = 0 € 02 y que el hiperplano tangente a 02 en
0 es {z, = 0}. Denotemos H_ = {z,, < 0} (véase la figura [4.3.1)). Consideremos

coordenadas esféricas y = r{ con 0 < r y [¢| = 1. Entonces tenemos que

wr) = [ (] wtoarte) T

donde A(r) = {¢ : |§] = 1,76 € Q} v 0 es la medida de superficie sobre la esfera

unitaria U. Como el T, es de tipo par,
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OZiLw@MU@%=2LNLw@MdO-

Entonces

w(&)do = w(€)do — w(€)do
Am(O(Q-Ammm)@ (©) Ammm)@ (©)

y de esta manera

/A( )w(ﬁ)da(f)‘ < C|Tlez(o(A(r) \ (UNH-)) +o((UNH-)\ A(r))).
Si la frontera es de clase C1,

g(Ar)\(UNH.))+ oc((UNH_)\ A(r)) < Cr-.

To
|qs] S/
5

Ahora consideremos x € R™\ 092. Sea ¢y la distancia de x a 99 y x¢ tal punto en 0.

Asi,

d
/ﬁw@wwyfswmz
A(r) r

Sean

A = {yeQnQ:d <|y—z[<ro},
Ao = {yeQn@Q:d <ly— x| <ro}

Para § < §y se tiene por las propiedades de cancelacion

/ Xe(y) K (z,y)dy = / xo(y) K (z,y)dy
o< |y—z|<ro

do<|y—z|<ro

entonces

/ xe(y) K (z,y)dy —/ XQ(y)K(x,y)dy’ =
0<|y—z|<ro do<|y—z|<ro

/K(fv,y)dy— K(l’,y)dy‘
A Ao

;/ mum—K%meif m@mmwwb
AﬁAo A\AO

_|_

/Ao\A XQ(y)K(.T,y)dy‘

:J1+J2+J3.
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Siye AN Ay, se tiene

|z — x|
[K(z —y) — K(zo —y)| < CHTHCZW
y por tanto:
dy
Ji < C||T[ezlr — xol T S O T ez
‘$—1'0|>50 ’y - x’

Para estimar J; consideremos

A \ AO = (A N B(QZ’Q, 50)) U (A N (Rn \ B(CE(), ’l“()))).

Supongamos que dy < 2. Si |zg — y| > ry entonces |y — x| > . Por tanto

d 2"
Jo < | T|lez (/ —ff +/ —ndy) <C|Tlcz-
ly—zo|<do Y0 Qo

De forma anéloga se obtiene para .J;. Ahora si dp > % las acotaciones se obtienen
de forma sencilla. Por la propiedad de cancelacion del nicleo, podemos suponer que
0 > dg y por tanto

g5| < C.

Esto termina la demostracion.

]

Como ya mencionamos, al restringir a un dominio {2 un operador de Calderén-
Zygmund de tipo convolucion, éste deja de ser de convoluciéon y por tanto no sabemos
si el operador actia sobre los espacios de funciones estudiados. Meyer en [37] estudi6
la continuidad de operadores de Calderén-Zygmund que no son de convolucién y que
estan definidos en espacios de Holder y Sobolev de R™ cuando se satisface la condicion
T1 = 0. Utilizando las mismas técnicas, Lemarie en [33] demuestra la continuidad de
operadores de Calderén-Zygmund en espacios de Besov. También Komori en [27]
demuestra la continuidad de estos operadores relajando la condicion T'1 = 0 al pedir
que T'1 pertenezca a cierto espacio de Holder.

En nuestro caso, los espacios que consideramos tienen una caracterizaciéon en di-
ferencias lo cual nos motiva a utilizar la técnica de Meyer. Por tal motivo escribimos
las diferencias del operador obteniendo los sumandos necesarios escritos en términos

de primeras diferencias. El siguiente lema nos proporciona dicha descomposicion.
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Lema 4.3.2. Sean ¢ € D una funcion radial tal que {(u) = 1 para |u|] < 2y
n(u) =1 — &(u). Entonces:

4

Tf(y) - Tf(x) = gi(x,y) + f(@)(Txaly) — Txalz)), (4.3.1)

i=1

donde
nle) = [ () = K - )0 (225 ) du
nlew) = = [ K - )¢ (225 )
wle) = [ Ko - s € (=) du
alo) = (@)~ 1) [ Koo e (=5

La demostracion se basa en la descomposicién del operador utilizando las funciones

¢ y n. Observemos que

Tf(z) = [fla)TE¢(x)+ , K(z,w)(f(w) — f(z)) §(w)dw

—l—/K(:L‘,w)f(w)n(w)dw.

Entonces
Tfx)-Tf(y) = fl@)T¢x)— fy)TE(y) (4.3.2)
+ ) K(z,w)(f(w) — f(z)) {(w)dw
-/ K(y,w)(f(w) — f(y)) {(w)dw

+ /(K(m, w) — K(y,w))f(w) n(w)dw. (4.3.3)

Combinando los sumandos (4.3.2)) y (4.3.3)) se obtiene la descomposicion deseada.

Observemos que la descomposicion puede aplicarse a cualquier operador
integral.

Laidea de la demostracion del Teoremal[d.2]es utilizar la relacion y, utilizan-
do la caracterizaciéon en cada espacio, acotar cada término. La prueba del Teorema 4.4
la presentamos en la subseccién y utiliza las mismas técnicas de la demostracion
del Teorema,

Como aplicacion directa del Teorema [4.2] consideremos la transformada de Beur-

ling restringida al dominio €.
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Corolario 4.5. Consideremos la restricciéon al dominio acotado ) del operador de

Beurling
Baf(2) :—%V.P./ W),

o (z—w)?
1. Si Boxa € By ,(€2) con ap > 2, entonces Bq: By (Q2) — By ().
2. Si Boxa € W*P(Q) con ap > 2, entonces Bg: W*P(Q) — W*P(Q).

3. Si Boxa € WHP(Q) con p > 2, entonces Bg: W1P(Q) — WhHr(Q).

Ya hemos observado con anterioridad que, como una aplicacion del Teorema 4.4
dada p € C=(Q) , el conmutador [i, B] es compacto en los espacios WeP(Q) y
By (82).

El problema de encontrar dominios para los cuales se cumple la condicién de que

Bxq pertenece al espacio correspondiente se estudiard en la seccion

4.3.1. Demostracion del Teorema

1. Por la caracterizacion para espacios de Besov de la Proposicion [.1.7] es sufi-
ciente demostrar que T'f € LP(Q2) y

/ Tf(x) = Tf )P

o =yl

dzdy < 0. (4.3.4)

Es claro por la teoria de operadores de Calderon-Zygmund que T'f € LP(9Q).

Para demostrar (4.3.4)), utilizamos que

Tf(y) — Tf(x) = Z gi(z.y) + f(@)(Txaly) — Txa()).

segiin el Lema Procedemos a acotar cada sumando. Para el término
g1(x,y) v B arbitrario tal que o < § < 1 y utilizando la condiciéon sobre el
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nicleo K y la desigualdad de Holder en espacios de Lebesgue tenemos,
newl 5 [ K ) — Ky, w)] [ (a) — ()| du
Qn{|ju—z|>2|z—yl|}
=Y
</ Y )~ fa)lau

|lu—z|>2|z—y|} |.Z' - u|n+1

= |x—y|/ (u)_fg”du
{lu—z|>2]|x—y|} |I - u|n
| f(u) = f(z)] 1
= |x—y|/ = ——du
{lu—a|>2lz—y} o

@ —ul?™? o —uld

1
— P »
S le—yl ( / Md)
(lu—z|>2z—yl} 1T — u|"TPP
(/ .__Ea__)
{lu—z|>2|z—y|} |z — u|r—Pata
1
— p >
. |x__MB+1(/R Lﬂyl_;ﬂéngU)
{Ju—z|>2|z—y[} |z — u|nthp

_ p 3
< o ([ = Joly,)
{lu—z|>2|z—y|} ‘.1' - U‘ P
Entonces

g1(z, Y)I” 1 /' (W) — f@)I” |
{lu=s]>2lo—yl}

|$ _ y|n+ap ~ |£L' _ y|n+ap76p |l‘ _ u‘n+ﬁp

Q|

9

y por tanto, mediante el Teorema de Fubini,

g1 (z, y)|P
//|x— |n+apdxdy
1 _ p
S —— HOESIET
|:L‘_ |n ap=op {lu—z|>2|z—y|} |fL’—u|n P
— p 1
/// |f(u) +( 7)| w— dudzdy
|u x\>2|x J} |7 —ulrtPmer g — y|nrer—bp
p 1
N/ f(@)] dudzx
aJa |$—U|"+ﬁp |2 — ulor=rr

_ |f(u) = f(2)?
—/Q/Q o — ufrror dudzr < oo.

De esta forma tenemos que

p
// ‘|g1 z )l dudr < 0o (4.3.5)

x — y[rtor
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Para go(z,y), eligiendo § > 0 arbitrario tenemos, al utilizar la condicion del

nicleo K y la desigualdad de Holder

[fw) = f@)I,
l92(z, 9)| S /{|x ul<4lz—y|} ’

| = ul”

u) — f(x 1
_ / | f(u) {(H;” —du
{lo—ul<4la—yl} |T —ul[?"" |z —ul
_ p P
(/ | f(u) fifg)! du) .
(lo—ul<dla—yl} T — u[PHPP
([ )
{|z—u|<4|z—y|} |‘T - u|nf,8q

o f(w) = f@)P )i
Sf |'T y| <Ax—u|<4|x—y|} |1a_u|n+,3p du .

(SEES

AN

Entonces
_ p
el S a1 [ ol
{la—ul<tla—yl} T = u["+5P
y asi
oeglt L f) = f)P
|.T - y|n+ap ~ |$ - y|n+ap—6p {|lz—u|<4|z—y|} |':C - u’n—i—ﬁp

De esta forma se tiene mediante el Teorema de Fubini

/ / |g2 2dy <
o et 3
_ p
/// [ORNG .
|J: u\<4\x yl} |.I' - y|n+ap—ﬁp|x - u|n+5p

f( )’pdudx
S aJo ‘I_U|n+ap

Por tanto,

1ga( )" F(u) — F(2)?
/ / @ — |n+ap = /Q Q |z—y[rter dudz < C. (4.3.6)

Analogamente a go(z,y), para gs(x,y) se tiene

[ [0l g [ [UOSORg,c0 ay

T — ‘n+ap ‘l’— ‘n+ap

Por el lema se tiene que ||T¢|| < C'y de esta forma,

|94(, y)| < C([f(x) = F(W)])-
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Asf se tiene

|9a (2 () — f(y)I?
// - ’nmpd udz </Q gl dzdy < C. (4.3.8)

Por ultimo, tenemos el término f(z)(T'xa(y) — T'xa(x)). Debido a que ap > n,

el espacio de Besov By (§2) es un élgebra de funciones, basta con demostrar que

— p
/ |TXQ(?/) TXQ(I)| dzdy < C.
QJao

o =y

La condiciéon anterior es equivalente a que Txyq € ng(Q) que se tiene por

hipotesis.

2. Dado que T es la restriccion de un operador de Calderén-Zygmund, se tiene
que T: LP(Q2) — LP(Q). Por otra parte, utilizando la caracterizacion del Lema
4.1.2] nos falta probar que

Tf(z) —Tf(y)

|z —ylr+2e

dz € LP(Q).
Q

Utilizamos la descomposiciéon en primeras diferencias del operador del Lema
y procedemos a acotar cada sumando g;(z,y). Comenzamos con g;(z,y).

Consideremos 6 arbitrario, tal que o < 6 < 1, entonces

|z -y
newl < [ I () — f(a)]d
{lu—z|>2|z—y|} |‘T - u|n+1
<l - s 1
~ {lu—z|>2|z—y|} |x—u|5+9 |ZL‘— | ot

[SIE 1\73

— 2
S e[, )
{Ju—a|>2|z—y[} |z — ul
1 2
' —du>
(/{lux|>2|xy|} |:L‘ — u|”—29+2

() = F@)P , \?
S ’x N y’6 (/{|u—x|>2x—y} ‘LC - u’n+29 du) '

Por tanto,
DIERI [ S ) = f@F
o |z —y|rT2e ™ Jalr = ym RO J ey T — [
o[ ) - <>|2/ L
~ Q |[E - u|n+26 {Jlu—z|>2]|z—y|} |‘T - y|n+2(a—0)

2
g [Uw-sar,
~ JZ _u|n+2a
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Asi, concluimos que

|91 (2, y)I?
/lel_wdy c LP<Q)

Para la funcion go(z,y), consideremos + arbitrario tal que 0 < v < «, entonces,

| (u) — f(=)
< L S v |
|g2(x, y)l ~ /{‘u—a:|<2|w—y} |ZE - y|n du

|f(u) — f()] 1
<
~ /{u—x|<2|x—y} > .

o= 9I77 o —ul

_ 2 \2
(/ |f(u) J;g)! du) _
(ju—z|<2o—yl} [T — y|"T2
1
(s cpy )
{lu—z|<2]|z—y|} |'T - y| 7

£ (u) — f(2)P? )5
< — 7 7 v d .
~ |$ y| (/{u—z|<2|x—y} ‘:U - y‘n+2’y !

De esta manera, para 0 < 7 < « arbitrario,

x,y)|? 1 z) — f(u)]?
‘g2( gl‘2ady 5 / n+2(a— )/ |f( ) {1‘5-2)’ dUdy
Q |ZL‘ - y| Q |ZL‘ - y| K {|lz—u|<2|z—y|} |$ - U’| 7

< (U@ f@F,

Q |IE _ u|n+2a

N

NI

Esto implica que
|92z, y)|?
——Zdy € LP(Q).
oz —y|rree

El célculo para g3(x,y) es andlogo y se obtiene que
‘93(1'7 y) ‘2
Q |IL‘ _ y|n+2a

Por el Lema se tiene que |g4(x,y)| < |f(x) — f(y)|. Entonces,

ga(z,y)?
/Q—l‘x“_ylnlady € LP(Q).

dy € LP(Q).

Para el término f(z)(T'xo(y) — T'xa(x)), utilizamos el hecho que ap > n. En-

tonces
|f(@)[Txa(y) — Txa(@)] < [[flle|Txaly) — Txalz)],

y por tanto nos basta saber que

( Txa(y) = Txa(e) d) c 1),

‘x _ y‘n+2a

que es precisamente la hipotesis de que T'xq € W*P(Q).
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3. Por la caracterizacion para espacios de Sobolev de la Proposicion 1.3, es
suficiente demostrar que Tf € LP(Q) y

, e[Tf(x) =TIy
hm// |x— |n+p ——dzdy < +o0. (4.3.9)

e—0

Es claro por la teoria de operadores de Calderon-Zygmund que T'f € LP(9Q).
Para demostrar , utilizamos la relacion para las primeras diferen-
cias del operador 7T segtin el Lema [4.3.2] Procedemos a acotar cada sumando.
Mediante las propiedades del nticleo K del operador y la desigualdad de Hélder,

para g(z,y) tenemos

n(ey)| < / K (2, u) — Ky, w)]|f(u) — f(z)du
Qn{ju—a|>2lo—y|}

|z — vl
< — f(x)|d
~ Au—x|>2|x—y} ‘fL‘ - u|n+1 |f(u> f<x>| !
|f (u) — f(=)]
- - W) = @)y
S T r
e - fel 1

fu—af>2le—yl} |2 —ulr T o —ufs T

|f(u) — f(x)]? )i
- L g
‘x y‘ (/{|u—x|>2ax—y} ‘l’ - u‘n—p—pa !

g1 (z, )P 1 / (W) = @)
{

o — gl Jo = yfrmeror o —ufrror

AN

fu—al>2la—y]} |

y por tanto, utilizando el Teorema de Fubini

|91
// I%‘—y|"+” dedy
// / ) — i@ )|pdudxdy
|l’_ |n+p e—p—ap {u—az|>2lz—yl} |J;_u|n+p ap
P 1
/// . +( 2 T dudzdy
{‘u I|>2|:c y|} |$_U|n p—op |x— |7’L p—e—p—ap

f(z)|P 1
N/Q |l’ — u|n+p ap |ZE _ u|ap_€dUdI‘
L[ [V,
Q

|x — u|ntp—e
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De esta forma tenemos que

// lor(@. )| dudx<hm//6|f N Gude < €. (4.3.10)
e~>0 ’33— ’nerf e—0 ‘.Z‘— ‘ner,

Para gs(x,y), utilizando la propiedad del nicleo K y la desigualdad de Hélder,

se tiene

|f(u) — f(@)]
|g2(l’,y>| 5 /{Iw_u|<4|$_y|} |JJ——U|”du

_ 1
_ / | f(u) n(+ﬁ)| —du
{lo—ul<dlz—yl} [T —ul?™" |z —ul

1 1
_ p ) q
< (f s =) (] )
(lo—ul<dla—yl} |T — ul[PTFP {lo—u|<ajo—y|} |T — u|?7P4
Entonces
_ p
e )l S o [ el
{lo—ul<dlo—yl} |T —u["*P
y asi
|z —y[trme Y oy PP o cajpmyy T — TP

De esta forma se tiene por el Teorema de Fubini

|92
ety
_ p
<[/ / 0= P g,
|:c ul<dlo—y|} |T = Yy[PTPEPP |z — [P
p
<[ [t
Q |ZE _ u|n+p €

Por tanto, dado que f € W1P(Q)

P
// cloa(z, ) dudx<hm//€|f ) dudz < C.  (4.3.11)
e—>0 |Qj— |"+P € 0 |JJ— ‘n—i—p €

Analogamente a go(z,y), para gs(x,y) se tiene

)P
// lgs(x, )| dudx<hm//6’f clld dudz < C.  (4.3.12)
Ho |z — y|rtee €0 |z — |n+p7

Por ltimo para g4(x,y), por el Lema se tiene que ||T¢||o < C'y de esta

forma.

|94(, y)| < C([f(x) = F(W)])-
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Esto implica que

syl < G\f I
<
6*)0/ / |.CL’ _ |n+p edde 1;0 ‘x —_ ‘n+p B dz dy <C. (4313)

Para el término f(z)(Txa(y)—T xa(z)), utilizamos el hecho que p > n. Entonces

| f(@)[|Txa(y) — Txa(z)| < [[fllelTxaly) — Txalz)],

y de la misma manera que en los casos anteriores,

p
[ [ ATl g, <
e—>0

o =y

se sigue de la hipotesis Txo € WHP(£2). En conclusion se tiene

Hm//wﬁf <>MM@<G

e—0 ’x — ’nerf

En la demostracion puede observarse que no es necesario que el dominio {2 sea acotado.

Por tanto la demostracion es valida para cualquier dominio de clase C%!.

4.3.2. Demostraciéon del Teorema

1. Utilizando la descomposicion de las diferencias del operador T del Lema 4.3.2
procedemos a demostrar la afirmacion. Cabe mencionar que es valida dicha
descomposicion a pesar que no estamos tratando un operador de Calderdn-
Zygmund. Para g;(z,y), utilizando la propiedad del niicleo vy la desigual-
dad de Hoélder se tiene

neol 5 [ W) = F0l e
{Jz—u|>2|z—y|} |z — ul

_ 1
_ |x_y|e/ | f(z) J;(_iiﬂ o du
{la—u>2lz—yl} |2 —u[? ™" [z —ul
_ P 1/79

< m—yF</ | f(z) ﬂ?|m0
(o—ul>2la—yly |T—ul?7P
1 l/q

(o, )
{|lz—u|>2|z—y|} ’Qf - U’ a

e—a |f(I> — f<u>|p )
< — AR JATL
S |l —y (/{|x—u>2x—y|} 7 — o du (o> 0).
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Entonces, por el Teorema de Fubini

191 (2, y)]
/ / =y |n+ﬁpd "y

// ‘:L‘—y‘ﬂ+(ﬁ+a P /Iu szl ‘f’;)_u’n(ai'pdudxdy
N/ Ty (B+a<e)

’x J— u’n‘i’ﬁp €p

p
By LR . S—
aJo To— o o= e

|f(u)—f(:v)|pu ~ i
S/Q Q—d < (B<e+a)

|z — u|ntop

Para ¢s(x,y), usando la propiedad (4.2.7) del nucleo del operador y por la
desigualdad de Holder se tiene

@)~ fwl,
e 5 /{|x ul<2la—yl) - ¢

| — u|r—e
- [ @)=l 1
{la—ul<2la—yl} & —u|? T |z —uls™®
_ P 1/p
< (f HGEHO Wi
{|lz—u|<2|z—y|} |I _u|n ap—ep
1 1/q
sy )
{|lz—u|<2|z—y|} |l‘ - u|n o

_ p 1/p
S |x—y!a</ Mdu) ta>0)
{|z—u|<2]z—y|} |z — u|rtop—ep

Por tanto

’92
// = |n+ﬂpd zdy
<[/ / @) =Sy
|ZE— |n+,3p ap {|lz—ul<2]|z—y|} |x_u|n+ap P

// |x—u|n+/3p » d“dx (B> a)
N/Q Aa) — full” ! ) dudx

|x_u’n+ap ‘x_ul(,@fafep

§/ Mpdudx<oo (B <a+e).

|z — u|ntop

Andlogamente para gs(x,y),

p _ p
[ [ A0 oo [ [ UDTO
|z — y[ntop olo |z —ulrter
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Para g4(z,y) se tiene

oa(ey) < |/
{|lz—u|<2|z—y|} |x_u‘n ‘

S (@) = f)lle — vl
De esta forma

|ga(z |f(x) — f(y)?
// Iﬂr—yl"“”’d rdy < /g 0 !x—y!“ﬁp‘epdxd
|f(x) — f(y)[? 1
< dxd
N ,

o = ylrier [ — gl Fe

< /ﬂ dexdy<oo (B <e+a).

5 o =y

La conclusion se sigue al observar que

//!f (Pxaly PXQ($))‘pdxdy§

|$_y|n+,8p
[Pxa(y) — Pxo(z)[”
b dzdy | <C
Hmm(é ey ) <

que se sigue de la hipdtesis Pyq € Bg’p(Q). Esto termina la demostracion de

este apartado.

2. Consideremos la descomposicion del operador P como en el Lema[4.3.2] entonces

procedemos a acotar cada término. Para el término g¢;(x,y), por la propiedad
(4.2.6) del niicleo y la desigualdad de Holder y eligiendo oo < 8 < e,

ney)l < u—yr/llﬂ| ”Mgiii@lm

|z — ul?

. £(2) — flu)P? )5
< — VAR IV .
S </{xu|>2|xy} |z — u|r2e B

(/ )
(lo—ul>2lz—y]} |7 — ul"+2

o |f (@) — flu)? )5
< — 7 272 d .
~ |$ y| (/{ac—u|>2|x—y} |.1' - u‘ana !
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Entonces, por el Teorema de Fubini

sl < [ o) = P
Q |[L’ _ y|n+2,3 (o— u|>2|:): " |.’L’ _ uln 20‘|{L’ _ y|n+2,3+2a 2¢
[,

|l’ _ u|n 2a|:L. _ y|n+2,3—25

< fu)P? d
~ |.’,U _ u‘n+2a‘x ‘25—26—2& u

N

2
o U@ - WP,
o |o—ulre
y por tanto
2
9@ O 4 ¢ o) (4.3.14)

o |z —y|m
Consideremos ahora gs(x,y). Entonces, con la condicion a < < € + a, la
propiedad (4.2.7)) del nicleo y por la desigualdad de Holder,

()| S /{| . l}Mdu

|z — u|n—e

_ 2 3
< (/ f=s0%,)
(lo—ul<2le—yl} |7 — ul"72F20

1
1 2
’ (/ n2adu)
(le—ul<2lz—y]} 1T — Ul

1
o @) = f@P  \?
~ |ZE - y| n—2e+2a du '
{lz—u|<2]z—y|} |£L' - U|
Entonces,

9209 S )~ S
{

o |z =y o |T = y[P2072 Jueucofomypy |2 — ufrm2r2e

AN

f@) = F)l,

O 1)) R N

~ Q ’[B _ u’nJrQa ‘l’ _ u|2,6’72672a

|f () = f(w)]?
S )

De esta forma obtenemos que,

AN

|g2(2, y)|*
———=—dy € L*(Q). 4.3.15
[y € 1) (13.15)
Analogamente se tiene para el sumando g3(z,y),
lg3(, y)|*
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Para el término g4(z,y), se tiene que

aley) < 1@ - f) du

{lz—u|<2|z—y|} |I’ - uln—e '

Por tanto,
sl 9 | < If Il —y*
Q |w _ y|n+2ﬁ ~ |m _ |n+2,3 Y
o[ @) = f)P
~ Q ’m _ y’n+2a
De lo anterior se sigue que
|94 (2, y)|”

Para el término f(x)(PXQ(y) — Pxq(x)), con la hipotesis de que Sp > n, basta

|Pxa(y) — Pxa(z)|?
d LP ().
/Q |z — y|nt28 y € L)

con probar

Pero esto equivale a que Pxq € WHP(Q).

Para concluir esta subseccion, diremos que, en el caso del operador P con nicleo
regularizante, es utilizado fuertemente que el dominio €2 sea acotado.

Por otra parte, debido a que no conocemos una descomposiciéon en diferencias para
la clase de funciones W!TSP(Q)) con 0 < € < 1, no es posible utilizar este método en

el caso de la clase WP(Q) y obtener un resultado anédlogo.

4.4. Condicion T'yq

Consideremos 7" un operador de Calderéon-Zygmund de tipo par. La pregunta
ahora es saber si existen dominios () tales que T'xq € X donde X = W'?(Q), W*r(Q)
0 ng(Q). En el caso de 2 =D, donde D es un disco, tenemos un primer ejemplo de
dominios que cumplen la condiciéon dado que Tyq = 0.

En [36], pagina 411|, se demuestra que si la frontera del dominio € es de clase C<,
entonces

Txa(z) = Txa(y)| < Clr -yl z,y €.
Sia<ey X =WP(Q) 6 X = By (), entonces cualquier dominio de clase C'€ sa-

tisface la condicion del Teoremal[d.2]y por tanto se obtiene la continuidad del operador
T. Sin embargo para W1?(Q) no es suficiente con que la frontera del dominio sea de

clase C1e,

Por otra parte, Tolsa en [54] demostré el siguiente resultado.
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Teorema 4.6. Para 2 < p < 00, sea {2 un dominio acotado Lipschitz cuya frontera
pertenece a W2 #”(R). Entonces Byq € W(Q).

Este resultado nos provee de méas ejemplos de dominios para los cuales la teoria

desarrollada en este capitulo es aplicable.
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CAPITULO 5

Ecuacién tipo Beltrami

En este capitulo estudiamos la ecuacion tipo Beltrami que se obtiene al aumentar
el orden de las derivadas parciales. Consideremos que el orden de las derivadas es un

ntimero natural n, es decir,

0" f(2) = u(2) 0" f(2) casi para todo z € C (5.0.1)

donde el coeficiente u satisface la condicion de elipticidad ||p|l. < k& < 1. Debido a
la similitud de los resultados, nos enfocamos tnicamente en el caso n = 2. Definimos

la ecuacion tipo Beltrami de segundo orden

02f(2) = u(2) 0?f(z) casi para todo z € C. (5.0.2)

Nuestro primer objetivo es demostrar la existencia de soluciones para la ecuacion
(5.0.9).

Sea p una funcion medible tal que ||p|l < k < 1. Entonces, la ecuacion tipo
Beltrami admite la solucion

f@:§+@ma (5.0.3)

tal que h € L*(C) y donde C? = C' o C con C' la transformada de Cauchy. El objetivo

es caracterizar a la funcion h. Observemos que, de existir, dicha solucion satisface

O*f(z) = 1+ B*h(2)
0%f(z) = h(2).
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Capitulo 5. Ecuacién tipo Beltrami 107

Como f debe satisfacer (5.0.2)), de las identidades anteriores, equivale a resolver la

ecuacion funcional
(I = uB*)h(z) = p(2).
Recordemos que la transformada de Beurling es una isometria en L?(C). Por tanto

|uB?|| 122 < k < 1y de esta manera el inverso del operador I — uB? existe y se

obtiene como serie de Neumann,

oo

(I-pB*)™' =) (uB

k=0
Por tanto la funcién h queda expresada como

o0

h(z) = (nB*)*(u(2)).

k=0
Claramente h € L?(C). De esta forma la ecuacion tipo Beltrami tiene solucion
del tipo con h € L*(C). Para la invertibilidad del operador tipo Beltrami
en LP(C) y por tanto expresar el inverso como serie de Neumann, es necesaria la
condicion ||uB?|| sz < 1.
De forma analoga a la solucion la ecuacion tipo Beltrami de orden n admite

la solucion del tipo
n

f(z) = =+ C"h(z)
n!
cuando k|| B™||r—» < 1y donde C™ es la n-ésima iterada de la transformada de

Cauchy y
- Sy
k=0

La condicion k|| B"||r—r» < 1 es restrictiva y depende fuertemente de conocer
la norma de las iteradas de la transformada de Beurling como operador en LP(C) .
Un primer problema es que se desconoce la norma de la transformada de Beurling.

Iwaniec conjetur6 en [23] que

p—1, sip=>2
|Bllzr—ze =974 :
=17 S1 P S 2.

En el caso de las iteradas de la trasformada de Beurling, Dragicevic et al. en [15]
conjeturaron que la norma de las iteradas de la transformada de Beurling esta dada
por

| B"||zr—1r = Kn(p*)
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108 Capitulo 5. Ecuacién tipo Beltrami

donde ) ,
nk—=-41
“n(p) = H L 1
k=0 k+ P

* 4 P
y p* = max {p, p_—l} .
En el caso que la conjetura sobre la norma de B? sea cierta, la condicién sobre

norma de este operador implica que, en términos de k = ||{]|, la solucion f €
WiP(C) con ¢ (1) < p < (k) donde

loc
C143t+ VP + 14+ 1

t

p(t) m

La aplicacion f(z) = 22[z|* con a = 3k+1+\;:f+14k+1 donde k = |||, satisface la
ecuacion tipo Beltrami 1) y es tal que f € Wli’f(k)((C) pero f ¢ W2P(C) para
p > 3’“““4“:“4“1. Por otra parte, la aplicacion f(z) = E—‘QB con B = 5k—1+\3:§+14k+1’

satisface la ecuacion tipo Beltrami (5.0.3)) tal que f € VVliCq((C) con g < ME3EVEAkEL ij*”‘k“

2,p(1 )
pero f ¢ I/T/'lof(k>(C) Esto nos permite pensar que el rango de valores para p para

los cuales la solucion f € W2?(C) esta dado por ¢ (1) <p < (k).

loc

Por otra parte, utilizamos nuevamente las ideas de Iwaniec en [24, pag. 42-43]
para demostrar que cuando el coeficiente p € VMO(C), el operador tipo Beltrami
I — uB?: [P(C) — LP(C) tiene inverso acotado para todo 1 < p < oo y por tanto la

solucion (5.0.2) satisface f € W,2"(C).

Proposicion 5.0.1. Si p € VMO(C) tal que ||p|loc < k < 1, entonces el operador
I —puB?: LP(C) — L*(C).

Demostracion. Consideremos los operadores
Pn=1+puB*+ -+ (uB*H"
de donde se tiene
(I —uB*)P,_y =P, (I —puB*) =1-p"(B)"+ K, (5.0.4)

donde K, = u"(B*)" — (uB*)" es suma finita de operadores que contienen como
factor el conmutador [u1, B?]. Utilizando los métodos del analisis de Fourier se tiene

el control de la norma de las iteradas de B?, es decir,
”(BQ)nHLP—wP = ||an||Lp_>Lp S C’n2
y entonces,
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Capitulo 5. Ecuacién tipo Beltrami 109

" (B (Nl < Cr?[lullz N 1l
Como consecuencia para n suficientemente grande, la norma del operador u"B*" es
pequeiia y por tanto I — ™ B?" es invertible en LP(C). Dado que B?: LP(C) — L*(C)
es un operador de Calderon-Zygmund, entonces por el Teorema 2 de Uchiyama en
[58], se sigue que [u, B*]: LP(C) — L?(C) es compacto.
Por tanto, dado que I — ™ B?" tiene inverso acotado, K, es compacto y de la relacion
se sigue que I —uB? es un operador de Fredholm. Ahora, la homotopia I —tuB?

es una deformacion del operador identidad en el operador I — uB? y por tanto se tiene
index(I — uB?) = index(I) = 0. (5.0.5)

Recordemos que la transformada de Beurling es una isometria en L?(C) y en conse-
cuencia también lo es B2 Entonces I —puB? es inyectivo en L?(C) pues si f(z) = uB*f

entonces
112 < lellsoll B2 fllz < NellooIBSll2 < Hlpllsoll £2

lo cual sélo es posible si f = 0. Si p > 2, el niicleo de I — uB? como operador en
L?(C) esta encajado en L?*(C). De este hecho, de la identidad y de la definicion
del indice de un operador de Fredholm se sigue que I — puB? es exhaustivo.

Para 1 < p < 2, observemos que el operador adjunto a I — uB? es el operador

invertible
I — (B 'a: LP(C) — L”(C)
donde % + 1% = 1. La identidad
(I=B*u)f=(—(B)"'m)f
muestra que [ — B2u: LY (C) — LP(C) es invertible. Entonces también lo es
I — uB* = (B*)YI — B*u)B*: L’ (C) — L”(C).
Esto termina la demostracion.

]

Por otra parte, para considerar la unicidad de soluciones, consideramos la trans-

formada de Cauchy normalizada dada por

Coh(z) = %/(Ch(w) {wl_z _ %}dw.

Es claro que Coh(0) = 0y que f(z) = % + CZh(z) es solucion de la ecuacion tipo

Beltrami (5.0.2)) con la propiedad de que f(0) = 0. A esta solucién le diremos nor-

malizada.
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Proposicién 5.0.2. La solucion normalizada f(z) = % +C2h(z) y tal que 9*f —1 €

LP(C) es unica salvo polinomios P(z,z) = az + bz + czZ.

La demostraciéon de la unicidad de la solucién utiliza las ideas contenidas en Ahlfors

[T, pag. 91] y requiere de una version generalizada del Lema de Weyl (Lema [5.1.2)).

Demostracion. Consideremos F(z2) = f(z) — C2(0%f)(z) y observemos 92F(z) = 0
en el sentido de las distribuciones. Entonces, por el Lema la aplicacién F' es

bianalitica y puede escribirse como

2

F(z,2) = % + g1(2) + 2g2(2) (5.0.6)

donde g; y g2 son funciones analiticas. Sea G(z) = 0*F(z) — 1, entonces
G, = 10°f = 1+ B0 f)ll, < 10°f = L, + |1 B0 f)ll, < oo,

es decir, G € LP(C). Ademés 0%G(z) = 0*0%F(z) = 0. Por el Lema [5.1.3, G(2) =0
y por tanto 9?F(z) = 1. Integrando tenemos que

F(2,2) = 5 + 208(2) + 04(2) (5.0.7)

donde g3, g4 son funciones anti-analiticas. Del desarrollo de Taylor de las funciones

g1, 92, 93 ¥ g4 y la normalizacion f(0) = 0 podemos concluir que
F(z) =az+bz + czZ.

De esta manera obtenemos la expresion

2
f(z) = % + C3h(2) + az + bz + cz%.

]

Imponiendo las condiciones f(0) = 0 = 9 f(0) y 99 f € LP(C), obtenemos la

solucién )

z
fle) =5+ Coh(2)
que llamaremos solucion principal de la ecuacion tipo Beltrami.
Recordemos que la soluciéon principal de la ecuacion de Beltrami es un homeomor-
fismo. Claramente la solucion de la ecuacion tipo Beltrami (5.0.2)) no es dos a uno.
z

. , . 2 . . .
Sin embargo, el término % nos permite pensar que dichas soluciones son dos a uno.

. . . ., 2 ., . . .,
Un primer ejemplo de ello es la aplicacion % que es solucion principal de la ecuacion

110



Capitulo 5. Ecuacién tipo Beltrami 111

02%f(z) = 0. Cuando u(z) = Axpe con |A| < 1y donde D es el disco unitario, la

22 AL z €D,
f(Z)ZE_{-{ 22 1

solucién principal

AMi—g2), 2 €D,
es dos a uno excepto en el origen. Muchos mas ejemplos pueden obtenerse al cambiar
el disco unitario D por un disco centrado en el origen y de radio arbitrario. De-
safortunadamente, mediante la construccion del Ejemplo [5.0.1] se muestra que existen

aplicaciones que no son dos a uno.

Ejemplo 5.0.1. Sea

&) =5 -5

en |z| < e. Entonces se tiene que f(2) = ziSm(z). Es claro que si Sm(z) = 0, entonces

2 _ |
2

f(z) = 0y por tanto la f aplica el conjunto {z : |z| < e y Sm(z) = 0} en el origen.
De esta forma, el valor 0 tiene una infinidad de pre-imégenes.
El problema consiste en extender esta funcién a todo el plano. Para tal efecto,

consideremos una aplicacion de la forma

22 )
£:) = 2 = (1P

donde¢ € C*(R) y &(|z]?) = % en |z| < e. Recordemos que el hecho ¢ € C?(C)
implica que ¢(2) = C202%¢(z).

Un céalculo directo muestra que

0f(z) = z—z¢/(l2]"),

f(z) = 1-2¢"(1]),

0f(z) = —z¢/(|2]"),
()

= 2/ (|zP).

y por tanto el coeficiente u esta dado por

—Z2gb" 22
o= 2L
1—22¢"(|2])
La condicién de elipticidad
2¢"(|2)
=|————| < 1.
o = | ] <
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€
1
,//J
.
Figura 5.0.1: Grafica de ¢7(t)
Observemos que cuando A € C, entonces
A <1
1-A
es equivalente a
1
%6(14) < 5
De esta manera, en términos de la funciéon ¢ la condiciéon de elipticidad esta dada por
1
") < =.
(0] < 5.

Es suficiente construir una funcion ¢(t) tal que

Lo|¢"(t) <& <%

2. ¢ € C2(R)

L sio<t<e,

3. C (0,1) y tal t) =12
supp ¢ C (0,1) y tal que ¢(t) {0 Wt

Dado que ¢/'(0) = L y de la continuidad de ¢"(t) se tiene que

2
! " . 1

Como primer paso, construimos la funcion ¢;(t) de forma tal que (véase la Figura
5.0.1})

0, si (0,¢€);
/1/<t) = _%7 s1 [67663);
0 en otro caso.

observemos que
1
1
| ottt =3,
0 2
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Figura 5.0.2: Grafica de ¢"(t)

La idea ahora es extender la funcion ¢} (t) a una funciéon continua como lo muestra
la Figura [5.0.2

La idea es compensar las areas F, y Fs que aparecen al momento de extender
mediante rectas. Veamos que es posible introducir un area A. Para tal efecto basta

con ver que existe un numero 3 tal que E; + Fy < A, es decir,

1
E\+ E, = (i (1 + 3> —log(2 / —dt. (5.0.8)

2

La relacion [5.0.8 nos lleva a la condicion
2e2 ]
o (2t
1+e2

Por otra parte observemos que

la cual es admisible.

/¢”<M+¢ /¢”(m+—. (5.0.9)

y recordemos que

1 1 1 1
= ")du + = = —= + = = 0.
/ngﬁ(u)u+2 2+2

De la identidad (5.0.9), obtenemos la expresion para la funcion ¢

:/()t¢'(s)ds:/0t /0 gzb”(u)duds—l—%.
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114 Capitulo 5. Ecuacién tipo Beltrami

Por la condicion ¢(1) = 0, se tiene

0=¢(1) = /01 /0 gzﬁ”(u)duds—i—%

= /01 /u1 ¢"(u)dsdu+%

! /! 1
= /0 (1—wu)p (u)du+§

1 1
1
= / ¢" (u)du — / u¢” (u)du + =
0 0 2
1
= —/ u@” (u)du.
0
Por tanto, resumimos las propiedades de la funcion ¢ € C(R) en términos de ¢”(t)

L J¢"(t)] < 3 < 5.

2. Jo ¢"(uw)du = —3,

3. fol u¢” (u)du = 0.

Por otra parte, el hecho que para las aplicaciones quasiregulares exista el Teorema
de factorizacion de Stoilow, hace que las propiedades de regularidad de la solucion
principal se hereden a todas las demas. En el caso de la ecuacion tipo Beltrami (5.0.2)

no se tiene un resultado similar. Por tanto s6lo conocemos propiedades para la solucién

principal.

5.1. Lema de Weyl para funciones bianaliticas

El objetivo en esta seccidn es obtener un resultado similar al lema Clasico de Weyl

para funciones bianaliticas. Comenzamos enunciando este resultado.

Lema 5.1.1 (Corolario 24.10 en [18]). Supongamos que T' es una distribucion sobre

un conjunto Q2 C C tal que %—g = 0. Entonces T es una funcion analitica en (.

Decimos que una funcién f: C — C es bianalitica si 02f = 0. Observemos que
la condicion 92 f = 0 equivale a que 0 f(2) = h(z) donde h es una funcién analitica.
De esta manera tenemos que las funciones bianaliticas tienen la forma general f(z) =

g(z) + zh(z) donde g, h son analiticas y debido a esto, la representacion es tnica.

Lema 5.1.2. Si 0%f = 0 en el sentido de las distribuciones, entonces f es bianalitica.
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Demostracion. Sea g(z) = 0 f(z). Observemos que dg = 02f = 0 en el sentido de
las distribuciones. Por el Corolario tenemos que g es analitica. Consideremos
F(z) = f(z) — zg(2) entonces O F(z) = 0 f(z) — g(z) = 0 en el sentido de las
distribuciones. De esta forma y mediante la aplicacion del Corolario se tiene que
F es analitica. Por tanto f(z) = F(2) + Zg(z), es decir, f es bianalitica.

m

Lema 5.1.3. Si f: C — C es una funcioén bianalitica y de L?(C), entonces f = 0
para p > 1.

Demostracion. Si f es bianalitica, sabemos que f(z,2) = g(z) + zh(z) donde g y h
son funciones analiticas y que dicha representacion es tnica. Las aplicaciones g y h
son analiticas y por tanto tienen un desarrollo en serie de potencias alrededor del

origen, es decir,

f(z,2) = Z anz" + ZZ bp2".
n=0 n=0
Sea z = re' para 0 < r < R. Entonces,
fr,t) = g(r,t)+re *h(rt)

_ Z(anrnem’t + bn,r,n%»le(nfl)it)
=0

o
= bore "+ E (anr™ + bpyrr™2)e™.
n=0

3

Observemos que

1 2w )
rby = — f(r t)e'de,
2 Jo

de donde al multiplicar por r2, integrando en r y utilizando coordenadas polares

4
’R bo ! / f(w)wdw' :
D(0,R)

4 o
Mediante la desigualdad de Hélder con % + 1 =1 se tiene

q
1
R4b0 1 R p2rm q
< = “tlded
s g ([ )
Ul gy (BT
2m q-+2
2
Ifll, R

IN

Q-

(2m)7 (g +2)

115



116 Capitulo 5. Ecuacién tipo Beltrami

Entonces

Por lo anterior la funcion f toma la forma

oo

f(rt) = Z(anrn+bn+1r"+2)emt

n=0

y en general, multiplicando por e~ e integrando en el parametro ¢ se tiene

A" + by ™t / f(r,t)e "mdt.

Si n = 0 se tiene que,
1 2
bir? = — t)dt
ap + 017 o A f<T7 )

de donde, multiplicando por r, integrando en r y utilizando coordenadas polares,

obtenemos

a0R2 b1R4 . 1
2 4 27T D(0,R)
Utilizando la desigualdad de Holder

f(w)dw.

12
a bl TR
2R? 4| © 2t R?
171

—_— .
o (RH%)
Haciendo R — oo se tiene que by = 0 y de donde también ag = 0 pues

1
’CL0| S ||f|1’17_2 R—o0 0.

mr Rp

Mostraremos que en general a,, = 0y b,11 = 0. Debido a que

™ 4 by ™t / f(rt) e Mt

al multiplicar por r"*!, integrar y utilizar coordenadas polares, tenemos que,

anR2n+2 bn+1R2n+4 B 1

2n + 2 m+4 27 Jpon

f(w)o"dw.

Entonces, utilizando la desigualdad de Holder

1 2 R +1 %
< — nq
<ol ([ [ rarar)”
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o bien, al dividir entre R?"+4,

2
=—4—n
Ra R—o0,

(ng+2)

(VA
p

Qn + bn+1
(2n+2)R? " 2n+4

1
(2m)

Esto implica que b,,1 = 0 y entonces

—n—242
TS e

20 +2| 7 (27)7 (ng + 2)

De esta manera vemos que los coeficientes son cero y por tanto f(z) = 0.

117



Bibliografia

[1] Lars V. Ahlfors. Lectures on quasiconformal mappings. The Wadsworth &
Brooks/Cole Mathematics Series. Wadsworth & Brooks/Cole Advanced Books
& Software, Monterey, CA, 1987. With the assistance of Clifford J. Earle, Jr.,
Reprint of the 1966 original.

[2] Kari Astala. Area distortion of quasiconformal mappings. Acta Math., 173(1):37—
60, 1994.

[3] Kari Astala, Tadeusz Iwaniec, and Gaven Martin. Elliptic partial differential
equations and quasiconformal mappings in the plane, volume 48 of Princeton

Mathematical Series. Princeton University Press, Princeton, NJ, 2009.

[4] Kari Astala, Tadeusz Iwaniec, and Eero Saksman. Beltrami operators in the
plane. Duke Math. J., 107(1):27-56, 2001.

[5] Richard J. Bagby. A characterization of Riesz potentials, and an inversion for-
mula. Indiana Univ. Math. J., 29(4):581-595, 1980.

[6] Haim Brezis. Functional analysis, Sobolev spaces and partial differential equa-

tions. Universitext. Springer, New York, 2011.

[7] Kh. Brezis. How to recognize constant functions. A connection with Sobolev
spaces. Uspekhi Mat. Nauk, 57(4(346)):59-74, 2002.

[8] Filippo Chiarenza. LP regularity for systems of PDEs, with coefficients in VMO.
In Nonlinear analysis, function spaces and applications, Vol. 5 (Prague, 1994),

pages 1-32. Prometheus, Prague, 1994.

118



BIBLIOGRAFIA 119

[9] Filippo Chiarenza, Michele Frasca, and Placido Longo. Interior W7 estimates
for nondivergence elliptic equations with discontinuous coefficients. Ricerche
Mat., 40(1):149-168, 1991.

[10] A. Clop, D. Faraco, J. Mateu, J. Orobitg, and X. Zhong. Beltrami equations
with coefficient in the Sobolev space WP, Publ. Mat., 53(1):197-230, 2009.

[11] Albert Clop and Xavier Tolsa. Analytic capacity and quasiconformal mappings
with W12 Beltrami coefficient. Math. Res. Lett., 15(4):779-793, 2008.

[12] Fernando Cobos and Lars-Erik Persson. Real interpolation of compact operators
between quasi-Banach spaces. Math. Scand., 82(1):138-160, 1998.

[13] R. R. Coifman and C. Fefferman. Weighted norm inequalities for maximal func-
tions and singular integrals. Studia Math., 51:241-250, 1974.

[14] M. Cwikel and N. J. Kalton. Interpolation of compact operators by the methods
of calderén and gustavsson-peetre. Proccedings of the Edinburg Mathematical
Society, (38):261-276, 1995.

[15] Oliver Dragicevi¢, Stefanie Petermichl, and Alexander Volberg. A rotation
method which gives linear LP estimates for powers of the Ahlfors-Beurling oper-
ator. J. Math. Pures Appl. (9), 86(6):492-509, 2006.

[16] Lawrence C. Evans. Partial differential equations, volume 19 of Graduate Studies
in Mathematics. American Mathematical Society, Providence, RI, second edition,
2010.

[17] D. L. Fernandez and J. B. Garcia. Interpolation of Orlicz-valued function spaces
and U.M.D. property. Studia Math., 99(1):23-40, 1991.

[18] Otto Forster. Lectures on Riemann surfaces, volume 81 of Graduate Texts in
Mathematics. Springer-Verlag, New York, 1991. Translated from the 1977 Ger-
man original by Bruce Gilligan, Reprint of the 1981 English translation.

[19] José Garcia-Cuerva and José L. Rubio de Francia. Weighted norm inequalities
and related topics, volume 116 of North-Holland Mathematics Studies. North-
Holland Publishing Co., Amsterdam, 1985. Notas de Matematica [Mathematical
Notes|, 104.

119



120 BIBLIOGRAFIA

[20] John B. Garnett and Peter W. Jones. The distance in BMO to L>®. Ann. of
Math. (2), 108(2):373-393, 1978.

[21] Loukas Grafakos. Classical and modern Fourier analysis. Pearson Education,
Inc., Upper Saddle River, NJ, 2004.

[22] Harald Hanche-Olsen and Helge Holden. The Kolmogorov-Riesz compactness
theorem. Ezpo. Math., 28(4):385-394, 2010.

[23] Tadeusz Iwaniec. Some aspects of partial differential equations and quasiregular
mappings. In Proceedings of the International Congress of Mathematicians, Vol.
1, 2 (Warsaw, 1983), pages 1193-1208, Warsaw, 1984. PWN.

[24] Tadeusz Iwaniec. LP-theory of quasiregular mappings. In Quasiconformal space
mappings, volume 1508 of Lecture Notes in Math., pages 39-64. Springer, Berlin,
1992.

[25] R. Johnson and C. J. Neugebauer. Homeomorphisms preserving A _p. Rev. Mat.
Iberoamericana, 3(2):249-273, 1987.

[26] Janne Kauhanen, Pekka Koskela, and Jan Maly. On functions with derivatives
in a Lorentz space. Manuscripta Math., 100(1):87-101, 1999.

[27] Yasuo Komori. Singular integrals on Lipschitz and Sobolev spaces. Taiwanese
J. Math., 9(1):73-80, 2005.

[28] Steven G. Krantz and Song-Ying Li. Boundedness and compactness of integral
operators on spaces of homogeneous type and applications. 1. J. Math. Anal.
Appl., 258(2):629-641, 2001.

[29] Steven G. Krantz and Song-Ying Li. Boundedness and compactness of integral

operators on spaces of homogeneous type and applications. II. J. Math. Anal.
Appl., 258(2):642-657, 2001.

[30] Alois Kufner, Old¥ich John, and Svatopluk Fuéik. Function spaces. Noordhoff In-
ternational Publishing, Leyden, 1977. Monographs and Textbooks on Mechanics
of Solids and Fluids; Mechanics: Analysis.

[31] Peter D. Lax. Functional analysis. Pure and Applied Mathematics (New York).
Wiley-Interscience [John Wiley & Sons|, New York, 2002.

120



BIBLIOGRAFIA 121

32]

33]

[34]

[35]

[36]

37]

38

[39]

[40]

[41]

[42]

[43]

O. Lehto and K. I. Virtanen. Quasiconformal mappings in the plane. Springer-
Verlag, New York, second edition, 1973. Translated from the German by K. W.

Lucas, Die Grundlehren der mathematischen Wissenschaften, Band 126.

Pierre Gilles Lemarié. Continuité sur les espaces de Besov des opérateurs définis
par des intégrales singuliéres. Ann. Inst. Fourier (Grenoble), 35(4):175-187,
1985.

Giovanni Leoni. A first course in Sobolev spaces, volume 105 of Graduate Studies

in Mathematics. American Mathematical Society, Providence, RI, 2009.
Jan Maly. Advanced theory of differentiation-Lorentz spaces.

Joan Mateu, Joan Orobitg, and Joan Verdera. FExtra cancellation of even
Calderén-Zygmund operators and quasiconformal mappings. J. Math. Pures
Appl. (9), 91(4):402-431, 2009.

Y. Meyer. Continuité sur les espaces de Hdélder et de Sobolev des opérateurs
définis par des intégrales singuliéres. In Recent progress in Fourier analysis
(El Escorial, 1983), volume 111 of North-Holland Math. Stud., pages 145-172.
North-Holland, Amsterdam, 1985.

Yves Meyer. Les nouveaux opérateurs de Calderéon-Zygmund. —Astérisque,
(131):237-254, 1985. Colloquium in honor of Laurent Schwartz, Vol. 1 (Palaiseau,
1983).

Akira Mori. On an absolute constant in the theory of quasi-conformal mappings.
J. Math. Soc. Japan, 8:156—-166, 1956.

Jr. Charles B. Morrey. On the solutions of quasi-linear elliptic partial differential
equations. Trans. Amer. Math. Soc., 43(1):126-166, 1938.

Carlos Pérez. Sharp estimates for commutators of singular integrals via iterations
of the Hardy-Littlewood maximal function. J. Fourier Anal. Appl., 3(6):743-756,
1997.

H. M. Reimann. Functions of bounded mean oscillation and quasiconformal
mappings. Comment. Math. Helv., 49:260-276, 1974.

Heinrich Renelt. Elliptic systems and quasiconformal mappings. Pure and Ap-
plied Mathematics (New York). John Wiley & Sons Ltd., Chichester, 1988. Trans-

lated from the German, A Wiley-Interscience Publication.

121



122

BIBLIOGRAFIA

[44]

[45]

|46]

[47]

48]

[49]

[50]

[51]

[52]

[53]

[54]

[59]

Walter Rudin. Real and complex analysis. McGraw-Hill Book Co., New York,
third edition, 1987.

J. Schauder. Numerische abschatzungen in elliptischen differentialgleichungen.
Studia Mathematica, (5), 1934.

Martin Schechter. Principles of functional analysis, volume 36 of Graduate Stud-
ies in Mathematics. American Mathematical Society, Providence, RI, second
edition, 2002.

René L. Schilling. Measures, integrals and martingales. Cambridge University
Press, New York, 2005.

Carlos Segovia and José L. Torrea. Weighted inequalities for commutators of
fractional and singular integrals. Publ. Mat., 35(1):209-235, 1991. Conference
on Mathematical Analysis (El Escorial, 1989).

E. M. Stein. Editor’s note: the differentiability of functions in R". Ann. of Math.
(2), 113(2):383-385, 1981.

Elias M. Stein. Singular integrals and differentiability properties of functions.
Princeton Mathematical Series, No. 30. Princeton University Press, Princeton,
N.J., 1970.

Elias M. Stein. Harmonic analysis: real-variable methods, orthogonality, and os-
cillatory integrals, volume 43 of Princeton Mathematical Series. Princeton Uni-
versity Press, Princeton, NJ, 1993. With the assistance of Timothy S. Murphy,

Monographs in Harmonic Analysis, I11.

Robert S. Strichartz. Multipliers on fractional Sobolev spaces. J. Math. Mech.,
16:1031-1060, 1967.

Luc Tartar. An introduction to Sobolev spaces and interpolation spaces, volume 3

of Lecture Notes of the Unione Matematica Italiana. Springer, Berlin, 2007.

Xavier Tolsa. Regularity of the beurling transform of the characteristic function

of a domain. Personal communication, 2010.

Hans Triebel. Theory of function spaces, volume 78 of Monographs in Mathe-
matics. Birkhduser Verlag, Basel, 1983.

122



BIBLIOGRAFIA 123

[56] Hans Triebel. Interpolation theory, function spaces, differential operators. Johann
Ambrosius Barth, Heidelberg, second edition, 1995.

[57] Hans Triebel. Function spaces in Lipschitz domains and on Lipschitz manifolds.
Characteristic functions as pointwise multipliers. Rev. Mat. Complut., 15(2):475—
524, 2002.

[58] Akihito Uchiyama. On the compactness of operators of Hankel type. Téhoku
Math. J. (2), 30(1):163-171, 1978

[59] Alexander Vasil'ev. Moduli of families of curves for conformal and quasiconfor-

mal mappings, volume 1788 of Lecture Notes in Mathematics. Springer-Verlag,
Berlin, 2002.

[60] Carmela Vitanza. W?P-regularity for a class of elliptic second order equations
with discontinuous coefficients. Matematiche (Catania), 47(1):177-186 (1993),
1992.

123



	Introducción
	Preliminares
	Espacio de funciones Lp
	Espacios de Lorentz
	Espacios de Hölder
	Las clases de funciones BMO(Rn) y VMO(Rn)
	Espacios de Sobolev
	Espacios de Besov
	Espacios de Triebel-Lizorkin
	Operadores de Calderón-Zygmund. Las transformadas de Riesz, Cauchy y Beurling
	Interpolación real y compleja
	Resultados sobre compacidad de operadores
	Operadores de Fredholm

	Ecuación de Beltrami en el plano
	Invertibilidad del operador de Beltrami
	Invertibilidad en I1(L2,1(C)) 
	Ejemplo

	Invertibilidad en W,p(C) 
	Invertibilidad en Bp,q(C) 

	Parte final del Teorema 2.2 
	Invertibilidad en W1+,p(C) 
	Invertibilidad en Bp,q1+(C) 

	Comentarios al capítulo

	Espacios Lp() y ecuación de Beltrami
	Espacios de Lebesgue con pesos
	Demostración del Teorema 3.3
	Compacidad del conmutador en Lp()
	Reducción a bCc(Rn)
	Regularización del conmutador Cb
	Demostración del Teorema 3.2

	Invertibilidad del operador de Beltrami
	Comentarios al Capítulo 3

	Aplicaciones quasiconformes con coeficientes soportados en dominios regulares
	Resultados preliminares
	Demostración del Teorema 4.1
	Compacidad del conmutador en Bp,p() y W,p() 
	Compacidad del operador Kn

	Operadores de Calderón-Zygmund restringidos a un dominio 
	Demostración del Teorema 4.2
	Demostración del Teorema 4.4

	Condición T

	Ecuación tipo Beltrami
	Lema de Weyl para funciones bianalíticas

	Bibliografía

