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Caṕıtulo 1

Introducción

El problema de la teoŕıa de las paralelas

En la definición XXIII de los Elementos (ver, por ejemplo, [8], pág. 154-155),
Euclides define rectas paralelas como rectas coplanares que no se cortan.
Toda la teoŕıa de las paralelas de Euclides se basa en el quinto postulado:

Si una ĺınea recta corta a dos ĺıneas rectas de manera que los ángulos
interiores del mismo lado suman menos de dos rectos, entonces pro-
longando por este mismo lado indefinidamente estas dos ĺıneas rectas
se cortan.

El problema de la teoŕıa de las paralelas consiste en demostrar que este pos-
tulado es consecuencia de los otros cuatro postulados de los Elementos.

Posidonio (siglo I a.C.) creyó resolver el problema, pero confundió rec-
tas paralelas con rectas equidistantes (ver [3], pág. 2). El problema se re-
solvió negativamente a finales del siglo XIX, dos mil años después; es decir,
se demostró que el quinto postulado no se puede deducir del resto de postu-
lados o, lo que es lo mismo, se ha demostrado su independencia. La prueba
definitiva de esta independencia se atribuye a Beltrami en 1868.

El postulado quinto puede formularse de varias maneras.1 Dos, que serán
muy importantes en este trabajo, son las siguientes:

1. En un plano dado por un punto exterior a una recta pasa una única
paralela.

1Ver, por ejemplo, [18].
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12 Geometŕıas no Euclidianas

2. La suma de los ángulos interiores de un triángulo es 180◦.

De la primera formulación se deducen dos maneras de negar el quinto pos-
tulado.

1a en un plano dado por un punto exterior a una recta no pasa ninguna
paralela.

Esto nos lleva a contradicción con los otros postulados, y por tanto esta
manera de negarlo la descartamos. No obstante se puede considerar la
geometŕıa esférica como un ejemplo de una geometŕıa sin paralelas.

1b en un plano dado por un punto exterior a una recta pasa más de una
paralela.

Esta fue la manera emprendida por Bolyai y Lobatchevski para des-
cubrir la geometŕıa hiperbólica.

De la segunda formulación se deducen dos maneras equivalentes de negar
el quinto postulado.

2a La primera, conocida como la hipótesis del ángulo obtuso, da lugar a una
geometŕıa donde la suma de los ángulos interiores de un triángulo es
mayor que 180◦.

Se llama geometŕıa del ángulo obtuso y es equivalente a la segunda
hipótesis de Lambert.

2b La segunda, conocida como la hipótesis del ángulo agudo, da lugar a una
geometŕıa donde la suma de los ángulos interiores de un triángulo es
menor que 180◦.

Se llama geometŕıa del ángulo agudo y equivale a la tercera hipótesis
de Lambert.

Por razones que más adelante serán obvias, la geometŕıa del ángulo
agudo se llama también geometŕıa hiperbólica2

2La geometŕıa euclidiana es la geometŕıa de la hipótesis del ángulo recto, la de la
primera hipótesis de Lambert. Es la geometŕıa donde la suma de los ángulos interiores de
un triángulo es igual a 180◦.
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1. Introducción 13

La historia de la demostración de la independencia del quinto postula-
do es muy importante, tanto en la historia de las matemáticas como en la
historia de las ideas. Se la conoce como la Historia de las geometŕıas no eu-
clidianas(HGNE). En los dos mil años que separan Posidonio de Beltrami
muchos matemáticos creyeron haber resuelto el problema de la teoŕıa de las
paralelas positivamente.

De esta historia se han escrito muchas páginas y esta tesis añade unos
cientos más. En la sección 1.2 encontrarán las razones que tuvimos para
escribirlas.

Saccheri y Lambert

Saccheri en 1733, con su obra Euclides ab omni naevo vindicatus sive conatus
geometricus quo stabiliuntur prima ipsa universiae geometriae principia, [22],
se propuso obtener una contradicción asumiendo los cuatro primeros postula-
dos y la negación del quinto; la obtuvo claramente de la hipótesis del ángulo
obtuso. Pero en el caso de la hipótesis del ángulo agudo cometió un error, el
pensó que muchos de los resultados que dedujo correctamente contradećıan
la naturaleza de la ĺınea recta, y en el último paso encontró incorrectamente
una contradicción. Pero, puede considerarse a la obra de Saccheri como el
primer texto de geometŕıa hiperbólica.

Lambert, en 1766, en su obra Theorie der Parallellinien, [17], razona como
Saccheri, pero no cae en el error de pensar que los resultados que deduce de
la tercera hipótesis son inaceptables. De hecho, parece que ve posible una
geometŕıa bajo la tercera hipótesis, ya que escribe: Me inclino a pensar que
la hipótesis del ángulo agudo es cierta en alguna esfera de radio imaginario,
ver 9 de la Analoǵıa.

La geometŕıa que se obtiene al asumir la tercera hipótesis se la cono-
ció primero como la geometŕıa del ángulo agudo; y después como geometŕıa
hiperbólica, por motivos que se verán más adelante, o simplemente geometŕıa
no euclidiana.

La analoǵıa de Lambert

En el año de 1766, en su obra Theorie der Parallellinien arriba comentada,
Lambert escribió (ver [17]):

13



14 Geometŕıas no Euclidianas

1. Es fácil ver que, asumiendo la tercera hipótesis, se puede ir más
lejos y deducir consecuencias análogas, pero diametralmente o-
puestas a las que se deducen de la segunda hipótesis. Pero, por
mucho que se busque en las consecuencias de la tercera hipótesis,
no aflora ninguna contradicción. Todo esto hace ver claro que no
es fácil refutar esta hipótesis. Citaremos algunas consecuencias
sin considerar de que manera se pueden extender mutatis mu-
tandi bajo la segunda hipótesis.

2. La más impactante de estas consecuencias es que, bajo la tercera
hipótesis, habŕıamos de tener una medida absoluta de longitud
para cada ĺınea, de área para cada superficie y de volumen para
cada espacio f́ısico. Esto refuta una afirmación que alguien no
versado podŕıa tomar como un axioma de la geometŕıa, porque
hasta ahora ningún ha dudado de la no-existencia de una medida
absoluta. Hay algo exquisito en esta consecuencia, ¡por lo que uno
quisiera que la tercera hipótesis fuese verdadera!

3. A pesar de esto, no deseamos que sea aśı, porque traeŕıa inconta-
bles inconvenientes. Las tablas trigonométricas seŕıan inmensas,
no habŕıa figuras semejantes y proporcionales, ninguna figura
se podŕıa imaginar si no sólo en sus magnitudes absolutas, los
astrónomos tendŕıan tiempos dif́ıciles, etc.

4. Pero todos estos argumentos están dictados por amor y odio,
cosa que no ha de suceder en geometŕıa o ciencia.

5. Volvamos a la tercera hipótesis. Como hemos visto, bajo esta
hipótesis la suma de los tres ángulos de cada triángulo es menor
que 180◦. Pero la diferencia a 180◦ crece con el área del triángulo;
lo que se puede expresar aśı: si uno de los triángulos tiene más
área que el otro, entonces el primero tiene una suma de ángulos
más pequeña que el segundo.

6. Añadamos justamente la siguiente observación: teoremas com-
pletamente análogos se cumplen bajo la segunda hipótesis, ex-
cepto porque la suma de los ángulos de cada triángulo es mayor
que 180◦. El exceso es siempre proporcional al área del triángulo.
Al menos esto explicaŕıa el hecho que, contrariamente a lo que
sucede con la segunda hipótesis, la tercera ha resistido refuta-
ciones.

14



1. Introducción 15

7. Pensemos que es extraordinario que la segunda hipótesis se cumple
si en lugar de un triángulo plano se considera un esférico, porque
la suma de sus ángulos es más grande que 180◦ y el exceso es
también proporcional al área del triángulo.

8. Lo que más impresiona todav́ıa es que lo que he dicho sobre
triángulos esféricos se puede probar independientemente de la
dificultad presentada por las rectas paralelas y suponiendo única-
mente el axioma que cada plano a través del centro divide la
esfera en dos partes iguales.

9. Me inclino a pensar que la tercera hipótesis es cierta en alguna
esfera de radio imaginario. De esto habŕıamos de concluir que
la tercera hipótesis se cumple sobre alguna esfera imaginaria.
Al menos esto explicaŕıa el hecho que, contrariamente a lo que
sucede con la segunda hipótesis, la tercera ha resistido refuta-
ciones.

La cursiva en los puntos 2, 8 y 9 es nuestra.
En este trabajo nos referiremos a estos nueve puntos como la analoǵıa de

Lambert o sencillamente como la analoǵıa.

La aplicación formal de la analoǵıa

Todos los resultados válidos en la geometŕıa del ángulo agudo que men-
cionó Gauss en sus cartas se deducen casi que trivialmente de la analoǵıa(ver
[20]); pero Gauss sab́ıa que la aplicación formal de la analoǵıa no demostraba
nada.

Taurinus, un matemático aficionado, publicó dos textos3 sobre el proble-
ma, basados en el desarrollo formal de la analoǵıa. Que fueron bien ponder-
ados por Gauss se desprende de la extensa y conocida carta que le envió.

Todas las fórmulas y teoremas de la geometŕıa hiperbólica se pueden
deducir formalmente de la analoǵıa. Incluso el modelo del disco de Poincaré se
puede deducir formalmente y obtener aśı la prueba más sencilla y elemental
de la independencia del quinto postulado; esta prueba se le escapó a finales
del siglo XVIII a la escuela francesa de Monge, que no conocieron la analoǵıa.
En esta tesis se demuestran todas estas afirmaciones y muchas más.

3El primer texto, publicado en 1825, se titula Theorie der Parallellinien, y el segundo,
publicado en 1826, se titula Geometriae Prima Elementa (ver [7], pág. 255-286).
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16 Geometŕıas no Euclidianas

La octava afirmación de la analoǵıa

La afirmación de Lambert en el número 8 de la analoǵıa es sorprendente.

¿A que se refiere Lambert? La explicación es la siguiente: toda la ge-
ometŕıa de la esfera es consecuencia del teorema sobre la proporcionalidad
entre el área de un triángulo esférico y su exceso angular; una bella prue-
ba de Harriot (ver el apéndice E, la sección 4 de [19]) sólo depende de que
un plano por el centro de una esfera la divide en dos partes congruentes; es
decir, no depende del Teorema de Pitágoras como la prueba más conocida;
en consecuencia, es un resultado absoluto; que vale, tanto en el espacio eu-
clidiano como en el no euclidiano. Este hecho, por śı solo, demuestra que la
geometŕıa esférica es, en cierto sentido, la más fundamental.

Este resultado conduce de manera heuŕıstica a concebir como plana la
geometŕıa de una esfera del espacio hiperbólico con centro en infinito. Esto fue
descubierto en 1816 por Wachter, alumno de Gauss, a quien le comunicó su
descubrimiento. Gauss la bautizo cono la paraesfera, Lobatchevski la llamo
la horoesfera y Bolyai, sencillamente, la superficie F . Este concepto es el
concepto crucial en nuestra historia y estaba escondido en el punto ocho de
la analoǵıa. (ver [21], pág. 217, [23], o [3], pág. 63).

El programa anaĺıtico de Lambert

En el art́ıculo 11 de la obra de Lambert mencionada podemos leer los dos
párrafos siguientes:

La cuestión es : ¿se puede deducir correctamente [el quinto postulado]
a partir de los postulados de Euclides y de los otros axiomas? O, si
estos no fuesen suficientes, se pueden dar otros postulados u otros
axiomas o ambos que tengan la misma evidencia que los euclidianos y
a partir de los cuales el [el quinto] postulado se pueda probar?

Para la primera parte de esta cuestión se puede hacer abstracción de
todo lo que hemos llamado previamente representación material. Y,
como los postulados de Euclides y el resto de axiomas están ya expre-
sados en palabras, se puede y se ha de exigir que en la prueba nunca
nos apoyemos en ninguna representación material, sino que hemos de
hacer la prueba de una manera absolutamente simbólica. Desde este
punto de vista, los postulados de Euclides son como ecuaciones alge-

16



1. Introducción 17

braicas, dadas previamente, y que se han de resolver para x, y, z, . . .,
sin mirar la materia que representan.4

Nos referiremos a estos dos párrafos como el programa anaĺıtico. Lambert
lo concibe como una manera de resolver el problema de la independencia del
quinto postulado.

El plan del Disquisiciones Generales

¿Se puede probar el teorema de la proporcionalidad entre el área de un
triángulo esférico y su exceso angular de manera completamente anaĺıtica?
¿Se puede extender este resultado a una superficie cualquiera del espacio
ordinario dada anaĺıticamente? Estas son preguntas que Gauss debió formu-
larse cuando leyó a Lambert. En la lectura que hacemos del Disquisitiones
Generales en [19] probamos como las respuestas a estas preguntas conducen
de manera natural a la geometŕıa intŕınseca de superficies que Gauss descu-
brió en esta obra fundamental. En el Disquisitiones Generales, Gauss desa-
rrolló una buena parte del programa anaĺıtico de Lambert. La segunda parte:
encontrar la ecuación de la esfera imaginaria, se le resistió. Hilbert, setenta
años después, probó que una ecuación anaĺıtica para la esfera imaginaria no
existe y, además, completó magistralmente en [14] el programa anaĺıtico de
Lambert.

El teorema que hoy d́ıa conocemos como el teorema de Gauss-Bonnet, uno
de los resultados fundacionales de la geometŕıa diferencial, no es más que la
extensión a triángulos sobre una superficie cualquiera del teorema sobre la
proporcionalidad entre el área de un triángulo esférico y su exceso angular.
Este fue el plan que condujo a Gauss a las Disquisitiones Generales. Todo
esto lo explicamos con bastante detalle en [19].

Los Grundlagen de Hilbert

El programa anaĺıtico de Lambert sólo se va a completar en 1899, cuan-
do Hilbert revisa los Elementos, y publica el famoso texto: Grundlagen der

4A. Dou, en [5], hace un comentario muy interesante sobre estas ĺıneas de Lambert. El
autor agradece al profesor Dou por haberle llamado la atención sobre estas palabras de
Lambert y haberle facilitado sus archivos personales sobre la historia de las geometŕıas no
euclidianas.
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18 Geometŕıas no Euclidianas

Geometrie (ver [14]); el programa anaĺıtico de Lambert es claramente el an-
tecedente del programa de fundamentación de Hilbert. Lambert intuyó que
sólo la algebrización de la geometŕıa daŕıa las bases de una solución definitiva
del problema de la teoŕıa de las paralelas. Los hechos le van a dar la razón.
Hilbert dice textualmente (ver, pág. 319),

La aritmetización de la geometŕıa es el resultado de las modernas
investigaciones en geometŕıa no euclidiana, que se focalizan sobre una
construcción lógicamente rigurosa y sobre la más directa, completa e
impecable introducción de números en geometŕıa.

Hilbert es la persona que reduce la consistencia de la geometŕıa euclidiana
a la consistencia de la aritmética, y Beltrami reduce la consistencia de la
geometŕıa hiperbólica a la consistencia de la geometŕıa euclidiana.

Influencia de Lambert sobre Gauss

Representemos en un árbol genealógico matemático los personajes de Gotinga
que nos interesan y los años en que van a leer sus tesis.

1799

1763

1739

1786

Gauss

PfaffKlügel

Kastner

Klügel y Pfaff fueron compañeros en Gotinga. Ambos fueron alumnos de
Kästner.5 La tesis de Klügel es sobre la teoŕıa de las paralelas, y está justa-
mente dedicada a revisar las diversas pruebas que se hab́ıan dado del quinto
postulado, incluyendo el trabajo de Saccheri (ver [15]).

5Posteriormente Gauss hizo amistad con Pfaff e incluso vivió en una habitación de la
casa de éste; Pfaff fue el director de la tesis de Gauss.
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1. Introducción 19

Klügel es la primera persona que reconoce la posible independencia del
quinto postulado (ver [16], pág. 867). En su tesis afirma que la convicción
con la que defendemos la certeza absoluta del quinto postulado proviene
sólo de nuestra experiencia, y destaca que Saccheri ha descubierto resultados
geométricos que contradicen la experiencia pero no los axiomas.

Lambert visitó en los años cincuenta del siglo XVIII a Kästner en Gotinga.
Kästner, un profesor que Gauss no apreció por su retórica, fue un experto en
el problema de la teoŕıa de las paralelas y en teoŕıa de la perspectiva (ver [2]).
Kästner influyó sobre el interés de Lambert por los problemas geométricos de
la teoŕıa de la perspectiva (ver pág. 638 en [2]) y por el problema de la teoŕıa
de las paralelas. Lambert y Klügel fueron amigos y éste le env́ıo seguramente
su tesis a Lambert; hay corrrespondencia entre Lambert y Klügel (ver [7]
pág. 323). El trabajo de Klügel motivó el trabajo de Lambert.

Muy probablemente a través de la tesis de Klügel, Gauss se empapó del
trabajo de sus predecesores en el problema de las paralelas. Damos como un
hecho que Gauss estudió el trabajo de Lambert.6

Las dos hipótesis del trabajo

Los tres trabajos que se presentan en esta tesis revisan diversos momentos
de la Historia del descubrimiento de las Geometŕıas no Euclidianas.

La revisión se ha hecho bajo dos hipotesis:

1. La fuente del descubrimiento fue la Analoǵıa de Lambert.

2. Gauss siguió el Programa Anaĺıtco de Lambert.

En las tres secciones siguientes damos un breve resumen de cada trabajo
y discutimos sus principales contribuciones.

1.1. La esfera imaginaria

El tema central de [1] está ya en el trabajo que escrib́ı, en Junio del
2002, como trabajo final del curso sobre El quinto postulado de Euclides

6Está bien establecido que Gauss consultó obras de Lambert a Gotinga, dos veces, una
al año 1795 y la otra al año 1797. Ver [11], pág. 77, y [12], pág. 241, o también [6], pág.
398.
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20 Geometŕıas no Euclidianas

que dictó el Profesor A. Dou. Este ensayo apareció publicado posteriormente
como La importancia de la analoǵıa con una esfera de radio imaginario en
el descubrimiento de la geometŕıas no-euclidianas, [20]. En esta sección nos
referiremos a este ensayo como Esfera imaginaria.

Dos hipótesis

La primera hipótesis es que sin la analoǵıa es imposible progresar en
la creación deductiva de la nueva geometŕıa; la analoǵıa fue el método de
descubrimiento. Los primeros matemáticos griegos tuvieron en la correspon-
dencia entre los objetos euclidianos y los objetos concretos del mundo sensible
una gúıa intuitiva para el descubrimiento y verificación experimental de sus
conjeturas. Pero tal cosa no exist́ıa para la geometŕıa no euclidiana. Leer
el Apéndice sin ningún recurso que gúıe nuestra intuición es una tarea más
que dif́ıcil. La mayoŕıa de las lecturas de las obras originales de J. Bolyai y
Lobatchevski, han sido hechas teniendo como ayuda uno de los modelos eu-
clidianos que fueron descubiertos después. Por esta carencia, Lambert se dio
cuenta de que la única solución al problema del desarrollo de la geometŕıa del
ángulo agudo libre de toda duda estaŕıa en un método algebraico anaĺıtico;
pero no se percató que la analoǵıa suministraba tal herramienta al menos
para el descubrimiento de los nuevos teoremas. Seguramente la geometŕıa
hiperbólica como un caṕıtulo de la geometŕıa diferencial sea el método que
Lambert vislumbró en su texto seminal sobre la teoŕıa de las paralelas.

La segunda hipótesis del ensayo es que el trabajo de Saccheri, Euclides
ab omni naevo vindicatus (1733), [22], y el de Lambert, Theorie der Paral-
lellinien (1766), [17], fueron conocidos, directa o indirectamente, por los cinco
fundadores de la geometŕıas no euclidianas: Gauss, Schweikart, Taurinus, J.
Bolyai, y Lobatchevski.

En el ensayo se hace una revisión sucinta de los aportes de Lambert y
cada uno de los fundadores bajo la luz de estas hipótesis y se demuestra
el gran poder explicativo de las mismas. El ensayo define un programa de
investigación histórica para revisar toda la historia del descubrimiento de las
geometŕıas no euclidianas que mencioné al principio.

Los dos otras publicaciones que paso a reseñar son parte de este programa.

20



1. Introducción 21

1.2. La lectura del Disquisitiones

Vamos a resumir y discutir los resultados de [19], el libro sobre las Dis-
quisitiones Generales.

El Disquisitiones Generales

Los comentarios de Dombroski al Disquisitiones Generales, [4], acaban
con estas palabras:

Es la culminación de más de quince años de reflexión y trabajo sobre
la geometŕıa de superficies, y al mismo tiempo una apertura a nuevas
perspectivas, casi sin parangón en la literatura matemática por su
densidad y belleza de presentación, aśı como por la originalidad de
sus contenidos y la fuerza estimulante de sus ideas.

Y es que Gauss escribió el Disquisitiones Generales con mucho cuidado.
Justamente el 21 de noviembre de 1825, cuando redactaba la primera versión,
escribió a Schumacher (ver [10], vol 8, pág. 400),7

Recientemente he retomado de nuevo una parte de las investigaciones
generales sobre superficies curvas, las que han de formar la base de
mi proyectado ensayo sobre geodesia avanzada. Es un tema tan rico
como dif́ıcil, y me aparta de cualquier otra cosa. Desafortunadamente,
veo que hay que ir muy atrás en la exposición, porque todo lo que es
conocido se ha de desarrollar de una manera diferente, adecuada a las
nuevas investigaciones. Todas las ráıces del árbol se han de seguir hasta
sus extremos y algunos de estos esfuerzos me han costado semanas de
trabajo agotador. Muchos pertenecen a la Geometria situs, un campo
casi completamente incultivado hasta ahora.

En este libro analizamos el Disquisitiones Generales a la luz de las tres
hipótesis siguientes:

1. Gauss escribió Disquisitiones Generales como una etapa en el programa
que teńıa por objetivo resolver definitivamente el problema de la teoŕıa
de les paralelas.

7Durante una estada de Schumacher en Gotinga, durante el curso 1808-1809, llevó una
libreta de notas que el mismo llamó Gaussiana donde se pueden encontrar comentarios y
opiniones de Gauss sobre la teoŕıa de las paralelas. Schumacher era astrónomo, alumno y
amigo de Gauss, con quien se carteaba casi que semanalmente.
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22 Geometŕıas no Euclidianas

2. Gauss fue consciente que la solución definitiva de la prueba de la in-
dependencia de la hipótesis del ángulo agudo no se pod́ıa conseguir
si se continuaba atribuyendo a los puntos, rectas y planos de la ge-
ometŕıa absoluta, la representación material recogida en los dibujos.
Por eso Gauss adoptó el programa anaĺıtico de Lambert como método
para resolver definitivamente el problema de la teoŕıa de les paralelas.

3. Pensamos que se propuso descubrir una superficie que jugase el papel de
la esfera de radio imaginario que Lambert hab́ıa sugerido en la analoǵıa.

Este programa pasa por hacer primero un desarrollo completamente ana-
ĺıtico de la geometŕıa esférica, con la idea de poder generalizar los resultados
y métodos obtenidos de una manera tal que se puedan aplicar al estudio de
la geometŕıa de cualquier superficie curva. El Disquisitiones Generales es el
intento de Gauss en esta dirección.

El teorema VI del articulo 2 del Disquisitiones Generales, que es intran-
scendente en la versión de 1827; no lo es en la versión no publicada de 1825,
donde juega un papel fundamental (ver [4],pág. 101, o [10], 8, pág. 416). Las
palabras que escribió Gauss a la versión de 1825 fueron: Añadimos un teore-
ma más, que por lo que sabemos, no ha aparecido antes, y que se puede usar
frecuentemente con beneficio.8

En una reconstrucción que hacemos de la geometŕıa esférica vemos que
toda la trigonometŕıa esférica se deducen anaĺıticamente del teorema VI del
articulo 2 del Disquisitiones Generales. Probamos, también, que este teorema
se puede deducir algebraicamente de una manera bastante elemental, y que
Gauss teńıa todos los elementos para desarrollarlo. De pasada, en esta sección
se aritmetitza completamente la geometŕıa esférica, donde vale la hipótesis
del ángulo obtuso. Esto refuerza aún más la idea de buscar una superficie
análoga a la esférica, pero donde valga la hipótesis del ángulo agudo: la esfera
imaginaria de Lambert.

Pero, ¿cuál es la superficie que representa esta esfera imaginaria? Todas
las pistas de la aplicación formal de la analoǵıa conducen al hiperboloide de
dos hojas. Pero, ¿cuáles son los triángulos y cuáles sus diferencias angulares?

Esta debió de ser otra de las pregunta que condujo a Gauss a escribir el
Disquisitiones Generales. De pasada, sus descubrimientos teńıan aplicaciones

8Este teorema será 60 años después un teorema central del calculo vectorial. En su
prueba, Gauss descubre las nociones que hoy reconocemos como el producto escalar y
vectorial.
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a la geodesia, y el Disquisitiones Generales puede considerarse también como
el primer caṕıtulo de un texto sobre geodesia avanzada como el mismo Gauss
lo dijo en su carta a Schumacher del 21 de noviembre de 1825 (sobre todo si
la ultima sección lo hubiese conducido a determinar la forma de la Tierra).

Si Gauss hubiese entendido, como Riemann si lo entendió, que el plano
se pod́ıa curvar en si mismo, sin necesidad de encajarlo curvado en el es-
pacio, habŕıa podido desarrollar la geometŕıa correspondiente a un elemento
de longitud hiperbólico. Este elemento de longitud se puede obtener trans-
formando el elemento lineal circular de la esfera con la analoǵıa. Taurinus
hab́ıa avanzado mucho este trabajo en sus escritos de 1825 y 1826 sobre la
geometŕıa logaritmo–esférica (ver [7], pág. 255-286, i [20]). Tan solo se hab́ıa
de decir que los triángulos a los que Taurinus se refeŕıa en sus trabajos eran
los triángulos geodésicos de la geometŕıa del elemento lineal hiperbólico.

¿Por qué Gauss no dio este paso? Creemos que la explicación más ra-
zonable es que el buscaba una superficie del espacio con un elemento lineal
hiperbólico; esta superficie seŕıa la buscada esfera imaginaria de Lambert.

Tratando de responder estas preguntas, Gauss se encontró con la ge-
ometŕıa intŕınseca de superficies, descubrimiento que magistralmente resu-
mió en el Disquisitiones Generales.

Motivación

La principal razón que nos ha llevado a presentar una traducción del Dis-
quisitiones Generales comentada es que las dos hipótesis que acabamos de
establecer permiten hacer ver la unión tan estrecha que hay entre el Dis-
quisitiones Generales y el descubrimiento de la geometŕıa no euclidiana, y el
papel que jugó, tanto en este descubrimiento como en el mismo Disquisitiones
Generales, la analoǵıa y el programa anĺıtico de Lambert.

La lectura que resulta del Disquisitiones Generales hecha bajo estas
hipótesis también nos han permitido ver con otros ojos las obras de J. Bolyai
y Lobatchevski, que consiguieron organizar deductivamente y demostrar a la
manera de los Elementos los resultados de la nueva geometŕıa.9

En particular, damos respuestas satisfactorias a los siguientes interro-
gantes históricos (que la historia, tal como se explica hoy, no ha respondido):

9Los Elementos, todav́ıa en el siglo XIX, eran un ideal como ejemplo de exposición
en matemáticas. El análisis, sistematización del método de los infinitésimos, no más
adquirió un estado semejante a finales del mismo siglo, a partir de los trabajos de funda-
mentación de Dedekind i Weierstrass.
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24 Geometŕıas no Euclidianas

1. ¿Por qué el joven J. Bolyai de adelantó a Gauss?

2. ¿Por qué Gauss no volvió a trabajar en la teoŕıa de las paralelas después
de leer el trabajo de J. Bolyai?

3. ¿Por qué hay tantas coincidencias entre las obras de J. Bolyai y Lo-
batchevski?

4. ¿Por qué fue necesario esperar treinta y ocho años, hasta el ensayo
de Beltrami, de 1868, para dilucidar la consistencia de la geometŕıa
hiperbólica descubierta por J. Bolyai y Lobatchevski alrededor de 1830?

Ninguna de estas preguntas teńıa una respuesta satisfactoria. Hemos
tratado de responder a los dos primeras preguntas en la página 116 del libro.

La respuesta a la tercera pregunta es que los dos estaban guiados por la
Analoǵıa de Lambert, que les dećıa que resultados hab́ıan de demostrar.

Y la respuesta a la cuarta es que tan sólo en 1868 Beltrami encontró u-
sando expĺıcitamente la analoǵıa un elemento de longitud hiperbólico donde
la geometŕıa no euclidiana teńıa una interpretación euclidiana muy sencilla.

La historia estándar simplificada dice que Gauss descubrió la geometŕıa
hiperbólica y que sus ideas pasaron a J. Bolyai y a Lobatchevski a través
de su padre Farkas Bolyai, que hab́ıa sido amigo de Gauss en Gotinga y a
Lobatchevski a través de Bartels que hab́ıa sido profesor de Gauss antes de
1810 a Gotinga, y profesor de Lobatchevski en Kazan, durante la década de
1810-1820.

Una nueva versión de esta historia, más ajustada a los hechos, muestra
que esta influencia no existió.

En esta tesis damos evidencias que Lambert fue la fuente común de
inspiración tanto de Gauss, como de Lobatchevski y J. Bolyai.

Organización del libro

La primera parte de este libro está dedicada a la traducción del Disquisitiones
Generales circa superficies curvas, que hemos procurado hacer más entendible
con la ayuda de notas a pie de página. Hemos usado esencialmente la versión
latina10 original de Gauss reproducida por P. Dombrowski en [4], aśı como

10La ayuda de Albert Dou en este trabajo, que hemos comentado antes, se extiende
también a algunos detalles del lat́ın.
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la versión inglesa que alĺı mismo aparece y la versión francesa de M. E.
Roger, [9]. La segunda parte del libro consta de nueve apéndices. Tanto los
tres primeros, de carácter histórico, como el resto de ellos están escritos con
el doble propósito de completar detalles y ser útiles para la docencia de la
geometŕıa diferencial.11

En el Apéndice A comentamos, un por uno, los 29 art́ıculos del Disquisi-
tiones Generales, teniendo en cuenta el desarrollo posterior de la geometŕıa
diferencial y la influencia que estos art́ıculos han tenido.

En el Apéndice B hacemos un breve resumen de la versión preliminar
del Disquisitiones Generales de 1825, esencialmente para destacar que los
caminos para descubrir y los caminos para demostrar son opuestos.

En el Apéndice C reproducimos las partes de todas las cartas en las que
Gauss habla de geometŕıa no euclidiana. Queremos resaltar el gran v́ınculo
que hay entre el Disquisitiones Generales y la geometŕıa no euclidiana. Estas
cartas van de 1799 hasta 1832, y el Disquisitiones Generales es de 1827.

En el Apéndice D comentamos el trabajo de J. Bolyai, para nosotros la
persona que se adelanta en el camino emprendido por Gauss en su estudio
de la teoŕıa de las paralelas. Explicamos lo que vió Gauss en el Apéndice de
J. Bolyai que dio por acabado el problema de la teoŕıa de les paralelas.

En la sección E.3 del Apéndice E calculamos el área de la esfera; y en la
sección E.4 damos la demostración de Harriot, que antes hemos comentado,
de la fórmula del área d’un triángulo esférico. En la sección E.5 obtenemos
anaĺıticamente las fórmulas de la trigonometŕıa esférica, todas consecuencia
del teorema VI del art́ıculo 2 del Disquisitiones Generales. Finalmente, en la
sección E.6 calculamos la derivada del ángulo de inclinación para triángulos
esféricos, ya que la generalización de este cálculo a superficies arbitrarias
condujo a Gauss al teorema del defecto.12

El Apéndice F está dedicado a calcular la derivada del ángulo de incli-
nación sobre una superficie arbitraria. Lo hacemos, como Gauss, a partir de
les ecuaciones de Euler-Lagrange, aplicadas a una geodésica que corta en un
cierto ángulo (variable) las ĺıneas coordenadas. Obtenemos la misma fórmula
que obtiene Gauss en el art́ıculo 19 del Disquisitiones Generales, fórmula que

11Durante la revisión de las pruebas de imprenta hemos léıdo la recensión que hace
Osserman en Notices of the Ams, vol. 52, núm. 9, octubre de 2005, pág. 1030, del li-
bro de Gray [13], donde precisamente destaca la importancia de la perspectiva histórica
de la geometŕıa en el debate sobre su enseñanza. Pensamos que nuestro trabajo es una
contribución positiva en esta dirección.

12Es el teorema de Gauss-Bonnet para triángulos geodésicos.
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26 Geometŕıas no Euclidianas

se puede considerar como la versión infinitesimal del teorema del defecto.
En el Apéndice G explicamos como, a partir del teorema egregio y del

cálculo del ángulo de inclinación, se obtiene el teorema del defecto. Infor-
malmente, pasamos del teorema egregio al teorema del defecto integrando
dos veces, y por tanto pasamos del teorema del defecto al teorema egregio
derivando dos veces.

El Apéndice H esta dedicado al desarrollo formal de la geometŕıa anaĺıtica
hiperbólica siguiendo la analoǵıa, tal como lo hizo Taurinus en sus obras de
1825 y 1826; vemos la gran utilidad que tiene el teorema VI del art́ıculo
2 del Disquisitiones Generales para estudiar la naturaleza de los triángulos
hiperbólicos de la hipotética esfera imaginaria.

En la sección H.2 estudiamos la pseudoesfera, como la superficie de revolu-
ción de la tractriz, y vemos que es isométrica a un trozo del plano hiperbólico.
En la sección H.3 vemos que la esfera imaginaria es, simplemente, la esfera
del espacio de Minkowski.

Como hemos dado una demostración anaĺıtica de les fórmulas de la trigo-
nometŕıa esférica, pero hemos comentado que estas se pueden deducir a partir
del dibujo apropiado, hemos agregado el Apéndice I, escrito por Joan Gir-
bau. En este apéndice se da una demostración directa de les fórmulas de la
trigonometŕıa esférica e hiperbólica basándose, en el primer caso, en el dibujo
y, en el segundo, en el modelo del hiperboloide de la geometŕıa no euclidiana.
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1.3. What Did Gauss Read in the Appendix?

En [1] analizamos un momento crucial en la historia del descubrimiento
de la geometŕıa no-euclidiana: la lectura que Gauss hizo del Apéndice de
Bolyai a principios de 1832.

El Apéndice está escrito en lat́ın; tiene 24 páginas, distribuidas en 43
secciones y con unas 40 referencias a 23 diagramas hechos con cuidado y que
aparecen en una página al final de la obra. Fue publicado como un apéndice
con t́ıtulo Ciencia del espacio absoluto en el volumen I del Tentamen (un
texto universitario de matemáticas de Farkas Bolyai, el padre de Bolyai y
amigo de juventud de Gauss).

Farkas envió dos copias del Apéndice a Gauss a finales de 1831, la primera
copia se perdió en el correo, y la segunda la leyó Gauss antes del 15 de Febrero
de 1832.

Hemos supuesto, como en el libro reseñado antes, lo que creemos alta-
mente plausible, la hipótesis de que Gauss segúıa el Programa Anaĺıtico
de Lambert y que buscaba, entre las superficies del espacio ordinario, la
hipotética esfera imaginaria de Lambert.

Gauss dejó constancia de la lectura del Apéndice en dos cartas; una a
Gerling del 14 de febrero de 1832 y la otra en una carta extensa al padre de
Bolyai del 6 de marzo de 1832. En la carta a Farkas, Gauss escribe:

1. El camino seguido por su hijo y los resultados que obtiene coinciden,
casi desde los primeros hasta los últimos, con mis propias meditaciones a las
que he dedicado parte de mis últimos 30-35 años.

2. Hab́ıa planeado escribirlas ... pero ahora me he quitado este problema.

3. Seŕıa conveniente que tratara de conseguir el volumen...., donde encon-
trará desarrollada en pocas páginas, la esencia de mi manera como concibo
las cantidades imaginarias.

Respondemos algunas preguntas naturales que surgen de estas afirma-
ciones:

1. ¿Cuál es el camino que Gauss siguió en sus meditaciones? O lo que es
lo mismo, ¿cuál, el seguido por Bolyai?

2. ¿Por qué Gauss decidió no escribir nada sobre el tema?

3. ¿Cuál es la relación entre los números complejos y el problema de la
teoŕıa de las paralelas?

En la sección 5 del art́ıculo vemos como Bolyai en la sección 32 del
Apéndice deduce axiomáticamente, sin acudir a la Analoǵıa, una fórmula
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para el ds2 de la nueva geometŕıa. Es el sistema de coordenadas hiperćıcli-
cas, el sistema más similar de la nueva geometŕıa al sistema de coordenadas
rectangulares cartesianas de la geometŕıa euclidiana; da ejemplos de como
con este ds2 puede abordar las mismas cuestiones que se pueden estudiar en
la la geometŕıa de una superficie en el espacio ordinario. ¡Es el primer ejemplo
de una variedad riemanniana que no es una superficie del espacio ordinario!

Esto muestra que su método es el de la geometŕıa diferencial de su época:
deducir de un elemento de longitud de arco la geometŕıa del nuevo plano.
Este era, pues, también el método de Gauss.

En el Apéndice, muy rápidamente, en en la sección 19, inmediatamente
después de su definición, Bolyai rectifica el paraciclo (lo que el llamó modes-
tamente la ĺınea L) . Hab́ıa deducido el primer ds2, pero el no se percata de
ello; a pesar de que su dibujo es el de un sistema de coordenadas curviĺıneos,
en cierto sentido análogo al de las coordenadas polares. Pero es mucho pedirle
a este joven teniente del ejército. Gauss si debió darse cuenta. Toda la nue-
va geometŕıa puede deducirse de este elemento de arco usando los métodos
del Disqisiciones. Incluso un sencillo cambio de coordenadas, guiado por la
búsqueda de un elemento de arco conforme, permite cambiar este elemento
de arco en un elemento de arco que da el ahora muy conocido modelo del
semiplano de Poincaré. Bolyai tuvo que trabajar muy duro para llegar al
tercer ds2 que, por su semejanza con el ds2 de las coordenadas cartesianas
del plano euclidiano, si identificó como el elemento de longitud de la nueva
geometŕıa; como premio dedujo sin diferenciales, a la Euclides, buena parte
de la nueva geometŕıa, incluso dice que lo que se hace con diferenciales se
puede hacer sin ellos.

Gauss, al no poder encontrar expĺıcitamente la esfera imaginaria de Lam-
bert en el espacio, se propone en 1831 estudiar el problema sintéticamente y lo
primero que hace es deducir el paraciclo (ver sus notas de 1831, [3] pág.67);
el siguiente paso lo hubiera llevado al primer ds2 de Bolyai (el sistema de
coordenadas hiperćıclico); pero este paso y muchos más los encontró magis-
tralmente andados en el Apéndice; el hijo de su amigo Farkas se le hab́ıa
adelantado, no teńıa ya nada que escribir.

Sin embargo, Gauss deb́ıa ser consciente de que el problema de la con-
sistencia de la nueva geometŕıa no quedaba resuelto con el Apéndice. Ahora
bien, si se pudiese exhibir una superficie del espacio que representara a la
esfera imaginaria completa, se probaŕıa la consistencia relativa. Y es aqúı, en
donde las cantidades imaginarias pod́ıan jugar un papel. Gauss hab́ıa resuel-
to el problema de la consistencia de las magnitudes complejas exhibiéndolas
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como una manera de parametrizar el plano euclidiano, precisamente en el
articulo que le recomienda a Farkas consiga en una libreŕıa de la antigua
Buda.

Riemann, que recibió muy seguramente la misma sugerencia, completa el
plano complejo y lo describe como un superficie parametrizada por números
complejos, el primer y básico ejemplo de una superficies que llamamos hoy
superficie de Riemann; su estudio geométrico de las funciones holomorfas lo
conducirá a las superficies de Riemann en general, los primeros ejemplos de
superficies abstractas (que no está naturalmente en el espacio ordinario) y que
condujeron a Riemann a su concepto de variedad multiplemente extendida
(lo que hoy conocemos como variedad riemanniana).

Pero no hab́ıa que ir tan lejos, los alumnos de Monge, como expertos
que eran en proyectar la geometŕıa de una cuádrica sobre el plano, pudieron
haber usado la proyección estereográfica de la la esfera ordinaria de radio
R en el plano complejo de Gauss para descubrir una bizarra geometŕıa, en
la que al sustituir R por iR nos encontramos con la bella geometŕıa de la
inversión, el modelo más sencillo del plano hiperbólico (véase el Apéndice B
del articulo que estoy reseñando).
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Caṕıtulo 2

Conclusiones finales
Pensamos que el aporte más importante consistió en poner por primera

vez de manifiesto el importante papel jugado por la esfera de radio imaginario
en el descubrimiento de las geometŕıas no euclidianas. Este punto de vista
ha permitido responder algunas preguntas importantes sobre la historia del
descubrimiento de las geometŕıas no euclidianas. Uno de los pasos intermedios
necesario ha sido hacer un estudio en profundidad del trabajo de János Bolyai
y de toda la correspondencia de Gauss. La aceptación de nuestro art́ıculo
en Historia Mathematica, después de un largo proceso de discusión con los
árbitros y un duro trabajo editorial, contribuirá ha que esta nueva versión
de la historia de tan importante descubrimiento vaya calando.

El punto de vista de la esfera imaginaria abre nuevas v́ıas de trabajo para
estudiar bajo otro prisma los trabajos del otro fundador de las geometŕıas no
euclidianas, a parte del ya citado J. Bolyai, el ruso I. Lobatchevski. De hecho,
hemos iniciado ya estudios en esta dirección. También estamos estudiando la
influencia que pudieron tener estos matemáticos en la famosa disertación de
Riemann Über die Hypothesen welche der Geometrie zugrunde liegen.

En cuanto a la aplicabilidad de nuestros resultados cabe buscarla en el
mundo de la enseñanza: los profesores de geometŕıa diferencial encontrarán
en nuestro trabajo problemas de geometŕıa clásica que antecedieron de man-
era natural a los problemas de la geometŕıa diferencial; y, no al revés con se
enseña hoy, en donde se usa la geometŕıa diferencial para explicar lo clásico.
Incluso muestra como con la analoǵıa puede introducirse de manera natural
los propios modelos de la geometŕıa hiperbólica sin el recurso de los diferen-
ciales.

En el ámbito de la Historia de las Matemáticas, en la historia de las
geometŕıas no euclidianas se podrá con beneficio reescribir algún caṕıtulo.
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15, 20, 23

[21] Boris A. Rosenfeld, A History of Non-Euclidean Geometry. Evolution of
the Concept of a Geometric Space, Springer-Verlag, 1988. 16, 33

[22] Giovanni Girolano Saccheri, Euclides ab omni naevo vindicatus, G. B.
Halsted, Chicago, Londres, 1920. 13, 20
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LA IMPORTANCIA DE LA ANALOGÍA CON UNA
ESFERA DE RADIO IMAGINARIO EN EL

DESCUBRIMIENTO DE LAS GEOMETRÍAS
NO-EUCLIDIANAS

CARLOS J. RODRÍGUEZ B.

Resumen. En este trabajo se desarrolla la hipótesis siguiente: el
método de descubrimiento de las geometŕıas no euclidianas difiere
de su método de demostración; se trata de sustentar la hipótesis de
que Gauss, Schweikart, Taurinus, J. Bolyai y Lobatchev-
ski, descubren la geometŕıa no euclideana usando la analoǵıa con
una esfera de radio imaginario sugerida por Lambert.

La analoǵıa consiste en suponer que la geometŕıa sobre una esfe-
ra de radio imaginario coincide con la geometŕıa del ángulo agudo,
del mismo modo, como la geometŕıa sobre una esfera ordinaria
coincide con la geometŕıa del ángulo obtuso.

1. Dos hipótesis

Sin1 la analoǵıa es imposible progresar en la creación deductiva de
la nueva geometŕıa . Los primeros matemáticos griegos tuvieron en la
correspondencia entre los objetos euclideanos y los objetos concretos
del mundo sensible una gúıa intuitiva para el descubrimiento y verifi-
cación ‘experimental’ de sus conjeturas. Pero tal cosa no exist́ıa para
la geometŕıa no euclidiana. Leer el Apéndice sin ningún recurso que
gúıe nuestra intuición es una tarea más que dif́ıcil. La mayoŕıa de las
lecturas de las obras originales de J. Bolyai y Lobatchevski, han
sido hechas teniendo como ayuda uno de los modelos euclideanos que
fueron descubiertos después. Fue Lambert quien también se dio cuen-
ta de que la única solución al problema del desarrollo de la geometŕıa
del ángulo agudo libre de toda duda estaŕıa en un método algebraico

1Este ensayo fue presentado en junio de 2002 como trabajo final del curso El quin-
to postulado impartido por el profesor Albert Dou en la Universidad Autónoma de
Barcelona. Aprovecho la oportunidad para agradecerle su dirección y comentarios.

1
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2 CARLOS J. RODRÍGUEZ B.

anaĺıtico; pero no se percató que la analoǵıa suministraba tal herra-
mienta al menos para el descubrimiento de los nuevos teoremas. Se-
guramente la geometŕıa hiperbólica como un caṕıtulo de la geometŕıa
diferencial sea el método que Lambert vislumbró en su texto seminal
sobre la teoŕıa de las paralelas.

La segunda hipótesis de este ensayo es que el trabajo de Saccheri,
Euclides ab omni naevo vindicatus (1733) y el de Lambert, Theorie
der Parallellinien (1766), fueron conocidos, directa o indirectamente,
por los cinco fundadores de la geometŕıas no euclideanas.

En este trabajo, siguiendo a Bonola [Bon55], consideraremos a Gauss,
Schweikart, Taurinus, J. Bolyai, y Lobatchevski, como los
fundadores de las geometŕıas no euclideanas; y a Saccheri y Lam-
bert como los precursores.

La segunda hipótesis es razonable, y por lo tanto la primera también.
Veamos porque.

Para Gauss , quien nunca menciona el trabajo de los fundadores,
Bonola dice en [Bon55], pàg. 66:

Did Gauss, when he began his investigations, know the
writings of Saccheri and Lambert? What influence did
they exert upon his work? Segre, in his Congetture, al-
ready referred to [p. 44 note 2], remarks that both Gauss
and F. Bolyai, while students at Gottingen, the former
from 1795−98, the later from 1796−99, were interested in
the theory of parallels. It is therefore possible that, through
Kastner and Seyffer, who were both deeply versed in
this subject they had obtained knowledge both of the Eu-
clides ab omni naevo vindicatus and of the Theorie der
Parallellinien. But the dates of which we are certain, alt-
hough they do not contradict this view, fail to confirm it
absolutely.

Dou también documenta este asunto, en [Dou70] , pàg. 396 − 397
dice:

With respect to C. F. Gauss (1777-1855), who began his
investigations on the fifth postulate in 1792 [25], it is diffi-
cult to establish how much he may depend on the Euclides.
To this end there are many references and contributions
in the mentioned publications of Staeckel and Segre. I may
add the following remarks.
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The second item in the section on “Grundlagen der Geo-
metrie” of volume V in of the ‘Gesammtausgabe von Gauss’
Werken [8] is a letter (1804) of Gauss to W. Bolyai. In it
he answers a letter of Bolya is asking Gauss for a sincere
and frank opinion about a presumed new proof of the fifth
postulate. The argument deals with a regular polygon, that
reminds one of the final pseudoproof of Lambert in §88 of
the Theorie der Parallellinien.

The third item is a Note containing five propositions on
the equidistant curve and related straight lines [26] .

Now, the content of these two items fits well into the
continuation of the works of Saccheri and Lambert. There
is the quadrilateral (of Saccheri) ACEFG, the use of the
equality of angles C and F, the use of the obtuse angle
and the perpendicularity of AC with the tangent CE to the
parallel (equidistant) CF, as in proposition XXXV of Eu-
clides. That is, it seems that the proof and conclusions are
similar to those in Euclides and Theorie der Parallellinien.

But probably at 1808, perhaps as soon as 1799, and cer-
tainly at 1820 Gauss had already gone much further in the
development of the non-Euclidean [27] geometry than Sac-
cheri and Lambert, so that it seems difficult to draw any
certain conclusion. Only in the it Notes dated approxi-
mately at 1831 (pages 202 − 209) we find a theory on the
parallels (now in the sense of asymptotic straight lines),
that although deep, is elementary and also fits well with
the methods of Saccheri and Lambert [28]. Also the letter
(1829) of Bessel to Gauss ([8], pàg. 201) suggests that the
work of Lambert was well known to Gauss.

Para Schweikart puede darse como un hecho. En efecto, Bonola
dice en [Bon55], pàg. 77:

Also since Schweikart in his Theorie of 1807 mentions
the works of the two latter authors, the direct influence of
Lambert, and, at least, the indirect influence of Sacche-
ri upon his investigations are established.

Taurinus sigue en su trabajo los métodos de Saccheri y Lambert
(veáse [Dou70] , pàg. 401).
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Lobatchevski , en su obra de 1840 usa la analoǵıa y Bonola dice
en [Bon55], pàg. 92:

Other influences might be mentioned: e. g., besides Le-
gendre , the works of Saccheri and Lambert, which
the Russian geometer might have known, either directly or
through Klügel and Montucla. But we can come to no
definite decision upon this question.

Para J. Bolyai no es claro que concociese los trabajos de los fun-
dadores cuando en 1823 concibió su Science Absolute of Space, pero en
su trabajo de 1837 estudia expĺıcitamente la analoǵıa. Además, lo que
Bonola dice de Gauss se puede aplicar al padre de J. Bolyai y como
este introdujo a su hijo al problema, la hipótesis también es razonable
en este caso. Tenemos además las páginas 380− 383 del segundo volu-
men del Tentamen que F. Bolyai dedica expĺıcitamente a la analoǵıa
(veáse pàg. 49 de la traducción de Halsted de Science Absolute of Space
inclúıda en la versión de Dover del libro de Bonola [Bon55]).

Muy seguramente Lambert conoció el trabajo de Saccheri. Bo-
nola, al respecto, dice en [Bon55], pàg. 44:

It is difficult to say what influence Saccheri ’s work exer-
cised upon the geometers of the 18th century. However, it
is probable that the Swiss mathematician Lambert was
familiar with it, since in his Theorie der Parallellinien
(1766) he quotes a dissertation by G. S. Klügel [1739−
1812] where the work of the Italian geometeris carefully
analysed.

Sobre la influencia de Saccheri, en [Dou70] se dice:

After an attentive reading of this literature, and specially
of the book of Staekel and Engel and of the paper of Segre,
it seems to me, that there is no doubt of the direct, or at
least indirect but not less illuminating, influence of Sac-
cheri on Lambert, Gauss, Bolyai and Lobačevskij. During
the eighteenth and nineteenth centuries there was a gene-
ral interest in the theory of parallels and no doubt the work
of Saccheri contributed to it. The royal libraries of Berlin
and Dresden and four university libraries including that
of Goetingen (since 1770) possessed a copy. The Euclides
was mentioned by the two well known and highly regarded
History of Mathematics one by J. C. Heilbronner (Leipzig,
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1742) and the second by J. E. Montucla (Paŕıs, 1758). It
was mentioned by the Acta Eruditorum (1736). The dis-
sertation of G. S. Kluegel on the History of the Theory
of Parallels(Goetingen, 1763) mentions it as “sonderbare
Buch” (singular book) gives a long account of the main re-
sults, and this dissertation is mentioned and praised by J.
H. Lambert (1766 ?). The director of the dissertation of
Kluegel was A. G. Kaestner (1719− 1800), who was pro-
fessor at the University of Goetingen for many years until
his death.

It is clear that J. H. Lambert depends on Saccheri, at
least through Kluegel’s dissertation.

El comentario de Karteszi sobre la analoǵıa de Lambert sintetiza
la opinión del mundo académico sobre ella:

This, however, remains a play of words as long as we can-
not define the sphere with imaginary radius and the radius
itself in a geometric manner, i.e., until the verity content
of the word is unknown (one century later it was Beltra-
mi who proved that there exists a geometrical figure through
which the above words may be given a geometric meaning).
Thus the latter remark of Lambert was merely a play of
words.

Yo difiero completamente de esta apreciación y este ensayo pretende
demostrar la importancia de la analoǵıa.

2. Lambert [1728–1777]

La Theorie der Parellellinien [1766] de Lambert fue publicada en
1786, después de la muerte de su autor; los editores fueron J. Ber-
noulli y C.F. Hindenburg 2.

Copio de [Ros88] pàg. 99− 102 la versión inglesa de los apartes del
libro de Lambert que nos interesan.

This work deals with the difficulty encountered in the very
beginnings of geometry and which, from the time of Euclid,
has been a source of discomfort for those who do not just
blindly follow the teachings of others but look for a basis for
their convictions and do not wish to give up the least bit of

2Veáse [Bon55] pàg. 44. y [Dou02] pàg. 53
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the rigor found in most proofs. This difficulty immediately
confronts every reader of Euclid’s Elements, for it is con-
cealed not in his propositions but in the axioms with which
he prefaced the first book ([ES95], pàg. 152).

Su cŕıtica del postulado de las paralelas es la siguiente:

Undoubtedly, this basic assertion is far less clear and ob-
vious that the others. Not only does it naturally give the
impression that it should be proved, but to some extent it
makes the reader feel that he is capable of giving a proof,
or that he should give it.

Entonces, como Saccheri, considera tres hipótesis: la hipótesis del
angulo recto, la hipótesis del angulo obtuso y la hipótesis del angulo
agudo. Rosenfeld comenta:

Like Saccheri, Lambert refutes the obtuse-angle hypothesis.
He does this by showing that under the obtuse-angle hypot-
hesis two perpendiculars to the same straight line must in-
tersect. This does not contradict the parallel postulate, but
it contradicts the remaining axioms of Euclidean geometry.

Lambert notes that the obtuse-angle hypothesis holds on
a sphere if we regard its great circles as straight lines3.

Going over to the acute-angle hypothesis, Lambert pro-
ves even more assertions that hold in Lobacevskian geome-
try than had Saccheri. In particular, he finds that under
the acute-angle hypothesis the sum of the angles in a trian-
gle is less than two right angles. Comparing this fact with
the theorem that under the obtuse-angle hypothesis the an-
gle sum in a triangle is more two right angles, Lambert
says:
1. It is easy to see that under the third hypothesis one can

go even further and that analogous, but diametrically
opposite 4, consequences can also be found under the
second hypothesis. But, for the most part, I looked for
such consequences under the third hypothesis to see if
contradictions might not come to light. From all this

3Subrayado del autor del ensayo
4Subrayado del autor del ensayo
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it is clear that it is no easy matter to refute this hy-
pothesis. I will cite some more consequences without
considering to what extent they can be extended, mu-
tatis mutandis, under the second hypothesis.

2. The most striking of these consequences is that under
the third hypothesis we would have an absolute mea-
sure of length for every line, of area for every surface
and of volume for every physical space. This refutes
an assertion that some unwisely hold to be an axiom of
geometry, for until now no one has doubted that there
is no absolute measure whatsoever. There is something
exquisite about this consequence, something that makes
one wish that the third hypothesis be true!

3. In spite of this gain I would not want it to be so, for
this would result in countless inconveniences. Trigono-
metric tables would be enlarge, similarity and propor-
tionality of figures would be entirely absent, no f́ıgure
could be imagined in any but its absolute magnitude,
astronomers would have a hard time, and so on.

4. But all these are arguments dictated by love and hate,
which must no place either in geometry or in science
as a whole.

5. To come back to the third hypothesis. As we have just
seen, under this hypothesis the sum of the three angles
in every triangle is less than 180 degrees, or two right
angles. But the difference up to 180 degrees increases
like the area of the triangle; this can be expressed thus:
if one of two triangles has an area greater than the
other then the first has an angle sum smaller than the
second....

6. I will add just the following remark. Entirely analogous
theorems hold under the second hypothesis except that
under it the angle sum in every triangle is greater than
180 degrees. The excess is always proportional to the
area of the triangle.

7. I think it remarkable that the second hypothesis holds
if instead of a plane triangle we take a spherical one,
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for its angle sum is greater than 180 degrees and the
excess is also proportional to the area of the triangle.

8. What strikes me as even more remarkable is that what
I have said here about spherical triangles can be proved
independently of the difficulty posed by parallel lines
and upon assuming solely the axiom that every plane
through the center of a sphere divides it into two equal
parts. 5.

9. From this I should almost conclude that the third hy-
pothesis holds on some imaginary sphere 6. At least
there must be something that accounts for the fact that,
unlike the second hypothesis, it has for so long resisted
refutation planes ([ES95] , pàg. 200− 203).

En los nueve párrafos anteriores la analoǵıa de Lambert queda for-
mulada.

Me propongo suministrar evidencias suficientes en favor de la hipóte-
sis siguiente: la analoǵıa es el umbral de la geometŕıa no euclidiana; el
desarrollo de la analoǵıa es el método de descubrimiento de los resul-
tados cruciales de la nueva geometŕıa .

Lambert traspasó el umbral que hab́ıa encontrado, pero su tributo
a Euclides le hizo desandar el camino por el descubierto. Convencido
de que el postulado quinto era verdadero buscó una contradicción y la
encontró; aśı volvió al reino que ni siquiera Euclides reclamó como
suyo, pero que Kant le hab́ıa construido al homologar la aritmética y
la geometŕıa como las fuentes del conocimiento a priori y por lo tanto
base firme del conocimiento.

El paralogismo de Saccheri ha sido analizado acertadamente como
ignorantia elenchi por Dou en [Dou70] ; y se explica porque Saccheri
estaba absolutamente convencido de que la geometŕıa del ángulo agudo
era imposible. Lambert estaba convencido de lo mismo. El error de
Lambert no es por haber agregado en el último paso una plétora
de puntos al infinito que nada tienen que ver con los puntos a los
que se refieren los axiomas de Euclides, sino como lo señaló Laptev

5Subrayado del autor del ensayo
6Subrayado del autor del ensayo
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([Ros88] , pàg. 101) por haber identificado erróneamente una curva por
tres puntos con una circunferencia.7

Lambert parece haber dudado de su propia prueba, pues en la intro-
ducción de su Theorie der Parellellinien fue el primero en “ considerar
muy seriamente la posibilidad, por lo menos lógica, de que la geometŕıa
del ángulo agudo sea la verdadera en nuestro mundo ” (ver [Dou02] pàg.
57). Además, Dou en [Dou70] pàg. 401, citando a [ES95] , dice que por
no considerar completamente rigurosa su prueba no publicó su trabajo.

La manera como Lambert pudo haberse encontrado con esta analoǵıa
es la siguiente. El demuestra a la Saccheri que el área de un triángulo
bajo la hipótesis del ángulo agudo es proporcional a su defecto angular.
En un triángulo esférico de ángulos A, B, C , su área es r2(A+B+C−π),
donde r es el radio de la esfera. Si reemplazamos el radio r por ir (donde
i es la unidad imaginaria), obtenemos que el área será

(ir)2(A + B + C − π) = −r2(A + B + C − π) = r2(π − (A + B + C)),

lo que Lambert ya hab́ıa demostrado.

3. Gauss[1777− 1855]

Comencemos por presentar cronológicamente los documentos que
contienen todo lo que Gauss escribió sobre la geometŕıa no euclidiana.

1. Carta a F. Bolyai del 17 de Dic. de 1799 (ver [Ros88] , pàg.
214).

For example, if one could show that a rectilinear triangle
is possible, whose area would be greater than any given
area, then I would be ready to prove the whole of geometry
absolutely rigorously Most people would certainly let this
stand as an axiom; but I, no! It would, indeed, be possible
that the area might always remain below a certain limit,
however far apart the three angular points of the triangle
were taken.

2. Carta de Wachter de 1816 (Ver [Bon55], pàg. 62).
Friedrich Ludwig Wachter [1792 − 1817], a student un-
der Gauss in Gottingen [1809], in his letter of 1816 he

7Por cierto que al corregir este error se descubre la importancia que la noción de
circunferencia adquiere en la la nueva geometŕıa . Seŕıa interesante revisar el trabajo
de F. Bolyai Theoria Parallelarum a la luz de este error, podŕıa dar evidencias
del conocimiento de la obra de Lambert por parte de F. Bolyai .
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speaks of the surface to which a sphere tends as its radius
approaches infinity, a surface on the Euclidean hypothe-
sis identical with a plane. He affirms that even in the case
of the Fifth Postulate being false, there would be a geo-
metry on this surface identical with that of the ordinary
plane.

Bonola comenta [Bon55], pàg. 63:
This statement is of the greatest importance as it con-
tains one of the most remarkable results which hold in
the system of geometry, corresponding to Saccheri ’s
Hypothesis of the Acute Angle.

3. Carta a Gerling en 1816 (ver [Ros88] , pàg. 215)
It seems paradoxical that there could be a constant straight
line given as if a priori but I do not find in this any con-
tradict́ıon. In fact, it would be desirable that Euclidean
geometry were not true, for we would then have a univer-
sal measure a priori. One could use the side of an equi-
lateral triangle with angle = 59o 59′ 59”, 9999 as a unit of
length.

Agregó, además,“it would be desirable that Euclidean geome-
try were not true”. En esta época todav́ıa Gauss créıa en la
verdad absoluta de la geometŕıa euclidiana8.

Cito a [Bon55], pàg. 66:
From all this, Stäckel and Engel , who collected and veri-
fied Gauss’s correspondence on this subject, come to the
conclusion that the great geometer did not recognize the
existence of a logically sound Non-Euclidean geometry by
intuition or by a flash of genius: that, on the contrary, he
had spent upon this subject many laborious hours before
he had overcome the inherited prejudice against it.

4. Los manuscritos de 1831 (?)encontrados en archivo de Gauss.
No me queda claro de la lectura de [Bon55], pàg. 67 y el pie de

la pàg. 74 a que fecha Bonola se refiere en el pie de página. Yo
infiero de la lectura de la pàg. 67 que los manuscritos de Gauss
son de 1831, pero en este caso no se justificaŕıa la expresión de
Bonola “ even at this date”.

8Lambert, por el mismo motivo expresó lo mismo, ver el punto 2 de la analoǵıa.
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It is interesting to notice that Gauss, even at this da-
te, seems to have anticipated the importance of the Ho-
rocycle. The definition of Corresponding Points and the
statement of their properties is evidently meant to form
an introduction to the discussion of the propert́ıes of this
curve, to which he seems to have given the name Trope.

Pienso que Dou se refiere a estos manuscritos como las Notes
en [Dou70] pàg. 397; el los ubica también en 1831.

5. Carta a Taurinus de Nov. 8 de 1824 (Ver [Bon55], pàg. 74)
A constant k appeared in his formulae, by means of which
all the problems of the Non-Euclidean Geometry could be
solved [letter to Taurinus, Nov. 8, 1824].

6. Carta a Schumacherde 1831.
Da la longitud de una circunferéncia de radio r en la forma

πk(er/k − e−r/k)

Con respecto a k dice que, si queremos que la nueva geometŕıa
coincida con los hechos de la experiencia, debemos suponer k
infinitamnete grande en comparación con todas las medidas co-
nocidas.

7. Carta a F. Bolyai de 1832.
El comentario después de haber léıdo el Apéndice (ver [Ros88] ,

pàg. 215):
If I commenced by saying that I must not praise this
work you would certainly be surprised for a moment. But
I cannot say otherwise. To praise it, would be to praise
myself. Indeed the whole contents of the work, the path
taken by your son, the results to which he is led, coincide
almost entirely with my meditations, which have occupied
my mind partly for the last thirty or thirty-five years.
So I remained quite stupefied. So far as my own work
is concemed, of which up till now I have put little on
paper, my intention was not to let it be published during
my lifetime. Indeed the majority of people have no ideas
upon the questions of which we are speaking, and I have
found very few people who could regard with any special
interest what I communicated to them on this subject. To
be able to take such an interest it is f́ırst of all necessary
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to have devoted careful thought to the real nature of what
is hand, it was my idea to write down all this later that
at least it should sh with me. It is therefore a pleasant
surprise for me that I am and I am very glad that it is
just the son of my old friend who takes the precedence of
me in such a remarkable manner.

Y Rosenfeld en [Ros88] comenta:
Then Gauss gives some advice on terminology. He sug-
gests the name parasphere for J. Bolyai’s “surface F”
(Lobacevskil’s limit spheré), paracycle for “line ” (Loba-
cevskii’s limit circle), hypercycle for the locus of points
of the plane equidistant from a line, and hypersphere for
the locus of points in space equidistant from a plane. Al-
so, he gives an original proof of the proposition that the
difference between the angle sum in a triangle and 180o

is proportional to the area of the triangle.

En los siete numerales anteriores se resumen las meditaciones de
Gauss sobre el problema de las paralelas; estas comenzaron en 1792
y terminaron en 1832 cuando reconoció que la obra de J. Bolyai lo
eximı́a del trabajo de poner por escrito sus ideas. De su proyectada
exposición de la Geometŕıa no euclidiana que menciona a Schuma-
chersólo quedaron los manuscritos que Bonola analiza en [Bon55],
§34, pàg. 67.

Todos los resultados de Gauss arriba enumerados se pueden leer
en la analoǵıa . Las únicas demostraciones que Gauss dejó son las
de los manuscritos mencionados arriba; las que aparecen en la Note
que analiza Dou en [Dou70] , pàg. 397 y que no dice nada que no se
encontrara en Saccheri o en Lambert; y la que envió a F. Bolyai
en 1832 sobre la proporcionalidad del área de un triángulo y el defecto
del mismo.

¿Por qué Gauss publicó tampoco de tan transcendental tema?
La respuesta la dio el mismo J. Bolyai 9. Gauss no sab́ıa en 1832

como organizar deductivamente a la manera de Euclides la geometŕıa
no euclidiana que hab́ıa descubierto siguiendo la analoǵıa de Lambert.
Los manuscritos de 1831 son una evidencia del incipiente nivel de desa-
rrollo de su proyecto en esta dirección (veáse [Dou70] , pàg. 397 su
comentario sobre las Notes, nombre que Dou da a estos manuscritos).

9Veáse la sección dedicada a él para la cita textual
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Se entiende el desaliento de Gauss al leer el Apéndice de J. Bolyai; el
joven hijo de su amigo hab́ıa escrito la obra completa que se propońıa
y de la que tan sólo hab́ıa redactado unas cuantas cuartillas. Aunque
hab́ıa descubierto la importancia del concepto de puntos correspondien-
tes y de la curva que ellos forman y que el parece haber llamado tropo
en la fundamentación deductiva de la nueva geometŕıa, seguramente
cuando llegó a sus manos el trabajo de J. Bolyai no teńıa nada más
que lo que hab́ıa en los manuscritos. Los que se han tomado el trabajo
de leer el Apéndice saben que este trabajo es altamente no trivial y que
lo que Gauss teńıa redactado es solo una pequeña parte del Apéndice.

¿Por qué el joven J. Bolyai se le adelantó al genial Gauss ? Porque
J. Bolyai era un genio sin prejuicios. Primero el no le deb́ıa respeto
a Kant , pospuso el problema de la consistencia de la nueva geometŕıa
para una segunda etapa investigativa, y logró deducir al modo de los
Elementos un cuerpo significativo de la nueva geometŕıa que Lambert
les hab́ıa enseñado como descubrir con la analoǵıa.

Es muy posible que Gauss estuviese convencido de que la geometŕıa
de superficies, que Lambert también hab́ıa sugerido, era un método
diferente de demostrar los nuevos teoremas y que este método evitaba
de paso el problema de la consistencia 10; y mientras desarrollaba este
proyecto aparecieron primero Schweikart y Taurinus, después J.
Bolyai y Lobatchevski . Gauss tuvo razón a la larga, pues en 1854
Riemann explicó como efectivamente la geometŕıa del ángulo agudo
pod́ıa deducirse de una generalización de la geometŕıa de superficies de
Gauss . En la penúltima sección de este ensayo dedicaré unos párrafos
a desarrollar esta idea.

La hipótesis que sostenemos es que si se supone que Gauss conoce
el trabajo de Lambert, se entiende mejor la historia; aśı el sab́ıa que
la analoǵıa es la clave para acceder al mundo no euclideano, pero no
lo reconoce por miedo a la reacción de los kantianos y porque antes
de hablar de ello quiere aclarar que es eso de una esfera imaginaria.
Gauss sab́ıa que la analoǵıa es sólo el método para descubrir los nuevos
teoremas, pero no el método de demostración. En sus comentario al
trabajo de Lobatchevski , el habla de un método diferente. Es muy
posible que Gauss se haya inspirado en la preciosa observación de
Lambert en la analoǵıa :

10Esta manera de ver el asunto explica porque Gauss no menciona por ningún
lado el problema de la consistencia.
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“ ...the obtuse-angle hypothesis holds on a sphere if we
regard its great circles as straight lines ...”

para su trabajo de 1828 sobre geometŕıa de superficies y que este fuera
un paso en el desarrollo de la analoǵıa. Si no fue aśı en su mente, en
la historia de las ideas sucedió aśı. Es sólo la geometŕıa riemannniana,
que generaliza la geometŕıa de superficies de Gauss, la que resuelve
de manera definitiva el estatus matemático de la geometŕıa del ángulo
agudo (ver [Dou02] , pàg. ??).11 Las razones filosóficas que el mismo
Gauss da como explicación están analizadas dentro de una perspectiva
similar a la de este ensayo en [Dou70] .

4. Schweikart [1794− 1874]

El memorando de Diciembre de 1818 que Schweikart entregó a
Gerling para que se lo hiciera llegar a Gauss es suficiente prueba
de que él traspasó el umbral que separa el universo euclideano del no
euclideano. El lo hizo de la mano de Lambert y muy posiblemente de
la mano de Saccheri, veáse [Bon55], pàg. 77.

El memorando dice:

There are two kinds of geometry — geometry in the strict
sense — the Euclidean; and an astral science of magnitu-
des.

Triangles in the latter have the property that the sum
of their three angles is not equal to two right angles. This
being assumed we can prove rigorously:

That the sum of the three angles of a triangle is less
than two right angles;

11El pie de la pàg. 90 de [Bon55] puede dar soporte a esta afirmación; dice
aśı: “Conversely, the assumption that the Euclidean Geometry holds for the infi-
nitesimally small can be taken as the starting point for the development of Non-
Euclidean Geometry. It is one of the most interesting discoveries from the recent
examination of Gauss’s MSS. that the Princeps mathematicorum had already fo-
llowed this path. Cf. [Gau27], Bd. VIII, pàg. 255 − 264. Both the works of Flye
St. Marie, [Théorie analytique sur la theorie des paralleles, (Paŕıs, 1871)], and of
Killing [Die nichteukbdischen Raumformen in analytischer Behandlung, (Leipzig,
1881)], are founded upon this principle. In addition, the formulae of trigonometry
have been obtained in a simple manner by the application of the same principle,
and the use of a few fundamental ideas, by M. Simon, (Cf. M. Simon, Die Tri-
gonometrie in der absoluten geometrie, Crelle’s Journal, Bd. 109, pàg. 187− 198
(1892).”

51



LA ESFERA IMAGINÁRIA 15

that the sum becomes ever less, the greater the area of
the triangle;
that the altitude of an isosceles right-angled triangle
continually ws as the sides increase but it can never
become greater than a certain length which I call the
Constant....

Squares have, therefore, the following form.

If this Constant were for us the Radius of the Earth, (so
that every line drawn in the universe from one fixed star
to another, distant 90o from the first, would be a tangent
to the surface of the earth), it would be infinitely great in
comparison with the spaces which occur in daily life.

The Euclidean geometry holds only on the assumption
that the Constant is infinite. Only in this case is it true
that the three angles of every triangle are equal to two right
angles: and this can easily be proved, as soon as we admit
that the Constant is infinite.

No es d́ıficil imaginarse la sorpresa de Gauss al recibir este Memo-
rando. En Marzo de 1819, tres meses después de que Schweikart se
lo hab́ıa entregado a Gerling,Gauss le contesta a este, elogiando a
Schweikart y manifestando su acuerdo con el contenido de la hoja
enviada a él. Agrega, como prueba de que él conoce el tema, el valor del
extremo superior de las áreas de los triángulos en la geometŕıa astral:

t =
πCC

[log hyp(1 +
√

2)]
.
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16 CARLOS J. RODRÍGUEZ B.

Pero, como todas las veces, excepto una, se reserva la manera como
calcula los valores de la nueva geometŕıa . Gauss tiene dos razones para
sorprenderse: porque Schweikart ha sabido leer en la analoǵıa unos
resultados notables de la nueva geometŕıa y porque no tiene reparos en
reconocer la consistencia lógica de su geometŕıa astral; Schweikart
no era un kantiano y este es su mayor mérito.12

Todos los resultados que Schweikart menciona en su memorando
se pueden leer en la analoǵıa. Veamos esto para los tres primeros:

1. That the sum of the three angles of a triangle is less than two
right angles.

Lambert en el análisis de la segunda hipótesis, la descar-
ta porque contradice el segundo postulado de Euclides. Cosa que
por cierto fue Saccheri el primero en probar. Es razonable acep-
tar como una hipótesis muy probable que el trabajo de Saccheri
fuese conocido por Lambert y por todos los demás. Como Dou
lo dice en [Dou70] , hay que reconocer el trabajo de Saccheri
Euclides ab omni naevo vindicatus (Milán, 1733) como el primer
libro de geometŕıa no euclidiana.

2. That the sum becomes ever less, the greater the area of the trian-
gle

En la analoǵıa Lambert dice: “It is easy to see that under the
third hypothesis one can go even further and that analogous, but
diametrically opposite, consequences can also be found under the
second hypothesis”.

Por analoǵıa simple, en la esfera real sucede lo contrario; in-
cluso Lambert lo afirma con estas palabras “ But the difference
up to 180 degrees increases like the area of the triangle.”

3. That the altitude of an isosceles right-angled triangle continually
ws as the sides increase but it can never become greater than a
certain length which I call the Constant....

Esta es la única afirmación de Schweikart que no se puede
leer directamente en Lambert y es precisamente sobre la que
Gauss se extiende en su respuesta a Gerling.La figura que

12Es muy interesante la observación de Rosenfeld en [Ros88] pàg. 218:“ But after
1812 − 1817, during which time Schweikart was a professor of jurisprudence at
Har’kov University, he changed his point of view. It is possible that this was due to
the influence of Osipovskíı (who was rector of Har’kov University in 1813− 1820),
author of the previously mentioned book On time and space that was a critique of
Kant’s views on the a priori nature of the concepts of space and time”.
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Schweikart env́ıa a Gauss es muy importante, pues, como el
joven J. Bolyai, también lo hab́ıa léıdo en la analoǵıa (veáse
más adelante en las pàginas 21 y 24), en la la geometŕıa del
ángulo agudo hay triángulos ideales con uno, dos o tres vértices
en infinito, o mejor, con uno o dos o tres ángulos interiores nulos.
El caso que Schweikart menciona es relevante porque se trata
del triángulo rectángulo con la hipotenusa paralela a uno de los
catetos, el otro cateto es su altura y es finita por la ley de cosenos
II 21. El angulo interior no nulo es el angulo de paralelismo co-
rrespondiente a esta altura. El Memorando fue una bomba para
Gauss y debe haber sido muy importante en su rápida cambio
de actitud hacia los kantianos.

5. Taurinus [1794− 1874]

En la carta a Taurinus en 1824 (tomo prestada de [Dou72] , pàg.
16 la traducción de Dou al español ), Gauss le dice:

“ no creo que nadie se haya ocupado más que yo precisa-
mente sobre esta segunda parte [geometŕıa dél ángulo agu-
do], aunque jamás he publicado algo sobre ello. La hipótesis
de que la suma de los tres ángulos sea menor que 180o lle-
va a una geometŕıa original, completamente distinta de la
nuestra (eucĺıdea), que en śı misma es absolutamente con-
secuente y que he construido de una manera completamen-
te satisfactoria para mi mismo, de modo que puedo resolver
cualquier ejercicio de la misma, excepto la determinación
de una constante, que a priori no puede averiguarse, (...).

Todos mis esfuerzos para encontrar una contradicción o
una inconsecuencia en esta geometŕıa no eucĺıdea han si-
do estériles, y lo único que resiste a nuestro entendimiento
es que śı fuera verdadera tendŕıa que haber en el espacio
una maginitud lineal déterminada en śı misma (aunque
desconocida para nosotros). Pero creo que a pesar de la
sabia palabreŕıa de los metaf́ısicos que nada dice, sabemos
propiamente demasiado poco o incluso nada acerca de la
verdadera esencia del espacio, para que podamos confundir
algo que nos viene poco natural con lo Absolutamente Im-
posible. Si la geometŕıa no-eucĺıdea fuera la verdadera y si
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18 CARLOS J. RODRÍGUEZ B.

aquella constante estuviera en cierta relación con magnitu-
des que se encuentren en la región de nuestras mediciones
en la tierra o en el cielo, entonces seria posible averiguarla
a posteriori.

Sorprende la seriedad con la que Gauss responde al joven Tauri-
nus. Se debe sin duda a la siguiente declaración de Taurinus (ver
[Dou02] , pag. 58):

“Toda geometŕıa, en la que se supone que la suma de los
ángulos de un triángulo es menor que dos rectos, no con-
tiene en śı misma —por razón del concepto— ninguna con-
tradicción con el axioma de la ĺınea recta y yo retiro com-
pletamente mi conjetura de que pudiera encontrar una. Lo
que es una necesaria consecuencia del axioma, que entre
dos puntos sólo una ĺınea recta es posible, es lo que en
cierto modo no excluye. La contradicción hay que buscarla
en que no uno, sino infinitos sistemas de esta clase, cada
uno de misma pretensión de validez; y en que, por tanto,
habŕıa infintas rectas entre dos puntos del espacio ...”

El paralogismo de Taurinus ha sido analizado por Dou en [Dou02] .
Pasamos a desarrollar la analoǵıa, siguiendo estrechamente a Tau-

rinus tal como se puede leer en [Bon55], pàg. 77 − 83, o en [ES95] ,
pàg. 256− 266. También seguiremos a [CB01] .

Las fórmulas fundamentales de la trigonometŕıa esférica son :
Consideremos un triángulo esférico de lados a, b, c y ángulos opuestos
A, B, C respectivamente, entonces

(1e) sin A sin b = sin B sin a

(2e) cos a = cos b cos c + sin b sin c cos A

(3e) cos A = cos a sin B sin C − cos B cos C

Estas fórmulas nos permiten encontrar tres elementos desconocidos
de un triángulo esférico, conociendo los otros tres. (Los seis elementos
de un triángulo son sus tres lados y tres ángulos).

A diferencia de la geometŕıa euclidiana, en la esférica si conocemos
los tres ángulos, conoceremos los tres lados del triángulo.

Taurinus parte de las fórmulas de trigonometŕıa esférica y reem-
plaza, desarrollando la analoǵıa, los lados reales de un triángulo, por
lados imaginarios, de lo que obtiene
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(1i) sin A sin ib = sin B sin ia

(2i) cos ia = cos ib cos ic + sin ib sin ic cos A

(3i) cos A = cos ia sin B sin C − cos B cos C.

De Euler se conoćıa que ex =
∑∞

n=0
xn

n! , cambiando la variable x

por ix, eix =
∑∞

n=0
(ix)n

n! , que es un número complejo, donde su parte
real es la sumatoria de los k pares y su parte imaginaria es la de los k
impares, aśı que

eix =
∞∑

k=0

(ix)2k

(2k)!
+

∞∑

k=0

(ix)2k+1

(2k + 1)!

eix =
∞∑

k=0

(−1)kx2k

(2k)!
+ i

∞∑

k=0

(−1)kx2k+1

(2k + 1)!

Estas series estan analizadas ya en el Tentamen, segundo volumen
(pàg. 380−383), el libro de F. Bolyai, en cuyo primer volumen apare-
ció publicado el Ápendice veáse la pàg. 49 de la traducción de Halsted
del Ápendice en [Bon55]. Estas páginas también son una prueba del
conocimiento de la analoǵıa por Bolyai padre e hijo.

La primera sumatoria de la derecha de la igualdad es cosx y la
segunda sumatoria es sinx, aśı que

eix = cos x + i sin x

ahora, cambiando la variable x por ix, tenemos

(1E) e−x = cos ix + i sin ix

y cambiando ahora la variable −x por x, tenemos ex = cos(−ix) +
i sin(−ix), pero como cos x es par y sin x es impar nos queda

(2E) e−x = cos ix− i sin ix

Con el fin de saber que es cos ix sumamos (1E) y (2E), lo que nos
queda e−x+ex = 2 cos ix; Ahora para despejar sin ix, a (1E) le restamos
(2E), lo que nos queda e−x − ex = 2i sin ix y por lo tanto,

e−x + ex

2
= cos ix
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y
ex − e−x

2i
= sin ix.

A pesar del i, la unidad imaginaria, en cos ix y en i sin ix, ambas
cantidades son reales y las fórmulas que Taurinus obtuvo por una
sustitución formal pueden rescribirse en términos de la función expo-
nencial o en términos de las funciones trigonométricas hipérbólicas que
Lambert hab́ıa estudiado (ver su memoria de 1768, [Lam68] ). ¡No
hay indicios de que las hubiese asociado con la trigonometŕıa del ángu-
lo agudo!

La expresión i sin ix Lambert la llamó seno hiperbólico de x, y cos ix
la llamó coseno hiperbólico de x, debido a que se pueden obtener de la
parametrización de la hipérbola.

De (2i), cos ia = cos ib cos ic + sin ib sin ic cos A, tenemos que

cos ha = cosh b cos hc + sen ib sin ic cos A

pero sin ix = sinh x
i , aśı que

cosh a = cosh b cosh c +
sin ib

i

sin ic

i
cos A

por lo tanto

cosh a = cosh b cosh c− sinh sinh cos A.

De forma similar se prosigue con (1i) y con (3i), para obtener las
fórmulas fundamentales de la trigonometŕıa hiperbólica:

(1h) sin A sinh b = sin B sinh a

(2h) cosh a = cosh b cosh c− sinh b sinh c cos A

(3h) cos A = cosh a sin B sin C − cos B cos C.

Al triángulo al que eventualmente se le aplican las fórmulas ante-
riores, por razones obvias lo llamaremos hiperbólico. Y a la geometŕıa
donde viven estos triángulos geometŕıa hiperbólica.

Cuantas cosas de la maravillosa nueva geometŕıa pueden leerse en
esta fórmulas con un mı́nimo de talento matemático. El gran mérito
de Taurinus es ser el primero que lo hizo públicamente, retando a
Gauss para que explicara como lo haćıa él. El silencio de Gauss fue
terrible para Taurinus que decepcionado por el silencio, renunció a
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una segura brillante carrera como matemático. La respuesta que expli-
caŕıa el silencio de Gauss es que su método era el mismo que el joven
Taurinus usaba. Un académico del prestigio de Gauss no pod́ıa de-
jarse llevar por el arrebato y hablar de triángulos imaginarios de unas
esferas de radio imaginario; no, él teńıa que aclarar primero este asunto
y encontrar un método de demostración directo o aceptable desde el
punto de vista de la época.

Todo lo que Gauss y Schweikart hab́ıan enunciado como resulta-
dos de la nueva geometŕıa con o sin demostración se deduce fácilmente
de estas fórmulas. Todos los pasos cruciales en los libros de Sacche-
ri, Lambert, J. Bolyai, y Lobatchevski, se pueden anticipar con
estas fórmulas.

Primero, veamos que estas fórmulas se refieren a triángulos de la
geometŕıa del ángulo agudo. Es decir que la geometŕıa hiperbólica
coincide con la geometŕıa del ángulo agudo. Supongamos un triángulo
hiperbólico equilátero, haciendo uso de (2h) tenemos

cosh a = cosh2 a− senh2 a cos A,

i despejando cos A,

cos A =
cosh2 a− cosh a

senh2 a
=

cosh a(cosh a− 1)

cosh2 a− 1
=

cosh a

1 + cosh2 a
.

Como a > 0, cosh a > 1, aśı que cosA > 1
2 entonces A < π

3 . Por lo
tanto la suma de los tres ángulos es menor que π; es decir, estamos en
la geometŕıa del ángulo agudo.

Segundo, en la nueva geometŕıano hay triángulos semejantes que no
sean congruentes. Efectivamente, de 3h se deduce que el conocimiento
de los tres ángulos de un triángulo de la nueva geometŕıa determina los
tres lados. Cosa análoga directamente a lo que sucede en la geometŕıa
de la esfera. Podemos pues considerar el lado del triángulo equiángulo
con un ángulo de valor π/4 como nuestra unidad de longitudes. Queda
aśı explicada una de las afirmaciones de Gauss, que Lambert hab́ıa
logrado deducir a la Saccheri.

Si trabajamos con un triángulo hiperbólico rectángulo en el ángu-
lo opuesto a c en el cual hacemos tender b a infinito, se obtiene un
región triangular infinita de la mayor importancia en la nueva geo-
metŕıa . La altura es precisamente la constante que Schweikart men-
ciona en su Memorando a Gauss. Reemplazamos en (3h) cos A =
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cosh a sin B sin C − cos B cos C donde conocemos C = π
2 , A = 0 y el

valor de a es fijo.
Entonces tenemos 1 = cosh a sin B, por lo tanto 1

cosh a = sin B. De
cos2 B + sin2 B = 1 obtenemos que cos B = tanh a.

Usando la identidad trigonométrica tan 1
2B = sin B

1+cos B y reemplazando
tenemos

tan
1

2
B =

1

cosh a(1 + senh a
cosh a )

=
1

cosh a + senh a
;

haciendo uso ahora de e−x+ex

2 = cosh x y ex−e−x

2 = senh x aśı que

tan
1

2
B =

1
e−a+ea

2 + ea−e−a

2

=
2

2ea
.

Por lo tanto

tan
1

2
B = e−a,

que es la fórmula fundamental de la geometŕıa del ángulo agudo, B es
el llamado ángulo de paralelismo para el segmento de longitud a. Veáse
la figura adjunta.

a

b
 

B

C A

6. Bolyai

En esta sección nos referiremos al trabajo original de J. Bolyai
como el Apéndice y las referencias serán todas a la versión de Kárteszi
[Kár87] ; este trabajo contiene una versión fascimilar de la obra de J.
Bolyai que fue escrita en lat́ın. La traducción de Karteszi tiene varias
ventajas sobre la de Halsted que aparece publicada en la versión de
Dover del clásico de [Bon55]. En las propias palabras de Karteszi su
traducción tiene las siguientes caracteŕısticas [Kár87] , pàg. 8:
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Though the translation follows the requirements of modern
language and style, it accurately reflects the concise Latin
text. Dissection into chapters not occuring in the original
, changing notation to that used today, setting the illustra-
tions at suitable places of the text, application of an up-to-
date drawing technique and, finally, the presence of some
new illustrations help to avoid the unnecessary dificulties
usually encountered when reading old prints and texts.

La parte III del libro de Karteszi nos interesa. Veamos la presentación
que el mismo hace de esta parte [Kár87] , pàg. 8.

Part III is a series of informal short remarks divided into
sections corresponding to those of the original work. Ac-
tually, with these remarks we try to make easier the com-
prehension of the text which, because of its conciseness,
can only be read with close attention, thinking the mate-
rial over and over again. This happens once by completion,
once by reformulation and more detailed explanation in or-
der to dissolve conciseness, yet another time by addition
and further argument.

El texto de J. Bolyai es dif́ıcil. Claramente estamos al frente de un
texto genial, la concisión del texto es su rasgo carateŕıstico y es pro-
ducto más bien de las restricciones tipográficas y urgencias editoriales.
Karteszi dice [Kár87] , pàg. 34:

Farkas Bolyai had been writing his principal work for about
twenty years when, in 1829, he was granted the permission
to publish it in print. It appeared in two volumes, the first
one in 1832.

In the autumn of 1830 János met his father again. Pro-
bably by arrangement made on this occasion, he decided to
write a brief exposition of absolute geometry. He gave ma-
nuscript, in Latin, to his father in 1831 with the purpose
of adding it, as one of the appendices, to the father’s book
just in preparation.

De Karteszi tomo la sección §7 de la pàg. 32 de [Kár87] :

First of all, we must point out that although János Bol-
yai had an excellent education in the basic facts of mathe-
matics, his familiarity with special ĺıterature was poor, and

60



24 CARLOS J. RODRÍGUEZ B.

he had only a rather incomplete notion of contemporary
achievements. Even Gauss’ results only a small propor-
tion was known to him; for example, he has not heard of
the investigations of Gauss in surface theory contained in
the work Disquisitiones generales ćırca superficies curvas
througbout his life. Neither was he aware of work done by
Saccheri, Lambert, Schweikart, and Taurinus. He
got acquainted with the ideas of Gauss only after the Ap-
pendix had been published, and he took notice of a (single)
work of Lobachevsky even later, in 1848 (these circums-
tances have already been pointed out by Stáckel).

Comparto muchas de las opiniones de Karteszi, pero difiero de las
interpretaciones que da de algunas de ellas. ¿Cómo es posible que un
joven estudiante de ingenieŕıa haya resuelto el problema de las paralelas
a la edad de 21 años? La lectura que se puede hacer del Apéndice
con la analoǵıa como recurso explica satisfactoriamente esta pregunta;
sólo se requieren buenos conocimientos de trigonometŕıa esférica, de
geometŕıa anaĺıtica y cálculo diferencial para desarrollar la analoǵıa;
materias que un estudiante, como J. Bolyai, de ingenieŕıa militar de
la época cursaba.

Obviously, the relative lack of information increased the
dificulties encountered by Bolyai. The stimulating effect
of scholarly environment, the interest shown by colleagues
working in related fields, acquaintance with the methods of
others are all solid supports and strong impulses for an
effective and stout research work. Bolyai had no share of
them.

The first written document from which we can draw con-
clusions regarding the progress of is ideas is dated from
1820. In one of Bolyai’s sixth-class copy-books of mecha-
nics there are four illustrations accompanied by the words
Parallelarum Theoria. They say a lot to the well versed
mathematician.
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Las figuras aparecen copiadas en la pàg. 223 del libro de Karstezsi
[Kár87] . Las copiamos aqúı para comentarlas.

La primera revela que el joven J. Bolyai se dió cuenta muy pronto
que el ĺımite de una familia de circunferencias tangentes interiores en
un punto fijo cuando el centro de la circunferencia se va a infinito
no necesariamente es una recta. Si el ĺımite es una recta, se trata de
la geometŕıa del ángulo recto; si da una curva punteada como la m se
trata de la geometŕıa del ángulo agudo. Esto debe haberlo conducido al
concepto de linea F tan fundamental en el Apéndice. Recordemos que el
padre F. Bolyai, en sus investigaciones sobre el problema de las para-
lelas, se hab́ıa topado con la ĺınea equidistante y reducido el problema
de las paralelas al problema de la determinación de una circunferencia
por tres puntos no alineados, y que fue el padre el que introdujo el hijo
al problema. La importancia de la circunferencia en el problema de las
paralelas es completamente natural si se está usando la analoǵıa como
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método descubrimiento. Me atrevo a afirmar que el primer trabajo de
F. Bolyai sobre la ĺınea equidistante estaba inspirado en superar el
paralogismo de Lambert.

La tercera figura es similar a la del memorando de Schweikart a
Gauss. El mismo comentario vale. La figura se puede leer directamente
en la analoǵıa. Simplemente preguntándose cómo se ve un octágono en
la esfera ordinaria, después imaginárselo en la la nueva geometŕıa , y
analizando su limite cuando los vértices se va han infinito por las diago-
nales principales. La existencia de tŕıangulos ideales, con un vértice en
infinito, o un lado de longitud infinita, nace naturalmente en la analoǵıa
al considerar un caso ĺımite de la ley de cosenos II, como lo vimos en
Taurinus.

La segunda y cuarta pueden ser gráficas para estudiar anaĺıticamente
la ĺınea equidistante y la misma ĺınea F . En la segunda puede pensarse
que se toma como eje y ĺınea F ; cosa plausible desde la perspectiva de
nuestra hipótesis. En la cuarta, aparece F como el lugar geométrico de
puntos correspondientes.

Curiosamente ninguna de estas figuras tan dicientes aparecen como
ilustraciones en el Apéndice. La razón puede ser tan simple como que
son las figuras del descubrimiento que se hizo con cálculo infinitesimal,
mientras las del apéndice son las de la demostración. Como Eucli-
des, el joven J. Bolyai evita el infinito tanto como le sea posible.
Recordemos que en el origen de la cuestión de las paralellas está el
evitar el infinito en los principios.

Three of the illustrations are concerned with the (limit)
circle of infinite radius, while the fourth shows a “regu-
lar octagon” whose sides are straight lines parallel to two
principal diagonals each. The metamorphosis of Bolyai’s
attitude to geometry has already begun.

Finally, one winter night of 1823 he established the rela-
tion connecting the so-called angle of parallelism with the
distance of parallelism. This was the second decisive step
in his investigations.

Rejoicing over the discovery, a fairly common experien-
ce in research work, the complete contour of the structure
of non-Euclidean geometry ocurred to him. This sudden
occurrence of the final form directed his pen when writing
the famous letter to this father on 3rd November 1823:
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“... I have created another world, a new world from not-
hing: all I had sent before was merely a house of cards as
compared with a tower. I am convinced that it will not do
much less credit to me than an invention could do”.

The father, in his reply, tries to cool the enthusiasm of
János. He is anxious for his son since he cannot believe
that János has really found a new way which leads him to
the solution of the problem open for two thousand years.

In February 1825 János visits his father in Marosvá-
sárhely and shows him the construction of absolute space
science in detail. The father formally understands, or rat-
her follows and takes note of the ideas of János, but cannot
graps their essence and significance. He is unable to get rid
of the Euclidean aspect deeply rooted in him. After passio-
nate debates János leaves full of sorrow. He did not succeed
in convincing his former intellectual companion.

Muy seguramente J. Bolyai acompañó su presentación apoyándo-
se más en los métodos del análisis, como los usados en las secciones
§32 y §33, que en las deduciones sintéticas al modo euclideano que
finalmente usó en su versión del Apèndice. Su dominio del análisis in-
finitesimal no debeŕıa ser el más riguroso, por la época y por su edad;
las secciones §32 y §33 muestran éstas limitaciones, sin embargo te-
nia suficiente conocimiento del cálculo para descubrir sus resultados.
El resto del Apèndice es impecable y tiene la misma sobriedad y con-
tundencia que los Elementos de Euclides . Salvo la consistencia, que
descansa precisamente sobre el método de los infinitésimos, todav́ıa en
la época de Gauss sin fundamento establecido, el resto del Apèndice
debeŕıa satisfacer al padre F. Bolyai; y le animó a publicar su tra-
bajo como apéndice de su obra. Pero mientras no estuviese resuelto el
problema de la consistencia, la posibilidad de encontrar un absurdo en
la nueva geometŕıa estaba latente. Eso explica porque F. Bolyai en
su ultima obra publica su trabajo en donde demuestra la equivalencia
del quinto postulado con la determinación de una circunferencia por
tres puntos. Sabemos muy bien que todo el Apèndice se desmoronaŕıa
como un castillo de arena si tal cosa fuese cierta de manera absoluta.

In 1826 Bolyai hands over a ‘ṕıece of work’ to his former
professor, captain Johann Wolter von Eckwehr. It
‘lays the foundations’ of absolute geometry (data taken
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from manuscripts of János Bolyai). Unfortunately, the ma-
nuscript sent to Eckwehr has not been found.

Farkas Bolyai had been writing his principal work for
about twenty years when, in 1829, he was granted the per-
mission to publish it in print. It appeared in two volumes,
the first one in 1832.

[...] The title of Farkas Bolyai’s book was the following:
Tentamen juventutem studiosam in elementa Matheseos
pura introducendi. One of the three appendices to the first
volume belonged to János. Its title was: Appendix sćıen-
tiam spat́ıi absolute veram exhibens: a veritate aut falsi-
tate Axiomat́ıs XI Euclidei, a prioŕı haud unquam deciden-
da, indipendentem: adiecta ad casum falsitatis quadratu-
ra circuĺı geometrica. For brevity, these works are usually
referred to as Tentamen and Appendix, respectively. The
offprints of the Appendix came out in June 1831.

Farkas Bolyai sent the Appendix to Gauss and, in
the name of his son, asked his opinion. Gauss’s famous
reply bore the date 6th March 1832. Farkas had it duplica-
ted and sent a copy to János who was staying in Lemberg.
János received the letter on 6th April.

The letter of Gauss was the first criticism given by an
expert. In spite of the cool style, it expressed sincere ap-
preciation. Let us quote that part concerned with the Ap-
pendix in full.

”Now something about the work of your son. If I begin
by saying that I must not praise him, surely, you will be
startled for a moment; but I cannot do otherwise; praising
him would mean praising myself: because all the contents
of the work, the way followed by your son, and the results
he obtained agree almost from beginning to end with the
meditations I had been engaged in partly for 30− 35 years
already. This extremely surprised me indeed.

It had been my intention to publish nothing of my own
work during my life; by the way, I have noted down only
a small portion so far. Most people do not even have a
right sense of what this matter depends on, and I have
met only few to accept with particular interest what I told
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them. One needs a strong feeling of what in fact is missing
and, as to this point, the majority of people lack it. On the
other hand, I had planned to write down everything in the
course of time so that at least it would not vanish with me
some day.

Thus I was greatly surprised that now I can save myself
this trouble, and I am very glad that it is just my good old
friend’s son who so wonderfully outmatched me.

I find the notat́ıon highly characteristic and concise; in
my opinion, would be good to fix not only symbols or let-
ters, but also definite names for some basic not́ıons, and
I have been considering a few such names for a long time.
Examining the matter by intuition we need neither names
nor symbols; they only become necessary when we want to
make ourselves understood by others.

For instance, the surface and the line your son calls F
and L might be named parasphere and paracycle, respecti-
vely: they are, in essence the sphere and circle of infinite
raii. One might call hypercircle the collection of all points
at equal distance from a straight line with which they lie
in the same plane; similarly for hypersphere. But all these
are subordinate questions of no importance; content rather
than form is the main point.

In some parts of the investigation I had proceeded in a
slightly different way; as a sample, I enclose the (essentia-
lly) pure geometrical proof of the theorem which says that
the difference from 180o of the angle sum of a triangle is
proportional to the area of the triangle.

... I tried here to present just the outlines of the proof
without any smoothing or polishmg for which I have no
time now. You are free to inform your son of it; in any
case, please give him my kind regards and assure him of
my sincere appreciation. At the same time, invite him to
deal with the following problem: To find the volume of the
tetrahedron (space bounded by four planes).

As the area of the triangle can be obtained so simply,
one would expect there is a simple expression also for the
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volume asked above. This expectation appears to be trea-
cherous.

For treating geometry correctly from the outset, it is in-
dispensable to prove the possibility of the planum; the usual
definition contains too much and, as a matter of fact, ta-
citly includes a theorem. It is surprising that all authors
from Euclid until recent times have gone about the problem
so carelessly. This difficulty, however, is of a quite other
nature than that of deciding between Σ and S, and is not
very hard to remove. Probably just your book will satisfy
me in this respect.

That it is impossible to decide a priori between Σ and
S is the clearest evidence of the mistake Kant had made
when stating that space was merely the form of our looking
at things. I pointed out another, equally strong, reason in a
short paper to be found in the year 1831 volume of the Gott.
Gel. Anzeigen as item 64 on pàg. 625. Perhaps it will not
be a disappointment if you try to procure that volume of the
G.G.A. (which may be accomplished through any bookseller
in Vienna or Buda), as you also find there, developed in a
few pages, the essence of my views concerning imaginary
quantit́ıes.”

Esta carta tiene dos enigmas.
El primero, Gauss considera que el Apèndice lo exime de publicar

sus propias investigaciones; es decir, Gauss reconoce que el Apèndice
de J. Bolyai resuelve satisfactoriamente el problema de las paralelas.
Gauss considera la nueva geometŕıa en pie de igualdad con la geo-
metŕıa de Euclides y el Apèndice que tiene en sus manos demuestra
como tal cosa esposible. ¿Pero J. Bolyai acaso ha resuelto el problema
de la consistencia? Leyendo a Gauss pareciera que śı.

El segundo, ¿por qué termina su referencia al Apèndice con una men-
ción a las cantidades imaginarias?

El primero se puede aclarar aśı. Gauss hab́ıa publicado su trabajo
sobre la geometŕıa de superficies en 1828, seguramente el era el único
matemático que pod́ıa deducir de las dos páginas de las secciones §32
y §33 del Apèndice la reducción de la consistencia de la geometŕıa del
ángulo agudo a la geometŕıa ordinaria, salvo la propia consistencia de
los infinitésimos, cosa posiblemente más dificil de tratar que la cuestión
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de las paralelas, pero que una mente como la de Gauss podŕıa dar por
sentado. J. Bolyai no pod́ıa verlo con tanta claridad, desafortuna-
damente no conoció el trabajo de Gauss sobre superficies en toda su
vida; Kárteszi escribe [Kár87] , pàg. 32: “Even of Gauss ’results only
a small proportion was known to him; for example, he has not heard
of the investigations of Gauss in surface theory contained in the work
Disquisitiones generales circa superficies curvas through his life”. Más
adelante mostraré como Gauss pudo hacer esta lectura.

El segundo, puede ser un reconocimiento al papel de las cantidades
imaginarias en el descubrimiento de la nueva geometŕıa y , por lo tan-
to, la importancia del propio Gauss, quien fue el que popularizó la
conocida interpretación geométrica de los números complejos (también
descubierta por Argand).

By a certain claim of priority, Gauss’s letter strongly re-
sembles a statement he had made relative to investiga-
tions of Jacobi and Abel fundamentally important in
the theory of elliptic functions. Legendre had attached
much value to Abel’s works, and the statement had sho-
cked him. Similarly, János Bolyai had good reason to
become indignant at Gauss’ behaviour.

One should agree with Bolyai who has written the follo-
wing:

“In my opinion and, I firmly believe, in any impartial
opinion all of the reasons Gauss has put forward in order
to explain why he did not want to publish anything of his
papers on the subject throughout his life are ineffective and
void; really, in science just as in everyday life the question
always is to clarify the necessary and useful but still obscu-
re things adequately and to arouse, duly train and promote
the turn, missing or dormant, for what is true and correct.
To the great loss and detriment of humanity, aptitude for
mathematics occurs generally in very few people; for this
reason or on this pretext, Gauss could remain consistent
only by concealing another very considerable part of his ex-
cellent works at home. Neither the fact that, unfortunately,
several mathematicians, even celebrated ones, are superfi-
cial, may serve for an intelligent man as a basis to create
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only superficial and mediocre things and leave science let-
hargically in the state inherited. Such an assumption may
be described as directly unnatural and absolute nonsense;
ı́t is all the more to be resented if Gauss, instead of ack-
nowledging the great value of the Appendix and the whole
Tentamen in a straightforward, definite and open manner,
expressing his great pleasure and interst, and trying to as-
sure due reception to a good cause, rather avoided all this
and confined himself to simple wishes and complaints about
the lack of proper culture. Life, activity and merit are cer-
tainly difierent from that.” The following lines written by
him in an application dated from 1832:

“Gauss seems to have been the only to make some fairly
easy steps towards the goal, but he was still very far from
seeing it. In spite of all efforts, however, he was unable
to advance; the author can make this unquestionable by
several data contained partly in the present, party in the
previous letter of Gauss and several letters of the father
(addressed to the author). It was only in the second half of
the year 1823 that the author overcame all the main diffi-
culties he had encountered. Formerly, when he had had the
honour to be a student of the Imperial and Royal Academy
of Engineering, he had been captured by a keen interest in
every real knowledge and particulariy in this subject which
is, apart from its importance and fame, so extraordinary
even from the historical point of view. After a few light
attempts which had still come short of reaching the final
aim, he did not shrink back from the troubles of a power-
ful attack to that broad and so insatisfactory gap. And he
deeply feels that he will not find peace and happiness before
winding out of this labyrinth.”

Completamente de acuerdo con J. Bolyai, este ensayo pretende
apoyar su punto de vista.

Gauss’ attitude towards J. Bolyai was unworthy of his
own immense scientific prestige deserved by creative work.
He was unaware of the moral obligation that to call the
attention of scientific community to a great discovery and
help the unknown scientist on his way of development is
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the duty of those who have already reached the summit and
whose words of appreciation can give weight to others as
well.

Completamente de acuerdo con Karteszi, cúanto hubiese cambiado la
historia de la geometŕıa si Gauss hubiese llamado al joven J. Bolyai a
Götingen. Por qué no lo hizo, no lo sabremos nunca, pero la historia tie-
ne un ejemplo más de un gran hombre comportándose mezquinamente
con un joven de talento.

Subsequently, during the elaboration of absolute geometry,
J. Bolyai has obtained further important results. The
present book deals only with the Appendix, J. Bolyai ’s
single work published in print. For a long time, no other
results of his were known.

He has remained isolated to the end of his life. Not by
his fault, but by the social conditions of that time.

El resto de esta sección la dedicaré leer algunos apartes del Apéndice
con la analoǵıa.

1. ¿En que demostraciones del Apéndice uno puede encontrar hue-
llas de la analoǵıa que no se han podido borrar completamente?

En la sección §32 J. Bolyai usa los métodos infinitesimales
para abordar desde el punto de vista de la geometŕıa anaĺıtica
de Descartes algunas cuestiones de la la nueva geometŕıa . En
el lenguaje de hoy, introduce un sistema global de coordenadas y
encuentra que el ds2 = sinh2 ydx2 + dy2. Este sistema es análogo
al sistema de coordenadas esféricas, con x midiendo la longitud
a lo largo de una ĺınea recta y la coordenada y la distancia al
eje x. Las ĺıneas y = cte son las ĺıneas equidistantes del eje x
(en el caso de la esfera se trata de los paralelos equidistantes del
ecuador). El joven J. Bolyai está leyendo en la analoǵıa , con
todo su talento no parece haber usado un sistema de coordenadas
basado en los paraciclos, lo que lo hubiese colocado a las puertas
del modelo que Poincaré descubrió cincuenta años más tarde
en 1882, modelo que suministra una de las pruebas más sencillas
de la independencia del postulado de las paralelas ([Kár87] , pàg.
207). Los paralelos son curvas equidistantes en la geometŕıa de la
esfera, las coordenadas esféricas son las coordenadas más natu-
rales en la esfera; afortunadamente la analoǵıa no es tautológica
y no existe análogo del paraciclo en la geometŕıa de la esfera; las
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rectas en la esfera ordinaria tienen longitud finita, las rectas de
la “esfera imaginaria” longitud infinita, etc.

2. J. Bolyai dice en la sección §32: “ For the sake of brevity,
we shall not explain how everything we have presented beginning
from (IV) can be deduced also without integration”, [Kár87] , pàg.
107. Evidencia grande de que mucho de lo anterior pudo haber-
se descubierto primero con los infinitésimos y después deducido
también sin ellos.

3. ¿ Por qué usa resultados de estereometŕıa en cuestiones pla-
nimétricas?

Esta es una evidencia clara de la sujección al programa de
Lambert, que es forzosamente tridimensional. La esfera ordi-
naria, aunque en si bidimensional, se piensa en todo momento
como una supeficie en R3. Aunque Gauss descubre en su propio
desarrollo del programa de Lambert las propiedades intŕınsecas
de las superficies tridimensionales, es con Riemann que se re-
formula el programa de Lambert en el sentido del estudio de la
geometŕıa de las superficies abstractas (las variedades bidimen-
sionales). La noción de paraesfera es tridimensional y es crucial
en el Apéndice. Originalmente pensada como una superficie ĺımi-
te de esferas, la paraesfera puede definirse sin la noción de ĺımite
y muy a lo Euclides, usando la noción de puntos correspon-
dientes, algo que se leyó en analoǵıa con la esfera como el lugar
de puntos correspondientes a uno dado respecto de un haz de
rectas concurrentes, analoǵıa que debeŕıa tenerse encuenta en la
historia de los modelos euclideanos del espacio hiperbólico; re-
lación que se refuerza cuando es necesario para el desarrollo del
programa demostrar que las secciones planas de la paraesfera son
paraciclos (si la sección es normal) o circunferencias (si la sección
es oblicua), con toda la reminiscencia de las secciones de la es-
fera ordinaria, que buenos nombres le dió Gauss a estos lugares
maravillosos de la nueva geometŕıa .

4. La pregunta anterior lleva a la siguiente: ¿ es posible sintética-
mente construir la geometŕıa hiperbólica plana sin la geometŕıa
hiperbóloca del espacio?
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La idea de recurrir al espacio, cosa que Saccheri ni vis-
lumbró es realmente la diferencia entre Lobatchevski y J. Bol-
yai y Lambert, Gauss y Taurinus. El plan que Gauss eli-
gió fué intŕıseco, bidimensional en su naturaleza, y en el descu-
brió la geometŕıa de superficies allanando el camino a Riemann.

Liebman probó en 1907 (ver [Bon55], pàg. 89) que la trigono-
metŕıa hiperbólica se puede desarrolar intŕınsecamente, su prue-
ba descansa en la noción de paraciclo, mientras que la prueba
de J. Bolyai necesita también del hiperciclo, la curva equidis-
tante. La demostración de la ley de los senos para triángulos
hiperbólicos de J. Bolyai, aśı como la de Lobatchevski, es
una adaptación de la prueba de la ley de senos para triángulos
esféricos; como en ese caso se proyecta el triángulo hiperbólico
sobre la paraesfera, una noción tridimensional por su naturale-
za; se reduce aśı la nueva ley de senos a la ley de senos de la
geometŕıa euclidiana que es la que vale en la paraesfera.

Para demostrar en la sección §21 que en la geometŕıa de la
paraesfera vale el axioma de las paralelas, el resultado crucial en
la prueba de la ley de senos de la nueva geometŕıa , necesita de
un resultado estereométrico, que prueba en la sección §9.

El resultado de la sección §21 es dictado completamente por
la analoǵıa, pues la trigonometŕıa de la paraesfera se obtiene de
la trigonometŕıa esférica cuando el radio se hace infinito, y un
ejercicio elemental de series de potencias reduce las fórmulas de
la trigonomtŕıa esferica a las fórmulas de la trigonometŕıa eu-
clidiana. J. Bolyai se encontró con una prueba euclidiana de
este hecho al analizar la transitividad del paralelismo en el espa-
cio. Cosa que sorprendentemente también le ocurrión a Lobat-
chevski. Que este resultado sea equivalente a la transitividad
del nuevo paralelismo que es equivalente al axioma de las para-
lelas en la paraesfera es una pieza clave en el rompecabezas del
entramado lógico deductivo del Apéndice. Lo llamaré teorema
del Prisma Paralelo Infinito. Dice aśı:

Si tres planos se intersectan en tres rectas y dos de ellas
resultan paralelas, la tercera lo será.

J. Bolyai se dió cuenta de esto al revisar el Apéndice y en la
fe de erratas del original lo señala.
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En la sección §10 demuestra que la relación de puntos corres-
pondientes es transitiva, su hermosa prueba es estereométrica en
la médula, pues el caso planimétrico lo deduce del estereométrico;
cosa que sugiere se haga en la reformulación de la transitividad
del paralelismo que en su fe de erratas a la sección §7.

Que la clave de la nueva geometŕıa estaba en la esfera y en la cir-
cunferencia Lambert lo dijo primero, pero Farkas el padre de Bolyai
dedicó una buena parte de su vida al problema de las paralelas se-
guramente orientado por una lectura de Lambert. Su resultado más
interesante es el siguiente, ver [Ros88], pàg. 109:

The proof is based on the postulate that three points not on
one line are always on some circle.

This assertion is equivalent to the parallel postulate. In
fact, in Lobacevskian geometry three noncollinear points
determine a circle, an equidistant curve, or a horocycle.

This proof was published by F. Bolyai after the discovery
of non-euclidean geometry by his son and by N. I. Loba-
cevskíı but, regrettably, F. Bolyai failed to understand this
discovery.

Con esta cita y recordando el paralogismo de Lambert, que confun-
dió un hiperciclo con un ćırculo, cosa por cierto correcta en la geometŕıa
de la esfera, quiero resaltar como las tres curvas son imprescindibles en
la trigonometŕıa independiente del postulado de las paralelas, tal cosa
fue probada por De Tilly en 1870 en sus Études de Mécanique abs-
traite, ver [Bon55], pàg. 114. El hiperciclo se necesita para dar cuenta
de la trigonometŕıa euclidiana y del ángulo obtuso, el paraciclo para la
trigonometŕıa del ángulo agudo. En cierto sentido el hiperciclo es a la
la geometŕıa del ángulo obtuso como el paraciclo es a la geometŕıa del
ángulo agudo.

El paraciclo se encuentra de manera muy natural cuando uno inves-
tiga la afirmación que Lambert hace en la analoǵıa sobre la validez
absoluta de la trigonometŕıa de la esfera. Resulta entonces que la esfera
de radio infinito que pasa por un punto dado, define una superficie que
ya sea en geometŕıa euclidiana o no euclidiana, tiene la geometŕıa del
plano euclideano; esto se deduce de las fórmulas de la trigonometŕıa
esferica, cuando se hace tender el radio a ∞. Si uno puede deducir sin
análisis este teorema, al modo de Euclides, tiene la trigonometŕıa de
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la geometŕıa del ángulo agudo. Queda explicado porque J. Bolyai de-
dica de la sección §11 a la §24 al estudio del paraciclo y de la paraesfera.
En las primeras diez secciones J. Bolyai desarrolla la nueva noción
de paralelismo de la geometŕıa del ángulo agudo. Veamos cómo las pri-
meras secciones nacen de manera natural cuando uno quiere probar
los teoremas sobre la paraesfera que la analoǵıa ha dictado. Las rectas
son los paraciclos a los que convergen las circunferencias máximas de
las esferas que tienden a la paraesfera; son por lo tanto la intersección
con la paraesfera de planos que contienen a sus ejes, un triángulo es-
tará determinado por tres planos, cuyas rectas de intersección son ejes
de la paraesfera. Habrá pues que probar absolutamente que dos planos
que cortan a un tercero formando angulos suplementarios cuya suma
es menos que dos rectos se cortan

En la sección §6 J. Bolyai demuestra la permanencia de la noción
de paralelismo: dos rectas del mismo sentido son paralelos independien-
temente de los oŕıgenes que elijamos para analizar su paralelismo y la
reciprocidad de la relación. En la sección §1 demuestra que el ángulo
entre dos paralelas es cero en infinito, cosa que pudo tomar como defi-
nición sino tuviese el mismo escrúpulo de Euclides y de los geómetras
que investigaron la cuestión de las paralellas que evitaban el infinito a
toda costa.

Un análisis completo del Apéndice sigue revelando su profunda re-
lación con la analoǵıa de Lambert.

7. Lobatchevski

El mismo análisis que se hizo del trabajo de J. Bolyai en la sección
anterior, se propone para Lobatchevski , la conclusión será la misma.

Los resultados fundamentales de su O nachalah geometrii [1829]13

son los siguientes (ver [Ros88], pàg. 206):

Who would not agree that a Mathematical discipline must
not start out with concepts as vague as those with which
we, in imitation of Euclid, begin Geometry, and that now-
here in Mathematics should one tolerate the kind of in-
suff́ıciency of rigor that one was forced to allow in the
theory of parallel lines.... The initial concepts with which

13Las ideas de este trabajo fueron expuestas el 11 de Febrero de 1826 en la
Universidad de Kazan, donde era profesor.
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any discipline begins must be clear and reduced to the sma-
llest possible number. It is only then that they can provide
a firm and adequate foundation for the discipline. Such
concepts must be learned by the senses—the inborn ones
must not be trusted.

We saw that the sum ofthe angles in a rectilinear trian-
gle cannot be > π. It remains to assume that this sum is
= π or< π. Both can be assumed without any subsequent
contradiction, and this gives rise to two geometries: one,
in common use to this day owing to its simplicity, actua-
lly agrees with all measurements; the other, an imaginary
one, more general and therefore more difficult in its cal-
culations, admits the possibility of dependence of lines on
angles.

If one assumes that the angle sum is π in one rectilinear
triangle then it will be that in all. If, on the contrary, we
allow it to be less than π in one then it is easy to show
that it decreases as the sides of the triangle increase.

Thus two lines cannot meet in the plane if they form with
a third angles whose sum is π. They need not intersect in
the case when this sum is < π provided that we make the
additional assumption that the angle sum in a triangle is
< π.

Thus, relative to a line, all lines in the plane can be
divided into those that meet it and those that do not. The
latter will be called parallel (to that line) if they represent
a limit, or, to put it differently, mark the transition from
those in one category to those in the other among all lines
issuing from one point....

A consequence of the assumption that the angle sum in a
triangle is < π is that, with increasing radius, a circle tends
not to a straight line but to a special kind of curve that we
will call a limit circle. In this case, a sphere will tend to a
curved surface which we will similarly call a limit sphere.
The intersection of this surface with a plane is either a
circle or a limit circle.

Geometry on the limit sphere is exactly the same as we
know it in the plane. The limit circle takes the place of
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the straight line in the latter and the angles between the
planes in which the ĺımit (circles) lie replace the angles
between straight lines. The shorter their arcs, the closer
the limit circles are to straight lines, so that the difference
in ratio to the length of an arc can be made arbitrarily
small. Therefore, whatever applies to the first applies to the
second, provided that we suppose the first and the second
extremely small.

Thus if the Geometry of nature is such that two parallel
lines must be inclined to a third at angles whose sum is
< π, then the Geometry in common use is a Geometry
of extremely short lines in comparison with those (of the
geometry) where the angle sum in a triangle is perceptibly
different from π.

Todo lo que Lobatchevski dice se puede leer directamente en la
analoǵıa. Ya lo hemos hecho y no es necesario repetirlo de nuevo. Ro-
senfeld comenta lo anterior aśı ([Ros88], pàg. 206− 207):

We note that the name imaginary geometry that Loba-
cevskü gave to the geometry he discovered echoes the na-
me imaginary numbers that he used for complex numbers.
This name emphasizes that the relation of the geometry
he discovered to the commonly used Euclidean geometry
is the same as the relation of the complex numbers to the
real numbers. Lobacevski statement that “concepts must be
learned by the senses—the inborn ones must not be trus-
te”, shows that since the rejection of the parallel postulate
had not led to contradictory consequences, he repudiated
the notion that Euclidean geometry is the only conceivable
consistent geometry and concluded that different consistent
geometric systems are in fact, conceivable.

Pienso que la analoǵıa con la esfera de radio imaginario es más valiosa
que la oscura analoǵıa que dice:

la geometŕıa del ángulo agudo és a geometŕıa eĺıptica

como los números complejos son a los números reales.

A la nueva geometŕıa se la llama imaginaria porque se ha descubierto
con la analoǵıa.
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La obra de Lobatchevski que voy a comentar es New principles of
geometry with a complete theory of parallels lines (Geometrische Un-
tersuchungen zur theorie der Parallellinien, Berlin, 1840); en la versión
de Halsted que trae inclúıda la versión de Dover del libro de Bono-
la [Bon55]. Fue la primera obra de Lobatchevski que Gauss leyó.
Gauss reconoce a Lobatchevski como un matemático de talento, su
comentario favorable de este libro hizo que otros matemáticos se in-
teresarán en la obra del rector de la Universidad de Kazan.

El plan de la obra es diferente al del Apéndice. El concepto clave en
la obra de Lobatchevski es el de ángulo de paralelismo. Considera la
función y = Π(x), donde Π(x) es el ángulo que una paralela a una recta
por un punto dado a una distancia x de ella hace con la perpendicular.
Si no se supiese de que función anaĺıtica estamos hablando, elaborar un
plan para estudiarla geométricamente ciñéndonos al canón euclideano
seŕıa imposible. Veamos como la tarea se facilita enormemente si usa-
mos la analoǵıa. La fórmula explicita se calcula con la segunda ley de
cosenos como no lo enseño Taurinus 22:

tan
1

2
Π(x) = e−x.

El problema es deducir a la Euclides esta fórmula a partir de la
geometŕıa euclidiana absoluta (la que se encuentra en los Elementos y
no depende del postulado de las paralelas) y de la hipótesis del ángulo
agudo. Esta hipótesis puede facilmente reducirse a la afirmación de
que Π(x) < π

2 para toda distancia x. El paralelismo se puede definir
de manera absoluta de la misma manera como Gauss y J. Bolyai lo
hicieron. Los problemas de la permanencia, reciprocidad y transitividad
de la relación de paralelismo se encuentran de la misma manera como
J. Bolyai los encontró. Hay que destacar una coincidencia: el enfoque
a la transitividad es el mismo, encontrándose ambos con la proposición
estereométrica que he llamado Prisma Paralelo Infinito en la sección
dedicada a J. Bolyai (veáse la pàgina 35). ¿ Quien puede conjeturar
qué la suma de los ángulos dihédricos de uno de estos prismas es π
de manera absoluta? Sólo quien lo haya léıdo en la analoǵıa. Alĺı es
evidente. En este punto divergen sustancialmente los enfoques de J.
Bolyai y Lobatchevski . El primero prueba la formulación para
planos del axioma de las paralelas en la formulación original de Eu-
clides para la paresfera, Lobatchevski demuestra el análogo para
planos del teorema que asegura que la suma de los ángulos interiores
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de un triángulo es π. Su prueba descansa en la demostración de que el
área de los triángulos esféricos es proporcional al exceso angular. Este
es un resultado absoluto. De la analoǵıa ya lo sab́ıamos, ¡la paraesfera es
euclidiana absolutamente, porque la trigonometŕıa esférica es absoluta!

El desarrollo del horiciclo, nombre que Lobatchevski da al paraci-
clo de J. Bolyai y Gauss, no es muy diferente y la prueba importante
del decaimiento exponencial de las longitudes de los segmentos de pa-
raciclos cuando nos movemos sobre un eje es prácticamente la misma.

En el desarrollo de la trigonometŕıa también hay diferencias. Mien-
tras J. Bolyai sólo deduce la ley de senos, el enfoque de Lobat-
chevski le permite obtener también las leyes de cosenos. Además hace
una prueba unificada de la trigonometŕıa esférica y la trigonometŕıa
del ángulo agudo. Lo de J. Bolyai es sobrio (como Euclides ), mar-
cado por la urgencia; lo de Lobatchevski es, en cierto sentido más
moderno, de alguien que sabe más, su enfoque es funcional desde un
principio. Los métodos son muy diferentes. Pero estoy comparando la
primera y única obra sobre el tema de J. Bolyai con la tercera versión
de Lobatchevski. Ambas obras en este punto son maravillosas.

Un intento de descubrir con la analoǵıa el plan que Lobatchev-
ski siguió para deducir la trigonometŕıa también resulta exitoso. El
pudo muy bien comenzar por reescribir las fórmulas de la trigonometŕıa
hiperbólica para un triángulo rectángulo, descubriéndolas como lo hizo
Taurinus, con la analoǵıa, en términos de las funciones trigonométri-
cas del angulo de paralelismo. Veamos que ocurre:

Las fórmulas fundamentales de la trigonometŕıa hiperbólica:

(1h) sen A sinh c = sinh a

(2h) cos hc = cosh a cosh b

(3h) cos A = cosh a sin B

Donde se trata del triángulo de lados a, b, c con ángulos opuestos A, B,
i C = π. Como sin Π(x) = (cosh x)−1 la identidad (2h) de arriba se
puede escribir:

(2h) sin Π(c) = sin Π(a) sin Π(b).

Una fórmula a la que Lobatchevski le hace magistralment la si-
guiente lectura. Es la ley de los senos de un triángulo rectángulo esférico
de lados Π(c), Π(a) y ángulos opuestos Π(b), 1

2π. Si para cada triángu-
lo rectángulo a, b, c con ángulos opuestos A, B, i C = 1

2π, existe un
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triángulo esférico con lados Π(c), Π(a), y ángulos opuestos Π(b), 1
2π ¡se

reduciŕıa la ley de cosenos de la trigonometŕıa hiperbólica a la ley de
senos de la esférica! El plan esta listo. Lobatchevski lo realiza. No sa-
bemos realmente como lo hizo, hemos demostrado que con la analoǵıa
puede concebirse el plan de la dedución lógica, plan que śı podemos
leer en el libro de Lobatchevski .

Casi que en cada paso dif́ıcil del libro de Lobatchevski uno puede
usar la analoǵıa para encontrar el atajo o, si se quiere, explicar cómo
lo pudo encontrar.

Para terminar, afirmo que la deducción de Lobatchevski de la for-
mula fundamental está orientada por la búsqueda de una identidad
funcional para tan 1

2Π(x) que le permita deducir su caracter exponen-
cial. Esta estrategia demostrativa es imposible si uno no sabe lo que
quiere probar.

El gran mérito de la analoǵıa fue que permitió descubrir los resulta-
dos precisos de los teoremas de la nueva geometŕıa.

8. Geometŕıa intŕınseca de superficies

En esta sección analizaré la siguiente cuestión. ¿Por qué Gauss no
menciona para nada en sus cartas o en su trabajo Investigaciones ge-
nerales de superficies curvadas publicado en 1828 la estrecha relación
de estas investigaciones y el problema de las paralelas?

La respuesta que sugerimos ya la hab́ıamos anticipado en la sección
dedicada a Gauss: Consciente de que la ĺınea de investigación sintética
seguida por Saccheri (ĺınea que siguieron J. Bolyai y Lobatchev-
ski en la parte sintética) no resolveŕıa jamás el problema de la con-
sistencia de la nueva geometŕıa concibió el proyecto de encontrar una
superficie curvada donde se realice la geometŕıa de la esfera imaginaria.
La curvatura, el concepto clave en el trabajo de Gauss, está tan estre-
chamente ligado con la noción de Lambert de defecto de un triángulo
que uno está autorizado a sostener que Gauss lo prestó del problema
de las paralelas donde hab́ıa sido descubierto con la la analoǵıa. Claro,
también en la fuente de ideas de sus investigaciones sobre superficies
curvadas, están los problemas de geodesia y de construcción de mapas.

Minding, continuando con el trabajo de Gauss, publica en 1830 un
art́ıculo en donde describe por primera vez una superficie (singular) en
R3 con curvatura constante negativa (¡ el exceso angular de un triángu-
lo es negativo y, por lo tanto, su geometŕıa debe ser la geometŕıa del
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ángulo agudo!): la pseudoesfera, que se obtiene como superficie de re-
volución de una tractriz; diez años después el mismo Minding en otro
art́ıculo encuentra que la trigonometŕıa de la pseudoesfera coincide con
la trigonometŕıa de la esfera imaginaria14 que Taurinus hab́ıa desa-
rrollado completamente en 1824, cuatro años antes de la publicación
sobre superficies curvadas de Gauss . Se cerraba aśı uno de los más
hermosos caṕıtulos en la historia de la ideas: los tŕıangulos imaginarios
de la esfera imaginaria de Lambert aparećıa como triángulos geodési-
cos de una superficie del espacio euclideano. Restaba sólo por eliminar
el ćırculo singular que deja la tractriz al girar sobre su aśıntota. Esto lo
haŕıa Beltrami el alumno de Riemann en su art́ıculo de 1868 (ver
[Bon55]pàg. 138).

La Figura ilustra como se ve la tractriz.

Si uno estudia cómo se encuentra la ecuación de la tractriz a partir
de la ecuación en derivadas ordinarias que da la curvatura gaussiana
de una superficie de revolución, acepta la consistencia de la geometŕıa
euclidiana por su interpretación cartesiana en el espacio de triplas
x, y, z de números reales, debe aceptar que los trabajos de Minding,
Coddazi y Beltrami demuestran la consistencia de la geometŕıa del
ángulo agudo y, por lo tanto, queda demostrada al fin la independencia
del postulado de las paralelas, de la manera como Lambert lo hab́ıa
imaginado.

De Dou en [Dou70] , pàg. 401, cito a Lambert:

The question is, can it [the fifth axiom] be correctly dedu-
ced from the Euclidean postulates together with the other

14Cosa que fue probada rigurosamente por Coddazi en 1857, ver [Bon55], pàg.
137
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axioms? Or, if these were not sufficient, can other pos-
tulates or axioms or both be given which would have the
same evidence as the Euclidean ones and from which the
eleventh [fith] could be proved?

For the first part of this question one can abstract from
all that I have previously called representation of the mat-
ter. And since Euclid’s postulates and remaining axioms
are already expressed in words, it can and must be required
that one in the proof never leans on the matter itself, but
carries forward the proof in an absolutely symbolic way. In
this respect Euclid’s postulates are as so many algebraic
equations, that one already has as previously given, and
that must solve for x, y,z, . . ., without looklng back to
itself.

La única razón que hay para explicar porque Gauss no continuo su
plan es que el haya léıdo en el Apéndice lo siguiente.

En la sección §32 J. Bolyai usa los métodos infinitesimales para
abordar desde el punto de vista de la geometŕıa anaĺıtica de Des-
cartes algunas cuestiones de la nueva geometŕıa . En el lenguaje de
Gauss, encuentra un ds2 = sinh2 ydx2 + dy2. Este sistema es análogo
al sistema de coordenadas esféricas, con x midiendo la longitud a lo
largo de una ĺınea recta y la coordenada y la distancia al eje x. Las
ĺıneas y = cte son las ĺıneas equidistantes del eje x (en el caso de la
esfera se trata de los paralelos equidistantes del ecuador).

Este es el modelo que Gauss estaba buscando. Aśı de sencillo creo
que pasó. El desaliento de Gauss debe haber sido muy grande, porque
abandono todo interés sobre el tema, hasta que apareció Riemann y le
propuso el tema para el que Riemann compuso la famosa conferencia
de 1855 para su habilitación docente.

Si el joven J. Bolyai hubiese ido a Götingen, y hubiese aprendido
de Gauss sus lecciones sobre la geometŕıa de superficies, seguro que
se le habŕıa ocurrido usar un sistema de coordenadas basado en los
paraciclos, lo que lo hubiese colocado a las puertas del modelo que
Poincaré descubrió cincuenta años más tarde en 1882, modelo que
suministra una de las pruebas más sencillas de la independencia del
postulado de las paralelas ([Kár87] , pàg. 207). Los paralelos son curvas
equidistantes en la geometŕıa de la esfera, las coordenadas esféricas son
las coordenadas más naturales en la esfera; afortunadamente la analoǵıa
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no es tautológica y no existe análogo del paraciclo en la geometŕıa de la
esfera; las rectas en la esfera ordinaria tienen longitud finita, las rectas
de la “esfera imaginaria” longitud infinita, etc.

9. Conclusiones

Este trabajo, si cumplió su cometido, explica porque dos matemáti-
cos (Gauss y Lobatchevski ) y tres aficionados (Schweikart, Tau-
rinus y J. Bolyai ) obtuvieron resultados similares; explica también
porque coinciden los trabajos demostrativos de J. Bolyai y Lobat-
chevski 15; y explica porque Gauss, que jugó el papel de arbitro en
esta historia, no encontró mérito suficiente en los trabajos de estos
cuatro geniales matemáticos. Sencillamente, todo se pod́ıa leer en la
analoǵıa preciosa de Lambert.

La importancia de la analoǵıa en el descubrimiento de las geometŕıas
no euclidianas es un ejemplo más, y de la mayor importancia por su
fruto, de la fecundidad de la analoǵıa en los descubrimientos cient́ıficos.

Reconocimiento a Taurinus, Lambert y Bolyai tres matemáti-
cos ajenos al mundo académico que no tuvieron en su época el re-
conocimiento a sus importantes descubrimientos. Esto en el caso de
Taurinus y Bolyai fue muy lamentable, porque su frustación corto
seguramente una promisoria carrera académica. El carpintero y auto-
didacta Lambert se salvó por la generosidad de Euler y Daniel
Bernoulli; este último fue el que publicó el trabajo de Lambert
sobre las paralelas.

Afortunadamente para la historia de las ideas las palabras de padre
Farkas para desalentar a su hijo János no tuvieron eco ([Dav51], pàg.
9):

I entreat you, leave the doctrine of parallel lines alone;
you should lear it like a sensual passion; it will deprive
you of health, leisure and peace—it will destroy all joy in
your life. These gloomy shadows can swallow up a thousand
Newtonian towers and never will there be light on earth;
never will the unhappy human race reach absolute truth—
not even in geometry.

15Por ejemplo, ¿ por qué J. Bolyai y Lobatchevski tuvieron que probar la
validez absoluta de la trigonometŕıa esférica? la respuesta, si se acepta la hipótesis
de que la analoǵıa era el plan de trabajo de ambos, es obvia: el párrafo octavo de
la analoǵıa formula este hecho como algo sorprendente.
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Desafortunadamente, para J. Bolyai y aun más para Taurinus,
su trabajo sobre las paralelas estuvo a punto de arruinarles sus vidas.
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28 (1972), no. 112, 2–19. 17
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Caṕıtol 1

Introducció

El problema de la teoria de les paral.leles

A la definició XXIII dels Elements,1Euclides defineix rectes paral.leles com
aquelles rectes que, estant en un mateix pla, no es tallen. Tota la teoria de
les paral.leles d’Euclides es basa en el cinquè postulat, que diu:

Si una ĺınia recta és tallada per dues ĺınies rectes de manera que els angles
interiors del mateix costat sumin menys de dos rectes, i si aquestes dues ĺınies
rectes es prolonguen indefinidament, llavors es tallen en el costat on estan
aquests angles que sumen menys de dos rectes.

El problema de la teoria de les paral.leles consisteix a demostrar que
aquest postulat és conseqüència dels altres postulats dels Elements. Posi-
doni, ja en el segle I aC, va abordar el problema, equiparant rectes paral.leles
amb rectes equidistants (vegeu [Bon55], pàg. 2).

El problema es va resoldre negativament a finals del segle XIX, dos mil
anys després; és a dir, es va demostrar que el cinquè postulat no es pot
deduir de la resta de postulats o, el que és el mateix, es va demostrar la seva
independència.

La prova definitiva d’aquesta independència s’atribueix a Beltrami, el
1868, i consisteix a demostrar que els punts d’un subconjunt del pla euclidià,
que anomenarem nou pla, interpretats com nous punts, i certs subconjunts
d’aquest nou pla interpretats com noves rectes, satisfan tots els postulats
d’Euclides excepte el cinquè (vegeu [Bel68], o la secció D.4). Aquesta nova
geometria és, doncs, un exemple d’una geometria on no és vàlid el cinquè
postulat. D’aquestes geometries se’n diuen geometries no euclidianes.

1Vegeu, per exemple, [DLt03] o [Euc56], pàg. 154-155.
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El teorema de Pitàgores a la versió àrab dels Elements, obra de Naş̄ir al-Dīn
al-Tūs̄i, 1258.

El cinquè postulat té diverses formulacions equivalents.2 Dues, que seran
molt importants en aquest llibre, són les següents:

1. Per un punt exterior a una recta, en un pla donat, passa una única
paral.lela.

2. La suma dels angles interiors d’un triangle és 180◦.

De la primera formulació es dedueixen dues maneres de negar el cinquè
postulat.

1 a. La primera consisteix a dir que per un punt exterior a una recta,
en un pla donat, no hi passa cap paral.lela. Això ens porta a contradicció

2Vegeu, per exemple, [Rev04].
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amb els altres postulats, i per tant aquesta manera de negar-lo la descartem.
No obstant això, amb lleugeres modificacions, ens portaria a la geometria
esfèrica.

1 b. La segona manera de negar-lo és dir que per un punt exterior a una
recta, en un pla donat, hi passa més d’una paral.lela. Aquesta fou la manera
emprada per Bolyai i Lobatxevski per descobrir la geometria hiperbòlica.

De la segona formulació, equivalentment, se’n dedueixen dues maneres
de negar el cinquè postulat.

2 a. La primera, coneguda com la hipòtesi de l’angle obtús, dóna lloc
a una geometria on la suma dels angles interiors d’un triangle és major
que 180◦. S’anomena geometria de l’angle obtús i és equivalent a la segona
hipòtesi de Lambert, que explicarem a la secció següent.

2 b. La segona, coneguda com la hipòtesi de l’angle agut, dóna lloc a
una geometria on la suma dels angles interiors d’un triangle és menor que
180◦. S’anomena geometria de l’angle agut i equival a la tercera hipòtesi de
Lambert.

Per raons que més endavant seran òbvies, la geometria de l’angle agut
s’anomena també geometŕıa hiperbòlica.3

La història de la demostració de la independència del cinquè postulat és
una de les més importants en la història de les matemàtiques i en la història
de les idees. Se la coneix com la Història de les geometries no euclidianes.
En els dos mil anys que separen Posidoni de Beltrami, molts matemàtics
varen creure haver resolt el problema positivament.

D’aquesta història s’han escrit molts llibres i aquest que teniu entre les
mans pot considerar-se’n un de més. De manera que hem de donar als
lectors bones raons, a part de poder llegir Gauss en català, per haver-lo
escrit. Vegeu la secció !Motivació" a la pàgina 21.

Saccheri i Lambert

Des del punt de vista històric tenen gran importància els anomenats quadri-
làters de Saccheri i Lambert, ja que es van utilitzar per intentar demostrar,
sense èxit, el cinquè postulat. En mirar de fer això, van fer geometria
sense usar el cinquè postulat, de manera que van ser els primers a estudiar
geometria absoluta.

3 La geometria euclidiana compleix la hipòtesi de l’angle recte, equivalent a la primera
hipòtesi de Lambert. És la geometria on la suma dels angles interiors d’un triangle és
igual a 180◦.
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Saccheri, el 1733, en la seva obra Euclides ab omni naevo vindicatus
sive conatus geometricus quo stabiliuntur prima ipsa universiae geometriae
principia, [Sac20], va obtenint resultats a partir dels postulats d’Euclides
sense utilitzar mai el cinquè postulat. Això ho fa amb l’esperança de trobar
un resultat contradictori amb la negació d’aquest postulat, la qual cosa
demostraria que el postulat és cert. És a dir, deixaria de ser un postulat per
passar a ser un teorema.

L’únic error que comet és considerar que certs resultats són contradictoris
o falsos pel sol fet d’estar en contra de la intüıció euclidiana ordinària.

Definició. Un quadrilàter de Saccheri és un quadrilàter tal que els
angles de la base són rectes i els costats contigus a la base són iguals.

Es pot demostrar que, en un quadrilàter de Saccheri, els angles oposats
a la base són iguals i no són obtusos. Per tant, són aguts o rectes.

Saccheri rebutjava que aquests angles fossin aguts (!l’hostil hipòtesi de
l’angle agut") perquè aquesta hipòtesi el portava a obtenir resultats !que
repugnen la naturalesa de la ĺınia recta".

Concretament, la seva proposició XXXIII (vegeu [Sac20], pàg. 173), diu:

La hipòtesi de l’angle agut és absolutament falsa; perquè repugna la natura-
lesa de la ĺınia recta.

Per tant, els quatre angles havien de ser rectes, i això demostrava el
cinquè postulat.

La contradicció que troba, a la demostració d’aquesta proposició, és que
per un punt d’una recta s’hi poden traçar dues perpendiculars diferents; el
seu error és que la recta que considera està formada per punts de l’infinit,
que no són realment punts del pla.

Es quedava, aix́ı, a les portes del descobriment de la geometria no eucli-
diana.

Lambert, el 1766, a la seva obra Theorie der Parallellinien, [Lam86],
fa raonaments semblants als de Saccheri però no cau en l’error de dir que
ha demostrat el cinquè postulat.4 De fet, sembla que ell veu possible una
geometria sense el cinquè postulat, ja que escriu: !M’inclino a pensar que la
hipòtesi de l’angle agut és certa en alguna esfera de radi imaginari", vegeu
el punt 9 de l’analogia, a la secció següent, pàgina 15.

Definició. Un quadrilàter de Lambert és un quadrilàter amb tres angles
rectes.

4El 1980 Laptev va afirmar que Lambert també va arribar a contradicció. Vegeu
[Ros88], pàg. 101.
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La primera hipòtesi de Lambert consisteix a suposar que el quart angle
és recte. Llavors els costats oposats són congruents dos a dos i el quadrilàter
és un rectangle. Estem en el cas de la geometria euclidiana.

La segona hipòtesi de Lambert consisteix a suposar que el quart angle
és obtús. Això el porta a contradicció.5

La tercera hipòtesi de Lambert consisteix a suposar que el quart angle
és agut. Es compleix, llavors, que cada costat adjacent a l’angle agut és
més gran o igual que el seu oposat. A diferència de Saccheri, Lambert no
va publicar la seva obra.

Com a conseqüència d’aquests treballs, la geometria que s’obté en ac-
ceptar com a certa la negació del cinquè postulat se la coneix també com a
geometria de l’angle agut. També es parla de geometria hiperbòlica, per mo-
tius que es veuran més endavant, o simplement de geometria no euclidiana.

L’analogia de Lambert

L’any 1766, en la seva obra Theorie der Parallellinien abans esmentada,
Lambert va escriure (vegeu [Lam86]):

1. Es fàcil veure que, assumint la tercera hipòtesi, es pot anar més lluny i deduir
conseqüències anàlogues, però diametralment oposades a les que es dedueixen
de la segona hipòtesi. Però, per molt que es busqui en les conseqüències de
la tercera hipòtesi, no hi aflora cap contradicció. Tot això ens fa veure clar
que no és fàcil refutar aquesta hipòtesi. Citarem algunes conseqüències sense
considerar de quina manera es poden estendre mutatis mutandi sota la segona
hipòtesi.

5La proposició XVII d’Euclides ja demostra que la segona hipòtesi de Lambert no es
pot donar. Però la seva prova i les de Lambert i Saccheri impĺıcitament assumeixen que
la recta és infinita. Si no suposem això, s’obté la geometria el.ĺıptica. Vegeu [Dou70], pàg.
388, i [Nol06], pàg. 35.
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2. La més impactant d’aquestes conseqüències és que, sota la tercera hipòtesi,
hauŕıem de tenir una mesura absoluta de longitud per a cada ĺınia, d’àrea per
a cada superf́ıcie i de volum per a cada espai f́ısic. Això refuta una afirmació
que algú no versat podria prendre com un axioma de la geometria, perquè
fins ara ningú ha dubtat de la no-existència d’una mesura absoluta. Hi ha
quelcom d’exquisit en aquesta conseqüència, quelcom pel que desitjaŕıem que
la tercera hipòtesi fos vertadera!

3. Malgrat aquest avantatge, no desitgem que sigui aix́ı, perquè portaria in-
comptables inconvenients. Les taules trigonomètriques serien immenses, no
hi hauria figures semblants i proporcionals, cap figura es podria imaginar
si no fos amb les seves magnituds absolutes, els astrònoms tindrien temps
dif́ıcils, etc.

4. Però tots aquests arguments estan dictats per amor i odi, cosa que no ha de
succeir en geometria o ciència.

5. Tornem a la tercera hipòtesi. Com hem vist, sota aquesta hipòtesi la suma
dels tres angles de cada triangle és menor que 180◦. Però la diferència fins a
180◦ creix amb l’àrea del triangle; es pot expressar aix́ı: si un dels triangles
té àrea més gran que l’altre, llavors el primer té una suma d’angles més petita
que el segon.

6. Afegim justament la següent observació: teoremes completament anàlegs es
compleixen sota la segona hipòtesi, excepte perquè la suma dels angles de
cada triangle és major que 180◦. L’excés és sempre proporcional a l’àrea del
triangle.6

6Observem que Lambert s’adona que, per a la hipòtesi de l’angle agut, tan sols ha
demostrat la monotonia, és a dir, que l’àrea creix amb el defecte, però que no és clar que
creixi linealment amb el defecte.

Ja Saccheri havia usat que el defecte és additiu per a provar que existeixen rectes
asimptòtiques (vegeu [Sac20], proposició XXIV, pàg. 125). L’argument de Lambert per
a la monotonia es basa en l’observació que tant el defecte com l’àrea són funcions additives
per a regions triangulades del pla.

Si tenim, com a la figura

T

21
TT

T = T1 ∪ T2, llavors és clar que àrea T = àrea T1 + àrea T2 i defecte T = defecte T1 +
defecte T2. D’aquesta observació Lambert dedueix la monotonia entre l’àrea i el defecte
angular (vegeu els articles 81 i 82, pàg. 201 i 202, de [ES95] ). La linealitat, per a la
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7. Pensem que és extraordinari que la segona hipòtesi es compleixi si en lloc
d’un triangle pla en prenem un d’esfèric, perquè la seva suma d’angles és més
gran que 180◦ i l’excés és també proporcional a l’àrea del triangle.

8. El que ens impressiona encara més és que el que hem dit sobre triangles
esfèrics es pot provar independentment de la dificultat presentada per les
rectes paral.leles i assumint únicament l’axioma que cada pla a través del seu
centre divideix l’esfera en dues parts iguals.7

9. M’inclino a pensar que la tercera hipòtesi és certa en alguna esfera de radi
imaginari.8Almenys això explicaria el fet que, contràriament al que succeeix
amb la segona hipòtesi, la tercera ha resistit refutacions.

En els nou paràgrafs anteriors, Lambert va formular el que hem ano-
menat l’analogia (vegeu [ES95], pàg. 200-203, i [Ros88], pàg. 100).

Poca atenció s’ha dedicat en la història de les matemàtiques a aquestes
ĺınies. En aquest llibre demostrarem que l’analogia és el mètode de descobri-
ment de la geometria no euclidiana i la clau per a entendre el Disquisitiones
generales circa supef́ıcies curvas.9

Tots els resultats vàlids en la geometria de l’angle agut que va mencionar
Gauss en les seves cartes es dedueixen quasi immediatament de l’analogia.
Gauss sabia que l’aplicació formal de l’analogia no era una demostració;
Taurinus, un matemàtic aficionat que va publicar dos textos10 sobre el
problema, basats en el desenvolupament formal de l’analogia, fou ben pon-
derat per Gauss, com es desprèn de l’extensa carta que li va enviar (vegeu
la pàgina 103).

geometria de l’angle agut és també certa, però la demostració rigorosa va trigar encara un
temps, fins que varen aparèixer els treballs de Bolyai i Lobatxevski.

Per al cas de l’esfera, l’argument és similar, si parlem d’excés en lloc de defecte. La
demostració de Harriot demostra que la relació entre l’àrea i el defecte no tan sols és
monòtona sinó que és lineal. Si el defecte angular és zero, es tracta de la geometria
euclidiana.

7La cursiva és nostra. Volem remarcar que Lambert està dient que les esferes de l’espai
hiperbòlic tenen la geometria de l’esfera euclidiana. Un pas previ per a poder parlar de la
paraesfera, que és la superf́ıcie que s’obté com a ĺımit d’esferes que passen per un mateix
punt quan el centre tendeix a infinit (vegeu la pàgina 112).

8La cursiva és nostra.
9D’ara endavant ens referirem al Disquisitiones generales circa superficies curvas sim-

plement com el Disquisicions. Recordem que disquisició vol dir recerca minuciosa sobre
alguna qüestió.

10El primer text, publicat el 1825, es titula Theorie der Parallellinien, i el segon, publicat
el 1826, es titula Geometriae Prima Elementa (vegeu [ES95], pàg. 255-286).
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El teorema que avui dia coneixem com a teorema de Gauss-Bonnet, que
es pot considerar com un dels resultats fundacionals de la geometria diferen-
cial, pot descobrir-se tractant de generalitzar el teorema sobre la proporci-
onalitat de l’àrea d’un triangle i la deficiència angular d’aquest, a triangles
sobre una superf́ıcie qualsevol.

L’estudi d’aquesta proporcionalitat en el cas particular de l’esfera (l’àrea
d’un triangle esfèric és proporcional a l’excés angular) porta a la bella de-
mostració de Harriot (vegeu la secció E.4), la qual només depèn del fet que
un pla pel centre d’una esfera la divideix en dues parts congruents, i en con-
seqüència és un resultat absolut que val, tant en l’espai euclidià com en el no
euclidià. Cosa que Lambert diu precisament en el número 8 de l’analogia.

Aquest fet va portar Wachter a descobrir, el 1816, la paraesfera de
Gauss (vegeu [Ros88], pàg. 217, [Stä01], o [Bon55], pàg. 63). Aquesta
superf́ıcie equival a la superf́ıcie F de J. Bolyai (vegeu la pàgina 112), o a
l’horoesfera de Lobatxevski.

El programa anaĺıtic de Lambert

A l’article 11 de l’obra de Lambert mencionada hi podem llegir els dos
paràgrafs següents, que estableixen el que anomenarem programa anaĺıtic
de Lambert, programa establert aqúı per Lambert per a poder resoldre el
problema de la independència del cinquè postulat11 (vegeu [ES95], pàg. 162,
o [Dou70], pàg. 401):

La qüestió és: es pot deduir correctament [el cinquè postulat] a partir dels
postulats d’Euclides junt amb els altres axiomes? O, si aquests no fossin
suficients, es poden donar altres postulats o altres axiomes o ambdós que
tinguessin la mateixa evidència que els euclidians i a partir dels quals l’un-
dècim [el cinquè] axioma es pogués provar?

Per a la primera part d’aquesta qüestió es pot fer abstracció de tot el que
hem anomenat prèviament representació material. I, com que els postulats
d’Euclides i la resta d’axiomes estan ja expressats en paraules, es pot i s’ha
d’exigir que en la prova mai ens recolzem en cap representació material, sinó
que hem de fer la prova d’una manera absolutament simbòlica. Des d’aquest
punt de vista, els postulats d’Euclides són com moltes equacions algebraiques,

11Aquest programa anaĺıtic és, de fet, un programa lògic. Recordem que Lambert i
Saccheri són els únics que, entre els que estudiaren el cinquè postulat, publicaren també
tractats de lògica.
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donades prèviament, i que s’han de resoldre per a x, y, z, . . ., sense mirar la
matèria que representen.12

Aquest programa només es va completar el 1899, quan Hilbert va fer
la seva revisió dels Elements, i va publicar els famosos Grundlagen der Ge-
ometrie (vegeu [Hil91]); però és clarament l’antecedent del programa de
fonamentació de Hilbert.

Lambert és conscient que només l’aritmetització de la geometria do-
naria la solució definitiva. Els fets li varen donar la raó. Hilbert diu
textualment (vegeu [Lau99] , pàg. 319),

L’aritmetizació de la geometria és el resultat de les modernes investigaci-
ons en geometria no euclidiana, les quals es focalitzen sobre una construcció
lògicament rigorosa i sobre la més directa i completament impecable intro-
ducció de nombres en geometria.

Hilbert és la persona que redueix la consistència de la geometria eucli-
diana a la consistència de l’aritmètica, i Beltrami redueix la consistència
de la geometria hiperbòlica a la consistència de la geometria euclidiana.

Influència de Lambert sobre Gauss

Gauss coneixia el treball de Lambert.13 A més, existeix correspondència
entre Lambert i Klügel (vegeu [ES95], pàg. 323), i Klügel era !tiet" de
Gauss, ja que l’!avi" de Gauss, Kästner, fou el !pare" de Klügel.
Representem en un esquema els directors de tesi i els anys en què es van
llegir.

12Dou a [Dou70] fa un comentari molt interessant sobre aquestes paraules de Lambert.
El segon autor agraeix al professor Albert Dou haver-li cridat l’atenció sobre aquestes
paraules de Lambert i haver-li facilitat els seus arxius personals sobre la història de les
geometries no euclidianes.

13Està ben establert que Gauss va consultar aquesta obra de Lambert a Göttingen, dos
cops, una l’any 1795 i l’altre l’any 1797. Vegeu [Gra79a], pàg. 77, i [Gra79b], pàg. 241, o
també [Dun04], pàg. 398.
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1799

1763

1739

1786

Gauss

PfaffKlügel

Kastner

Klügel i Pfaff foren companys a Göttigen.14 La tesi de Klügel és
sobre la teoria de les paral.leles, i està justament dedicada a revisar les di-
verses proves que s’havien donat del cinquè postulat, incloent-hi el treball
de Saccheri (vegeu [Klü63]).

Klügel és la primera persona que creu en la independència del cinquè
postulat (vegeu [Kli72], pàg. 867); afirma que només l’experiència està en la
base d’acceptació d’aquest, i remarca que Saccheri ha descobert resultats
geomètrics que contradiuen l’experiència però no els axiomes. Aquest treball
va motivar el treball de Lambert.

El Disquisicions

Els comentaris de Dombrowski al Disquisicions, [Dom79], acaben amb
aquestes paraules.

És la culminació de més de quinze anys15 de reflexió i treball sobre la geo-
metria de superf́ıcies, i al mateix temps una obertura a noves perspectives,

14Posteriorment Gauss va fer amistat amb Pfaff i fins i tot va llogar una habitació a
casa seva.

15El treballs de topografia varen fer que Gauss s’interessés, ja a partir de 1812, per
l’estudi de les geodèsiques dels el.lipsoides de revolució i l’existència de representacions
conformes de superf́ıcies. El 1816 suggereix un problema per a posar com a competició en
una nova revista. Per diversos motius (vegeu [Dom79], pàg. 127), no es publica l’enunciat
i la resposta del mateix Gauss fins a 1825 (ell envia el treball amb data 11 de desembre de
1822), a Astronomischen Abhandlungen amb el t́ıtol !Allgemeine Auflösung der Aufgabe
die Theile einer gegebnen Fläche auf einer andern gegebnen Fläche so abzubilden, dass
die Abbildung dem Abgebildeten in den Kleinsten Theilen ähnlich wird." (Una solució
general al problema d’aplicar una superf́ıcie donada sobre una altra superf́ıcie de manera
que la imatge i la superf́ıcie aplicada siguin infinitessimalment similars). Vegeu [Gau27],
vol. IV, pàg, 191− 216. .
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quasi sense parangó en la literatura matemàtica per la seva densitat i belle-
sa de presentació, aix́ı com per la originalitat dels seus continguts i la força
estimulant de les seves idees.

I és que Gauss va escriure el Disquisicions amb molta cura. Justament
el 21 de novembre de 1825, quan redactava la primera versió, va escriure a
Schumacher (vegeu [Gau27], vol 8, pàg. 400),16

Recentment he reprès de nou una part de les investigacions generals sobre
superf́ıcies corbes, les quals han de formar la base del meu projectat assaig
sobre geodèsia avançada. És un tema tan ric com dif́ıcil, i m’aparta de
qualsevol altra cosa. Desafortunadament, veig que haig d’anar molt enrere
en l’exposició, perquè fins i tot el que és conegut s’ha de desenvolupar d’una
manera diferent, adequada a les noves investigacions. Totes les arrels de
l’arbre s’han de seguir fins als seus finals i alguns d’aquests esforços em costen
setmanes de treball esgotador. Molts pertanyen a la Geometria situs, un camp
gairebé completament incultivat fins ara.

En aquest llibre analitzem el Disquisicions a la llum de les dues hipòtesis
següents:

1. Gauss fou conscient que la solució definitiva de la prova de la inde-
pendència de la hipòtesi de l’angle agut no es podia aconseguir si es
continuava atribuint als punts, rectes i plans de la geometria absoluta,
la representació material recollida en els dibuixos. Per això Gauss va
adoptar el programa anaĺıtic de Lambert com a mètode per a resoldre
definitivament el problema de la teoria de les paral.leles.

2. Pensem que es va proposar descobrir una superf́ıcie que jugués el paper
de l’esfera de radi imaginari que Lambert havia suggerit a l’analogia.

Aquest programa passa per fer, primerament, un desenvolupament com-
pletament anaĺıtic de la geometria esfèrica, amb la idea de poder generalit-
zar, posteriorment, els resultats i mètodes obtinguts de tal manera que es

Aquest article porta el subt́ıtol !Ab his via sternitur ad maiora", (camı́ preparat per a
coses més grans), a imitació de Newton, que a De quadratura curvarum, preludi del càlcul
de fluxions, va escriure !et his principiis via ad maiora". El Disquisicions (1827) i els dos
articles sobre geodèsia avançada, !Untersuchungen über Gegenstände der Höhern Geoda-
esie", I (1844) i II (1847), ([Gau27], vol. IV, pàg, 261− 300, i 303− 340 respectivament),
representen etapes en aquest camı́.

16Durant una estada de Schumacher a Göttingen, durant el curs 1808-1809, va portar
un bloc de notes que ell mateix va anomenar Gaussiana on s’han pogut trobar comentaris
i opinions de Gauss sobre la teoria de les paral.leles. Schumacher era astrònom, alumne
i amic de Gauss, amb qui es cartejava gairebé setmanalment.
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puguin aplicar a l’estudi de la geometria de qualsevol superf́ıcie corba. El
Disquisicions és l’intent de Gauss en aquesta direcció.

El teorema VI de l’article 2 del Disquisicions, que és intranscendent a
la versió de 1827, no ho és en la versió no publicada de 1825,17 on juga un
paper fonamental (vegeu [Dom79], pàg. 101, o [Gau27], 8, pàg. 416).18

A la reconstrucció que fem de la geometria esfèrica, a l’apèndix E, veiem
que tota la trigonometria esfèrica es dedueix anaĺıticament del teorema VI
de l’article 2 del Disquisicions. Provem, també, que aquest teorema es pot
deduir algebraicament d’una manera bastant elemental, i que Gauss tenia
tots els elements per a desenvolupar-lo. De passada, en aquesta secció s’a-
ritmetitza completament la geometria esfèrica, on val la hipòtesi de l’angle
obtús. Això reforça encara més la idea de buscar una superf́ıcie anàloga a
l’esfèrica, però on valgui la hipòtesi de l’angle agut: l’esfera imaginària de
Lambert.

Però, quina és la superf́ıcie que representa aquesta esfera imaginària?
Totes les pistes de l’aplicació formal de l’analogia porten a l’hiperboloide
de dos fulls. Però, quins són els seus triangles i quines les seves diferències
angulars?

Aquesta devia ser la pregunta que va conduir Gauss a escriure el Disqui-
sicions. De passada, els seus descobriments tenien aplicacions a la geodèsia,
i el Disquisicions podia considerar-se també com el primer caṕıtol d’un text
sobre geodèsia avançada, com el mateix Gauss va dir en la seva carta a
Schumacher del 21 de novembre de 1825, que hem comentat.

Si Gauss hagués entès, com Riemann śı que va entendre, que R2 es
podia corbar en ell mateix, sense necessitat de encaixar-lo corbat a R3,
hauria pogut desenvolupar la geometria corresponent a l’element de longitud
hiperbòlic. Aquest element de longitud s’obté transformant l’element lineal
circular de l’esfera per l’analogia. Taurinus havia avançat molt aquest
treball en els seus escrits de 1825 i 1826 sobre la geometria logaritme–esfèrica
(vegeu [ES95] pág. 255-286 i [Rod05] ). Tan sols s’havia de dir que els
triangles als quals Taurinus es referia en els seus treballs eren els triangles
geodèsics de la geometria de l’element lineal hiperbòlic.

Per què Gauss no va donar aquest pas? Creiem que l’explicació més
raonable és que ell buscava una superf́ıcie a R3 amb element lineal hiperbòlic;
aquesta superf́ıcie seria la buscada esfera imaginària de Lambert.

17Podeu trobar aquesta versió a [Gau27]. N’hem fet un breu resum a l’apèndix B.
18Les paraules que va escriure Gauss a la versió de 1825 foren: !Afegim un teorema

més, que pel que sabem, no ha aparegut abans, i que es pot usar freqüentment amb
profit."
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Tractant de respondre aquestes preguntes, Gauss es va trobar amb la
geometria intŕınseca de superf́ıcies, descobriment que magistralment va re-
sumir en el Disquisicions.

Motivació

La principal raó que ens ha portat a presentar una traducció del Disquisi-
cions comentada és que les dues hipòtesis que acabem d’establir permeten
fer veure el lligam tan estret que hi ha entre el Disquisicions i el descobri-
ment de la geometria no euclidiana, i el paper que va jugar, tant en aquest
descobriment com en el mateix Disquisicions, l’Analogia de Lambert.

La lectura que resulta del Disquisicions feta sota aquestes hipòtesis
també ens permet veure, amb uns altres ulls, les obres de J. Bolyai i Lo-
batxevski, que varen aconseguir organitzar deductivament i demostrar a la
manera dels Elements els resultats de la nova geometria.19

En particular, donem respostes satisfactòries als següents interrogants
històrics que la història, tal com ha estat explicada fins ara, no ha respost:

1. Per què el jove J. Bolyai es va avançar a Gauss?

2. Per què Gauss no va tornar a treballar en la teoria de les paral.leles
després de llegir el treball de J. Bolyai?

3. Per què hi ha tantes coincidències entre les obres de J. Bolyai i Lobat-
xevski?

4. Per què va caldre esperar trenta-vuit anys, fins a l’assaig de Beltrami,
de 1868, per a dilucidar la consistència de la geometria hiperbòlica
descoberta per J. Bolyai i Lobatxevski al voltant de 1830?

Cap d’aquestes preguntes té avui una resposta satisfactòria.
Hem mirat de respondre a les dues primeres preguntes a la pàgina 116.
La resposta a la tercera pregunta és, segons la nostra opinió, que tots

dos estaven guiats per l’Analogia de Lambert, que els deia quins resultats
havien de demostrar.

I la resposta a la quarta és que no va ser fins a 1860 que es va fer pública,
després de la seva mort, la bona opinió de Gauss sobre els treballs de J.

19Els Elements, encara en el segle XIX, eren un ideal com exemple d’exposició en ma-
temàtiques. L’anàlisi, sistematització del mètode dels infinitèsims, només va adquirir un
estatus semblant a finals del mateix segle, a partir dels treballs de fonamentació de De-
dekind i Weierstrass.
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Bolyai i Lobatxevski. La gran autoritat cient́ıfica de Gauss va propiciar
la traducció i divulgació d’aquests treballs. Beltrami va trobar un element
de longitud hiperbòlic on la geometria no euclidiana tenia una interpretació
euclidiana molt senzilla (vegeu la secció D.4).

La història estàndar simplificada diu que Gauss va descobrir la geo-
metria hiperbòlica i que les seves idees passaren a J. Bolyai a través del
seu pare F. Bolyai, que havia estat amic de Gauss,20 i a Lobatxevski
a través de Bartels, que havia estat professor de Gauss abans de 1810
a Göttingen, i professor de Lobatxevski a Kazan, durant la dècada de
1810-1820.

Una nova versió d’aquesta història, més ajustada als fets, mostra que
aquesta influència no va existir.

En el present treball donem evidències que Lambert fou la font comuna
d’inspiració tant de Gauss, com de Lobatxevski i J. Bolyai.

Organització

La primera part d’aquest llibre està dedicat a la traducció del Disquisicions,
que hem procurat fer més entenedora amb l’ajut d’unes quantes notes a peu
de pàgina.

Hem usat essencialment la versió llatina21 original de Gauss reprodüıda
per P. Dombrowski a [Dom79], aix́ı com la versió anglesa22 que allà mateix
apareix i la versió francesa de M. E. Roger, [Gau70].

La segona part del llibre consta de nou apèndixs. Els tres primers, de
caràcter històric i la resta estan escrits amb el doble propòsit de completar

20Gauss i F. Bolyai varen ser molt bons amics quan eren tots dos estudiants a Göttin-
gen. Es conserven força cartes on es manifesta aquesta amistat. Es veuen per últim cop
el 25 de maig de 1799 a Brunsvic, en un passatge recordat posteriorment per F. Bolyai
(vegeu [Dun04], pàg. 31):

El vaig acompanyar el mat́ı del 25 de maig de 1799 al cim d’una petita
muntanya prop de Brunsvic. El sentiment que ens vèiem per darrer cop és
indescriptible. Fins i tot una paraula sobre les llàgrimes és ineficaç. El Llibre
del Futur és tancat. Llavors vàrem partir amb una encaixada de comiat,
quasi sense paraules, amb la diferència que ell, portat pels àngels del temple
de la fama i la glòria, retornava a Brunsvic i jo, molt menys digne, no obstant
amb bona consciència, tornava a Göttingen, [...].

21L’ajut d’Albert Dou en aquest treball, que hem comentat abans, s’estén també a
alguns detalls del llat́ı.

22Assenyalem de passada que, a la fonamental fórmula de la curvatura del final de
l’article 11 d’aquesta versió anglesa, hi ha un petit error tipogràfic.
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detalls i ser útils per a la docència de la geometria diferencial.23

A l’apèndix A comentem, un per un, els vint-i-nou articles del Disquisi-
cions, tenint en compte el posterior desenvolupament de la geometria dife-
rencial i la influència que aquests articles hi han tingut.

A l’apèndix B fem un breu resum de la versió preliminar del Disquisicions
de 1825, essencialment per remarcar que els camins per a descobrir i els
camins per a demostrar són oposats.

A l’apèndix C reprodüım passatges de totes les cartes en les quals Gauss
parla de geometria no euclidiana. Volem remarcar el gran lligam que hi ha
entre el Disquisicions i la geometria no euclidiana. Aquestes cartes van de
1799 a 1832, i el Disquisicions és de 1827.

A l’apèndix D comentem el treball de J. Bolyai, per nosaltres la persona
que frustra el camı́ emprès per Gauss en el seu estudi de la teoria de les
paral.leles. Expliquem què va veure Gauss a l’Apèndix de J. Bolyai que el
va fer donar per acabat el problema de la teoria de les paral.leles (vegeu el
peu de la pàgina 116).

A la secció E.3 de l’apèndix E calculem l’àrea de l’esfera; i a la secció E.4
donem la demostració de Harriot, que abans hem comentat, de la fórmula
de l’àrea d’un triangle esfèric. A la secció E.5 obtenim anaĺıticament les
fórmules de la trigonometria esfèrica, totes conseqüència del teorema VI de
l’article 2 del Disquisicions. Finalment, a la secció E.6, calculem la derivada
de l’angle d’inclinació per a triangles esfèrics, ja que la generalització d’quest
càlcul a superf́ıcies arbitràries va portar Gauss al teorema del defecte.24

L’apèndix F està dedicat a calcular la derivada de l’angle d’inclinació
sobre una superf́ıcie arbitrària. Ho fem, semblantment a Gauss, a partir de
les equacions d’Euler-Lagrange, aplicades a una geodèsica que talla en un
cert angle (variable) les ĺınies coordenades. Obtenim la mateixa fórmula que
obté Gauss en l’article 19 del Disquisicions, fórmula que es pot considerar
com la versió infinitesimal del teorema del defecte.

A l’apèndix G explicitem com, a partir del teorema egregi i del càlcul de
l’angle d’inclinació, obtenim el teorema del defecte. Informalment, passem
del teorema egregi al teorema del defecte integrant dos cops, i per tant
passem del teorema del defecte al teorema egregi derivant dos cops.

L’apèndix H està dedicat al desenvolupament formal de la geometria

23Durant la revisió de les proves d’impremta hem llegit la recensió que fa Osserman
a Notices of the Ams, vol. 52, núm. 9, octubre de 2005, pàg. 1030, del llibre de Gray
[Gra04], on precisament destaca la importància de la perspectiva històrica de la geometria
en el debat sobre el seu ensenyament. Pensem que el nostre treball és una contribució
positiva en aquesta direcció.

24És el teorema de Gauss-Bonnet per a triangles geodèsics.
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anaĺıtica hiperbòlica seguint l’analogia, tal com ho va fer Taurinus a les
seves obres de 1825 i 1826 citades al peu de la pàgina 15; veiem la gran
utilitat que té el teorema VI de l’article 2 del Disquisicions per a estudiar
la natura dels triangles hiperbòlics de la hipotètica esfera imaginària. A
la secció H.2 estudiem la pseudoesfera, com la superf́ıcie de revolució de
la tractriu, i veiem que és isomètrica a un tros del pla hiperbòlic. A la
secció H.3 veiem que l’esfera imaginària és, simplement, l’esfera de l’espai
de Minkowski.

Com que hem donat una demostració anaĺıtica de les fórmules de la
trigonometria esfèrica, però hem comentat que aquestes es poden deduir a
partir del dibuix escaient, hem afegit l’apèndix I, escrit per Joan Girbau, a
qui agräım la seva amabilitat. En aquest apèndix es dóna una demostració
directa de les fórmules de la trigonometria esfèrica i hiperbòlica basant-se,
en el primer cas, en el dibuix i, en el segon, en el model de l’hiperboloide de
la geometria no euclidiana.

Volem, finalment, agrair a Carles Casacuberta, president de la Societat
Catalana de Matemàtiques, l’ajut que ens ha brindat. La invitació que la
Societat ens va fer a impartir la conferència de clausura del curs 2003-200425

i els ànims que ens va donar a seguir en la nostra feina ens han ajudat a
tirar endavant el nostre projecte.

També agräım a Carles Currás la lectura detallada que va fer d’una pri-
mera versió d’aquest text. I en general a tots els geòmetres del Departament,
amb qui hem compartit xerrades i punts de vista sobre els temes del present
treball: Judit Abardia, Carlos Arturo Escudero, Eduard Gallego, Joan Gir-
bau, Gregori Guasp, Mònica Manjarin, David Maŕın, Marcel Nicolau, Joan
Porti, Jerome Scherer i Gil Solanes.

Finalment, voldŕıem emmarcar el nostre treball dintre dels actes de com-
memoració del 150 aniversari de la mort de Gauss, que va néixer el 30 d’abril
de 1777 i va morir el 23 de febrer de 1855.

25!L’esfera imaginària", Institut d’Estudis Catalans, 14 de juny de 2004.
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Caṕıtol 2

La traducció

Disquisicions generals1

sobre superf́ıcies corbes

C. F. Gauss

1

Disquisicions, en les quals s’han de considerar les direccions de diverses
ĺınies rectes a l’espai, arriben a un alt grau de claredat i simplicitat si em-
prem, com a auxiliar, una esfera de radi = 12 i centre arbitrari, i suposem
que els diferents punts de l’esfera representen direccions de ĺınies rectes pa-
ral.leles als radis que acaben en aquests punts. Com que la posició de tot
punt de l’espai està determinada per tres coordenades, les distàncies des del
punt a tres plans fixats que són perpendiculars entre ells, és necessari consi-
derar, abans de tot, les direccions dels eixos perpendiculars a aquests plans:
denotarem per (1), (2), (3) els punts de l’esfera que representen aquestes di-
reccions; la distància3 des de qualsevol d’aquests punts a un dels altres dos

1A la pàgina següent reprodüım la primera pàgina d’aquest treball, tal com apareix al
volum IV dels Werke. Vegeu [Gau28].

2Hem procurat, en aquesta traducció, mantenir la forma de la versió llatina original de
Gauss. Hem mantingut, doncs, l’expressió !radi=1".

3Sobre l’esfera.
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serà un quadrant. Suposarem que les direccions dels eixos són aquelles en
què les corresponents coordenades augmenten.4

2

No serà pas inútil de recordar aqúı algunes proposicions que s’utilitzen
freqüentment en qüestions d’aquest tipus.

I. L’angle entre dues rectes que es tallen està mesurat per l’arc entre els
punts de l’esfera que corresponen a les direccions d’aquestes rectes.5

II. L’orientació de qualsevol pla es pot representar pel cercle màxim de
l’esfera, el pla del qual és paral.lel al pla donat.

III. L’angle entre dos plans és igual a l’angle esfèric entre els cercles
màxims que els representen, i, consegüentment, està també mesurat per
l’arc interceptat entre els pols d’aquests cercles màxims. I d’això se segueix
que la inclinació d’una recta respecte a un pla està mesurada per l’arc del
cercle màxim que va perpendicularment des del punt que correspon a la
direcció de la recta fins al cercle màxim que representa l’orientació del pla.6

IV. Denotant per x, y, z; x′, y′, z′ les coordenades de dos punts, r la
distància entre ells, i L el punt de l’esfera que representa la direcció de
la recta que va del primer al segon punt, tindrem

x′ = x + r cos(1)L ,
y′ = y + r cos(2)L ,
z′ = z + r cos(3)L .

V. D’aqúı es dedueix fàcilment que tenim, de manera general,

cos2(1)L + cos2(2)L + cos2(3)L = 1

i també, si L′ denota qualsevol altre punt de l’esfera,7

cos(1)L · cos(1)L′ + cos(2)L · cos(2)L′ + cos(3)L · cos(3)L′ = cos LL′ .

4Gauss es compromet des del primer paràgraf amb l’enfocament anaĺıtic. Dedica els
dos primers articles a explicar succintament, però amb entenedora precisió, la geometria
de rectes i plans a l’espai euclidià, incloent-hi la delicada qüestió de l’orientació.

5Pensa en rectes orientades. De fet hi ha dos arcs de cercle màxim que uneixen dos
punts sobre l’esfera, però es refereix al que no excedeix de π.

6Pensa en plans orientats, és a dir, per a cada pla elegeix una de les dues normals.
7Observem que aquesta fórmula ens diu que el producte escalar de dos vectors unitaris

L i L′ dóna el cosinus de l’angle que formen.
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VI. teorema.8 Si L,L′, L′′, L′′′ denoten quatre punts de l’esfera, i A
denota l’angle entre els arcs LL′, L′′L′′′ en el seu punt d’intersecció, tindrem

cos LL′′ · cos L′L′′′ − cos LL′′′ · cos L′L′′ = sinLL′ · sinL′′L′′′ · cos A

Demostració. Denotem també per A el mateix punt d’intersecció, i posem

AL = t , AL′ = t′, AL′′ = t′′, AL′′′ = t′′′

Llavors tindrem9

cos LL′′ = cos t · cos t′′ + sin t · sin t′′ · cos A

cos L′L′′′ = cos t′ · cos t′′′ + sin t′ · sin t′′′ · cos A

cos LL′′′ = cos t · cos t′′′ + sin t · sin t′′′ · cos A

cos L′L′′ = cos t′ · cos t′′ + sin t′ · sin t′′ · cos A

i per tant

cos LL′′ · cos L′L′′′ − cos LL′′′ · cos L′L′′

= cos A (cos t cos t′′ sin t′ sin t′′′ + cos t′ cos t′′′ sin t sin t′′

− cos t cos t′′′ sin t′ sin t′′ − cos t′ cos t′′ sin t sin t′′′)
= cos A (cos t sin t′ − sin t cos t′) (cos t′′ sin t′′′ − sin t′′ cos t′′′)
= cos A · sin(t′ − t) · sin(t′′′ − t′′)
= cos A · sinLL′ · sin L′′L′′′ .

8En aquest teorema Gauss resol un problema bàsic de trigonometria esfèrica: trobar
l’angle entre dos segments esfèrics; la seva prova es basa en una de les dues lleis de cosinus
de la trigonometria esfèrica. La seva demostració és visual ; és a dir, es recolza en la
imatge que el lector té de la configuració geomètrica; aquest comentari, i similars, són
importants des del punt de vista que estem suposant que Gauss està desenvolupant el
programa anaĺıtic de Lambert, i els arguments visuals s’han d’evitar quan es refereixen a
representacions materials directes dels conceptes matemàtics.

La configuració geomètrica d’aquest teorema és molt important en astronomia; i entre
els pocs dibuixos que es troben en les obres de Gauss, el d’aquesta configuració és el més
freqüent (vegeu el dibuix de la configuració de Menelau a la pàgina 141). A l’apèndix E
demostrarem com pot deduir-se tota la trigonometria esfèrica a partir d’aquest teorema
i en donarem una prova completament algebraica. Aquest comentari explica per què
Gauss, en la versió del Disquisicions de 1825, pondera tant aquest resultat (vegeu les
obres completes de Gauss, [Gau27], el treball de Dombrowski, [Dom79] , pàg. 101, o
l’apèndix B, pàgina 96).

9Usa fórmules de la trigonometria esfèrica, quan realment no li hauria calgut. Con-
fronteu l’apèndix E.
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Però com que hi ha, per a cada cercle màxim, dues branques que surten
del punt A, aquestes dues branques formen en aquest punt dos angles que
sumen 180o: però la nostra anàlisi mostra que les branques que s’han d’a-
gafar tenen direccions donades pel sentit que va del punt L a L′, i del punt
L′′ a L′′′; i com que els cercles màxims s’intersecten en dos punts, és clar
que qualsevol dels dos punts es pot agafar arbitràriament. També, en lloc de
l’angle A, podem prendre l’arc entre els pols dels cercles màxims dels quals
els arcs LL′, L′′L′′′ formen part: però és evident que s’han d’elegir aquells
pols que estiguin similarment situats respecte a aquests arcs; és a dir, que
quan anem de L a L′ o de L′′ a L′′′, els dos pols han d’estar del mateix
costat, o bé a la dreta, o bé a l’esquerra.

VII. Siguin L, L′, L′′ tres punts sobre l’esfera i posem, per brevetat,

cos(1)L = x , cos(2)L = y , cos(3)L = z

cos(1)L′ = x′, cos(2)L′ = y′, cos(3)L′ = z′

cos(1)L′′ = x′′, cos(2)L′′ = y′′, cos(3)L′′ = z′′

i també10

xy′z′′ + x′y′′z + x′′yz′ − xy′′z′ − x′yz′′ − x′′y′z = ∆.

Denotem per λ el pol del cercle màxim del qual LL′ és una part, i que està
situat en la mateixa posició respecte a aquest arc que el punt (1) respecte a
l’arc (2)(3). Llavors tindrem, pel teorema anterior,

yz′ − y′z = cos(1)λ · sin(2)(3) · sinLL′,

o, ja que (2)(3) = 90◦,

yz′ − y′z = cos(1)λ · sinLL′, i similarment
zx′ − z′x = cos(2)λ · sinLL′

xy′ − x′y = cos(3)λ · sinLL′ .

10Obserevem que ∆ és el determinant

x y z
x′ y′ z′

x′′ y′′ z′′
.
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Multiplicant aquestes equacions per x′′, y′′, z′′ respectivament, i sumant,
obtenim, mitjançant el segon teorema dedüıt a V11

∆ = cos λL′′ · sinLL′ .

Ara hem de distingir tres casos. Primer, quan L′′ està en el cercle màxim
del qual l’arc LL′ forma part, tenim λL′′ = 90◦, i per tant ∆ = 0. Si L′′ no
està sobre aquest cercle màxim, el segon cas serà quan L′′ està en el mateix
costat que λ, i el tercer cas quan estan en costats oposats: en aquests dos
casos els punts L,L′, L′′ formaran un triangle esfèric, i estaran en el mateix
ordre que els punts (1), (2), (3) en el segon cas, i en ordre oposat en el tercer
cas.12 Denotant els angles d’aquest triangle simplement per L,L′, L′′ i la
perpendicular dibuixada sobre l’esfera des del punt L′′ al costat LL′ per p,
tindrem

sin p = sinL · sinLL′′ = sinL′ · sin L′L′′ , i λL′′ = 90◦ ∓ p ;

el signe de sobre en el segon cas, i el de sota en el tercer. A partir d’aqúı se
segueix que

±∆ = sinL · sin LL′ · sinLL′′ = sinL′ · sinLL′ · sinL′L′′

= sinL′′ · sin LL′′ · sinL′L′′ .

A més, és evident que el primer cas es pot considerar contingut en el segon
o tercer, i es pot veure fàcilment que l’expressió ±∆ representa sis vegades
el volum de la piràmide formada pels punts L,L′, L′′ i el centre de l’esfera.
Semblantment, és clar que l’expressió ±1

6∆ representa de manera general el
volum de qualsevol piràmide continguda entre l’origen de coordenades i els
tres punts de coordenades x, y, z;x′, y′, z′;x′′, y′′, z′′.

3

Es diu que una superf́ıcie corba té curvatura cont́ınua en un dels seus
punts A si les direccions de totes les rectes que van de A a punts de la
superf́ıcie infinitament pròxims a A estan desviades infinitament poc d’un

11La fórmula següent ens dóna el volum del paral.leleṕıpede en la forma usual !altura
× base".

12Associa el signe del determinant ∆ a una base positiva o negativa. Aquesta distinció
resulta fonamental quan en l’article 8 s’assigna un signe a la curvatura total.
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mateix pla que passa per A:13 es diu que aquest pla és el pla tangent a la
superf́ıcie en el punt A. Si aquesta condició no es compleix en algun punt,
la continüıtat de la curvatura queda en aquest punt interrompuda, com suc-
ceeix, per exemple, en el vèrtex d’un con. Les presents disquisicions estaran
restringides a superf́ıcies o a parts de superf́ıcies tals que la continüıtat de
la curvatura no s’interrompi en cap punt. Tan sols observarem ara que els
mètodes utilitzats per a determinar la posició del pla tangent perden el seu
significat en els punts singulars, en els quals la continüıtat de la curvatura
és interrompuda, i han de portar a solucions indeterminades.

4

L’orientació del pla tangent s’estudia molt còmodament mitjançant la
direcció de la recta normal a aquest pla en el punt A, la qual també es diu
que és normal a la superf́ıcie corba. Representarem la direcció d’aquesta
normal pel punt L sobre l’esfera auxiliar,14 i posarem

cos(1)L = X, cos(2)L = Y, cos(3)L = Z

i denotarem les coordenades del punt A per x, y, z. Siguin també x+dx, y +
dy, z + dz les coordenades d’un altre punt A′ sobre la superf́ıcie corba; ds la
seva distància a A, que és infinitament petita;15 i finalment, sigui λ el punt
sobre l’esfera que representa la direcció de l’element AA′.16 Llavors tindrem

dx = ds · cos(1)λ , dy = ds · cos(2)λ , dz = ds · cos(3)λ

i, com que ha de ser λL = 90◦,

X cos(1)λ + Y cos(2)λ + Z cos(3)λ = 0 .

Combinant aquestes equacions obtenim

Xdx + Y dy + Zdz = 0 .

13El concepte de curvatura, com una funció sobre la superf́ıcie, encara no ha aparegut.
Parla de curvatura continua únicament per dir que té pla tangent.

14L és el vector normal unitari a la superf́ıcie en el punt A, i defineix també l’orientació
del pla tangent a la superf́ıcie en A.

15Pensa en ds com la distància euclidiana entre A i A′, de manera que ds és la diagonal
d’un paral.leleṕıpede de costats dx, dy, dz. L’aplicació del mètode dels infinitesimals a la
geometria, que utilitza Gauss aqúı, ja havia aparegut a la incipient geometria diferencial
que Euler i Monge havien iniciat a finals del segle XVIII. Per aquest camı́, el problema
de la consistència de la geometria hiperbòlica dependria de la consistència del mètode dels
infinitèsims.

16λ és un vector tangent a la superf́ıcie en el punt A.
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Hi ha dos mètodes generals per a exhibir l’́ındole d’una superf́ıcie corba.17 El
primer utilitza l’equació entre les coordenades x, y, z, la qual podem suposar
redüıda a la forma W = 0, on W serà una funció de les indeterminades x, y, z.
Sigui

dW = Pdx + Qdy + Rdz

la diferencial total de la funció W . Sobre la superf́ıcie corba tindrem

Pdx + Qdy + Rdz = 0

i, consegüentment,

P cos(1)λ + Q cos(2)λ + R cos(3)λ = 0 .

Com que aquesta equació, aix́ı com la que hem establert més amunt, ha de
ser certa per a les direccions de tots els elements ds sobre la superf́ıcie corba,
veiem fàcilment que X, Y, Z han de ser proporcionals a P,Q,R respectiva-
ment, i consegüentment, com que18

XX + Y Y + ZZ = 1,

tindrem, o bé

X =
P√

PP + QQ + RR
, Y =

Q√
PP + QQ + RR

, Z =
R√

PP + QQ + RR
,

o bé

X =
−P√

PP + QQ + RR
, Y =

−Q√
PP + QQ + RR

, Z =
−R√

PP + QQ + RR
.

El segon mètode expressa les coordenades en forma de funcions de dues
variables p, q. Suposem que la diferenciació d’aquestes funcions dóna

dx = adp + a′dq
dy = bdp + b′dq
dz = cdp + c′dq .

17Es refereix que hi ha dues maneres de definir i estudiar les propietats d’una superf́ıcie,
però hem preferit mantenir la paraula ı́ndole ja que en llat́ı Gauss escriu exhibendam
indole.

El primer mètode consisteix a donar-la globalment com la superf́ıcie de nivell W = 0
d’una funció diferenciable W (x, y, z); el mètode impĺıcit. El segon, local, que la dóna com
la imatge x = x(p, q), y = y(p, q), z = z(p, q) d’una regió del pla p, q; el mètode paramètric.

18Mantindrem, al llarg de tota l’obra, l’escriptura de la versió llatina, que utilitza XX
per X2, etc.
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Substituint aquests valors en la fórmula donada anteriorment, obtenim

(aX + bY + cZ)dp + (a′X + b′Y + c′Z)dq = 0 .

Com que aquestes equacions s’han de complir independentment dels valors
de les diferencials dp, dq, tindrem evidentment

aX + bY + cZ = 0, a′X + b′Y + c′Z = 0 .

A partir d’aqúı veiem que X, Y, Z seran proporcionals a les quantitats19

bc′ − cb′, ca′ − ac′, ab′ − ba′ .

Per tant, posant, per brevetat,
√

(bc′ − cb′)2 + (ca′ − ac′)2 + (ab′ − ba′)2 = ∆

tindrem o bé

X =
bc′ − cb′

∆
, Y =

ca′ − ac′

∆
, Z =

ab′ − ba′

∆

o bé
X =

cb′ − bc′

∆
, Y =

ac′ − ca′

∆
, Z =

ba′ − ab′

∆
.

Amb aquests dos mètodes generals n’hi ha associat un tercer,20 en el
qual una de les coordenades, per exemple z, està expressada en forma d’una
funció de les altres dues x, y. Aquest mètode és evidentment tan sols un cas
particular bé del primer mètode o bé del segon. Si posem

dz = tdx + udy

tindrem o bé

X =
−t√

1 + tt + uu
, Y =

−u√
1 + tt + uu

, Z =
1√

1 + tt + uu
,

o bé

X =
t√

1 + tt + uu
, Y =

u√
1 + tt + uu

, Z =
−1√

1 + tt + uu
.

19El vector (X, Y, Z) ha de ser múltiple del producte vectorial (a, b, c)× (a′, b′, c′).
20Aquest mètode dóna localment la superf́ıcie com la gràfica d’una funció.
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5

Les dues solucions21 trobades a l’article precedent22 es refereixen evident-
ment a punts oposats de l’esfera, o a direccions oposades, com era d’esperar,
ja que la normal es pot dibuixar cap a qualsevol dels dos costats de la su-
perf́ıcie corba. Si desitgem distingir entre les dues regions que voregen la
superf́ıcie, i anomenem l’una regió interior i l’altra regió exterior, podem
llavors assignar, a cadascuna de les dues normals, la solució apropiada amb
l’ajuda del teorema demostrat a l’article23 2 (VII), i al mateix temps establir
un criteri per a distingir una regió de l’altra.

En el primer mètode, un tal criteri es pot donar a partir del signe de la
quantitat W .24 En realitat, parlant de manera general, la superf́ıcie corba
divideix aquelles regions de l’espai en les quals W conserva un valor positiu
d’aquelles en les quals el valor de W esdevé negatiu. De fet, es veu fàcilment
a partir d’aquest teorema que, si W pren un valor positiu cap a la regió
exterior, i suposem que la normal està dibuixada apuntant cap a fora, s’ha
de prendre la primera solució. A més, serà fàcil decidir en cada cas si la
mateixa regla per al signe de W es manté a través de tota la superf́ıcie, o si
per a diferents regions hi haurà diferents regles: sempre que els coeficients
P,Q,R tinguin valors finits i no tots s’anul.lin al mateix temps, la llei de
continüıtat evitarà qualsevol canvi.25

Si seguim el segon mètode, podem imaginar dos sistemes de ĺınies corbes
sobre la superf́ıcie corba, l’un pel qual p és variable i q constant; l’altre
pel qual q és variable i p constant: la posició respectiva d’aquestes dues
ĺınies en relació amb la regió exterior decidirà quina de les dues solucions
s’ha d’agafar. És a dir, sempre que les tres ĺınies següents, concretament la
branca de la ĺınia del primer sistema que surt del punt A quan p augmenta,
la branca de la ĺınia del segon sistema que surt del punt A quan q augmenta
i la normal dibuixada cap a la regió exterior, estan situades semblantment

21En aquest article Gauss explica com escollir el signe en el vector normal per a cadascun
dels dos mètodes de representar una superf́ıcie a l’espai euclidià.

22Gauss escriu aqúı, i cada cop que surt l’expressió !article precedent" més endavant,
!art. praec.".

23Gauss escriu aqúı, i cada cop que surt la paraula !article" més endavant,
!art." Gauss té completament clar que haurà de controlar els problemes d’orientació
amb el signe del determinant del producte mixt de tres vectors.

24Argument visual per a justificar l’elecció.
25Gauss s’adona que el conjunt descrit per W = 0 pot tenir diverses components. Però,

com que 0 és un valor regular de W , el signe escollit en cada component serà el mateix.
És interessant notar que, malgrat la curosa formulació anaĺıtica dels conceptes, darrere de
cada argument fonamental existeix una representació gràfica, un dibuix, que l’il.lustra i
ajuda a comprendre’l.
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a com ho estan els eixos x, y, z respectivament de l’origen d’abscisses (e. g.,
si, a la vegada per a les tres primeres ĺınies i per a les tres últimes, podem
concebre la primera dirigida cap a l’esquerra, la segona cap a la dreta i la
tercera cap a fora), s’ha d’agafar la primera solució; però sempre que la
posició relativa de les tres ĺınies és oposada a la posició relativa dels eixos
x, y, z, la segona solució és la que preval.

En el tercer mètode, s’ha de veure si, quan z rep un increment positiu,
amb x i y constants, el punt creua cap a la regió exterior o interior. En el
primer cas, en el qual la normal apunta cap a fora, preval la primera solució;
en el darrer cas, la segona.

6

De la mateixa manera que, traslladant les direccions normals a la su-
perf́ıcie corba sobre la superf́ıcie esfèrica, fem correspondre a punts de la
primera superf́ıcie punts de la segona,26 aix́ı també qualsevol ĺınia o qual-
sevol figura sobre la primera estarà representada per la corresponent ĺınia o
figura sobre la superf́ıcie esfèrica. En la comparació de dues figures que es
corresponguin l’una amb l’altra d’aquesta manera, una de les quals és com
la imatge de l’altra, es poden prendre dos punts de vista, un quan es consi-
dera únicament la quantitat, l’altra quan, oblidant relacions quantitatives,
es considera només la posició.

El primer punt de vista és la base per a introduir algunes nocions noves
que semblen útils dins de la teoria de superf́ıcies corbes. Aix́ı, a cada part
d’una superf́ıcie corba inclosa dintre de ĺımits determinats li assignem una
curvatura total o integral,27 que és l’àrea de la figura corresponent sobre l’es-
fera. Aquesta curvatura integral s’ha de distingir d’una curvatura una mica
més espećıfica que anomenarem mesura de curvatura: la darrera es refereix

26En aquest article Gauss introdueix el que avui coneixem com a aplicació de Gauss i
defineix la noció de curvatura total o integral, i la mesura de curvatura. No obstant això
aquesta aplicació ja havia estat considerada per Rodrigues; vegeu el peu de la pàgina
84.

27Per què la definició d’amplitud de 1825 es converteix, amb el nom de curvatura total
o integral, en la noció bàsica del Disquisicions de 1827? Doncs perquè la mesura de
curvatura es pot deduir de la curvatura total i tenim una definició de curvatura per a
superf́ıcies que generalitza la noció de curvatura de corbes, però que és independent de les
curvatures de les corbes sobre la superf́ıcie.

El nom de curvatura és una mica desafortunat, ja que malgrat que es defineix
extŕınsecament usant la forma que té la superf́ıcie dins l’espai euclidià, és, en realitat,
intŕınsec! Un nom correcte hagués estat densitat del defecte angular, com es veurà poste-
riorment quan parlem del teorema del defecte.
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a un punt de la superf́ıcie, i representarà el quocient obtingut en dividir la
curvatura integral de l’element de superf́ıcie al voltant d’un punt per l’àrea
del mateix element; i per tant denota la raó de les àrees infinitament pe-
tites que es corresponen l’una amb l’altra, una sobre la superf́ıcie corba i
l’altra sobre l’esfera. La utilitat d’aquestes innovacions quedarà abundant-
ment justificada, esperem, pel que explicarem més endavant. Quant a la
terminologia, l’hem pensat especialment desitjable per tal d’evitar tota am-
bigüitat, i per aquesta raó no hem cregut pas que haguéssim d’adoptar una
terminologia anàloga a la que s’admet generalment (encara que no aprovada
per tothom) a la teoria de corbes planes, d’acord amb la qual la mesura de
curvatura s’hauria d’haver anomenat simplement curvatura, i la curvatura
total, amplitud.28 Però, per què no ser lliures en l’elecció de les paraules,
sempre que no siguin sense sentit i no siguin susceptibles d’una interpretació
errònia?

La posició d’una figura sobre l’esfera pot ser o bé similar a la corresponent
figura sobre la superf́ıcie corba, o bé oposada (inversa); el primer cas es
dóna quan dues ĺınies de la superf́ıcie corba que surten del mateix punt, en
direccions diferents però no oposades, estan representades sobre l’esfera per
ĺınies semblantment situades, això és, quan la imatge de la ĺınia de la dreta
està també a la dreta; el darrer cas és quan passa el contrari. Distingirem
aquests dos casos pel signe positiu o negatiu de la mesura de curvatura. Però
evidentment aquesta distinció es pot fer només quan sobre cada superf́ıcie
elegim una cara concreta en la qual suposem que està la figura. Sobre l’esfera
auxiliar usarem sempre la cara exterior, és a dir, la girada cap enfora des
del centre; sobre la superf́ıcie corba es pot agafar com a cara exterior o
bé la que habitualment es considera realment com a cara exterior, o bé
més aviat aquella cara a partir de la qual se suposa dibuixada la normal;
manifestament, no hi ha cap canvi respecte a la similitud de les figures, si
sobre la superf́ıcie corba es transfereixen al costat oposat a la vegada la
figura i la normal, sempre que la pròpia imatge sigui representada en el
mateix costat de l’esfera.

El signe positiu o negatiu, que assignem a la mesura de curvatura d’una
figura infinitament petita, segons la seva posició, l’estenem també a la curva-
tura integral d’una figura finita sobre la superf́ıcie corba. No obstant això, si
volem discutir el cas general, són necessàries algunes explicacions, les quals
només podem tocar aqúı breument. Sempre que la figura sobre la superf́ıcie
corba sigui tal que a punts diferents d’aquesta corresponguin punts diferents

28És estranya la paraula amplitud. Si la corba és tancada aquesta integral és igual a 2π
pel nombre de voltes.
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sobre l’esfera, la definició no necessita cap més explicació. Però si aquesta
condició no es compleix, serà necessari tenir en compte dues o diverses ve-
gades certes parts de la figura sobre la superf́ıcie esfèrica, de manera que,
segons que la posició d’aquestes parts sigui similar o inversa, aquestes àrees
s’acumularan o es destruiran les unes amb les altres. El que serà més simple
en aquest cas serà suposar la superf́ıcie corba dividida en parts, tals que
cada part, considerada separadament compleixi l’anterior condició; assignar
llavors a cadascuna d’aquestes parts la seva curvatura integral, determinant
la seva magnitud per l’àrea de la corresponent figura sobre l’esfera, i el sig-
ne per la posició d’aquesta figura; i, finalment, assignar a la figura total la
curvatura integral que prové de la suma de les curvatures integrals corres-
ponents a les parts individualment. Aix́ı, de manera general, la curvatura
integral d’una figura és =

∫
kdσ, on dσ denota l’element d’àrea de la figura,

i k la mesura de curvatura en cada punt. Els punts principals amb relació a
la representació geomètrica d’aquesta integral es redueixen als següents. Al
peŕımetre de la figura sobre la superf́ıcie corba (sota la restricció de l’article
3) correspondrà sempre una ĺınia tancada sobre l’esfera. Si aquesta última
no s’intersecta a ella mateixa en cap punt, dividirà la superf́ıcie completa
de l’esfera en dues parts, una de les quals correspondrà a la figura sobre
la superf́ıcie corba; i la seva àrea, considerada positiva o negativa segons
que, amb relació al seu peŕımetre, la seva posició sigui semblant o inversa
a la posició de la figura sobre la superf́ıcie corba, representarà la curvatu-
ra integral de la figura sobre la superf́ıcie corba. Però sempre que aquesta
ĺınia es talli a ella mateixa una o diverses vegades, donarà una figura com-
plicada, a la qual, no obstant això, és possible assignar una àrea concreta
tan leǵıtimament com en el cas d’una figura sense nodes; i aquesta àrea,
pròpiament interpretada, donarà sempre un valor exacte per la curvatura
integral. No obstant, hem de reservar per a una altra ocasió una exposició
més estesa de la teoria d’aquestes figures considerades des d’aquest punt de
vista tan general.29

29Gauss és conscient que la imatge esfèrica d’una superf́ıcie pot ser un objecte geomètric
molt dif́ıcil de descriure anaĺıticament. Probablement és en aquest punt que Gauss es
troba en les dificultats que pertanyen al camp de la Geometria situs, tal com comenta a
Schumacher (vegeu un breu resum de la carta a la pàgina 19); la imatge esfèrica d’una
corba sobre la superf́ıcie pot ser una corba esfèrica molt complicada.

Tan curós i exigent com era Gauss en els seus escrits, s’ha de reconèixer que en aquest
article, on introdueix el concepte bàsic de la seva nova teoria, hi ha el taló d’Aquiles
d’aquesta.
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7

Trobarem30 ara una fórmula que expressarà la mesura de curvatura per
a cada punt d’una superf́ıcie corba. Denotem per dσ l’àrea d’un element
d’aquesta superf́ıcie corba; llavors Zdσ serà l’àrea de la projecció d’aquest
element sobre el pla de coordenades x, y; i per tant, si dΣ és l’àrea del
corresponent element sobre l’esfera, ZdΣ serà l’àrea de la seva projecció
sobre el mateix pla: el signe positiu o negatiu de Z indicarà, de fet, que
la posició de la projecció és similar o inversa a la de l’element projectat:
evidentment aquestes projeccions tenen la mateixa raó com a quantitats i
la mateixa relació quant a posició que els mateixos elements. Considerem
ara un element triangular sobre la superf́ıcie, i suposem que les coordenades
dels tres punts que formen la seva projecció són

x, y
x + dx, y + dy
x + δx, y + δy .

El doble de l’àrea d’aquest triangle s’expressarà per la fórmula

dx · δy − dy · δx

i aquesta expressió serà positiva o negativa segons que la posició del costat
que va del primer punt al tercer, amb relació al costat que va del primer
punt al segon, sigui similar o oposada a la posició de l’y-eix de coordenades
respecte a l’x-eix de coordenades.

Anàlogament, si les coordenades dels tres punts que formen la projecció
del corresponent element sobre la superf́ıcie esfèrica, des del centre de l’esfera
com a origen, són

X, Y
X + dX, Y + dY
X + δX, Y + δY ,

el doble de l’àrea d’aquesta projecció s’expressarà per

dX · δY − dY · δX

i el signe d’aquesta expressió està determinat de la mateixa manera que
abans. Per tant, la mesura de la curvatura en aquest punt de la superf́ıcie
serà

k =
dX · δY − dY · δX

dx · δy − dy · δx
.

30En aquest article, utilitzant magistralment el mètode de les coordenades, que és el
mètode propi de la geometria diferencial, troba la primera fórmula expĺıcita per a la
mesura de curvatura. Apareix la segona forma fonamental.
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Si suposem ara que la superf́ıcie està definida d’acord amb el tercer mètode
considerat a l’article 4, tindrem que X i Y estaran en forma de funcions de
les quantitats x, y. Tindrem, per tant,31

dX =
(

dX

dx

)
dx +

(
dX

dy

)
dy

δX =
(

dX

dx

)
δx +

(
dX

dy

)
δy

dY =
(

dY

dx

)
dx +

(
dY

dy

)
dy

δY =
(

dY

dx

)
δx +

(
dX

dy

)
δy

Un cop substitüıts aquests valors, l’anterior expressió es transforma en

k =
dX

dx
· dY

dy
− dX

dy
· dY

dx
.

Posant, com abans,
dz

dx
= t ,

dz

dy
= u

i també
ddz

dx2
= T,

ddz

dx · dy
= U,

ddz

dy2
= V

o
dt = Tdx + Udy , du = Udx + V dy

tenim a partir de les fórmules anteriors

X = −tZ , Y = −uZ , (1 + tt + uu)ZZ = 1

i per tant

dX = −Zdt− tdZ

dY = −Zdu− udZ

(1 + tt + uu)dZ + Z(tdt + udu) = 0

31Mantindrem al llarg de tota l’obra la notació original de Gauss,
d
dx

,
d
dy

, tot i que

estem parlant de derivades parcials
∂
∂x

,
∂
∂y

. També usarem, com ell, ddx i no d2x.
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o

dZ = −Z3(tdt + udu)
dX = −Z3(1 + uu)dt + Z3tudu

dY = +Z3tudt− Z3(1 + tt)du

i aix́ı

dX

dx
= Z3(−(1 + uu)T + tuU)

dX

dy
= Z3(−(1 + uu)U + tuV )

dY

dx
= Z3(tuT − (1 + tt)U)

dY

dy
= Z3(tuU − (1 + tt)V ) .

Substituint aquests valors a l’expressió anterior, tenim32

k = Z6(TV − UU)(1 + tt + uu) = Z4(TV − UU)

=
TV − UU

(1 + tt + uu)2
.

8

Mitjançant una eleció adequada de l’origen i eixos de coordenades, po-
dem fàcilment fer que les quantitats t, u, U s’anul.lin en un punt determinat
A.33 En efecte, les dues primeres condicions es compliran a la vegada si aga-
fem com a pla x, y el pla tangent en aquest punt. Si, a més, l’origen se situa

32Aquesta fórmula expressa la curvatura com el quocient entre el determinant de la
segona forma fonamental i el determinant de la primera, calculades per a una superf́ıcie
donada pel tercer mètode, és a dir, com a gràfica d’una funció. La segona forma fonamental
mesura com la superf́ıcie es doblega a l’espai. Rodrigues havia remarcat a [Rod15a] que
la segona forma fonamental era la derivada de l’aplicació normal, avui coneguda com a
aplicació de Gauss; vegeu [Oss90].

33En aquest article prova l’existència d’un sistema adequat de coordenades al voltant
d’un punt A de cada superf́ıcie, en el qual aquesta es veu localment, llevat d’elements
d’ordre tres, com la gràfica d’una quàdrica. De fet, aquestes coordenades foren introdüıdes
per Meusnier el 1785 en [Meu85]. En aquest sistema de coordenades la curvatura està
donada per una fórmula molt senzilla, la qual cosa permet veure quasi immediatament la
igualtat de la curvatura gaussiana i la curvatura euleriana.
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en el mateix punt A, l’expressió per a la coordenada z tindrà evidentment
la forma

z =
1
2
T 0xx + U0xy +

1
2
V 0yy + Ω ,

on Ω serà de grau més gran que dos. Girant ara els eixos de x i y un angle
M tal que

tan 2M =
2U0

T 0 − V 0

es veu fàcilment que ha de resultar una equació de la forma

z =
1
2
Txx +

1
2
V yy + Ω ,

que satisfà també la tercera condició. Un cop fet això, és evident que:
I. Si tallem la superf́ıcie corba per un pla que passi per la normal i l’eix

de les x, obtindrem una corba plana, el radi de curvatura de la qual en el

punt A serà =
1
T

, i el signe positiu o negatiu indicarà que la corba és còncava
o convexa respecte a la regió en la qual l’eix de coordenades z és positiu.

II. Anàlogament,
1
V

serà el radi de curvatura en el punt A de la corba
plana que és la intersecció de la superf́ıcie i el pla a través dels eixos y i z.

III. Posant x = r cos φ, y = r sinφ, l’equació es transforma en

z =
1
2
(T cos2 φ + V sin2 φ)rr + Ω ,

a partir de la qual veiem que, si la secció està prodüıda per un pla a través
de la normal en A i formant un angle φ amb l’eix de les x, tindrem una
corba plana el radi de curvatura de la qual en el punt A serà

=
1

T cos2 φ + V sin2 φ
.

IV. Sempre que tinguem T = V , els radis de curvatura en tots els plans
normals seran iguals. Però si T i V no són iguals, és evident que, atès que,
per a tot valor de l’angle φ, T cos2 φ + V sin2 φ està entre T i V , els radis de
curvatura de les seccions principals considerades a I i II es refereixen a les
curvatures extremes, l’un a la curvatura màxima i l’altre a la mı́nima, si T
i V tenen el mateix signe; l’un a la màxima convexitat, l’altre a la màxima
concavitat, si T i V tenen signes oposats. Aquestes conclusions contenen
quasi tot el que l’il.lustre Euler fou el primer de provar sobre curvatura de
superf́ıcies corbes.
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V. La mesura de curvatura en el punt A de la superf́ıcie té l’expressió
senzilĺısima

k = TV,

per tant tenim el
Teorema.34 La mesura de curvatura a qualsevol punt de la superf́ıcie

és igual a una fracció que té per numerador la unitat i per denominador
el producte dels dos radis de curvatura extrems de les seccions per plans
normals.

Al mateix temps es veu que la mesura de curvatura serà positiva per
a superf́ıcies concavocòncaves o convexoconvexes (la qual distinció no és
essencial), però negativa per a superf́ıcies concavoconvexes. Si la superf́ıcie
consta de parts de cada classe, llavors sobre les ĺınies que separen aquestes
parts la mesura de curvatura s’ha d’anul.lar. Més tard farem un estudi
detallat de la natura de les superf́ıcies corbes per a les quals la mesura de
curvatura s’anul.la a tot arreu.

9

La fórmula general per a la mesura de curvatura donada al final de
l’article 7 és la més simple de totes, ja que involucra tan sols cinc elements;35

arribarem a una fórmula realment més complicada, concretament una que
involucra nou elements, si desitgem emprar el primer mètode de representar
una superf́ıcie. Conservant la notació de l’article 4, posem també

d d W

dx2
= P ′,

d d W

dy2
= Q′,

d d W

dz2
= R′

d d W

dy · dz
= P ′′,

d d W

dx · dz
= Q′′,

d d W

dx · dy
= R′′ ;

aix́ı que

d P = P ′dx + R′′dy + Q′′dz

d Q = R′′dx + Q′dy + P ′′dz

d R = Q′′dx + P ′′dy + R′dz .

Ara, com que t = −P

R
, obtenim per diferenciació

RRdt = −RdP + PdR

= (PQ′′ −RP ′)dx + (PP ′′ −RR′′)dy + (PR′ −RQ′′)dz

34Prova la igualtat de la curvatura gaussiana i la curvatura euleriana.
35Una fórmula senzilla, però de la qual no es pot deduir el teorema egregi.
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o, eliminant dz mitjançant l’equació

Pdx + Qdy + Rdz = 0,

R3dt = (−RRP ′+2PRQ′′−PPR′)dx+(PRP ′′+QRQ′′−PQR′−RRR′′)dy.

Anàlogament obtenim

R3du = (PRP ′′+QRQ′′−PQR′−RRR′′)dx+(−RRQ′+2QRP ′′−QQR′)dy.

A partir d’això dedüım

R3T = −RRP ′ + 2PRQ′′ − PPR′

R3U = PRP ′′ + QRQ′′ − PQR′ −RRR′′

R3V = −RRQ′ + 2QRP ′′ −QQR′

Substituint aquests valors a la fórmula de l’article 7, obtenim per a la mesura
de curvatura k l’expressió simètrica següent:

(PP + QQ + RR)2 k

= PP (Q′R′ − P ′P ′′) + QQ(P ′R′ −Q′′Q′′) + RR(P ′Q′ −R′′R′′)
+ 2QR(Q′′R′′ − P ′P ′′) + 2PR(P ′′R′′ −Q′Q′′) + 2PQ(P ′′Q′′ −R′R′′) .

10

Obtenim36 una fórmula encara més complicada, concretament una que
involucra quinze elements, si seguim el segon mètode general de definir la
natura d’una superf́ıcie corba. És, no obstant això, molt important que
desenvolupem aquesta fórmula també.37 Retenint la notació de l’article 4,
posem també

ddx

dp2
= α,

ddx

dpdq
= α′,

ddx

dq2
= α′′

ddy

dp2
= β,

ddy

dpdq
= β′,

ddy

dq2
= β′′

36Gauss troba la mateixa fórmula de l’article anterior, però per a una superf́ıcie donada
pel segon mètode, és a dir, donada en forma paramètrica.

37Perquè en podrem deduir una altra fórmula (vegeu l’article següent), de la qual es
dedueix de manera anaĺıtica i directa el teorema egregi.
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ddz

dp2
= γ,

ddz

dpdq
= γ′,

ddz

dq2
= γ′′

i posem, per brevetat,

bc′ − cb′ = A

ca′ − ac′ = B

ab′ − ba′ = C .

Primer veiem que Adx + Bdy + Cdz = 0, o

dz = −A

C
dx− B

C
dy .

Aix́ı, com que z es pot mirar com una funció de x, y, tenim
dz

dx
= t = −A

C
dz

dy
= u = −B

C
.

Llavors, a partir de les fórmules dx = adp + a′dq , dy = bdp + b′dq , tenim

Cdp = b′ dx− a′ dy

Cdq = −b dx + a dy .

Per tant, obtenim, per a les diferencials totals de t, u,

C3dt =
(

A
dC

dp
− C

dA

dp

)
(b′ dx− a′ dy) +

(
C

dA

dq
−A

dC

dq

)
(b dx− a dy)

C3du =
(

B
dC

dp
− C

dB

dp

)
(b′ dx− a′ dy) +

(
C

dB

dq
−B

dC

dq

)
(b dx− a dy) .

Si ara substitüım en aquestes fórmules
dA

dp
= c′β + bγ′ − cβ′ − b′γ

dA

dq
= c′β′ + bγ′′ − cβ′′ − b′γ′

dB

dp
= a′γ + cα′ − aγ′ − c′α

dB

dq
= a′γ′ + cα′′ − aγ′′ − c′α′

dC

dp
= b′α + aβ′ − bα′ − a′β

dC

dq
= c′α′ + aβ′′ − bα′′ − a′β′
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i si notem que els valors de les diferencials dt, du que aix́ı s’han obtingut
han de ser iguals, independentment dels diferencials dx, dy, a les quantitats
Tdx + Udy, Udx + V dy respectivament, trobarem, després de transforma-
cions suficientment òbvies:

C3T = αAb′b′ + βBb′b′ + γCb′b′

−2α′Abb′ − 2β′Bbb′ − 2γ′Cbb′

+α′′Abb + β′′Bbb + γ′′Cbb

C3U = −αAa′b′ − βBa′b′ − γCa′b′

+α′A(ab′ + ba′) + β′B(ab′ + ba′) + γ′C(ab′ + ba′)
−α′′Aab− β′′Bab− γ′′Cab

C3V = αAa′a′ + βBa′a′ + γCa′a′

−2α′Aaa′ − 2β′Baa′ − 2γ′Caa′

+α′′Aaa + β′′Baa + γ′′Caa .

Per tant, si posem, per brevetat,38

Aα + Bβ + Cγ = D . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)
Aα′ + Bβ′ + Cγ′ = D′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)
Aα′′ + Bβ′′ + Cγ′′ = D′′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)

tindrem

C3T = Db′b′ − 2D′bb′ + D′′bb

C3U = −Da′b′ + D′(ab′ + ba′)−D′′ab

C3V = Da′a′ − 2D′aa′ + D′′aa .

A partit d’això trobem, un cop fets els càlculs,

C6(TV − U2) = (DD′′ −D′2)(ab′ − ba′)2 = (DD′′ −D′2)CC

i per tant la fórmula per a la mesura de curvatura

k =
DD′′ −D′D′

(AA + BB + CC)2
.

38Les tres equacions següents formen part de les equacions de Gauss; vegeu la pàgina
84.
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11

Mitjançant39 la fórmula que acabem de trobar n’anem a establir una
altra, la qual es pot comptar entre els més productius teoremes de la teoria
de superf́ıcies corbes. Introdüım les notacions següents:40

aa + bb + cc = E
aa′ + bb′ + cc′ = F
a′a′ + b′b′ + c′c′ = G
aα + bβ + cγ = m . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (4)
aα′ + bβ′ + cγ′ = m′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (5)
aα′′ + bβ′′ + cγ′′ = m′′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (6)
a′α + b′β + c′γ = n . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (7)
a′α′ + b′β′ + c′γ′ = n′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (8)
a′α′′ + b′β′′ + c′γ′′ = n′′ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . (9)
AA + BB + CC = EG −FF = ∆

Eliminem de les equacions 1, 4, 7 les quantitats β, γ, la qual cosa es fa
multiplicant-les per bc′ − cb′, b′C − c′B, cB − bC respectivament i sumant.
D’aquesta manera obtenim

(A(bc′ − cb′) + a(b′C − c′B) + a′(cB − bC))α
= D(bc′ − cb′) + m(b′C − c′B) + n(cB − bC) ,

una equació que es transforma fàcilment en

AD = αδ + a(nF −mG) + a′(mF − nE).

39En aquest article Gauss, en un vertader tour de force, converteix la fórmula de la
curvatura que ha obtingut a l’article anterior en una fórmula que conté només les funcions
E, F , G, i les seves derivades, és a dir, fa desaperèixer la segona forma fonamental; com
que aquestes funcions estan determinades per les longituds de corbes sobre la superf́ıcie,
dues superf́ıcies isomètriques tindran la mateixa curvatura. Ha descobert un invariant
d’una nova geometria: la geometria intŕınseca de superf́ıcies! Tal com ja hem comentat
a la pàgina 35, el nom de curvatura no és massa adequat; de fet aquest valor que acaba
d’obtenir per a k és una obstrucció perquè la superf́ıcie es pugui posar plana, i no diu, per
tant, res sobre la seva forma.

Però els càlculs que fa Gauss en aquesta secció són molt feixucs; en el vol. II, pàg. 108
de l’obra de Spivak [Spi79] se’n pot trobar una versió més simple, que usa la noció de
producte vectorial.

40Les equacions numerades següents formen part de les equacions de Gauss; vegeu la
pàgina 84.
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Igualment l’eliminació de α, γ o α, β de les mateixes equacions dóna

BD = βδ + b(nF −mG) + b′(mF − nE)
CD = γδ + c(nF −mG) + c′(mF − nE).

Multiplicant aquestes tres equacions per α′′,β′′, γ′′ respectivament i su-
mant, obtenim

DD′′ = (αα′′ + ββ′′ + γγ′′)∆ + m′′(nF −mG) + n′′(mF − nE) . . . . . . (10)

Si tractem les equacions 2, 5, 841 de la mateixa manera, obtenim

AD′ = α′δ + a(n′F −m′G) + a′(m′F − n′E)
BD′ = β′δ + b(n′F −m′G) + b′(m′F − n′E)
CD′ = γ′δ + c(n′F −m′G) + c′(m′F − n′E),

i un cop aquestes equacions es multipliquen per α′,β′, γ′ respectivament, la
suma dóna

D′D′ = (α′α′ + β′β′ + γ′γ′)δ + m′(n′F −m′G) + n′(m′F − n′E).

Una combinació d’aquesta equació amb l’equació (10) dóna

DD′′ −D′D′ = (αα′′ + ββ′′ + γγ′′ − α′α′ − β′β′ − γ′γ′)∆
+ E(n′n′ − nn′′) + F (nm′′ − 2m′n′ + mn′′)
+ G(m′m′ −mm′′).

És clar que tenim42

dE

dp
= 2m,

dE

dq
= 2m′,

dF

dp
= m′ + n,

dF

dq
= m′′ + n′,

dG

dp
= 2n′,

dG

dq
= 2n′′,

o
m =

1
2

dE

dp
, m′ =

1
2

dE

dq
, m′′ =

dF

dq
− 1

2
dG

dp
,

n =
dF

dp
− 1

2
dE

dq
, n′ =

1
2

dG

dp
, n′′ =

1
2

dG

dq
,

41Aqúı no posa els números de les equacions entre claus, com a altres llocs.
42Aquestes equacions que ara dóna Gauss, en les quals apareixen les derivades de la

mètrica, es poden reescriure fàcilment en termes de la mateixa mètrica i dels śımbols de
Christoffel.
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A més, es mostra fàcilment que tindrem

αα′′ + ββ′′ + γγ′′ − α′α′ − β′β′ − γ′γ′ =
dn

dq
− dn′

dp
=

dm′′

dp
− dm′

dq

= −1
2

ddE

dq2
+

ddF

dp · dq
− 1

2
ddG

dp2
.

Si substitüım aquestes diferents expressions a la fórmula de la mesura de cur-
vatura obtinguda al final de l’article precedent, obtenim la fórmula següent,
la qual involucra només les quantitats E,F, G i els seus quocients diferencials
de primer i segon ordre:43

4(EG− FF )2k = E

(
dE

dq
· dG

dq
− 2

dF

dp

dG

dq
+

(
dG

dp

)2
)

+ F

(
dE

dp

dG

dq
− dE

dq

dG

dp
− 2

dE

dq

dF

dq
+ 4

dF

dp

dF

dq
− 2

dF

dp

dG

dp

)

+ G

(
dE

dp

dG

dp
− 2

dE

dp

dF

dq
+

(
dE

dq

)2
)

− 2(EG− FF )
(

ddE

dq2
− 2

ddF

dp · dq
+

ddG

dp2

)
.

43La versió de 1825, que resumim a l’apèndix B, finalitza abruptament aix́ı:

Consegüentment, la mesura de curvatura en el punt que es considera és igual a

−
1

m

dd m

d p2
.

Aquesta fórmula expressa la curvatura en un sistema de coordenades sobre la superf́ıcie
anàleg al sistema de coordenades polars en el pla. És el sistema de coordenades que en
l’actual Disquisicions desenvolupa a l’article 15, i la fórmula anterior és la mateixa que
trobarà a l’article 19.

Aquesta fórmula demostra el teorema egregi, sempre que puguem demostrar
anaĺıticament l’existència de coordenades polars sobre la superf́ıcie. Però ni el 1825, ni
el 1827 Gauss disposava d’una demostració anaĺıtica completa d’aquest fet, com molt bé
remarca Spivak ([Spi79], vol. II, pàg. 119).

¿Què fa canviar de plans a Gauss i redactar-ho tot en un nou ordre? El motiu podria
ser que es va adonar, a partir de la fórmula anterior per a la curvatura, que aquesta només
depèn de m i que aquesta funció m només depèn de com es mesuren les longituds sobre
la superf́ıcie i no de com la superf́ıcie esta doblegada a l’espai.

Per tant, calia trobar algebraicament una fórmula per a la curvatura en el sistema
de coordenades en el qual ve donada la superf́ıcie, per tal de tenir una prova totalment
rigorosa del teorema egregi. Això és el que acaba de fer aqúı.

48

133



12

Si observem44 que es té sempre

dx2 + dy2 + dz2 = Edp2 + 2Fdp · dq + Gdq2,

es veu immediatament que
√

Edp2 + 2Fdp · dq + Gdq2 és l’expressió general
d’un element lineal45 sobre una superf́ıcie corba. Per tant, l’anàlisi feta a
l’article precedent ens ensenya que per a trobar la mesura de curvatura no
calen fórmules finites que expressin les coordenades x, y, z com a funcions de
les indeterminades p, q, sinó que és suficient conèixer l’expressió general de
la longitud de cada element lineal. Procedim a algunes aplicacions d’aquest
teorema tan important.

Suposem que la nostra superf́ıcie es pot desenvolupar46 sobre una altra
superf́ıcie, corba o plana, de manera que a cada punt de la primera superf́ıcie,

44En aquest article enuncia el teorema egregi, que acaba de demostrar amb l’extraor-
dinària fórmula del final de l’article 11. Aquesta fórmula ens diu que la curvatura es pot
calcular a partir de la mètrica, i per tant ens diu que la curvatura gaussiana és un invariant
mètric. El teorema egregi l’enuncia en termes de superf́ıcies desenvolupables, en el sentit
d’isomètriques.

De fet, Gauss, com un corol.lari, demostra que les superf́ıcies desenvolupables sobre
el pla, en el sentit d’isomètriques, tenen curvatura zero. Euler havia donat una prova
d’aquest resultat (vegeu [Eul72]), però segons Gauss la seva prova no era satisfactòria.
Justament és en aquest article d’Euler on s’introdueix el concepte de superf́ıcie desenvo-
lupable.

De fet, Euler també va considerar el problema general de desenvolupar una superf́ıcie
sobre una altra, però això no es va publicar fins molt després de la seva mort, concretament
el 1862 (vegeu [Eul56], vol. 29, pàg. 437-440).

També Monge, el 1780, havia estudiat les superf́ıcies que es podien desplegar sobre un
pla. Vegeu [Mon80].

El problema de les superf́ıcies que es poden desenvolupar sobre un pla és una genera-
lització del problema de trobar bons mapes de la superf́ıcie terrestre, superf́ıcie que ja se
sabia que no era esfèrica.

45Gauss utilitza elementi linearis, per referir-se a l’element de longitud ds. Apareix la
primera forma fonamental amb la notació Edp2 +2Fdp ·dq +Gdq2 que utilitzem avui dia;
els coficients E, F, G apareixen per primer cop a l’article 11.

46Aqúı és on apareix per primer cop la paraula explicari, que hem tradüıt com a desen-
volupable. Ho remarquem perquè normalment s’entén per superf́ıcie desenvolupable una
superf́ıcie reglada de curvatura zero (de fet, les superf́ıcies desenvolupables són els cons,
els cilindres i les superf́ıcies engendrades per les tangents a les corbes guerxes). A la
versió francesa de Roger, [Gau70], es reserva la paraula desenvolupable per a aquelles
superf́ıcies que es poden aplicar isomètricament sobre el pla. Però com que Gauss usa la
mateixa paraula explicari en els dos casos, !explicari in aliam superficiem" o superf́ıcies
!in planum explicabilis", nosaltres l’hem tradüıt sempre per desenvolupable.

És molt remarcable que en aquests moments Gauss no disposava d’exemples de su-
perf́ıcies desenvolupables sobre altres superf́ıcies llevat de les desenvolupables sobre el pla.
Les superf́ıcies eren subconjunts de l’espai euclidià; fins i tot Beltrami, en el seu famós
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determinat per les coordenades x, y, z, correspongui un punt concret de la
segona superf́ıcie, de coordenades x′, y′, z′. Evidentment x′, y′, z′ es poden
mirar també com a funcions de les indeterminades p, q, i per tant l’element47√

dx′2 + dy′2 + dz′2 tindrà una expressió de la forma

√
E′dp2 + 2F ′dp · dq + G′dq2 ,

on E′, F ′, G′ també denoten funcions de p, q. Però per la mateixa noció de
desenvolupament d’una superf́ıcie sobre una altra és clar que els elements que
es corresponen l’un amb l’altre sobre les dues superf́ıcies són necessàriament
iguals. Per tant, tindrem idènticament

E = E′, F = F ′, G = G′.

Aix́ı la fórmula de l’article precedent ens porta immediatament a l’egregi48

Teorema. Si una superf́ıcie corba es desenvolupa sobre qualsevol altra
superf́ıcie, la mesura de curvatura en punts corresponents no canvia.

També és evident que qualsevol part finita de la superf́ıcie mantindrà
la mateixa curvatura integral després de ser desenvolupada sobre una altra
superf́ıcie.

Un cas particular al qual els geòmetres havien restringit la seva atenció
fins ara és el de les superf́ıcies desenvolupables sobre un pla. La nostra teoria
mostra directament que la mesura de la curvatura en cada punt d’aquestes
superf́ıcies és = 0, i per tant, si la natura d’aquestes superf́ıcies està definida

article de 1868, [Bel68], pensa que el seu model del disc és una carta d’una superf́ıcie.
Remarquem també que en tot el Disquisicions no apareix expĺıcitament cap més altra su-
perf́ıcie que l’esfera. Superf́ıcies tan interessants com són l’helicoide i la catenoide eren ja
conegudes anteriorment, i aquestes es poden desenvolupar l’una sobre l’altra! La catenoide
s’atribueix a Euler, al voltant de 1744, i l’helicoide a Meusnier, l’any 1776.

L’any 1839 Minding va demostrar a [Min39] que superf́ıcies amb curvatura constant i
igual són localment isomètriques. Per tant, l’esfera és el model local universal per a totes les
superf́ıcies de curvatura constant positiva, el pla ho és per a totes les de curvatura zero,
i la pseudoesfera que estudiarem a la secció H.2, per a totes les de curvatura constant
negativa.

Les superf́ıcies de revolució de curvatura constant positiva són exemples interessants de
superf́ıcies, que sense ser subconjunts de l’esfera, són localment isomètriques a l’esfera.
Vegeu, per exemple, [dC76], pàg. 174.

Sobre aquests temes podeu consultar, per exemple, [dC76], [Str70] o [Kli78]. A la pàgina
80 d’aquest darrer hi ha un exemple molt interessant (de E. Heintze) d’una superf́ıcie amb
curvatura zero no reglada.

47Aqúı, i diverses vegades més endavant, Gauss utilitza element en lloc d’element lineal.
48Il.lustre, insigne.
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d’acord amb el tercer mètode, tindrem en cada punt49

ddz

dx2
· ddz

dy2
− (

ddz

dx · dy
)2 = 0 ,

un criteri que, encara que conegut des de fa un temps, no ha estat demostrat,
almenys que nosaltres sapiguem, amb tan rigor com és desitjable.

13

Les consideracions que acabem d’exposar estan lligades a una manera
particular de concebre les superf́ıcies que ens sembla digna, al més alt grau,
de la consideració dels geòmetres.50 En efecte, si es considera una superf́ıcie,
no com la vora d’un sòlid, sinó com un sòlid flexible però no extensible, una
dimensió del qual suposem que s’anul.la, llavors una part de les propietats
de la superf́ıcie dependran de la forma particular que pugui adoptar per
una flexió, però altres són absolutes i invariants, qualsevol que sigui aquesta
forma en què la superf́ıcie es flexiona. És precisament a aquest darrer tipus
de propietats, l’estudi de les quals obre a la geometria un camp nou i fèrtil,
que pertanyen la mesura de curvatura i la curvatura integral, en el sentit que
hem donat a aquestes expressions; també hi pertanyen la teoria de les ĺınies
més curtes,51 i altres temes que tractarem més endavant. Des d’aquest punt

49Última fórmula de l’article 11 amb E = 1 + z2
x, G = 1 + z2

y, F = zxzy.
50Aquest article és la contribució més original del Disquisicions. És el naixement de

la geometria intŕınseca de superf́ıcies. Però és important destacar que les superf́ıcies en
les quals Gauss està pensant són subconjunts especials de l’espai; no pensa en aques-
tes superf́ıcies com a varietats bidimensionals abstractes. Quan, en matemàtiques, es va
pensar en varietats bidimensionals abstractes, no necessàriament encaixades a l’espai eu-
clidià? Aquesta és una pregunta important per a entendre la història de la geometria no
euclidiana.

J. Bolyai i Lobatxevski foren els primers a construir axiomàticament un exemple
del que, en el segle XX, els matemàtics anomenaren varietat riemanniana bidimensional.
La geometria d’aquest nou objecte estava definida axiomàticament, però faltava donar
expĺıcitament un element de longitud, és a dir, les funcions E, F i G; ambdós autors les
varen poder construir a partir dels axiomes dels Elements, però reemplaçant el cinquè
postulat per la hipòtesi de l’existència de paral.leles asimptòtiques. Sembla que no va ser
fins al 1840 que Gauss es va aproximar a aquest concepte en els seus estudis de Geometria
situs (vegeu [KY96], pàg. 98).

Gauss, en la seva famosa carta a F. Bolyai, on pondera el treball del seu fill J. Bolyai
(vegeu la pàgina 106), indirectament reconeix que J. Bolyai ha trobat la superf́ıcie que
ell buscava, no encaixada a l’espai euclidià com ell pensava trobar-la, sinó en un nou espai,
l’espai hiperbòlic.

51Gauss utilitza la paraula brevissimis, que ja havia usat Euler a [Eul28], per a les
corbes que donen la distància mı́nima entre dos qualssevol dels seus punts.
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de vista, una superf́ıcie plana i una superf́ıcie desenvolupable sobre un pla,
e. g., ciĺındrica, cònica, etc., s’han de mirar com a essencialment idèntiques,
de manera que l’autèntica naturalesa de la superf́ıcie considerada es basa
sempre en la fórmula

√
Edp2 + 2Fdp · dq + Gdq2, que és el nexe entre un

element lineal qualsevol i les dues indeterminades p, q. Però abans de seguir
aquest estudi més enllà, hem d’introduir els principis de la teoria de les ĺınies
més curtes sobre una superf́ıcie corba donada.

14

La naturalesa52 d’una ĺınia corba a l’espai està donada generalment con-
siderant les coordenades x, y, z de tots els seus punts com a funcions d’una
variable, que denotarem per w. La longitud d’una tal ĺınia des d’un punt
inicial arbitrari fins a un punt de coordenades x, y, z està donada per la
integral ∫

dw

√
(
dx

dw
)2 + (

dy

dw
)2 + (

dz

dw
)2.

Si suposem que la posició de la ĺınia experimenta una variació infinita-
ment petita, de manera que les coordenades dels diferents punts reben les
variacions δx, δy, δz, la variació de la longitud total és

=
∫

dx · dδx + dy · dδy + dz · dδz√
dx2 + dy2 + dz2

,

expressió que podem canviar a la forma:

dx · δx + dy · δy + dz · δz√
dx2 + dy2 + dz2

−
∫ (

δx · d dx√
dx2+dy2+dz2

+ δy · d dy√
dx2+dy2+dz2

+ δz · d dz√
dx2+dy2+dz2

)
.

Sabem que en el cas en què la ĺınia és la més curta entre els seus punts
extrems, tot el que està sota el signe integral s’anul.la. Com que la ĺınia
ha d’estar sobre la superf́ıcie donada, la qual està definida per l’equació
Pdx+Qdy+Rdz = 0, les variacions δx, δy, δz també han de complir l’equació
P δx+Qδy+Rδz = 0, i a partir d’aqúı es dedueix directament, d’acord amb
regles ben conegudes, que les diferencials

d
dx√

dx2 + dy2 + dz2
, d

dy√
dx2 + dy2 + dz2

, d
dz√

dx2 + dy2 + dz2

52En aquest article Gauss investiga les equacions de les geodèsiques.
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han de ser proporcionals a les quantitats P,Q,R respectivament. Sigui dr
l’element de la ĺınia corba; λ el punt de l’esfera que representa la direcció
d’aquest element;53 L el punt de l’esfera que representa la direcció de la
normal a la superf́ıcie corba; finalment, siguin ξ, η, ζ les coordenades del
punt λ, i X, Y, Z les del punt L en relació amb el centre de l’esfera. Tindrem
llavors

dx = ξdr , dy = ηdr , dz = ζdr ,

a partir de les quals veiem que les anteriors diferencials esdevenen dξ, dη, dζ.
I com que les quantitats P,Q,R són proporcionals a X, Y, Z, el caràcter de
la ĺınies més curtes s’expressa per les equacions54

dξ

X
=

dη

Y
=

dζ

Z
.

A més, es pot veure fàcilment que
√

dξ2 + dη2 + dζ2 és igual a l’arc més
petit sobre la superf́ıcie esfèrica que mesura l’angle entre les direccions de

les tangents al principi i al final de l’element dr, i és, doncs, =
dr

ρ
, si ρ denota

el radi de curvatura de la ĺınia més curta en aquest punt. Aix́ı tindrem

ρdξ = Xdr , ρdη = Y dr , ρdζ = Zdr .

15

Suposem55 que un nombre infinit de ĺınies més curtes surten d’un punt
donat A sobre la superf́ıcie corba, i distingim aquestes ĺınies l’una de l’al-
tra per l’angle que el primer element56 de cadascuna forma amb el primer
element d’una, que prendrem com la primera: sigui ϕ l’angle o, més gene-
ralment, una funció d’aquest angle, i r la longitud d’aquesta ĺınia més curta
des del punt A al punt de coordenades x, y, z. Com que a valors determinats
de les variables r,ϕ corresponen punts determinats sobre la superf́ıcie, les
coordenades x, y, z es poden mirar com a funcions de r,ϕ. Mantindrem les

53Està identificant element, o element lineal, amb una petita porció de la corba, de la
qual pot calcular el vector tangent.

54Gauss redemostra el teorema d’Euler, publicat en el segon volum de la Mecànica,
[Eul56], que l’acceleració d’una geodèsica té la direcció de la normal a la superf́ıcie. Vegeu
Rosenfeld, [Ros88], pàg. 282.

55Ja hem comentat que és justament aqúı on Gauss introdueix el sistema de coordenades
polars.

56Gauss utilitza l’expressió elemento primo. La tangent en el punt.
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notacions λ, L, ξ, η, ζ, X, Y, Z amb el mateix significat que en l’article pre-
cedent, referint-se aquesta notació a qualsevol punt sobre qualsevol de les
ĺınies més curtes.

Totes les ĺınies més curtes que són de la mateixa longitud r acabaran en
una altra ĺınia la longitud de la qual, mesurada a partir d’un punt inicial
arbitrari, denotarem per v. Aix́ı v és pot mirar com a funció de les indeter-
minades r,ϕ, i si λ′ denota el punt de la superf́ıcie esfèrica corresponent a la
direcció de l’element dv, i també ξ′, η′, ζ ′ denoten les coordenades d’aquest
punt en relació amb el centre de l’esfera, tindrem

dx

dϕ
= ξ′ · dv

dϕ
,

dy

dφ
= η′ · dv

dϕ
,

dz

dφ
= ζ ′ · dv

dϕ
.

A partir d’aquestes equacions i de les equacions

dx

dr
= ξ ,

dy

dr
= η ,

dz

dr
= ζ ,

tenim

dx

dr
· dx

dϕ
+

dy

dr
· dy

dϕ
+

dz

dr
· dz

dϕ
= (ξξ′ + ηη′ + ζζ ′) · dv

dφ
= cos λλ′ · dv

dφ
.

Denotem per S el primer membre d’aquesta equació, el qual serà també
una funció de r,φ. La diferenciació de S respecte a r dóna

dS

dr
=

ddx

dr2
· dx

dϕ
+

ddy

dr2
· dy

dϕ
+

ddz

dr2
· dz

dϕ
+

1
2

d((dx
dr )2 + (dy

dr )2 + (dz
dr )2)

dϕ

=
dξ

dr
· dx

dϕ
+

dη

dr
· dy

dϕ
+

dζ

dr
· dz

dϕ
+

1
2

d(ξξ + ηη + ζζ)
dϕ

.

Però ξξ + ηη + ζζ = 1, i per tant la seva diferencial és = 0; i per l’article
precedent tenim, si ρ denota el radi de curvatura de la ĺınia r,

dξ

dr
=

X

ρ
,

dη

dr
=

Y

ρ
,

dζ

dr
=

Z

ρ
.

Aix́ı tenim

dS

dr
=

1
ρ

· (Xξ′ + Y η′ + Zζ ′) · dv

dϕ
=

1
ρ

· cos Lλ′ · dv

dϕ
= 0

ja que λ′ està evidentment sobre el cercle màxim de pol L. A partir d’això
veiem que S és independent de r, i és, per tant, una funció de φ únicament.
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Però per a r = 0 tenim evidentment v = 0; consegüentment
dv

dϕ
= 0 i S = 0

independentment de ϕ. Aix́ı, en general, tenim necessàriament S = 0, i
doncs cosλλ′ = 0, i. e. λλ′ = 90◦. A partir d’això obtenim57

Teorema. Si sobre una superf́ıcie corba es dibuixen des del mateix punt
inicial un nombre infinit de ĺınies més curtes d’igual longitud, les ĺınies que
uneixen les seves extremitats seran normals a cadascuna de les ĺınies.

Hem pensat58 que val la pena deduir aquest teorema a partir de la pro-
pietat fonamental de les ĺınies més curtes: però la veritat del teorema es fa
evident sense cap càlcul mitjançant el raonament següent. Siguin AB, AB′

dues ĺınies de longitud mı́nima de la mateixa longitud que formen en A un
angle infinitament petit, i suposem que algun dels angles formats per l’ele-
ment BB′ amb les ĺınies BA, B′A difereix d’un angle recte per una petita
quantitat; llavors, per continüıtat, l’un serà més gran i l’altre més petit que
un angle recte. Suposem que l’angle en B és = 90◦−ω, i prenem un punt C
sobre la ĺınia AB, tal que BC = BB′ · cosec ω : llavors, com que el triangle
infinitament petit BB′C es pot considerar pla, tindrem CB′ = BC · cos ω, i
consegüentment

AC+CB′ = AC+BC ·cos ω = AB−BC ·(1−cos ω) = AB′−BC ·(1−cos ω),

i. e., el camı́ de A a B a través del punt C és més curt que la ĺınia de
longitud mı́nima. Q.e.a.

16

Al teorema59 de l’article precedent n’associem un altre, el qual enunciem
com segueix. Si sobre una superf́ıcie corba imaginem una ĺınia qualsevol, i
a partir de punts diferents d’aquesta es dibuixen perpendicularment i cap a
un mateix costat una infinitat de ĺınies més curtes de la mateixa longitud,
la corba que uneix les seves altres extremitats talla cadascuna de les ĺınies
en angle recte. Per a la demostració d’aquest teorema no es necessita fer
cap canvi en l’anàlisi precedent, excepte que ϕ ha de denotar la longitud de

57Aquest resultat és conegut com el Lema de Gauss.
58Un comentari que torna a revelar l’interès de Gauss per a trobar demostracions

anaĺıtiques en lloc de les geomètriques, malgrat que aquestes siguin evidents. Aquesta
actitud s’entén si acceptem la hipòtesi que el Disquisicions és part de la seva investigació
sobre el cinquè postulat i desenvolupa el programa anaĺıtic de Lambert.

59En aquest article estén el resultat obtingut anteriorment; explica com, de la mateixa
manera, podria demostrar-se l’existència de coordenades normals a una corba sobre una
superf́ıcie; i insisteix que les proves geomètriques són quasi òbvies.
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la corba donada mesurada a partir d’un punt arbitrari; o també, una funció
d’aquesta longitud; aix́ı tot el raonament funciona també aqúı, amb aquesta
modificació, i la veritat de l’equació S = 0 per a r = 0 està ara impĺıcita a
la mateixa hipòtesi. A més, aquest teorema és més general que el precedent,
ja que podem considerar que l’inclou, si prenem com la ĺınia donada un
cercle infinitament petit descrit al voltant de A.60 Finalment, advertim que
també aqúı com precedentment, consideracions geomètriques poden prendre
el lloc de l’anàlisi, les quals, no obstant això, no ens prendrem el temps de
considerar aqúı, ja que són suficientment òbvies.61

17

Tornem62 a la fórmula
√

Edp2 + 2Fdp · dq + Gdq2, que expressa de ma-
nera general la magnitud de l’element lineal de la superf́ıcie corba, i investi-
guem, primer de tot, el significat geomètric dels coeficients E,F, G. Ja hem
dit a l’article 5 que podem suposar que tenim sobre la superf́ıcie corba dos
sistemes de ĺınies, l’un pel qual p és variable i q constant; l’altre pel qual q
és variable i p constant. Qualsevol punt de la superf́ıcie es pot mirar com la
intersecció d’una ĺınia del primer sistema amb una ĺınia del segon: i llavors
l’element63 de la primera ĺınia adjacent a aquest punt i corresponent a una
variació dp serà =

√
Edp; anàlogament l’element de la segona ĺınia correspo-

nent a la variació dq serà =
√

Gdq; finalment, denotant per ω l’angle entre
aquests elements, es veu fàcilment que

cos ω =
F√
EG

.

A més, l’àrea de l’element de superf́ıcie amb forma de paral.lelogram en-
tre les dues ĺınies del primer sistema, a les quals corresponen q, q + dq, i
les dues ĺınies del segon sistema, a les quals corresponen p, p + dp, serà

60En el ĺımit, quan el cercle tendeix al punt, tenim les coordenades polars de l’article
15.

61Novament Gauss prefereix demostracions anaĺıtiques, malgrat l’evidència geomètrica.
62Com que Gauss està pensant en una superf́ıcie euclidiana, la geometria de la qual és

la indüıda per l’espai euclidià que la rodeja, les fórmules d’aquest article són teoremes que
s’han de demostrar; no ho fa perquè eren resultats ben coneguts, que s’obtenien aplicant el
mètode dels infinitèsims. Si la geometria estigués definida per E, F i G, aquestes fórmules
serien definicions.

Precisament un dels problemes més fonamentals que J. Bolyai aconsegueix tractar amb
cert èxit és el problema de l’àrea en el pla hiperbòlic i ho fa definint l’àrea a partir del
diferencial dA =

√
EG− F 2dp · dq. Vegeu [Bol31], pàg. 30.

63Element de longitud.
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√
EG− FFdp · dq. Qualsevol ĺınia sobre la superf́ıcie corba, diferent de les

que pertanyen a l’un o l’altre dels dos sistemes, s’obté concebent p i q com
a funcions d’una nova variable, o que l’una és funció de l’altra. Sigui s
la longitud d’una tal corba, mesurada a partir d’un punt inicial arbitra-
ri, i en una direcció qualsevol elegida com a positiva. Sigui θ l’angle que
l’element ds =

√
Edp2 + 2Fdp · dq + Gdq2 forma amb la ĺınia del primer

sistema dibuixada a través del punt inicial de l’element, i, perquè no hi hagi
ambigüitat, suposem que aquest angle està mesurat a partir de la branca de
la primera ĺınia sobre la qual el valor de p augmenta, i és considerat com a
positiu cap al costat on els valors de q augmenten. Fets aquests convenis, es
veu fàcilment que

cos θ · ds =
√

E · dp +
√

G · cos ω · dq =
Edp + Fdq√

E

sin θ · ds =
√

G sinω · dq =
√

EG− FF · dq√
E

.

18

Investigarem64 ara la condició perquè aquesta ĺınia sigui de longitud
mı́nima. Com que la seva longitud està expressada per la integral

s =
∫ √

Edp2 + 2Fdp · dq + Gdq2

la condició de mı́nim requereix que la variació d’aquesta integral prodüıda
per un canvi infinitament petit de posició sigui = 0. El càlcul, per als nostres
propòsits, es fa més fàcil en aquest cas, si pensem en p com a funció de q.
Fet això, si denotem la variació per la caracteŕıstica δ, tenim

64En aquest article, seguint un mètode emprat per Euler i Lagrange, mètode que es
coneix avui com a càlcul de variacions (vegeu [Kli72]), Gauss calcula la condició que ha
de complir l’angle d’inclinació d’una ĺınia arbitrària respecte a les ĺınies coordenades, per
tal que la longitud d’aquesta ĺınia sigui mı́nima; és a dir, troba l’equació d’Euler-Lagrange
d’una geodèsica.
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δs =
∫ (

dE

dp
· dp2 + 2

dF

dp
· dp · dq +

dG

dp
· dq2)δp + (2Edp + 2Fdq)dδp

2ds

=
Edp + Fdq

ds
δp +

+
∫

δp





dE

dp
· dp2 +

2dF

dp
· dp · dq +

dG

dp
· dq2

2ds
− d · Edp + Fdq

ds





i sabem que el que està inclòs en el signe integral s’ha d’anul.lar indepen-
dentment de δp. Aix́ı doncs, tenim65

dE

dp
· dp2 + 2

dF

dp
· dp · dq +

dG

dp
· dq2 = 2ds · d · Edp + Fdq

ds

= 2ds · d ·
√

E · cos θ

=
ds · dE · cos θ√

E
− 2ds · dθ ·

√
E · sin θ

=
(Edp + Fdq)dE

E
−
√

EG− FF · dq · dθ

=
(

Edp + Fdq

E

)
·
(

dE

dp
· dp +

dE

dq
· dq

)
− 2
√

EG− FF · dq · dθ

Això dóna la següent condició per a una ĺınia de longitud mı́nima:

√
EG− FF · dθ =

1
2

F

E

dE

dp
· dp +

1
2

F

E

dE

dq
· dq +

1
2

dE

dq
· dp

− dF

dp
· dp− 1

2
dG

dp
· dq ,

la qual també es pot escriure com

√
EG− FF · dθ =

1
2

F

E
· dE +

1
2

dE

dq
· dp− dF

dp
· dp− 1

2
dG

dp
· dq .

A partir d’aquesta equació, mitjançant l’equació

cot θ =
E√

EG− FF
· dp

dq
+

F√
EG− FF

65A la versió anglesa hi ha un petit error tipogràfic corresponent a la quarta igualtat.
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és també possible eliminar l’angle θ, i derivar-ne una equació diferencial de
segon ordre entre p i q, la qual, no obstant això, seria més complicada i
menys útil per a les aplicacions que la fórmula precedent.

19

Les fórmules generals,66 que hem obtingut en els articles67 11 i 18 per
a la mesura de curvatura i la variació en la direcció d’una ĺınia de longitud
mı́nima, esdevenen més simples si les quantitats p i q s’agafen de tal manera
que les ĺınies del primer sistema tallin ortogonalment a tot arreu les ĺınies
del segon sistema; i. e., de manera que tinguem amb generalitat ω = 90◦, o
F = 0. Llavors la fórmula per a la mesura de curvatura esdevé

4EEGGk = E · dE

dq
· dG

dq
+ E

(
dG

dp

)2

+

G · dE

dp
· dG

dp
+ G

(
dE

dq

)2

− 2EG

(
ddE

dq2
+

ddG

dp2

)
,

i per a la variació de l’angle θ

√
EG · dθ =

1
2

· dE

dq
· dp− 1

2
· dG

dp
· dq .

Entre els diversos casos en els quals tenim aquesta condició d’ortogonalitat
el més important és aquell en el qual totes les ĺınies d’un dels dos sistemes, e.
g., el primer, són ĺınies de longitud mı́nima. Llavors, per a un valor constant
de q, l’angle θ esdevé = 0, i per tant l’equació per a la variació de θ donada

mostra que hem de tenir
dE

dq
= 0, que vol dir que el coeficient E ha de ser

independent de q; i. e., E ha de ser o una constant o funció únicament de p.
Serà més simple agafar com a p la longitud de cada ĺınia del primer sistema,
la qual, quan totes les ĺınies del primer sistema es troben en un punt, s’ha
de mesurar a partir d’aquest punt, o, si no hi ha intersecció comuna, a partir
de qualsevol ĺınia del segon sistema. Fetes aquestes convencions, és evident
que p i q denoten ara les mateixes quantitats que varen ser denotades en els

66En aquest article Gauss mostra que les fórmules de la curvatura i de l’equació de la
geodèsica adquireixen una forma especialment simple si les ĺınies coordenades són ortogo-
nals, per tant F = 0, i una de les ĺınies coordenades defineix una famı́lia de geodèsiques,
per exemple, en un sistema de coordenades polars com l’estudiat a l’article 15.

67Gauss escriu aqúı, i cada cop que surt la paraula “articles” més endavant, !artt.".
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articles 15, 16 per a r i ϕ, i que E = 1. Aix́ı les dues fórmules precedents
esdevenen:

4GGk =
(

dG

dp

)2

− 2G
ddG

dp2

√
G · dθ = −1

2
· dG

dp
· dq

o, posant
√

G = m,

k = − 1
m

· ddm

dp2
, dθ = −dm

dp
· dq .

Parlant genèricament, m serà una funció de p, q i m dq serà l’expressió per a
un element qualsevol d’una ĺınia del segon sistema. Però en el cas particular
que totes les ĺınies p surten del mateix punt, hem de tenir, evidentment,
m = 0 per a p = 0; aix́ı doncs, en aquest cas, si prenem com a q l’angle que
forma el primer element68 d’una ĺınia qualsevol del primer sistema amb el
primer element d’una ĺınia qualsevol agafada arbitràriament, i si remarquem
que per a un valor infinitament petit de p l’element d’una ĺınia del segon
sistema (la qual es pot considerar com un cercle descrit amb radi p) és = pdq,
tindrem, per a un valor infinitament petit de p, m = p, i consegüentment,

per a p = 0, tindrem al mateix temps m = 0 i
dm

dp
= 1.69

20

Aturem-nos un moment a investigar70 el cas en el qual p denota de
manera genèrica la longitud de la corba més curta traçada des d’un punt

68Recordem que primer element vol dir la tangent.
69Aix́ı, la funció m =

√
G no és arbitrària, sinó que ha de complir aquestes dues condi-

cions inicials. Remarquem que dedueix aquestes condicions usant arguments geomètrics.
Podeu trobar una deducció anaĺıtica al volum II de Spivak [Spi79], en la seva celebrada
lectura del Disquisicions, o també a Struik [Str70], pàgina 158, on es detallen aquests
arguments geomètrics de Gauss.

En aquest punt Gauss, renunciant a la prova anaĺıtica, està complint només parcialment
amb el programa anaĺıtic de Lambert; i, per tant, hauria de veure’s com una debilitat del
Disquisicions.

70Aquest és l’article més important del Disquisicions pel que fa a la història de la
geometria no euclidiana. Gauss hi demostra que la curvatura total d’un triangle geodèsic
"ABC és ±(π − (A + B + C)); anomenarem aquesta diferència la desviació angular del
triangle. També es parla d’excés (si val el signe menys) o defecte (si val el signe més).
Aquest resultat fundacional de la geometria diferencial és un cas particular del teorema
de Gauss-Bonnet, i en aquestes notes, aquest cas particular, l’anomenarem teorema del

60

145



fixat A a qualsevol altre punt de la superf́ıcie, i q l’angle que el primer
element d’aquesta ĺınia forma amb el primer element d’una altra ĺınia més
curta que surt de A. Sigui B un punt determinat sobre la ĺınia per a la
qual q = 0, i sigui C un altre punt determinat sobre la superf́ıcie pel qual q
tindrà un valor que designarem simplement per A. Suposem els punts B,C
units per una ĺınia més curta, de la qual designarem, de manera general,
per s, com en l’article 18, la longitud a partir del punt B i, com allà, també
denotarem per θ l’angle que cada element ds forma amb l’element dp: i
finalment, denotarem per θ0, θ′ els valors de l’angle θ en els punts B,C.
Tindrem aix́ı, sobre la superf́ıcie corba, un triangle format per tres ĺınies
més curtes, els angles del qual en B i C, que denotarem simplement per
les mateixes lletres, seran respectivament iguals al complement de l’angle θ◦

a 180◦, i al mateix angle θ′. Però, tal com es veu fàcilment a partir de la
nostra anàlisi, tots els angles s’expressen, no en graus, sinó per números, de
tal manera que l’angle 57◦17′45′′, al qual correspon un arc igual al radi, es
pren com a unitat, de manera que tenim

θ◦ = π −B, θ′ = C ,

on 2π denota la circumferència del cercle. Examinem ara la curvatura in-
tegral d’aquest triangle, la qual és =

∫
k dσ, on dσ denota un element de

superf́ıcie del triangle; i com que aquest element s’expressa per m dp · dq,
hem de calcular la integral

∫
k mdp · dq sobre tota la superf́ıcie del triangle.

Comencem per la integració respecte a p, la qual, per ser

k = − 1
m

· ddm

dp2
,

defecte.
En la demostració del teorema del defecte, la fórmula de la variació de l’angle d’inclinació

dθ = −dm
dp

dq juga un paper fonamental. Per això, a aquesta fórmula l’anomenarem la

versió infinitesimal del teorema del defecte.
En el caṕıtol 2 provarem detalladament com aquest resultat és el vertader origen del

Disquisicions. La idea és senzilla: Gauss en la seva lectura del treball de Lambert va
tractar de provar aquest teorema per al cas de la geometria de l’angle agut, ja que la
prova de Lambert era clarament incompleta, com ell mateix assenyalava. Vegeu el treball
d’Engels i Stäckel [ES95], el punt 5 de l’analogia i la carta de Gauss a Gerling de
1819, resumida a la pàgina 103 d’aquest llibre.

Amb la idea de seguir l’analogia de Lambert, estudia primer el resultat per a l’esfera
ordinària, per tal de poder generalitzar-lo posteriorment a una esfera de radi imaginari.
Fa una prova anaĺıtica d’aquest resultat a l’esfera i descobreix que la clau està a conèixer
com canvia l’angle d’inclinació dels cercles màxims respecte dels meridians.

La generalització d’aquesta prova per a una superf́ıcie en general el porta a la seva versió
del Disquisicions de 1825 i, posteriorment, al descobriment de la fórmula de la curvatura
en termes que només depenen dels coeficients E, F i G: el nucli del Disquisicions.
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dóna
dq ·

(
Const.− dm

dp

)
,

per a la curvatura integral de l’àrea compresa entre les ĺınies del primer
sistema, a les quals correspon el valor q, q + dq de la segona indeterminada:
com que aquesta curvatura integral s’ha d’anul.lar per a p = 0, la constant

introdüıda per la integració ha de ser igual al valor de
dm

dq
per a p = 0, i.

e., igual a la unitat. Aix́ı tenim

dq

(
1− dm

dq

)
,

on per a
dm

dq
s’ha de prendre el valor corresponent al cas en què l’àrea acaba

en la ĺınia CB. Però sobre aquesta ĺınia tenim, per l’article precedent,

dm

dq
· dq = −dθ ;

per tant, la nostra expressió es redueix a dp + dq. Ara, per una segona
integració, estesa des de q = 0 fins a q = A, obtenim per a la curvatura
integral del triangle = A + θ′ − θ◦ = A + B + C − π.

La curvatura integral és igual a l’àrea d’aquella part de l’esfera que cor-
respon al triangle, considerada amb signe positiu o negatiu segons que la
superf́ıcie corba en la qual està el triangle sigui concavocòncava o concavo-
convexa: per unitat d’àrea es prendrà el quadrat de costat igual a la unitat
(el radi de l’esfera), de manera que la superf́ıcie completa de l’esfera és = 4π.
Aix́ı la part de la superf́ıcie de l’esfera corresponent al triangle és a la com-
pleta superf́ıcie de l’esfera com ±(A + B + C − π) és a 4π. Aquest teorema,
que si no ens equivoquem, s’hauria de contar entre els més elegants de la
teoria de superf́ıcies corbes, es pot enunciar també com segueix:71

L’excés sobre 180◦ de la suma dels angles d’un triangle format per ĺınies
més curtes sobre una superf́ıcie concavocòncava, o el dèficit sobre 180◦ de
la suma dels angles d’un triangle format per ĺınies més curtes sobre una
superf́ıcie concavoconvexa, està mesurat per l’àrea de la part de l’esfera que
correspon, a través de les direccions de les normals, a aquest triangle, si la
superf́ıcie total de l’esfera és igual a 720 graus.72

Més generalment, sobre qualsevol poĺıgon de n costats, cadascun d’ells
format per ĺınies més curtes, l’excés de la suma dels angles sobre (2n − 4)

71Aquest és el teorema del defecte.
72Curiosa manera de dir esfera de radi 1.
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angles rectes, o el dèficit respecte a (2n−4) angles rectes (segons la natura de
la superf́ıcie corba), és igual a l’àrea del corresponent poĺıgon sobre l’esfera,
si la superf́ıcie total de l’esfera és igual a 720 graus; la qual cosa es dedueix
directament del teorema precedent dividint el poĺıgon en triangles.

21

Tornem73 a donar als śımbols p, q, E, F, G, ω els significats generals que
els hav́ıem donat abans, i suposem que la naturalesa de la superf́ıcie corba
que es considera està definida també, de manera similar, per unes altres dues
variables p′, q′; en aquest cas l’element lineal general està expressat per

√
E′dp′2 + 2F ′dp′ · dq′ + G′dq′2 .

Aix́ı, a cada punt sobre la superf́ıcie, definit per valors determinats de
les variables p, q, correspondrà un valor determinat de les variables p′, q′, les
quals seran, doncs, funcions de p, q, i suposem que la diferenciació dóna

dp′ = αdp + βdq

dq′ = γdp + δdq .

Ens proposem en aquest moment descobrir el significat geomètric dels
coeficients α, β, γ, δ.

Podem suposar, pel que precedeix, que sobre la superf́ıcie corba hi ha
quatre sistemes de ĺınies, per a les quals p, q, p′, q′ respectivament són cons-
tants.74 Si a partir del punt determinat al qual corresponen els valors
p, q, p′, q′ de les variables suposem dibuixades les quatre ĺınies corresponents
a aquests diferents sistemes, els elements d’aquestes ĺınies, corresponents als
increments positius dp, dq, dp′, dq′, seran

√
E · dp,

√
G · dq,

√
E′ · dp′,

√
G′ · dq′.

73A l’article anterior finalitza, des del nostre punt de vista, la primera part del Dis-
quisicions, ı́ntimament lligada al problema de la teoria de les paral.leles, com esperem
demostrar en aquest treball. La resta d’articles, del 21 al 29, estan relacionats amb pro-
blemes de geodèsia. Gauss hi generalitza el famós teorema de Legendre sobre triangles
geodèsics de l’esfera (vegeu el peu de la pàgina 77).

Si s’eliminessin aquests articles, la influència del Disquisicions sobre el desenvolupament
de la geometria riemanniana no es veuria significativament afectada.

Però la idea de comparar un triangle geodèsic sobre una superf́ıcie amb el triangle
euclidià de costats congruents és l’origen del treball d’A. D. Aleksandrov, [AZ67], sobre
geometria intŕınseca de superf́ıcies.

74Aqúı és clar que Gauss està considerant dos sistemes de coordenades sobre la mateixa
superf́ıcie corba i estudia el canvi de coordenades. Aquest serà un punt central en l’estudi
de les varietats abstractes.
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Els angles que les direccions d’aquests elements determinen amb una di-
recció fixada arbitrària els denotarem per M,N,M ′, N ′, mesurats en el sentit
en què la segona ĺınia està situada respecte de la primera, de manera que
sin(N −M) sigui una quantitat positiva: suposarem (la qual cosa és ĺıcita)
que la quarta ĺınia està situada en el mateix sentit respecte de la tercera, de
manera que sin(N ′ −M ′) també sigui una quantitat positiva. Un cop fets
aquests convenis, si considerem un altre punt a distància infinitament petita
del primer punt, al qual corresponen els valors

p + dp, q + dq, p′ + dp′, q′ + dq′

de les variables, veiem sense massa dificultat que tindrem de manera general,
i. e., independentment dels valors dels increments dp, dq, dp′, dq′,
√

E · dp · sinM +
√

G · dq · sinN =
√

E′ · dp′ · sinM ′ +
√

G′ · dq′ · sinN ′

ja que cadascuna d’aquestes expressions és simplement la distància del nou
punt a la ĺınia a partir de la qual comencen els angles de les direccions.

Per tant tenim, amb la notació introdüıda anteriorment, N −M = ω i,
per analogia, posem N ′ −M ′ = ω′, i també N −M ′ = ψ.

Llavors l’equació que acabem de trobar es pot escriure de la forma
següent:
√

E · dp · sin(M ′ − ω + ψ) +
√

G · dq · sin(M ′ + ψ)
=

√
E′ · dp′ · sinM ′ +

√
G′ · dq′ · sin(M ′ + ω′)

o
√

E · dp · sin(N ′ − ω − ω′ + ψ) +
√

G · dq · sin(N ′ − ω′ + ψ)
=

√
E′ · dp′ · sin(N ′ − ω′) +

√
G′ · dq′ · sinN ′.

I com que l’equació ha de ser evidentment independent de la direcció
inicial, aquesta direcció es pot elegir arbitràriament. Llavors, posant a la
segona fórmula N ′ = 0, o a la primera M ′ = 0, obtenim les equacions
següents:
√

E′ sinω′ · dp′ =
√

E · sin(ω + ω′ − ψ) · dp +
√

G · sin(ω′ − ψ) · dq√
G′ sinω′ · dq′ =

√
E · sin(ψ − ω) · dp +

√
G · sinψ · dq

i aquestes equacions, com que han de ser idèntiques a

dp′ = αdp + βdq

dq′ = γdp + δdq ,
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determinen els coeficients α, β, γ, δ. Tindrem

α =
√

E

E′ · sin(ω + ω′ − ψ)
sinω′ , β =

√
G

E′ · sin(ω′ − ψ)
sinω′ ,

γ =
√

E

G′ · sin(ψ − ω)
sinω′ , δ =

√
G

G′ · sin(ψ)
sinω′ .

Aquestes quatre equacions, juntament amb

cos ω =
F√
EG

, cos ω′ =
F ′

√
E′G′

,

sinω =
√

EG− FF

EG
, sinω′ =

√
E′G′ − F ′F ′
√

E′G′
,

es poden escriure com

α
√

E′G′ − F ′F ′ =
√

EG′ · sin(ω + ω′ − ψ)
β
√

E′G′ − F ′F ′ =
√

GG′ · sin(ω′ − ψ)
γ
√

E′G′ − F ′F ′ =
√

EE′ · sin(ψ − ω)
δ
√

E′G′ − F ′F ′ =
√

GE′ · sin(ψ) .

Com que per les substitucions dp′ = αdp + βdq , dq′ = γdp + δdq el
trinomi E′dp′2+2F ′dp′ ·dq′+G′dq′2 es transforma en Edp2+2Fdp·dq+Gdq2,
fàcilment obtenim75

EG− FF = (E′G′ − F ′F ′)(αδ − βγ)2

i, com que, viceversa, el segon polinomi s’ha de transformar en el primer per
la substitució

(αδ − βγ)dp = δdp′ − βdq′, (αδ − βγ)dq = −γdp′ + αdq′,

trobem

Eδδ − 2Fγδ + Gγγ =
EG− FF

E′G′ − F ′F ′ · E′

−Eβδ + F (αδ + βγ)−Gαγ =
EG− FF

E′G′ − F ′F ′ · F ′

Eββ − 2Fαβ + Gαα =
EG− FF

E′G′ − F ′F ′ · G′.

75Aquesta és la fórmula a la qual fem referència a la pàgina 91.
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22

A partir de les disquisicions generals de l’article precedent passem a
l’aplicació més estesa, en la qual, tot conservant per a p i q el seu signi-
ficat més general, prenem per a p′, q′ les quantitats denotades a l’article
15 per r,ϕ, de manera que aqúı també, per a qualsevol punt sobre la su-
perf́ıcie, r serà la distància més curta des d’un punt fixat i ϕ l’angle en
aquest punt entre el primer element76 de r i una direcció fixada. Tenim
aix́ı E′ = 1 , F ′ = 0 , ω′ = 90◦ : posem també

√
G′ = m , de manera

que qualsevol element lineal serà =
√

(dr2 + m mdφ2). Consegüentment, les
quatre equacions dedüıdes a l’article precedent per a α, β, γ, δ donen:

√
E · cos(ω − ψ) =

dr

dp
. . . . . . . . . . . . . . . . . . (1)

√
G · cos ψ =

dr

dq
. . . . . . . . . . . . . . . . . . (2)

√
E · sin(ψ − ω) = m · dϕ

dp
. . . . . . . . . . . . . . . . . . (3)

√
G · sinψ = m · dϕ

dq
. . . . . . . . . . . . . . . . . . (4)

Però l’última i penúltima equacions de l’article precedent donen

EG− FF = E

(
dr

dq

)2

− 2F · dr

dp
· dr

dq
+ G

(
dr

dp

)2

. . . (5)
(

E · dr

dq
− F · dr

dp

)
· dϕ

dq
=

(
F · dr

dq
−G · dr

dp

)
· dϕ

dp
. . . (6)

A partir d’aquestes equacions es poden determinar les quantitats r,ϕ, ψ
i (si és necessari) m, a partir de p i q:77 de fet, la integració de l’equació (5)
donarà r; un cop trobat r, la integració de l’equació (6) donarà ϕ; i l’una
o l’altra de les equacions (1), (2) donarà ψ: finalment obtindrem m a partir
de l’una o l’altra de les equacions (3), (4).

La integració general de les equacions (5), (6) introduirà necessàriament
dues funcions arbitràries, el significat de les quals entendrem fàcilment si
recordem que aquestes equacions no es limiten al cas que estem considerant
aqúı, sinó que són igualment vàlides si r i ϕ es consideren en el sentit més
general de l’article 16, de manera que r és la longitud de la ĺınia més curta
normal a una ĺınia fixada però arbitrària, i ϕ és una funció arbitrària de

76Vector tangent.
77Tenim, doncs, una caracterització anaĺıtica de les coordenades polars r, ϕ sobre la

superf́ıcie, llevat del detall que el canvi de p, q a r, ϕ sigui difeomorfisme local.
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la longitud d’aquella part de la ĺınia fixada que és interceptada entre qual-
sevol ĺınia de longitud mı́nima i un punt fix arbitrari. La solució general
ha de contenir tot això amb tota generalitat; però les funcions arbitràries
es transformen en funcions concretes quan es dóna la ĺınia arbitrària i la
funció que ϕ ha de representar. En el nostre cas, es pot agafar un cercle
infinitament petit, amb centre el punt a partir del qual les distàncies r han
estat mesurades, i ϕ denotarà les porcions en les quals aquest cercle és divi-
dit pels diferents radis; d’on es conclou fàcilment que les equacions (5), (6)
són completament suficients per a aquest cas, sempre que les funcions que
aquestes equacions deixen indeterminades compleixin les condicions que r i
ϕ compleixen per al punt inicial i per als punts que estan a una distància
infinitament petita d’aquest punt.

A més, pel que fa a la integració de les equacions (5), (6), sabem que es
pot reduir a la integració d’equacions diferencials ordinàries, les quals, no
obstant això, freqüentment són tan complicades que hi ha poc a guanyar amb
la reducció. Contràriament, els desenvolupaments en sèrie, que per a usos
pràctics, quan només es considera una porció finita de la superf́ıcie, són de
sobres suficients, no presenten dificultat; i les fórmules aix́ı obtingudes obren
una font fruct́ıfera per a la solució de molts problemes importants. Però aqúı
desenvoluparem tan sols un únic exemple per demostrar la naturalesa del
mètode.

23

Considerarem78 ara el cas en què totes les ĺınies per a les quals p és
constant són ĺınies més curtes i tallen ortogonalment la ĺınia per a la qual
ϕ = 0, la qual podem considerar com l’eix de les abscisses. Sigui A el punt
per al qual r = 0, D qualsevol punt sobre l’eix d’abscisses, AD = p, B
qualsevol punt a la ĺınia més curta normal a AD en el punt D, i BD = q, de
manera que p es pot pensar com l’abscissa, i q com l’ordenada, del punt B;
suposarem que les abscisses són positives sobre una de les branques de l’eix
d’abscisses, que correspon a ϕ = 0, mentre que sempre considerarem r com
una quantitat positiva; prenem les ordenades positives en la regió en que ϕ
varia entre 0 i 180◦.79

78No es dif́ıcil, a partir d’aquesta secció, definir l’exponencial geodèsica.
79Considera coordenades polars r, ϕ, i utilitza la geodèsica ϕ = 0 com a origen d’un

sistema de coordenades rectangulars p, q. Precisament aquestes són les coordenades que
usa J. Bolyai a l’article 32 de l’Apèndix. En aquest treball, J. Bolyai troba genialment
la funció n a partir, únicament, de la hipòtesi de l’angle agut; vegeu la pàgina 117.
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Pel teorema de l’article 16 tindrem ω = 90◦, F = 0 i G = 1; i posarem
també

√
E = n. Aix́ı n serà una funció de p i q, tal que per a q = 0 ha de

ser = 1. L’aplicació de la fórmula de l’article 18 al nostre cas mostra que
sobre qualsevol ĺınia més curta hem de tenir

dθ =
dn

dq
· dp ,

on θ denota l’angle entre l’element d’aquesta ĺınia i l’element de la ĺınia
sobre la qual q és constant: ara, com que l’eix de les abscisses és aquest eix
mateix una ĺınia més curta, i donat que sobre ell tenim θ = 0 a tot arreu,
veiem que per a q = 0 hem de tenir a tot arreu

dn

dq
= 0 .

Per tant, concloem que, si desenvolupem n en sèrie de potències ascen-
dents de q, aquesta sèrie ha de tenir la forma següent:

n = 1 + fqq + gq3 + hq4 + etc.

on f, g, h i etc. són funcions de p, o, posant

f = f0 + f ′p + f ′′pp + etc. ,

g = g0 + g′p + g′′pp + etc.

h = h0 + h′p + h′′pp + etc. ,

la forma
n = 1 + f0qq +f ′pqq +f ′′ppqq + etc.

+g0q3 +g′pq3 + etc.
+h0q4 + etc. etc.

24

Les equacions de l’article 22 donen, en el nostre cas,

n sinψ =
dr

dp
, cos ψ =

dr

dq
, −n cos ψ = m · dϕ

dp
, sinψ = m · dϕ

dq
,

n2 = n2

(
dr

dq

)2

+
(

dr

dp

)2

, n2 · dr

dq
· dϕ

dq
+

dr

dp
· dϕ

dp
= 0 .

68

153



Amb l’ajuda d’aquestes equacions, la cinquena i la sisena de les quals es-
tan contingudes a les anteriors, es poden desenvolupar sèries per a r,ϕ,ψ,m,
o per a qualsevol funció d’aquestes quantitats; d’entre aquestes sèries, anem
a establir aqúı les que són especialment mereixedores d’atenció.

Com que per a valors infinitament petits de p, q hem de tenir rr = pp+qq,
les sèries per a rr han de començar amb els termes pp+qq: els termes d’ordre
superior els obtenim pel mètode dels coeficients indeterminats,80 mitjançant
l’equació (

1
n

· drr

dp

)2

+
(

drr

dq

)2

= 4rr .

Aix́ı tenim

[1] rr = pp +
2
3
f0ppqq +

1
2
f ′p3qq +

(
2
5
f ′′ − 4

45
f0f0

)
p4qq etc.

+qq +
1
2
g0ppq3 +

2
5
g′p3q3

+
(

2
5
h0 − 7

45
f0f0

)
ppq4

Llavors tenim, a partir de la fórmula

r sinψ =
1
2n

· drr

dp
,

[2] r sinψ = p −1
3
f0pqq −1

4
f ′ppqq −

(
1
5
f ′′ +

8
45

f0f0

)
p3qq etc.

−1
2
g0pq3 −2

5
g′ppq3

−
(

3
5
h0 − 8

45
f0f0

)
pq4

i a partir de la fórmula

r cos ψ =
1
2

· drr

dq
,

80Peu de pàgina del mateix Gauss : !Els càlculs, que es poden abreujar per alguns
artificis, és superflu donar-los aqúı".
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[3] r cos ψ = q +
2
3
f0ppq +

1
2
f ′p3q +

(
2
5
f ′′ − 4

45
f0f0

)
p4q etc.

+
3
4
g0ppqq +

3
5
g′p3qq

+
(

4
5
h0 − 14

45
f0f0

)
ppq3

Aquestes fórmules donen l’angle ψ. Anàlogament, per a calcular l’angle ϕ,
usarem les sèries en què es desenvolupen r cos ϕ i r sinϕ, les quals es troben
mitjançant les equacions en derivades parcials

d · r cos ϕ

dp
= n cos ϕ · sin ψ − r sinϕ · dϕ

dp
d · r cos ϕ

dq
= cos ϕ · cos ψ − r sinϕ · dϕ

dq
d · r sinϕ

dp
= n sinϕ · sinψ + r cos ϕ · dϕ

dp
d · r sinϕ

dq
= sinϕ · cos ψ + r cos ϕ · dϕ

dq

n cos ψ · dϕ

dq
+ sinψ · dϕ

dp
= 0 ,

una combinació de les quals dóna

r sinψ

n
· d · r cos ϕ

dp
+ r cos ψ · d · r cos ϕ

dq
= r cos ϕ

r sinψ

n
· d · r sinϕ

dp
+ r cos ψ · d · r sinϕ

dq
= r sinϕ .

A partir d’aquestes equacions es poden desenvolupar fàcilment sèries
per a r cos φ, r sinφ que tindran evidentment per primer terme p, q respecti-
vament, concretament

[4] r cos ϕ = p +
2
3
f0pqq +

5
12

f ′ppqq +
(

3
10

f ′′ − 8
45

f0f0

)
p3qq etc.

+
1
2
g0pq3 +

7
20

g′ppq3

+
(

2
5
h0 − 7

45
f0f0

)
pq4
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[5] r sinϕ = q − 1
3
f0ppq −1

6
f ′p3q −

(
1
10

f ′′ − 7
90

f0f0

)
p4q etc.

−1
4
g0ppqq − 3

20
g′p3qq

−
(

1
5
h0 +

13
90

f0f0

)
ppq3

A partir de combinacions de les equacions [2], [3], [4], [5] es pot obtenir
una sèrie per a rr cos(ψ + φ), i a partir d’aquesta, dividint per la sèrie [1],
una sèrie per a cos(ψ+φ), i a partir d’aquestes una sèrie per al mateix angle
ψ+φ. No obstant això, les mateixes sèries es poden obtenir més elegantment
de la manera següent. Diferenciant la primera i segona equacions introdüıdes
al principi d’aquest article, obtenim

sinψ · dn

dq
+ n cos ψ · dψ

dq
+ sinψ · dψ

dp
= 0 ,

que combinada amb

n cos ψ · dϕ

dq
+ sinψ · dϕ

dp
= 0

dóna

r sinψ

n
· dn

dq
+

r sinψ

n
· d(ψ + ϕ)

dp
+ r cos ψ · d(ψ + ϕ)

dq
= 0 .

A partir d’aquesta equació, amb ajuda del mètode dels coeficients inde-
terminats, podem fàcilment obtenir una sèrie per a ψ + φ, el primer terme

de la qual ha de ser
1
2
π, acceptem que el radi és la unitat, i 2π denota la

circumferència del cercle,

[6] ψ + φ =
1
2
π − f0pq −2

3
f ′ppq −

(
1
2
f ′′ − 1

6
f0f0

)
p3q etc

−g0pqq −3
4
g′ppqq

−
(

h0 − 1
3
f0f0

)
pq3 .
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Sembla important també desenvolupar en sèrie l’àrea del triangle ABD.
Per a aquest desenvolupament podem usar la següent equació condicional,
la qual es dedueix fàcilment de consideracions geomètriques suficientment
òbvies,81 i en la qual S denota l’àrea considerada:

r sinψ

n
· dS

dp
+ r cos ψ · dS

dq
=

r sinψ

n
·
∫

ndq ,

la integració començant des de q = 0. A partir d’aquesta equació obtenim,
pel mètode dels coeficients indeterminats,

[7] S =
1
2
pq − 1

12
f0p3q − 1

20
f ′p4q −

(
1
30

f ′′ − 1
60

f0f0

)
p5q etc.

− 1
12

f0pq3 − 3
40

g0p3qq − 1
20

g′p4qq

− 7
120

f ′ppq3−
(

1
15

h0 +
2
45

f ′′ +
1
60

f0f0

)
p3q3

− 1
10

g0pq4 − 3
40

g′ppq4

−
(

1
10

h0 − 1
30

f0f0

)
pq5 .

25

A partir de les fórmules de l’article precedent, les quals es refereixen
a triangles rectangles formats per les ĺınies més curtes, procedim al cas
general. Sigui C un altre punt sobre la mateixa ĺınia més curta DB, per
al qual, mantenint-se p, els caràcters q′, r′,ϕ′,ψ′, S′ designen el mateix que
q, r,ϕ,ψ, S per al punt B. Tindrem aix́ı un triangle entre els punts A,B, C
els angles del qual denotem per A,B, C, els costats oposats per a, b, c, i
l’àrea per σ. Representem la mesura de curvatura en els punts A,B, C
per α, β, γ respectivament. Suposant llavors (cosa que és ĺıcita) que les
quantitats p, q, q − q′ són positives, tindrem

A = ϕ− ϕ′, B = ψ , C = π − ψ′

a = q − q′, b = r′, c = r , σ = S − S′ .

81Repeteix la frase de l’article 16.
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Primerament expressarem l’àrea σ per una sèrie. Canviant a [7] cadas-
cuna de les quantitats que fan referència a B per les que fan referència a
C, obtenim una fórmula per a S′, i aix́ı, fins a les quantitats de sisè ordre,
obtenim

σ =
1
2
p(q − q′)

{
1 − 1

6
f0(pp + qq + qq′ + q′q′)

− 1
60

f ′p(6pp + 7qq + 7qq′ + 7q′q′)

− 1
20

g0(q + q′)(3pp + 4qq + 4qq′ + 4q′q′)
}

.

Aquesta fórmula, amb ajuda de la sèrie [2], concretament

c sinB = p

(
1− 1

3
f0qq − 1

4
f ′pqq − 1

2
g0q3 − etc.

)

es pot canviar en la següent:

σ =
1
2
ac sinB

{
1 − 1

6
f0(pp− qq + qq′ + q′q′)

− 1
60

f ′p(6pp− 8qq + 7qq′ + 7q′q′)

− 1
20

g0(3ppq + 3ppq′ − 6p3 + 4qqq′ + 4qq′q′ + 4q′3)
}

.

La mesura de curvatura per a qualsevol punt de la superf́ıcie esdevé (per
l’article 19, on m, p, q eren el que n, q, p són aqúı)

= − 1
n

· ddn

dq2
= −2f + 6gq + 12hqq + etc.

1 + fqq + etc.
= −2f − 6gq − (12h− 2ff)qq − etc.

Per tant tenim, quan q, p es refereixen al punt B,

β = −2f0 − 2f ′p− 6g0q − 2f ′′pp− 6g′pq − (12h0 − 2f0f0)qq − etc.

També

γ = −2f0 − 2f ′p− 6g0q′ − 2f ′′pp− 6g′pq′ − (12h0 − 2f0f0)q′q′ − etc.

α = −2f0 .

Introduint aquestes mesures de curvatura en la sèrie que dóna σ, obtin-
drem la següent expressió, exacta fins a les quantitats de sisè ordre (excl.):82

82Exclusivament, únicament. Hem respectat l’abreviació !excl." de Gauss.
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σ =
1
2
ac sinB

{
1 +

1
120

α(4pp− 2qq + 3qq′ + 3q′q′)

+
1

120
β(3pp− 6qq + 6qq′ + 3q′q′)

+
1

120
γ(3pp− 2qq + qq′ + 4q′q′)

}

La mateixa precisió es mantindrà si substitüım p, q, q′ per c sinB, c cos B,
c cos B − a, que dóna

[8] σ =
1
2
ac sinB

{
1 +

1
120

α(3aa + 4cc− 9ac cos B)

+
1

120
β(3aa + 3cc− 12ac cos B)

+
1

120
γ(4aa + 3cc− 9ac cos B)

}

Com que totes les expressions que fan referència a la ĺınia AD normal
a BC han desaparegut d’aquesta expressió, podem permutar entre ells els
punts A,B, C i les expressions que hi fan referència. Per tant tindrem, amb
la mateixa precisió,

[9] σ =
1
2
bc sinA

{
1 +

1
120

α(3bb + 3cc− 12bc cos A)

+
1

120
β(3bb + 4cc− 9bc cos A)

+
1

120
γ(4bb + 3cc− 9bc cos A)

}

[10] σ =
1
2
ab sinC

{
1 +

1
120

α(3aa + 4bb− 9ab cos B)

+
1

120
β(4aa + 3bb− 9ab cos C)

+
1

120
γ(3aa + 3bb− 12ab cos C)

}
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26

La consideració del triangle rectilini de costats iguals a a, b, c és d’una
gran utilitat;83 els angles d’aquest triangle, que denotarem per A∗, B∗, C∗,
difereixen dels angles del triangle sobre la superf́ıcie corba, concretament, de
A,B, C, per quantitats de segon ordre; i serà molt important desenvolupar
aquestes diferències curosament. No obstant això, serà suficient mostrar els
primers passos en aquests càlculs, més tediosos que dif́ıcils.

Reemplaçant a les fórmules [1], [4], [5] les quantitats que fan referència
a B per les que fan referència a C, obtindrem fórmules per a r′r′, r′ cos ϕ′,
r′ sinϕ′. Llavors el desenvolupament de l’expressió

rr + r′r′− (q − q′)2 − 2r cos ϕ · r′ cos ϕ′ − 2r sin ϕ · r′ sinϕ′ ,

que és = bb + cc − aa − 2bc cos A = 2bc(cos A∗ − cos A), combinat amb el
desenvolupament de l’expressió

r sinϕ · r′ cos ϕ′ − r cos ϕ · r′ sinϕ′,

que és = bc sinA, dóna la fórmula següent:

cos A∗ − cos A = −(q − q′)p · sinA
{1

3
f0 +

1
6
f ′p +

1
4
g0(q + q′)

+
(

1
10

f ′′ − 1
45

f0f0

)
pp +

3
20

g′p(q + q′)

+
(

1
5
h0 − 7

90
f0f0

)
(qq + qq′ + q′q′) + etc.

}

A partir d’aqúı tenim, fins a quantitats de cinquè ordre,

A∗ −A = −(q − q′)p
{1

3
f0 +

1
6
f ′p +

1
4
g0(q + q′) +

1
10

f ′′pp

+
3
20

g′p(q + q′) +
1
5
h0(q + qq′ + q′q′)

− 1
90

f0f0(7pp + 7qq + 12qq′ + 7q′q′)
}

Combinant aquesta fórmula amb

2σ = ap(1− 1
6
f0(pp + qq + qq′ + q′q′)− etc.)

83Aquest article comença amb les paraules Magnam utilitatem. Neix la teoria de com-
paració.
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i amb els valors de les quantitats α, β, γ trobats en l’article precedent, obte-
nim, fins a quantitats de cinquè ordre,

[11] A∗ = A− σ
{1

6
α +

1
12

β +
1
12

γ +
2
15

f ′′pp +
1
5
g′p(q + q′)

+
1
5
h0(3qq − 2qq′ + 3q′q′)

+
1
90

f0f0(4pp− 11qq + 14qq′ − 11q′q′)
}

.

Amb operacions similars obtenim:

[12] B∗ = B − σ
{ 1

12
α +

1
6
β +

1
12

γ +
1
10

f ′′pp +
1
10

g′p(2q + q′)

+
1
5
h0(4qq − 4qq′ + 3q′q′)

− 1
90

f0f0(2pp + 8qq − 8qq′ + 11q′q′)
}

[13] C∗ = C − σ
{ 1

12
α +

1
12

β +
1
6
γ +

1
10

f ′′pp +
1
10

g′p(q + 2q′)

+
1
5
h0(3qq − 4qq′ + 4q′q′)

− 1
90

f0f0(2pp + 11qq − 8qq′ + 8q′q′)
}

.

A partir d’aquestes fórmules dedüım, ja que la suma A∗ + B∗ + C∗ és
igual a dos angles rectes, l’excés de la suma A + B + C sobre dos angles
rectes, concretament,

[14] A + B + C = π + σ

(
1
3
α +

1
3
β +

1
3
γ +

1
3
f ′′pp +

1
2
g′p(q + q′)

+ (2h0 − 1
3
f0f0)(qq − qq′ + q′q′)

)
.

Aquesta última equació podria haver estat obtinguda a partir de la fórmula
[6].

27

Si la superf́ıcie corba és una esfera de radi = R, tindrem

α = β = γ = −2f0 =
1

R2
; f ′′ = 0 , g′ = 0 , 6h0 − f0f0 = 0 ,

76

161



o
h0 =

1
24R4

.

Conseqüentment, la fórmula [14] esdevé

A + B + C = π +
σ

RR
,

la qual és absolutament exacta; les fórmules 11-13 donen

A∗ = A− σ

3RR
− σ

180R4
(2pp− qq + 4qq′ − q′q′)

B∗ = B − σ

3RR
− σ

180R4
(pp− 2qq + 2qq′ + q′q′)

C∗ = C − σ

3RR
− σ

180R4
(pp + qq + 2qq′ − 2q′q′)

o, amb la mateixa exactitud,

A∗ = A− σ

3RR
− σ

180R4
(bb + cc− 2aa)

B∗ = B − σ

3RR
− σ

180R4
(aa + cc− 2bb)

C∗ = C − σ

3RR
− σ

180R4
(aa + bb− 2cc) .

Negligint quantitats de quart ordre, obtenim de l’anterior el ben conegut
teorema establert primerament per l’il.lustre84 Legendre .85

28

Les nostres fórmules generals, si negligim els termes de quart ordre, es-
devenen extremadament simples, concretament:

A∗ = A− 1
12

σ(2α + β + γ)

B∗ = B − 1
12

σ(α + 2β + γ)

C∗ = C − 1
12

σ(α + β + 2γ) .

84Gauss escriu !clar. Legendre".
85Vegeu [Leg87]. Aquest article de Legendre està breument comentat a [Ita84]. Agräım

a Josep Pla la indicació sobre aquesta referència.
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Aix́ı, als angles A,B, C sobre una superf́ıcie no esfèrica, se’ls han d’aplicar
reduccions diferents, per tal que els sinus dels angles modificats siguin pro-
porcionals als costats oposats. La desigualtat, genèricament parlant, serà
de tercer ordre; però si la superf́ıcie difereix poc d’una esfera, la desigualtat
serà d’ordre superior. Fins i tot en els grans triangles de la superf́ıcie de
la terra, dels quals podem mesurar els seus angles, la diferència és sempre
inapreciable. Aix́ı, per exemple,86 en el triangle més gran que hem mesu-
rat aquests darrers anys, concretament, el format pels punts Hohehagen,
Brocken, Inselsberg, on l’excés de la suma dels angles era = 14′′.85348, el
càlcul ha donat les següents reduccions per ser aplicades als angles:

Hohehagen . . . −4′′.95113
Brocken . . . −4′′.95104
Inselsberg . . . −4′′.95131

29

Com a colofó a aquest estudi compararem l’àrea d’un triangle sobre la
superf́ıcie corba amb l’àrea del triangle rectilini de costats a, b, c. Denotarem
l’àrea del darrer per σ∗ que serà

=
1
2
bc sinA∗ =

1
2
ac sin B∗ =

1
2
ab sinC∗ .

Tenim, fins a quantitats de quart ordre,87

sinA∗ = sinA− 1
12

σ cos A · (2α + β + γ)

o, amb la mateixa exactitud,

sinA = sinA∗
(

1 +
1
24

bc cos A · (2α + β + γ)
)

.

Substituint aquest valor a la fórmula [9], tindrem, fins a quantitats de sisè
ordre,

σ =
1
2
bc sin A∗

{
1 +

1
120

α(3bb + 3cc− 2bc cos A)

+
1

120
β(3bb + 4cc− 4bc cos A)

+
1

120
γ(4bb + 3cc− 4bc cos A)

}

86Alguns autors han mal interpretat aquest exemple de Gauss. Vegeu el comentari de
la pàgina 93.

87Utilitza que sin(A− ε) " sin A− (cos A)ε.
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o, amb igual exactitud,

σ = σ∗
{

1+
1

120
α(aa+2bb+2cc)+

1
120

β(2aa+bb+2cc)+
1

120
γ(2aa+2bb+cc)

}
.

Per a la superf́ıcie esfèrica aquesta fórmula es converteix en

σ = σ∗
(

1 +
1
24

α(aa + bb + cc)
)

la qual, com es pot confirmar fàcilment, es pot substituir amb la mateixa
precisió per

σ = σ∗
√

sinA · sinB · sinC

sin A∗ · sin B∗ · sinC∗ .

Si aquesta fórmula s’aplica a triangles sobre superf́ıcies corbes no esfèri-
ques, l’error, genèricament parlant, serà de cinquè ordre, i serà imperceptible
en tots el triangles que es puguin mesurar sobre la superf́ıcie de la terra.
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