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ÍNDEX GENERAL xi

1 INTRODUCCIÓ I PROPÒSIT 1
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CAPÍTOL 1

INTRODUCCIÓ I PROPÒSIT

1.1 Introducció

Avui la tecnologia s'ha esdevingut un dels motors industrials i socials del m�on. La �optica i

la ind�ustria �optica tamb�e han tingut grans canvis en els �ultims anys. El desenvolupament de

t�ecniques relacionades amb la imatge �optica s'ha esdevingut ja un referent i una necessitat

en molts de les �arees d'inter�es i investigaci�o, com en la salut humana i ci�encies de la vida,

tecnologia de la informaci�o i de les comunicacions, sensors �optics i noves l�ampades m�es e�ci-

ents energ�eticament, etc. �Es per aix�o que s'estan desenvolupament nous m�etodes i t�ecniques

per tal de millorar en totes les �arees de la �optica. Sense anar molt lluny en el temps, com

a exemple, �es t�e el fet que es va donar el premi Nobel de F��sica del 2009 a tres cient���cs, el

brit�anic/nord-americ�a Charles K. Kao, per un costat, i els nord-americans Willard S. Boyle

y Georges E. Smith, per l'altre, pels seus treballs en la comunicaci�o �optica i de circuits semi-

conductors.

Dins d'aquest desenvolupament de tecnologies que utilitzen la �optica o fen�omens �optics,

grans instal�lacions cient���ques com el CERN, l'LHC o el XFEL s'estan esdevenint elements

essencials en molts dels camps de la investigaci�o de la ci�encia i la bioci�encia. L'XFEL �es

l'�ultims de tota una nova generaci�o de sincrotons. Els sincrotrons i la radiaci�o de sincrotr�o

s�on una eina de gran pot�encia per a molts camps de la recerca, especialment en el context

1



2 CAPÍTOL 1. INTRODUCCIÓ I PROPÒSIT

cient���c i d'ind�ustria. L'increment de l'inter�es en aquest tipus de font de llum es demostra

amb el n�umero de sincrotrons que hi ha arreu del m�on. En els �ultims 50 anys la radiaci�o de

sincrotr�o s'ha esdevingut una eina de primer��ssima necessitat per a l'estudi de la mat�eria en

totes les seves manifestacions. Noves generacions de sincrotr�o s'estan construint o ho han fet

recentment, com per exemple els de Free Electron Lasers, obrint noves possibilitats per a la

recerca. El sincrotr�o ALBA, situat a Cerdanyola del Vall�es i amb una inversi�o inicial de 201

mil�lions d'euros, �es un sincrotr�o de 3a generaci�o, inaugurat al 2011 que s'ha esdevingut ja

punt central de la recerca del sud d'Europa amb 7 l��nies de llum plenament operatives, m�es

de 1000 usuaris actius i de 5000 hores de llum a l'any.

La brillantor que s'est�a aconseguint amb les fonts de llums de les noves generacions de

sincrotrons va en augment, passant d'1 GeV al 2004 als 17.5 GeV previstos al 2016. Per tal

d'apro�tar al m�axim aquesta brillantor, els component �optics utilitzats han d'estar fets de

materials de gran qualitat que mantinguin la forma a molt altes temperatures i tinguin una

baixa degradaci�o, aix�� com han d'estar polits amb una gran precisi�o per tal de focalitzar la

m�axima energia en el m��nim punt de focus. �Es per aix�o que la precisa mesura de les superf��cies

�optiques utilitzades en els sincrotrons pels laboratoris de metrologia s'esdev�e punt important

dins de l'estructura cient���ca d'un sincrotr�o com l'ALBA.

1.1.1 Mesura de superf́ıcies òptiques

La mesura de superf��cies �optiques ha esdevingut un camp d'investigaci�o molt important en

els �ultims anys. La demanda de la millora de la precisi�o d'aquest tipus de superf��cies per

part de la ind�ustria |b�asicament farmac�eutica i de semiconductors| fa que sigui necessari

un augment de la precisi�o alhora de poder mesurar aquestes superf��cies. Hi ha molts m�etodes

per a la mesura de superf��cies �optiques. B�asicament es poden dividir en dos grups: m�etodes

de contacte i de pseudo-contacte. Els m�etodes de contacte, com per exemple el per�l�ometre

d'agulla, van caracteritzant la superf��cie a mesura que es recorre amb una agulla. En funci�o

de l'al�cada de l'agulla en cada punt es calcula l'al�cada de la superf��cie. El problema d'aquest
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m�etode �es que al necessitar del contacte amb la superf��cie, aquesta pot fer-se malb�e al recorre-

la amb l'agulla. En canvi els m�etode de pseudo contacte no necessiten d'aquest contacte amb

la superf��cie per tal de mesurar-la. Generalment s�on m�etodes �optics que utilitzen la llum i les

seves propietats per tal de mesurar la superf��cie. Alguns d'aquests m�etodes es troben en la

�gura 1.1 en funci�o de la seva precisi�o [Mor06]. Alguns d'aquests m�etodes estan descrits m�es

endavant.

Precisió (m) 

10-3 

10-6 

10-9 

Temps de vol de llum 
Triangulació 

Microscopia confocal 
Microscopia de sonda de batuda 

Interferometria  

Deflectometria 

Mètode òptic 

Figura 1.1: Esquema dels principals m�etodes per a la mesura de la topogra�a de superf��cies

en funci�o de la seva precisi�o.

En la �gura 1.2 es representen les possibles desviacions de la superf��cie en respecte de la

seva forma ideal. Una primera aproximaci�o de la caracteritzaci�o de la superf��cie est�a repre-

sentada en negre, corresponent a la seva forma nominal. En vermell est�a marcada l'ondulaci�o,

que correspon a desviacions de freq•u�encies baixes en respecte de la forma nominal. Finalment

en blau es marca el que s'anomena la rugositat de la superf��cie i que correspon a desviacions

d'alta freq•u�encia de la formen nominal. Dels nombrosos m�etodes que hi ha per a la mesura

de superf��cies �optiques, l'elecci�o del m�etode dependr�a b�asicament de la resoluci�o amb que es
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desitgi caracteritzar la superf��cie. Els m�etodes que m�es s'utilitzen per a la mesura de su-

perf��cies �optiques, degut a la seva precisi�o, s�on l'interferometria i la de
ectometria [MC07].

Rugositat 

Ondulació 

Forma nominal Superfície a mesurar 

Figura 1.2: Esquema de les irregularitats de la superf��cie a mesurar.

1.1.1.1 Interferometria òptica

L'interferometria �es probablement el m�etode m�es emprat per a la mesura de superf��cies

�optiques. La precisi�o d'aquest m�etode �es en el rang d'una fracci�o de la longitud d'ona utilit-

zada. Normalment s'utilitza una font de llum d'He-Ne, arribant a precisions en l'ordre d'uns

quants nan�ometres, tal com es pot veure en la �gura 1.1. El principi de l'interferometria �es la

superposici�o de dos fronts d'ona, una en relaci�o a la superf��cie que es vol mesurar i una altra

en relaci�o a la superf��cie de refer�encia. La �gura 1.3 mostra el principi de l'interfer�ometre de

Michelson, el cl�assic dels interfer�ometres.

El muntatge es basa en una font de llum, normalment d'He-Ne, un separador de llum

(beamsplitter), dos miralls |la superf��cie a mesurar i la superf��cie de refer�encia| i un de-

tector. Aleshores seguint els camins �optics de l'esquema, el front d'ones surt de la font de

llum, es separa en el divisor de llum, i una part del front d'ones �es re
ectit en la superf��cie de

refer�encia i l'altre part del front d'ones �es re
ectit en la superf��cie a mesurar. Aleshores els
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dos fronts d'ones tornen altra vegada al separador de llum, que els condueix al detector. Si la

difer�encia de camins �optics entre un i altre front d'ones �es su�cientment petit |menor que la

longitud de coher�encia de la font de llum|, aleshores en el detector es produeix un patr�o de

franges d'interfer�encies. Aquest patr�o de franges est�a relacionat amb la forma de la superf��cie

que es vol mesurar i la forma de la superf��cie de refer�encia. Mitjan�cant el piezoel�ectric, es

pot moure la superf��cie de refer�encia, per tal de tenir al menys 3 interferogrames amb els que

reconstruir la superf��cie a mesurar, mitjan�cant algun dels diferents algorismes que hi ha per

al desenrotllament de la fase [EC96].

(a) 

(g) 

(e) 

(d) 

(c) 

(f) 

(b) 

Figura 1.3: Esquema del funcionament i setup d'un interfer�ometre de Michelson. (a) Font de

llum, (b) Lent, (c) Divisor de llum, (d) Superf��cie de refer�encia, (e) Piezoel�ectric de translaci�o,

(f) Superf��cie a mesurar, (g) Detector.

L'interferometria �es abastament utilitzada per la rapidesa de les mesures, perqu�e s�on me-

sures bidimensionals i per la precisi�o del m�etode. El principal inconvenient del m�etode �es el

fet que la precisi�o de l'interfer�ometre est�a limitada per la precisi�o de la superf��cie de refer�encia.

Aix�o vol dir que la precisi�o en la mesura amb l'interfer�ometre vindr�a donada per la precisi�o
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de la calibraci�o de la superf��cie de refer�encia. �Es per aix�o necessari m�etodes addicionals, com

pot ser la cal�libraci�o de la superf��cie de refer�encia mitjan�cant de
ectometria [Gec07], que fan

que la interferometria no sigui un m�etode autosu�cient per tal d'obtenir una altra precisi�o en

la mesura de superf��cies �optiques.

Interfer�ometre de Fizeau

(a) 

(g) 
(e) 

(d) 

(c) 

(h) 

(f) 

(b) 

Figura 1.4: Esquema d'un interfer�ometre de Fizeau, compost pels seg•uents elements,

(a) font de llum, (b) lent, (c) separador de feix de llum, (d) lent, (e) superf��cie de refer�encia,

(f) piezoel�ectric de translaci�o, (g) superf��cie a mesurar, (h) detector.

L'interfer�ometre de Fizeau �es un dels m�es utilitzats dins de la interferometria. Aix�o �es

degut a la seva con�guraci�o, que es pot veure a la �gura 1.4. Hi ha una font de llum, que

passa per un �ltre espaial, per despr�es focalitzar en una lent. El front d'ones pla es divideix

en el divisor de front d'ones, anant una part a incidir sobre la superf��cie de refer�encia. Part

del feix �es re
ectit per la superf��cie de refer�encia i part segueix, per �nalment incidir sobre la

superf��cie a mesurar. Els dos fronts d'ona, el re
ectit en la superf��cie de refer�encia i el re
ectit

en la superf��cie a mesurar formen un patr�o d'interfer�encies que �es mesurat en el detector.

Com es pot veure, el principi �es el mateix que s'ha vist a la �gura 1.3 amb l'interfer�ometre

de Michelson. La difer�encia, i �es el que el fa que el principi conceptual sigui m�es prec��s que

qualsevol altre, �es la m��nima difer�encia que hi ha entre la superf��cie de refer�encia i la superf��cie
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a mesurar. Aix�o fa que �es minimitzi la difer�encia de camins �optics entre els dos fronts d'ona,

reduint possibles elements externs que puguin afectar a les mesures com 
uctuacions de l'aire

o canvis de temperatura. Al estar els dos fronts d'ona in
uenciats en la major part del recor-

regut pels mateixos elements, redueix elements que els puguin afectar per separat i, per tant,

augmenta la precisi�o en les mesures.

Interfer�ometre per despla�cament

La interferometria per despla�cament �es un altre tipus d'interferometria que, a difer�encia

de les altres |i �es la seva gran avantatge| no necessita d'una superf��cie de refer�encia per a

fer una reconstrucci�o de superf��cie. Aix�o �es degut a que el patr�o d'interfer�encies necessari es

fa amb un front d'ones i el mateix front d'ones despla�cat una dist�ancia, anomenada shear en

angl�es. En la regi�o de solapament entre els dos fronts d'ones es t�e un patr�o d'interfer�encies

relacionat amb la superf��cie a mesurar, m�es concretament amb la seva derivada [Mal07]. A la

�gura 1.5 es pot veure l'esquema del principi de l'interferometria per despla�cament. Es tenen

un front d'ones i ell mateix despla�cat una dist�ancia s, anomenada shear. Despr�es de passar

per la lent arriben al detector. Si s �es su�cientment petit, els dos fronts d'ones tenen una

regi�o de solapament. En aquesta regi�o �es on es produeix el patr�o de franges relacionat amb

el front d'ones i el despla�cament s.

L'interferometria per despla�cament, a part de presentar l'avantatge mencionada anteri-

orment de no necessitar superf��cie de refer�encia, tamb�e �es menys sensible a turbul�encies,

vibracions i altres efectes externs, doncs els dos fronts d'ona recorren el mateix cam�� �optic. El

principal inconvenient �es que al nom�es tenir un patr�o d'interfer�encies i aquest estar relacionat

amb la derivada de la funci�o a reconstruir, no �es possible recuperar amb un sol interferograma

la funci�o mesurada a no ser que es suposin que la superf��cie compleix certes propietats de

simetria [MC07].
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s 

Regió 
d’interferència 

Lent 

Detector 
Front 
d’ones 
desplaçat 

Front 
d’ones 
original 

Figura 1.5: Esquema d'un interfer�ometre de despla�cament, compost per un front d'ones i ell

mateix despla�cat una dest�ancia s. Els dos fronts d'ones passen per la lent per anar al detector.

En la regi�o de solapament es produeix un patr�o de franges en relaci�o al front d'ones.

3-
at test

Tal com s'ha vist, en general, quan es parla de mesurar una superf��cie en veritat el que

s'est�a fent �es una comparaci�o d'aquesta superf��cie amb una altra que �es coneguda o molt

plana. En la investigaci�o de la mesura de superf��cies planes, s'han buscat m�etodes directes

que mesurin la superf��cie sense la necessitat d'aquest est�andard de refer�encia. Una idea inicial

va ser la de fer servir superf��cies l��quides com a superf��cies de refer�encia, basant en la idea de

que els l��quids nom�es tenen curvatura del radi de la Terra. Aquesta idea es va desestimar per

problemes d'errors en les vores de les superf��cies l��quides [Mal07].

Una idea alternativa que s�� que va funcionar va ser la del 3-
at test. Aquest m�etode es

basa de manera m�es simple en el fet de que si es tenen dos valors a i b, es pot determinar com

a combinaci�o d'a i b, a = ((a+ b)(ba))=2. Si a i b s�on al�cades puntuals de dues superf��cies, es

pot determinar a a partir de la combinaci�o de dues mesures d'a i b. En aquest cas, no seria

necess�aria una superf��cie plana o coneguda de refer�encia. Portant el problema al camp de la

metrologia, els primers experiments que es van fer va ser mesurant 3 superf��cies A, B i C com
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es mostra en la �gura 1.6 [Mal07], on es tenen tres superf��cies en una combinaci�o de diferents

posicions.

y

x

z
z

y
(a)

z
x

y

x

z
z

y
(b)

z
x

y

x

z
z

y
(c)

z
x

Figura 1.6: Esquema per al 3-
at test amb tres superf��cies i 3 mesures, A (blau), B (verd) i C

(vermell). Les coordenades x, y i z senyalen les coordenades del detector de l'interfer�ometre.

(a) Superf��cie A (posici�o frontal) i superf��cie B (posici�o darrera), (b) Superf��cie A (frontal) i

superf��cie C (darrera), (c) Superf��cie B (frontal) i superf��cie C (darrera).

Si es fan servir 3 superf��cies A, B i C com en el cas de la �gura 1.6, d�ona la sensaci�o

que amb 3 mesures en seria su�cient per a determinar-les, doncs hi ha el mateix nombre de

superf��cies que de mesures. Aix�o no �es aix�� doncs degut a la difer�encia que hi ha entre la

posici�o frontal i la posici�o de darrera en la �gura 1.6. Les mesures de les superf��cies A, B i C

s�on

gAB(x; y) = fA(x; y) + fB(�x; y)

gAC(x; y) = fA(x; y) + fC(�x; y)

gBC(x; y) = fB(x; y) + fC(�x; y) (1.1)

on gAB(x; y), gAC(x; y) i gBC(x; y) corresponen a la �gura 1.6 (a), (b) i (c), respectivament.

Per tant, nom�es si fB(x; y) = fB(�x; y) aleshores s�� que es tindria soluci�o per a les

mesures. Sense assumir aquesta condici�o de simetria, sempre hi haur�a una indeterminaci�o

m�es que mesures es tinguin per m�es combinacions que es facin i superf��cies s'afegeixin [K•uc01].
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El problema de la incertesa de la reversi�o de la superf��cie es resol fent una rotaci�o d'una de

les superf��cies a mesurar, �es a dir, invertint els eixos x i y. D'aquesta manera es resol la

reconstrucci�o de les superf��cies sense la in
u�encia de cap altra element extern com pot ser la

necessitat d'una superf��cie de refer�encia [AW93]. A partir d'aquest principi s'han fet moltes

variacions del m�etode per tal d'anar millorant la precisi�o de la reconstrucci�o, afegint noves

mesures i superf��cies i afegint diferents tipus de girs [K•uc01, Gri07], proposant algorismes

iteratius per al c�alcul de les superf��cies [VM07, VM08] o descomponent les superf��cies en

parts sim�etriques [Gri06]. De totes maneres, a no ser que es facin in�nits girs, sempre hi ha

una part de la informaci�o que no es pot obtenir. Naturalment, al augmentar el nombre de

girs l'error com�es va disminuint, arribant a una precisi�o en la reconstrucci�o de la superf��cie

en l'ordre del nan�ometre [YMM+13].

1.1.1.2 Deflectometria

La de
ectometria �es una de les t�ecniques amb les que s'obt�e m�es precisi�o, tal com es pot veure

en la �gura 1.1. En moltes aplicacions s'usen de
ect�ometres per tal de mesurar superf��cies. Per

exemple, en metrologia es necessiten superf��cies que serveixin com a est�andards de superf��cies

planes, usades com a punt d'inici de la cadena per tal d'obtenir mesures amb alta precisi�o,

com podria ser per a la cal�libraci�o d'interfer�ometres [GWJP01, Gec06]. De
ect�ometres tamb�e

s'utilitzen per a la metrologia de superf��cies �optiques de gran llargada, com pot ser per exem-

ple els miralls utilitzats en telescopis [BKM+06, MZB07, Vir93]. Una altra dels grans camps

d'acci�o de la de
ectometria �es el de la metrologia de sincrotr�o [RHM05, SBB+12, YGS14], tal

com es veur�a m�es endavant a la secci�o 1.1.2.

La de
ectometria presenta una alta resoluci�o en la mesura de les pendents de les superf��cies

a caracteritzar [MC07]. La idea de mesurar la pendent de la superf��cie �es equivalent al pro-

posat per Evans per mesurar la curvatura de miralls c�oncaus mesurant la direcci�o del feix de

llum del l�aser re
ectit sobre els miralls [Eva71]. Les t�ecniques de
ectom�etriques es basen en la

mesura de la desviaci�o d'un feix de llum quan incideix sobre la superf��cie que es vol mesurar.

B�asicament la de
ectometria �es una t�ecnica que mesura la topogra�a d'una superf��cie polida
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a partir de l'avaluaci�o de la mesura de l'angle amb el que es re
ectit un feix de llum, seguint

l'esquema de la �gura 1.7.

Superfície a mesurar 

Raig incident 
Raig reflectit 

Direcció de mostreig 

Figura 1.7: Esquema del principi de la de
ectometria. Un raig incideix (en vermell) sobre un

punt de la superf��cie que es vol mesurar. Aquest mateix raig �es re
ectit (en blau), i l'angle

2� que formen el raig incident i el raig re
ectit �es el doble de la pendent de la superf��cie φ a

mesurar en aquest punt.

La �gura 1.7 mostra esquem�aticament el principi de la de
ectometria. Un feix de llum

(en vermell) incideix sobre la superf��cie a mesurar. Com que aquesta superf��cie a mesurar

est�a polida, el feix de llum incident es re
exa en el superf��cie, formant un angle � entre el

feix de llum incident i el feix de llum re
ectit. Aquest angle est�a relacionat amb la forma

de la superf��cie polida, m�es concretament, amb la derivada de la funci�o φ(x) que descriu la

superf��cie. Per les lleis de la re
exi�o, aquest angle entre el feix incident i l'angle re
ectit est�a

en el pla entre l'angle incident i la normal de la superf��cie. M�es concretament, aquest angle

t�e la seg•uent relaci�o

tg� = φ0(x) (1.2)

on φ0(x) �es, de manera natural, la derivada de la funci�o que descriu la superf��cie a mesurar.
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Mitjan�cant una c�amera CCD o un detector de posici�o es pot captar la difer�encia entre l'an-

gle incident i l'angle re
ectit � de l'equaci�o 1.2 i �gura 1.7. D'aquesta manera es t�e la pendent

de la superf��cie mesurada en aquell punt. Si es vol tenir informaci�o de diferents punts de la su-

perf��cie, mitjan�cant la batuda de tota una l��nia, es pot anar captant la difer�encia d'angle entre

el feix incident i el feix re
ectit, tenint d'aquesta manera les mesures dels pendents del per�l de

la mesura. Mitjan�cant algorismes num�erics, a partir dels angles captats pel sensor durant l's-

can, es pot obtenir la topogra�a original de la superf��cie [CYMY02, YMC05, MCY05, MC09].

S'ha de tenir en compte que amb aquest m�etode no �es necessari cap superf��cie addicional a

part de la que s'est�a mesurant. Investigacions al respecte del setup s'estant duent a terme per

tal de millorar la precisi�o de la mesura i tenint mesures dels pendent extremadament precises

[WSE99, WWG+02].

Un aspecte important �es la mida del feix del laser incident. Si la mida del feix �es gran,

es far�a una mitja de tots els feixos que incideixen sobre la superf��cie, perdent resoluci�o alhora

d'obtenir la mesura. Si la mida del feix �es petit �es t�e una informaci�o m�es puntual de la su-

perf��cie a mesurar |i per tant m�es resoluci�o| per�o s'ha de tenir en compte que un feix molt

petit pot produir efectes de difracci�o a les mesures. S'ha d'establir un comprom��s per tal de

tenir una mesura lo su�cientment puntual per�o sense problemes de difracci�o. Un altre aspecte

important a tenir en compte �es la dist�ancia entre el sensor i la superf��cie a mesurar. Reduint

aquesta dist�ancia s'augmenta la precisi�o de la mesura donada pel detector doncs in
ueixen

menys les turbul�encies de l'aire, per�o es redueix l'angle de mesura, doncs la mida del sensor

n'�es un de determinat. El rang de l'angle d'incid�encia determina com de plana ha de ser la

superf��cie a mesurar. Altra vegada s'ha d'establir un comprom��s entre la precisi�o de la mesura

i el rang de l'angle a detectar pel sensor.

La precisi�o de la de
ectometria, tal com es pot veure de l'esquema de la �gura 1.1, �es de

l'ordre del nan�ometre, essent aix�� un dels m�etodes m�es precisos per a la mesura de topogra�a

de superf��cies. S'ha de tenir en compte que una altra avantatge de la de
ectometria �es el fet

que es la possibilitat de correcci�o dels errors de la mesura abans de la reconstrucci�o del per�l
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degut a la redund�ancia de dades que es tenen al llarg de tot l'escaneig. El m�etode, per�o,

presenta alguns inconvenients o desavantatges en respecte altres m�etodes que s'han tenir en

compte. B�asicament:

� Adquisici�o de mesures unidimensionals. El per�l que es reconstrueix de la mesura �es

unidimensional, que correspon a la l��nia d'escanejat que ha fet el feix del l�aser. Aquest

fet fa que sigui dif��cil tenir una mesura bidimensional de la superf��cie, doncs s'han de

fer m�ultiples escaneigs en diferents direccions.

� Gran requeriment de temps per a les reconstruccions. Degut al punt anterior i degut

tamb�e al fet que l'escaneig �es relativament lent, la reconstrucci�o de la superf��cie �es lent.

Per aquest motiu, elements externs poden in
uenciar en la precisi�o de la reconstrucci�o,

com poden ser 
uctuacions en l'aire durant les mesures o canvis de temperatura. �Es per

aix�o que s'ha de tenir encara m�es un control de tots els possibles factors externs que

poden interferir durant el temps de mesura.

� Impossibilitat de mesurar superf��cies amb cert grau de curvatura, degut a que aleshores

el feix re
ectit de la �gura 1.7 surt del rang del sensor.
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1.1.2 Miralls i Metrologia de sincrotró

1.1.2.1 Miralls de sincrotró

Tal com s'ha dit, les noves generacions de sincrotrons tenen una alt��ssima brillantor i pot�encia

del feix de llum. Aix�o requereix una precisi�o en la forma dels mirall per tal de tenir la m�axima

brillantor possible. Els miralls de sincrotr�o han de suportar extremades altes temperatures,

per tant, els materials utilitzats han de ser capa�cos d'aguantar aquestes temperatures sense

perdre forma i propietats. Cada l��nia de llum necessita un tipus de materials en funci�o de les

seves necessitats. Molts dels miralls utilitzats es fan de Silici per la seva alta conductivitat i

baixa degradaci�o, per�o tamb�e d'altres materials com cristall de Silici (SiO2), GlidCop, Alu-

mini o Coure amb una capa de NiP, Zerodur c
 i d'altres [Zei13].

F 

Mirall d’enfoc vertical 

Mirall d’enfoc horitzontal 

PF 

Figura 1.8: Esquema de la con�guraci�o de Kirkpatrick-Baez per a focalitzar el feix de llum

de sincrotr�o, format per dos miralls, el mirall d'enfoc vertical i el mirall d'enfoc vertical. F

representa la font de llum i PF el punt focal.

Cada l��nia de llum fa servir el n�umero de miralls que s�on necessaris per tal de focalitzar

al m�axim el feix de llum incident. Normalment els miralls es col�loquen en la l��nia de llum

amb la con�guraci�o de Kirkpatrick-Baez representada a la �gura 1.8. Es posen dos miralls

en la direcci�o del feix de llum (F), un s'encarrega de focalitzar verticalment i l'altre horitzon-

talment �ns al punt focal (PF). Mitjan�cant aquesta con�guraci�o, amb dos miralls es focalitza

el feix de llum. S'ha de tenir en compte que per tal de portar a terme aquesta con�guraci�o,

es necessita que els dos miralls estiguin en incid�encia molt rasant. Degut a aix�o, errors en la
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forma de la superf��cie dels miralls afecta encara m�es en la p�erdua de brillantor del feix de llum

de sincrotr�o. La longitud i la forma dels miralls tamb�e varia, en funci�o de les necessitats. De

llargada estan en el rang de 100-1000 mm i les formes normalment s�on seccions d'una c�onica

|el�lipsoide, paraboloide| o altres formes fonamentals com esf�erica, cil��ndrica, toro•�dal o

planes [Zei13].

Un altre tipus de miralls s�on els miralls bimorfs. Aquests tipus de miralls s�on usats cada

cop m�es en les l��nies de llum dels sincrotrons d'�ultima generaci�o en els darrers anys. Aplicant

voltatges a una s�erie de piezoel�ectrics que hi ha dins dels miralls, es pot anar deformant el

mirall per tal d'arribar a la forma desitjada. Estan formats per una s�erie de components

descrits a la �gura 1.9. La part externa, en groc, correspon a un mirall pla de Silici com els

que s�on habituals en miralls de sincrotr�o. La part superior est�a degudament polida, mentre

que la inferior en principi est�a sense polir. La part interna est�a formada per 16 miralls actua-

dors que treballen en vertical. La part central vermella s�on els el�ectrodes de guiatge, mentre

que la part verda s�on el�ectrodes comuns. Les parts d'entremig blanques s�on piezoel�ectrics de

cer�amica.

Figura 1.9: Estructura d'un mirall bimorf modulat per piezoel�ectrics. Part externa, en groc,

correspon a un mirall pla de Silici. Part interna est�a formada per 16 miralls bimorfs que

actuen en vertical. La part central vermella s�on els el�ectrodes de guiatge, mentre que la part

verda s�on el�ectrodes comuns. Les parts d'entremig blanques s�on piezoel�ectrics de cer�amica.

Cada un dels 16 m�oduls del miralls bimorfs es deformen en funci�o del voltatge aplicat, se-

guint quelcom similar al mostrat a la �gura 1.10, per tal d'aconseguir una forma concreta amb

una aplicaci�o de voltatges adequada. L'avantatge dels miralls bimorfs �es que es pot aplicar
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la forma \in situ", a difer�encia dels anteriors miralls que s'han vist, on s'havia de treballar la

forma al laboratori, per despr�es portar-los a les l��nies de llum. Aquest fet �es molt important

per tal de reduir les possibles fonts d'error alhora de obtenir la forma del mirall que es desitja

en la l��nia de llum, aix�� com el fet que es pugui controlar in-situ la forma del mirall fa que en

alguns casos la precisi�o obtinguda estigui en l'ordre del sub-nan�ometre [SAS10].

Un dels problemes que s'han detectat en algunes de les l��nies de llum on estan instal�lats

�es que els miralls no focalitzen correctament l'espot de llum amb la brillantor requerida. Aix�o

�es degut al que s'anomena efecte de juntura, i correspon al fet de signi�cants deformacions

de la forma en les parts en el piezoel�ectric est�a unit amb el substrat �optic (part verda de la

�gura 1.9). Al tenir tantes unions com graus de llibertat t�e el mirall bimorf, en elguns casos la

resposta que estan donant en l'actualitat aquestes superf��cies no tinguin la precisi�o requerida

en les l��nies de llum dels sincrotrons [ASS+13].

v 

Figura 1.10: Esquema d'actuaci�o d'un dels 16 miralls bimorfs. Inicialment el mirall est�a pla

i al aplicar-li un voltatge pren una curvatura determinada, que dep�en d'aquest voltatge.

1.1.2.2 Metrologia de sincrotró

La metrologia de sincrotr�o �es l'encarregada de mesurar els components �optics que s'utilitzen

en el sincrotr�o. Els laboratoris de metrologia han de ser capa�cos de veri�car la qualitat de les

�optiques rebudes per la ind�ustria. Al ser els requeriments cada cop m�es elevats, degut a les

millores que es van obtenint en el poliment de superf��cies, �es necessari augmentar la precisi�o

de mesura de les superf��cies �optiques. Els laboratoris de metrologia de sincrotr�o s�on els en-
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carregats tamb�e de donar el feedback a la ind�ustria encarregada de manufacturar els miralls

per tal de millorar els seus processos amb m�etodes que augmentin la precisi�o i la consist�encia

[HR96]. Aix�o �es degut a que per tal de tenir la brillantor necess�aria en els sincrotrons de 3a

i 4a generaci�o, les �optiques que transporten els feixos de llum han de tenir una precisi�o en la

topogra�a en l'ordre del nan�ometre. En alguns casos, per exemple, miralls plans de 1000 mm

de llargada necessiten una precisi�o de 2-3 nm peak-to-valley (pv) en l'error de la topogra�a

[SSS+09].

Autocolimador 

Superfície a mesurar 

Direcció d’escaneig 

Pentaprisma 

Figura 1.11: Esquema de setup utilitzat ens els tres dispositius de
ectom�etrics usats en la

metrologia de sincrotr�o, basat en el principi de la de
ectometria per�o usant un pentaprisma.

Un raig incideix (en vermell) sobre la superf��cie que es vol mesurar. El raig �es re
ectit i

torna, seguint l'esquema de la �gura 1.7. El pentaprisma es va despla�cant, obtenint d'aquesta

manera pendents en tota la tra�cada de la direcci�o d'escaneig. Els elements en discontinu

representen l'esquema en una segona posici�o del pentaprisma.

Un gran nombre de m�etodes i aparells es fan servir en els laboratoris de metrologia sin-

crotr�o, que b�asicament es basen en dos m�etodes: interferometria i de
ectometria. Dins de

l'interferometria s'usen instruments que provenen directament de la ind�ustria, com pot ser

l'interfer�ometre de Fizeau, explicat a la secci�o 1.1.1.1. Els sistemes d'escaneig mitjan�cant

de
ectometria representen l'alternativa m�es important a les t�ecniques interferom�etriques, ob-
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tenint una gran precisi�o en la mesura de superf��cies �optiques [Gec07]. Els instruments m�es

utilitzats dins de la de
ectometria en els laboratoris de metrologia de sincrotr�o s�on el per-

�l�ometre de tra�ca llarga (LTP) [TQC87, TQ89, QJT95], l'instrument de mesura nano-�optica

(NOM) [SNS+04, SLN+05, SBB+12] i el m�etode basat en la difer�encia de l'angle de des-

pla�cament est�es (ESAD) [WS99, EW99a, GW02]. A continuaci�o es descriur�a breument el

principi i la t�ecnica d'aquests tres instruments, cadascun dissenyat i concebut en un labora-

tori de metrologia de sincrotr�o diferent.

En tots tres casos, s'utilitza un esquema similar al de la �gura 1.11, on la m�axima difer�encia

en respecte a l'esquema de la �gura 1.7 �es que s'afegeix un penta-prisma que mitjan�cant les

re
exions en dues de les seves cares connecta el feix de llum incident amb el feix de llum

re
ectit que arriba al detector. A partir de les mesures dels pendents, i amb els algorismes

adequats, es pot reconstruir la topogra�a de la superf��cie mesurada[EW02]. L'ajustament

�optim de tots els components �optics del dispositiu �es fonamental per minimitzar els errors en

les mesures, aix�� com el desenvolupament de nous tipus de penta-prismes [Gec07].

LTP i NOM

El per�l�ometre de tra�ca llarga (LTP, de l'angl�es Long Trace Pro�ler) �es un dels dispositius

m�es utilitzats en la metrologia de sincrotr�o. Tamb�e basat en la de
ectometria i actualment

amb una aparen�ca b�asica similar a la de la �gura 1.11, ha anat replicant-se i evolucionant

en diferents laboratoris de metrologia, passant de l'original LTP al LTP-V. Aquestes evolu-

cions han anat reduint les fonts d'error, millorant la precisi�o i la repetibilitat de les mesures.

B�asicament el que ha millorat �es el tipus de feix, la qualitat del divisors de llum, o el canvi de

tot el sistema �optic inicial per un pentaprima i el passar d'un detector 1D a 2D [MAB+10].

El principi esquem�atic del LTP es pot veure a la �gura 1.12. El feix de llum passa per

un primer separador de feix de llum BS1. El feix dividit va a dos refractors s'obtenen dos

feixos de llum perfectament col�limats separats una dist�ancia d'1mm aproximadament cap a

la superf��cie a caracteritzar. Per tal que es pugui controlar aquesta dist�ancia, un dels dos
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refractors �es m�obil. M�es endavant s'han anat afegint diferents elements per tal d'augmentar

la precisi�o, com el d'incloure una superf��cie de refer�encia i tamb�e el d'incloure el pentaprisma.

Lent 

CR1 

CR2 
BS1 

BS2 

Detector 

Feix de llum 

Superfície a mesurar 

Figura 1.12: Esquema del LTP

El dispositiu NOM (Nanometer Optical Component Measuring Machine) �es un altre dels

dispositius format a partir de l'LTP. El NOM va ser desenvolupat al laboratori de metrologia

del sincrotr�o BESSY, a Alemanya i �es l'aparell amb el que es mesuren les �optiques en aquest

sincrotr�o. El principi �es el d'utilitzar un autocolimador i un pentaprisma per a tenir una

mesura directe del pendent de la superf��cie, seguint el model de la �gura 1.11 [SBB+12].

Esquem�aticament, un autocolimador el feix del qual va incidint en la superf��cie a mesurar,

gr�acies al guiatge d'un pentaprima que es va despla�cant al llarg de la superf��cie. Basant-se

en aquest m�etode, i amb la difer�encia d'usar una apertura especial de 2 mm per a l'auto-

colimador, i amb una gran qualitat opto-mec�anica dels components, s'arriba a una precisi�o

del mateix ordre que l'aconseguit per l'ESAD per superf��cies gaireb�e planes [Gec07]. Una
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precisa caracteritzaci�o i cal�libraci�o de tots els elements, en especial el sensor, �es essencial per

aconseguir la m�axima precisi�o del dispositiu. El NOM tamb�e ha estat implantat al sincrotr�o

Diamond, a Anglaterra, obtenint resultats del mateix ordre de precisi�o que el de BESSY

[ASS+10].

ESAD

L'ESAD �es un dispositiu que es comen�ca a desenvolupar al Physikalisch-Technische Bunde-

sanstalt (PTB), a �nals dels anys 90, per a l'obtenci�o del pendent i la topogra�a de superf��cies

�optiques [WS99]. Aquest dispositiu aconsegueix una precisi�o i repetibilitat sub-nanom�etrica

en les mesures [GW02]. �Es una combinaci�o de de
ectometria i t�ecniques de shearing, uti-

litzant la difer�encia d'angles en la re
exi�o de la superf��cie, seguint el principi de
ectom�etric

explicat a la secci�o 1.1.1.2. A nivell estructural segueix l'esquema de la �gura 1.11, �es a dir, un

pentaprisma que es va despla�cant al llarg de la superf��cie i un feix de llum incident i re
ectit

que d�ona l'angle corresponent a la superf��cie a mesurar en aquell punt.

Autocolimador 

Superfície a mesurar 

Distància (shear) 

Pentaprisma 

M1 M2 

x2 

x1 

Figura 1.13: Esquema de l'ESAD, on M1 i M2 s�on les mesures necess�aries per obtenir la

reconstrucci�o en el punt x1 de la superf��cie a mesurar.

La difer�encia est�a en el tractament que es fa de les mesures. A la �gura 1.13 es mostra

l'esquema de funcionament. L'ESAD no reconstrueix el per�l de la superf��cie a mesurar
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directament a partir del pendent en cada punt |com s�� que fan el LTP i el NOM| sin�o que

utilitza la difer�encia de dues mesures M1 i M2, separades una gran dist�ancia, donades per la

pendent de la superf��cie en els punts x1 i x2 respectivament. A partir d'aquestes dues mesures

fa la reconstrucci�o de la superf��cie en el punt x1 utilitzant t�ecniques de shearing [EW99a].

Aquest m�etode no est�a in
uenciat per moviments o tilts de la superf��cie a mesurar, essent

aquest fet especialment �util per quan es necessita d'una gran duraci�o de temps per a tenir la

mesura completa de la superf��cie [SWE08].

1.2 Propòsit i esquema

Tal com s'ha vist anteriorment, la topogra�a de superf��cies re
ectants �es un camp d'inves-

tigaci�o constant degut a les demandes de la ind�ustria i la recerca al respecte. Nombrosos

m�etodes i aparells s'usen per tal d'aconseguir la precisi�o desitjada segons les necessitats. Les

dues t�ecniques m�es utilitzades quan les necessitats de precisi�o s�on en l'ordre del nan�ometre

s�on la interferometria i la de
ectometria. L'interferometria |que �es la m�es utilitzada| t�e

l'avantatge que �es un m�etode r�apid de mesura i bidimensional, i la desavantatge que neces-

sita d'una superf��cie de refer�encia per a les mesures. La de
ectometria t�e l'avantatge que �es

una mesura directa i �es molt prec��s, i la desavantatge que �es unidimensional i relativament lent.

El prop�osit d'aquesta tesi �es presentar un nou m�etode, el lateral shearing seq•uencial bidi-

mensional, per a la mesura de miralls utilitzats en un sincrotr�o i altres superf��cies de grans

dimensions que necessitin d'una precisi�o al voltant del nan�ometre en la reconstrucci�o. El nou

m�etode presentat combina les avantatges de l'interferometria i la de
ectometria, doncs s�on

mesures bidimensionals i s'elimina la in
u�encia de la superf��cie de refer�encia. A partir de me-

sures donades per un interfer�ometre i a partir d'una s�erie de m�etodes i algorismes num�erics,

es fa la reconstrucci�o de la superf��cie a mesurar. D'aquesta manera s'obtenen mesures bidi-

mensionals de manera r�apida i amb una precisi�o que no dep�en de la superf��cie de refer�encia

de l'interfer�ometre.
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Un dels prop�osits d'aquesta tesi, per tant, �es fer un desenvolupament te�oric, exhaustiu i

detallat, del lateral shearing seq•uencial bidimensional per tal de comprovar que, efectivament,

el m�etode a nivell te�oric funciona i que la idea proposada �es d'inter�es. Aix�o �es el que es fa en

els cap��tols 2 i 3 de la present tesi.

Un cop vist que el m�etode funciona a nivell te�oric, un altre prop�osit �es el d'arribar a

un escenari el m�es realista possible. Mitjan�cant simulacions, es vol arribar a un escenari el

m�axim de realista possible. En el cap��tol 4 s'afegeix soroll a les mesures i error l'error de

posicionament en el despla�cament. En el cap��tol 5 s'afegeixen els errors de guiatge de pitch i

roll, i en el cap��tol 6 es tracta el cas de la mesura de superf��cies no tan planes, �es a dir, amb

termes quadr�atics.

Un altre dels prop�osits d'aquesta tesi �es la d'obtenir nous m�etodes per tal de reduir al

m�axim la in
u�encia dels errors i situacions descrits en el par�agraf anterior. �Es per aix�o que

en cap��tol 4 es fa un an�alisi de com afecta el soroll de les mesures a les reconstruccions i

tamb�e com afecta l'error de posicionament. En el cap��tol 5 es proposa dos nous m�etodes per

a l'estimaci�o dels errors de guiatge pitch i roll. En el cap��tol 6 es proposa un nou m�etode

basat en el 3-
at test per a l'estimaci�o dels termes quadr�atics de la superf��cie a mesurar.

La present tesi consolida la proposta del m�etode a nivell te�oric, aix�� com d�ona les bases

per a l'implementaci�o en el laboratori. Com en tot proc�es d'investigaci�o, hi ha propostes per

a fer en un futur immediat, com seguir afegint m�es fonts d'error possible durant l'adquisi-

ci�o de les mesures, aix�� com implementar el m�etode de l'stitching per tal de poder fer una

reconstrucci�o completa de la superf��cie que no depengui de les dimensions de les mesures de

l'interfer�ometre. Un cop fet tot aix�o, �nalment implementar el m�etode del lateral shearing

seq•uencial bidimensional al laboratori.



CAPÍTOL 2

INTRODUCCIÓ AL LATERAL

SHEARING SEQÜENCIAL

En aquest cap��tol es fa una introducci�o del m�etode del lateral shearing seq•uencial. S'explica

l'esquema de muntatge i una descripci�o del m�etode en un domini unidimensional i continu.

23
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En aquest cap��tol es suposa que s'est�a en un domini unidimensional i continu. En aquesta

situaci�o, el per�l de la superf��cie a mesurar (SUT) i la superf��cie de refer�encia de l'inter-

fer�ometre venen descrites mitjan�cant les funcions anal��tiques φ(x) i 
(x), respectivament.

Com que una mesura de l'interfer�ometre la de�nim com la difer�encia entre la SUT i la su-

perf��cie de refer�encia, una primera mesura inicial ve descrita tamb�e per una altra funci�o

anal��tica, �0(x).

Si la superf��cie de refer�encia fos completament plana o coneguda, aleshores un cop sabuda

�0(x) es coneixeria la SUT amb precisi�o. Aquesta suposici�o de la superf��cie de refer�encia no

�es certa i fa que la precisi�o de l'interfer�ometre estigui limitada per com de plana o coneguda

�es la superf��cie de refer�encia utilitzada.

�Es per aix�o que en aquesta tesi es desenvolupa un nou m�etode, el lateral shearing seq•uen-

cial bidimensional, utilitzant un interfer�ometre, per millorar la precisi�o mitjan�cant algorismes

matem�atics que, utilitzant la sobre-informaci�o que es pot tenir sobre la mesura, elimina la

in
u�encia de la superf��cie de refer�encia. Es veur�a a continuaci�o en qu�e consisteix el m�etode.

2.1 Muntatge

El muntatge utilitzat per al desenvolupament del m�etode del lateral shearing seq•uencial �es

el mostrat esquem�aticament en la �gura 2.1. Es t�e una taula lineal, que es despla�ca en dues

direccions perpendiculars. Es t�e la superf��cie a mesurar (SUT) a sobre de la taula lineal i es

t�e l'interfer�ometre en direcci�o perpendicular a la taula lineal i la SUT. Quant m�es en paral�lel

estan la SUT i la superf��cie de refer�encia, menys franges es tindran en la mesura i menys

errors es produiran en el desenrotllament de la fase de la mesura.

Hi ha altres geometries possibles per al desenvolupament del m�etode |utilitzant elements

addicionals i fent mesures en rasant, per exemple|, per�o aquesta �es la m�es directe, on inter-



2.1. MUNTATGE 25

venen menys variables i on la interfer�encia entre la SUT i la superf��cie de refer�encia �es m�es

directe. �Es per aix�o que per a l'an�alisi del m�etode del lateral shearing seq•uencial es far�a servir

aquesta geometria.

Figura 2.1: Muntatge del lateral shearing seq•uencial. La superf��cie a mesurar (SUT) est�a

sobre una taula lineal, que es despla�ca en l'eix x i l'eix y. L'interfer�ometre est�a sobre la SUT,

en perpendicular a la SUT i a la taula lineal.

Una primera mesura donada per l'interfer�ometre est�a representada esquem�aticament a

la �gura 2.2 (a). Aquesta mesura abarca una regi�o concreta de la SUT. Si es despla�ca la

taula lineal en la direcci�o x una dist�ancia �1 es t�e una segona mesura (�gura 2.2 (b)). I

despla�cant una dist�ancia �2 respecte la inicial es t�e una tercera mesura (�gura 2.2 (c)). En el

cas bidimensional es realitzaran dues mesures addicionals despla�cant la mostra en la direcci�o

perpendicular, tal com s'indica en les �gures 2.2 (d) i (e).
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Figura 2.2: Esquema de la posici�o de les mesures de la SUT. (a) Posici�o inicial,

(b) Posici�o amb un despla�cament �1, (c) Posici�o amb un despla�cament �2 respecte l'inicial,

(d) Posici�o amb un despla�cament �3 i (e) Posici�o amb un despla�cament �4.

Un cop descrit el muntatge utilitzat i l'origen de les tres mesures, �gures 2.2 (a)|(c), que

s'utilitzaran en les seccions 2 i 3, es comen�ca amb l'an�alisi unidimensional del lateral shearing

seq•uencial.

2.2 En domini infinit

Es suposa que les mesures donades per l'interfer�ometre s�on cont��nues, unidimensionals i en

un domini in�nit. La SUT i la superf��cie de refer�encia venen descrites per φ(x) i 
(x),

respectivament

φ(x); 8x 2 R (2.1)


(x); 8x 2 R (2.2)

Inicialment es t�e la primera mesura de l'interfer�ometre |�gura 2.2 (a)| descrita per

l'equaci�o

�0(x) = φ(x)� 
(x); 8x 2 R (2.3)
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Al despla�car la taula lineal unes dist�ancies �1 i �2 respecte de la posici�o inicial, tamb�e es

despla�ca la SUT |�gura 2.2 (b) i (c)|. Per tant, dues noves mesures de l'interfer�ometre en

aquestes posicions venen descrites per

� j(x) = φ(x� �j)� 
(x); j 2 f1; 2g; 8x 2 R (2.4)

on el sub��ndex j 2 f1; 2g indica el despla�cament fet.

�Es important observar que la superf��cie de refer�encia es mant�e en la mateixa posici�o tant

en la mesura inicial com en les mesures amb φ(x) despla�cada, i per tant 
(x) �es exactament la

mateixa en les equacions 2.3 i 2.4. Aquest fet �es b�asic en el lateral shearing seq•uencial i ser�a

utilitzat per eliminar la in
u�encia de la superf��cie de refer�encia en les mesures donades per

l'interfer�ometre, no depenen aix�� de la precisi�o de la superf��cie de refer�encia per a les mesures

de la SUT.

Substraient a la mesura inicial �0(x) les mesura amb despla�cament � j(x), s'obtenen les

funcions difer�encia !j(x)

!j(x) = �0(x)� � j(x) = φ(x)� φ(x� �j); j 2 f1; 2g; 8x 2 R (2.5)

on !j(x) ja no t�e la superf��cie de refer�encia. Les funci�o difer�encia !(x) tenen un comportament

com de derivada, una relaci�o entre φ(x) i ella mateixa despla�cada. Es treballa en l'espectre

de Fourier d'!j(x) per tal de recuperar la SUT.

La transformada de Fourier d'una funci�o qualsevol f(x) t�e v�aries de�nicions, totes elles
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an�alogues. Aqu�� s'utilitza

Fff(x)g(u) =

∫ +1

�1
f(x)e�i2πuxdx (2.6)

on x �es la coordenada de longitud i u �es la freq•u�encia espaial.

Per tant, la transformada de Fourier de la funci�o difer�encies, 
j(u), �es


j(u) = Ff!j(x)g(u) = Ffφ(x)� φ(x� �j)g(u)

=

∫ +1

�1
(φ(x)� φ(x� �j))e�i2πuxdx; j 2 f1; 2g (2.7)

Com que F �es una aplicaci�o lineal [FP73], 
j(u) es pot separar com la difer�encia de dues

transformades de Fourier,


j(u) = Ffφ(x)g︸ ︷︷ ︸
(a)

�Ffφ(x� �j)g︸ ︷︷ ︸
(b)

; j 2 f1; 2g (2.8)

El terme (a) �es la pr�opia de�nici�o b�asica de la transformada de Fourier d'una funci�o an�aloga

a l'equaci�o 2.6,

Ffφ(x)g(u) =

∫ 1
�1

φ(x)e�i2πuxdx (2.9)

i el terme (b) de l'equaci�o 2.8 �es la transformada de Fourier d'una funci�o despla�cada una

dist�ancia �j ,
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Ffφ(x� �j)g(u) =

∫ 1
�1

φ(x� �j)e�i2πuxdx =

=

∫ 1
�1

φ(v)e�i2πu(v+δj)dv = e�i2πuδj
∫ 1
�1

φ(v)e�i2πuvdv

= e�i2πuδjFfφ(x)g(u) (2.10)

amb el canvi de variable v = x� �j , dv = dx.

Comparant les equacions 2.9 i 2.10, una i altra difereixen en una fase lineal e�i2πuδj re-

lacionada amb el despla�cament �j aplicat a φ(x). Aquesta relaci�o entre la transformada de

Fourier d'una funci�o i la seva despla�cada �es el que es coneix com teorema de translaci�o en

l'espai [Goo05] i �es essencial en la correcte i acurada reconstrucci�o de la SUT aplicant el lateral

shearing seq•uencial.

Aplicant el teorema de translaci�o als termes (a) i (b) de l'equaci�o 2.8, 
j(u) s'escriu com


j(u) = Ffφ(x)g(u)� e�i2πδjuFfφ(x)g(u)

= Ffφ(x)g(u)[1� e�i2πδju]; j 2 f1; 2g (2.11)

D'aqu�� s'a•�lla Ffφ(x)g(u),

Ffφ(x)g(u) = 
j(u)T j(u); on T j(u) =
1

1� e�i2πδju ; j 2 f1; 2g (2.12)

A la funci�o T j(u) se la coneix com la funci�o de transfer�encia [Mor03, GFE06]. Tal com

es veu en l'equaci�o 2.12, hi ha certs valors de u en que s'anul�la el denominador i no est�a
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de�nida, quan

e�i2πδju = 1) u =
k

�j
; k 2 Z; k 6= 0; j 2 f1; 2g (2.13)

Per tant, s'ha de tornar a rede�nir la funci�o de transfer�encia en aquests valors de la seg•uent

manera,

T �j(u) =


T j(u); u 6= k

δj
; k 2 Z; k 6= 0; j 2 f1; 2g

0; u = k
δj
; k 2 Z; j 2 f1; 2g

(2.14)

Aquesta anul�laci�o de freq•u�encies es fa degut a la pr�opia naturalesa de la funci�o difer�encies

!j(x) de l'equaci�o 2.5. Al ser una resta entre dos termes de φ(x), !j(x) t�e una indeterminaci�o

d'una funci�o peri�odica de freq•u�encia 1=�j o m�ultiple a aquesta freq•u�encia. A continuaci�o es

comprovar�a que no s'�es capa�c de distingir entre una funci�o i ella mateixa a la que se li suma

una funci�o peri�odica de freq•u�encia 1=�j o m�ultiple a aquesta freq•u�encia.

Suposem que es t�e una nova funci�o

~φj(x) = φ(x) + �j(x); 8x 2 R; j 2 f1; 2g (2.15)

on φ(x) �es la SUT i �j(x) �es una funci�o peri�odica de per��ode igual al despla�cament �j . Per

tant �j(x) compleix que

�j(x) = �j(x� k�j); k 2 Z; 8x 2 R; j 2 f1; 2g (2.16)

La funci�o difer�encies de l'equaci�o 2.5, en aquest cas ~!j(x), queda descrita com
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~!j(x) := ~φj(x)� ~φj(x� �j) (2.17)

= φ(x) + �j(x)� φ(x� �j)� �j(x� �j)

= φ(x)� φ(x� �j) (2.18)

= !(x); 8x 2 R; j 2 f1; 2g

Comparant !(x) i ~!j(x) es veu s�on iguals i que no �es possible distingir entre ~φj(x) i

φ(x), creant una indeterminaci�o en la reconstrucci�o de la SUT d'una funci�o �j(x) peri�odica

de freq•u�encia igual o m�ultiple a 1=�j . Aquesta indeterminaci�o �es la causant de que s'hagi de

tornar a rede�nir T j(u) en l'equaci�o 2.14.

Un cop es t�e T �j(u), quan s'aplica la transformada de Fourier inversa (F�1) a l'equaci�o

2.12 s'obt�e la funci�o φ�j (x),

φ�j (x) = F�1f
j(u)T �j(u)g (2.19)

on

φ�j (x) = φ(x) + �j(x); 8x 2 R; j 2 f1; 2g (2.20)

Aquesta �es la descripci�o te�orica del lateral shearing seq•uencial, pel qual a partir de dife-

rents mesures de la SUT donades per l'interfer�ometre, s'obt�e la reconstrucci�o de φ(x) sense

in
u�encia de la funci�o de refer�encia 
(x). La indeterminaci�o de �(x) de l'equaci�o 2.20 s'ana-

litzar�a a la secci�o 2.2.1.
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2.2.1 Funció de transferència

0

↑

u

F
T

1
δ1

− 1
δ1

→

Figura 2.3: Funci�o de transfer�encia en funci�o del domini de freq•u�encies, amb un despla�cament

�1 arbitrari.

Tal com s'ha vist a l'equaci�o 2.13, la funci�o de transfer�encia T j(u) no est�a de�nida a les

freq•u�encies u = k
δj
; k 2 Z; j 2 f1; 2g. El n�umero d'indeterminacions �es in�nit ja que k 2 Z.

Per tal de visualitzar la naturalesa de les indeterminacions, la �gura 2.3 mostra la funci�o de

transfer�encia per a un despla�cament �1 arbitrari, en un domini u 2 [a; b]. Es pot veure com en

tres valors de l'espai de freq•u�encies la funci�o transfer�encia tendeix a in�nit, u 2 f� 1
δ1
; 0; 1

δ1
g.

Si el domini de u fos m�es gran, apareixerien altres indeterminacions amb freq•u�encies separades

1
δ1

.

Un altre exemple �es el de la �gura 2.4, on es mostra la funci�o de transfer�encia per a un

despla�cament �2, on �2 � �1, en el mateix domini u 2 [a; b] de la �gura 2.3. Tot i ser el

mateix domini de freq•u�encies que en la �gura 2.3, en aquest cas es tenen 9 indeterminacions,
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u = f� 4
δ2
; : : : ; 0; : : : ; 4

δ2
g. Observar de la comparativa entre les �gures 2.3 i 2.4 que davant

d'un mateix domini, a la �gura 2.4 hi ha el triple d'indeterminacions. Aix�o �es degut a que la

relaci�o que hi ha entre els despla�caments �1 i �2 �es de 1 a 3. La relaci�o entre la magnitud dels

despla�caments i el n�umero d'indeterminacions segueix una relaci�o lineal.

0

↑FT

u
4
δ2

2
δ2

− 2
δ2

− 4
δ2

→

Figura 2.4: Funci�o de transfer�encia en funci�o del domini de freq•u�encies amb un despla�cament

�2 arbitrari, on �2 � �1.

A la secci�o 4.1 es far�a un an�alisi de la STF quan s'introdueix soroll a les mesures de la

SUT i es veur�a com afecta aquest soroll en el comportament de les indeterminacions.
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−
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→

↑Re{e−2πiuδj }

u

− 1
δ1

4
δ4

− 4
δ4

2
δ3

− 2
δ3

1
δ1

Figura 2.5: Part real de e�i2πiuδj amb despla�caments (a) �1, (b) �2, (c) �3, (d) �4. La relaci�o

entre despla�caments �es �3 = 2�1, �4 = 4�1 i �2 � �1, on �2 no t�e cap relaci�o de proporci�o amb

els altres.

Per tal de visualitzar millor quan apareixen les indeterminacions de la STF i la seva relaci�o

amb el despla�cament, la �gura 2.5 mostra la part real de e�i2πuδj de la funci�o de transfer�encia

per a diferents despla�caments �j . El despla�cament �1 �es arbitrari |el mateix que el de la

funci�o de transfer�encia de la �gura 2.3| i segueix una relaci�o de proporci�o amb els altres. �Es

�3 el doble que �1 (�3 = 2�1) i �4 quatre vegades m�es gran que �1 (�4 = 4�1). El cas de �2 �es

un despla�cament similar a �1, sense cap factor amb els altres.
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Les indeterminacions de la funci�o de transfer�encia venen donades quan la part real de

e�i2πuδj mostrades a la �gura 2.5 s�on exactament igual a 1 i anul�len el denominador de l'e-

quaci�o 2.12. Es pot observar que amb �3 i �4 s'arriba a 1 en una relaci�o del doble i quatre

vegades m�es que amb �1, respectivament. En el cas de �3 es t�e les mateixes indeterminacions

que �1, afegint-se el doble en els valors d'entremig. El mateix passa amb �4 en relaci�o a �3.

Aix�o con�rma que quan un despla�cament �es m�ultiple de l'altre es mantenen les mateixes sin-

gularitats i se n'afegeixen el doble en valors d'entremig.

La situaci�o canvia quan els despla�caments s�on co-primers. �Es el cas de �2 amb qualsevol

dels altres. Les comparacions de les gr�a�ques mostren que no comparteixen cap indetermi-

naci�o en les seves funcions de transfer�encia, excepte l'origen. En el cas de �1 i �2, es veu

que tenen el mateix nombre, doncs s�on despla�caments propers, per�o cap de com�u, excepte

el 0. La no-repetici�o d'indeterminacions �es molt important per tal de combinar funcions de

transfer�encia de diferents despla�caments i eliminar la funci�o peri�odica mostrada en l'equaci�o

2.20.

Per a fer aquesta combinaci�o a partir de les mesures donades per l'interfer�ometre, es

comen�ca amb una primera mesura �0(x). Despr�es es fan dos despla�caments �1 i �2, tornant a

mesurar a cada un d'ells i obtenint la segona i la tercera mesura, �1(x) i �2(x), respectivament.

Fent el proc�es descrit entre les equacions 2.5|2.12, es combinen les tres mesures, �0(x) amb

�1(x), i �0(x) amb �2(x). D'aquesta manera s'obtenen 
1(u)T 1(u) i 
2(u)T 2(u) |equaci�o

2.12| amb les seves indeterminacions respectives, en funci�o dels despla�caments �1 i �2. Per

l'equaci�o 2.13, les indeterminacions de T 1(u) i T 2(u) apareixen, respectivament, quan es

compleix que

u =
k

�1
i u =

k

�2
; k 2 Z (2.21)

Tal com s'ha vist en l'equaci�o 2.13 i en l'an�alisi posterior, quan els despla�caments no
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tenen factors en com�u, les freq•u�encies en les que apareixen les indeterminacions d'una i altra

funci�o de transfer�encia s�on diferents excepte a l'origen1. Tenint aix�o en compte, es fa una

reconstrucci�o de la SUT, φ�(x), mitjan�cant la combinaci�o de les funcions de transfer�encia de

la seg•uent manera

Ffφ�(x)g(u) =



1(u)T 1(u); u =2 [ kδ1 � �;

k
δ1

+ �], k 2 Z:


2(u)T 2(u); u 2 [ kδ1 � �;
k
δ1

+ �], k 2 Z:

(2.22)

Com que no s�on singularitats evitables, com es pot veure en les �gures 2.3 i 2.4, la re-

construcci�o mitjan�cant la combinaci�o de funcions de transfer�encia �es m�es correcta fer-la en

un interval proper a la indeterminaci�o, quan u 2 [ kδ1 � �;
k
δ1

+ �]. La magnitud de � �es la que

es cregui convenient, sempre evitant que l'interval u 2 [ kδ1 � �;
k
δ1

+ �] contingui una indeter-

minaci�o de T 2(u).

Amb el proc�es descrit s'eviten les indeterminacions, eliminant la funci�o peri�odica de l'e-

quaci�o 2.20 i arribant a una reconstrucci�o exacta de φ(x) usant el lateral shearing seq•uencial,

nom�es diferint de la SUT en un pla,

φ�(x) = φ(x) +Ax+ C; A;C 2 R; 8x 2 R; (2.23)

La indeterminaci�o del pla Ax+C prov�e d'el�liminar la freq•u�encia de l'origen en les funcions

de transfer�encia T 1(u) i T 2(u) de l'equaci�o 2.14. Aquesta indeterminaci�o �es una constant A

en la funci�o difer�encies. Al fer la transformada de Fourier inversa en l'equaci�o 2.19, que �es

una integraci�o, la constant A es converteix en Ax+C. Aquest pla no �es d'import�ancia, doncs

φ(x) i φ�(x) tenen exactament la mateixa forma, tal com es veur�a en la secci�o 3.1.1.

1Aquesta singularitat a l’origen dóna lloc a un pla en la reconstrucció, tal com es veurà en l’equació 2.23.



2.3. EN DOMINI FINIT 37

2.3 En domini finit

A continuaci�o es veur�a quins s�on els canvis que s'han de tenir en compte en un domini �nit. El

domini en el que es restringeixen les funcions anal��tiques que descriuen les diferents superf��cies

i posterior operacions est�a ara determinat per la dimensi�o de les mesures de l'interfer�ometre.

Es suposar�a que la longitud en x de la mesura de l'interfer�ometre �es �.

Les equacions 2.1|2.5, descrites en domini in�nit, es restringeixen a un interval de longi-

tud �nita. La SUT i la superf��cie de refer�encia queden descrites per

φ(x); x 2 [c; d] (2.24)


(x); x 2 [a; b] (2.25)

on [a; b] � [c; d].

Les mesures de l'interfer�ometre �0(x) i � j(x), restringides a l'interval [a; b] de la superf��cie

de refer�encia, queden expressades anal��ticament com

�0(x) = φ(x)� 
(x); x 2 [a; b] (2.26)

� j(x) = φ(x� �j)� 
(x); j 2 f1; 2g; x 2 [a; b] (2.27)

Per tal de visualitzar aquestes equacions, la �gura 2.6 mostra una SUT en el domini [c; d] i

la part que mesura l'interfer�ometre, en vermell. A la primera mesura, representada en vermell

a la �gura 2.6 (a), el domini de φ(x) mesurat �es el corresponent a [a; b], de longitud �. Men-

tre que a la segona mesura, representada en vermell a la �gura 2.6 (b), al haver-se despla�cat

�j , la part de φ(x) mesurada �es la corresponent a l'interval [a��j ; b��j ], tamb�e de longitud �.
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D'aqu�� es veu que la funci�o difer�encies !j(x) queda de�nida per

!j(x) = φ(x)� φ(x� �j); x 2 [a; b]; j 2 f1; 2g (2.28)

que est�a mesurant valors de φ(x) en el rang [a� �j ; b]. Aquest fet i la relaci�o que hi ha entre

els valors de φ(x) en [a; b] i [a� �j ; b� �j ] �es un dels canvis m�es importants que es produeixen

al treballar en un domini �nit. Aquests canvis comporten variacions en l'espai de Fourier,

equacions 2.7|2.14, especialment amb el teorema de translaci�o i la funci�o de transfer�encia.

a b

← ξ →

a b

← ξ →

→

↑

x

δj

(b)

(a)

−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−

→

↑

c

x

φ(x)

φ(x)

−
−
−
−
−
−

−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−
−

←→
d

d

c

−
−
−
−
−
−

Figura 2.6: Exemple de SUT de�nida en el domini [c; d]. (a) En vermell, part de φ(x), de

longitud �, mesurada per l'interfer�ometre en la primera mesura. (b) En vermell, part de φ(x),

tamb�e de longitud �, mesurada en la segona mesura, despla�cant �j la SUT.

A continuaci�o s'analitzen dues situacions. A la primera, en la secci�o 2.3.1 es suposa que

la SUT �es peri�odica. La periodicitat de φ(x) �es necess�aria per a que el teorema de translaci�o

es compleixi en un domini �nit, tal com es veur�a m�es endavant. A la segona, en la secci�o
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2.3.2, la SUT no t�e cap restricci�o de periodicitat |un cas m�es realista| i s'ha de fer servir

el m�etode de l'extensi�o natural [WSE99, EW99b] per tal de perioditzar φ(x).

2.3.1 SUT periòdica

En aquesta secci�o es suposa que la SUT �es peri�odica de per��ode �. Al ser φ(x) una funci�o

peri�odica de per��ode �, es compleix que

φ (x) = φ (x � k�); k 2 Z;8x 2 [c; d] (2.29)

La �gura 2.7 mostra una φ(x) peri�odica de per��ode � i les seves difer�encies, tamb�e pe-

ri�odiques. La SUT est�a de�nida en un domini [c; d] i l'interfer�ometre mesura en [a; b]. En

aquest cas de la �gura 2.7, la longitud de [c; d] �es tres vegades m�es gran que la de [a; b] i al ser

φ(x) peri�odica de per��ode �, es tenen tres per��odes, tant de φ(x) com de la funci�o difer�encies.

La �gura 2.7 (a) mostra en blau la SUT, i en vermell la part de φ(x) mesurada en la

primera mesura de l'interfer�ometre. S'est�a mesurant un per��ode complet de φ(x). La �gura

2.7 (b) mostra en blau la SUT, i en vermell la part mesurada per l'interfer�ometre, un cop

s'ha despla�cat �j . Com que φ(x) �es peri�odica de per��ode �, la part en vermell de la �gura 2.7

(b) �es la mateixa que a la part en vermell de la �gura 2.7 (a). �Es a dir, que la informaci�o

nova de φ(x) de la segona mesura (en blau a 2.7 (a) i en vermell a 2.7 (b)), que correspon

a l'interval [a � �j ; a], �es exactament igual a la informaci�o que es perd de la primera mesura

al fer el despla�cament �j (en vermell a 2.7 (a) i en blau a 2.7 (b)) corresponent a l'interval

[b� �j ; b].

Per tant, quan una SUT �es peri�odica de per��ode igual a la longitud de mesura de l'inter-

fer�ometre |� en aquest cas|, amb una sola mesura ja s'obt�e tota la informaci�o diferent de

φ(x). El que succeeix �es que la informaci�o de la SUT est�a barrejada amb la de la superf��cie

de refer�encia, tal com es veu a l'equaci�o 2.3 i �es per aquest motiu que s�on necess�aries mesures

addicionals per tal de treure la informaci�o de la superf��cie de refer�encia, seguint la secci�o 2.2.
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Figura 2.7: Exemple de SUT peri�odica de per��ode �. (a) En blau la SUT en el domini [c; d],

i en vermell la part mesurada per l'interfer�ometre en la primera mesura, (b) En blau SUT en

el domini [c; d], i en vermell la part mesurada en la segona mesura de l'interfer�ometre, amb

un despla�cament de �j , (c) Difer�encies de les dues mesures de 2.7 (a) i 2.7 (b).

La �gura 2.7 (c) representa !(x) de les dues mesures de la SUT, �es a dir, la difer�encia de

les dues parts en vermell de les �gures 2.7 (a) i 2.7 (b). El salt a a + �j �es degut al salt de

φ(x) quan x = a, al canviar de per��ode en la segona mesura.
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Les funcions φ(x) i !j(x) mostrades a la �gura 2.7 s�on funcions peri�odiques i cont��nues

per parts i, per tant, es poden desenvolupar en s�eries de Fourier [BC08], �es a dir, en una s�erie

in�nita de sinus i cosinus convergeix puntualment a elles. En el cas de φ(x), aquesta suma

est�a expl��citament expressada per

φ (x) =
1p
�

1∑
k=�1

φk e
i2π kx

ξ (2.30)

on els coe�cients φk venen donats per

φk =

∫ ξ

0

1p
�
φ(x) e

�i2π kx
ξ dx (2.31)

A partir del desenvolupament de φ(x) en s�erie de Fourier, !(x) de l'equaci�o 2.28 est�a

descomposada com

!j (x) =
1p
�

1∑
k=�1

φk[e
i2π kx

ξ � ei2π
k(x−δj)

ξ ] (2.32)

=
1p
�

1∑
k=�1

φk[1� e�i2π
kδj
ξ ]e

i2π kx
ξ

on els coe�cients φk s�on els mateixos de l'equaci�o 2.31.

Un cop es t�e !j(x) en la seva descomposici�o en s�erie de Fourier, s'est�a en una situaci�o

an�aloga a la descrita per l'equaci�o 2.11, i es pot seguir el m�etode descrit en domini in�nit per

tal de recuperar la SUT.

Observar que, al igual que passava amb el domini in�nit, es tenen indeterminacions al

fer servir nom�es un despla�cament (eq. 2.20). A partir de l'an�alisi de l'equaci�o 2.32, es veu
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que s'anul�len certes freq•u�encies de !j(x) peri�odicament quan e
i2π

kδj
ξ = 0. Aix�o succeeix,

coincidint amb el descrit a l'equaci�o 2.21, cada vegada que es compleix que
kδj
ξ 2 Z. Per tant,

amb el lateral shearing seq•uencial s'obt�e tota la SUT excepte una funci�o peri�odica de per��ode

�j . Amb la reconstrucci�o de la SUT a partir de la combinaci�o de la funci�o de transfer�encia

provinent de diferents mesures descrita de l'equaci�o 2.22 es soluciona aquesta indeterminaci�o.

2.3.2 SUT no periòdica

A la secci�o 2.3.1 s'est�a suposant que φ(x) �es una funci�o peri�odica de per��ode �. Aquesta

suposici�o en la majoria de SUT analitzades no es compleix. En la funci�o difer�encia !j(x), si

es suposa que φ(x) �es peri�odica de per��ode � quan no ho �es, es comet un error en l'interval

[a; a+ �j) descrit per �δj , determinat per φ(x) i pel despla�cament �j ,

�δj (φ; �j) =

δj∑
i=1

φ(x� �j)� φ(x+ � � �j) 8x 2 [a; a+ �j); j 2 f1; 2g (2.33)

Quan φ(x) �es peri�odica �δj (φ; �j) = 0 ja que sempre es compleix que φ(x��j) = φ(x+���j).

En la majoria de casos, tal com s'ha dit, no es pot suposar que φ(x) �es peri�odica de per��ode

la longitud de la mesura �, ja que en les mesures donades per l'interfer�ometre quan es despla�ca

la taula lineal, corresponents a l'equaci�o 2.4, apareixen �j nous valors de φ(x) que no tenen

cap relaci�o de periodicitat amb els anteriors. El que s�� que es pot suposar �es que la SUT �es

� + �j peri�odica, �es a dir, la longitud de la mesura m�es el despla�cament. Aquesta suposici�o

de periodicitat �+�j �es la que es far�a servir i la que s'aconsegueix mitjan�cant l'extensi�o natural.

2.3.2.1 L’extensió Natural

L'extensi�o Natural �es un algorisme num�eric necessari per a la millora de la precisi�o en el

lateral shearing seq•uencial. El que fa l'extensi�o natural �es crear una nova funci�o de difer�encies
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estesa, $j(x), amb la hip�otesi de que φ(x) �es peri�odica de per��ode �+�1, de la seg•uent manera

$j(x) =


!j(x) 8x 2 [a; b]

�
ξ
δj∑
k=1

!j(x� k �j) 8x 2 (b; b+ �j ]

(2.34)

on $j(x) es la funci�o de difer�encies estesa, de longitud � + �j
2.

De les parelles de mesures f�0, �1g i f�0, �2g usades en la funci�o difer�encies !j(x),

j = f1; 2g, es tenen � + �j valors diferents de φ(x) sense cap relaci�o de periodicitat entre

ells. A la �gura 2.8 (a), en vermell, es mostren els � valors de φ(x) de la primera mesura. A

la �gura 2.8 (b), en vermell, es mostren els altres � valors de φ(x) de la segona mesura. La

�gura 2.8 (c), en vermell, mostra el total de valors diferents que es tenen de φ(x) amb les

parelles de mesures f�0, � jg. La �gura 2.8 (d) mostra gr�a�cament el resultat de l'extensi�o

natural. En vermell es tenen els � + �j valors diferents procedents de les dues mesures, i es

repeteix la informaci�o fora del domini [a� �j ; b] per tal de perioditzar-la.

En el domini x 2 [a; b] la funci�o de difer�encies esteses �es igual que la de l'equaci�o 2.28,

doncs tal com s'ha vist no hi ha difer�encia entre una funci�o peri�odica de per��ode la mesura de

l'interfer�ometre i qualsevol altre funci�o. En canvi, en el domini est�es s�� que hi ha d'haver-hi

la suposici�o de periodicitat de φ(x).

2Observar que per tal que el ĺımit superior del sumatori que apareix en $j(x) sigui correcte, es necessita

que la longitud del desplaçament δj sigui divisor de ξ.
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a b

← ξ + δj →
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x
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a b
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a b
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Figura 2.8: Proc�es de l'extensi�o natural. (a) Primera mesura inicial, en vermell, de la SUT,

(b) Segona mesura inicial, en vermell, de la SUT, despr�es d'un despla�cament �j , (c) Uni�o de

tots els valors mesurats en 2.8 (a) i 2.8 (b) fent la primera mesura estesa de l'extensi�o natural,

(d) Perioditzaci�o de φ(x) a partir de la primera mesura estesa i obtenci�o de la segona mesura

estesa, en vermell, amb un despla�cament de �j .
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Si es fa el desenvolupament de $j(x) en el domini est�es |observar que �es an�aleg estendre

en l'interval [a � �1; b] que en l'interval [b; b + �j ]| es veu com es cancel�len tots els termes

del sumatori, excepte el primer i l'�ultim,

$j(x) :=�

b
δj∑
k=1

!j(x� k �j)

=�

b
δj∑
k=1

φ(x� k �j)� φ(x� (k + 1)�j)

=� [φ(x� �j)�������
φ(x� 2�j) +������

φ(x� 2�j)�������
φ(x� 3�j) + : : :

: : :+�����φ(x� b)� φ(x� b� �j)]

= φ(x� b� �j)� φ(x� �j); 8x 2 (b; b+ �j ] (2.35)

Per altra banda, el desenvolupament de la funci�o difer�encies en el domini est�es, en el cas

que φ(x) fos peri�odica de per��ode � + �j , seria

!j(x) := φ(x)� φ(x� �j)

= φ(x� b� �j)� φ(x� �j); 8x 2 (b; b+ �j ] (2.36)

Comparant les equacions 2.35 i 2.36, es comprova que efectivament l'extensi�o natural peri-

oditza la SUT nom�es utilitzant la funci�o difer�encies !j . D'aquesta manera, es pot seguir el

m�etode del lateral shearing seq•uencial en el cas d'una φ(x) peri�odica de les equacions 2.30|

2.32, complint amb el teorema de translaci�o de la transformada de Fourier.
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a b

↑ω1(x)

x→
b+ δ1

−
−
−
−
−
−
−
−
−

−
−
−
−
−
−
−
−
−

−
−
−
−
−
−
−
−
−

ξ →←

Figura 2.9: Funci�o difer�encies !1(x) estesa, utilitzant l'extensi�o natural. En blau es mostra

!1(x) inicial, utilitzant les mesures de les �gures 2.8 (a) i 2.8 (b), pr�evia a l'extensi�o natural.

En vermell es mostra l'extensi�o de la funci�o difer�encies feta amb l'extensi�o natural. El conjunt,

de [a; b + �1], conforma la funci�o de difer�encies estesa i �es !j(x) com si les mesures inicials

fossin les de les �gures 2.8 (c) i 2.8(d).

La �gura 2.9 mostra gr�a�cament el que fa l'extensi�o natural. En blau �es la funci�o di-

fer�encies !1(x) de les dues mesures inicials de les �gures 2.8 (a) i 2.8 (b), on el domini �es [a; b].

La longitud de la funci�o difer�encies inicial �es �. Com que les mesures esteses amb l'extensi�o

natural de la �gura 2.8 (c) i 2.8 (d) tenen domini �+�1, la funci�o difer�encies tamb�e ha de tenir

la mateixa longitud. L'extensi�o de la funci�o difer�encies feta per l'extensi�o natural es mostra

en vermell, en l'interval [b; b+ �1]. Observar que el salt que es produeix quan x = b �es an�aleg

al que es veu a la �gura 2.7 (c), on la SUT �es inicialment peri�odica.

D'aquesta manera s'aconsegueix que φ(x) sigui una funci�o peri�odica de per��ode �+ �1 i les

mesures de l'interfer�ometre siguin tamb�e de longitud �+ �1 i s'estigui en una situaci�o an�aloga

a la de la secci�o 2.3.1, on φ(x) �es peri�odica inicialment i es compleixi el teorema de translaci�o

de la transformada de Fourier. Les difer�encies de resultats entre usar o no l'extensi�o natural

es veuran en el seg•uent cap��tol. Ara per �nalitzar es mostra l'esquema de proc�es de treball,

en funci�o de si s'utilitza o no l'extensi�o natural.
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φ(x)

��

{τ 0, τ 1} //

��

ωj(x) //

��

F //

��

φ∗(x)

φ∗(x)=φ(x)+Ax+B+µj(x)

xx

��
ξ ξ ξ ξ

φ(x)

��

{τ 0, τ 1} EN //

��

ωj(x) //

��

F //

��

φ∗(x)

φ∗(x)=φ(x)+Ax+B+���µj(x)

xx

��
ξ ξ + δj ξ + δj ξ + δj

L’esquema de la figura ?? mostra les diferències entre usar l’extensió natural o no.

Inicialment es tenen dues mesures de la SUT1: la inicial i la desplaçada δ1. Ambdues

mesures tenen un domini de longitud ξ, la primera en el domini [a, b] i la segona en el

domini [a − δ1, b − δ1]. Si s’agafa el mètode inicial, és a dir, sense extensió natural, a

partir de les dues mesures es té la funció diferències ω1(x) de domini ξ, sense cap relació

de periodicitat de la SUT entre les dues mesures. En aquest cas, al no tenir relació de

periodicitat, no es compleix el teorema de traslació de la transformada de Fourier de

l’equació 2.10. Aleshores s’introdueix un error periòdic tal com es veu en la secció 3.1.2.

1Es fa per claredat l’explicació amb dues mesures, però és anàleg amb les tres.

Figura 2.10: Esquema de reconstrucci�o dividit per blocs, en funci�o si s'utilitza l'extensi�o

natural o no. En negre, sense extensi�o natural. En blau, utilitzant l'extensi�o natural. Cada

bloc signi�ca una part del proc�es: bloc 1, les dues mesures f�0; �1g; bloc 2, funci�o difer�encies;

bloc 3, treball en el domini de Fourier; bloc 4, reconstrucci�o de φ(x). A la part inferior de

cada proc�es s'indica la longitud del domini amb el que es treballa.

Per tal de veure tot el proc�es, la �gura 2.10 divideix en blocs la reconstrucci�o del lateral

shearing seq•uencial, en funci�o si s'usa l'extensi�o natural o no en el proc�es de reconstrucci�o

de la SUT. En negre, el proc�es sense extensi�o natural. En blau, amb extensi�o natural. En

ambd�os casos inicialment a partir de φ(x) es tenen dues mesures donades per l'interfer�ometre3,

la inicial �0(x) i la despla�cada �1(x). Ambdues mesures amb un domini de longitud �.

Si s'agafa el m�etode inicial, �es a dir, sense extensi�o natural, a partir de les dues mesures

es t�e la funci�o difer�encies !1(x), tamb�e de domini �, sense cap relaci�o de periodicitat de la

SUT entre les dues mesures. En aquest cas, al no tenir relaci�o de periodicitat, al treballar en

3Es fa per claredat l’explicació amb dues mesures, però és anàleg amb les tres.
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l'espai de Fourier |bloc 3, F| no es compleix el teorema de translaci�o de la transformada

de Fourier de l'equaci�o 2.10 i s'introdueix un error peri�odic en la reconstrucci�o, φ�(x), tal com

es veur�a en la secci�o 3.1.

En el cas en s'utilitzi l'extensi�o natural, �es en el segon bloc |!1(x) amb un domini �+�1|

on es fa l'extensi�o natural, agafant tota la informaci�o diferent que hi ha en les dues primeres

mesures f�0; �1g i utilitzant-les per a fer una nova primera mesura estesa. �Es a dir, es tenen

� + �1 valors diferents de φ(x) en les dues mesures i l'extensi�o natural els uneix tots formant

una nova primera mesura estesa de domini � + �1. D'aquesta manera s'ha augmentat el rang

de mesura de l'interfer�ometre, passant de � a � + �1. I abans s'ha vist en la secci�o 2.3.1, que

amb una SUT peri�odica de per��ode igual a la mesura de l'interfer�ometre s�� que es compleix el

teorema de translaci�o de la transformada de Fourier de l'equaci�o 2.10.
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DISCRET

En aquest cap��tol es fa un an�alisi del m�etode m�es detallat, en domini discret, donant especial

�emfasi a la funci�o de transfer�encia i a la combinaci�o de despla�caments amb l'extensi�o natural

per tal d'evitar les singularitats de la funci�o de transfer�encia. Es mostren els primers resultats

de reconstruccions amb el lateral shearing seq•uencial.

49
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Per tal d'introduir el lateral shearing seq•uencial s'ha treballat amb un domini continu,

per�o una aproximaci�o m�es realista a les mesures donades per l'interfer�ometre �es que el domini

sigui discret. Per exemple el domini [a; b] de la secci�o anterior on estava de�nida la mesura

de l'interfer�ometre es discretitza de la seg•uent manera,

xk = x1 + (k � 1) �x; k 2 f1; : : : ; ng (3.1)

on �x �es la dist�ancia de mostreig, x1 �es un origen arbitrari. Seguint amb la notaci�o de la

secci�o anterior, x1 = a, xn = b.

La dist�ancia de mostreig determina el n�umero n de divisions del domini |o equivalentment

el n�umero de valors que es tenen de la SUT| i les dimensions del sensor determinen el rang

d'abastament, �es a dir, la dist�ancia entre x1 i xn, que seguint amb la notaci�o de la secci�o

anterior, aquesta dist�ancia �es �,

kxn � x1k = � (3.2)

El domini de φ(x) de l'equaci�o 2.1 �es [c; d], on [a; b] � [c; d] que fa que la seq•u�encia discreta

de valors fφ1 : : : φmg de�nida per

φk = φ(xk); k 2 f1; : : : ;mg (3.3)

sigui de m�es longitud que la seq•u�encia f
1; : : : ; 
ng de la funci�o de refer�encia,


k = 
(xk); k 2 f1; : : : ; ng (3.4)
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on n < m.

· · ·x1 x2 xm−1xm

xk
→

↑ φk = φ(xk)

Figura 3.1: Esquema de discretitzaci�o de φ(x).

A partir d'aqu�� la primera mesura donada per l'interfer�ometre (en continu equaci�o 2.3) �es

�0
k = φ(xk)� 
(xk) = φk � 
k; k 2 f1; : : : ; ng (3.5)

A la �gura 3.1 es veu gr�a�cament la discretitzaci�o d'una φ(x) qualsevol. S'est�a suposant

per facilitat que el comportament del p��xel �es el d'una delta de Dirac tenint un �unic valor

puntual de la SUT per a cada p��xel, perdent els valors de φ(x) entre un p��xel i un altre.

Degut a la difer�encia de dimensions entre la mida del p��xel �x i els despla�caments �j

|la mida del p��xel �es m�es petit que els dos despla�caments de la taula lineal| es compta que
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qualsevol dist�ancia despla�cada �j �es m�ultiple de la mida del p��xel,

�j
�x

= tj 2 N; j 2 f1; 2g (3.6)

on tj �es a partir d'ara el valor que quanti�ca la magnitut dels despla�caments.

Un cop discretitzada la SUT i els despla�caments, es pot de�nir les mesures de l'inter-

fer�ometre quan es despla�ca la taula lineal (en continu equaci�o 2.2),

� jk = φ(xk � �j)� 
(xk) (3.7)

= φ(xk�tj )� 
(xk)

= φk�tj � 
k; k 2 f1; : : : ; ng; j 2 f1; 2g

i la funci�o difer�encies de l'equaci�o 2.4 com

!jk = φ(xk)� φ(xk�tj )����
(xk) +���
(xk)

= φk � φk�tj ; k 2 f1; : : : ; ng; j 2 f1; 2g (3.8)

Fins ara s'ha vist els diferents canvis que es produeixen en el domini espaial. La discretit-

zaci�o de l'espai de Fourier es fa a partir de la transformada de Fourier discreta (TFD) [Goo05],

que est�a de�nida com una seq•u�encia n-peri�odica.

Primer s'ha de de�nir el domini de freq•u�encies. En el domini de freq•u�encies u es tenen

el mateix n�umero de valors que en el domini espaial x. Les freq•u�encies fu1; : : : ; ung sempre

estan en l'interval [ �1
2∆x ;

1
2∆x) i expl��citament s'expressen com

up = u1 + p�u; p 2 f1; : : : ; ng (3.9)
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on �u = 1
(n+1)∆x i els l��mits de l'interval s�on u1 = �1

2∆x i un = 1
2∆x ��u.

La TFD queda expressada expl��citament per

xp =
n∑
k=1

φk � e�i2π
pk
n ; p 2 f1; : : : ; ng (3.10)

a partir de la seq•u�encia fφ1; :::; φkg de la SUT.

D'aqu�� que la TFD de la funci�o difer�encies !jk estigui de�nida com,


j
p =

n∑
k=1

!jk � e�i2π
pk
n ; p 2 f1; : : : ; ng ; j 2 f1; 2g (3.11)

El teorema del translaci�o de l'equaci�o 2.11 tamb�e �es cert en domini discret, conservant la

relaci�o lineal entre la TFD d'una funci�o i ella mateixa despla�cada,


j
p = xp(1� e�i2π

ptj
n ); j 2 f1; 2g (3.12)

i d'aqu�� s'a•�lla xp,

xjp = 
j
pT jp ; on T jp =

1

1� e�i2π
ptj
n

; p 2 f1; : : : ; ng; j 2 f1; 2g (3.13)

S'est�a en una situaci�o similar a la descrita en el domini continu �nit de les equacions

2.12|2.20. Degut a les singularitats que es tenen quan p = r=tj ; j = f1; 2g; r 2 Z, en domini
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discret la funci�o de transfer�encia queda re-de�nida com

T �jp =


T jp ; p 6= r

tj
; r 2 Z� f0g; j 2 f1; 2g; p 2 f1; :::; ng

0; p = r
tj
; r 2 Z; j 2 f1; 2g; p 2 f1; :::; ng

(3.14)

T �jp t�e b�asicament les mateixes caracter��stiques que a la secci�o anterior 2.2, per�o amb

algunes particularitats que s'analitzaran a la secci�o 3.1.2.

Aplicant la transformada de Fourier inversa discreta a xp de l'equaci�o 3.13, s'obt�e la

reconstrucci�o de la SUT utilitzant el lateral shearing seq•uencial,

φ�k = F�1fxpg; k; p 2 f1; : : : ; ng: (3.15)

A continuaci�o es veuran una s�erie de reconstruccions utilitzant el lateral shearing seq•uen-

cial en diferents situacions, en funci�o de com s�on les SUT mesurades, els despla�caments i el

domini de mesura. Primer utilitzant un �unic despla�cament i despr�es amb la combinaci�o de

dos despla�caments |amb i sense extensi�o natural|.

3.1 Un desplaçament sense extensió natural

3.1.1 Indeterminació del pla Ax+ C

En les reconstruccions amb el m�etode del lateral shearing seq•uencial hi ha una indeterminaci�o

d'un pla Ax + C, tal com ja s'ha vist en l'equaci�o 2.23. La indeterminaci�o d'aquest pla �es

degut a que, sigui quin sigui el m�etode utilitzat en la reconstrucci�o |un despla�cament o m�es,

amb o sense extensi�o natural, etc.| sempre hi ha la indeterminaci�o a la freq•u�encia 0 en la

funci�o de transfer�encia del shearing. Aquesta freq•u�encia, tal com es pot veure en l'equaci�o
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2.14, s'anul�la, i �es equivalent a tenir una incertesa d'una constant A que s'afegeix a la funci�o

difer�encies. Com que la funci�o difer�encies t�e naturalesa de derivada en respecte de φ(x), al fer

la transformada de Fourier inversa a les equacions 2.19 i 2.22 |�es una integral| la constant

A es converteix en un pla Ax+C. Per a veure el pla en la reconstrucci�o i per tal de con�rmar

que el pla Ax + C prov�e del propi m�etode i no d'altres elements afegits m�es endavant com,

per exemple, la extensi�o natural, es far�a una reconstrucci�o el m�es senzilla possible, �es a dir,

sense extensi�o natural i utilitzant un sol despla�cament.

La �gura 3.2 mostra la indeterminaci�o del pla. La funci�o en vermell de la �gura 3.2 (a)

�es una SUT a mesurar, de domini � = 512 mm i en el rang del nan�ometre1. En aquestes

�gures, i al llarg de la tesi �ns que no es digui el contrari, es suposa que la mida del p��xel

�es d'1 mm, �es a dir, �x = 1 mm de l'equaci�o 3.1. En blau, la reconstrucci�o utilitzant un

despla�cament �1 = 64 mm, sense extensi�o natural. La reconstrucci�o comen�ca amb valors

per sobre de la SUT, per m�es endavant passar a valors per sota. Aix�o �es degut a que hi

ha un pla que modi�ca la tend�encia de la reconstrucci�o. A la �gura 3.2 (b) hi ha l'error de

la reconstrucci�o, on clarament es distingeixen dos sub-errors: un pla i un error peri�odic que

augmenta als extrems. El pla �es produit per la indeterminaci�o comentada, i l'error peri�odic

que augmenta als extrems �es degut a utilitzar nom�es un despla�cament, sense extensi�o natural,

i que el despla�cament sigui divisor del domini �. Aquest error peri�odic s'analitzar�a a la secci�o

3.1.2.

La �gura 3.2 (c) mostra en vermell la mateixa SUT que a la �gura 3.2 (a), i en blau la

reconstrucci�o utilitzant aquest cop un despla�cament �2 = 62 mm, que no �es divisor del domini

�. A la �gura 3.2 (d) es mostra l'error de reconstrucci�o, on l'error peri�odic canvia |en aquest

cas el despla�cament no �es divisor del domini|, per�o el pla afegit �es exactament el mateix,

con�rmant que la indeterminaci�o del pla Ax+ C �es independent del despla�cament.

1Les SUTs a mesurar estan en aquest rang.
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Figura 3.2: (a) SUT a mesurar, en vermell, i la seva reconstrucci�o φ�, en blau, amb un des-

pla�cament t1 = 64 mm, sense utilitzar l'extensi�o natural, (b) Error com�es en la reconstrucci�o

de la �gura 3.2 (a), (c) SUT a mesurar, en vermell, i la reconstrucci�o, en blau, amb un des-

pla�cament t1 = 62 mm, sense utilitzar l'extensi�o natural, (d) Error com�es en la reconstrucci�o

de la �gura 3.2 (c). En tots els casos el domini � = 512.

Aquest pla no afecta a la reconstrucci�o ja que no t�e termes m�es elevats |quadr�atics,

c�ubics, etc.| que s�� que modi�carien el per�l de la SUT reconstru•�da. �Es equivalent φ(x) a

φ(x)+Ax+C. Per aix�o, a partir d'ara, si no es diu el contrari, en tots els resultats de recons-

truccions i an�alisi d'errors es faran sostraient el pla que millor s'ajusti per m��nims quadrats

a la φ�(x) reconstru•�da. L'error peri�odic de les �gures 3.2 (b) i (d) s'analitzar�a a la secci�o 3.1.2.
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3.1.2 Error periòdic en la reconstrucció

L'error peri�odic de les �gures 3.2 (b) i (d) �es degut a les indeterminacions de la funci�o de

transfer�encia, analitzat a la secci�o 2.2.1. Es pot veure que tot i �esser despla�caments molt

propers, tenen diferent in
u�encia i forma. Aix�o �es degut a que en el cas de 3.2 (b) el des-

pla�cament t1 = 64 mm que �es divisor del domini � = 512 mm, mentre que en el cas de 3.2

(d) el despla�cament t1 = 62 mm que no ho �es. En funci�o de si �es divisor o no es produeixen

diferents comportaments de la funci�o de transfer�encia que afecta posteriorment a la recons-

trucci�o. Per exemple, l'augment de l'error en els extrems a la �gura 3.2 (b) �es degut al que

s'anomena errors de vora [Mor03] i es tractaran a la secci�o 3.2. En canvi, a les �gures 3.2

(d) es pot veure que l'error tamb�e �es peri�odic, i de major magnitud que en el casos de la

reconstrucci�o de la �gura 3.2 (b), per�o no augmenta a les vores.

Per veure m�es exemples d'errors de reconstrucci�o en aquest primer cas en que es fa servir

un �unic despla�cament sense extensi�o natural, la �gura 3.3 mostra la relaci�o entre el des-

pla�cament, les singularitats de la funci�o de transfer�encia i l'error en la reconstrucci�o φ � φ�

a partir de diferents despla�caments tj , (a) t1 = 2 mm, (b) t2 = 20 mm, (c) t3 = 80 mm.

Es mostren en blau el denominador de la funci�o de transfer�encia i en verd els errors en la

reconstrucci�o.

A la �gura 3.3 (a.1) es tenen 2 per��odes amb t1 = 2. Hem de tenir en compte que cada cop

que el denominador arriba a 0 �es quan hi ha una singularitat. En la �gura 3.3 (a.1) es tenen

dos singularitats, a fu1 = �1=2; u257 = 0g. Sembla que a la freq•u�encia up = 1=2 n'hi hagi una

altra per�o recordem que el domini de les freq•u�encies �es u 2 [�1=2; 1=2), per tant no arriba a

l'�ultim 0. An�alogament, a la �gura 3.3 (b.1) es tenen 20 singularitats perqu�e t2 = 20 i a 3.3

(c.1) n'hi ha 80 perqu�e t3 = 80. Totes les funcions de transfer�encia tenen una singularitat a

l'origen.
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Figura 3.3: Denominador de la funci�o de transfer�encia, en blau, i error en la reconstrucci�o φ�,

en verd, en funci�o de diferents despla�caments (a) t1 = 2 mm, (b) t2 = 20 mm, (c) t3 = 80

mm. En tots els casos el domini �es � = 512 mm.

Totes les singularitats de la funci�o de transfer�encia s�on freq•u�encies que es perden en la

reconstrucci�o i in
ueixen en l'error de la reconstrucci�o φ�, tant en el per��ode com en la mag-

nitud. La �gura 3.3 mostra, en verd, els errors φ� φ�. Tots els errors s�on peri�odics. L'error

en forma de triangles de 3.3 (a.2) es veur�a en detall amb l'explicaci�o de la �gura 3.9, que

es produeix quan el despla�cament �es divisor del domini. En aquesta comparativa d'errors de

reconstrucci�o es pot veure com el per��ode de l'error tamb�e dep�en del despla�cament. De fet, el

per��ode �es igual a tj . Per tant, a la �gura 3.3 (a.2) el per��ode �es 2 i es tenen ξ
t1

= 512
2 = 256

per��odes. An�alogament, a la �gura 3.3 (b.2) el per��ode de l'error �es 20 i es tenen aproxima-

dament 25 per��odes, mentre que a la �gura 3.3 (c.2) el per��ode de l'error �es 80 i es tenen

aproximadament 6 per��odes. En aquests dos �ultims el n�umero de per��odes s�on aproximatius
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perqu�e al no ser despla�caments divisors del domini, l'error de reconstrucci�o t�e tants per��odes

com la part entera de la divisi�o, m�es la part proporcional del residu. Per exemple, a la �gura

3.3 (c.2) hi ha b ξt3 c = b512
80 c = 6 per��odes i una part d'un altre, corresponent a la part propor-

cional del per��ode que queda fraccionat.

(n
m
)

|TF{φ}|↑

uk

→

(mm−1)

Figura 3.4: Per�l habitual de la transformada de Fourier d'una funci�o φ qualsevol.

La magnitud dels errors est�a relacionada amb la magnitud del despla�cament: com m�es

gran �es el despla�cament, m�es singularitats es tenen a la funci�o de transfer�encia i, m�es im-

portant, les freq•u�encies que s'estan perdent s�on m�es baixes. A les �gures 2.3 i 2.4 es pot

veure que amb despla�caments m�es grans es perden m�es freq•u�encies baixes. Per tant, al perdre

m�es freq•u�encies i m�es baixes, es perd m�es la forma de la SUT a l'hora de la reconstrucci�o.

La magnitud del despla�cament �es directament proporcional al n�umero de singularitats, que

alhora �es proporcional a les freq•u�encies que es perden en la reconstrucci�o. Per tant, com m�es

petit �es el despla�cament m�es petit �es l'error en la reconstrucci�o. Observem que a la �gura

3.3 (a.2), amb el menor dels despla�caments, el rang d'error �es de [�0:2; 0:2] nm, mentre que

amb t2 = 20 mm �es ja un ordre de magnitud m�es, i amb t3 = 80 mm l'error va de [�10; 10] nm.
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A m�es, normalment l'amplitud de les components de freq•u�encies baixes sol ser major, amb

el que l'error �es tamb�e major quan s'eliminen. �Es a dir, si es mira el m�odul de la transforma-

da de Fourier, normalment segueix un per�l similar al de la �gura 3.4. Les freq•u�encia baixes

tenen m�es pes i, per tant, si s'elimina alguna d'elles, l'error com�es �es m�es gran que si s'elimina

una freq•u�encia alta, amb menor pes.

La �gura 3.3 mostra la relaci�o d'1 a 1 que hi ha entre les singularitats de la funci�o de

transfer�encia i els despla�caments, �es a dir, la magnitud del despla�cament �es igual al n�umero de

singularitats de la funci�o de transfer�encia, seguint l'equaci�o 3.14. Experimentalment aquesta

divisi�o bin�aria dels valors no �es del tot acurada doncs si el valor del denominador �es molt

proper a 0, per�o no exactament 0, segons l'equaci�o 3.14 aquest freq•u�encia no es substitueix,

ja que la funci�o de transfer�encia no �es in�nit, per�o valors molt petits en el denominador

repercuteixen en la precisi�o de la reconstrucci�o φ�. Per tant, �es necessari un tractament m�es


exible de la funci�o de transfer�encia, modi�cant l'equaci�o 3.14 per la seg•uent,

T jp
�

=


T jp ; si jT jp j < M; p 2 Z

0; altrament;

(3.16)

on M �es el valor de control.

Les equacions 3.14 i 3.16 moltes vegades s�on equivalents si no hi ha valors pr�oxims a 0.

Aquesta �es una de les difer�encies que hi ha entre les funcions de transfer�encia a partir de

despla�caments divisors del domini i els que no s�on divisors. Quan el despla�cament �es divisor

del domini, les equacions 3.14 i 3.16 s�on equivalents i es correspon exactament el despla�cament

amb el nombre de singularitats. Quan el despla�cament no �es divisor del domini, els valors que

pren el denominador de la funci�o de transfer�encia varien molt m�es tenint d'aquesta manera

valors propers a 0. La difer�encia entre si els despla�caments s�on divisors del domini o no es

pot veure gr�a�cament a la �gura 3.5.
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Figura 3.5: Denominador de la funci�o de transfer�encia del shearing (STF) de les reconstruc-

cions d'una SUT, amb un domini � = 512 mm i els despla�caments (a) t1 = 62 mm i (b)

t2 = 64mm:

La �gura 3.5 mostra el denominador de la funci�o de transfer�encia quan els despla�caments

s�on (a) t1 = 62 mm (b) t2 = 64 mm. Observar que el domini de freq•u�encia uk 2 [�1
2 ;

1
2)

per l'equaci�o 3.9 i perqu�e �x = 1. La �gura 3.5 (b) mostra el denominador quan el des-

pla�cament �es t1 = 64 mm. Al ser divisor del domini, els valors del denominador van a

parar de manera regular sobre els mateixos valors. En aquest cas estan sobre cinc possibles

valors f0; 0:2; 1; 1:7; 2g. Per tant regularment 9p 2 f1; : : : ; ng t:q: 1 � e�i2π
ptj
n = 0 donant
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peri�odicament indeterminacions a la funci�o de transfer�encia. Els altres valors no s�on propers

a 0. Aleshores, les equacions 3.14 i 3.16 coincideixen fent que la magnitud del despla�cament

tj i el n�umero d'indeterminacions de la funci�o de transfer�encia siguin iguals.

La �gura 3.5 (a) �es tamb�e el denominador de la funci�o de transfer�encia, per�o en aquest

cas amb un despla�cament t2 = 62 mm que no �es divisor del domini. Podem observar que els

valors s�on menys regulars fent que p 2 f1; : : : ; ng t:q: 1�e�i2π
ptj
n = 0 siguin menors i que n'hi

hagi moltes d'altres p 2 f1; : : : ; ng t:q: 1� e�i2π
ptj
n � 0. Aquests �ultims s�on els que depenen

del control M de l'equaci�o 3.16 i en funci�o d'aix�o coincidiran la magnitud del despla�cament

amb el nombre d'indeterminacions de la funci�o de transfer�encia.

→ uk
−

1
2

1
20

↑

0.1

0

|1− e−i2πukt1|

(nm)

(mm−1)

Figura 3.6: Augment de la �gura 3.5 (a) en el rang [0; 0:1] nm de l'eix d'ordenades. La l��nia

en vermell marca el 0.

Per veure que efectivament hi ha molts valors propers a 0 per�o no s�on exactament 0,

la �gura 3.6 mostra augmentat l'eix d'ordenades en el rang [0; 0:1] de la �gura 3.5 (a). La

l��nia vermella marca el 0. Tal com es pot veure, molt poques p 2 f1; : : : ; ng estan exac-

tament a sobre la l��nia, el que vol dir que la majoria de valors estan al voltant de 0, per�o

molt pocs s�on exactament 0. Aquesta �es la difer�encia entre els despla�caments que s�on divisors

del domini i els que no. A continuaci�o es veuran reconstruccions amb diferents despla�caments.
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3.1.3 Reconstrucció utilitzant un desplaçament no divisor del domini ξ
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Figura 3.7: Una mateixa SUT, en vermell, i diferents reconstruccions φ�, en blau, utilitzant

diferents despla�caments, (a) t1 = 33 mm, (b) t2 = 17 mm i (c) t3 = 3 mm. Tots ells no s�on

divisors del domini � = 512 mm.

Ja s'ha vist a les �gures 3.5 (a) i 3.6 com �es el denominador de la funci�o de transfer�encia quan

el despla�cament no �es divisor del domini. A continuaci�o es veuran diferents reconstruccions en

funci�o de la longitud del despla�cament. A la �gura 3.7 es mostra una mateixa SUT i diferents

reconstruccions utilitzant despla�caments (a) t1 = 33 mm, (b) t2 = 17 mm i (c) t3 = 3 mm,
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que no s�on divisors del domini � = 512 mm. En vermell, la SUT, i en blau, la reconstrucci�o.

Es pot veure que les reconstruccions depenen del despla�cament: com m�es gran �es el des-

pla�cament, m�es quantitat de freq•u�encies i de freq•u�encies m�es baixes es perden a la funci�o de

transfer�encia, perdent m�es la forma de la SUT a reconstruir. Aix�o fa que l'error peri�odic sigui

m�es gran i con�rma el que s'havia vist anal��ticament amb l'error �δj de l'equaci�o 2.33. En

tots els casos la reconstrucci�o va seguint el per�l de la SUT, per�o sempre introduint errors

peri�odics. El per��ode de l'error de les reconstruccions �es el propi despla�cament tj i es tenen

�=tj per��odes en tot el domini.

0 512

−10

0

12

(mm)

(n
m
)

φ(x) − φ∗(x)↑

x
→

Figura 3.8: Errors de reconstrucci�o de la �gura 3.7 en que s'han utilitzat diferents des-

pla�caments no divisors del domini, t1 = 3 mm en vermell, t2 = 17 mm en blau i t3 = 33 mm

en verd.

La reconstrucci�o es pot dividir en dos parts: el per�l |que coincideix amb el per�l de la

SUT| i una funci�o peri�odica el per��ode de la qual �es el despla�cament i �es el que ens d�ona

l'error. A la �gura 3.8 es mostren els errors de la reconstrucci�o φ � φ� per a diferents des-

pla�caments no divisors del domini � = 512 mm. En vermell t1 = 3 mm, en blau t2 = 17

mm i en verd t3 = 33 mm. Es con�rma que tenen un comportament peri�odic i que a mesura

que es van fent petit els despla�caments augmenta la freq•u�encia i disminueix la magnitud de

l'error. Cada cop s'ajusta m�es a la funci�o, per�o �es important observar que amb el menor dels
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despla�caments, t3 = 3 mm, l'error en la reconstrucci�o est�a per sobre dels 2nm. Aquest error

est�a ja fora del rang dels errors permesos en la reconstrucci�o d'una SUT utilitzant el lateral

shearing seq•uencial.

Al cap��tol 4.1 es veuran reconstruccions on s'hi afegeix soroll electr�onic a les mesures.

3.1.4 Reconstrucció utilitzant un desplaçament divisor del domini ξ
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Figura 3.9: Errors de reconstrucci�o de la mateixa SUT que a la �gura 3.7, utilitzant diferents

despla�caments divisors dels domini (a) t1 = 32 mm, (b) t2 = 16 mm i (c) t3 = 2 mm.

Quan el despla�cament �es divisor del domini, el comportament de la reconstrucci�o �es menys re-

gular que quan no ho �es. La �gura 3.9 mostra els errors de reconstrucci�o utilitzant la mateixa
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SUT que a la �gura 3.7 per�o amb despla�caments que s�� s�on divisors del domini, (a) t1 = 32

mm, en (b) t2 = 16 mm i en (c) t3 = 2 mm.

En aquest cas, igual que quan no s�on divisors, el per��ode de l'error dep�en del despla�cament.

El per��ode �es tj , anant de freq•u�encies m�es baixes amb despla�caments m�es grans, a freq•u�encies

altes amb despla�cament com el de t3. La difer�encia de comportaments en relaci�o als de la

�gura 3.8 �es la magni�caci�o dels errors als extrems, passant d'errors al voltant de 0 en la part

central de gr�a�ca a errors al voltant de 5 nm als extrems amb t1.
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Figura 3.10: Per�l de la SUT de la �gura 3.7, en vermell, i reconstrucci�o φ�, en blau, utilitzant

un despla�cament t4 = 64 mm, (a) Domini habitual k 2 [0; 512] mm, (b) Domini ampliat

k 2 [310; 455] mm. La �gura 3.10 (b) correspon al requadre discontinu verd de la �gura 3.10

(a).
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Aquesta magni�caci�o als extrems �es coneguda com efectes de vora, i s�on deguts a que la

funci�o SUT s'est�a suposant que �es peri�odica quan no ho �es i aleshores no compleix el teore-

ma de translaci�o utilitzat en el m�etode del lateral shearing seq•uencial2. Per tal d'evitar els

efectes de vora, �es necessari \perioditzar" la SUT mitjan�cant l'extensi�o natural. Es pot veure

comparant els errors de les �gures 3.8 i 3.9 que les magnituds d'error de la �gura 3.8 s�on

m�es grans que els de la �gura 3.9, tot i ser molt propers entre ells, f33; 32g, f17; 16g i f3; 2g,
respectivament. Per tant, les reconstruccions amb despla�caments que s�on divisors del domini,

tot i tenir els efectes de vora, s�on m�es acurades que les reconstruccions on el despla�cament no

�es divisor.

Per tal de poder veure amb detall com �es el comportament de la φ� en relaci�o a la SUT, a

la �gura 3.10 (a) es mostra la SUT de la �gura 3.7, en vermell, i la reconstrucci�o φ�, en blau,

utilitzant el despla�cament t1 = 64 mm. Es veuen els salts peri�odics i com va augmentant la

magnitud d'aquests salts als extrems deguts als errors de vora. El per��ode del salts �es igual

al despla�cament. Per tant, en aquest cas el per��ode �es 64 i es tenen ξ
t4

= 512
64 = 8 per��odes.

La regi�o en verd discontinu �es una part del domini que s'amplia a la �gura 3.10 (b) per a

poder-ho observar amb m�es detall.

A la �gura 3.10 (b) es mostren ampliades la SUT i la reconstrucci�o de la �gura 3.10 (a),

nom�es en el domini x 2 [310; 455]. En aquest domini es poden veure tres salts en la funci�o

de reconstrucci�o. El salt menor �es el de x = 319, mentre que el major �es el corresponent a

x = 447, con�rmant que l'error de vora es fa m�es gran en els extrems. Els errors de vora

mostrats en aquesta secci�o es solucionen amb l'�us de l'extensi�o natural explicada a la secci�o

2.3.2 i mostrats els resultats a continuaci�o.

2Això s’ha analitzat anaĺıticament a la secció 2.2.1.
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3.2 Un desplaçament amb extensió natural

Amb els resultats anteriors s'ha vist que els errors quan el despla�cament no �es divisor del

domini estan per sobre dels 2nm i que els errors m�es petits, quan el despla�cament �es divisor

del domini, de la �gura 3.9, tenen errors de vora, produits perqu�e la SUT s'est�a suposant

peri�odica quan en realitat no ho �es.

�Es per aix�o necessari introduir l'extensi�o natural, seguint l'esquema de la �gura 2.10,

per tal de \perioditzar" la SUT i obtenir reconstruccions m�es acurades utilitzant el lateral

shearing seq•uencial. S'ha de tenir en compte que, tot i que es milloren els resultats de les re-

construccions amb l'�us de l'extensi�o natural, eliminant els errors de vora, els errors peri�odics en

les reconstruccions deguts a les singularitats de la funci�o de transfer�encia segueixen apareixent.

La �gura 3.11 mostra els errors de reconstrucci�o φ � φ� utilitzant la mateixa SUT que

en la �gura 3.9 i amb els mateixos despla�caments, (a) t1 = 32 mm, (b) t2 = 16 mm i (c)

t3 = 2 mm. Aquest cop utilitzant l'extensi�o natural. Tal com s'ha dit, es segueix tenint

l'error peri�odic produ•�t per les indeterminacions de la funci�o de transfer�encia en funci�o del

despla�cament, sense els errors de vora. Els errors van disminuint a mesura que va disminuint

el despla�cament. Amb t1 = 32 mm est�a al voltant dels 2nm, amb t2 = 16 mm al voltant del

nan�ometre i amb t3 = 2 mm s'arriba a un rang d'error de [�0:02; 0:02]nm.

Comparant els resultats de les �gures 3.9 i 3.11, s'observa un augment de la precisi�o, ja

que sense utilitzar l'extensi�o natural el menor dels errors de la �gura 3.9 est�a al voltant dels

2nm, quan amb l'extensi�o natural ja s'arriba a aquesta precisi�o amb el pitjor dels resultats,

arribant a errors per sota del nan�ometre. Aquest augment de la precisi�o �es degut a que al

\perioditzar" la SUT mitjan�cant l'extensi�o natural s'han eliminat els errors de vora dels ex-

trems de la �gura 3.9.
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Figura 3.11: Errors de reconstrucci�o de la mateixa SUT que a la �gura 3.9, utilitzant l'extensi�o

natural, amb diferents despla�caments (a) t1 = 32 mm, (b) t2 = 16 mm i (c) t3 = 2 mm.

Una altra difer�encia al utilitzar l'extensi�o natural �es l'augment del domini reconstru•�t. En

les reconstruccions amb un despla�cament tj , sense extensi�o natural, el domini reconstru•�t de

φ� �es el mateix domini de mesura de l'interfer�ometre, �. Ja s'havia vist a la secci�o 2.3.2.1

que amb l'extensi�o natural, amb un despla�cament tj s'augmenta el domini de reconstrucci�o

passant de � a � + tj . �Es per aix�o que els dominis reconstru•�ts de la �gura 3.11 van canviant

en funci�o del despla�cament tj , en (a) �es 544 = 512 + 32 mm, en (b) �es 528 = 512 + 16 mm i

en (c) �es 514 = 512 + 2 mm, doncs s'han fet servir uns despla�caments t1 = 32 mm, t2 = 16

mm i t3 = 2 mm, respectivament.

Els resultats de la �gura 3.11 demostren que amb l'extensi�o natural es millora la precisi�o

de les reconstruccions ja que s'eliminen els errors de vora, per�o no s'eliminen els errors pe-
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ri�odics produ•�ts per les singularitats de la funci�o de transfer�encia. Amb la combinaci�o de dos

despla�caments s'aconsegueix eliminar l'error peri�odic, tal com es veur�a a continuaci�o.

3.3 Dos desplaçaments

Una combinaci�o de dos despla�caments en la reconstrucci�o permet combinar les respectives

singularitats de la funci�o de transfer�encia de cada despla�cament. La combinaci�o de funcions

de transfer�encia es fa a partir de l'equaci�o 2.22, que en domini discret �es

Fpfφ�ck g =



1
pT 1
p ; p =2 [ rt1 � �;

r
t1

+ �], r 2 Z; p 2 f1; :::; ng


2
pT 2
p ; p 2 [ rt1 � �;

r
t1

+ �], r 2 Z; p 2 f1; :::; ng:

(3.17)

Per veure reconstruccions amb diferents combinacions de despla�caments, la �gura 3.12

mostra els errors de reconstrucci�o d'una mateixa SUT utilitzant la combinaci�o de diferents

despla�caments, (a) ft1 = 4; t2 = 8g mm, (b) ft1 = 5; t2 = 7g mm i (c) ft1 = 3; t2 = 16g mm.

Al ser el domini � = 512 mm, alguns dels despla�caments s�on divisors del domini i altres no.

S'ha de tenir en compte que en aquesta secci�o el domini inicial � de la SUT �es igual al domini

�nal � de la reconstrucci�o, independentment de la longitud dels despla�caments que es facin

durant el proc�es, doncs no s'est�a fent servir l'extensi�o natural.

A la �gura 3.12 (a) els dos despla�caments s�on divisors del domini i, a m�es, un �es m�ultiple

de l'altre. Es pot veure que el per�l de l'error �es similar al que es produeix amb un sol des-

pla�cament divisor del domini de la �gura 3.8. Aix�o �es degut a que com que un despla�cament

�es divisor de l'altre, hi ha singularitats de la funci�o de transfer�encia que s�on comuns ens els dos

despla�caments i que no es poden solucionar mitjan�cant la combinaci�o de funcions de trans-

fer�encia. En les reconstruccions pels casos 3.12 (b) i 3.12 (c) s'han utilitzat despla�caments

que s�on similars entre ells i sense cap denominador com�u. Els per�ls d'error de reconstruc-

ci�o s�on similars en forma. No hi ha l'error peri�odic tan marcat, i es segueixen tenint uns
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errors de vora que, al ser l'error peri�odic menor, s�on en proporci�o m�es grans que a la �gu-

ra 3.12 (a). En tots tres casos, els errors de vora produ•�ts perqu�e la SUT no �es peri�odica

es mostren de manera clara. En quant a magnitud, els errors de la �gura 3.12 (c) s�on els

m�es grans, al voltant de �2nm. Aix�o �es degut a que un dels despla�caments, t2 = 16 mm,

�es el m�es gran de tots, augment l'error que es t�e suposant que SUT �es peri�odica quan no ho �es.
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Figura 3.12: Errors en les reconstruccions, φ � φ�, de la mateixa SUT, combinant dos des-

pla�caments, divisors o no del domini � = 512mm, (a) ft1 = 4; t2 = 8gmm, (b) ft1 = 5; t2 = 7g
mm, (c) ft1 = 3; t2 = 16g mm.

En totes les reconstruccions vistes �ns ara es produeixen errors de vora. No es millora gai-

re la precisi�o de la reconstrucci�o φ� utilitzant el lateral shearing seq•uencial amb la combinaci�o

de dues mesures. Els errors en la reconstrucci�o s�on del mateix ordre que els que es tenia amb
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un sol despla�cament. Si a la combinaci�o de despla�caments s'hi afegeix tamb�e l'extensi�o na-

tural, els errors en la reconstrucci�o es minimitzen notablement, tal com es veur�a a continuaci�o.

3.3.1 Extensió natural

L'extensi�o natural �es el m�etode que s'ha explicat a la secci�o 2.3.2 per tal de \perioditzar"

qualsevol SUT i d'aquesta manera evitar els errors de vora de la �gura 3.12. Ara es tenen

dues funcions difer�encies !1 i !2 a partir de dos despla�caments de la SUT. Seguint l'esquema

de proc�es de la �gura 2.10 es tenen n + t2 valors diferents de la SUT. Es podria optar per

utilitzar-los tots junts com a primera mesura i d'aqu�� fer l'extensi�o natural per fer la que la

SUT fos n + t2 peri�odica, si t1 < t2. Aleshores els resultats serien similars als mostrats a la

�gura 3.11, ja que es seguirien tenint els errors peri�odics de la funci�o de transfer�encia, per�o

amb un domini m�es gran.

Una altra opci�o �es combinar les dues mesures en processos paral�lels a partir de !1 fer

l'extensi�o natural i el mateix amb !2. A partir de les dues funcions difer�encies, les \noves"

mesures esteses tenen un domini de n + t1 i n + t2, respectivament. Tamb�e �es important

tenir en compte que l'extensi�o natural \perioditza" les SUT, fent que siguin n+ t1-peri�odica i

n+ t2-peri�odica, respectivament. Al tenir dominis diferents i \perioditzar-les" amb diferents

per��odes, al fer una combinaci�o de les funcions de transfer�encia no es t�e una relaci�o directa

entre una i altra i es tindrien errors en la combinaci�o de les funcions de transfer�encia.
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Figura 3.13: Esquema de com utilitzar l'extensi�o natural a partir de la combinaci�o de dues

funcions difer�encies !1 i !2.

Seguint el m�etode de combinaci�o de dos despla�caments [EW99a], per tal de que hi hagi

una correcte combinaci�o fent servir l'extensi�o natural i dos despla�caments, el que s'ha de fer

�es una reducci�o apropiada del domini de les mesures inicial, perqu�e �nalment les dues funci-

ons de transfer�encia tinguin el mateix domini, s'estigui perioditzant les dues amb el mateix

per��ode i, d'aquesta manera, la combinaci�o de les funcions de transfer�encia sigui correcta.

La �gura 3.13 mostra el proc�es de com manipular les mesures inicials per tal de combinar

les funcions de transfer�encia de manera correcte. Des de l'inici �ns a la combinaci�o de les

funcions de transfer�encia. Hi ha cinc nivells, on cada un representa un pas a seguir. A la
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dreta i esquerra de cada nivell es mostren la longitud del domini amb el que es treballa. Es

fan dos processos en paral�lel, a partir de les parelles f�; �1g i f�; �2g, que acaben fusionant-se

en una funci�o de transfer�encia conjunta STF en el cinqu�e i �ultim nivell.

Inicialment es tenen tres mesures de la SUT donades per l'interfer�ometre que les agrupem

per parelles, f�; �1g i f�; �2g. Totes quatre tenen longitud n i formen el primer nivell de

l'esquema de la �gura 3.13. D'elles es fan les funcions difer�encies, !1 i !2, de longitud n

tamb�e |segon nivell de l'esquema|. Fins ara s'ha seguit l'esquema utilitzat anteriorment,

en aquest cas en paral�lel amb dos despla�caments diferents.

A partir d'aqu�� �es on es fan les modi�cacions. A !1, que t�e n valors, se li eliminen els t1

primers valors. A !2, que tamb�e t�e n valors, se li eliminen els t2 primers valors. Passen a

tenir, per tant, n � t1 i n � t2 valors, respectivament. Aix�o queda mostrat a l'esquema amb

f!jgn�tj on el sub��ndex representa el n�umero de valors que es tenen. Anal��ticament, a partir

de

f!1
1; !

1
2 : : : !

1
t1 ; : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : !1

n�1; !
1
ng (3.18)

f!2
1; !

2
2 : : : !

2
t1 ; !

2
t1+1 : : : : : : !

2
t2 ; : : : : : : : : : : : : !2

n�1; !
2
ng

s'el�liminen els t1 i t2 primers valors, respectivament,

f��!1
1;��!

1
2 : : :�

�!1
t1 ; : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : !1

n�1; !
1
ng (3.19)

f��!2
1;��!

2
2 : : :�

�!2
t1 ;�

�!2
t1+1 : : : : : :�

�!2
t2 ; : : : : : : : : : : : : !2

n�1; !
2
ng

passant de tenir dues funcions de difer�encies f!1gn i f!2gn de n valors cada una, en el nivell
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2 de l'esquema de la �gura 3.13, al nivell 3 de l'esquema on es tenen dues funcions difer�encies

f!1gn�t1 i f!2gn�t2 que tenen n� t1 i n� t2 valors, respectivament.

En el nivell 4, es fan les extensions naturals per f!1gn�t1 i f!2gn�t2 . Com que en el primer

cas es t�e un domini n � t1 i s'ha fet un despla�cament t1, l'extensi�o natural estendr�a la nova

funci�o de difer�encies al domini n� t1 + t1, fent com que la SUT �es n peri�odica. Igualment en

el segon cas, f!2gn�t2 t�e n� t2 valors amb un despla�cament t2, i la nova funci�o de difer�encia

a partir de l'extensi�o natural tindr�a tamb�e un domini n � t1 + t1 fent que la SUT �es n pe-

ri�odica. Un cop en aquest nivell, es tenen dues funcions de difer�encies equivalents, les dues n

peri�odiques i amb n valors. Ara �es el moment de la reconstrucci�o de la SUT seguint l'equaci�o

3.17.

La �gura 3.14 mostra les funcions de difer�encia esteses ff$jgtj , f!jgn�tjg del nivell 4 de

l'esquema de la �gura 3.13, amb uns despla�caments t1 = 3 mm i t2 = 16 mm. Tal com ens

indica l'esquema, les dues funcions de difer�encia estesa tenen un domini n, que en aquest cas

�es 480. Seguint l'esquema, a partir d'unes funcions de difer�encia !j del nivell 2, en aquest

cas de 480 valors, se'ls han eliminat 3 valors a !1 en el cas de la �gura 3.14 (a) i 16 valors a

!2 en el cas de la �gura 3.14 (b). Aquestes noves funcions difer�encies f!jgn�tj del nivell 3 es

mostren en blau en el domini [tj ; n] a la �gura 3.14. A partir d'aquestes s'estenen les funcions

difer�encies mitjan�cant l'extensi�o natural afegint 3 valors en 3.14 (a) i 16 valors en la �gura

3.14 (b), que s�on les extensions f$jgtj del nivell 4 mostrades en vermell a la �gura 3.14 entre

les l��nies horitzontals discontinues en el domini [1; tj ].

D'aquesta manera es tenen unes funcions difer�encies ff$jgtj , f!jgn�tjg de n valors \pe-

rioditzades" a un per��ode n, amb els dos despla�caments t1 i t2. Si es comparen les funcions

de difer�encies esteses amb la funci�o de difer�encia de la �gura 2.7 (c), on inicialment la SUT

era peri�odica, es veu que tamb�e tenen el salt en la regi�o estesa, caracter��stica de la funci�o

difer�encies quan la SUT �es peri�odica.
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Figura 3.14: Aplicant el m�etode de mostrat a l'esquema de la �gura 3.13. Funci�o difer�encies

exteses per l'extensi�o natural, f$jgtj , dins del domini [1; tj ] (en vermell entre les l��nies horit-

zontals discont��nues), i els n � tj valors f!jgn�tj (en blau) dins dels domini [tj + 1; n] de la

funci�o difer�encies !j inicial, amb els despla�caments (a) t1 = 3 mm, (b) t2 = 16 mm.

Observar que al eliminar-se els primers tk termes de les funcions difer�encies de l'equaci�o

3.19, l'extensi�o natural s'ha de fer en aquests primers termes, afegint-ne tk m�es, mentre que

el desenvolupament expl��cit de l'extensi�o natural de l'equaci�o 2.34 �es fa estenent als �ultims

termes de la funci�o difer�encies. Anal��ticament l'extensi�o natural utilitzada per l'esquema de
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la �gura 3.13 �es

$j
k =


�

n−tj
tj∑
l=1

!jk�ltj 8k 2 f1; : : : ; tjg

!j
k

8k 2 ftj + 1; : : : ; ng

(3.20)

Aquesta equaci�o �es an�aloga a la de l'equaci�o 2.34 ajustant-se a les necessitats de l'esquema

de la �gura 3.13. B�asicament el que es fa �es un ajustament de dominis i dels termes del sumato-

ri per tal que la suma correspongui als termes de la funci�o difer�encies en el domini k 2 f1:::tkg.
Per tal d'aprofundir a la funci�o de difer�encies esteses, en alguns situacions es mostra la funci�o

de difer�encies esteses de l'equaci�o 3.20 com f$jgn, referint-se a tots els n valors, i a vegades

com la concatenaci�o dels dos subgrups diferenciats que la formen f$jgn = ff$jgtj , f!jgn�tjg.

Ara les funcions difer�encies esteses de la �gura 3.14 tenen el mateix domini i estan pe-

rioditzant la SUT amb el mateix per��ode n. Observem que aquestes dues caracter��stiques

sempre hi seran independentment dels despla�caments t1 i t2 que es facin servir per a les mesu-

res. Canviaran els dominis en nivells d'entremig de l'esquema de la �gura 3.13, per�o �nalment

sempre es tindr�a un parell de funcions de difer�encies esteses ff$jgtj , f!jgn�tjg de domini n

i perioditzant la SUT com si fos n-peri�odica.

A continuaci�o s'analitzaran primer dos despla�caments que no s�on divisors del domini,

despr�es dos despla�caments divisors del domini i divisors entre ells, per �nalment fer la re-

construcci�o a partir de dos despla�caments divisors del domini i co-primers. Amb aquest �ultim

tipus de despla�caments �es quan s'arriba als resultats esperats.
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3.3.1.1 Dos desplaçaments no divisors del domini

Utilitzant l'esquema de la �gura 3.13 i a partir de l'equaci�o 3.17, φ� |que �es la reconstrucci�o

de la SUT, en aquest cas utilitzant el lateral shearing seq•uencial amb dos despla�caments i

l'extensi�o natural| queda com

φ�k = φk + ek + C; 8k 2 f1 : : : ng (3.21)

on C �es la constant d'incertesa i ek �es el que anomenarem error en la reconstrucci�o. L'error

de reconstrucci�o ek es refereix a ek = φk � φ�k sense la constant C de l'equaci�o 3.21, doncs

aquesta constant no afecta a la forma de la superf��cie reconstru•�da.
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Figura 3.15: (a) Error en la reconstrucci�o φ�φ�, amb el proc�es d'extensi�o natural de l'esquema

de la �gura 3.13, combinant dos despla�caments no divisors del domini � = 512 mm, (a) t1 = 3

mm, (b) t2 = 16 mm.

La �gura 3.15 mostra els errors de reconstrucci�o ek = φk�φ�k, amb el proc�es de l'esquema

de la �gura 3.13 amb els despla�caments t1 = 3 mm i t2 = 15 mm, cap d'ells no divisors del

domini � = 512 mm. Com es pot veure, hi ha errors de vora, tot i haver fet l'extensi�o natural.

Aix�o �es degut a que l'extensi�o natural no s'ha fet correctament amb el despla�cament t2 = 15

mm, doncs l'extensi�o natural necessita que els despla�caments siguin divisors del domini ja

que sin�o la suma de l'equaci�o 3.20 no es fa completa doncs el l��mit superior (n � tk)=tk del

sumatori ha de ser un valor enter. Al no perioditzar-se correctament la funci�o difer�encies
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en respecte a t2, la combinaci�o de funcions de transfer�encia no es fa de manera correcta. El

mateix succeeix si els dos no s�on divisors del domini.

3.3.1.2 Dos desplaçaments divisors del domini i no co-primers

En aquest cas els dos despla�caments s�on divisors del domini i per tant es fan correctament

les extensions naturals. Al no ser co-primers comparteixen algun divisor com�u. Tal com s'ha

vist les funcions de transfer�encia T 1 i T 2 comparteixen singularitats. Aix�o fa que tot i que

l'extensi�o natural s'hagi fet de forma correcta, al combinar-se les funcions de transfer�encia, hi

ha valors en que les dues tenen singularitats i per tant, no �es v�alida cap de les dues, havent

d'anular aquella freq•u�encia, perdent-la i produint l'error peri�odic.
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Figura 3.16: Error en la reconstrucci�o φ� φ�, amb el proc�es d'extensi�o natural de l'esquema

de la �gura 3.13, combinant dos despla�caments t1 = 3 mm i t2 = 15 mm amb divisors comuns

i divisors del domini � = 450 mm.
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La �gura 3.16 mostra l'error de reconstrucci�o φ�φ� utilitzant l'esquema de la �gura 3.13,

amb despla�caments t1 = 3 mm i t2 = 15 mm, i domini � = 450 mm. Tal com es pot veure

�es un error menor als de la �gura 3.11, que s�on resultats de fer extensi�o natural nom�es amb

un despla�cament, per�o segueix tenint la mateixa forma peri�odica, el que con�rma que tot i

evitar algunes singularitats mitjan�cant la combinaci�o de despla�caments, n'hi ha d'altres que

no es poden evitar.

3.3.1.3 Dos desplaçaments divisors del domini i co-primers

A partir de les �gures anteriors 3.15 i 3.16 s'ha vist que quan els dos despla�caments s�on divi-

sors del domini i alhora s�on co-primers entre ells, la combinaci�o de despla�caments i extensi�o

natural de l'esquema de la �gura 3.13 d�ona els resultats esperats.

La �gura 3.17 (a) mostra φ en vermell, φ1 en blau, que �es φ despla�cada un despla�cament

t1 = 11 mm, φ2 en negre, que �es φ despla�cada un despla�cament t2 = 23 mm. La reconstrucci�o

φ� utilitzant l'extensi�o natural combinada es mostra en verd. Observem que φ i φ� tenen la

mateixa forma amb una constant de difer�encia. Aquesta constant �es deguda a la freq•u�encia

0 que es perd en la funci�o de transfer�encies combinada T c i que genera una indeterminaci�o

d'una constant, que no afecta a la forma, tal com es veur�a a continuaci�o3. La �gura 3.17 (b)

mostra l'error en la reconstrucci�o φ� φ�. Tal com es pot veure, est�a en l'ordre del 10�13nm.

Aquest error �es num�eric. Amb altres despla�caments co-primers i divisors del domini els errors

s�on iguals als de la �gura 3.17 (b), canviant la forma per�o mantenint-se en el rang del 10�13

nm.

Per tant, a partir d'ara les reconstruccions es faran sempre usant l'extensi�o combinada

de l'esquema de la �gura 3.13, utilitzant dos despla�caments co-primers i divisors del domini,

doncs la difer�encies entre la SUT mesurada φ i la superf��cie reconstru•�da φ� difereixen en un

error de l'ordre de 10�13, purament num�eric.

3Aquesta constant, tal com s’ha dit en la secció anterior, s’elimina sempre quan es mostren els errors de

reconstrucció ja que no afecta a la forma.
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Figura 3.17: (a) En vermell φ, en blau φ1, que �es φ despla�cada t1 = 11 mm, en negre φ2,

que �es φ despla�cada t2 = 23 mm, i φ� en verd, que �es la reconstrucci�o de φ amb el proc�es

d'extensi�o natural de l'esquema de la �gura 3.13. (b) Error en la reconstrucci�o φ � φ�. El

domini �es � = 506 mm, m�ultiple dels despla�caments t1 i t2.
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CAPÍTOL 4

SOROLL I ERROR DE

POSICIONAMENT

En els cap��tols anteriors s'ha estudiat el m�etode del lateral shearing seq•uencial i s'han donat

alguns resultats en el cas ideal en que les mesures no tenen soroll i en que no es produeix cap

error en la taula lineal a l'hora de fer el despla�cament. En aquest cap��tol s'afegir�a soroll a les

mesures, aix�� com errors de posicionament a la taula lineal.

83
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4.1 Soroll a les mesures

En aquesta secci�o s'afegeix un soroll blanc gaussi�a a les mesures donades per l'interfer�ometre.

Hi ha una relaci�o directa entre els despla�caments utilitzats, el tipus de combinaci�o de les fun-

cions de transfer�encia, amb la propagaci�o del soroll a les reconstruccions utilitzant el lateral

shearing seq•uencial unidimensional, fent servir com a SUTs funcions que s�on acumulaci�o de

gaussianes[Mor03]. En aquesta secci�o s'analitza com afecta el soroll experimental afegit a

les mesures, utilitzant SUTs com les que s'han mostrat als cap��tols anteriors, primer analit-

zant com afecta el soroll en la funci�o de transfer�encia amb un sol despla�cament, per despr�es

analitzar com afecta a les reconstruccions usant dos despla�caments i veure quines s�on les com-

binacions de despla�caments m�es e�cients per tal de minimitzar aquest soroll.

Suposem que les funcions difer�encies !j de l'equaci�o 3.8 presenten soroll additiu gaussi�a

�k,

~!jk = !jk + �k = φk � φk�tj + �k; k 2 f1; : : : ; ng; j 2 f1; 2g (4.1)

on el soroll �es gaussi�a de mitja nula i varian�ca �2

E(�k) = 0; E(nk)
2 = �2; k 2 f1; : : : ; ng (4.2)

Anem a veure com es propaga el soroll a les transformades de Fourier en funci�o del soroll

a les mesures. La varian�ca de l'error en la reconstrucci�o �2
r i la varian�ca �2 de les funcions
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difer�encies !j estan relacionades [Mor03] anal��ticament amb

�2
r = �2�2 (4.3)

on �2 �es l'indicador de propagaci�o del soroll en la reconstrucci�o

�2 =
tj
�2

ξ�1∑
k=1

ξ
tj
�1∑

l=1

sin2(
πlktj
ξ )

sin2(
πktj
ξ )

=
tj
�2

ξ�1∑
k=1

1

sin2(
πktj
ξ )

ξ
tj
�1∑

l=1

sin2(
�lktj
�

) (4.4)

A partir de l'equaci�o 4.4 es pot quanti�car com de relacionada est�a la varian�ca �2
r de la

reconstrucci�o amb la varian�ca �2 de la funci�o difer�encies. La �gura 4.1 mostra gr�a�cament

aquesta relaci�o. Es mostra des del punt de vista zenital z l'indicador de soroll �2 en funci�o

dels par�ametre ftj ; �g, on tj �es el despla�cament i � �es el domini sobre el que es fan les mesures.

Tant una com altra variable estan dins del rang que s'han anat utilitzant al llarg de les �gures

anteriors. El despla�cament tj 2 f2; : : : ; 50g i el domini � 2 f400; : : : ; 600g mm.

El primer i m�es important que s'ha de tenir en compte �es que el rang de la variable z de

l'indicador �2 2 [0; 106] i la uniformitat de tota la �gura. Davant d'aquest rang tan gran la

majoria de valors estan en color blau propers a 0. Apareixen alguns valors, quan tj 2 [30; 50],

que estan en el rang al voltant de 106, que s�on aquests puntets de colors i que s�on els que fan

que la resta de la gr�a�ca sigui molt uniforme (despr�es es veur�a que no ho �es tant). El que ens

mostra la �gura 4.1 �es que en aquests valors puntuals el sumatori de l'equaci�o 4.4 es dispara i

per tant �es molt m�es elevada la propagaci�o del soroll de les mesures. Observem que s�on com

deltes de Dirac, valors puntuals, en combinacions ftj ; �g de despla�cament i domini concrets,

per�o que no es propaguen al seu voltant.

Totes les combinacions ftj ; �g en que apareixen les deltes de Dirac coincideixen amb que

ξ
δj
' q 2 N. Analitzant amb m�es detall l'equaci�o 4.4, �es el terme sin2(

πktj
ξ ) del primer quoci-
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ent que gaireb�e s'anul�la en certes combinacions, i si no es compensa amb el segons sumatori,

�es quan apareixen les deltes de Dirac de la �gura 4.1.
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Figura 4.1: Vista zenital en z. Indicador del soroll �2, en funci�o del despla�cament tj i el domini

�. Graella ftj ; �g del despla�cament i el domini, i �2 en funci�o de ftj ; �g seguint l'equaci�o 4.4.

Per tant, per a reconstruccions usant nom�es un s�ol despla�cament i fent servir el lateral

shearing seq•uencial, �es necessari pr�eviament mirar a la �gura 4.1 i evitar que s'estigui en una

de les combinacions de despla�caments i dominis on apareixen les deltes. D'aquesta manera

s'evita una propagaci�o indeguda a la reconstrucci�o del soroll de les mesures.

Per poder veure el que succeeix fora d'aquestes deltes de Dirac, la �gura 4.2 mostra el

mateix resultat que la �gura 4.1, per�o reduint el rang de �2 a un domini [0; 300] mm. Es pot

veure que amb despla�caments petits tj 2 f2; : : : ; 5g �es on m�es es propaga el soroll, arribant

�2 al rang de les 300 mm, en vermell intens, en quasi tot el domini �. En el rang de des-

pla�caments tj 2 f2; : : : ; 10g hi ha una tend�encia al augment de l'indicador de la propagaci�o �2



4.1. SOROLL A LES MESURES 87

a mesura que augmenta el domini �, �es a dir, davant d'un mateix despla�cament tj , augmenta

�2 a mesura que augmenta el domini �. Aix�o �es degut al l��mit superior del primer sumatori

de l'equaci�o 4.4, que augmenta en funci�o del domini � i no es compensa pel quocient tj=�
2

inicial. Quan tj > 10 mm l'indicador de propagaci�o de l'error �2 s'estabilitza en tot el domini

�, excepte en combinacions ftj ; �g puntuals.

(m
m
)

0

300

δ2↑

→
ξ

 

600(mm)

tj

400
 

↑

2

(m
m
)

50

40

10

Figura 4.2: Figura 4.1 redu•�da al rang de �2 2 [0; 300] mm. Vista zenital en z. Indicador del

soroll �2, en funci�o del despla�cament tj i el domini �. Graella ftj ; �g del despla�cament i el

domini, i �2 en funci�o de ftj ; �g seguint lequaci�o 4.4.

La conclusi�o a la que es pot arribar a partir de l'indicador de propagaci�o del soroll �2

de l'equaci�o 4.4 i de les �gures 4.1 i 4.2 �es que en relaci�o a la propagaci�o del soroll, les re-

construccions utilitzant despla�caments tj > 10 mm s'ajusten en general m�es a la SUT φ que

amb despla�caments de l'ordre dels tj 2 f2; : : : ; 10g i que per tal d'evitar les deltes de Dirac

puntuals que poden apar�eixer amb despla�caments grans, l'�optim i m�es segur �es utilitzar un

rang de despla�cament 10 < tj < 30 mm.
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Un cop analitzat quina �es la in
u�encia del soroll en la reconstrucci�o utilitzant un s�ol

despla�cament, el seg•uent pas �es utilitzar la combinaci�o de dos despla�caments per tal de mini-

mitzar la in
u�encia del soroll en la reconstrucci�o. Fins ara s'ha utilitzat per a la reconstrucci�o

de la SUT la combinaci�o de despla�caments de l'equaci�o 3.14.

Elster et al [EW99a] proposen una altra combinaci�o per tal de minimitzar el soroll a partir

de dues funcions de transfer�encia T 1 i T 2 provinents de dos despla�caments t1 i t2

Fpfφ�kg =
ht1p T 1

p 
1
p + ht2p T 2

p 
2
p

ht1p + ht2p
; p 2 f1; : : : ; ng (4.5)

on h
tj
p estan de�nits com

h
tj
p =



0; si p = tξ
tj
; t 2 Z

1

tj
∑ ξ

tj
−1

l=1

sin2(
πlptj
ξ

)

sin2(
πptj
ξ

)

; altrament
(4.6)

La propagaci�o del soroll � en les funcions difer�encies a trav�es del m�etode de reconstrucci�o

ve descrit per la seg•uent relaci�o [Mor03]

�2
r = �2

2�
2 (4.7)

on �2
2 �es l'indicador de la propagaci�o per a dos despla�caments i ve descrit per

�2
2 =

1

�2

ξ∑
k=1

1

ht1k + tt2k
(4.8)
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Anem a comprovar experimentalment com afecta el soroll � de les mesures. Es far�a un

an�alisi de la desviaci�o est�andard �r del soroll en les reconstruccions en funci�o de la desviaci�o

est�andard del soroll � en les mesures de les SUTs. L'experiment consisteix que per a cada �, es

far�a la reconstrucci�o de 10000 SUTs, utilitzant la combinaci�o de despla�caments de l'esquema

de la �gura 3.13 i els pesos de l'equaci�o 4.8. De tots els sorolls �r de les reconstruccions es fa

la mitja obtenint ��r per a cada valor de soroll en les mesures � 2 [0; 1=2]nm. La �gura 4.3

mostra els diferents resultats per a diferents combinacions de despla�caments t1, t2 i dominis

�.
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Figura 4.3: Mitja de la desviaci�o est�andard del soroll en les reconstruccions �r en 10000

reconstruccions en funci�o de la desviaci�o est�andard � del soroll en les mesures, amb diferents

combinacions de despla�caments i dominis. En vermell t1 = 2 mm, t2 = 411 mm i � = 822

mm, en groc t1 = 2 mm, t2 = 81 mm i � = 162 mm, en creus blau t1 = 3 mm, t2 = 5 mm i

� = 600 mm, en creus vermell t1 = 3 mm, t2 = 5 mm i � = 210 mm, en negre t1 = 19 mm,

t2 = 51 mm i � = 1938 mm, en discontinu vermell t1 = 31 mm, t2 = 40 mm i � = 1240 mm,

en lila t1 = 19 mm, t2 = 28 mm i � = 532 mm, en verd t1 = 17 mm, t2 = 20 mm i � = 340

mm, en blau t1 = 15 mm, t2 = 16 mm i � = 240 mm.
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Es pot veure que clarament els pitjors resultats, marcats amb vermell continu i groc, repre-

senten els despla�caments m�es allunyats entre ells de tots els casos, amb t1 = 2 mm, t2 = 411

mm i � = 822 mm, en vermell, i t1 = 2 mm, t2 = 81 mm i � = 162 mm, en groc. Per tant

una primera conclusi�o de la �gura 4.3 �es que el soroll afecta m�es a les reconstruccions si els

despla�caments estan allunyats entre s��. Els seg•uents pitjors resultats, marcats amb creus, es

produeixen amb uns altres dels casos extrems, quan els despla�caments s�on els m�es petits de

tots, t1 = 3 mm i t2 = 5 mm, en vermell � = 210 mm i en blau � = 600 mm. Per tant

una segona conclusi�o �es que despla�caments petits propaguen m�es el soroll de les mesures a les

reconstruccions. La resta de combinacions produeixen resultats similars, sempre ��r < 1nm.

El millor resultat es produeix amb la combinaci�o t1 = 15 mm, t2 = 16 mm i � = 240 mm

marcada en blau continu.

Per tal de veure com �es la dispersi�o dels resultats mostrats a les �gura 4.3, a la �gura 4.4

es mostra la desviaci�o est�andard dels resultats de la �gura 4.3. El primer a destacar �es la

difer�encia entre les pitjors quatre combinacions de despla�caments i dominis, i la resta. Con-

�rmant els mals resultats de la �gura 4.3 quan els despla�caments s�on els m�es allunyats entre

ells, en vermell i en groc, i quan s�on els m�es petits (en relaci�o al domini �). Les altres combi-

nacions mostren una desviaci�o est�andard �f��rg < 0:1nm. Les menors dispersions, marcades

en vermell discontinu i negre, corresponen a les combinacions on els dominis s�on els m�es grans

de tots els casos, � = 1240 mm i � = 1938 mm, respectivament.

Per tant una conclusi�o �es que, tot i que en la mitja del soroll en la reconstrucci�o de la

�gura 4.3, la magnitud del domini no �es d'import�ancia s�� que ho �es en la dispersi�o: quan m�es

gran �es el domini � menor �es la dispersi�o del soroll en les reconstruccions. El millor resultat

de la �gura 4.3, marcat en blau continu, presenta una dispersi�o m�es elevada que la resta de

combinacions, per�o dins del rang ��r < 0:1nm.

Les conclusions �nals a partir de tots els resultats de les �gures 4.3 i 4.4 �es que les combi-

nacions de despla�caments i dominis que menys propaguen el soroll de les mesures � al soroll de
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les reconstruccions �r s�on aquells despla�caments relativament similars entre ells i en proporci�o

d'entremig (en comparaci�o a altres possibles combinacions) al domini �. Tamb�e s'ha de tenir

en compte que com major �es el domini �, mantenint la proporci�o entre els despla�caments i el

domini, menys dispersi�o hi ha entre reconstruccions.

A partir d'ara en el lateral shearing seq•uencial, per tal de minimitzar la propagaci�o de

l'error en les mesures, es faran servir despla�caments que compleixin aquestes caracter��stiques.

0 (nm)
1
2

↑

σ
0 →

σ{σ̄r}
0.1

 

 

(n
m
)

Figura 4.4: Desviaci�o est�andard dels resultats de la �gura 4.3, �f��rg. En vermell t1 = 2 mm,

t2 = 411 mm i � = 822 mm, en groc t1 = 2 mm, t2 = 81 mm i � = 162 mm, en creus blau

t1 = 3 mm, t2 = 5 mm i � = 600 mm, en creus vermell t1 = 3 mm, t2 = 5 mm i � = 210 mm,

en negre t1 = 19, t2 = 51 mm i � = 1938 mm, en discontinu vermell t1 = 31 mm, t2 = 40

mm i � = 1240 mm, en lila t1 = 19 mm, t2 = 28 mm i � = 532 mm, en verd t1 = 17 mm,

t2 = 20 mm i � = 340 mm, en blau t1 = 15 mm, t2 = 16 mm i � = 240 mm.
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4.2 Error de posicionament

El m�etode del lateral shearing seq•uencial es desenvolupa per tal d'eliminar la in
u�encia de

la superf��cie de refer�encia. En el m�etode es necessita despla�car la SUT, tal com s'ha vist en

els cap��tols anteriors. Aquest despla�cament de la SUT es fa a trav�es d'una taula lineal. Les

imprecisions de la taula lineal en el despla�cament s�on les que marquen el l��mit de precisi�o

del m�etode del lateral shearing seq•uencial. Es per aix�o necessari diferents an�alisis d'aquestes

imprecisions, aix�� com algorismes per tal de controlar i millorar la precisi�o de despla�cament

[VNC09a, VNC09b, VNC11]. Hi ha dos tipus d'error de la taula lineal: de posicionament i

de guiatge. Els errors de guiatge es veuran en el cap��tol 5.
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Figura 4.5: Error de posicionament en el despla�cament de la SUT. (a) Mesura inicial de

l'interfer�ometre � , en blau, segona mesura ideal �1 al suposar que es despla�ca t1 la taula

lineal, en vermell, i segona mesura real ~�1 degut a l'error de posicionament �j de la taula

lineal. (b) El mateix que (a), redu•�t a l'interval x 2 [80; 170] mm i l'eix y 2 [25; 35] mm.
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L'error de posicionament es produeix quan es despla�ca la taula lineal per obtenir la segona

i tercera mesures � jk de l'equaci�o 3.7. I es produeix perqu�e en comptes de despla�car t1 i t2,

tal com se li ordena que es desplaci, es despla�ca una dist�ancia lleugerament diferent,

~tj = tj + �j = tj+εj (4.9)

on �j �es l'error de posicionament. Per tant, les mesures donades per l'interfer�ometre de

l'equaci�o 3.7 en realitat i degut a l'error de posicionament s�on

~� jk = φk�tj+εj � 
k; k 2 f1 : : : ng; j 2 f1; 2g (4.10)

i la funci�o difer�encies de l'equaci�o 3.8 com

~!jk = φk � φk�tj+εj ; k 2 f1 : : : ng; j 2 f1; 2g (4.11)

La �gura 4.5 mostra l'error de posicionament en el despla�cament de la SUT. En blau a

la �gura 4.5 (a) es mostra la mesura inicial � donada per l'interfer�ometre. Per a obtenir la

segona mesura, s'aplica un despla�cament a la taula lineal de t1, obtenint idealment la segona

mesura �1, mostrada en vermell. El que succeeix �es que degut a l'error de posicionament

de l'equaci�o 4.10, en comptes de tenir el per�l en vermell, es t�e el per�l en verd, que varia

�j respecte el t1 ordenat. Per mostrar en detall l'error de posicionament la �gura 4.5 (b) �es

el mateix que la �gura 4.5 (a), reduint el rang de l'eix x 2 [80; 170] mm i l'eix y 2 [25; 35]

mm. Es pot veure com �1 i ~�1 s�on iguals, diferint l'error de posicionament �j en el seu domini.

Observem que es suposa que l'error de posicionament no �es constant i que dep�en de cada

despla�cament, per aix�o se li assigna el sub��ndex j. Normalment l'error de posicionament �

est�a en l'ordre del sub-p��xel i tant pot ser positiu com negatiu, �es a dir, passar-se o no arribar

al despla�cament tj ordenat. Per l'estudi d'aquesta secci�o es suposar�a que l'error de posicio-
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nament segueix un esquema similar al de la �gura 4.6.

La �gura 4.6 mostra el despla�cament ~tj real |marcat en blau| en funci�o del despla�cament

tj ordenat |marcat en vermell continu|. Les l��nies vermelles discontinues marquen la mag-

nitud de la mida del p��xel �x, que recordem �es de 1 mm. Que l'error de posicionament estigui

dins de les l��nies discontinues vermelles ens indica que l'error �es sub-p��xel. L'error de posici-

onament �j �es la dist�ancia entre les creus blaves i la l��nia vermella cont��nua. Es pot observar

que l'error de posicionament no �es acumulatiu, �es a dir, no com m�es gran �es el despla�cament

m�es gran �es l'error de posicionament.

t̃j

tj

(m
m
)

(mm)

→

↑

Figura 4.6: Esquema de l'error de posicionament �j = ~tj � tj en funci�o del despla�cament

tj ordenat i ~tj real. En vermell continu el suposat despla�cament perfecte ~tj = tj . En blau

~tj el despla�cament real fet amb una ordre de tj . La difer�encia entre ~tj i tj �es l'error de

posicionament �j = ~tj � tj . En vermell discontinu, tj � �x, on �x = 1 mm �es la mida del

p��xel.
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Tal com s'ha vist en el cap��tol anterior amb la �gura 3.17, les reconstruccions m�es acurades

han vingut al utilitzar l'extensi�o natural i l'esquema de la �gura 3.13. Anem a analitzar com

afecta l'error de posicionament a la regi�o estesa al usar l'extensi�o natural. A partir de l'equaci�o

2.34, la funci�o difer�encies esteses utilitzant l'extensi�o natural �es

~$j
k =


�

ξ
tj∑
l=1

~!jk�ltj = �
ξ
tj∑
l=1

!jk�ltj+εj 8k 2 f�tj ; : : : ; 0g

~!jk = !jk+εj
8k 2 f1; : : : ; �g

(4.12)

on es pot veure que en la regi�o estesa k;2 f�tj ; : : : 0g els errors de posicionament s'acumu-

len en el sumatori mentre que la regi�o original �es igual que la mostrada en l'equaci�o 4.11. A les

�gures 4.11 i 4.12 es veuran errors de la reconstrucci�o afectades per l'error de posicionament

i usant l'extensi�o natural.

Un cop analitzat com afecta l'error de posicionament en el domini espaial, anem a veure

experimentalment com afecta en el domini de Fourier. L'error de posicionament a les funcions

difer�encies de l'equaci�o 4.11 es transmet al domini de Fourier passant de l'equaci�o 3.12 a

~
j
p = xp(1� e�i2π

p(tj+εj)

n ); p 2 f1; : : : ; ng; j 2 f1; 2g (4.13)

on xp �es la transformada de Fourier discreta de φk.

Com que no se sap l'error de posicionament �j com�es en cada despla�cament, es treballa

~
j
p amb el terme 1� e�i2π

ptj
n igual que a l'equaci�o 3.12, en comptes de amb 1� e�i2π

p(tj+εj)

n ,

que seria el que correspondria per tal de seguir sense error,

~xjp = ~
j
pT jp ; p 2 f1; : : : ; ng; j 2 f1; 2g (4.14)
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on T jp �es la funci�o de transfer�encia de l'equaci�o 3.13. A partir d'aqu�� i substituint s'obt�e

que ~xuk �es

~xjp = xjp(1� e�i2π
p(tj+εj)

n )T jp = xjp
1� e�i2π

p(tj+εj)

n

1� e�i2π
ptj
n

; p 2 f1; : : : ; ng; j 2 f1; 2g (4.15)

Per tant, apareix una nova funci�o fp

f jp =

 0; si
2ptj
n 2 Z

(1� e�i2π
p(tj+εj)

n )=(1� e�i2π
ptj
n ); altrament

(4.16)

que multiplica a xjp, donant ~xjp = xjpf jp .

Tot el que difereixen ~xp i xp �es un error que en fer la transformada inversa F�1 s'afegeix

a la reconstrucci�o φ�j

φ�jk = φk + ek + ~ejk j 2 f1; 2g; k 2 f1; :::; ng (4.17)

on ek �es l'error de reconstrucci�o de l'equaci�o 3.21 del propi m�etode sense error de posiciona-

ment i ~ejk �es l'error introdu•�t per l'error de posicionament.

Aquest error de reconstrucci�o ~ejk ve degut a l'error de posicionament i ve determinat per

f
ujk

. Anem a analitzar com afecta l'error de posicionament a f
ujk

. La �gura 4.7 mostra la

part real de f juk amb dos despla�caments t1 = 8 mm |en vermell| i t2 = 16 |en blau|.

L'error de posicionament �es �j = 0:1 mm i el domini � = 512 mm. Com es pot veure, segueix

un patr�o peri�odic |amb modulacions| que es correspon amb el despla�cament. En el cas de

t1 = 8 mm hi ha 8 per��odes mentre que amb t2 = 16 mm n'hi ha 16. Per tant, la freq•u�encia

de f2
uk

amb t2 = 2t1 �es el doble que la de f1
uk

. A la �gura est�a marcada en verd discontinu
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la constant 1, que correspondria a f juk si no hi hagu�es error de posicionament. Tot el que es

separa f juk d'aquesta l��nia �es error en la ~xuk que posteriorment, al fer la transformada inversa,

afegir�a l'error ejk en la reconstrucci�o φ�jk de l'equaci�o 4.17. Es pot veure com amb freq•u�encies

altes f juk augmenta, doncs per les freq•u�encies baixes un despla�cament petit quasi no afecta,

per�o per les freq•u�encies altes canvia molt.

4

−3

↑ Re{fj
uk
}

→
uk

1
2

−
1
2 0

(n
m
)

(mm−1)

Figura 4.7: Part real de f juk degut a l'error de posicionament �j = 0:1 mm, la mida del p��xel

�x = 1 mm, domini � = 512 mm, amb dos despla�caments t1 = 8, en vermell i t2 = 16 mm,

en blau. La l��nia discontinua verda �es la constant 1, valor que correspondria a f juk si no hi

hagu�es error de posicionament.

En la �gura 4.7 s'ha vist f1
uk

en funci�o d'un error de posicionament �1 = 0:1 mm. �Es a dir,

la taula lineal es despla�ca t1 + �1 on �1 > 0. La difer�encia a f juk en funci�o de si la taula lineal

sobrepassa el despla�cament ordenat o no hi arriba, �es a dir, en funci�o de si �1 > 0 o �1 < 0, es

veu a la �gura 4.8. La �gura 4.8 mostra la part real de f1
uk

amb uns errors de posicionament

�1 = 0:1 mm, en vermell, i �1 = �0:1 mm, en blau. Despla�cament t1 = 8, mida del p��xel

�x = 1 i domini � = 512 mm. Observem que f1
uk

en vermell de la �gura 4.8 �es igual a f1
uk

en

vermell de la �gura 4.7 |doncs s�on el mateix| i les dues f1
uk

de la �gura 4.8 s�on sim�etriques.

Per tant, un canvi de signe de �j correspon a una simetria respecte de la constant 1.
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5

−3

↑ Re{fj
uk
}

→
uk

1
2−

1
2

0

(n
m
)

(mm−1)

Figura 4.8: Part real de f juk deguts als errors de posicionament �1 = 0:1 mm, en vermell, i

�1 = �0:1 mm, en blau. Despla�cament t1 = 8, mida del p��xel �x = 1 mm i domini � = 512

mm. La linea discontinua verda �es la constant 1, valor que correspondria a f juk si no hi hagu�es

error de posicionament.

Un cop vist com el despla�cament afecta a f juk , anem a veure com afecta la magnitud de

l'error de posicionament. En la �gura 4.7 s'ha vist f juk amb un error de posicionament �j = 0:1

mm. Ara es procedir�a a canviar la magnitud de �j .

La �gura 4.9 mostra la part real de f1
uk

amb un despla�cament t1 = 8, mida del p��xel

�x = 1 mm i un domini � = 512 mm. En blau es mostra f1
uk

quan l'error de posicionament

�1 = 0:1 mm, un 10% de la mida del p��xel. Observem que el tra�c en blau de la �gura 4.9 i

el tra�c en vermell de la �gura 4.7 �es el mateix. El tra�c en vermell de la �gura 4.9 correspon

a f1
uk

amb el mateix despla�cament t1 = 8 mm, per�o amb un error de posicionament �1 = 0:9

mm, un 90% la mida del p��xel.

En ambd�os casos s'est�a en un error de posicionament per sota del p��xel, regi�o en vermell

discontinu a la �gura 4.6. Es pot observar com la magnitud de f1
uk

es separa �12 nm de

la constant 1, marcada en verd discontinu, quan l'error de posicionament �es �1 = 0:9 mm,

mentre que es mant�e en el rang �4 nm quan l'error de posicionament �es 0:1 mm. Per tant, f juk



4.2. ERROR DE POSICIONAMENT 99

augmenta a mesura que augmenta l'error de posicionament �1 i, conseq•uentment, augmenta

l'error en la reconstrucci�o a φ�j degut a l'error de posicionament.

12

−12

↑ Re{f1
uk
}

→
uk

1
2−

1
2

0

(n
m
)

(mm−1)

Figura 4.9: Part real de f1
uk

amb dos errors de posicionament �1 = 0:1 mm, en blau i �2 = 0:9

mm, en vermell. Mida del p��xel �x = 1, domini � = 512 mm i despla�cament t1 = 8 mm. La

l��nia discontinua verda �es la constant 1, valor que correspondria a f1
uk

si no hi hagu�es error

de posicionament.

Com afecta f juk a la funci�o pr�evia xuk de l'equaci�o 4.15, i les difer�encies entre xuk i ~xuk ,

xuk amb error de posicionament, �es el que es veur�a a continuaci�o. La �gura 4.10 (a) mostra

la part real de xuk , �es a dir sense error de posicionament, amb un domini � = 512 mm, un

despla�cament tk = 16 mm i mida del p��xel �x = 1 mm. La �gura 4.10 (b) mostra la part real

de ~xuk amb les mateixes condicions que a la �gura 4.10 (a), afegint un error de posicionament

�1 = 0:9 mm |un 90% la mida del p��xel| a les mesures.

Tal com es pot veure, les formes d'una i altra s�on similars, �es a dir, tenen els mateixos crei-

xements i decreixements a les freq•u�encies centrals arribant a valors m�es petits fora de l'entorn

de freq•u�encies uk 2 [� 1
20 ;

1
20 ]. La �gura 4.10 (c) mostra les difer�encies entre la part real de xuk

i la part real de ~xuk , �es a dir, entre les �gures 4.10 (a) i 4.10 (b). Les majors difer�encies estan a

les freq•u�encies baixes, ja que la funci�o t�e valors majors per aquestes freq•u�encies baixes, i molt
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petits per a freq•u�encies baixes, aix�� que tot i que es multipliquen per una funci�o error major,

segueixen sent m�es baixes. Les difer�encies entre una i altra estan en l'entorn [�400; 200] nm.
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} (a)↑

uk
→
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−1000
1
2
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1
2
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m
)
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uk
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1
2
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m
)

Re{§̃uk
}
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1
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−
1
20

−
1
20

−
1
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1
20

1
20

Re{§uk
}−Re{§̃uk

} (c)

uk
→

200

−400
1
2

0
−

1
2

(n
m
)

Figura 4.10: (a) Part real de xuk de l'equaci�o 4.15 amb un domini � = 512 mm, un des-

pla�cament tk = 16 mm i un tamany del p��xel �x = 1 mm, (b) Mateixa situaci�o que en (a),

per�o amb un error de posicionament �1 = 0:9 mm a les mesures, (c) Difer�encies entre xuk
d'(a) i ~xuk de (b).

Totes aquests difer�encies de ~xuk en relaci�o a si no hi hagu�es error de posicionament afecta

a les reconstruccions. A continuaci�o es veuran algunes reconstruccions φ� en funci�o de les

magnituds dels errors de posici�o �j i dels despla�caments tj .

Per mostrar com afecta l'error de posicionament en la reconstrucci�o, inicialment s'aga-

fa una SUT concreta i la seva reconstrucci�o amb error de posicionament a les mesures. La
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�gura 4.11 mostra una SUT φ(x) a mesurar, en vermell, i la reconstrucci�o φ� usant el late-

ral shearing seq•uencial, amb un error de posicionament �1 = 0:9, un despla�cament t1 = 16

mm i un domini de la mesura de � = 512 mm. La mida del p��xel �es �x = 1 mm. S'ha fet

servir l'extensi�o natural, per aix�o la reconstrucci�o �nal φ� est�a en el domini x 2 [�16; 512] mm.

Com es pot veure, cada 16 mm es t�e un pic en la reconstrucci�o on s'allunya de la SUT, per

despr�es tornar a la posici�o anterior. La freq•u�encia dels pics est�a relacionada directament amb

la magnitud del despla�cament t1. Tamb�e es pot veure com en la regi�o estesa x 2 [�16; 0) mm,

l'error en la reconstrucci�o �es del mateix ordre que en la regi�o inicial de la mesura x 2 [0; 512]

mm. Per tant, l'error de posicionament acumulat en aquesta regi�o degut a l'extensi�o natural

i mostrat en l'equaci�o 4.12 no afecta de manera rellevant a la reconstrucci�o. Tamb�e es pot

veure com tota la reconstrucci�o �es m�es sorollosa, t�e m�es irregularitats que la SUT inicial. S'ha

de tenir en compte que en aquest cas l'error de posicionament �es �1 = 0:9 mm, un 90% la

mida del p��xel, �es a dir, s'est�a en els l��mits de la �gura 4.6.

512(mm)

(n
m
)

−40

50

−16

x
→

{φ(x),φ∗(x)}↑

Figura 4.11: Error de posicionament �j . Una SUT φ(x) a mesurar, en vermell, i la reconstruc-

ci�o φ� usant el lateral shearing seq•uencial amb extensi�o natural, amb un error de posicionament

�1 = 0:9 mm, mida del p��xel �x = 1 mm, despla�cament t1 = 16 mm i un domini de la mesura

de � = 512 mm.
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La �gura 4.12 mostra els errors en la reconstrucci�o de la mateixa SUT, en funci�o del des-

pla�cament tj de les mesures. Es mostra els errors de reconstrucci�o ek + ~ejk de l'equaci�o 4.17

quan hi ha un error de posicionament �j = 0:9 mm en les mesures, domini de � = 512, mida

del p��xel �x = 1 mm, amb uns despla�caments (a) t1 = 16 mm i (b) t2 = 32 mm.

1 512
−8

6
(a)

(mm)

(n
m
)

φ(x)− φ∗(x)

→

10

−10

(b)

(mm)

(n
m
)

φ(x)− φ∗(x)

↑

↑

x

→
1 512

x

Figura 4.12: Error de reconstrucci�o ejk = φk � φ�j de l'equaci�o 4.17 amb un error de posicio-

nament �j = 0:9 mm, domini de � = 512, mida del p��xel �x = 1, sense extensi�o natural, amb

uns despla�caments (a) t1 = 16 mm i (b) t2 = 32 mm.

En aquest cas la reconstrucci�o s'ha fet sense extensi�o natural, per�o tal com hem vist a la

�gura 4.11 els errors serien an�alegs utilitzant l'extensi�o natural. Observem que a la �gura 4.12

(a), amb un despla�cament t1 = 16 mm, hi ha pics d'error cada 16 mm, mentre que amb a la

�gura 4.12 (b), amb un despla�cament t2 = 32 mm, els pics estan cada 32 mm. Es con�rma

que els pics de l'error en la reconstrucci�o tenen una relaci�o 1 : 1 amb la mida del despla�cament.
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Es pot veure com davant d'un mateix error de posicionament �j = 0:9 mm, els errors s�on

m�es grans a la �gura 4.12 (b) que a la �gura 4.12 (a). Per tant, pot semblar que com m�es gran

�es el despla�cament, m�es afecta l'error de posicionament. Aix�o no �es del tot cert, doncs el que

succeeix �es que com que en aquest exemple s'esta treballant sense extensi�o natural, i tal com

hem vist a la �gura 3.9, els errors de vora amb despla�caments grans s�on majors. Aix�o fa que

amb la comparaci�o de la �gura 4.12 no es pugui saber com afecta l'error de posicionament en

funci�o de la mida del despla�cament. Per l'equaci�o 4.12, que analitza l'error de posicionament,

com m�es petit �es el despla�cament, m�es afecta l'error de posicionament, doncs el sumatori �es

m�es gran. A les �gures 4.13 i 4.14 es veuran altres exemples sense errors de vora que donaran

una visi�o m�es realista de la in
u�encia de l'error de posicionament.

La reconstrucci�o de la SUT, utilitzant dos despla�caments, extensi�o natural i l'esquema de

la �gura 3.13, es pot expressar com

φ�
c

k = φk + eck + ~eck; k 2 f1; : : : ; �g (4.18)

on eck �es l'error del propi m�etode quan no hi ha error de posicionament i ~eck �es l'error

introdu•�t en la reconstrucci�o quan hi ha error de posicionament a les mesures. Com que

pr�eviament amb la �gura 3.17 s'ha vist que l'error eck �es un error num�eric de l'ordre de 10�13

nm, tot l'error en la reconstrucci�o provindr�a de ~eck degut a l'error de posicionament.

Per tal de mostrar com �es ~ec es fa un estudi estad��stic. La �gura 4.13 mostra aquest estudi,

on l'eix x �es l'error de posicionament 0 < �c < 1 afegit als dos despla�caments i l'eix y est�a

relacionat amb ~ec = φ�φ�c de l'equaci�o 4.18. Per a cada valor de l'error de posicionament �c

de l'eix x, s'agafen 10000 SUTs, afegint a cada una d'elles el mateix error de posicionament

�c corresponent.
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Es fan les reconstruccions i es tenen f~ec1 : : : ; ~ec10000g on cada ~ec
M
;M 2 f1 : : : 10000g, prov�e

de l'error en la reconstrucci�o descrit en l'equaci�o 4.18 i ve determinat per la seg•uent equaci�o

~ec
M

= kjPf~ecMk gj � jVf~ec
M

k gjk; 8k 2 f1 : : : �g;M 2 f1 : : : 10000g (4.19)

on Pf~ecMk g �es el valor pic i correspon al m�axim de ~ec
M

k ;8k 2 f1 : : : �g, mentre que Vf~ecMk g
�es el valor vall i correspon al m��nim de ~ec

M

k ;8k 2 f1 : : : �g. L'error ec
M

determina la m�axima

al�cada de l'error per a cada una de les 10000 superf��cies a reconstruir.
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Figura 4.13: Error ~ec = φ � φ�c a partir dels errors de posicionament 0 < �c < 1. En negre

continu la mitja dels ~ec, en discontinu blau el m�axim dels ~ec i en discontinu verd el m��nim

dels ~ec. La l��nia vermella continua mostra el l��mit per al qual l'error ~ec est�a per sobre del

nan�ometre. Es mostren els mateixos resultats per a diferents combinacions de despla�caments

i dominis, (a) t1 = 11 mm, t2 = 13 mm i � = 572 mm, (b) t1 = 3 mm, t2 = 44 mm i � = 528

mm, (c) t1 = 19 mm, t2 = 28 mm i � = 532 mmi (d) t1 = 3 mm, t2 = 5 mm i � = 600 mm.

La mida del p��xel �es �x = 1 mm.
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A partir dels f~ec1 : : : ; ~ec10000g es mostren diferents resultats. En negre continu es marca

la mitja dels f~ec1 : : : ; ~ec10000g, en discontinu blau el m�axim dels f~ec1 : : : ; ~ec10000g. El l��mit que

d�ona la l��nia discontinua blava est�a relacionat amb la precisi�o garantida, �es a dir, que de

10000 SUTs es pot garantir que l'error de reconstrucci�o estar�a per sota de la l��nia discontinua

blava. En discontinu verd es mostra el m��nim dels f~ec1 : : : ; ~ec10000g. La l��nia vermella continua

mostra el l��mit per al qual l'error ~ec est�a per sobre del nan�ometre. La �gura 4.13 mostra els

resultats explicats per a 4 combinacions de despla�caments i dominis, (a) t1 = 11 mm, t2 = 13

mm i � = 572 mm, (b) t1 = 3 mm, t2 = 44 mm i � = 528 mm, (c) t1 = 19 mm, t2 = 28 mm

i � = 532 mm i (d) t1 = 3 mm, t2 = 5 mm i � = 600 mm.

Tal com es pot veure, en (a) els despla�caments s�on similars i relativament petits, t1 = 11

mm, t2 = 13 mm, en (b) s�on molt diferents entre ells, t1 = 3 mm, t2 = 44 mm, en (c) s�on

relativament similars i relativament grans, t1 = 19 mm, t2 = 28 mm, i en (d) s�on similars

i molt petits, t1 = 3 mm, t2 = 5 mm. Per tant, es tenen 4 combinacions de despla�caments

diferents entre ells per veure com afecta l'error de posicionament i, en funci�o dels resultats,

triar-ne d'un tipus o un altre per a futures reconstruccions.

El que es pot veure inicialment �es que els per�ls del resultats s�on similars en tots els

casos, �es a dir, no hi ha cap combinaci�o que sigui extremadament pitjor que les altres. En

relaci�o a les mitges de la �gura 4.13 marcades en negre continu, es pot veure que segueix un

creixent lineal en tots els casos, on l'error mitj�a en les reconstruccions �es sempre m�es gran

que 1 nm quan l'error de posicionament �c > 0:08 mm. En (a) quan �c > 0:07 mm, en (b)

quan �c > 0:06 mm, (c) quan �c > 0:08 mm i en (d) quan �c > 0:05 mm. Per tant, en relaci�o

a quan de r�apid s'acosta l'error de reconstrucci�o a 1 nm, �es millor evitar despla�caments molt

petits. Seguint amb la informaci�o de la mitja, si s'ajusten les l��nies negres cont��nues a una

recta per m��nims quadrats, les pendents d'aquestes rectes s�on (a) 11.6, (b) 10.3, (c) 10.9 i

(d) 15.4. Per tant els millors resultats es tenen amb (b) t1 = 3 mm, t2 = 44 mm, quan els

despla�caments s�on molt diferents entre ells. Els pitjors resultats altra vegada a (d), quan s�on

despla�caments molt petits.
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Si s'analitza el valor garantit, marcat amb la l��nia discontinua blava, i es fa una aproxi-

maci�o per la recta que millor s'ajusta per m��nims quadrats, els millors resultats s'obtenen a

(a) i (c), mentre que (b) i (d) queden allunyats dels anteriors. Tamb�e es pot veure |i �es el

que fa que �nalment la mitja sigui la millor| que les reconstruccions mes acurades es tenen

amb (b). Per tant, l'an�alisi del valor garantit i el valor m�es proper ens indica que amb els

despla�caments m�es allunyats entre ells �es on hi ha una major variabilitat, obtenint els millors

i pitjors resultats de les combinacions.

Si s'hagu�es de fer un balan�c entre els resultats mostrats a la �gura 4.13, els pitjors re-

sultats s'obtenen amb despla�caments molt petits com els de (d), i les reconstruccions m�es

acurades amb els despla�caments de (b) i de (c), tenint una variabilitat m�es gran en el cas de

despla�caments molt allunyats entre s�� de (b). Un cop mostrat els errors en la reconstrucci�o

en el rang amb d'error de posicionament < 0 < �c < 1 mm. Per tal de poder analitzar

amb m�es detall el rang d'errors de posicionament de les taules lineals d'alta precisi�o es far�a a

continuaci�o el mateix an�alisi que en la �gura 4.13, per�o en l'interval < 0 < �c < 0:1 mm.

La �gura 4.14 mostra el mateix an�alisi que en la �gura 4.13 amb un error de posiciona-

ment < 0 < �c < 0:1. La tend�encia mostrada a la �gura 4.13 es segueix mantenint en el

rang de posicionament m�es petit. Els millors resultats en relaci�o a la mitja (en negre) prove-

nen de les �gures 4.13 (b) i (c), amb despla�caments allunyats (m�es en (b) que en (c)) entre

s��. Fent l'ajustament per m��nims quadrats, els pendents de les rectes que millor s'ajusten a

les mitges s�on (a) 13.7, (b) 15.5, (c) 13.2 i (d) 19.3. Per tant els millors resultats provenen

dels despla�caments m�es compensats, �es a dir, diferents entre s�� per�o no tant com els de la

�gura (b). Els pitjors resultats provenen de dos despla�caments petits i similars de la �gura (d).

Analitzant el millor resultat (en verd) de les 10000 reconstruccions per a cada error de

posicionament, les reconstruccions m�es acurades clarament s�on a c�arrec de la parella de des-

pla�caments t1 = 19 mm, t2 = 28 mm de la �gura (c). En canvi, analitzant els m�axims errors
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(en verd) de totes les reconstruccions, la combinaci�o de (b) obt�e els errors m�es grans, junt

amb (d). Els millors resultats provenen de (c). Per tant, la variabilitat de (b) �es molt gran,

obtenint els millors i els pitjors resultats. Es suposa que aix�o �es degut a la difer�encia de

magnituds entre els dos despla�caments.
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m
)
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Figura 4.14: Error ~ec = φ � φ�c a partir dels errors de posicionament 0 < �c < 0:1 mm. En

negre continu la mitja dels ~ec, en discontinu blau el m�axim dels ~ec i en discontinu verd el m��nim

dels ~ec. Es mostren els mateixos resultats per a diferents combinacions de despla�caments i

dominis, (a) t1 = 11 mm, t2 = 13 mm i � = 572 mm, (b) t1 = 3 mm, t2 = 44 mm i � = 528

mm, (c) t1 = 19 mm, t2 = 28 mm i � = 532 mm, i (d) t1 = 3 mm, t2 = 5 mm i � = 600 mm.

El tamany del p��xel �es �x = 1 mm.



108 CAPÍTOL 4. SOROLL I ERROR DE POSICIONAMENT

A partir dels resultats �ns ara, el millor �es fer servir una combinaci�o de despla�caments

que difereixin alguns p��xels entre ells, el m�axim de grans possibles com els que es tenen a (c),

doncs s'obtenen els millors resultats. Tal com s'ha dit, el lateral shearing seq•uencial despla�ca

la SUT mitjan�cant una taula lineal. Aquesta taula lineal t�e uns errors de despla�cament com

s�on el de posicionament i els de guiatge. Els errors de guiatge |pitch, roll i yaw| es veuran

en detall com afecta i com es poden minimitzar a la secci�o 5.



CAPÍTOL 5

ERRORS DE GUIATGE

Fins ara per facilitat i per comprendre millor el proc�es s'ha treballat en un domini unidi-

mensional, per�o l'interfer�ometre t�e l'avantatge |a difer�encia del per�l�ometre| de treballar

bidimensionalment. �Es per aix�o que en aquest cap��tol es far�a un an�alisi bidimensional del

lateral shearing seq•uencial, per despr�es analitzar els errors de guiatge i els nous m�etodes que

aqu�� es proposen per tal d'estimar-los i veure com s�on els resultats de reconstrucci�o de su-

perf��cies amb el lateral shearing seq•uencial amb l'estimaci�o de pitch i roll propostes.

109
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Les superf��cies de la �gura 5.1 s�on alguns exemples de SUTs a mesurar per l'interfer�ometre.

El pla (x; y) segueix en el rang dels 512 p��xels per 512 p��xels i l'eix z est�a en l'ordre del

nan�ometre. Com que ara s'est�a en un domini bidimensional, (�x;�y) �es la dist�ancia de

mostreig. En tots els casos a partir d'aqu�� la mida del p��xel �es 1 mm, �es a dir �x = �y = 1

mm, aix�� que ens dominis x i y s'utilitzar�a indistintament la magnitud per a referir-se tan a

p��xels com a mm.

Figura 5.1: Exemples de SUTs a mesurar en domini bidimensional.
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A partir de l'equaci�o 3.1 el domini de la mesura de l'interfer�ometre es determina per

xm = x1 + (m� 1) �x; m 2 f1; : : : ;Mg (5.1)

yn = y1 + (n� 1) �y; n 2 f1; : : : ; Ng

on x1 i y1 s�on un origen arbitrari. La longitud en x i y del domini queda determinat per

M i N , �es a dir, kxM � x1k = �x i kyN � y1k = �y.

Les mesures donades per l'interfer�ometre amb els despla�caments en x i y, seguint l'esquema

de la �gura 2.2, venen donades per

�0
m,n = φm,n � 
m,n; m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng (5.2)

� jm,n = φm�tj ,n � 
m,n; m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng; j 2 f1; 2g

� jm,n = φm,n�tj � 
m,n; m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng; j 2 f3; 4g

Notar que amb j 2 f1; 2g els despla�caments s�on en l'eix x i amb j 2 f3; 4g s�on en l'eix

y. Les funcions difer�encies es fan a partir de les combinacions d'informaci�o f�0; �1g, f�0; �2g,
f�0; �3g i f�0; �4g,

!jm,n = φm,n � φm�tj ,n; m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng; j 2 f1; 2g (5.3)

!jm,n = φm,n � φm,n�tj ; m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng; j 2 f3; 4g



112 CAPÍTOL 5. ERRORS DE GUIATGE

En l'espai de Fourier, el domini de freq•u�encies (u; v), fu1 : : : uMg i fv1 : : : vNg estan dins

dels intervals [ �1
2∆x ;

1
2∆x) i [ �1

2∆y ;
1

2∆y ), respectivament. Expl��citament es de�neixen de manera

an�aloga que a l'equaci�o 3.9,

up = u1 + (p� 1)�u; p 2 f1; : : : ;Mg (5.4)

vq = v1 + (q � 1)�v; q 2 f1; : : : ; Ng

on �u = 1
(M+1)∆x i �v = 1

(N+1)∆y .

La TFD bidimensional de φm,n est�a de�nida per

xp,q =

M∑
m=1

N∑
n=1

φm,ne
�i2π pm

M e�i2π
qn
N ; p 2 f1; : : : ;Mg; q 2 f1; : : : ; Ng (5.5)

La TFD de la funci�o difer�encies !jm,n queda expressada expl��citament per


j
p,q =

M∑
m=1

N∑
n=1

!jm,ne
�i2π pm

M e�i2π
qn
N ; p 2 f1; : : : ;Mg; q 2 f1; : : : ; Ng; j 2 f1; 2g (5.6)

Que �es equivalent a


j
p,q =

M∑
m=1

N∑
n=1

[φm,n�φm�tj ,n]e�i2π
pm
M e�i2π

qn
N ; p 2 f1; : : : ;Mg; q 2 f1; : : : ; Ng; j 2 f1; 2; 3; 4g

(5.7)

El teorema del translaci�o de l'equaci�o 2.11 tamb�e �es cert en domini discret, conservant la

relaci�o lineal entre la TFD d'una funci�o i ella mateixa despla�cada,
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j
p,q = xp,q(1� e�i2π

p
M
tj ); p 2 f1; : : : ;Mg; q 2 f1; : : : ; Ng; j 2 f1; 2g (5.8)


j
p,q = xp,q(1� e�i2π

q
N
tj ); p 2 f1; : : : ;Mg; q 2 f1; : : : ; Ng; j 2 f3; 4g

i d'aqu�� s'a•�lla xp,q,

xjp,q = 
j
p,qT jp,q; on T jp,q =

1

1� e�i2π p
M
tj
; p 2 f1 : : : Ng; q 2 f1 : : :Mg; j 2 f1; 2g

(5.9)

xjp,q = 
j
p,qT jp,q; on T jp,q =

1

1� e�i2π q
N
tj
; p 2 f1 : : : Ng; q 2 f1 : : :Mg; j 2 f3; 4g

(5.10)

on T j s�on les funcions de transfer�encia bidimensionals. Degut a les singularitats que es

tenen les funcions de transfer�encia queden re-de�nides com

T �jp,q =


T jp,q; p 6= r Mtj ; r 2 Z; j 2 f1; 2g; p 2 f1; :::;Mg; q 2 f1; :::; Ng

0; p = r Mtj ; r 2 Z; j 2 f1; 2g; p 2 f1; :::;Mg; q 2 f1; :::; Ng

(5.11)

T �jp,q =


T jp,q; q 6= r Ntj ; r 2 Z; j 2 f3; 4g; p 2 f1; :::;Mg; q 2 f1; :::; Ng

0; q = r Ntj ; r 2 Z; j 2 f3; 4g; p 2 f1; :::;Mg; q 2 f1; :::; Ng

(5.12)
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Tamb�e es pot tenir un control similar al de l'equaci�o 3.16 per tal de tractar correctament

valors propers a la singularitat de les funcions de transfer�encia, p � r Mtj , j 2 f1; 2g i q � r Ntj ,

j 2 f3; 4g.
Aplicant la transformada de Fourier inversa discreta a xp,q de l'equaci�o 5.9, s'obt�e la

reconstrucci�o bidimensional de la SUT utilitzant el lateral shearing seq•uencial,

φ�m,n = F�1fxp,qg; m 2 f1 : : :Mg; n 2 f1 : : : Ng: (5.13)

Les difer�encies entre φ� i φ dep�en de si s'utilitza l'extensi�o natural, si es fa amb un �unic des-

pla�cament o amb dues i quin tipus de despla�caments s�on. Tots els exemples i caracter��stiques

vistes en una dimensi�o s�on an�alegs i v�alids en el domini bidimensional. Les millors recons-

truccions, tal com s'ha mostrat a la �gura 3.16, es produeixen quan els despla�caments s�on

co-primers, divisors del domini i utilitzant l'extensi�o natural.

Figura 5.2: Error de reconstrucci�o, φ� � φ, utilitzant uns despla�caments t1 = t3 = 11, t2 =

t4 = 17, M = N = 546 mm. Els despla�caments no s�on divisors del domini.

La �gura 5.2 mostra errors de reconstrucci�o fent servir dos despla�caments i extensi�o na-
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tural. En aquest cas els despla�caments t1 = t3 = 11 i t2 = t4 = 17 no s�on divisors del domini

M = N = 546 mm. Per aix�o apareixen errors de vora, tal com s'havia vist en la �gura 3.15.

En aquest cas els errors de vora no s�on tan reconeixibles com en la �gura 3.15 ja que provenen

tant de l'eix x com de l'eix y.

En la �gura 5.3 s'ha utilitzat despla�caments t1 = t3 = 7, t2 = t4 = 13 que s�� que s�on

divisors del domini M = N = 546 mm. En aquest cas l'extensi�o natural es pot fer correc-

tament i s'eliminen singularitats de la funci�o de transfer�encia i errors de vora arribant a un

error num�eric al voltant de 10�14 nm.

Figura 5.3: Error de reconstrucci�o, φ� � φ, utilitzant uns despla�caments t1 = t3 = 7, t2 =

t4 = 13, M = N = 546 mm. Els despla�caments s�on divisors del domini.
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5.1 Errors de guiatge

Els errors de guiatge s�on els errors propis de la taula lineal al despla�car-se. A la secci�o 4.2

s'ha analitzat l'error de posicionament, i en aquesta secci�o s'analitzaran els errors de guiatge

|pitch, roll i yaw|, com afecten en les mesures i en les reconstruccions. A la �gura 2.1 es

mostren els errors de pitch i de roll, que seran els analitzats i treballats en aquest cap��tol,

ja que es proposa un m�etode per tal de fer una estimaci�o de pitch i roll per tal de poder-los

minimitzar abans de fer el lateral shearing seq•uencial [VNC09b, VNC11].

Anal��ticament, els errors de guiatge es poden descriure de la seg•uent manera. Quan la

taula lineal es despla�ca en la direcci�o x, un error linear lj degut al despla�cament tj s'afegeix

a les mesures

ljm,n = ajm�x+ bjn�y + cj (5.14)

on aj �es el terme relacionat amb el pitch, bj amb el roll i cj amb el o�set, en funci�o del

despla�cament tj . Per tant, les mesures de l'equaci�o 5.2 queden modi�cades pels errors de

guiatge

�̂ jm,n = φm�tj ,n � 
m,n + ljm,n; j 2 f1; 2g;m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng (5.15)

�̂ jm,n = φm,n�tj � 
m,n + ljm,n; j 2 f3; 4g;m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng

Aquests errors afecten tamb�e a les funcions difer�encies

!̂jm,n = φm,n � φm�tj ,n � ljm,n; m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng; j 2 f1; 2g (5.16)

!̂jm,n = φm,n � φm,n�tj � ljm,n; m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng; j 2 f3; 4g
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La modi�caci�o, a partir d'aquestes equacions, es trobar�a en tot el treball posterior dins

l'espai de Fourier.

Cada un dels errors de guiatge de pitch, roll i yaw tenen una repercusi�o en les reconstruc-

cions. En el cas del yaw, es suposar�a en aquest treball que �es su�cientment petit com perqu�e

no afecti, �es a dir, la informaci�o que capta cada sensor de l'interfer�ometre �es el mateix en

totes les mesures. En els casos del pitch i del roll, la situaci�o �es diferent, tal com es veur�a a

continuaci�o. En el cas de l'o�set, l'error relacionat amb el terme c de l'equaci�o 5.14, al ser

una constant en les mesures correspon a un pla en la reconstrucci�o, degut a la naturalesa del

m�etode usant la transformada de Fourier. �Es per aix�o que no afecta doncs no modi�ca la

forma de la superf��cie reconstru•�da. Per aquest motiu no �es necessari una estimaci�o de l'o�set

abans de fer el m�etode del lateral shearing seq•uencial.

5.1.1 Pitch

L'error de pitch �es l'error relacionat amb el terme aj de l'equaci�o 5.14. Per tant en aquesta

secci�o ljm,n = ajm�x. Les principals difer�encies en les reconstruccions en respecte a unes

mesures sense pitch venen mostrades a la �gura 5.4. La primera de totes i m�es evident �es la

quadr�atica que s'afegeix.

A la �gura 5.4 es pot veure la comparativa. �Es la difer�encia entre la SUT mesurada i la

SUT reconstruida. En ambd�os casos la SUT �es la mateixa. En la �gura 5.4 (a) s'ha afegit un

pitch aj = 500 en les mesures de l'equaci�o 5.15 quan j 2 f1; 2g. En la �gura 5.4 (b) s'ha afegit

el mateix pitch a l'equaci�o 5.15 quan j 2 f3; 4g. En ambd�os casos l'error de reconstrucci�o

�es b�asicament un terme quadr�atic. Aix�o �es degut a que al ser el pitch un pla error afegit a

les mesures, i com que la transformada de Fourier �es com una integral, el pla es converteix

en terme quadr�atic en la reconstrucci�o. Els errors de reconstrucci�o tenen direccions oposades

un de l'altre, que dep�en de la direcci�o de despla�cament de la mesura. En ambd�os casos la

magnitud de l'error est�a al voltant dels 6000 nm en total. En la �gura 5.4 (c) s'ha afegit un

pitch aj = 500 a l'equaci�o 5.14 quan j 2 f1; 2; 3; 4g, �es a dir, a totes les mesures. En aquest cas
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es veu que el pitch afecta a les dues direccions, tenint una quadr�atica que dep�en del terme x i y.

Figura 5.4: Errors de reconstrucci�o deguts a l'error de pitch en les mesures, (a) aj = 500 en

l'equaci�o 5.15 quan j 2 f1; 2g, (b) aj = 500 en l'equaci�o 5.15 quan j 2 f3; 4g, (c) aj = 500 en

l'equaci�o 5.15 quan j 2 f1; 2; 3; 4g, (d) aj = 50 en l'equaci�o 5.15 quan j 2 f1; 2; 3; 4g.

La comparativa de les �gures 5.4 (c) i 5.4 (d) ens mostra la relaci�o directe entre la mag-

nitud de pitch introdu•�t a les mesures i l'error quadr�atic de la reconstrucci�o. En el cas de la

�gura 5.4 (d) s'ha afegit un pitch a les mesures de aj = 50, un ordre de magnitud inferior

del de la �gura 5.4 (c). Error quadr�atic de la �gura 5.4 (d) �es tamb�e un ordre de magnitud



5.1. ERRORS DE GUIATGE 119

inferior a la de la �gura 5.4 (c).

Si es pren l'error de reconstrucci�o an�aleg al de l'equaci�o 3.21 es pot fer una aproximaci�o

per m��nims quadrats de la quadr�atica, eq, que millor s'ajusta a l'error. El que hi queda despr�es

de treure la quadr�atica s'expressa anal��ticament com

em,n = φm,n � φ�m,n � eqm,n; m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng (5.17)

Figura 5.5: Error em,n de l'equaci�o 5.17 quan s'ha afegit un error de pitch a les mesures

aj = 500.

A la �gura 5.5 es mostra l'error un cop es treu la quadr�atica, quan s'ha afegit un error

de pitch a les mesures. El que es pot veure �es que no nom�es s'afegeix un terme quadr�atic a

l'error de la reconstrucci�o, sin�o que hi ha tamb�e errors de vora. Aquests errors s�on similars

als que s'han vist a la �gura 3.12, quan l'extensi�o natural no s'ha fet correctament.

Les �gures 5.4 i 5.5 mostren que l'error de pitch modi�ca el per�l de la superf��cie a

reconstruir afegint una quadr�atica i afegeix tamb�e errors de vora degut a que no es fa correc-
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tament l'extensi�o natural. �Es per aix�o necessari un m�etode per tal d'estimar l'error de pitch,

minimitzar-lo i que no es depengui de la precisi�o de despla�cament de la taula lineal per a la

precisi�o del m�etode del lateral shearing seq•uencial. El m�etode proposat per a l'estimaci�o del

pitch es veur�a a la secci�o 5.2.

5.1.2 Roll

Figura 5.6: Errors de reconstrucci�o deguts a l'error de roll bj de l'equaci�o 5.15 en les mesures,

(a) bj = 500 quan j 2 f1; 2g, (b) bj = 500 quan j 2 f3; 4g, (c) bj = 500 quan j 2 f1; 2; 3; 4g,
(d) bj = 50 quan j 2 f1; 2; 3; 4g.
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L'error de roll �es l'error relacionat amb el terme b de l'equaci�o 5.14, per tant ljm,n = bjn�y.

Ja s'ha vist a la secci�o 5.1.1 que el pitch modi�ca la forma de la superf��cie reconstru•�da afegint

un terme quadr�atic. En aquest cas s'introdueix tamb�e un terme quadr�atic, una torsi�o.

La �gura 5.6 mostra els errors de reconstrucci�o quan s'afegeix el roll ljm,n = bjn�y a les

mesures. A la �gura 5.6 (a) el roll afegit �es bj = 500 en l'equaci�o 5.15 quan j 2 f1; 2g, �es a dir,

en la direcci�o de despla�cament x. Es pot veure que �es una torsi�o en la superf��cie reconstru•�da.

El mateix succeeix, per en la direcci�o perpendicular, en la �gura 5.6 (b), que s'ha afegit el

mateix roll que en la �gura 5.6 (a), per�o en la direcci�o de despla�cament y. Al igual que amb

el pitch, la magnitud de l'error de reconstrucci�o del roll �es directament proporcional al roll

afegit a les mesures. En la comparativa entre les �gures 5.6 (c) i 5.6 (d) es pot veure clarament.

Figura 5.7: Error de l'equaci�o 5.17 quan s'ha afegit un error de roll bj = 500 als despla�caments.

Els errors de reconstrucci�o quan s'hi ha afegit roll, com els de la �gura 5.6, i se'ls hi ha tret

la quadr�atica de l'equaci�o 5.17, s�on similars als de la �gura 5.7. En aquest cas, el roll afegit a

les mesures �es bj = 500. L'important �es que �ns i tot aproximant i traient la quadr�atica que
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millor s'ajusta, apareix a sota un error de 800 nm peak to valley. La forma �es similar a l'error

de la �gura 5.5, en el sentit que tamb�e es tenen errors de vora. En aquest cas la magnitud de

l'error �es m�es gran, doncs en ambd�os casos s'ha afegit un error aj = bj = 500, i en l'error de

la �gura 5.5 es tenen 200 nn peak to valley i en el cas del roll de 800 nm. En la �gura 5.7 hi

ha moltes m�es irregularitats a la part central que en la �gura 5.5.

Al igual que amb el pitch, el roll deforma el per�l de la superf��cie reconstru•�da i �es per

tant necess�aria una estimaci�o del roll abans d'aplicar el lateral shearing seq•uencial.

5.2 Nou mètode per a l’estimació dels errors de guiatge

Tal com s'ha vist de manera individual en les seccions anteriors 5.1.1 i 5.1.2, els errors de

pitch i roll modi�quen la forma de la superf��cie reconstru•�da. La �gura 5.8 (a) mostra l'error

de reconstrucci�o φ � φ� quan s'afegeixen alhora pitch i roll en els despla�caments. En aquest

cas s'ha afegit errors de pitch i roll aj = 500 i bj = 500, respectivament. Es pot veure que

l'error de reconstrucci�o �es un h��brid dels errors mostrats amb el pitch i roll per separat, doncs

�es b�asicament la forma de la �gura 5.4, que �es l'error quan hi ha pitch, per�o amb la torsi�o de

l'error de roll de la �gura 5.6.

La �gura 5.8 (b) mostra l'error de l'equaci�o 5.17, que �es la �gura 5.8 (a) sense l'error

de la quadr�atica eq que millor s'ajusta per m��nims quadrats. Es pot veure que a part de la

quadr�atica que �es el que b�asicament s'observa a la �gura 5.8 (a), tamb�e s'afegeixen errors de

vora a la reconstrucci�o, degut a que no es fa correctament l'extensi�o natural, i que �es el que es

veu a la �gura 5.8 (b). Observar que la magnitud d'aquest error, per sobre dels 200nm est�a

molt lluny de la precisi�o esperada amb el m�etode del lateral shearing seq•uencial.
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Figura 5.8: (a) Error de reconstrucci�o quan s'ha afegit un error de pitch i de roll a les mesures

de aj = 500 i bj = 500, respectivament. (b) Error de reconstrucci�o de la �gura 5.8 (a)

eliminant la quadr�atica q de l'equaci�o 5.17.

La introducci�o de l'error quadr�atic i els errors de vora fan que sigui necess�aria una estima-

ci�o dels errors de pitch i de roll dels despla�caments abans de fer la reconstrucci�o mitjan�cant

el lateral shearing seq•uencial. A continuaci�o es proposen dos algorismes per tal d'estimar-los,

utilitzant la sobre-informaci�o que es tenen a partir de les cinc mesures de les SUT necess�aries

per a la reconstrucci�o.

5.2.1 Explicació del mètode

El m�etode proposat per estimar els errors de pitch i de roll es basa en la sobre-informaci�o que

es t�e a partir de les cinc mesures donades per l'interfer�ometre. Com que entre unes mesures

i altres hi ha una regi�o de solapament, en aquesta regi�o les dades estan repetides. El m�etode

proposat treballa a partir de les funcions difer�encies !j de l'equaci�o 5.3. En aquesta part

com�u hi ha diferents errors de pitch i roll, un per a cada despla�cament, sense la in
u�encia de

la superf��cie de refer�encia. El m�etode estima els errors de pitch i roll aj , bj corresponents a

partir de cada una d'elles, �es a dir, de cada !j , j = 1; 2; 3 o 4.

La �gura 5.9, a partir de la �gura 2.2, mostra l'esquema per a l'estimaci�o de pitch i roll.
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Es treballa amb la mesura inicial �0 de l'interfer�ometre i amb una altra segona mesura, �1 o

�2. La primera mesura �0 no t�e error de pitch i roll, mentre que ja �1 t�e errors a1 i b1; i �2 t�e

errors a2 i b2. Observar que per a l'explicaci�o s'utilitza el despla�cament en x quan j 2 f1; 2g,
per�o �es an�aleg amb el despla�cament en y quan j 2 f3; 4g. El rectangle de la �gura 5.9 mostra

la regi�o total de la SUT que s'abarca amb dues mesures �0 i � j , j 2 f1; 2g. Amb les 
etxes

de la part superior es marquen les dues sub-regions del rectangle que hi ha en cada una de

les dues mesures. La part central marcada en blau est�a en les dues mesures, mentre que els

extrems en groc nom�es en una d'elles.

El m�etode fa servir el fet de que si s'agafa una �la i-�essima de la funci�o difer�encies, i es

sumen tots els termes d'aquesta �la de la funci�o difer�encies wj , amb un despla�cament perfecte

tj sense errors de guiatge, es cancel�len molt termes doncs estan a les dues mesures,

I



!i,1 = �
�φi,1 � φi,1�tj

!i,2 = �
�φi,2 � φi,2�tj

...

!i,tj�1 = ����φi,tj�1 � φi,�1

!i,tj =
�

��φi,tj � φi,0

II



!i,tj+1 = ����φi,tj+1 ��
�φi,1

!i,tj+2 = ����φi,tj+2 ��
�φi,2

...

!i,N�tj�1 = �����φi,N�tj�1 �������φi,N�2tj�1

!i,N�tj = ����φi,N�tj �����φi,N�2tj

(5.18)

III



!i,N�tj+1 = φi,N�tj+1 �������φi,N�2tj+1

!i,N�tj+2 = φi,N�tj+2 �������φi,N�2tj+2

...

!i,N�1 = φi,N�1 ������φi,N�tj�1

!i,N = φi,N �����φi,N�tj
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La suma L j(i) de tota la �la i-�essima es pot dividir en tres parts. La part I |marcada

en groc (esquerra) a la �gura 5.9| de la que nom�es queden els termes negatius, la part II |

marcada en blau a la �gura 5.9| que es cancel�len tots els termes, i la part III |marcada en

groc (dreta) a la �gura 5.9| de la que nom�es queden els termes positius. De forma compacta

es pot expressar de la seg•uent manera

L j(i) =

N∑
n=1

wi,n =

N∑
n=1

(φi,n � φi�tj ,n) = �
0∑

n=1�tj
φi,n +

N∑
n=N�tj+1

φi,n (5.19)

A la suma L j(i) el despla�cament tj �es perfecte, �es a dir, sense cap error de guiatge.

Amb els errors de pitch aj , roll bj i yaw cj als despla�caments, l'equaci�o 5.19 queda de la

seg•uent manera

L̂ j(i) =L j(i)�
N∑
n=1

(ajn�x+ bji�y + cj)

= L j(i)︸ ︷︷ ︸
!φ

� N(N + 1)

2
aj�x�Nbji�y �Ncj︸ ︷︷ ︸
!aj ,bj ,cj

(5.20)

on la magnitud de L j(i) dep�en de la superf��cie φ a mesurar i la magnitud de la resta de

L j(i) dep�en dels errors de pitch, roll i yaw. Aquesta f�ormula �es la base de l'estimaci�o de

pitch i roll.
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Figura 5.9: Esquema per a l'estimaci�o de l'error de pitch i roll. El rectangle marca el domini

total de la SUT en dues mesures de l'interfer�ometre. A la part superior, les dues sub-regions

de cada mesura. La part central blava �es la regi�o de la SUT que est�a en les dues mesures. Les

parts grogues dels extrems nom�es en una de les dues.

5.2.2 Pitch

De l'equaci�o 5.20 no �es possible separar la in
u�encia del pitch dels altres errors de guiatge. Per

a•�llar-lo es divideix la suma de l'equaci�o 5.20 en dues parts: els primers termes j 2 [1; N=2], i

els �ultims j 2 [N=2 + 1; N ]. La suma dels j 2 [1; N=2] primers termes �es

N/2∑
n=1

!̂m,n = �
0∑

m=�tj+1

φm,n+
0∑

n=N/2�tj+1

φm,n�aj�x(1+ : : :+N=2)�bji
N

2
�y�N

2
cj (5.21)

Mentre que la suma dels j 2 [N=2 + 1; N ] �ultims termes �es

N∑
n=N/2+1

!̂m,n = �
N/2+1∑

n=N/2�tj+1

φm,n+

N∑
n=N�tj+1

φm,n�aj�x(
N

2
+1+: : :+

N

2
+
N

2
)�bji

N

2
�y�N

2
cj

(5.22)

Si es comparen els termes de les equacions 5.21 i 5.22 es pot veure que la majoria de termes
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s�on iguals en ambd�os sumatoris. Si es resten l'un amb l'altre, el resultat �es

N/2∑
n=1

!̂m,n �
N∑

n=N/2+1

!̂m,n = �
0∑

n=�tj+1

φm,n + 2
0∑

n=N/2�tj+1

φm,n �
N∑

n=N�tj+1

φm,n + aj�x
N2

4

(5.23)

on els termes bj i cj queden cancel�lats.

La in
u�encia del pitch aj a la �la i-�essima es pot estimar

âij = 4

∑N/2
n=1 !̂m,n �

∑N
n=N/2+1 !̂m,n

N2�x
= aj + �aij

(5.24)

La difer�encia entre el pitch estimat âij i el pitch real aj �es el donat per �iaj ,

�iaj = 4
�∑0

n=�tj+1 φm,n + 2
∑N/2+1

n=N/2�tj+1 φm,n �
∑N

n=N�tj+1 φm,n

N2�x
(5.25)

Les regions que intervenen en l'error �iaj es mostren a la �gura 5.10. Els quadres en ver-

mell marquen les regions de les dues mesures que estan implicades en l'error de l'estimaci�o

del pitch de l'equaci�o 5.25.
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Figura 5.10: Esquema per a l’ estimaci´o de l’ error de pitch mitjançant la f´ormula de l’ equaci´o

5.24 i seguint l’ esquema de la figura 5.9. Els quadres en vermell s´on les regions que produeixen

l’ error δaj de l’ equaci´o 5.25.

Es important tenir en compte que seguint les proporcions de la figura 5.10 pot semblar

que les regions implicades en l’ error de l’ estimaci´o del pitch — les regions dins dels rectangles

vermells— s´on grans en comparaci´o a la resta. Això ´es perquè per claredat s’ ha marcat en

l’ esquema de la figura 5.10 un desplaçament tj significativament gran. La majoria de des-

pla¸caments en les seccions anteriors s´on molt ḿes petits, despla¸caments tj ∈ [3, 50] i domini

total N ∈ [512, 546], aix́ıque aquestes part s´on en veritat significativament ḿes petites.

L’ error en l’ estimaci´o del pitch no ´es directament proporcional al despla¸cament, de fet, no

ha d’ estar relacionat amb la magnitud del despla¸cament tj . Això ´es degut a que els sumatoris

de l’ equaci´o 5.25 tenen signes diferents. Es pot veure amb la figura 5.11, que mostra δiaj de

l’ equaci´o 5.25 per a dues SUT diferents φ1 (en continu) i φ2 (en discontinu). Per a cada fila

i-èssima i ∈ [1, 462] es calcula δiaj . En vermell amb un despla¸cament tj = 7, en blau tj = 11 i

en lila tj = 33. En totes dues SUTs els errors segueixen una tendència similar en relaci´o als

diferents desplaçaments, amb petits canvis entre ells. Es pot veure com no hi ha relaci´o entre

la magnitud dels despla¸caments i la magnitud de l’ error. En el cas de φ1, el despla¸cament

tj = 33 ´es el que d´ona errors ḿes grans, mentre que ´es amb tj = 7 quan δiaj ´es ḿes petit. En

canvi a φ2 ´es tot just el contrari.
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Figura 5.11: Error �iaj de l'equaci�o 5.25 per a cada i 2 [1; 462]. El grup de l��nies en continu

s�on referents a una SUT φ1, mentre que les l��nies en discontinu s�on referents a una altra SUT

φ2. Error �iaj calculat per a tres despla�caments: tj = 7 (en vermell), tj = 11 (en blau) i

tj = 33 (en violeta).

A partir de la �gura 5.11 tamb�e es pot veure que no es pot determinar pr�eviament quina

ser�a la �la i-�essima que minimitza �iaj . Amb el m�etode explicat a l'equaci�o 5.24 es pot tenir

una estimaci�o del pitch per a cada �la i 2 [1;M ], donant M estimacions diferents de �aij
, qu�e

dep�en de cada �la de φ. Utilitzant aquesta redund�ancia d'estimacions, per a calcular el pitch

total per a un despla�cament tj es fa la mitja de totes les �les de la SUT,

âj =

∑M
i=1 â

i
j

M
(5.26)

a partir dels âij de l'equaci�o 5.24.

A les seccions 5.2.2.1 i 5.2.2.2 es mostren resultats en l'estimaci�o del pitch mitjan�cant el

m�etode descrit, a la secci�o 5.2.2.1 amb superf��cies planes i a la secci�o 5.2.2.2 amb superf��cies
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que tenen terme quadr�atic.

5.2.2.1 Superf́ıcies planes

A continuaci�o es comparen estimacions del pitch amb diferents despla�caments tj . Sempre en

aquesta secci�o les superf��cies a mesurar s�on planes. �Es a dir, si es fa una descomposici�o de la

funci�o φm,n de l'equaci�o 5.2,

φm,n = �x2
m,n + �y2

m,n + �xm,nym,n + φrm,n (5.27)

on φrm,n �es la part de φm,n sense la quadr�atica, els termes quadr�atics �, � i � de l'equaci�o

5.27 s�on nuls. Les superf��cies mostrades a la �gura 5.1 s�on d'aquest tipus.

Per a fer una comparativa adequada, en comptes de fer servir l'error total jaj � âj j es

fa amb l'angle error de pitch, Ejp, que �es l'angle error en l'estimaci�o del pitch a partir d'un

despla�cament tj ,

Ejp = arctan(jaj � âj j) (5.28)

on la unitat de mesura de Ejp s�on els radiants.

La �gura 5.12 mostra diferents resultats en l'estimaci�o del pitch. Per a les tres �gures (a),

(b) i (c) es realitza el mateix procediment. Per a cada valor de l'eix x, corresponent a l'error

de pitch aj 2 [�500; 500] nrad, s'agafen 500 SUTs diferents |sempre amb el mateix pitch aj

corresponent al valor de l'eix x| es fan les estimacions del pitch âj de l'equaci�o 5.26 i es cal-

culen els errors en l'estimaci�o del pitch Ejp de l'equaci�o 5.28. Per a cada aj 2 [�500; 500]nrad

es calcula la mitja (en blau) i la desviaci�o est�andard � (en lila) de les 500 estimacions de pitch

i roll. La �gura 5.12 (a) mostra l'error de pitch Ejp amb un despla�cament tj = 3 p��xels, la

�gura 5.12 (b) amb un despla�cament tj = 13 p��xels i la �gura 5.12 (c) amb un despla�cament
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tj = 91 p��xels. El domini total �es M = 546 mm, N = 546 mm p��xels.
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Figura 5.12: Error en l'estimaci�o del pitch pel m�etode explicat en aquesta secci�o. Mitja

(en blau) i desviaci�o est�andard (en lila) de l'error Ejp de 500 SUTs, per a cada valor aj 2
[�500; 500]nrad de l'eix x, amb diferents despla�caments tj , (a) tj = 3 mm, (b) tj = 13 mm i

(c) tj = 91 mm. Domini total M = N = 546 mm.
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Els errors de la �gura 5.12 s�on constants. Aix�o indica que l'error en l'estimaci�o del pitch

Ejp de l'equaci�o 5.28 no dep�en de l'error de pitch aj afegit inicialment als despla�caments.

Aquest resultat constant com a resultat de la independ�encia entre el pitch dels despla�caments

i l'error de pitch en l'estimaci�o, permet treballar en un rang d'error en les reconstruccions

usant el lateral shearing seq•uencial |despr�es de l'estimaci�o del pitch| que no dep�en de la

precisi�o de la taula lineal a l'hora de fer el despla�cament.

Com es pot veure en la comparativa de la �gura 5.12, l'error en l'estimaci�o del pitch Ejp,

i en correspond�encia a l'error te�oric �aj de l'equaci�o 5.25, s�� que dep�en del despla�cament tj

efectuat. En tots els casos la mitja �es pr�acticament nul�la, �Ejp � 0, que ens mostra que el

m�etode no t�e biaix, per�o la desviaci�o est�andard varia en cada cas, des de � = 0:3 nrad a

� = 1:6 nrad i � = 3:0 nrad. El pitjor resultat �es amb el despla�cament m�es petit, i analitzant

�aj de l'equaci�o 5.25 sembla que pot venir pel fet que al ser els sumatoris de molt pocs termes,

de N=2� t1 + 1 �ns a N=2, no hi ha su�cients valors com per tal de contrarestar els uns amb

els altres.

De la situaci�o explicada per a la �gura 5.12, la �gura 5.13 mostra el pitjor resultat de

les 500 estimacions per a cada valor de pitch aj de l'eix de les x, max(Ejp). En vermell s'ha

marcat max(Ejp) quan tj = 3, en lila quan tj = 13 i en blau quan tj = 91. El valor max(Ejp)

permet donar un valor garantia de les estimacions de pitch per a cada despla�cament tj . Per

tant, a partir de la �gura 5.13 es pot garantir una estimaci�o del pitch menor de 6.07 nrad

per al despla�cament tj = 91, menor que 5:61 nrad per tj = 3 i menor que 1:02 nrad per al

despla�cament tj = 13, en tot el rang de pitch aj 2 [�500; 500] nrad de la taula lineal.
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Figura 5.13: M�axim error de les 500 estimacions del pitch que s'han fet per a la �gura 5.12,

per a cada un dels valors de pitch aj de l'eix x. Despla�cament tj = 3 en vermell, tj = 13 en

lila, i tj = 91 en blau.

Un cop vist resultats amb nom�es un despla�cament per tal de poder focalitzar millor en el

propi m�etode, es veuran alguns resultats de l'estimaci�o del pitch amb els quatre despla�caments

que es necessiten en l'equaci�o 5.2 per a la reconstrucci�o de la superf��cie a mesurar utilitzant

el m�etode del lateral shearing seq•uencial. Per a comprovar el m�etode s'ha fet el mateix expe-

riment que en la �gura 5.12, per�o amb diferents combinacions de despla�caments. En aquests

casos en que hi ha dos despla�caments, i per facilitat, els errors en l'estimaci�o de pitch i roll

es mostren mitjan�cant la mitja entre ells, �es a dir, quan es calcula l'error en l'estimaci�o del

pitch en la combinaci�o de despla�caments t1 i t2, s'est�a calculant l'error mitg en l'estimaci�o

del pitch entre aquests dos despla�caments. El mateix succeeix amb el roll. En el cas en que

hi ha quatre despla�caments, tamb�e es fa la mitja per als errors en l'estimacio de pitch i roll

amb els quatre despla�caments. Aquest tractament dels resultats es fa de la mateixa manera

al llarg de tota la secci�o 5.

La �gura 5.14 mostra diferents errors en l'estimaci�o del pitch amb diferents casos, dominis
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M i N , i despla�caments t1, t2, t3 i t4. En la �gura 5.14 (a) M = N = 546 mm, t1 = t3 = 3,

t2 = t4 = 13. Aquest �es el cas amb el domini m�es gran, en relaci�o als despla�caments. A la �gu-

ra 5.14 (b) M = N = 462 mm, i els despla�caments s�on els m�es separats entre ells, t1 = t3 = 2

i t2 = t4 = 33. A la �gura 5.14 (c) M = N = 182 mm i t1 = t3 = 2, t2 = t4 = 7, mentre

que a la �gura 5.14 (d) M = N = 330 mm i despla�caments s�on molt propers, t1 = t3 = 11 i

t2 = t4 = 15.
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Figura 5.14: Error en l'estimaci�o del pitch en funci�o del pitch afegit a les mesures, amb

diferents dominis M , N , i despla�caments t1, t2, t3, t4, (a) M = N = 546 mm, i t1 = t3 = 3 i

t2 = t4 = 13, (b) M = N = 462 mm, i t1 = t3 = 2 i t2 = t4 = 33, (c) M = N = 182 mm i

t1 = t3 = 2 i t2 = t4 = 7. (d) M = N = 330 mm i t1 = t3 = 11 i t2 = t4 = 15.

Es con�rma la tend�encia constant dels errors, amb independ�encia del pitch afegit als des-

pla�caments. Els pitjors resultats es donen amb els despla�caments t1 = t3 = 11 i t2 = t4 = 15.

No vol dir que despla�caments propers impliqui pitjors resultats, el que s�� que �es de suposar �es
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que aix�o �es degut a la proximitat entre els despla�caments, �es a dir, si els despla�caments s�on

propers, els errors en l'estimaci�o del pitch tamb�e ho s�on en ambd�os casos, i aix�o fa que sigui

dif��cil contrarestar o compensar els errors d'un despla�cament amb els errors de l'altre. Els mi-

llors resultats provenen dels despla�caments m�es allunyats entre ells, t1 = t3 = 3 i t2 = t4 = 13,

t1 = t3 = 2 i t2 = t4 = 33. Tamb�e s�on els casos en que el domini �es el m�es gran. Si s'analitza

la f�ormula de l'error de l'equaci�o 5.25, i tal com ja s'ha dit en anterioritat, dominis M i N

grans ajuden a minimitzar l'error en l'estimaci�o del pitch.

Dels resultats de la �gura 5.14 es dedueix que per a la minimitzaci�o de l'error en l'estima-

ci�o del pitch �es millor dominis M i N grans, i despla�caments t1 = t3 i t2 = t4 relativament

diferents entre ells. Recordar que aquests resultats s�on en la mesura de superf��cies planes. A

continuaci�o es veur�a com s�on els resultats en l'estimaci�o del pitch per a superf��cies que tenen

terme quadr�atic. I a la secci�o 5.3 es veur�a com afecten aquests errors en la reconstrucci�o total

de la superf��cie usant el lateral shearing seq•uencial.

5.2.2.2 Superf́ıcies quadràtiques

En aquesta secci�o s'analitza com s�on els resultats de l'estimaci�o del pitch quan els termes

�, � i � de l'equaci�o 5.27 no s�on nuls. Quan les superf��cies no tenen quadr�atica s'ha vist

com l'error en l'estimaci�o del pitch �es constant i est�a sempre en tots els exemples per sota

dels 10 nrad. Aix�o es veur�a com canvia quan les superf��cies a mesurar tenen termes quadr�atics.

A la �gura 5.15 es mostra l'error en l'estimaci�o del pitch en funci�o dels termes quadr�atics

�, � i � de l'equaci�o 5.27. Sempre s'afegeix un pitch constant a les mesures aj = 500nrad,

que �es el m�axim que s'ha afegit per a l'an�alisi de la secci�o anterior. Per a cada valor de l'eix x,

les superf��cies φ a mesurar de l'equaci�o 5.2 tenen els termes quadr�atics �, � i � igual a aquest

valor. Per exemple, quan x = 0:00005, vol dir que els termes quadr�atics � = � = � = 0:00005

m�1 de les superf��cies a mesurar. Per a cada valor de l'eix x es calcula l'error en l'estimaci�o

del pitch per a 500 superf��cies i es fa la mitja (en blau), i la desviaci�o est�andard (en lila).
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Observar que com que els valors de la mitja s�on molt grans, la desviaci�o est�andard no es veu.
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Figura 5.15: Error en l'estimaci�o del pitch, seguint la secci�o 5.1.1, en funci�o dels termes

quadr�atics �, � i � de l'equaci�o 5.27 de les superf��cies a mesurar, amb diferents dominis M

i N , i despla�caments t1 i t2, (a) M = N = 546 mm, i t1 = t3 = 3, t2 = t4 = 13, (b)

M = N = 462 mm, i t1 = t3 = 2, t2 = t4 = 33, (c) M = N = 182 mm i t1 = t3 = 2,

t2 = t4 = 7. (d) M = N = 330 mm i t1 = t3 = 11, t2 = t4 = 15. En tots els casos l'error de

pitch �es aj = 500 nrad.
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S'ha repetit l'experiment amb diferents dominis M , N i diferents parelles de despla�caments

t1 i t2, t3; t4. Els casos a analitzar s�on els mateixos que a la �gura 5.14. A la �gura 5.15 (a)

el domini �es M = N = 546 mm, i els despla�camants s�on t1 = t3 = 3 i t2 = t4 = 13, a

la �gura 5.15 (b) el domini �es M = N = 462 mm, i els despla�caments s�on t1 = t3 = 2 i

t2 = t4 = 33, a la �gura 5.15 (c) el domini �es M = N = 182 mm i despla�caments t1 = t3 = 2

i t2 = t4 = 7, i a la �gura 5.15 (d) el domini �es M = N = 330 mm, i els despla�caments s�on

t1 = t3 = 11 i t2 = t4 = 15. El rang dels termes quadr�atics va desde � = � = � = 0 �ns a

� = � = � = 0:0001 m�1.

El primer que es pot observar clarament �es que l'error en l'estimaci�o del pitch dep�en de

manera lineal dels termes quadr�atics �, � i � de les superf��cies a mesurar. Tamb�e observar,

comparant amb la �gura 5.12, que els errors en l'estimaci�o del pitch quan les superf��cies a

mesurar tenen termes quadr�atics, s�on clarament pitjors, obtenint resultats que, com es veur�a

m�es endavant a la secci�o 5.3, no s�on su�cients per a la precisi�o del lateral shearing seq•uencial

que es vol assolir.

A partir de la �gura 5.15 es pot veure que l'estimaci�o del pitch dep�en dels termes quadr�atics

de les superf��cies a mesurar, no essent capa�c el m�etode de distingir entre els termes quadr�atics

i l'error del pitch en els despla�caments. �Es per aix�o que ser�a necessari afegir informaci�o

addicional de la quadr�atica, tal com es far�a al cap��tol 6, per a tenir una acurada reconstrucci�o

de superf��cies usant el lateral shearing seq•uencial.
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5.2.3 Roll

Igual que passava per al pitch, de l'equaci�o 5.20 no �es possible directament separar la in
u�encia

del roll dels altres errors de guiatge. Per�o si s'agafen dues �les qualsevol, L̂ j(i) i L̂ j(i+ k),

la in
u�encia del pitch i del yaw �es el mateix en ambdues,

L̂ j(i) =L j(i)�

!aj︷ ︸︸ ︷
N(N + 1)

2
aj�x�Nbji�y �

!cj︷︸︸︷
Ncj

L̂ j(i+ k) =L j(i+ k)� N(N + 1)

2
aj�x︸ ︷︷ ︸

!aj

�Nbj(i+ k)�y � Ncj︸︷︷︸
!cj

(5.29)

Per tant, mitjan�cant la difer�encia entre una i altra �la s'elimina la in
u�encia de pitch i

yaw,

L̂ j(i)� L̂ j(i+ k) = L j(i)�L j(i+ k) + kNbij�y (5.30)

D'on es pot a•�llar el roll,

b̂j =
L̂ j(i)� L̂ j(i+ k)

kN�y
(5.31)

La difer�encia entre el roll real bj i l'estimat b̂ij ve determinat per la difer�encia entre els valors

de la mesura φ per les dues �les i i i+ k,

b̂ij = bj + �bij
; on �bit =

L j(i)�L j(i+ k)

kN�y
(5.32)
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La determinaci�o de k �es important, doncs a partir de l'equaci�o 5.32 es pot veure que t�e

in
u�encia en el numerador i en el denominador. En el numerador perqu�e �les i i i+k properes

tenen els valors de la SUT m�es correlatius i, per tant, m�es petit �es L (i) �L (i + k). En el

denominador perqu�e com m�es gran �es k, m�es gran �es kN�y.
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Figura 5.16: Error �ibj de l'equaci�o 5.32. S'ha calculat �ibj en funci�o de la �la i-�essima per a

dos SUTs diferents (en blau i en vermell). Per a cada SUT s'ha calculat �ibj per a cada �la

i 2 [1; 262], amb k = 5 i k = 200. Les l��nies discontinues corresponen a k = 5 i les l��nies

continues a k = 200.

El que es veu a la �gura 5.16 �es que no �es possible saber quin �es el k que minimitza l'error

en l'estimaci�o de roll per a cada SUT concreta. En la �gura 5.16 es representa l'error �ibj

de l'equaci�o 5.32 en funci�o de la �la i-�essima de la SUT. S'ha calculat �ibj per a dos SUTs

diferents (en blau i en vermell). Per a cada SUT s'ha calculat �ibj per a cada �la i 2 [1;M�k],

que en aquest cas �es i 2 [1; 262], amb k = 5 i k = 200. Les l��nies discontinues corresponen a

k = 5 i les l��nies continues a k = 200. S'ha de tenir en compte que aquesta �gura nom�es es

possible calcular-la si es coneix pr�eviament la SUT, fet que no passa en un cas realista, doncs
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�es just el que es vol mesurar.

El primer que es pot veure �es que les quatre l��nies segueixen traject�ories diferents, arribant

cada una a �ibj = 0 en �les i-�essimes diferents. Tamb�e es pot veure que no hi relaci�o entre

�ibj i la SUT a mesurar, doncs tant les linies blaves com les vermelles segueixen traject�ories

diferents entre elles, tot i ser de la mateixa SUT. Tamb�e es pot veure que no hi ha relaci�o

entre �ibj i la k utilitzada, in
uint en cada cas de manera diferent al numerador i denominador

de l'equaci�o 5.32.

Tot aquesta informaci�o de la �gura 5.16 indica que no �es possible determinar una k que

sigui millor per a l'estimaci�o del roll doncs en cada SUT �es diferent el valor de k que minimitza

l'error. Degut a aquesta incertesa, en el m�etode per a l'estimaci�o del roll, es proposa fer la

mitja de tots els b̂ij de totes les �les i-�essimes, a partir de l'equaci�o 5.31,

b̂j =

∑M�k
i=1 b̂ij
M � k (5.33)

D'aquesta manera, per a cada despla�cament tj de la superf��cie a mesurar es t�e un roll

estimat b̂j .

5.2.3.1 Superf́ıcies planes

A continuaci�o es comparen resultats de les estimacions del roll amb diferents despla�caments

tj i dimensions totals N . Sempre en aquesta secci�o les superf��cies a mesurar s�on planes, �es a

dir, els termes quadr�atics �, � i � de l'equaci�o 5.27 s�on nuls.

Igual que en el cas del pitch, per a comparar estimacions del roll, en comptes de fer-ho a

partir de l'error total jbj � b̂j j es compara amb l'angle error de roll, Ejr , que �es l'angle error
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en l'estimaci�o del roll a partir d'un despla�cament tj ,

Ejr = arctan(jbj � b̂j j) (5.34)

on la unitat de mesura de Ejr s�on els radiants.

La �gura 5.17 mostra diferents resultats en l'estimaci�o del roll. S'ha fet el mateix pro-

cediment que amb la �gura 5.12. Per a cada valor de l'eix x, corresponent a l'error de roll

bj 2 [�500; 500] nrad, s'agafen 500 SUTs diferents |sempre amb el mateix roll bj correspo-

nent al valor de l'eix x| es fan les estimacions del roll b̂j de l'equaci�o 5.33 i es calculen els

errors en l'estimaci�o del roll Ejr de l'equaci�o 5.34. Per a cada bj 2 [�500; 500]nrad es calcula

la mitja (en blau) i la desviaci�o est�andard � (en lila). La �gura 5.17 (a) mostra Ejr amb un

despla�cament tj = 3 p��xels, la �gura 5.12 (b) amb un despla�cament tj = 13 p��xels i la �gura

5.12 (c) �es un despla�cament tj = 91 p��xels. El domini total �es M = 546 mm, N = 546 mm.

Com els errors en l'estimaci�o del pitch de la �gura 5.12, els errors de la �gura 5.17 s�on

tamb�e constants. Per tant, l'error en l'estimaci�o del roll Ejr de l'equaci�o 5.34 no dep�en de

l'error de roll bj afegit inicialment a les SUTs. Al igual que succeeix amb el pitch, aquest

resultat permet treballar en un rang d'error en les reconstruccions amb independ�encia a la

precisi�o de la taula lineal a l'hora de fer el despla�cament.

Es pot veure que ens els tres despla�caments la mitja �es pr�acticament nul�la, �Ejr � 0, indi-

cant que �es un m�etode que no t�e biaix. Els millors resultat es produeixen amb el despla�cament

m�es petit tj = 3, quan la desviaci�o est�andard � �es de 0.09 nrad. Amb el despla�cament tj = 13

�es t�e una desviaci�o est�andard � de 0.41 nrad i els pitjors resultats es produeixen amb el des-

pla�cament m�es gran tj = 91, amb una desviaci�o est�andard � de 1.96 nrad. Aix�� que en el cas de

l'estimaci�o del roll, a mesura que es fa gran la magnitud del despla�cament es fa gran l'error Ejr .
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Figura 5.17: Error en l'estimaci�o del roll. Mitja (en blau) i desviaci�o est�andard (en lila)

de l'error Ejr de 500 SUTs, per a cada valor bj 2 [�500; 500]nrad de l'eix x, amb diferents

despla�caments tj , (a) tj = 3 p��xels, (b) tj = 13 p��xels i (c) tj = 91 p��xels. Domini total

M = 546 mm, N = 546 mm.

En tots els casos, � < 1:96 nrad, el que ens demostra que en un rang de despla�caments

entre els 3 i els 91 p��xels, l'error en l'estimaci�o del roll tindr�a una desviaci�o est�andard menor
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de 1.96 nrad, independentment de la precisi�o de la taula lineal al fer el despla�cament, estant

per sota del 0.09 nrad i 0.41 nrad amb despla�caments tj = 3 i tj = 13 respectivament.
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Figura 5.18: M�axim error de les 500 estimacions del roll que s'han fet per a la �gura 5.17, per

a cada un dels valors de roll bj de l'eix x. Despla�cament tj = 3 en vermell, tj = 13 en lila, i

tj = 91 en blau.

Al igual que s'ha fet en l'estimaci�o del pitch, la �gura 5.18 mostra el pitjor resultat de les

500 estimacions per a cada valor de roll bj de l'eix de les x, max(Ejr). En vermell s'ha marcat

max(Ejr) quan tj = 3, en lila quan tj = 13 i en blau quan tj = 91. El valor max(Ejr) permet

donar un valor garantia de les estimacions de roll per a cada despla�cament tj . A partir de

la �gura 5.18 es pot garantir una estimaci�o del roll menor de 6.88 nrad per al despla�cament

tj = 91, menor que 1:67 nrad per tj = 13 i menor que 0:41 nrad per al despla�cament tj = 3,

en tot el rang de roll bj 2 [�500; 500] nrad de la taula lineal.

Comparant els resultats de l'estimaci�o de pitch de les �gures 5.12 i 5.13 amb els de l'es-

timaci�o del roll de les �gures 5.17 i 5.18, en tend�encia general s'obtenen millors resultats en

l'estimaci�o del roll que en l'estimaci�o del pitch, arribant amb el despla�cament tj = 3 p��xels a



144 CAPÍTOL 5. ERRORS DE GUIATGE

un valor garantit per sota del nanoradiant.

Un cop vist resultats amb nom�es un despla�cament, per tal de poder focalitzar millor en el

propi m�etode, es veuran alguns resultats de l'estimaci�o del roll amb els quatre despla�caments

de l'equaci�o 5.2 que es necessiten per a fer la reconstrucci�o de la superf��cie a mesurar utilitzant

el m�etode del lateral shearing seq•uencial.
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Figura 5.19: Error en l'estimaci�o del roll en funci�o del roll afegit a les mesures, amb diferents

dominis M i N , i despla�caments t1 i t2, t3, t4, (a) M = N = 546 mm, i t1 = t3 = 3,

t2 = t4 = 13, (b) M = N = 462 mm , i t1 = t3 = 2, t2 = t4 = 33, (c) M = N = 182 mm i

t1 = t3 = 2, t2 = t4 = 7, (d) M = N = 330 mm i t1 = t3 = 11, t2 = t4 = 15.

La �gura 5.19 mostra errors en l'estimaci�o del roll en diferents dominis i despla�caments.

Les combinacions de dominis i despla�caments s�on les mateixes que en la �gura 5.15. Igual

que s'havia vist amb anterioritat a la �gura 5.17, l'error en l'estimaci�o del roll no t�e biaix,
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doncs la mitja dels errors, marcada en blau a la �gura, estan al voltant del 0. Comparant els

resultats de les diferents combinacions es veu clarament la relaci�o que hi ha entre la magnitud

del domini M i N i la magnitud de l'error en l'estimaci�o de roll. Els pitjors resultats es veuen

a la �gura 5.19 (c), on el domini M = N = 182 mm �es el m�es petit de tots els casos. El

segon pitjor resultat es veu a la �gura 5.19 (d), amb el segon domini m�es petit, M = N = 330

mm. El millor resultat, amb una desviaci�o est�andard de 0:2 nrad, �gura 5.19 (a) amb uns

despla�caments t1 = 3 i t2 = 13, t�e el domini M = N = 546 mm m�es gran de tots els casos.

Aix�� que en l'estimaci�o del roll, el terme N del domini, tal com es pot veure amb l'equaci�o

5.32, �es molt important, minimitzant l'error en l'estimaci�o a mesura que el domini �es m�es

gran. S'ha de tenir en compte que aquests resultats vists �ns ara s�on amb SUT planes. Igual

que s'ha vist amb el pitch, el m�etode de l'estimaci�o del roll es veur�a afectat quan les superf��cies

tenen terme quadr�atic.

5.2.3.2 Superf́ıcies quadràtiques

En aquesta secci�o s'analitza com s�on els resultats de l'estimaci�o del roll quan els termes �, �

i � de l'equaci�o 5.27 no s�on nuls. Igual que amb l'estimaci�o del pitch, quan les superf��cies no

tenen quadr�atica s'ha vist com l'error en l'estimaci�o del pitch �es constant, independentment

de l'error de pitch afegit en els despla�caments.

I igual tamb�e que en l'estimaci�o del pitch, quan les SUTs tenen terme quadr�atic, els re-

sultats de les estimacions empitjoren. A la �gura 5.20 es mostra l'error en l'estimaci�o del roll

en funci�o dels termes �, � i � de l'equaci�o 5.27. Per a cada valor de l'eix x, les superf��cies

a mesurar tenen els termes quadr�atics �, � i � iguals a aquest valor. Per exemple, quan

x = 0:00005, vol dir que els termes quadr�atics � = � = � = 0:00005 m�1 de les superf��cies a

mesurar. Els termes de l'eix x van des de � = � = � = 0, �es a dir, sense terme quadr�atic, �ns

a � = � = � = 0:0001 m�1. Per a cada valor de l'eix x es calcula l'error en l'estimaci�o del

roll per a 500 superf��cies i es fa la mitja (en blau), i la desviaci�o est�andard (en lila). Sempre

s'afegeix un roll constant en els despla�caments bj = 500 nrad. S'ha repetit l'experiment amb
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diferents dominis M , N i diferents parelles de despla�caments t1 = t3 i t2 = t4, seguint les

mateixes combinacions que en les anteriors �gures. Observar que com els valors de la mitja

s�on molt grans, la desviaci�o est�andard no s'aprecia en la majora dels casos.
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Figura 5.20: Error en l'estimaci�o del roll, seguint la secci�o 5.1.2, en funci�o dels termes

quadr�atics �, � i � de l'equaci�o 5.27 de les superf��cies a mesurar, amb diferents dominis

M i N , i despla�caments t1 i t2, t3, t4, (a) M = N = 546 mm, i t1 = t3 = 3, t2 = t4 = 13,

(b) M = N = 462 mm, i t1 = t3 = 2, t2 = t4 = 33, (c) M = N = 182 mm i t1 = t3 = 2,

t2 = t4 = 7. (d) M = N = 330 mm i t1 = t3 = 11, t2 = t4 = 15. En tots els casos l'error de

roll �es bj = 500 nrad.

Els resultats s�on similars als de l'estimaci�o del pitch de la �gura 5.15, �es a dir, tamb�e es
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pot observar que l'error en l'estimaci�o del roll dep�en de manera lineal dels termes quadr�atics

�, � i � de l'equaci�o 5.27 de les superf��cies a mesurar. I igual que amb el pitch, i comparant

amb la �gura 5.17, quan les superf��cies a mesurar tenen termes quadr�atics, els resultats s�on

clarament pitjors. Com es veur�a m�es endavant a la secci�o 5.3 amb les reconstruccions de

superf��cies amb aquests resultats d'estimaci�o de roll, la precisi�o del m�etode en superf��cies que

tenen terme quadr�atic no �es su�cient. �Es per aix�o que �es necessari, igual que s'ha vist en

l'estimaci�o del pitch, afegir informaci�o addicional de la quadr�atica, tal com es far�a al cap��tol

6, per a tenir una acurada reconstrucci�o de superf��cies usant el lateral shearing seq•uencial.

5.3 Resultats de reconstruccions

Un cop s'ha vist el m�etode per a l'estimaci�o del pitch i del roll, aix�� com alguns resultats de

les estimacions, es veuran resultats de reconstruccions de SUTs mitjan�cant el lateral shearing

seq•uencial amb les estimacions de pitch i roll explicades i mostrades en el cap��tol 5. Igual que

s'ha fet per a l'an�alisi del m�etode d'estimaci�o de pitch i roll, es divideix l'an�alisi en dos tipus

de superf��cies a mesurar, en funci�o de si tenen terme quadr�atic o no.

5.3.1 Superf́ıcies planes

A continuaci�o es comparen resultats de reconstrucci�o de superf��cies a partir del lateral shea-

ring seq•uencial i amb l'estimaci�o de pitch i roll, amb diferents despla�caments tj i dimensions

totals M i N . En aquesta secci�o 5.3.1 les superf��cies a mesurar sempre s�on planes, �es a dir,

els termes quadr�atics �, � i � de l'equaci�o 5.27 s�on nuls.

Tal com s'ha vist en la �gura 5.8 i en el posterior an�alisi, els errors de pitch i roll afegeixen

dos tipus d'error en les reconstruccions: un error quadr�atic (�gura 5.8 (a)) i uns errors de

vora degut a les imprecisions en l'extensi�o natural (�gura 5.8 (b)).



148 CAPÍTOL 5. ERRORS DE GUIATGE

0

10050
100

150
−0.2

0

0.2

y(mm)

φ− φ∗
− eq

x(mm)

(c)

z(nm)

Figura 5.21: Error de reconstrucci�o φ�φ��eq, usant el lateral shearing seq•uencial i l'estimaci�o

de pitch i roll, per a diferents dominis i despla�caments, amb diferents dominis M i N , i

despla�caments t1 i t2, t3, t4, (a) M = N = 546 mm, i t1 = t3 = 3, t2 = t4 = 13, (b)

M = N = 462 mm, i t1 = t3 = 2, t2 = t4 = 33, (c) M = N = 182 mm i t1 = t3 = 2,

t2 = t4 = 7. (d) M = N = 330 mm i t1 = t3 = 11, t2 = t4 = 15. En tots els casos els errors

de pitch i de roll s�on aj = bj = 500 nrad.

La �gura 5.21 mostra diferents exemples d'errors de reconstrucci�o de superf��cies, elimi-

nant al �nal el terme quadr�atic que millor s'ajusta seguint l'equaci�o 5.17, �es a dir, resultats

an�alegs als de la �gura 5.8 (b). En el despla�cament de les mesures s'ha afegit un error de

pitch aj = 500 nrad i de roll bj = 500 nrad. En cada �gura, les combinacions dels dominis i

despla�caments t1 i t2 s�on diferents entre elles, seguint els mateixos que en les anteriors �gures,

en la �gura 5.21 (a) el domini �es M = N = 546 mm, i els despla�caments s�on t1 = 3 i t2 = 13,
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a la �gura 5.21 (b) el domini �es M = N = 462 mm, i despla�caments t1 = 2 i t2 = 33, en la

�gura 5.21 (c) el domini M = N = 182 mm i despla�caments t1 = 2 i t2 = 7; i en la �gura

5.21 (d) el omini M = N = 330 mm i despla�caments t1 = 11 i t2 = 15. En tots els casos els

errors de pitch i roll s�on aj = bj = 500 nrad.

Comparant els resultats, es poden veure diferents formes d'error. Totes elles, per�o, pro-

venen de la mateixa font d'errors, que �es l'error en l'estimaci�o del pitch i el roll, que afecta

a l'extensi�o natural i aquesta no acaba de fer correctament la perioditzaci�o de la superf��cie

a mesurar tal com �es necessari, produint els errors de vora. Tots els exemples de la �gura

5.21 s�on errors de vora, que varien de magnitud i lleugerament de forma en funci�o dels dos

despla�caments t1 i t2. En quant a la magnitud dels resultats, es pot veure que tots els errors

estan al voltant del nan�ometre peak to valley.

La �gura 5.21 s�on exemples d'errors de reconstrucci�o, per�o per tal de fer un an�alisi m�es

acurat, la �gura 5.22 mostra el peak to valley de l'error en la reconstrucci�o en funci�o de l'error

de pitch i roll en els despla�caments amb molts m�es casos analitzats. Per a cada valor de l'eix x,

s'ha afegit el mateix pitch i roll en els despla�caments. Per exemple, si x = 500 nrad aleshores

s'ha afegit un pitch aj = 500 nrad i un roll bj = 500 nrad. Per a cada valor de x s'han fet

500 reconstruccions, sempre amb superf��cies diferents i sempre afegint l'error de pitch i roll

corresponent. De totes les reconstruccions s'ha calculat el peak to valley i s'ha calculat la

mitja (en blau) i la desviaci�o est�andard (en lila), que s�on les que es mostren a la �gura 5.22.

Les combinacions de dimensions M i N i despla�caments t1 i t2 s�on les mateixes que en les

�gures anteriors.

Com �es de suposar, degut a que l'error de pitch i de roll es mant�e constant tal com s'-

ha vist en les �gures 5.14 i 5.19, el peak to valley de l'error en la reconstrucci�o φ � φ� � eq

tamb�e es mant�e constant i independent a l'error de pitch aj i roll bj afegit en els despla�caments.
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Figura 5.22: Mitja del peak to valley de l'error de reconstrucci�o φ� φ� � eq usant el m�etode

del lateral shearing seq•uencial, amb estimacions de pitch i roll entremig, en funci�o de l'error

de pitch i roll inicial afegit als despla�caments, amb diferents dominis M i N , i despla�caments

t1 i t2, t3, t4, (a) M = N = 546 mm, i t1 = t3 = 3, t2 = t4 = 13, (b) M = N = 462 mm, i

t1 = 2, t3 = 33, (c) M = N = 182 mm i t1 = t3 = 2, t2 = t4 = 7, (d) M = N = 330 mm i

t1 = t3 = 11, t2 = t4 = 15.

Aquesta �gura demostra el fet, tal com s'ha dit intu•�t anteriorment, de que la precisi�o

de la reconstrucci�o d'una superf��cie amb el lateral shearing seq•uencial, no dep�en de l'error

de pitch i roll introdu•�ts per la taula lineal, degut a l'estimaci�o de pitch i roll que es fa en
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etapes d'entremig del m�etode. Les magnituds dels errors varien lleugerament en funci�o de les

combinacions de despla�caments i dominis, obtenint similars resultats en les �gures 5.22 (a),

(c) i (d). L'explicaci�o als pitjors resultats que es tenen en el cas de la �gura 5.22 (b), on la

mitja no est�a centrada sin�o al voltant dels 2:3 nm, �es degut a les combinacions de dominis

i despla�caments, en que unes combinacions s�on m�es sensibles que altres als errors de pitch i

roll quan es fa l'extensi�o natural, afegint m�es errors de vora.

En tots els casos, per�o, es pot a�rmar que mitjan�cant el m�etode del lateral shearing

seq•uencial, en superf��cies planes i amb les estimacions de pitch i roll intermitges, s'aconsegueix

una precisi�o constant independent dels errors de pitch i roll deguts a la taula lineal.

5.3.2 Superf́ıcies amb quadràtica

En la secci�o anterior s'han comparat resultats de reconstrucci�o de superf��cies planes. A conti-

nuaci�o es comparen resultats tamb�e de reconstrucci�o de superf��cies a partir del lateral shearing

seq•uencial i amb l'estimaci�o de pitch i roll, per�o les superf��cies a mesurar no s�on planes sin�o

que els termes quadr�atics �, � i � de l'equaci�o 5.27 no s�on nuls.

Els termes quadr�atics in
ueixen en l'estimaci�o del pitch i roll que, alhora, afecta a l'extensi�o

natural. La �gura 5.23 mostra errors de reconstrucci�o φ�φ�� eq amb diferents combinacions

de despla�caments i dominis. En tots els casos el per�l d'error �es el mateix, canviant el per��ode

de l'eix y, entre els [�2; 2] nm d'error en el cas de la �gura 5.23 (c) �ns als [�100; 100] nm

d'error en la �gura 5.23 (b). En tots els casos l'error de pitch i roll afegit �es de aj = 500

nrad i bj = 500 nrad, respectivament, i les superf��cies a mesurar tenen com a termes de la

quadr�atica de l'equaci�o 5.27, � = 0:00005 m�1, � = 0:00005 m�1 i � = 0:00005 m�1. Com

es pot veure, el peak to valley en tots els casos �es m�es gran que en els exemples de la �gura 5.21.



152 CAPÍTOL 5. ERRORS DE GUIATGE

50
100

150

50

100

150

−2

0

2

y(px)

φ−φ∗
− eq

x(px)

(c)

z(nm)

Figura 5.23: Exemples d'error de reconstrucci�o φ�φ��eq, usant el lateral shearing seq•uencial

i l'estimaci�o de pitch i roll de les seccions 5.1.1 i 5.1.2, seguint l'equaci�o 5.17, amb diferents

dominis M i N , i despla�caments t1 i t2, t3, t4, (a) M = N = 546 mm, i t1 = t3 = 3 mm,

t2 = t4 = 13 mm, (b) M = N = 462 mm, i t1 = t3 = 2 mm, t2 = t4 = 33 mm, (c)

M = N = 182 mm i t1 = t3 = 2 mm, t2 = t4 = 7 mm, (d) M = N = 330 mm i t1 = t4 = 11

mm, t2 = t4 = 15 mm. En tots els casos l'error de pitch i roll afegit �es de aj = 500 nrad i

bj = 500 nrad.

Un an�alisi m�es general de com s�on les reconstruccions de superf��cies que tenen termes

quadr�atics es pot veure a la �gura 5.24, que mostra el peak to valley de l'error en les recons-

truccions usant el lateral shearing seq•uencial en funci�o dels termes quadr�atics de les superf��cies

a mesurar. En aquests casos s'afegeix un error als despla�caments de pitch i un roll constants

de aj = 500 nrad i bj = 500 nrad, respectivament. Per a cada valor de l'eix x, les superf��cies
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φ a mesurar tenen els termes quadr�atics �, � i � igual a aquest valor. Per exemple, quan

x = 0:00005, vol dir que els termes quadr�atics � = � = � = 0:00005 m�1 de les superf��cies

a mesurar. Per a cada valor de l'eix x es calcula l'error en l'estimaci�o del pitch per a 500

superf��cies i es fa la mitja (en blau), i la desviaci�o est�andard (en lila).

S'ha repetit l'experiment amb diferents dominis M , N i diferents parelles de despla�caments

t1 i t2. En tots els casos, la depend�encia del peak to valley de l'error �es lineal en relaci�o als ter-

mes quadr�atics de les superf��cies a mesurar, �es a dir, des de l'inici quan � = � = � = 0, l'error

de reconstrucci�o augmenta de forma lineal a mesura que augmenten els termes quadr�atics, arri-

bant la mitja del peak to valley de l'error a valors d'entre 2 i 200 nm quan � = � = � = 0:0001

m�1.

Els resultats de la �gura 5.24 con�rmen el que s'havia vist ja en els an�alisis del pitch i

del roll, i �es que aquests errors de pitch i roll en les estimacions fa que les reconstruccions,

quan les superf��cies a mesurar tenen terme quadr�atic, no tinguin la precisi�o que s'espera del

m�etode del lateral shearing seq•uencial.

Aquest error en l'estimaci�o del pitch i del roll, tamb�e tal com s'ha dit, prov�e del fet que

el m�etode no �es capa�c de distingir entre els termes quadr�atics i els errors de pitch i de roll.

�Es per aix�o necessari, en el cas de que les superf��cies tinguin quadr�atica, afegir algo de la

informaci�o d'aquesta quadr�atica a les mesures, per tal que la reconstrucci�o usant el lateral

shearing seq•uencial tingui la precisi�o adequada.
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Figura 5.24: Peak to valley de l'error de reconstrucci�o, φ� φ� � eq, usant el lateral shearing

seq•uencial i l'estimaci�o de pitch i roll de les seccions 5.1.1 i 5.1.2, en funci�o dels termes

quadr�atics �, � i � de l'equaci�o 5.27 de la superf��cie a mesurar, amb diferents dominis M i

N , i despla�caments t1 i t2, t3, t4, (a) M = N = 546 mm, i t1 = t3 = 3 mm, t2 = t4 = 13

mm, (b) M = N = 462 mm, i t1 = t3 = 2 mm, t2 = t4 = 33 mm, (c) M = N = 182 mm i

t1 = t3 = 2 mm, t2 = t4 = 7 mm, (d) M = N = 330 mm i t1 = t3 = 11 mm, t2 = t4 = 15

mm. En tots els casos s'ha afegit un error de pitch i roll als despla�caments aj = 500 nrad i

bj = 500 nrad, respectivament.



CAPÍTOL 6

INFORMACIÓ DE LA

QUADRÀTICA! 3-flat test

En aquest cap��tol es veuran els resultats del nou m�etode proposat de 3-
at test per a l'esti-

maci�o de la quadr�atica de la superf��cie de refer�encia aix�� com els resultats en la reconstrucci�o

de superf��cies usant el lateral shearing seq•uencial quan s'introdueix aquesta informaci�o de la

quadr�atica a les mesures.
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6.1 Eliminació de la quadràtica

Tal com s'ha vist amb les �gures 5.23 i 5.24, es necessita informaci�o addicional dels termes

quadr�atics de les superf��cies per a una reconstrucci�o acurada usant el lateral shearing seq•uen-

cial.

Treure la quadràtica 

Estimació de pitch i roll 

Extensió Natural Mètode del lateral 
shearing seqüencial 

Reconstrucció de la 
mesura  

Treure la quadràtica 

Figura 6.1: Esquema del m�etode de reconstrucci�o amb el lateral shearing seq•uencial eliminant

la quadr�atica a l'inici i al �nal del proc�es.
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Un primer m�etode consisteix en eliminar la quadr�atica a l'inici i al �nal del proc�es del

lateral shearing seq•uencial. Aquest m�etode es fa per veure que la part sense la quadr�atica

es reconstrueix b�e. El m�etode de l'eliminaci�o de la quadr�atica segueix l'esquema de la �gura

6.1. Inicialment es tenen les mesures � jm,n donades per l'interfer�ometre. Es calculen les

quadr�atiques que millor s'ajusten per m��nims quadrats a cada una de les mesures i es treuen,

obtenint d'aquesta manera ~� jm,n,

~� jm,n = � jm,n � �τjx2
m,n � �τj y2

m,n � �τjxm,nym,n;

m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng; j 2 f0; 1; 2; 3; 4g (6.1)

A partir d'aquestes noves mesures sense la quadr�atica, es fa el m�etode del lateral shearing

seq•uencial explicat en la secci�o 5, inclosa tamb�e l'estimaci�o de pitch i roll i l'extensi�o natural.

D'aquesta manera s'obt�e la SUT reconstru•�da φ�. Qualsevol terme quadr�atic que tingui φ�

est�a relacionat amb l'error en l'estimaci�o de pitch i roll, doncs les mesures inicials ~� no tenen

quadr�atica. Aix�� que es torna a treure la quadr�atica que millor s'ajusti per m��nims quadrats,

eq, obtenint d'aquesta manera φ� � eq.

Per tal de poder comprovar que efectivament el m�etode reconstrueix b�e, i com que s'est�a

treballant amb simulacions, es pot agafar directament la SUT, estimar la quadr�atica per

m��nims quadrats i eliminar-la,

~φm,n = φm,n � �φj x2
m,n � �φj y2

m,n � �φj xm,nym,n;

m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng; j 2 f0; 1; 2; 3; 4g (6.2)

La difer�encia entre ~φ i φ��eq �es la que ens d�ona la precisi�o del m�etode del lateral shearing

seq•uencial sense la part quadr�atica. La informaci�o de la quadr�atica s'afegir�a m�es endavant.

Primer es comprovar�a que el m�etode fent el proc�es descrit en la �gura 6.1 funciona.
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Per tal de veure la precisi�o del m�etode eliminant abans i despr�es del proc�es la quadr�atica,

la �gura 6.2 mostra l'error en la reconstrucci�o de la superf��cie seguint els passos de la �gura

6.1. Es mostra la mitja (en blau) i la desviaci�o est�andard (en lila) del peak to valley de

l'error en la reconstrucci�o |la difer�encia entre ~φ i φ� � eq| de 500 SUTs, en funci�o dels

termes quadr�atics �, � i � de l'equaci�o 5.27 d'aquestes SUTs. En tots els casos s'ha afegit un

error de pitch i roll als despla�caments aj = 500 nrad i bj = 500 nrad, respectivament. Les

combinacions de domini M i N i despla�caments t1, t2 t3, t4 s�on iguals als de les �gures 5.24.

En aquest cap��tol, per q•uestions de comprensi�o i degut a que sempre el despla�cament t1 = t3

i el despla�cament t2 = t4, quan en descripcions de procediments o resultats es digui t1 tamb�e

s'estar�a referint a t3, i quan es digui t2 tamb�e s'estar�a dient t4.

Si es comparen resultats quan a l'inici no s'elimina la quadr�atica |�gura 5.24| i quan

s'elimina |�gura 6.2|, la primera gran difer�encia �es que en aquest segon cas l'error es mant�e

constant, independentment dels termes quadr�atics �, � i �. De fet els resultats estan m�es

propers als mostrats a la �gura 5.22, on les superf��cies a mesurar s�on planes, i �es que el fet

d'eliminar la quadr�atica a l'inici neutralitza els errors d'estimaci�o de pitch i roll i, per tant,

els errors posteriors de vora.

Els resultats entre les �gures 6.2 i 5.22, es veu que s�on molt similars en quan a forma i

magnitud cas per cas, estant la desviaci�o est�andard i la mitja per sota del nan�ometre, excepte

en el cas (b). En el cas de la �gura 6.2 (b), tal com s'ha comentat tamb�e en anterioritat, es

suposa que el biaix que es t�e i la desviaci�o est�andard m�es alta en comparaci�o a la resta, �es

degut a la difer�encia que hi ha de magnitud entre els dos despla�caments t1 = 2 mm i t2 = 33

mm, que afecta m�es a l'extensi�o natural. M�es concretament, el que succeeix �es que tal com es

pot veure en l'equaci�o 2.34, la funci�o difer�encies estesa mitjan�cant l'extensi�o natural t�e tants

valors estesos com la magnitud del despla�cament. Per tant, com m�es gran �es el despla�cament,

m�es valors s'introdueixen en l'extensi�o i m�es afecten els errors de les estimacions de pitch i roll.
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Figura 6.2: Peak to valley de l'error de reconstrucci�o, φ� (φ� � eq), usant el lateral shearing

seq•uencial i l'estimaci�o de pitch i roll de les seccions 5.1.1 i 5.1.2, en funci�o dels termes

quadr�atics �, � i � de l'equaci�o 5.27 de la superf��cie a mesurar, amb diferents dominis M i

N , i despla�caments t1 i t2, (a) M = N = 546 mm, i t1 = 3, t2 = 13, (b) M = N = 462 mm,

i t1 = 2, t2 = 33, (c) M = N = 182 mm i t1 = 2, t2 = 7. (d) M = N = 330 mm i t1 = 11,

t2 = 15. En tots els casos s'ha afegit un error de pitch i roll als despla�caments aj = 500 nrad

i bj = 500 nrad, respectivament.

Tal com s'ha vist amb la �gura 6.2 si es fa un tractament previ de la quadr�atica abans de

fer la reconstrucci�o amb el lateral shearing seq•uencial es tenen reconstruccions m�es acurades

i sense la in
u�encia dels termes quadr�atics de la superf��cie a mesurar. El que succeeix quan

s'ha eliminat els termes quadr�atics de les mesures �es que al �nal de la reconstrucci�o no es t�e

cap informaci�o de la quadr�atica de la SUT.
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Per tal d'afegir la informaci�o de la quadr�atica de la SUT, una possible manera �es a partir

de la quadr�atica de la superf��cie de refer�encia. �Es a dir, saber la quadr�atica de la SUT a

partir de l'estimaci�o de la quadr�atica de la superf��cie de refer�encia. Per m��nims quadrats es

calcula la quadr�atica de les mesures � j , � q, que s�on els termes �τ , �τ i �τ de l'equaci�o 6.1.

La quadr�atica de les mesures t�e in
u�encia de la quadr�atica de la SUT i de la quadr�atica de

la superf��cie de ref�erencia. Per tant, si es coneix la quadr�atica de la refer�encia tamb�e se sap

la quadr�atica de la SUT, φ̂q.

Un cop es t�e la quadr�atica de la SUT, es segueix l'esquema de la �gura 6.1, afegint la

quadr�atica de la SUT al �nal de tot del proc�es. Explicat pas a pas, s'elimina la quadr�atica de

les mesures � jm,n, es fa el proc�es del lateral shearing seq•uencial explicat a la secci�o 5, per aix��

tenir φ�. La quadr�atica que tingui φ� �es deguda a l'error en l'estimaci�o de pitch i roll, aix��

que s'elimina la quadr�atica que millor s'ajusti per m��nims quadrats, eq, obtenint d'aquesta

manera φ�� eq. Per �nalitzar, a φ�� eq se li afegeix la quadr�atica de la SUT que coneixem a

partir de la de la superf��cie de refer�encia, φ� � eq + φ̂q. La difer�encia entre φ i φ� � eq + φ̂q �es

el que d�ona la precisi�o del m�etode. Com que hem vist que el m�etode de la �gura 6.1 donava

la precisi�o esperada, nom�es falta un m�etode per a l'estimaci�o de la quadr�atica de la SUT per

tal d'afegir-la al �nal del proc�es.

A la φ i φ� � eq + φ̂q seg•uent secci�o 6.2 es fa un an�alisi i es proposa un nou m�etode per

tal d'estimar la quadr�atica de la superf��cie de refer�encia, mitjan�cant el m�etode del 3-
at test.

A continuaci�o es veur�a en detall el proc�es i resultats.

6.2 3-flat test

Tal com s'ha vist en la secci�o 5.3, �es necessari introduir alguna informaci�o addicional a les me-

sures inicials donades per l'interfer�ometre per tal de que la reconstrucci�o mitjan�cant el lateral

shearing seq•uencial tingui la precisi�o adequada. I tal com s'ha dit tamb�e, una possibilitat �es
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la d'introduir informaci�o de la superf��cie de refer�encia. Un possible m�etode per tal d'introduir

aquesta informaci�o de la quadr�atica �es mitjan�cant el nou m�etode de 3-
at test proposat en

aquesta secci�o.

En l'interfer�ometre es fa una comparativa de superf��cies per parelles segons l'equaci�o 5.2.

El m�etode del 3-
at test fa servir aquesta comparaci�o entre dues superf��cies per tal de mesurar-

les. �Es a dir, si es tenen tres superf��cies A, B i C, amb una s�erie de comparacions i com-

binacions entre elles, es pot arribar a extreure informaci�o de la forma, b�asicament usant la

simetria que hi ha en les superf��cies [AW93]. Hi ha nombroses variants del m�etode del 3-
at

test, arribant a una precisi�o en l'ordre del nan�ometre [K•uc01, Gri07, YMM+13].

En el nostre cas nom�es necessitem la informaci�o de la quadr�atica de la superf��cie de

refer�encia, aix�� que proposem un nou m�etode.

6.2.1 Nou mètode per a l’estimació de la quadràtica

Una superf��cie qualsevol es pot descompondre en una part sim�etrica i una part anti-sim�etrica.

La part sim�etrica t�e unes caracter��stiques, analitzades a trav�es de la paritat m�es endavant,

que fan que es pugui extreure informaci�o de la superf��cie a partir de les relacions de simetria.

En aquesta secci�o 6.2.1 es proposa un nou m�etode del 3-
at test, mitjan�cant la combinaci�o

de 4 mesures donades per l'interfer�ometre i usant 3 superf��cies, per tal d'obtenir la quadr�atica

d'una d'elles. D'aquestes superf��cies, per al m�etode del lateral shearing seq•uencial, nom�es �es

necessari la part quadr�atica de la superf��cie d'una de les superf��cies, que ser�a la superf��cie

de refer�encia utilitzada en l'equaci�o 5.2. Amb aquest nou m�etode del 3-
at test, de les 3

superf��cies mesurades A, B i C, nom�es explicitarem les equacions de la part quadr�atica de la

superf��cie C, que �es la que actuar�a com a superf��cie de refer�encia.

El nou m�etode proposat en aquesta secci�o per a l'estimaci�o de la quadr�atica de la su-

perf��cie de refer�encia utilitzant els principis del 3-
at test amb quatre mesures donades per
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l’ interferòmetre, M1, M2, M3 i M4. Les combinacions de les superf́ıcies es mostren a la figura

6.3. Les coordenades x, y i z senyalen les coordenades del detector de l’ interferòmetre. Les

tres superf́ıcies, A en blau, B en vermell i C en verd, es col· loquen segons la figura 6.3. S’ ha

de tenir en compte que en aquesta secci´o les superf́ıcies, per simplicitat, s´on quadrades amb

el mateix domini M i N, doncs durant el proćes es gira una de les superf́ıcies 90 graus. En el

cas que no ho fossin, es restringirien les mesures a seccions quadrades, per tal de poder fer

3-flat test descrit en aquesta secci´o de manera correcte.

y
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z
z

y
(a)

z
x

y

x

z
z

y
(b)

z
x

y

z
z

y
(c)

x
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z
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z
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Figura 6.3: Esquema per al 3-flat test amb tres superf́ıcies, A (blau), B (vermell) i C (verd).

Les coordenades x, y i z senyalen les coordenades del detector de l’ interferòmetre. (a) Su-

perf́ıcie B (posici´o frontal) i superf́ıcie C (posici´o darrera), (b) Superf́ıcie A (frontal) i su-

perf́ıcie B (darrera), (c) Superf́ıcie A rotada 90◦ (frontal) i superf́ıcie C (darrera), (d) Su-

perf́ıcie A (frontal) i superf́ıcie C (darrera).

La figura 6.3 (a) ´es la combinaci´o de la superf́ıcie B (posici´o frontal) i la superf́ıcie C

(posici´o darrera). Amb aquesta posici´o es t́e la primera mesura M1 de l’ interferòmetre. A la

figura 6.3 (b) es t́e la combinaci´o de la superf́ıcie A (frontal) i la superf́ıcie B (darrera), que
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ens donen la segona mesura M2 de l'interfer�ometre. La �gura 6.3 (c) es mostra les superf��cies

utilitzades en la tercera mesura M3, que s�on la superf��cie A rotada 90� (frontal) i la superf��cie

C (darrera). A la �gura 6.3 (d) es mostra la �ultima mesura M4 donada per l'interfer�ometre i

que est�a mesurant les superf��cies A (frontal) i C (darrera).

Anal��ticament correspon a la seg•uent equaci�o,

M1 =B + CX

M2 =A+BX

M3 =A90 + CX

M4 =A+ CX (6.3)

Si es suposa que les superf��cies A, B i C es poden descriure a partir de les funcions fA,

fB i fC de la seg•uent manera,

Am,n = fA(xm; yn); m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng

Bm,n = fB(xm; yn); m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng

Cm,n = fC(xm; yn); m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng (6.4)

aleshores el super��ndex X en la superf��cie C de l'equaci�o 6.3 equival a

CXm,n = fC(�xm; yn) = fC�m,n; m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng (6.5)

�Es a dir, quan la superf��cie C est�a a la posici�o del darrera (vermella de la �gura 6.3) es fa

el seg•uent canvi,

fC(xm; yn)! fC(�xm; yn); m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng (6.6)
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Tanmateix, el super��ndex 90 de la superf��cie A de l'equaci�o 6.3 equival a

A90
m,n = fA(yn;�xm) = fAn,�m; m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng (6.7)

�es a dir, la superf��cie A girada 90� de l'equaci�o 6.3 anal��ticament es descriu com

fA(xm; yn)! fA(yn;�xm); m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng (6.8)

Per una banda, i tal com s'ha vist en l'equaci�o 6.2 i es mostra amb m�es detall en la �gura

6.4, una superf��cie qualsevol C es pot descompondre en dues parts: la part quadr�atica i la

resta. Per exemple, a les �gures 5.5 o 5.7 s'ha eliminat la quadr�atica que millor s'ajusta per

m��nims quadrats, deixant la resta. Anal��ticament aquesta separaci�o de termes ve donat per

la seg•uent expressi�o,

Cm,n = Cqm,n + Crm,n =

Cqm,n︷ ︸︸ ︷
�x2

m,n + �y2
m,n + �xm,nym,n +Crm,n; �; �; � 2 R (6.9)

Per l'altre, una superf��cie es pot classi�car segons la seva paritat, en parell, imparell o

no tenir paritat. De l'equaci�o 6.9, els termes Cq i Cr es poden descompondre segons la seva

paritat en

C = Cq + Cr =

Cq︷ ︸︸ ︷
Cqoo + Cqee +�����

Cqoe + Cqeo +

Cr︷ ︸︸ ︷
Croo + Cree + Croe + Creo (6.10)

on el sub-index eo vol dir que la funci�o �es parell-imparell1, oe �es imparell-parell, oo �es

imparell-imparell i ee �es parell-parell,

1Notació a partir dels termes en anglès odd (imparell) i even (parell).
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ee!


8yn; f(xm; yn) = f(�xm; yn); n 2 f1; :::; Ng;m 2 f1; :::; Ng

8xm; f(xm; yn) = f(xm;�yn); n 2 f1; :::; Ng;m 2 f1; :::; Ng

(6.11)

oo!


8yn; f(�xm; yn) = �f(xm; yn); n 2 f1; :::; Ng;m 2 f1; :::; Ng

8xm; f(xm;�yn) = �f(xm; yn); n 2 f1; :::; Ng;m 2 f1; :::; Ng

(6.12)

eo!


8yn; f(xm; yn) = f(�xm; yn); n 2 f1; :::; Ng;m 2 f1; :::; Ng

8xm; f(xm;�yn) = �f(xm;�yn); n 2 f1; :::; Ng;m 2 f1; :::; Ng

(6.13)

oe!


8yn; f(�xm; yn) = �f(xm; yn); n 2 f1; :::; Ng;m 2 f1; :::; Ng

8xm; f(xm; yn) = f(xm;�yn); n 2 f1; :::; Ng;m 2 f1; :::; Ng

(6.14)

Figura 6.4: Descomposici�o d'una superf��cie en els termes de la seva part quadr�atica Cq =

�x2 + �y2 + �xy, (a) �x2 + �y2, (b) �xy. (c) Resta de la superf��cie, Cr de l'equaci�o 6.9.

La part quadr�atica Cq = �x2+�y2+�xy es pot descompondre en la funci�o Cqee = �x2+�y2,

doncs satisf�a que 8y; f(x) = f(�x) i 8x; f(y) = f(�y), i en la funci�o Cqoo = �xy, doncs satisf�a

que 8y; f(�x) = �f(x) i 8x; f(�y) = �f(y). Per tant, com que ja hem descompost tot Cq

en els termes parell-parell (ee) i senar-senar (oo), no es tenen termes parell-imparell (Cqeo = 0)
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ni imparell-parell (Cqoe = 0). De la resta de termes Cr no es pot dir res concret.

Per tant, a partir de les equacions 6.9 i 6.10, es pot descriure una superf��cie C com

C =

Cqee︷ ︸︸ ︷
�x2 + �y2 +

Cqoo︷︸︸︷
�xy +Croo + Cree + Croe + Creo; �; �; � 2 R (6.15)

A partir de la descripci�o de la superf��cie C de l'equaci�o 6.15, es pot tamb�e descriure la

resta de superf��cies A, B i C de les mesures de l'equaci�o 6.3. Per exemple, la posici�o de

darrera CX de la superf��cie C de l'equaci�o 6.3 i la �gura 6.3 es descriu com

CX =Cee � Coo � Coe + Ceo

=Cqee � Cqoo + Cree � Croo � Coe + Ceo (6.16)

De forma an�aloga amb les superf��cies A i B. I la superf��cie A de l'equaci�o 6.3 i la �gura

6.3 girada 90� es descriu com

A90 = Aq90
ee �Aqoo +Ar90

oo +Ar90
ee +Ar90

eo +Ar90
oe (6.17)

De forma an�aloga tamb�e amb les superf��cies B i C.

A partir d'ara ens centrarem nom�es en el terme quadr�atic, doncs �es la informaci�o que ens

interessa per aplicar el m�etode del lateral shearing seq•uencial. Tamb�e s'ha vist per l'equaci�o

6.15, que el terme quadr�atic nom�es descompon en relaci�o a paritat amb parell-parell (oo) i

senar-senar (ee). Primer es treballar�a per a•�llar els termes parell-parell, i m�es endavant (equa-

cions 6.22|6.26), els termes senar-senar.

Substituint les superf��cies A, B i C per la seva descomposici�o segons la paritat de les

equacions 6.15, 6.16 i 6.17, i la seva posici�o o rotaci�o, es tornen a reescriure la part quadr�atica

dels termes parell-parell de les mesures M1, M2, M3 i M4 de l'equaci�o 6.3,
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M1q
ee =Bq

ee + Cqee

M2q
ee =Aqee +Bq

ee

M3q
ee =A90q

ee + Cqee

M4q
ee =Aqee + Cqee (6.18)

Observar que el sub��ndex q es refereix a la part quadr�atica de la mesura o superf��cie, i el

super��ndex 90 es refereix a la superf��cie girada 90�.

Aleshores, el sistema d'equacions de l'equaci�o 6.18, en forma matricial, queda de la seg•uent

manera


M1q
ee

M2q
ee

M3q
ee

M4q
ee

 =

A︷ ︸︸ ︷
0 0 1 1

1 0 1 0

0 1 0 1

1 0 0 1




Aee

A90
ee

Bee

Cee

 (6.19)

Com que det(A) = 2, la matriu �es inversible i es pot resoldre el sistema d'equacions,


Aee

A90
ee

Bee

Cee

 =

A−1︷ ︸︸ ︷
1=2


�1 1 0 1

�1 1 2 �1

1 1 0 �1

1 �1 0 1




M1q
ee

M2q
ee

M3q
ee

M4q
ee

 (6.20)
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Resolent el sistema d'equacions, ens podem quedar nom�es amb el termes quadr�atic

Cqee =
1

2
(M1q

ee �M2q
ee +M4q

ee ) (6.21)

Mitjan�cant aquesta combinaci�o de mesures, s'ha pogut aillar el terme parell-parell de la

part quadr�atica de la superf��cie C. De manera an�alega es pot aillar la part senar-senar de la

superf��cie C.

Igual que en l'equaci�o 6.18, es pot substituir les superf��cies A, B i C per la seva descom-

posici�o segons la paritat de les equacions 6.15, 6.16 i 6.17, i la seva posici�o o rotaci�o. Es torna

a reescriure la part quadr�atica dels termes senar-senar de totes les mesures M1, M2, M3 i

M4 de l'equaci�o 6.3,

M1q
oo =Boo � Coo

M2q
oo =Aoo �Boo

M3q
oo =A90

oo � Coo

M4q
oo =Aoo � Coo (6.22)

El sistema d'equacions de l'equaci�o 6.22, en forma matricial, queda de la seg•uent manera


M1q
oo

M2q
oo

M3q
oo

M4q
oo

 =

B︷ ︸︸ ︷
0 0 1 �1

1 0 �1 0

0 1 0 �1

1 0 0 �1




Aoo

A90
oo

Boo

Coo

 (6.23)

En aquest cas, det(B) = 0 i per tant no es pot a•�llar el terme imparell-imparell, per�o si es

restringeix la relaci�o nom�es a la part quadr�atica, aleshores es pot establir una relaci�o entre A
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i A�, reduint el n�umero d'inc�ognites,


M1q
oo

M2q
oo

M90q
oo

M4q
oo

 =

D︷ ︸︸ ︷
0 1 �1

1 �1 0

�1 0 �1

1 0 �1



Aqoo

Bq
oo

Cqoo

 (6.24)

D'aquest sistema d'equacions, es pot calcular la pseudo-inversa de D, quedant


Aqoo

Bq
oo

Cqoo

 =

D+︷ ︸︸ ︷
1=6


1 1 �3 2

3 �3 �3 0

�1 �1 �3 �2



M1q
oo

M2q
oo

M90q
oo

M4q
oo

 (6.25)

Resolent el sistema d'equacions, es t�e el terme imparell-imparell (oo) de la part quadr�atica

de la superf��cie C,

Cqoo =
�1

6
(M1q

oo +M2q
oo + 3M90q

oo + 2M4q
oo ) (6.26)

De les equacions 6.21 i 6.26 es tenen els termes parell-parell (ee) i senar-senar (ee) del

terme quadr�atic, �es a dir, tal com s'ha vist en l'equaci�o 6.10, tot el terme quadr�atic de la

superf��cie C a partir de les mesures M1, M2, M3 i M4 de l'equaci�o 6.3 i �gura 6.3. Per tant,

el terme quadr�atica Cq de la superf��cie C es pot reescriure com una combinaci�o de les mesures

de la seg•uent manera,

Cq = Cqee + Cqoo =
1

2
(M1q

ee �M2q
ee +M4q

ee ) +
�1

6
(M1q

oo +M2q
oo + 3M90q

oo + 2M4q
oo ) (6.27)
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Aleshores, a partir de l'equaci�o 6.15, es pot estimar per m��nims quadrats els termes �, �

i � de les mesures,

M1q
m,n =

M1q
ee︷ ︸︸ ︷

�1x
2
m,n + �1y

2
m,n +

M1q
oo︷ ︸︸ ︷

�1xm,nym,n; �1; �1; �1 2 R;m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng

M2q
m,n =

M2q
ee︷ ︸︸ ︷

�2x
2
m,n + �2y

2
m,n +

M2q
oo︷ ︸︸ ︷

�2xm,nym,n; �2; �2; �2 2 R;m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng

M3q
m,n =

M3q
ee︷ ︸︸ ︷

�3x
2
m,n + �3y

2
m,n +

M3q
oo=M90q

oo︷ ︸︸ ︷
�3xm,nym,n; �3; �3; �3 2 R;m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng

M4q
m,n =

M4q
ee︷ ︸︸ ︷

�4x
2
m,n + �4y

2
m,n +

M4q
oo︷ ︸︸ ︷

�4xm,nym,n; �4; �4; �4 2 R;m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng
(6.28)

Per tant, substituint els termes de l'equaci�o 6.28 a l'equaci�o 6.27, es pot tenir el terme

quadr�atic Cq de la superf��cie C amb el m�etode nou proposat en aquesta secci�o i utilitzant el

principi del 3-
at test,

Cqm,n =
1

2
(�1 � �2 + �4)x2

m,n+
1

2
(�1 � �2 + �4)y2

m,n

�1

6
(�1 + �2 + 3�3+2�4)xm,nym,n; m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng (6.29)

6.2.1.1 Resultats de l’estimació de la quadràtica de la superf́ıcie C

A la secci�o anterior s'ha descrit el m�etode mitjan�cant el qual es pot determinar la informaci�o

quadr�atica de la superf��cie C de la �gura 6.3,

Ĉ = Ĉq + Ĉr =

Ĉq︷ ︸︸ ︷
�̂x2 + �̂y2 + �̂xy+Ĉr; �; �; � 2 R (6.30)



6.2. 3-FLAT TEST 171

on �̂, �̂ i �̂ s�on els termes quadr�atics estimats mitjan�cant el m�etode del 3-
at test proposat.

La difer�encia entre la part quadr�atica real Cq de l'equaci�o 6.9 i la part quadr�atica estima-

da Ĉq de l'equaci�o 6.30 �es la que determina la precisi�o del m�etode proposat. La limitaci�o de

precisi�o ve determinada per les imprecisions en el posicionament de les superf��cies segons la

con�guraci�o de la �gura 6.3. Si es mant�e est�atica la superf��cie C en les con�guracions de les

�gures 6.3 (a), (c) i (d), els erros provenen del posicionament de les superf��cies A i B.

La �gura 6.5 (a) mostra esquem�aticament els errors de posicionament de la superf��cie A,

en respecte dels eixos x i y, dxA i dyA, respectivament, mentre que la �gura 6.5 (b) mostra

esquem�aticament els errors de posicionament de la superf��cie B, en respecte dels eixos x i y,

dxB i dyB, respectivament.

dxA 

dyA 

(a) dxB 

dyB 

(b) 

Figura 6.5: Esquema dels errors de posicionament de les superf��cies A i B en les con�gu-

racions necess�aries de la �gura 6.3. (a) Errors de posicionament en l'eix x i y, dxA i dyA

respectivament, de la superf��cie A, (b) Errors de posicionament en l'eix x i y, dxB i dyB

respectivament, de la superf��cie B.
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La magnitud dels errors dxA, dyA, dxB i dyB de la �gura 6.5 s�on els que determinen la

magnitud de l'error Cq�Ĉq en l'estimaci�o dels termes quadr�atics de la superf��cie C mitjan�cant

el m�etode del 3-
at test proposat. La �gura 6.6 mostra alguns resultats d'aquests errors. La

�gura 6.6 mostra el peak to valley de l'error Cq� Ĉq de 1000 superf��cies C diferents. En cada

cas, s'ha afegit uns errors de posicionament de les superf��cies A i B: dxA, dyA, dxB i dyB.
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Figura 6.6: Peak to valley de l'error en l'estimaci�o dels termes quadr�atics de la superf��cie C,

Cq � Ĉq, en funci�o dels errors de posicionament en les con�guracions de les superf��cies A i

B, |dxA, dyA, dxB i dyB| en l'esquema de la �gura 6.5. En cada cas repetit l'experiment

amb 1000 estimacions diferents, (a) dxA 2 [�0:001; 0:001]mm, dyA 2 [�0:001; 0:001]mm,

dxB = dyB = 0, (b) dxA = dyA = 0, dxB 2 [�0:001; 0:001]mm, dyB 2 [�0:001; 0:001]mm,

(c) dxA 2 [�1; 1]mm, dyA 2 [�1; 1]mm, dxB = dyB = 0, (d) dxA = dyA = 0, dxB 2
[�1; 1]mm, dyB 2 [�1; 1]mm.
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En la �gura 6.6 (a) els errors s�on dxA 2 [�0:001; 0:001]mm, dyA 2 [�0:001; 0:001]mm, i

dxB i dyB nuls. En la �gura 6.6 (b) s'inverteixen els errors de posicionament de les superf��cies

A i B, obtenint resultats similars. Aquestes dues �gures validen el m�etode proposat, �es a dir,

demostren que quan els errors de posicionament s�on molt petits, tant de la superf��cie A com

de la superf��cie B, en ambd�os eixos x i y, els errors en l'estimaci�o dels termes quadr�atics

mitjan�cant el m�etode del 3-
at test proposat en la secci�o 6.2.1 tamb�e ho s�on.

En les �gures 6.6 (c) i (d), els errors de posicionament de les superf��cies A i B s�on or-

dres de magnitud m�es grans que en els anteriors casos, anant entre [�1; 1] mm. Els errors

en l'estimaci�o tamb�e s�on ordres de magnitud m�es grans, entre [0; 40] nm en el cas en que

l'error de posicionament �es en la superf��cie A (�gura 6.6 (c)), i entre [0; 15] nm en el cas en

que l'error en la superf��cie B (�gura 6.6 (d)). Aquestes dues �ultimes �gures mostren que el

m�etode �es m�es sensible als errors de posicionament de la superf��cie A, i tamb�e que els errors

del propi m�etode fan una quadr�atica com es pot veure en les formes de les �gures 6.6 (c) i

(d), mentre que en cas de les �gures 6.6 (a) i (b), els errors s�on tan petits que segueixen m�es

una distribuci�o aleat�oria que quadr�atica.

Fins ara s'ha vist com �es la in
u�encia dels errors de posicionament de manera conjunta,

�es a dir, errors en ambdos eixos x i y alhora. A la �gura 6.7 es mostra la in
u�encia dels errors

de posicionament per separat, afegint en cada cas nom�es un d'ells. La �gura 6.7 representa la

mitja (en blau) i desviaci�o estandard (en lila) del peak to valley de l'error en l'estimaci�o dels

termes quadr�atics C, Cq � Ĉq, en funci�o dels errors de posicionament en les con�guracions

de les superf��cies A i B, |dxA, dyA, dxB i dyB| en l'esquema de la �gura 6.5. Per a

cada valor de l'eix x, xi, s'ha repetit l'experiment amb 1000 superf��cies diferents, on l'error de

posicionament corresponent �es aleatori seguint una distribuci�o uniforme entre [�xi; xi] mm,

mentre que la resta es mantenen a 0.
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− Ĉq)

dyB(mm)

(nm)

(d)

Figura 6.7: Mitja (en blau) i desviaci�o estandard (en lila) del peak to valley de l'error en

l'estimaci�o dels termes quadr�atics C, Cq � Ĉq, en funci�o dels errors de posicionament en

les con�guracions de les superf��cies A i B, |dxA, dyA, dxB i dyB| en l'esquema de la

�gura 6.5. Per a cada valor de l'eix x, xi, s'ha repetit l'experiment amb 1000 superf��cies

diferents, els errors de posicionament segueixen una distribuci�o uniforme entre [�xi; xi] mm.

(a) dxA 2 [�1; 1]mm, dyA = dxB = dyB = 0, (b) dyA 2 [�1; 1]mm, dxA = dxB = dyB = 0,

(c) dxB 2 [�1; 1]mm, dxA = dyA = dyB = 0, (d) dyB 2 [�1; 1]mm, dxA = dyA = dxB = 0.

Com es pot veure observant la �gura 6.7, i com tamb�e s'havia pogut veure amb el n�uvol

de punts de la �gura 6.6, els errors de posicionament de la superf��cie A afecten m�es que els de

la superf��cie B, doncs amb els mateixos errors de posicionament (sempre error uniforme entre

[�1; 1] mm) en el cas de l'error en la superf��cie A (�gures 6.7 (a) i (b)), el peak to valley t�e
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mitja al voltant de 2 nm, mentre que amb la superf��cie B (�gures 6.7 (c) i (d)) est�a al voltant

de 0.5 nm. Igual amb la desviaci�o est�andard. Un altre aspecte important que es pot veure de

la �gura 6.7 �es que la in
u�encia dels errors dxA i dyA s�on similars, i el mateix amb els de la

superf��cie B, dxB i dyB.

Un cop s'ha vist a la �gura 6.7 com afecten els errors dxA, dxB, dyA i dyB per separat

|per tal de poder incidir en l'efecte de cadasc�u d'ells| a continuaci�o es veur�a quina �es la

precisi�o en l'estimaci�o dels termes quadr�atics de la superf��cie C mitjan�cant el m�etode del

3-
at test quan tots els errors de posicionament dxA, dxB, dyA i dyB de les superf��cies A i

B actuen alhora.
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Figura 6.8: Peak to valley de l'error en l'estimaci�o dels termes quadr�atics C, Cq � Ĉq, en

funci�o dels errors de posicionament en les con�guracions de les superf��cies en l'esquema de la

�gura 6.5. S'ha repetit l'estimaci�o per a 10000 superf��cies diferents. En cada cas, s'ha afegit

uns errors de posicionament aleatoris dxA, dyA, dxB, dyB seguint distribucions uniformes

concretes. (a) entre [�0:1; 0:1] mm, (b) entre [�0:25; 0:25] mm, (c) entre [�0:5; 0:5] mm, (d)

entre [�1; 1] mm. En tots els casos el domini �es M = 250 mm i N = 250 mm.
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La �gura 6.8 mostra el peak to valley de l'error en l'estimaci�o dels termes quadr�atics C,

Cq � Ĉq, en funci�o dels errors de posicionament en les con�guracions de les superf��cies A i B,

|dxA, dyA, dxB i dyB| en l'esquema de la �gura 6.5. S'ha repetit l'estimaci�o per a 10000

superf��cies diferents i es mostren tots els peak to valley dels errors. En tots els casos el domini

�es M = 250 mm i N = 250 mm. En cada cas, s'ha afegit errors de posicionament dxA, dyA,

dxB i dyB aleatoris seguint distribucions uniformes concretes, que es van incrementant.

La �gura 6.8 (a) mostra el peak to valley dels errors de reconstrucci�o amb el menor dels

errors de posicionament dxA, dyA, dxB, dyB, que segueixen una distribuci�o uniforme entre

[�0:1; 0:1] mm. En aquest cas es tenen els millors resultats amb una mitja d'error de 0.056

nm i desviaci�o estandar � = 0:027. En �gura 6.8 (b), amb uns errors dxA, dyA, dxB, dyB

aleatoris amb distribuci�o uniforme entre [�0:25; 0:25] mm, la mitja del peak to valley dels

errors Cq � Ĉq �es 0:35 nm i la desviaci�o estandard � = 0:18. Quan s'increment els errors de

posicionament, com ens els casos de les �gures 6.8 (c) i 6.8 (d), entre [�0:5; 0:5] mm i [�1; 1]

mm, respectivament, la mitja dels errors s�on 1.39 nm i 5.37 nm, i les desviacions est�andards

� = 0:69 i � = 2:60, respectivament.

Un cop s'han vist els resultats de les estimacions dels termes quadr�atics d'una superf��cie

C a partir del nou m�etode del 3-
at test proposat, a continuaci�o es veuran resultats de re-

construccions usant el lateral shearing seq•uencial, afegint aquesta informaci�o de la quadr�atica

|essent la superf��cie C la superf��cie de refer�encia de les mesures inicials| i veient com afecten

els errors en l'estimaci�o de la quadr�atica mitjan�cant el 3-
at test a les reconstruccions de les

superf��cies mitjan�cant el lateral shearing seq•uencial.
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6.3 Lateral Shearing Sequencial + 3-flat test

A la secci�o 5.3.2 s'ha vist que per a una acurada reconstrucci�o de superf��cies a partir del

lateral shearing seq•uencial �es necess�aria la inclusi�o d'informaci�o dels termes quadr�atics de

l'equaci�o 6.29 en les mesures inicials. �Es per aix�o que en la secci�o 6.2.1 es proposa un nou

m�etode de 3-
at test per a l'estimaci�o dels termes quadr�atics de la superf��cie C a partir de les

con�guracions del sistema mostrades a la �gura 6.3. En la secci�o 6.2.1.1 s'ha vist la precisi�o

alhora d'estimar els termes quadr�atics mitjan�cant el m�etode proposat.

Treure la quadràtica 

Estimació de pitch i roll 

Extensió Natural 
Mètode del lateral 
shearing seqüencial 

Reconstrucció de la 
mesura  

Treure la quadràtica 

Afegir la quadràtica 
de la SUT 

3-flat test 

Figura 6.9: Esquema del m�etode de reconstrucci�o amb el lateral shearing seq•uencial amb la

combinaci�o del 3-
at test per a l'estimaci�o de la quadr�atica de la SUT.

En aquesta secci�o 6.3 es fa una combinaci�o del m�etode del lateral shearing seq•uencial

amb el m�etode del 3-
at test, descrit a la �gura 6.9. De les mesures inicials � j donades

per l'interfer�ometre es pot estimar mitjan�cant els m��nims quadrats la quadr�atica que millor

s'ajusta, �̂ q, en relaci�o amb als termes �τj , �τj i �τj de l'equaci�o 6.1. Com que amb el m�etode
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del 3-
at test proposat sabem la quadr�atica de la superf��cie de refer�encia, 
̂qm,n, es pot saber

la quadr�atica de la SUT, φ̂qm,n,

φ̂qm,n = �̂ qm,n � 
̂qm,n; m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng (6.31)

De les mesures inicials de l'interfer�ometre de l'equaci�o 5.2, es resta la quadr�atica,

�̂ jm,n = � jm,n � �̂ q,jm,n; m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng; j 2 f0; 1; 2; 3; 4g (6.32)

on el super��ndex q indica el terme quadr�atic.

A partir de les mesures �̂ j sense els termes quadr�atics corresponents, es procedeix a seguir

tot el proc�es descrit en la �gura 6.9. Amb aquesta informaci�o de la quadr�atica, es tenen

reconstruccions m�es acurades de les SUTs mitjan�cant el lateral shearing seq•uencial, com es

veur�a a continuaci�o.

L'error en l'estimaci�o de la quadr�atica de la superf��cie de refer�encia �q amb el 3-
at test

es pot escriure com,

�qm,n = �ξx
2
m,n + �ξy

2
m,n + �ξxm,nym,n; m 2 f1; : : : ;Mg; n 2 f1; : : : ; Ng (6.33)
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Figura 6.10: Peak to valley de l'error de reconstrucci�o, φ� φ� � eq, usant el lateral shearing

seq•uencial i amb l'estimaci�o dels termes quadr�atics de la superf��cie de refer�encia, en funci�o

de l'error �ξ de l'equaci�o 6.33. Per a cada valor d'�ξ es repeteix l'experiment 1000 vegades,

afegint en cada cas el valor �ξ corresponent, i es calcula la mitja (en blau) i la desviaci�o

est�andard (en lila) dels errors en la reconstrucci�o. En cada cas es calcula per a diferents

dominis M i N , i despla�caments t1 i t2, (a) M = N = 546 mm, i t1 = 3, t2 = 13, (b)

M = N = 462 mm, i t1 = 2, t2 = 33, (c) M = N = 182 mm i t1 = 2, t2 = 7, (d)

M = N = 330 mm i t1 = 11, t2 = 15. En tots els casos s'ha afegit un error de pitch i roll als

despla�caments aj = 500 nrad i bj = 500 nrad, respectivament.
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Figura 6.11: Peak to valley de l'error de reconstrucci�o, φ� φ� � eq, usant el lateral shearing

seq•uencial i amb l'estimaci�o dels termes quadr�atics de la superf��cie de refer�encia, en funci�o

de l'error �ξ de l'equaci�o 6.33. Per a cada valor de �ξ es repeteix l'experiment 1000 vegades,

afegint en cada cas el valor �ξ corresponent, i es calcula la mitja (en blau) i la desviaci�o

estandard (en lila) dels errors en la reconstrucci�o. En cada cas es calcula per a diferents

dominis M i N , i despla�caments t1 i t2, (a) M = N = 546 mm, i t1 = 3 mm, t2 = 13 mm,

(b) M = N = 462 mm, i t1 = 2 mm, t2 = 33 mm, (c) M = N = 182 mm i t1 = 2 mm, t2 = 7

mm, (d) M = N = 330 mm i t1 = 11 mm, t2 = 15 mm. En tots els casos s'ha afegit un error

de pitch i roll als despla�caments aj = 500 nrad i bj = 500 nrad, respectivament.
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Figura 6.12: Peak to valley de l'error de reconstrucci�o, φ� φ� � eq, usant el lateral shearing

seq•uencial i amb l'estimaci�o dels termes quadr�atics de la superf��cie de refer�encia, en funci�o

de l'error �ξ de l'equaci�o 6.33. Per a cada valor de �ξ es repeteix l'experiment 1000 vegades,

afegint en cada cas el valor �ξ corresponent, i es calcula la mitja (en blau) i la desviaci�o

estandard (en lila) dels errors en la reconstrucci�o. En cada cas es calcula per a diferents

dominis M i N , i despla�caments t1 i t2, (a) M = N = 546 mm, i t1 = 3 mm, t2 = 13 mm,

(b) M = N = 462 mm, i t1 = 2 mm, t2 = 33 mm, (c) M = N = 182 mm i t1 = 2 mm, t2 = 7

mm, (d) M = N = 330 mm i t1 = 11 mm, t2 = 15 mm. En tots els casos s'ha afegit un error

de pitch i roll als despla�caments aj = 500 nrad i bj = 500 nrad, respectivament.
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A les �gures 6.10, 6.11 i 6.12 es veu com s�on les reconstruccions de superf��cies utilitzant

el lateral shearing seq•uencial quan s'afegeix la informaci�o de la quadr�atica de la superf��cie de

refer�encia a les mesures, en funci�o dels errors �ξ, �ξ i �ξ de l'equaci�o 6.33.

Les �gures 6.10, 6.11 i 6.12 permeten analitzar la in
u�encia per separat d'aquests errors

en l'estimaci�o dels termes quadr�atics mitjan�cant el 3-
at test. Les �gures mostren els resul-

tats de les reconstruccions usant el lateral shearing seq•uencial, en funci�o dels errors �ξ, �ξ i

�ξ en l'estimaci�o de la quadr�atica de la superf��cie de refer�encia. Per a cada valor de l'eix x

es repeteix l'experiment 1000 vegades. En cada cas, s'afegeix un error en l'estimaci�o de la

quadr�atica de la superf��cie de refer�encia igual a aquest valor. Es calcula la mitja (en blau) i la

desviaci�o estandard (en lila) dels errors en la reconstruccions. En tots els casos, els errors �ξ,

�ξ i �ξ estan en l'interval [�0:00005; 0:00005] m�1. Les �gures permeten veure la in
u�encia

dels errors �ξ, �ξ i �ξ amb diferents combinacions de despla�caments i dominis. Aquestes

combinacions s�on les mateixes que en les �gures anteriors de la secci�o 5.3.

El primer que es pot veure, comparant els resultats en global de les �gures 6.10, 6.11 i

6.12, �es la difer�encia important entre els errors de les sub�gures (b) en la relaci�o a la resta.

Les reconstruccions de les �gures 6.10 (b), 6.11 (b) i 6.12 (b) s�on molt menys acurades que

amb les altres combinacions. Aquests mals resultats amb els despla�caments t1 = 2 i t2 = 33 i

domini M = N = 462 mm es produeixen en general quan els despla�caments |o un d'ells|

�es gran, aix�o �es, m�es gran de 15 mm. Tal com es veur�a m�es endavant a les �gures 6.13|6.16,

quan s'analitzin m�es combinacions de despla�caments, sempre que hi ha un despla�cament gran

la precisi�o de les reconstruccions �es menor. De fet, tamb�e sha vist a la �gura 6.2 i sobretot a

la �gura 5.24 en el cap��tol anterior, tamb�e amb aquests despla�caments. Aquests mal resultats

s�on deguts, tal com s'ha dit, a que en aquests casos, l'extensi�o natural �es m�es sensible que en

la resta, perioditzant pitjor la SUT amb les mateixes magnituds d'errors.

Un cop vist la in
u�encia dels despla�caments grans, el m�es important d'observar �es la dife-

rent in
u�encia que tenen els errors �ξ, �ξ i �ξ. Els errors peak to valley m�es grans provenen
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de la �gura 6.11, que �es quan hi ha l'error �ξ. En aquest cas, els millors resultats s�on amb els

despla�caments t1 = 2 i t2 = 7, mostrades a la �gura 6.11 (b). Tot i que s'ha de tenir en compte

que en aquest cas el domini �es menor, i per tant l'error peak to valley de la quadr�atica tamb�e

ser�a menor, com m�es endavant es veur�a, els despla�caments petits s�on els que m�es acurades

reconstruccions de superf��cies fan mitjan�cant el lateral shearing seq•uencial. En els altres casos

(a part de la ja comentada pr�eviament �gura 6.11 (b)) els errors estan al voltant dels 6 nm

peak to valley de mitja.

L'error �ξ, mostrat en la �gura 6.10, t�e una in
u�encia similar per�o menor que l'error �ξ

mostrat a la �gura 6.11. Aquesta asimetria �es deguda al propi m�etode d'estimaci�o de pitch i

roll. Tal com sabem, l'estimaci�o per un i altre error �es diferent, i tal com es veu a la �gura

6.10 i 6.11, afecta m�es en les estimacions de pitch i roll l'error �ξ que l'error �ξ, afegint m�es

errors de vora en aquest segon cas. �Es important observar tamb�e que la in
u�encia de l'error

�ξ en les reconstruccions �es totalment nula. �Es a dir, tal com es pot veure a la �gura 6.12,

els errors de les reconstruccions s�on constants independentment de la magnitud de l'error �ξ.

Tamb�e important el fet que les �gures siguin sim�etriques en relaci�o a l'eix x, �es a dir, no

in
ueix si l'error �ξ, �ξ i �ξ s�on positius o negatius, sin�o nom�es la magnitud.

Un cop s'ha vist la in
u�encia dels errors �ξ, �ξ i �ξ de l'estimaci�o dels termes quadr�atics

mitjan�cant el 3-
at test en les reconstruccions mitjan�cant el lateral shearing seq•uencial, i un

cop s'ha vist tamb�e la in
u�encia dels errors de posicionament en l'estimaci�o de la quadr�atica

en el 3-
at test, el seg•uent pas �es unir aquests dos conceptes per tal de tenir la relaci�o directa

entre els errors de posicionament en l'estimaci�o dels termes quadr�atics de la superf��cie de

refer�encia del 3-
at test i els errors en la reconstrucci�o de superf��cies mitjan�cant el lateral

shearing seq•uencial.

Les �gures 6.13|6.16 mostren el peak to valley de l'error φ� φ� � eq en la reconstrucci�o

de superf��cies amb el lateral shearing seq•uencial en funci�o dels errors de posicionament dxA,

dyA, dxB i dyB de la �gura 6.5. En cada �gura nom�es hi ha un error de posicionament. A la
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�gura 6.13 l'error de posicionament �es dxA, seguint una distribuci�o uniforme entre [�0:5; 0:5]

mm. A la �gura 6.14 l'error de posicionament �es dyA, seguint una distribuci�o uniforme en-

tre [�0:5; 0:5] mm. A la �gura 6.15 l'error de posicionament �es dxB seguint una distribuci�o

uniforme entre [�0:5; 0:5] mm. A la �gura 6.16 l'error de posicionament �es dyB, seguint una

distribuci�o uniforme entre [�0:5; 0:5] mm. Els altres errors de posicionament es mantenen

nuls en cada cas els corresponents. En cada �gura hi ha les mateixes combinacions de do-

minis i despla�caments per a poder fer la comparaci�o. En tots els casos s'ha afegit un error

de pitch i roll als despla�caments aj = 500 nrad i bj = 500 nrad, respectivament. En tots els

casos els termes quadr�atics �, � i � de l'equaci�o 5.27 de la superf��cie a mesurar s'afegeixen

de forma aleat�oria seguint una distribuci�o uniforme entre [�0:0001; 0:0001] m�1, que s�on els

que s'havien afegit per a la �gura 6.2. En tots els casos s'ha afegit un soroll blanc gaussi�a de

0.5 nm de desviaci�o est�andard.

En cada cas concret de les �gures |marcades des de la (a) �ns a la (i)| �es un experiment

que mostra 100 peaks to valley de reconstruccions de SUTs, en funci�o de l'error de posicio-

nament determinat en cada cas. El valor m�axim de totes les 100 reconstruccions �es el valor

garantit.
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Figura 6.13: Peak to valley de l'error de reconstrucci�o, φ� φ� � eq, usant el lateral shearing

seq•uencial i l'estimaci�o de pitch i roll de les seccions 5.1.1 i 5.1.2, en funci�o dels errors de

posicionament amb el 3-
at test. (a) El domini �es M = 546 mm i N = 546 mm, i els

despla�caments s�on t1 = 3 mm i t2 = 13 mm, (b) M = N = 462 mm i t1 = 2 mm, t2 = 33

mm, (c) M = N = 182 mm i t1 = 2 mm, t2 = 7 mm. (d) M = N = 330 mm i t1 = 11 mm,

t2 = 15 mm, (e) M = N = 462 mm i t1 = 2 mm, t2 = 7 mm, (f) M = N = 630 mm i t1 = 5

mm, t2 = 7 mm, (g) M = N = 630 mm i t1 = 2 mm, t2 = 7 mm, (h) M = N = 630 mm i

t1 = 7 mm, t2 = 9 mm i (i) M = N = 630 mm i t1 = 5 mm, t2 = 63 mm.
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Figura 6.14: Peak to valley de l'error de reconstrucci�o, φ� φ� � eq, usant el lateral shearing

seq•uencial i l'estimaci�o de pitch i roll de les seccions 5.1.1 i 5.1.2, en funci�o dels errors de

posicionament amb el 3-
at test. (a) El domini �es M = 546 mm i N = 546 mm, i els

despla�caments s�on t1 = 3 mm i t2 = 13 mm, (b) M = N = 462 mm i t1 = 2 mm, t2 = 33

mm, (c) M = N = 182 mm i t1 = 2 mm, t2 = 7 mm. (d) M = N = 330 mm i t1 = 11 mm,

t2 = 15 mm, (e) M = N = 462 mm i t1 = 2 mm, t2 = 7 mm, (f) M = N = 630 mm i t1 = 5

mm, t2 = 7 mm, (g) M = N = 630 mm i t1 = 2 mm, t2 = 7 mm, (h) M = N = 630 mm i

t1 = 7 mm, t2 = 9 mm i (i) M = N = 630 mm i t1 = 5 mm, t2 = 63 mm.
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Figura 6.15: Peak to valley de l'error de reconstrucci�o, φ� φ� � eq, usant el lateral shearing

seq•uencial i l'estimaci�o de pitch i roll de les seccions 5.1.1 i 5.1.2, en funci�o dels errors de

posicionament amb el 3-
at test. (a) El domini �es M = 546 mm i N = 546 mm, i els

despla�caments s�on t1 = 3 mm i t2 = 13 mm, (b) M = N = 462 mm i t1 = 2 mm, t2 = 33

mm, (c) M = N = 182 mm i t1 = 2 mm, t2 = 7 mm. (d) M = N = 330 mm i t1 = 11 mm,

t2 = 15 mm, (e) M = N = 462 mm i t1 = 2 mm, t2 = 7 mm, (f) M = N = 630 mm i t1 = 5

mm, t2 = 7 mm, (g) M = N = 630 mm i t1 = 2 mm, t2 = 7 mm, (h) M = N = 630 mm i

t1 = 7 mm, t2 = 9 mm i (i) M = N = 630 mm i t1 = 5 mm, t2 = 63 mm.
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Figura 6.16: Peak to valley de l'error de reconstrucci�o, φ� φ� � eq, usant el lateral shearing

seq•uencial i l'estimaci�o de pitch i roll de les seccions 5.1.1 i 5.1.2, en funci�o dels errors de

posicionament amb el 3-
at test. (a) El domini �es M = 546 mm i N = 546 mm, i els

despla�camants s�on t1 = 3 mm i t2 = 13 mm, (b) M = N = 462 mm i t1 = 2 mm, t2 = 33

mm, (c) M = N = 182 mm i t1 = 2 mm, t2 = 7 mm. (d) M = N = 330 mm i t1 = 11 mm,

t2 = 15 mm, (e) M = N = 462 mm i t1 = 2 mm, t2 = 7 mm, (f) M = N = 630 mm i t1 = 5

mm, t2 = 7 mm, (g) M = N = 630 mm i t1 = 2 mm, t2 = 7 mm, (h) M = N = 630 mm i

t1 = 7 mm, t2 = 9 mm i (i) M = N = 630 mm i t1 = 5 mm, t2 = 63 mm.
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En la �gura 6.13 es pot veure que, excepte els casos (b) i (i), el peak to valley dels errors

de reconstrucci�o est�a per sota del nan�ometre. Els casos (b) i (i), tal com s'ha dit altres vega-

des amb aquests tipus de despla�caments, quan els despla�caments s�on grans els errors de vora

augmenten. De fet es pot veure mitjan�cant la comparaci�o entre els casos (f) i (i), en que

ambd�os casos comparteixen el mateix domini i despla�cament t1, per�o en el cas (f) el segon

despla�cament tamb�e �es petit mentre que en (i) �es t2 = 63, que els errors m�es grans en les

reconstruccions venen del fet que el segon despla�cament �es gran. En tots els altres casos, amb

diferents tipus de despla�caments i dominis, el m�etode �es repetitiu i robust. Els casos (f), (g)

i (h) tenen el mateix domini i despla�caments similars i les reconstruccions tamb�e ho s�on.

Aquesta repetibilitat i robustesa del m�etode �es important perqu�e, dins del que es pot ana-

litzar amb aquests casos concrets, el comportament del m�etode amb de tots els sub-processos

incorporats �es conegut, tenint pitjors resultats amb despla�caments grans i mantenint-se per

sota del nan�ometre en totes les altres combinacions de dominis i despla�caments.

Les reconstruccions de la �gura 6.14 segueixen un comportament molt similar a les de la

�gura 6.13. Per tant, la in
u�encia dels errors de posicionament de la superf��cie A �es similar

tant si es produeixen en l'eix x com en l'eix y. Les �gures 6.15 i 6.16 tamb�e tenen unes

reconstruccions similars a les anteriors, per tant el m�etode t�e les mateixes in
u�encies si els

errors de posicionament s�on a la superf��cie A com a la superf��cie B.

De les �gures 6.13|6.16 es treu la conclusi�o que el m�etode es robust en tot tipus de des-

pla�caments i dominis, excepte amb despla�caments grans, obtenint reconstruccions per sota

del nan�ometre peak to valley quan els errors de posicionament estan entre [�0:5; 0:5] mm.

Un cop s'ha analitzat la in
u�encia per separat de cada error de posicionament, a continu-

aci�o i ja per �nalitzar, es veuran reconstruccions amb els mateixos dominis i despla�caments,

per�o quan s'afegeix alhora errors de posicionament aleatoris que segueixen una distribuci�o

uniforme entre [�0:5; 0:5] mm.
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La �gura 6.17 mostra els errors de reconstrucci�o per a 500 SUTs, seguint el mateix esque-

ma que en les �gures 6.13|6.16, per�o en aquest cas afegint tots els errors de posicionament

alhora. En aquests casos, i per tal de poder mostrar la precisi�o del m�etode gr�a�cament, els

errors en l'eix x de la �gura A i B s�on el mateix, i igual succeeix en els errors en l'eix y de

les superf��cies A i B. Els errors de posicionament en els eixos x i y s�on aleatoris seguint una

destribuci�o uniforme entre [�0:5; 0:5] mm.

El que es pot veure analitzant la �gura 6.17 �es que els resultats s�on molt similars als de les

�gures 6.13|6.16. Aquests resultats indiquen que el m�etode segueix sent repetitiu, constant

i robust quan els despla�caments s�on petits. Aquesta �gura ens demostra que el m�etode del

lateral shearing seq•uencial bidimensional proposat en aquesta tesi, juntament amb l'estimaci�o

de pitch i roll i amb la introducci�o de la quadr�atica mitjan�cant el 3-
at test, aconsegueix

reconstruccions de superf��cies que estan al voltant del nan�ometre peak to valley.

Aquest nou m�etode proposat �es r�apid, doncs al ser les mesures donades per l'interfer�ometre

�es m�es r�apid que els escanejos unidimensionals del LTP, per exemple, i t�e una precisi�o al vol-

tant del nan�ometre peak to valley, sempre que els errors de posicionament estiguin entre

[�0:5; 0:5] mm, i independentment dels errors de pitch i roll en els despla�caments.
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Figura 6.17: Peak to valley de l'error de reconstrucci�o, φ� φ� � eq, usant el lateral shearing

seq•uencial i l'estimaci�o de pitch i roll de les seccions 5.1.1 i 5.1.2, en funci�o dels errors de

posicionament amb el 3-
at test. (a) El domini �es M = 546 mm i N = 546 mm, i els

despla�camants s�on t1 = 3 mm i t2 = 13 mm, (b) M = N = 462 mm i t1 = 2 mm, t2 = 33

mm, (c) M = N = 182 mm i t1 = 2 mm, t2 = 7 mm. (d) M = N = 330 mm i t1 = 11 mm,

t2 = 15 mm, (e) M = N = 462 mm i t1 = 2 mm, t2 = 7 mm, (f) M = N = 630 mm i t1 = 5

mm, t2 = 7 mm, (g) M = N = 630 mm i t1 = 2 mm, t2 = 7 mm, (h) M = N = 630 mm i

t1 = 7 mm, t2 = 9 mm i (i) M = N = 630 mm i t1 = 5 mm, t2 = 63 mm.
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DISCUSSIÓ I CONCLUSIONS

193
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Aquesta tesi ha portat algunes contribucions cient���ques que b�asicament han estat reco-

llides en alguns congressos i revistes internacionals del camp de la �optica [VNC09b, VNC09a,

VNC11]. A continuaci�o es far�a una descripci�o de les principals conclusions a les que ha portat

el present treball.

� Cap��tol 2

– Es presenta el motiu i l'objectiu del nou m�etode proposat en aquesta tesi: el lateral

shearing seq•uencial bidimensional. El lateral shearing seq•uencial bidimensional �es

un m�etode que elimina la in
u�encia de la superf��cie de les mesures donades per

l'interfer�ometre .

– Es veu el setup que es necessita per a portar el m�etode a la pr�actica, aix�� com es fa

una primera descripci�o anal��tica en un domini unidimensional i in�nit. En aquest

cas, sense cap font d'error afegida i en un domini in�nit i unidimensional, es fa

una reconstrucci�o de la superf��cie mesurada per l'interfer�ometre amb la m�axima

precisi�o (error num�eric).

– Es veu tamb�e el m�etode en un domini unidimensional i �nit. En aquest cas, es

necessiten una s�erie de modi�cacions en respecte del domini in�nit i unidimensional

per tal de que es compleixi el teorema de translaci�o: es necessita que la funci�o sigui

peri�odica de per��ode el domini de mesura de l'interfer�ometre. Com que aix�o no

succeeix, s'incorpora el m�etode de l'extensi�o natural, per tal de perioditzar les

superf��cies.

� Cap��tol 3

– Es descriu el m�etode en domini bidimensional i discret, que �es el que es tindr�a

realment amb les mesures donades per l'interfer�ometre. Es fa un an�alisi de l'espai

de Fourier i es veu com afecta i com �es la relaci�o entre el domini de les mesures i

els despla�caments de les superf��cies.

– Amb un s�ol despla�cament apareix un error peri�odic en les reconstruccions que dep�en

de la relaci�o entre el domini de la mesura i el despla�cament. Aquest error �es degut
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a les singularitats de la funci�o de transfer�encia. En funci�o de si el despla�cament

�es divisor del domini o no, la magnitud dels errors canvia. En el cas en que

el despla�cament no �es divisor del domini, l'error peri�odic �es constant en tota la

reconstrucci�o, aconseguint un error de �2 nm en el millor dels casos. En el cas en

que el despla�cament �es divisor del domini, l'error peri�odic �es creixent en els extrems.

Aquest error �es conegut com error de vora, i �es degut a que s'est�a suposant que

la SUT �es peri�odica quan no ho �es. En el millor dels casos l'error �es de �0:2 nm,

per�o nom�es amb despla�caments molt petits.

– S'arriba a la conclusi�o que es necessita l'extensi�o natural, un m�etode que "`perio-

ditza"' la SUT. Amb l'extensi�o natural s'eliminen els errors de vora, aconseguint

erorrs de reconstrucci�o �2 nm, per�o no s'eliminen els errors peri�odics, produ•�ts per

les singularitats de la funci�o de transfer�encia. Per eliminar l'error produ•�t per les

singularitats de la funci�o de transfer�encia, es necessiten dos despla�caments.

– S'analitzen diferents combinacions de dominis i despla�caments, arribant al millor

resultat quan es fa el lateral shearing seq•uencial amb dos despla�caments co-primers

i divisors del domini, amb l'extensi�o natural. En aquests casos s'arriba a un error

de reconstrucci�o �10�14 nm. Aquest error �es purament num�eric.

� Cap��tol 4

– S'introdueix soroll a les mesures i es fa una propagaci�o d'errors, �es a dir, s'analitza

com afecta el soroll de les mesures en les reconstruccions a partir de l'espai de

Fourier i la funci�o de transfer�encia. Es veu que varia la in
u�encia del soroll en

funci�o de la magnitud dels despla�caments i dominis de la mesura. S'arriba a la

conclusi�o que el millor rang per minimitzar l'error de posici�o �es que el domini de

la mesura sigui menor de 300 mm, i el despla�cament entre 10 mm i 30 mm.

– S'introdueix els errors de posicionament en el despla�cament de la taula lineal.

S'analitza com afecta en la funci�o de transfer�encia i la magnitud de propagaci�o

d'errors. Es veuen diferents reconstruccions amb diferents despla�caments i dominis

en funci�o de la magnitud de l'error de posicionament. S'arriba a la conclusi�o que si
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l'error de posicionament �es m�es petit que 0:1 mm, l'error en la reconstrucci�o usant

el lateral shearing seq•uencial �es menor que 1 nm.

� Cap��tol 5

– S'introdueixen els errors de guiatge. Es fa un an�alisi de com afecten els error de

pitch i roll en les reconstruccions utilitzant el m�etode del lateral shearing seq•uencial

amb diferents dominis i despla�caments, amb i sense extensi�o natural. En tots

els casos s'afegeixen dos tipus d'error en la reconstrucci�o: un terme quadr�atic i

augment dels errors de vora. La magnitud d'aquests dos errors est�a molt per sobre

de la precisi�o buscada. Quan hi ha error de pitch i roll en els despla�caments de

500 nrad, l'error en la reconstrucci�o �es de 1000 nm peak to valley. S'arriba a la

conclusi�o que �es necessari un m�etode per a l'estimaci�o del pitch i del roll.

– Es proposen dos m�etodes nous per a l'estimaci�o del pitch i el roll, basats en la

sobre-informaci�o que es t�e de les superf��cies amb les mesures de l'interfer�ometre

necess�aries per al m�etode del lateral shearing seq•uencial. Es comprova la preci-

si�o dels nous m�etodes d'estimaci�o de pitch i roll. S'arriba a la conclusi�o que els

m�etodes funcionen de manera correcte per a superf��cies planes, tenint una desvia-

ci�o est�andard de l'error entre 0.2 nrad i 3 nrad en l'estimaci�o del pitch i entre 1

nrad i 5 nrad en l'estimaci�o del roll, en tots els casos analitzats. Tamb�e s'arriba a

la conclusi�o que els m�etodes no funcionen correctament quan les superf��cies tenen

termes quadr�atics.

– Es comprova com s�on les reconstruccions usant el lateral shearing seq•uencial, amb

els m�etodes per a l'estimaci�o de pitch i roll proposades. Es veu que l'error en la

reconstrucci�o est�a per sota de 1 nm peak to valley en la majoria de casos en que

les SUTs no tenen termes quadr�atics, per�o augmentant de manera important amb

la magnitud dels termes quadr�atics de les SUTs. Per tant s'arriba a la conclusi�o

que les reconstruccions tenen la precisi�o adequada per a superf��cies planes, per�o no

per a superf��cies amb termes quadr�atics.

– S'arriba a la conclusi�o que per a superf��cies amb terme quadr�atic �es necessari fer



197

un tractament dels termes quadr�atics de les mesures inicials donades per l'inter-

fer�ometre.

� Cap��tol 6

– Es comprova que fent un tractament previ dels termes quadr�atics |eliminant la

quadr�atica a l'inici i al �nal de les reconstruccions| les reconstruccions s�on acu-

rades i independents de la magnitud dels termes quadr�atics de les mesures, tenint

el peak to valley de l'error de les reconstruccions sense el terme quadr�atic per sota

de 1 nm en la majoria de combinacions de dominis i despla�caments. En aquest cas

no es t�e informaci�o de la quadr�atica de la SUT.

– Es proposa un nou m�etode de 3-
at test per a l'estimaci�o dels termes quadr�atics

de la superf��cie de refer�encia. S'analitza detingudament el m�etode i els resultats de

les estimacions dels termes quadr�atics en funci�o dels errors de posicionament de les

superf��cies necess�aries per al m�etode. Es veu com la mitja i la desviaci�o est�andard

de l'error del peak to valley de la reconstrucci�o de la quadr�atica mitjan�cant el

m�etode �es menor de 1 nm si els errors de posicionament s�on menors de 0.5 mm.

– Es proposa �nalment una combinaci�o del lateral shearing i l'estimaci�o de la quadr�atica

mitjan�cant el 3-
at test, amb estimaci�o de pitch i roll i extensi�o natural incloses.

S'analitzen diferents combinacions de despla�caments i dominis de mesura, arribant

a una precisi�o al voltant de 1 nm peak to valley en la majoria de despla�caments i

dominis. Aquest rang dels errors ens permet tenir un m�etode r�apid |al utilitzar

un interfer�ometre en les mesures| i amb una precisi�o al voltant de 1 nm peak to

valley en un escenari realista.

– En les l��nies per continuar el treball, faltaria afegir alguns altres errors que es poden

trobar en un laboratori, aix�� com sobretot portar a la pr�actica mitjan�cant mesures

reals d'un mirall de sincrotr�o amb un interfer�ometre el m�etode del lateral shearing

seq•uencial bidimensional proposat en aquesta tesi.
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