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PRESENTACION

El presente trabajo es resultado de una historia profesional del autor, como profesor
militante en escuelas, dando clases para el segmento 12-16 y aun como investigador y
formador de maestros, desde los afios 80. Mi vivencia en escuelas publicas y privadas
de la ciudad de Sao Paulo (Brasil) posibilitd que estuviéramos adelante de proyectos
pedagdgicos socialmente relevantes para el contexto pedagdgico y social en que
ocurrieron. En paralelo tuve la oportunidad de participar del “Centro de Educacio
Matematica (CEM)”, grupo de investigacion-accion dedicado al estudio, investigacion y
formacion de maestros, que tenia la colaboracion de Z. P. Dienes y Claude Gaulin entre
otros, lo que posibilitdé tomar contacto y convivir con la comunidad internacional
dedicada a diversos aspectos de la investigacion sobre cuestiones de la educacion
matematica como los aspectos psicocognitivos, epistemologicos y didacticos (PME,
CIEAEM, ICME, CIAEM, ENEM, etc.). Esta vivencia llévanos a una participacion
como miembro activo de la comunidad que construyo el movimiento de la Educacion
Matematica brasilena, desde sus momentos iniciales de construccion de identidad en el
final de los afios 80. Todo este contexto ha provocado internamente una necesidad de
toma de posicion y profundizacioén para producir eficacia en las intervenciones micro,
meso y macro institucionales que se hicieren necesarias en lo que respeta a la educacion
matematica y sus relaciones en la sociedad.

Mirando simultaneamente el vivido y producido en lo nivel profesional y por otra parte
lo que la comunidad viene ya produciendo en términos de investigacion y los nuevos
aportes tedricos, nos sentimos animados a mirar desde de dentro de nuestra practica y
tomamos un episodio vivencial didactico rico de elementos observables y que dice
respeto a una de las cuestiones puestas en la comunidad de investigacion de educacion
matematica aun en fase de estudios. Tratase de las cuestiones relativas a la
comunicacion matemadtica conectada con los aspectos matematicos cognitivos y
metacognitivos y aun de las condiciones y variables que posibilitan que los alumnos
sean capaces de producir matematicas. Decidimos hacer una investigacion acerca de la
produccion de escritos de matematicas realizados por los alumnos para conocer su
potencial cognitivo, y demostrar un ambiente de aprendizaje especial. De nuestra vision
consideramos que el tema es por demés oportuno en los dias actuales, pero se conoce
mas de su importancia a través de ponencias curriculares que de los resultados de las
investigaciones recientes. Los textos que vamos analizar tienen caracteristicas
especiales, por tener una alta dosis de intencion didéctica (se dirigen al otro, muchas
veces una audiencia genérica), procesos de comunicacion y de argumentacion.La
comunicacion y la argumentacion estanpresente en todos contextos de la cotidianidad,
en los debates publicos, en los debates de los estudiantes, en espacios laborales, en los
libros de texto, la prensa y en los articulos de revista, incluso en el mundo académico.



Entendemos que la argumentacion y la produccion de actividades constructivas en la
escuela.deben ser vistos como un mecanismo importante para conseguir debates
provechosos. Por lo tanto, en el contexto escolar, esta habilidad requiere ser potenciada
mediante aprendizajes que involucren elementos inherentes a dicho acto comunicativo.
Por lo tanto, el desarrollo de las habilidades argumentativas, involucra el dominio de
estrategias discursivas, que permitan a los estudiantes asumir posiciones criticas
respecto a un discurso, interiorizar el conocimiento, traducirlo en elementos
conceptuales y practicos para la resolucion argumentada y dialogada de situaciones
problema. Por los elementos distintivos que seran vistos en este trabajo, creemos en la
posibilidad de poner mas cuestiones y abrir otros caminos para la investigacion en los
aspectos que el estudio intentara poner.

Cuando los estudiantes argumentan y contra-argumentan, entre si, para el maestro o una
audiencia genérica, debido a su intencion didactica, se convierten en coautores y
corresponsables por el desarrollo del su propio proceso de construccion del
conocimiento. La argumentacién en un proceso de comunicacion, permite activar
procesos metacognitivos, por cuanto exige comprender los problemas y tener claridad
sobre las relaciones entre diferentes situaciones y los conocimientos previos del
estudiante, como también, razonar del punto de vista del otro y reflexionar en torno a
sus propios actos.

Es importante delimitar el alcance de este trabajo, cuyo objeto de estudio e interés es,
aun que no exclusivamente, del campo de la Educacion Matematica que es la fuente de
nuestra formacion y el campo preferencial de nuestros intereses de investigacion.
Mientras, la Lingiiistica — de que utilizamos aqui sus teoria y herramientas -, y en
especial la andlisis del discurso, es un campo teérico importante para los estudios que
escogemos, y por no ser este nuestro campo de origen tomamos partido, haciendo
elecciones que nos parecieron adecuadas a los propositos de parte de la investigacion,
usando una direccion entre las diversas concepciones y teorias disponibles acerca de la
analisis del discurso.

Para dar consecucion a un andlisis actual, se tratan elementos de diversas perspectivas
teoricas, asumiendo que nuestro cuadro tedrico es una amalgama de propuestas y
modelos tedricos en el campo de la epistemologia, lo didactico y lo cognitivo.

Es oportuno remarcar que el presente trabajo es consecuencia de una de las limitaciones
apuntadas en el estudio que se realizd anteriormente (Lopes, 2000),qué estudio los
registros de cuatro alumnos de una misma clase y se mostrd los elementos comunes, las
diferencias de apropiacién, los elementos interaccionales, el estilo cognitivo y otros
elementos que influyeran en la aprendizaje. En el rol de las limitaciones del trabajo, se
apunto la importancia de realizar un estudio de producciones diferentes de los mismos
alumnos en momentos diferentes para analizar permanencias, distinciones, etc. Y
también de reconocer de forma mas amplia el valor de los distintos textos para mostrar
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procesos de legitimacidn, autonomia, etc. Para con ello, analizar la propia evolucion de
los escritos, adaptacion a contextos distintos, andlisis de posibles subgéneros, etc.

Otro punto que intentamos hacer con las herramientas tedricas hoy disponibles es
conocer y comprender los elementos que caracterizan un ambiente especial de
produccion de conocimientos matematicos por un grupo que constituye una comunidad
(de practica y de investigacion) con dinamicas propias que llevan los alumnos a resolver
problemas, investigar y hacer matematicas no convencionales, a este ambiente que sera
llamado de ambiente de inspiracion lakatosiana vamos dedicar parte de nuestro analisis.
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CAPITULO 1

INTRODUCCION

En este capitulo de introduccionpresentamos los antecedentes
del estudio a que nos proponemos, (1.1.) que motivo esta tesis.
En los antecedentes y caracterizacion de objeto de estudio,
situamos la trayectoria del autor como maestro e investigador
en Brasil, que desarrolld practicas de clase y instrumentos de
evaluacion que aqui son analizadas. El punto clave es la
discusion de la importancia de la comunicacion matematica y la
escrita en especial, sobre los textos e interacciones.

En seguimiento presentamos y caracterizamos el problema de
investigacion (1.2), cuyo objetivo es analizar trayectorias de
aprendizaje de un grupo para caracterizar lo que es una
Comunidad de Practica Escolar de Inspiracion Lakatosiana. Y
en particular de una muestra de dos estudiantes en una direccion
vertical -, esto es al largo de un periodo grande de tiempo, una
vez que ya existe un estudio hecho en una direccion horizontal,
en que se analizoé la produccion de cuatro estudiantes en un
mismo periodo corto — y de fragmentos puntuales que
ejemplifican la produccion CPEIL, para mostrar el éxito y la
forma de desarrollo obtenida. En (1.3.) presentamos los
primeros elementos de los bastidores del estudio con foco en los
textos y su valor en el aula de matematica. Las interacciones en
el aula y la construccion compartida de conocimiento son
insertadas en (1.4.), lo que va a justificar las preguntas que
hacemos (.5.) y las hipotesis de estudio que sostenemos. En
(1.6.) presentamos la estructura de la memoria del trabajo.

13



1. 1. Precedentes. Interés del estudio. Intencionalidad

Las reformas educativas de muchos paises (Estados Unidos, Espafia, Portugal,
Australia, Singapur entre otros) no siempre han conseguido cambiar las practicas de
clase y pocas veces han significado un cambio de la cultura didactica de un parte
mayoritario del profesorado. Es lo que ocurre en el Brasil, qué tiene unos Parametros
Curriculares Nacionales (a partir de ahora, PCN) que ponen especial énfasis en la
ensefianza de los procesos de resolucion de problemas, en las estrategias de
razonamiento y en las situaciones interaccion y comunicacion en la aula. Pero los
propositos de mayoria de los docentes sigue siendo el fomento de exposicion en la
pizarra, con discurso unilateral dirigido a los alumnos y con poca participacion y
legitimacion de las ideas del alumnado qué poco tienen de oportunidad para expresar
sus ideas, dudas, descubiertas o argumentaciones.

Con el proposito de tener el maximo de informacion posible de la aplicacion del
conjunto de tareas matematicas realizadas en el aula, diversos autores han hablado de
formas de negociacion que permiten regular (De Landshere 1996) el proceso, al mismo
tiempo que obtener las informaciones de los alumnos y ain poder evaluarlos
formativamente. Citan técnicas o modalidades diferentes de tipo escrito para obtener
este resultado: cuadernos, diarios, resumenes, registros de autocontrol, murales, paneles,
libros (sobre la clase, del grupo, etc.),portfolios, etc. Todos ellos son considerados como
contextos de produccion en donde se dan consignas determinadas, desdoblamientos, etc.
Todos ellos estdn contaminados por los eventos que ocurren en la clase. Lo qué vamos a
estudiar aqui son registros de produccion qué se pueden leer e inferir a partir, de
cualquier texto de cualquier muestra, elementos significativos del debate oral y publico
que carga y conquista las atenciones de los alumnos, y, en general, siempre se podra
descubrir algo nuevo, tener la sensacion del placer y la seguridad que los alumnos
manifiestan en sus escritos.

1.2. Existencia de una problematica de investigacion.

Ha habido diversas tentativas para describir los eventos que ocurren en clase, como se
relacionan con el aprendizaje de conceptos y procedimientos; y como se refleja la
construccion de significados matematicos a partir de producciones del alumnado. En
algunos se ha analizado la producciéon como accion comunicativa en el momento de la
accion (Barnes y Todd 1995) o por medio de videograbacioén observando discurso oral y
gestual de los alumnos en situacion de resolucion de problemas, individual, por pareja,
en grupo pequefos, etc., para reconocer procesos interactivos (Bartolina Bussi 1991,
Cobo 1998). En otros, con foco en la evaluaciéon de elementos afectivos o
metacognitivos, las consignas han sido deliberadamente dirigidas a fines especificos
(Powell 1989), o para observar escritos de procesos investigativos (Borasi 1989,
Morgan 1998), o atn focalizadas en un elemento de contenido que se convertia en
objeto de anélisis (Boero 1997).
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Nuestro trabajo, a diferencia de los citados, mira lostextos producidos por los alumnos
como parte de su quehacer matematico.Analizamos como permiten reconocer diversas
formas del discurso en clase. Consideramos los textos como actividades discursivas
(Leontiev 1969) en contextos de determinacion restringida (Valsiner 1997), aceptando
negociaciones (Cobb 1996) que activan la construccion social del conocimiento como
proceso compartido que envuelve a participantes heterogéneos en la accion (Lemke
1998). Asi, nuestro trabajo se enmarca en el estudio del discurso a partir de la clase de
matematicas, sin olvidar de mirar el contenido especifico (Coll & Sol¢ 1987).
Consideramos que nuestro estudio es importante y relevante porque: (a) permitira
analizar escritos no dirigidos, con valor de regulaciéon colectiva, para reconocer
(metaféricamente como el arquedlogo) lo que los textos pueden decirnos del contextoy
(b) pensamos que serd una herramienta util para la formaciéon del profesorado.
Queremos caracterizar el aula como comunidad que construye significados, hace
valoraciones legitimadas y construye identidades individuales y colectivas mediante sus
interacciones visibilizadas en los textos que esta comunidad produce.

Otro corte de nuestro estudio se relaciona con el hacer matematico por los estudiantes.
Un hacer matematico que lo podria ser uno de los objetivos focales de la ensefianza, sin
embargo no hay muchas evidencias de esta practica en la mayoria de las aulas de la
escuela basica de 12-16, e incluso en los cursos de matematicas superiores, en que son
comunes informes y anécdotas sobre como estudiantes universitarios resuelven
problemas de célculo mecanicamente basados en guiones prescritos sin pensar
matematicamente, incidiendo en errores.

También se puede hablar del gran nimero de aulas donde la agrupacion de los
participantes entre cuatro paredes, de ninguna manera puede ser descrita como una
comunidad matematica (incluso en los cursos universitarios de matematicas). Por
ejemplo, las aulas, donde hay poco respeto por las percepciones o ideas individuales;
donde la matematica es la rutina, con poco espacio para la investigacion y la
creatividad; donde los estudiantes estdn obligados a trabajar en silencio o con poca
comunicacion matematica. En términos de una filosofia constructivista, en esas aulas, se
da poca atencion a la construccidon personal del conocimiento por los estudiantes, y la
importancia de compartir ideas con los demas con el fin de construir conceptos
matematicos consistentes y coherentes. Muchos se hacen suposiciones sobre el
conocimiento matematico y significados comunes sin dar oportunidad de probar su
validez. Los estudios dirigidos a identificar las variables que intervienen en el éxito o
fracaso de la ensefianza de las matematicas apuntan a una percepcion general de que la
matematica es dificil y accesible para pocos, aunque esto no es necesariamente cierto.
Sin embargo, muchos profesores creen que la ensenanza de las matematicas queda mas
dificil, sobre todo si se basa en una perspectiva constructivista. Pues es dificil gestionar
la clase y planear, considerando que hay que oir los estudiantes, leer su mente y saber lo
que esta haciendo y sintiendo de lo que se le ofrecid, consideran “dificil”, porqué hay
que dedicar tiempo y estar atento para comprehender lo que pasa y en algunos casos
incorporar sus concepcionespara re planificar e intervenir. El hecho es que los maestros
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no tienen muchas herramientas en su formacion para saber oir, leer e interpretar lo que
hacen los alumnos. Por lo tanto, encontrar oportunidades para acceder a su pensamiento,
y considerar quetenemos que vigilar con mucho cuidado, nuestros juicios acerca de los
estudiantes. ;Qué evidencia existe sobre la que basar un juicio hecho? ;Cémo podemos
evaluar la eficacia de nuestras interacciones con los estudiantes? ;Cémo ser mejores
maestros?

Para que tal empresasea posible creemos que es importante discutir algunos
referenciales tedricos que, o son o bien cerca del ambiente de inspiracion lakatosiana
que intento describir en este estudio, o contribuyeran para que fuese gestado, por
influencia a lolargo del tiempo sobre el autor de este estudio, testigo y protagonista de
los episodios analizados.

1.3. Justificacion

“Me permito a saborear el fruto del
arbol que he plantado”

Al inicio de mis estudios, me puse un elemento situacional en discusion, acerca de la
legitimidad cientifica de hacer este estudio y su clasificacion en el marco de las
investigaciones en educacion matematica. Lo que ha provocado la cuestion es el hecho
de que lo investigador que firma este trabajo actudé como participante de los eventos
donde se producirdn los objetos de analisis. En principio se podria entender tratarse de
un caso especial de investigacion-accion. Esto término fue utilizado por primera vez por
el psicélogo aleman Kurt Lewin en los afios 40 (siglo XX) para referirse a los estudios
de la vida social y a las intervenciones con la intencion de transformalas. Desde
entonces muchos investigadores se apropiaran del término, transformandolo en algunos
aspectos. Thiollent (1992), por ejemplo, considera la investigacién-accion un tipo de
investigacion participante y sugiere que la diferencia entre una y otra, en el contexto de
la América Latina, es que ni siempre en la investigacion participante existe una
“voluntad planeadora”, una “voluntad de accidén conjunta programada”. En el Brasil en
los afios 70-80, la investigacion-accion o investigacion participante marco gran parte de
los estudios sociales, en especial los de educacion popular (Freire 1978), que
alimentaban los movimientos que luchaban por la democracia contra el estado de
excepcion que marcd los 23 afios de dictadura militar en instituiciones educativas,
sindicales y otras.

Pero, para nosotros hay unas variables distintas que tiene que ser consideradas y que
pueden contribuir para la caracterizacion de este estudio, marcando alguna diferencia de
la investigacion-accion de los estudios de las ciencias sociales que se practica en Brasil.
La principal que quiero destacar es la variable de distancia temporal del fenomeno
analizado, que es diferencial que debe ser considerado. En los estudios de investigacion-
accion, la distancia temporal entre las acciones de intervencion y la investigacion son
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cercanas. Lo mismo no pasa en este estudio, aunque, que uno de los participantes de las
acciones objeto de estudio (como observador, recolector de datos, gestor y ejecutor de
las acciones didacticas que llevaran a la produccion de los textos analizados) es el
mismo que la mira como investigador desde una nueva posicion. A esto hay que afnadir
que mas alla dela variable tiempo hay también variables objetivo y grado de
intervencion en los hechos. Queda la variable grado de intervencién en la analisis, pero
esto ha de ser controlado por el uso adecuado de los cuadros tedricos disponibles y
ademas de los utilizados en esto trabajo. Lo mismo pasa con otros investigadores como
sociologos o historiadores que se dedican a mirar hechos pasados de los que muchas
veces pueden tener participado como observadores o militantes. Creemos que la
posicion de investigador privilegiado, por detener més informaciones y memoria acerca
de los eventos, de nuestra mirada, no contaminard el estudio. El (micro) andlisis afinada
posibilitara una relectura y posible a partir de una posicion de madurez con vista a
formular conclusiones (por confirmacién o refutacidon), nuevas conjeturas, cuadros
tedricos, etc.

Por eso, y mas, creemos en la pertinencia de esta investigacion y su objeto. Hay que no
olvidar que vivimos en una comunidad de educacion matematica, en pleno y fuerte
desarrollo, donde se ha producido el eslogan profesor-investigador, que orienta muchos
programas de formacion y el hecho de que muchos profesores de hoy seran
investigadores en el futuro proximo. No se escapa de tener situaciones similares en el
presente y el futuro. Hay que asumir estas investigaciones, refinarlas y tornarlas cada
vez mas fiables.

La documentacion principal que vamos utilizar para hacer nuestras analisis son texto,
producidos por los estudiantes y relatos en forma de articulos (publicados en revistas
especializadas) sobre eventos didacticos. En estos textos un de los focos de las analisis
son las argumentaciones producidas por los estudiantes, las interacciones y como se
articulan.

Hablar de argumentacion y negociaciones pertinente, e interdisciplinar. En efecto, la
argumentacion es un tema que ha sido abordado por éareas del conocimiento como la
filosofia, la retérica y la lingiiistica. Perelman y Olbrechts-Tyteca (2001) consideran que
la argumentacion consiste en lograr la adhesion y el convencimiento de un auditorio, es
decir, que la audiencia sea convencida de la tesis que se defiende. Y por otra parte este
tipo de investigacion es actual y original en Educacion Matematicaporque implica usar
herramientas que ahora se usan para interpretar discursos multimodales, y aplicar
algunas de ellas a hacer “arqueologia” de situaciones de aula.

En lo uso de textos narrativos para analizar es clave de avaluar y regular el desarrollo
profesional del profesor, pensamos que puede trasladarse al estudiante. Los procesos
guiados o autorregulados de documentacion narrativa de experiencias, practicas y
saberes escolares, que tienen como productos privilegiados a los relatos pedagogicos
escritos con las palabras y sentidos de los docentes, constituyen una redefinicion radical
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de los modos de conocer e investigar. Al tiempo que proponen una alternativa para la
formacién inicial, continua y el desarrollo profesional entre docentes a través de la
autoevaluacion de la practica educativo e incluso de sus conocimientos (F.M.Connelly
& D.J.Clandinin, 1995; Climent y Carrillo, 2008). A través de los textos narrativos de
los estudiantes, los procesos de documentacion narrativa llevados a cabo de forma
colaborativa, se presentan como vias validas para la reformulacién, la ampliacion y la
transformacion de la una cierta “vision pedagdgica” del propio alumnado. Lo cual
permite incursionar en lo inédito, en lo silenciado, en lo aun no descrito ni dicho
(Suarez, 2005).

1.4. Interaccion en el aula y construccion compartida de
conocimiento.

El interés por profundizar teoricamente los fendmenos didacticos en un ambiente
especifico que fue nombrado Ambiente de Inspiracion Lakatosiana (AIL), se debe a la
existencia de una produccidon matematica, registrada en textos, de estudiantes de 11 a
15 afios, que pretendemos mostrar que tiene originalidad y es de alta calidad. Los textos
fueran hecho por los alumnos en clase en un proceso de produccion individual y/o
colectiva, en una dindmica que se caracteriza por una intensa interaccion y trabajo
colaborativo. Este tipo de produccidn, se diferencia de otras producciones de alumnos,
por la autenticidad e invencion, en que los alumnos crean matematicas‘“nuevas”, es
decir, no oficiales, y sin preocupaciones si lo que enuncian, problematizan, crean y
desarrollan necesita ser validado o no por una “autoridad”, en el caso el profesor, lo que
instaura un clima investigativo especifico, en el que los alumnos institucionalizan el
conocimiento de forma propia diferente al estilo matematico clasico y tradicional.

Nuestro propoésito es caracterizar tantos elementos del ambiente cuantos posibles, para
que puedan ser documentados y analizados, con la finalidad de ofrecer a los profesores
o investigadores, elementos didactico-epistémicos que permita algun grado de
replicabilidad, se no de los resultados especificos, al menos del estilo especifico con una
vision epistemologica que puede generar nuevas producciones en otros espacios
educativos y con otros sujetos.

1.5. Problema de investigacion,

Este estudio se proponela caracterizacion de un contexto de produccion social de
conocimiento matematico que aqui sera llamado de AIL (Ambiente de Inspiracion
Lakatosiana) asi como tratar de caracterizar los elementos que lo constituye, sea en
relacion a los participantes que denominamos CPEIL (Comunidad de Practica Escolar
de Inspiracion Lakatosiana), en relacion a diversos tipos de actividades didacticas.Con
ello, queremos reafirmar la importancia de la produccion escrita del alumnado, asi
como el valor comunicativo y metacognitivo asociado. Asumimos en este estudio que se
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puede extraer elementos consistentes acerca de los conocimientos de los estudiantes, asi
como de las interacciones ocurridas en la clase cuando este conocimiento es objeto de
reflexion colectiva, través de textos producidos por los propios alumnos en un evento
didactico especifico. A partir de esos textos, nos planteamos los siguientesobjetivos para
este estudio:

Objetivos:

OB I:ldentificar a partir de textos escritos, elementos constitutivos de una cultura
matemadtica distintiva de un grupo de alumnos sobre el “que-hacer” matemdtico en
clase en donde se construye matemdaticas socialmente, en un periodo largo de tiempo en
la vivencia escolar.

OB2:Desvelar algunas variables o elementos que otorgan legitimidad al “que-hacer”
matematico de los alumnos en vias a negociar significados matematicos.

Y como consecuencia, reconocer el papel de las tareas y las interacciones que se dan
en dicha cultura en cuanto a su potencial cognitivo, analizando en un ambiente el
conocimiento que construyen los alumnos. Y reafirmar la importancia de diversos tipos
de textos matematicos producidos por el alumnado reconociendo el valor comunicativo
y metacognitivo asociado a actividades investigativas de redaccion-evaluacion, de
construccion de definiciones, de resolucion de problemas y actividad de sintesis.

Las preguntas

Para empezar esta etapa del trabajo de investigacion intentaremos responder un
conjunto de preguntas sin tener la pretension de agotar todas las perspectivas.

Asociado al objetivo OB1:

P11: = (Qué se puede saber de una practica matematica especifica llamada AIL a
partir de producciones textuales de los alumnos? ;Qué tipos de
actividades matematicas se identifican en los textos?

P12: = (En qué sentido los textos evocan unas intenciones y una implementacion
desarrollada que pone de manifiesto una forma de comunidad de practica
matematica? Es decir, explicar como, en este ambiente, los alumnos se
apropian de ideas matematicas y de habitos de pensamiento matematico.

P13: = ;Podemos decir que se construyd una comunidad de investigacion? ;Qué
caracteristicas tiene? ;Qué nivel de razonamiento hay en esacomunidad
de investigacion? ;Se establecid una cultura de dialogo entre diversas
culturas que permiten un escenario de interaccion social en donde se
asume una legitimacion consensuada?

P14: = ;Cuadles son los invariantes de contenido y procesos regulados en ese tipo
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de experiencia? ;Qué tipo de objetos y procesos de construccion del
conocimiento matematico se observa de parte del alumnado?;Qué nivel
de significado y convencimiento?

P15: = ;Qué procesos interpersonales se manifiestan y que competencias
matematicas se ven desarrolladas? ;Qué relaciones comunicativas es
posible percibir en ese ambiente? ;Qué caracteristicas de una cultura de
clase, se pueden inferir?

Asociado al objetivo OB2:

P21: = /Qué tipo de normas se reconocen en dicho escenario? Cémo se
distribuyen los papeles, las responsabilidades y como se hace legitimo el
conocimiento?;Qué caracteristicas reguladoras de la construccion de
significado se desprenden? ;Cuadl es el tipo de negociacion de
significados que se trasluce en el AIL?

En base a lo que se quiere razonar, pretendemos dar respuestas a las preguntas mas
profundas de la educacion matematica ;Qué sentido dar a la legitimidad del alumnado
para definir un curriculo intencional del docente? ;En qué sentido se puede seguir
hablando de devolucion?

Las hipotesis del estudio.

Estas, entre otras son algunas de las cuestiones visibles que nos ponemos al hacer este
estudio. En el curso de lo trabajo hemos elaborado algunas hipotesis que intentamos
rediscutirlas al final del trabajo, que son las siguientes:

Hipotesisl: Los textos de redaccion-evaluacion y los registros de los procesos y
ocurrencias de clase, pueden considerarse un subgénero didactico (distinto de otros ya
tradicionales) de donde podemos encontrar las caracteristicas:

(a) Los textos pueden dar informaciones del contexto de produccion y gestion indicando
diversos elementos que lo pueden caracterizar (interpersonales, matematicos, cognitivos
y metacognitivos);

(b) Los textos pueden evocar relaciones experienciales manifiestas por “niveles” de
generalizacion del discurso;

(c) Las textos y su estructura permiten reconocer elementos constructivos del
conocimiento matematico; (d) permiten capturar las representaciones de los alumnos
acerca del conocimiento matematico y como se procesa su aprendizaje.
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Hipotesis2:Podemos encontrar textos del alumnado que rompen con las restricciones de
contextos tradicionales de ensefianza-aprendizaje de las matematicas de tipo no
autoritario dialégico.

1.6. Estructura de la memoria

Presentamos a continuacion la estructura de nuestro estudio.

En el primer capitulo, estamos presentando los precedentes de nuestro trabajo que
justifican su interés, originalidad y pertinencia. Afiadimos las preguntas clave de nuestra
tesis, las hipotesis asociadas, y estructura del trabajo.

En el segundo capitulo, mostramos el cuadro tedrico utilizado para definir los
constructos que consideramos necesarios para explicar nuestra investigacion.
Empezamos por caracterizar el aula de matematicas, discutimos aun los aportes tedricos
acerca de distintos tipos de comunidad con acento en las comunidades de practicas, de
aprendizaje y de investigacion, para poder caracterizar la comunidad de practica escolar
de inspiracion lakatosiana, que es el objeto de este estudio. Tratamos atin de los estudios
acerca de normas y contratos. Por fin discutimos el papel de la escrita para reconocer la
construccion de significados matematicos y los tipos de escritos, entre los que se llaman
de redaccion evaluacion, que se analizaran en particular.

En el tercer capitulo se muestra la base metodologica que posibilitan contestar las
preguntas de investigacion y sostener las hipotesis del estudio. Empezamos con las
herramientas del analisis del discurso en contextos cientificos. En lo que se refiere a los
elementos matematicos observados, presentamos algunos aspectos a respecto de
competencias y habilidades matematicas que servirdn para mirar como (y qué) los
alumnos articulan sus conocimientos matematicos con acento especial a algunos
elementos metacognitivos.Utilizamos especialmente los referenciales e principios del
enfoco ontosemiodtico, para identificar los significados matematicos manifiestos en los
textos de los alumnos y modelos de andlisis de interacciones para analizar episodios de
produccion de conocimiento matematico y las marcas de interaccion que se puede
observar en los textos de redaccion-evaluacion de dos individuos en un intervalo de
tiempo largo.Al final se presentan ejemplos de analisis.

En capitulo 4se presentan los resultados de la primera fase de estudio empirico que nos
va a permitir dar caracteristicas generales observadas de la Comunidad de Practica
Escolar de Inspiracion Lakatosiana. Se inicia con un andlisis epistémico de tres
practicas diferentes. A seguir discutimos los aspectos referentes al emocional y los
afectos que aglutinan intereses y como cambian patrones en el ambiente que es el objeto
del estudio y hacemos un ensayo de analisis sobre las interacciones En un capitulo 5 se
analizan las actividades realizadas en la clase, y los textos denominados redaccion-
evaluacion producidos por dos estudiantes en un periodo de 4 afios.. En final hacemos
una mirada global de las tareas de forma comparativa segin las dos estudiantes
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analizadas Para finalizar el capitulo se sintetizan los resultados més importantes que
ayudan a responder a los objetivos de identificar el potencial cognitivo matematico
ligado al ambiente y lo que se liga a las tareas ].

Por final en el capitulo 6deconclusiones y consideraciones finales defendimos la
oportunidad del tema enfocado, las contribuciones que estudios de este tipo pueden
ofrecer a la educacién matematica contemporanea, apuntamos las limitaciones de lo que
se ha hecho, y aun las perspectivas para el futuro de las cuestiones subrayadas en esto
estudio.

En los anexos presentamos los textos escritos por los alumnos; y muestras de las hojas
de analisis que nos han servido para sacar resultados y conclusiones. Y por fin las
referencias bibliograficas utilizadas en este trabajo.
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CAPITULO 2

MARCO REFERENCIAL

En este capitulo se reconocen los marcos de referencia que
sirven para definir los constructos que consideramos
necesarios para explicar nuestra investigacion.

Asi, comenzamos por caracterizar el aula de matematicas
como un espacio que tiene una cultura propia (2.1.) con
significados compartidos (2.1.1.) y un estilo argumentativo-
discursivo especifico (2.1.2.), que se integra en la nocion de
practica operativa y discursiva matematica segin el enfoque
ontosemidtico (2.1.3.) y se explica el papel de las interacciones
y la participacion (2.1.4) en este espacio.

Se muestran caracteristicas de una comunidad de practica
(2.2.). Se explican sus dimensiones (2.2.1.); Se razona lo que
denominamos identidad en una comunidad de practica (2.2.2.),
y desarrollo (2.2.3.).

Se habla de comunidad de aprendizaje e investigacion (2.3.),
asi como de indagacion (2.3.1.). Se considera la nocién de
comunidad de practica colaborativa (2.4). Y en ella, el papel de
lo dialégico (2.4.1.) la legitimacion (2.4.2.) y contrato (2.4.3.).
Se razona sobre el papel de lo normativo en ese contrato
(2.44.).

Por ultimo, se analiza el papel del escrito para reconocer la
construccion de significados matematicos (2.5.) y los tipos de
escritos, entre los que se llaman de redaccion evaluacion, que
se analizaran en particular.
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2.1. El aula de matematicas. Un espacio con cultura especifica.

Diversos autores han hablado de la clase de matematicas como un lugar en donde se
generan ambientes de aprendizaje que se ocultan tras practicas sociales que requieran
para su comprension algunos contenidos matematicos. Posibilitando a los estudiantes
tomar conciencia del uso que hacen de las matematicas para modelar fendmenos
sociales y culturales con sus correspondientes consecuencias éticas y sociales. Los
ambientes de aprendizaje en estos escenarios encarnan aspectos democraticos propios
de la microsociedad del salon de clase de matematicas (Camelo, Garcia, Mancera y
Romero, 2008). Pensamos que para responder a nuestras primeras preguntas de
investigacion, debemos caracterizar como se ha interpretado la idea de la clase como un
espacio con una cultura especifica. Posteriormente diremos que se puede constituir en
comunidad de aprendizaje matematico. Y luego discutiremos que esa comunidad puede
también construir una identidad como comunidad de investigacion colaborativa. Para
ello, definiremos, explicaremos y argumentaremos en qué sentido estamos interpretando
estos términos, para que luego, podamos ver en ciertas experiencias textuales, rasgos
que nos permitan conjeturar que se dan dichas caracteristicas.

Entre estos ambientes pensamos que se encontraran los textos, La cultura consiste en un
conjunto de las comprensiones compartidas que sirven de medio a través de cual la
mente humana interacciona (Stenhouse, 1967, p. 16). Tomando como referencia la
concepcion de cultura dada por Nieto (2002), cada escuela tiene una cultura, mas o
menos arrugada y compartida por los diversos agentes educativos. El aula de
matematicas es una micro cultura que genera algunos de los elementos propios de toda
cultura, entre ellos las normas de actuacion. Los detalles del sistema local de normas
sociales y normas especificas de la practica matematica que rigen el comportamiento de
profesor y alumnos condicionan la adopcion de unos significados u otros en los distintos
momentos de la practica matematica (Wood, 1999).

2.1.1. La clase en una cultura discursiva de significados compartidos.

Cuando los significados no son compartidos, podemos hablar
de una diversidad de interpretaciones de una misma norma
que puede originar falta de comprension y acabar derivando
en un conflicto cultural de consecuencias importantes para el
sujeto que aprende.

En una conferencia en el auditorio de la PUC/SP (Noviembre de 1996), Edgar Morin se
dedico a trazar una interesante distincion entre "dialdgico" y "dialéctico". Para el autor,
as dialécticas Hegeliana arxista suponen la sintesis de los antagonismos, mientras
las dialéct Hegel y M t 1 t de 1 t , t

que el concepto de "dialogico", mas préximo al entendimiento de M. Bahktin, no
supone consenso en ninguna instancia, ni necesita de una sintesis; en este proceso, las
diferencias colocadas en didlogo siempre son enriquecidas por la contaminacién
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reciproca. Para la etnomatematica (ETM), la cultura es una memoria no-genética, es
aquel conjunto de informaciones que los grupos sociales acumulan y transmiten por
medio de diferentes manifestaciones do proceso de la vida, como la religion, a arte, el
derecho (leyes), formando un tejido, un “continuum semidtico” sobre el cual se
estructura el mecanismo de las relaciones cotidianas. Una cultura es, en la vision ETM,
inteligencia colectiva un sistema de “prohibiciones y prescripciones’que moldea la
dinamica de la vida social, mas lleva en consideracion no son los aspectos delsociussino
todos los fendmenos que inciden sobre la consciencia colectiva. Son programas de
comportamiento que permiten convertir acontecimientos en conocimiento.

Las informaciones de la naturaleza y de los fendémenos historicos y ambientales van
infiriendo consciencia en el grupo social y se transforman de no-cultura (informacién no
procesada) en cultura (sistemas con organizacién) pasan a hacer parte de la memoria
colectiva: tal signo gana un solo significado para un dado grupo.

La cultura se compone de textos, unidades semidticas formadas por combinaciones de
signos y que tienen bien definidas las fronteras, la estructura y expresiones peculiares
que caracterizan y distinguen de otros textos. El texto es considerado por ellos como el
primer elemento de cultura, algo asi como" un mensaje generado por los sistemas de
codigos culturales "(Noth 1995:331). La relacion del texto con la realidad, con los
fenémenos y la totalidad de la cultura "se manifiesta en el hecho de que, en diversos
grados, un mensaje puede aparecer como un texto, como parte de un texto o la totalidad
del texto”. (Lotmann et al, tesis 3.0.0.in multa). Esto significa que los recortes operados
en la cultura con el objeto de estudio, ambos son susceptibles de ser considerados como
un solo texto o textos como una reunién de los nifios que, aun a titulo individual,
pueden ser tomadas como "texto completo".

La estrecha asociacion entre estos textos y el concepto de cultura de trabajo de los
eslavos es esencial para que podamos comprender sus otras aplicaciones, especialmente
dentro de la organizacion. Y esa relacion se vuelve mas importante cuando una asociada
de otro concepto de la intervencion - la propia cultura, los préstamos a la vez un estado
muy cerca o incluso se superponen. La cultura, que nace de un texto, puede entenderse
como una unidad de sentido, aunque la propia prensa una serie de ambigiliedades,
contradicciones y paradojas.

La forma en que cada cultura produce y tiende a proliferar es el objeto que hace de la
excelencia, la investigacion en el &mbito de la comunicacion organizacional: La cultura
es la totalidad de los sistemas de significado a través del cual el ser humano o un
determinado grupo humano mantiene su cohesion (sus valores y su identidad y su
interaccion con el mundo). Estos sistemas de significado, normalmente se conoce como
sistemas modelizantes secundarios (o el idioma de la cultura), incluyen no sélo todas las
artes (literatura, cine, pintura, musica, etc.), Las diversas actividades sociales y patrones
de comportamiento, sino también los métodos establecidos por la comunidad que
conserva su memoria y su sentido de identidad (mitos, historia, sistema de leyes,
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creencias religiosas, etc.). Cada trabajo particular de la actividad cultural es visto como
un texto generado por uno o mas sistemas (A. Scheffcyzyk 1986:166). El texto es, pues,
estrechamente vinculada al concepto de cultura. El sistema genera texto, cualquiera que
sea su naturaleza (el sistema de empresa, politicos, filosoficos, sociales, antropoldgicas)
no trabaja sola, ¢l se comunica con un nimero de otros sistemas que directa o
indirectamente vinculadas a los indicios de que sus textos articular. De este modo,
podemos aceptar la hipotesis de que la organizacion de comunicacion de los resultados
de una determinada cultura en una organizacion que reune a los diferentes sistemas de
significado (actividades sociales, las pautas de comportamiento, métodos de
preservacion de la memoria) en un conjunto armonioso y individualizante. El texto
completo generado por una determinada cultura y que va a través de a través de sus
discursos es mas evidente la cara de la cultura: su efecto comunicativo. Todavia es A.
Scheffcyzyk que presume de ser el caracter comunicativo en el centro de la cultura, al
igual que la semiotica eslava.

2.1.2. Comunidad de practica discursiva y argumentativa.

Siguiendo a Bourdieu, nos referimos a la esfera de la practica (argumentativa o no) al
designar esos dominios que son mutuamente excluyentes en el sujeto de la historia en
cambia acciones y toma decisiones de forma coherente. Las esferas de la practica son el
dominio de validez de una practica bien identificada. Desde un punto de vista del
andlisis del papel que juega el lenguaje en el aprendizaje matematico, reconocemos el
caracter discursivo del lenguaje humano y, en ¢€l, su dimensién comunicativa y su
dimension cognitiva (Calderén, 2005)" y, en segundo lugar, el reconocimiento de que el
aula como espacio privilegiado para la elaboracion de conocimiento escolar es, en
esencia, una esfera de la comunicacion sociocultural (Bakhtin, 1982). Lo anterior exige
considerar, tanto las formas de produccion y de comunicacién del conocimiento
matematico y los procesos lingiiistico-discursivos relacionados con tales formas, como
los aspectos relacionados con el desarrollo de la interaccion en el aula (socioculturales).
Convenimos con los teéricos de la argumentacion, en que la argumentacion se convierte
en una forma de organizacion de los procesos cognitivos de los estudiantes. La
caracterizacion del razonamiento, estd dada por procesos que realiza el sujeto en los
que, a partir de informaciones previas se intenta pasar a nuevas formas de informacion.
(Rabello y Bolite, 2012)En esa perspectiva, “el uso de la argumentacién implica que se
ha renunciado a recurrir unicamente a la fuerza, que se atribuye un valor a la adhesion
del interlocutor, conseguida con la ayuda de una persuasion razonada” (Perelman &
Olbrechts, 1989: 106).Orador y auditorio son roles asignados en una argumentacion. El
auditorio se define como el conjunto de aquellos en quienes el orador quiere influir con
su argumentacion. El desarrollo de la argumentacion construye una relacion entre
orador y auditorio que Perelman & Olbrechts denominan “el contacto intelectual”.

! CALDERON, Dora Inés. (2005). Dimension cognitiva y comunicativa de la argumentacién en
matematicas. Tesis Doctoral. Cali: Universidad del Valle

26



Orador y educador pretenden que la intensidad de la adhesion no se limite a la
produccion de resultados puramente intencionales, sino a desencadenar una accion.

2.1.3. La nocion de practica matematica

De los sistemas de practicas realizadas para resolver los problemas emergen dos
categorias primarias de entidades: institucionales (sociales, relativamente objetivas) y
personales (individuales o mentales); de esta manera se asume que la matematica es,
ademads de una actividad, un complejo de objetos culturales (institucionales), axiomatica
y deductivamente organizado. Se atribuye un papel esencial al lenguaje (en sus diversas
modalidades), que tiene una funcioén no so6lo representacional sino también instrumental
o constitutiva de los objetos matematicos. Para hacer operativos estos principios
sumimos el enfoque ontosemiodtico que propone como herramientas analiticas el par de
nociones, “sistema de practicas operativas y discursivas” y ‘“configuracion
ontosemidtica”, ambas en la doble version personal e institucional. Estas nociones se
propusieron con la finalidad de precisar y hacer operativas las nociones de “relacion
personal e institucional al objeto” introducidas por Chevallard (1992).

La nocion de “sistema de practicas” en esta perspectiva, es Util para ciertos analisis de
tipo macro didéctico, particularmente cuando se trata de comparar la forma particular
que adoptan los conocimientos matematicos en distintos marcos institucionales,
contextos de uso o juegos de lenguaje. Y serd usada en nuestro estudio para caracterizar
nuestras practicas en el capitulo 4 de este estudio. Para un andlisis mas fino de la
actividad matemadtica es necesario introducir los seis tipos de entidades primarias:
situaciones, acciones, lenguaje, conceptos, propiedades y argumentos. En cada caso,
estos objetos estaran relacionados entre si formando “configuraciones”, definidas como
las redes de objetos intervinientes y emergentes de los sistemas de practicas y las
relaciones que se establecen entre los mismos.

Consideramos los elementos matematicosa través de las proposiciones y
argumentaciones y, sobre todo, no se explicita el papel clave de las situaciones —
problemas, como origen y razén de ser de tales entidades, cuya construccion esta,
ademas, mediada por los recursos lingiiisticos y tecnoldgicos disponibles.

La faceta interaccional normativa tiene importancia en todo proceso de estudio
matematico. Hay la necesidad de elegir una tnica solucion del problema para todo el
grupo, obliga a los alumnos a permanecer muy atentos. Existe una necesidad de
comprender los procedimientos, para poder participar en la eleccion del mas adecuado.
Aunque la disposicion de los nifios en la puesta en comun es muy parecida a la de una
reunion tipo asamblea, los dos tipos de interacciones parecen gobernadas por reglas
distintas. Surge una nueva regla implicita que parece decir: “En la conversacion, se debe
poner mucha atencion a las intervenciones de los demas y preguntar si se tienen dudas.”
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El faceta interaccional fija las normas de interaccién y, en muchos casos, de la
interaccion desarrollada segun dichas normas emergen nuevas normas matematicas y
socio matematicas. Por ejemplo, en Contreras, Font, Luque y Ordoéfiez (2005) se
muestra como las normas que regulan el uso de elementos genéricos en el aula de
matematicas. Emergen de la interaccion entre profesor y alumnos.

En nuestro trabajo, nos preocupamos por tal que las interacciones sean de calidad, de
manera que se puedan resolver los conflictos que se producen durante el proceso de
instruccion mediante la negociacion de significados

2.2. Regulacion y negociacion matematica.

Al hablar de una comunidad de practica, se suele pensar en las siguientes caracteristicas
basicas: (a) un envolvimiento mituo negociado (mutual engagement); (b) una empresa
comun (joint enterprise); (¢) un repertorio compartido (shared repertoire).

Las tres dimensiones se interelacionan y al pensar cada una el es necesario tener presente la
interaccion con las otras. El esquema presentado por Wenger (1998) ayuda a pensar en la
referida interaccion y resume diversos aspectos que se identifica como pertinentes para a
discusion de cada una de esas dimensiones.

Emprendimiento negociado

Responsabilidad mutua Emprendimiento

Interpretaciones conjunto . .
Ritmos Historias
= : Artefactos
Diversidad de envolvimientos Estilos
Hacer conjunto . Herramientas
Relacionamientos Empeifiomutuo Reporto.rlo Acciones
Complejidad social compartido Acontecimientos
Sustentacion de la comunidad Discursos histéricos
Conceptos

Figura 2.1. Dimensiones de la practica de una comunidad (Tomado de Wenger, 1998, pg. 73)

En el caso de resolver problemas matematicos emergen dos categorias primarias de
entidades: institucionales (sociales, relativamente objetivas) y personales (individuales o
mentales); de esta manera se asume que la matematica es, ademas de una actividad, un
complejo de objetos culturales (institucionales), axiomatica y deductivamente organizado.

Se atribuye un papel esencial al lenguaje (en sus diversas modalidades), que tiene una
funcion no sdlo representacional sino también instrumental o constitutiva de los objetos
matematicos.
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2.2.1. Identidad en una comunidad de practica.

Una identidad es una superposicion de capas de eventos de participacion y de
cosificacion por las que nuestra experiencia y su interpretacion social se conforman
mutuamente. La identidad del individuo en una practica matematica se define
socialmente, pero no solo porque es cosificada en un discurso social del yo y de
categorias sociales, sino también porque se produce como una experiencia viva de
participacion en unas comunidades concretas. Identificamos la nociéon de identidad
dialogica de Hermans (2001) — dialogical self — en la que cada persona no tiene solo
una identidad, sino multiples identidades que coexisten, interactiian y dialogan entre si.
Segin este autor el yo dialdgico se basa en el supuesto de que existen muchas
posiciones para el yo que pueden ser ocupadas por una misma persona. Y ademas de
ello, el yo de una determinada posicion puede estar de acuerdo, o en desacuerdo,
comprender, o no comprender, oponerse, contradecir, cuestionar, desafiar e, incluso
hasta ridiculizar el yo de otra posicion” (Hermans, 2001: 249).

La coexistencia de esta diversidad de identidades puede dar origen a conflictos, en
particular los que resultan de las incompatibilidades entre algunos habitos propios de la
cultura adolescente. Se considera que “el yo y la cultura son concebidos en términos de
una multiplicidad de posiciones entre las que se pueden desarrollar relaciones
dialégicas” (Hermans, 2001: 243) observandose, por eso mismo, una relacion de
interdependencia entre los dos.

Valsiner (1997) ya hacia una distincion entre culturas personales y cultura colectiva.
Las primeras constituyen “sistemas de significados unicos, internalizados
constructivamente (sentidos personales) que guian las reflexiones subjetivas de esa
persona acerca del mundo” (Valsiner 1997: 47). La cultura colectiva es la cultura
personal en un escenario social, extra-personal. En esta perspectiva podremos
considerar la cultura de la EDCN como una cultura colectiva, compartida y construida
por todos aquellos que hacen parte de esta escuela. Esta cultura colectiva configura y es
configurada por las culturas personales de cada uno de sus elementos.

Para otros autores la a identidad para si y la identidad para el otro no coinciden (Dubar,
1997). Para este y otros autores, la identidad que queremos que asuma un alumno ante
los otros, es la de un alumno interesado, que participa por iniciativa propia o cuando ése
le solicita. Es también un alumno que consigue hacerlo con ¢éxito, respondiendo
correctamente a lo que se le pide. Con todo, esta identidad no corresponde a la que
asume uno para si, persistiendo en la posicion de un alumno que no le gusta la
disciplina, con un pasado marcado por el fracaso y que continuaré irremediablemente a
no conseguir comprender los contenidos propuestos. En nuestra propuesta pretendemos
que muchos alumnos desarrollen identidades (dialdgicas) que pudieran ser desconocidas
hasta el momento.
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La experiencia de la identidad en la practica es una manera de ser en el mundo. No es
equivalente a una imagen de uno mismo; en esencia, no es discursiva ni reflexiva.
Solemos pensar en nuestras identidades como si fueran imagenes de nosotros mismo
porque hablamos de nosotros mismos y de los demés — e incluso pensamos en nosotros
mismos y en los demds — empleando palabras. Es indudable que estas palabras son
importantes, pero no son la experiencia plena y vivida de la participacién en la practica.
No pretendo infravalorar la importancia de las categorias, las imagenes de uno mismo y
las narraciones del yo como constitutivos de la identidad, pero tampoco deseo equiparar
la identidad con estas cosificaciones. Quiénes somos reside en nuestra manera de vivir
dia a dia, no solo en lo que pensamos o decimos sobre nosotros mismos, aunque,
naturalmente, esto forma parte (pero solo) parte de nuestra manera de vivir. La
identidad tampoco consiste Unicamente en lo que los demas piensan o dicen de
nosotros, aunque ello también forma parte de nuestra manera de vivir. La identidad en la
practica se define socialmente, pero no solo porque es cosificada en un discurso social
del yo y de categorias sociales, sino también porque se produce como una experiencia
viva de participaciéon en unas comunidades concretas. Asi pues, una identidad es una
superposicion de capas de eventos de participacion y de cosificacion por las que nuestra
experiencia y su interpretacion social se conforman mutuamente.

2.2.2. Una comunidad de practica en desarrollo.

La participacion educativa es mucho mas que implicarse en determinadas actividades, a
implicarse en un proceso mas amplio en cuanto implicarse en un proceso de ser
participante activo en comunidades sociales y construir identidades en dichas
comunidades (Wenger, 1999: 4). Cada participante de una comunidad de practica
encuentra un lugar unico y adquiere una identidad propia que se van integrando y
definiendo cada vez mas por medio del compromiso en la practica. Estas identidades se
entrelazan y se articulan mutuamente por medio del compromiso mutuo, pero no se
funden entre si. Las relaciones mutuas de compromiso pueden producir por igual
diferenciacion y homogeneizacion. En consecuencia, lo esencial es que Ia
homogeneidad no es un requisito ni un resultado de desarrollo de una comunidad de
practica. El tipo de cohesion que transforma el compromiso mutuo en una comunidad
de practica requiere trabajo. En consecuencia, la tarea de “mantener la comunidad” es
una parte esencial de cualquier practica”. Sin embargo, puede ser mucho menos visible
que otros aspectos mds instrumentales de esa practica.” (Wenger, 1999: 102). Por ello,
transformar el aula en una comunidad de préctica y estimular la participacion de todos
los alumnos como participantes activos constructores de su propia identidad.

En ese contexto interpretamos la necesaria intersubjetividad en el sentido de Valsiner
(1997) que la define como “un metaproceso de reflexividad que opera en un tiempo
irreversible, que lleva constantemente a la creacion, manutencion y cambio de lo que es
personal en aquella persona” (Valsiner, 1997: 47). Se trata también de un “meta proceso
de crear los bancos de significado de una (futura) actividad dialégica” (ibid. p. 48). De
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este modo, la busqueda de intersubjetividad es fundamental en la promocion del didlogo
entre as diversas culturas de la clase, e incluso entre las varias identidades de una
determinada persona. Ademds de eso, la intersubjetividad puede revelarse
extremamente Util en el proceso de ensefianza y aprendizaje de los alumnos, sobre todo
en escenarios de aprendizaje formal escolar, que privilegia las interacciones sociales
entre los diversos participantes.

La perspectiva de Lave y Wenger (1991) que adoptamos aqui, entiende el aprendizaje
como algo emergente e intencional que no puede ser prescrito ni legislado; y, sin
embargo, posible pensar en modos de enriquecer la atmosfera de la comunidad en donde
se pretende promover determinadas formas de participacion. Pero es importante
subrayar que no se puede entender el aprendizaje escolar como el resultado de la
ensenanza realizada por el profesor. El aprendizaje ocurre en la medida en que los
alumnos participan en practicas, que sean significativas. Ahora, contextualizamos (en el
ambito de la educacion matematica) los tres modos de pertenencia avanzados por
Wenger (1998), que ayudaran a pensar las comunidades de practica en que los
participantes se comportan como matematicamente educados. El proceso de motivacion,
que no es solo una cuestion de una buena tarea.

Para el desarrollo de una comunidad con determinadas caracteristicas (con el objetivo
de ayudar a crear un ambiente con una perspectiva especifica acerca de lo que es ser
educado matematicamente) no basta con proporcionar los recursos fisicos entendidos
como adecuados. De acuerdo con Wenger (1998), la construccién de una comunidad
incluye ayudar a los participantes de esa comunidad a crear infraestructuras de animo
que deben incluir a) mutualidad, b) competencia y c¢) continuidad. En ese sentido
compartir valores propios de una comunidad como la de los docentes, en el sentido de
que se entienda lo que se propone, se den explicaciones adecuadas, se reconozcan las
ideas matematicas, se les dé nombre de los miembros del grupo, etc.

Decir que las comunidades de practica producen su propia practica no equivale a decir
que no puedan ser influenciadas, manipuladas, engafiadas, intimidadas, explotadas,
debilitadas u obligadas a someterse y tampoco quiere decir que no se puedan inspirar,
ayudar, apoyar, instruir, liberar o capacitar, pero si quiere decir que el poder — benévolo
o malévolo — que las instituciones, las reglas o los individuos puedan tener sobre la
practica de una comunidad siempre esta mediado por la produccion de la practica por
parte de la comunidad. Las fuerzas externas no tienen un poder directo sobre esta
produccion porque, a fin de cuentas (es decir, en la actividad mediante el compromiso
mutuo en la practica), es la comunidad la que negocia su empresa”.

2.3. Comunidad de investigacion e indagacion.

Parece consistente con una filosofia constructivista y el enfoque ontosemiotico
planteado, en que las matematizaciones individuales de una situacion, como los
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modelos argumentativos de tipo anécdota, es probable que difieran. Sin embargo, en el
crecimiento de las ideas matematicas a lo largo del tiempo ha habido gran consenso en
matematizaciones realizadas. Tal grupo que promueve crecimiento y comparte ideas
matematicas se ha venido llamando una comunidad matematica (ver, por ejemplo,
Davis et al, 1990, eds.). Esta comunidad matematica, se identifica como un grupo de
personas comprometidas con compartir y comunicar su pensamiento matematico. Este
término tiene connotaciones positivas de un lugar al que alguien pertenece. Puede ser
visto como una comunidad global o local o incluso como el grupo de personas descritas
en la anécdota. En especial, puede tratarse de un grupo de alumnos en una clase de
matematicas, con la intencidon de ser un grupo de matematicos como grupo—clase. Una
tal comunidad asume muchos roles, que incluyen dar apoyo a los individuos en la
construccion de sus pensamientos, actuando como un férum para compartir,
intercambiar y hacer una evaluacion critica de las ideas de los otros individuos del
grupo (Wenger, 1991).

Consideramos la comunidad matemética como una comunidad tan matematica cuanto
incentiva a sus miembros la construccion individual de ideas matematicas, y promueve
la negociacién y mediacion social que lleva al desarrollo de significados compartidos.A
partir de esta perspectiva constructivista, el aprendizaje de la matematica envuelve una
construccion individual del conocimiento matematico. Dentro del ambiente social de
una construccion de grupo, aparece una construccion individual mediada por una
negociacion de ideas y construccion de significados comunes.

La comunidad matematica que se consigue en cada caso, sitia unas condiciones de un
ambiente en el cual las ideas matematicas individuales pueden ser expresadas, y
enfrentadas a las de los otros. Al expresar ideas en dicha comunidad, se pueden
modificar o reforzar los significados comunes desarrollados. Esto permite que los
alumnos consideren sus ideas mas claras y asi los estudiantes se sientan mas confiados
sobre lo que conocieron y comprendieron (Jorba, 1996).

Ensefar de acuerdo con una filosofia constructivista puede ser visto como una creacion
de una comunidad matematica en la que se anima a los alumnos a ser matematicos.
Resumiendo, significa:

e reconocer que las construcciones matematicas varian de un alumno a otro;

e proporcionar oportunidades para que las personas expresen sus propios
significados, y aprendan a partir de sus percepciones confrontando con las de
los otros;

e ganando conocimiento de las construcciones de los alumnos, a fin de
preparar las tareas de clase que sean adecuadas para permitir la generacion
de nuevos conceptos, y aplicar procesos.

La comunidad matematica, una vez establecida tiene muchas ventajas tanto para los
profesores como para los alumnos. Los alumnos pueden encontrar oyentes que les
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apoyan a expresar ideas, conectarlas y controlar su nivel de validez; conseguir
reconocer nuevas perspectivas y evitar un pensamiento acotado y limitado; y encontrar
herramientas y argumentos para sustentar la actividad misma. David Wheeler (1982)
hablaba del " proceso por el cual la matemdtica ha venido a existir", llamandolo
matematizacion, Y consideramos que nuestra comunidad més fuerte es aquella que
comparte esta perspectiva.

La nocion de indagacion se refiere particularmente a las perspectivas en educacion
matematica que tienen a ver con la construccion y cognicion del conocimiento
matematico. Pero la idea actual de indagacion va mas alla de eso. A través de la
investigacion, los alumnos consiguen ir mas lejos que el simple uso y aplicacion de
algoritmos y reglas para desarrollar comprension de relaciones generales en matematica
y para enfrentarse con aspectos problematicos de la abstraccion y formalismo que es
central para la matematica (Nardi, 1996). Tanto los investigadores como los tedricos,
han unido la idea social enfatizando la importancia de la argumentacion, el
razonamiento, el lenguaje y el discurso en ambientes comunicativos. La discusion, la
negociacion y la argumentacion en practicas investigativas sustentan el crecimiento del
conocimiento en la enseflanza y en la formacién de docentes (por ejemplo, Lampert,
1998; Cobb e Bowers, 1999; Wood, 1999).

En los diccionarios se sugiere que indagacion significa formular preguntas para hacer
una investigacion, adquirir una informacién para adquirir conocimiento. Y la
indagacion dialogica la entendemos como una actitud de abrirse a aprender a formular
preguntas y tratar de comprender por medio de la colaboracidn con otros en la busqueda
para darles respuestas (Wells, 1999:122). La idea es que por medio de ese proceso se
desarrollen estructuras cognitivas que favorezcan tanto a los individuos como a las
comunidades. La indagacion se considera una herramienta a través de la cual se
desarrolla intersubjetividad, que se explicarda mas adelante. Como individuos se da
sentido a los conceptos y relaciones, ya sea en matematicas, en la ensefanza de las
matematicas o en cualquier proceso de investigacion, producciéon de conocimiento y
crecimiento en la comprension tanto para los individuos como para las comunidades a
las que se participa. En dicho proceso, la reflexion sobre el proceso de indagacion es
una actividad metacognitiva en la que los alumnos aprendices se vuelven mas
reconocedores de su propio aprendizaje (Cobb, 1996; Glasersfeld, 1995; Jaworski,
1994; Mason, 2001; Wells, 1999).

Se habla de comunidad de indagacion, al proceso social en el que el grupo considera
la actitud de reflexion critica como una de las normas del grupo (Jaworski, 2005). La
indagacion eficaz se define como més que solo hacer preguntas simples. Se considera la
complejidad, porque los individuos tratan de traducir la informacidon construida en
conocimiento util para ellos. La interaccion y la comunicacion en comunidades de
aprendizaje e indagacion se ven como compartiendo comprensiones comunes y
apoyando el crecimiento individual. En ese contexto, la ensefianza se observa como una
practica con algunos miembros con experiencia que apoya a los nuevos miembros
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(participantes periféricos) que se integraran en las practicas de aprendizaje y
contribuyen a ella. La reflexion que se produce en un proceso de indagacion desarrolla
actividad metacognitiva en la que los aprendices se vuelven mas conocedores sobre su
propio aprendizaje (Cobb, 1996; Jaworski, 1994; Mason, 2001; Wells, 1999). En dicha
comunidad, un proyecto que se desarrolle basado en la indagacion, se disena dese la
perspectiva de que el aprendizaje es un proceso fundamentalmente social en el que el
aprendizaje del colectivo llevaa un aprendizaje de los individuos del grupo (Vygotsky,
1978).

Hemos argumentado que el aprendizaje matematico puede entenderse como una
iniciacioén en una comunidad de significados y practicas sociales, o como una forma de
participacion en una comunidad de practica. La cuestion es en qué tipo de practicas
queremos que nuestros alumnos participen. Y, ademads, cudles son las acciones
especificas que el profesor debe desarrollar para que haya una participacion efectiva de
los alumnos en estas practicas. La primera cuestion tiene que ver con la naturaleza de la
actividad matematica y con la vision que el profesor tiene de esta naturaleza. Una vision
de la actividad matematica basada en la interrogacion, la critica y el descubrimiento
lleva a plantear la conveniencia de acciones especificas del profesor donde la
interaccion, el didlogo y la negociacion tengan un papel preponderante.

La interaccion, sin embargo, es un recurso maleable en manos del profesor y su uso en
el aula dependera de los objetivos que éste se proponga. No todas las interacciones, por
ejemplo, promueven el aprendizaje matematico. Hay interacciones cuya finalidad es
conseguir que intervenciones de ciertos alumnos queden sistematicamente relegadas a
un segundo plano, mientras que otras tienden a simplificar y homogeneizar el
conocimiento matematico. La interaccion es positiva, en el sentido de facilitadora del
aprendizaje, si viene acompafiada de didlogo.

El término didlogo sugiere la implicacion de al menos dos partes en una situacion de
comunicacion con intereses no necesariamente compartidos. Un didlogo no es
exactamente lo mismo que una conversacion. En el didlogo, las dos o mas partes toman
la iniciativa y construyen significados, mientras que en la conversacion puede haber
interlocutores que escuchen pero que no tengan voz reconocida a pesar de hablar y
opinar.

Por otra parte, la construccion de conocimiento matematico es un proceso de
(re)negociacion de significados personales y de comparacion de estos significados con
las interpretaciones establecidas en la comunidad matematica. Junto a la dimension
individual, en la construccidon del conocimiento matematico también hay una importante
dimension negociadora colectiva. En particular, durante los procesos de didlogo en el
aula es necesario negociar. El didlogo puede entenderse como la fase intermedia entre
interaccidn y negociacion, o la negociacion como una forma de completar el didlogo.
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2.3.1. Negociacion en la interaccion.

La matematica se concibe como una actividad humana, intencionalmente orientada a la
solucion de cierta clase de situaciones-problemas, realizada en el seno de instituciones o
comunidades de practicas; dicha actividad estd mediatizada y apoyada por los recursos
lingiiisticos y tecnologicos disponibles. Veamos lo que caracteriza una comunidad de
practica inclusiva.

- El profesor facilita que los alumnos expresen sus emociones

- El profesor promueve la argumentacion entre alumnos sin actuar de mediador

- El profesor usa ideas de los alumnos como punto de partida de la discusion
matematica

La comunidad de practica inclusiva es un lugar cuyas normas de actuacion pueden ser
cambiadas o modificadas parcialmente. Profesor y alumnos deben ser quienes
promuevan en colaboracion cualquier posibilidad de cambio. A menudo el cambio es
dificil porque ni profesores ni alumnos tienen un claro referente de un aula de
matematicas “ideal”. El aula tradicional es la experiencia mayoritaria y, ademas, el
concepto de “ideal” es excesivamente amplio y confuso para muchos. Sin embargo, lo
“ideal” puede mostrarse como un concepto asequible si concretamos “aproximaciones a
lo ideal”. Las categorias de actuacion del profesor que hemos presentado son una
concrecion de acciones que han de contribuir al cambio.

Para comprender cdmo se construye una determinada comunidad de practica, es
necesario examinar tanto las acciones del profesor (promover la argumentacion,
establecer convenciones matematicas, etc.) como las acciones del alumno (promover la
contra-argumentacion, cuestionar convenciones matematicas, etc.), junto con las
acciones de unos y otros en interaccion y a lo largo de un cierto periodo de tiempo.
Cada accion del profesor y cada accion del alumno contribuirdn al cambio en la cultura
del aula en la medida en que no sean acciones puntuales ni aisladas. En este articulo
breve, tan s6lo hemos mostrado unos pocos ejemplos de acciones del profesor que,
ademas, pertenecen a aulas y profesores distintos.

No vamos a insistir en la idea de situacion didéctica (Brousseau, 1999) como modelo de
interaccion eficaz construida intencionalmente con el fin de hacer adquirir a los alumnos
un saber determinado. En cambio, si explicaremos nuestra posicion ante la idea de un
contrato didactico como conjunto de relaciones o normas establecidas explicita y/o
explicitamente entre un alumno o un grupo de alumnos, un cierto medio (que
comprende eventualmente instrumentos u objetos) y un sistema educativo (representado
por el profesor) con la finalidad de lograr que estos alumnos se apropien de un saber
constituido o en vias de constitucion. En ese sentido, interpretamos el desarrollo de
practicas en las que se acepta responsabilidad de construir una institucionalizacion.
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2.3.2. Devolucion y regulacion en una comunidad de practica.

El concepto de devolucidon asociado al contrato, (atin en la idea de Brousseau), esta
cercano al de interaccion de tutela de Bruner (Astolfi, J.-P., Darot, E, Ginsburger-Vogel,
Y. et Toussaint, J. (1997) pp. 61-65.). La devolucion no solo significaba que cada
estudiante hace su propio problema, sino que la clase como un todo reconoce un
problema (de probar una conjetura) y asi, adopta una responsabilidad colectiva. Esta
socializacion es una condicidn necesaria para la existencia de un debate (sobre prueba)
como una caracteristica de un tipo de situacion didéctica en la que toda la comunidad de
la clase esta implicada (Balacheff 1988).

Desarrollos posteriores han ampliado la nocién de contrato didactico (Perrin-Glorian y
Hersant, 2003) distinguiendo entre contratos fuerte o débilmente didacticos, tomando
como criterio principal para hacer esta distincion la division de la responsabilidad en la
construccion del saber matematico entre el profesor y los estudiantes. Perrin-Glorian y
Hersant (2003) consideran otras dimensiones sobre las que el profesor y los alumnos
pueden eventualmente actuar. Distinguen cuatro dimensiones interdependientes: el
dominio matematico, el estatus didactico del saber, la naturaleza y caracteristicas de la
situaciéon didactica en curso, la distribucion entre profesor y alumnos de las
responsabilidades relativas al saber.

En nuestro trabajo, consideramos junto la idea de negociacion, la nocion de regulacion
(usada mucho al hablar de evaluacion reflexiva) y la caracterizacion de los contratos en
términos de responsabilidades asumidas. Los cambios de reglas o de niveles de
actividad que se observan responden a modelos "locales" ligados a eventos contingentes
y tienen por objetivo principal mantener la relacion didéctica [...] los medios de
regulacion pueden ser la negociacion de un nuevo contrato que caracterizamos como
contrato "local"" (Comiti y Grenier; 1997; 85).

Y aceptamos que cuando se habla de construir significados propios de una institucién
(Godino y Batanero 1994), se distinguen diversos niveles de estructuracion del contrato
que corresponde a diferentes escalas de duracion de los compromisos didacticos: el
macrocontrato (a escala de un objetivo de ensefianza), el mesocontrato (a escala de la
realizacion de una actividad, por ejemplo, la resolucion de un ejercicio, y el
microcontrato (a escala de un episodio que corresponde a la unidad de contenido
matematico, por ejemplo, una cuestion precisa de un ejercicio, y a una unidad de
actividad del profesor y los alumnos, por ejemplo, trabajo individual o colectivo) (p.
240).

Y aparece la idea de metacontrato (Chevallard, 1988) asi como la nocion de costumbre
(Balacheft, 1988) tratando de ampliar el foco de atencion local del contrato formulado
en la TSD.
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Cognicion y negociacion de significados.

La mayoria de interpretaciones dadas a las nociones de interaccion, didlogo vy
negociacion hacen referencia a cualquier aula y no reflexionan sobre la especificidad del
aula de matematicas. Negociar significa cuestionar significados surgidos del didlogo y
acordar nuevos significados desde la pluralidad. Para ello, es necesario que se
produzcan discusiones en el aula previas a la mediacién del profesor; o bien, que la
mediacion de éste no suponga la exclusion sin justificacion de ideas alternativas mas o
menos validas. A lo largo de estos ultimos afios hemos observado varias aulas de
matematicas de secundaria con el objetivo de recoger datos sobre maneras de concretar
las posibilidades de interaccion, didlogo y negociacion en un contexto concreto de
practica matemadtica. Recientemente, hemos organizado la informaciéon obtenida en
categorias que describen situaciones con elementos de comunidad de practica inclusiva.
Algunas de estas categorias en acciones del alumno, mientras que otras se centran en
acciones del profesor. Todas ellas pueden entenderse como situaciones de aula donde se
facilitan la interaccion, el dialogo y la negociaciéon por medio de tareas matematicas
concretas y acciones especificas.

El significado mateméatico se negocia en el proceso de la practica mediante la
participacion en una dindmica caracterizada por la interaccion social en el contexto de la
comunidad por parte de los participantes, quienes mediante sus aportaciones de
competencia y experiencia individuales estan legitimados para influir en los demas y, a
la vez, ser influidos por ellos en un proceso continuo e incompleto de construccion y
reconstruccion de nuevos significados. La capacidad de los participantes para negociar
significados.

Negociabilidad es un aspecto fundamental de la identidad, puesto que supone tanto la
produccion de significado como su adopcion, lo que permite a los participantes
apropiarse de significados que les permiten desarrollar su identidad. El anélisis de las
pautas de negociacion en la estructura de los temas se realiza a partir de cinco
indicadores descriptivos: la forma en la que se establecen y contintan los debates; la
profundidad en funciéon de sus niveles de conversacion; su densidad o carga de
informacion; y la interconectividad entre ellos. La capacidad de los participantes para
participar en diversos debates se considera otro indicador respecto al nivel de propiedad
de los significados negociados. El aprendizaje social en la practica tiene que ver con el
desarrollo de la capacidad de los participantes para negociar significados y desarrollar,
asi, una identidad de participacion legitima en la comunidad. El andlisis de los
contenidos del discurso desde la orientacion de las comunidades de practica muestra que
la empresa conjunta se establece en la negociacion de significados mediante la
interaccion entre participantes que plantean preguntas que son respondidas por las
declaraciones de otros participantes con competencia sobre ese tema en particular.

El papel del estudiante en una construccion negociada, se puede ver mediante
indicadores como los siguientes: a) Identificacion del patrén tematico especifico. Esto
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significa que las respuestas y preguntas estén enmarcadas en el tema de Ciencias
Naturales pertinente para la ocasion. b) Identificacién de un patrén estructural que, a
juicio del docente, se adecue a la construccion cientificamente esperada. Por ejemplo, el
docente puede privilegiar en una instancia construir argumentaciones mientras que en
otras puede aspirar a caracterizaciones o descripciones. ¢) Identificacion de rasgos de
coherencia textual en la comunicacion producida.

Espacios de negociacion en una comunidad de practica matematica.

La discusion que se presenta a continuacion surge del analisis cognitivo en entornos
informaticos como los trabajos de Soury-Lauvergne y Nicolas Balacheff. No obstante,
creemos que se aplica a la clase regular. El espacio de interaccion entendido como el
sitio en el que ‘“conviven” los procesos de negociacion de significados, de
argumentacion, de enseflanza y de aprendizaje. En ¢l se han incluido los actores
participantes. Los espacios comunes entre dos o mas actores pueden ser entendidos
como las instancias de intercambio, mientras que los espacios no comunes pueden ser
vistos como las instancias de vinculacién con uno mismo.

(a) Comunalidad en espacios de negociacion. A partir de las investigaciones con
recursos computacionales, sabemos que los humanos no negocian una unica
representacion compartida de un problema, sino que desarrolla diversas
representaciones compartida. Esto es, se mueven a través de un mosaico de
espacios de negociacion (Baker 1988). Estos espacios de negociacion, difieren
segin la naturaleza de la informacion siendo negociados (o sea. Algunos
aspectos requieren acuerdos explicitos mas que otros) y mediante los
mecanismos de la negociacion (usando recursos). Creemos que el aprendizaje
colaborativo, es una idea demasiado amplia, y pide que describamos el espacio
de negociacion de forma mas precise. Por ahora hay un conjunto de dimensiones
relevantes. Los Modos. Dos agentes hablan sobre un tema (modo de discusion o
reflexion) o hacen cosas en el tema (modo de accion).La negociacidon ocurre en
los dos modos. En cada uno pueden diferir los sistemas de representacion
usados.

(b) Los objetos de negociacion. Asi dos agentes pueden negociar lo que se va a
negociar o hacer. Pueden negociar que se va a hacer en el paso siguiente
(negociaruna accion), el topico que subyace a la negociacion (negociacion del
conocimiento), como representarlo (negociacion de representaciones), negociar
la forma de interaccion, tipos de palabra, etc. ((negociacién de interacciones).
Esa dimension cruza la anterior (en efecto, negociar la accion siguiente puede
hacerse a través de la discusion, haciéndolo). Lo que puede ser considerado
como un objeto de negociacion en un sistema especifico depende de un numero
de factores principalmente: la naturaleza del dominio de la tarea y los
respectivos grados de conocimiento de los agentes con el conocimiento de cada
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uno. Asi, para dominios en los que existe un unico método de solucién, y solo
uno de los agentes lo sabe, entonces no puede (sinceramente) existir un objeto
de negociacion. Aun asi, el punto de vista conceptual al que se aproxima el
dominio (funcional, procedural,...) puede ain ser negociable. En dominios mas
abiertos en los que hay diversos métodos de solucion posibles o donde se
necesita un razonamiento 'plausible’ o ‘incierto’, en el espacio de negociacion
puede ser mas amplio y mas simétrico.

(c) Aunque nos interesamos principalmente en sistemas altamente simétricos en lo
colaborativo el grado de simetria es una variable continua. Por ejemplo en una
interaccion 'tradicional' entre profesor y estudiante, el profesor podria
convencionalmente tener el derecho a hacer el didlogo hacia una evaluacion
negativa, con respecto a un movimiento previo del estudiante mientras que el
Estudiante podria ser que no tuviera el derecho social para hacer tal movimiento.
En la practica de todos modos, el grado de simetria es también influenciado por
restricciones técnicas. Por ejemplo, aunque en ciertos casos tanto profesor como
alumnos deberian tener el mismo derecho social de hacer un movimiento de
explicacion, o a menudo excluido para el estudiante simplemente porque el
sistema perderia competencia comprensiva del lenguaje natural.

(d) Grado de complejidad en un espacio especifico de negociacion se refiere a la
complejidad de la interaccion que la soporta. Esto estard principalmente una
funcién de los tipos de objetos de negociacion (dimension 2) y corresponderd a
otro grado de simetria. Podemos aun asi, identificar un minimo grado de
complejidad que puede ser mantenida en orden por el Sistema para ser descrita
como negociacion. Hay tres tipos de didlogo que combina con esa idea:
ofrecimiento, aceptacion y rechazo.

(e) Grado de flexibilidad. Tiene a ver con el grado de libertad acordado con cada
agente para conseguir o no el diferente dialogo se mueve con lo que estuvo
dado en un dado estadio de la interaccion.

(f) Grado de sistematicidad. Un agente es sistematico si todas las actitudes
relevantes y la informacién se comunican en todas ocasiones cuando son tan
relevantes. Por ejemplo, un agente es sistematico si comunica (directamente o
indirectamente) desacuerdo con la propuesta.

(g) Grado de franqueza, que tiene a ver con la interaccion funcional (usuario-
sistema) e intencional (usuario-autor). En una interaccion funcional, cuando un
agente dice por ejemplo al otro: "El retraso debe ser de 30 segundos", esta
declaracion podria clasificarse como una oferta. De todos modos, también
constituye una invitacion indirecta (e implicita) a empezar a negociar la duracion
del retraso. Esa posibilidad es simplemente una funcién de la interpretacion
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pragmatica de declaraciones en un contexto dado. En este caso, las posibilidades
de interface se usan directamente e indirectamente simultaneamente.

Caracterizando los espacios de negociacion el corazon del sistema de aprendizaje
humano-humano colaborativo es una relacion triangular. Ese tridngulo tedricamente
incluye tres posibilidades (1) entre el agente humano y la tarea, (2) entre el agente
recurso u otro humano y la tarea y (3) entre dos tipos de agentes.

2.4. Comunidad de practica colaborativa y dialogica

[...] la clave para una colaboracion exitosa es una
negociacion abierta de la reparticion de poderes y
expectativas respecto al papel de cada uno de los
participantes, a medida que un proyecto se desarrolla
(Christiansen, 1997: 285).

El aprendizaje de la colaboracién y de la negociacion, a ella entrelazada, es, asi, una
dimension ineludible en una sociedad caracterizada por el individualismo y la jerarquia,
puesto que es, muchas veces, extremadamente dificil realizar un proyecto educativo sin
contar con la colaboracion de otros participantes. Mas aun es cierto para los proyectos
de investigacion sobre la practica, cuya concepcion, desarrollo y divulgacion involucran
un conjunto amplio y diversificado de actitudes y competencias, y se encuentran, en la
mayoria de los casos, con muchos e inesperados obstaculos. Interpretamos
colaboracion” cuando los diversos participantes trabajan de manera conjunta, no en una
relacién jerarquica, sino sobre una base de igualdad, de modo que haya una ayuda
mutua para alcanzar los objetivos que beneficien a todos. (Ponte, 2011). Se distingue de
cooperacion, en donde los actores pueden tener estatus y roles diferenciados, La
colaboracion implica una cuidadosa negociacion, la toma conjunta de decisiones, la
comunicacion efectiva y el aprendizaje mutuo en un emprendimiento que se centra en la
promocion del didlogo profesional (Day, 1999).?

Las caracteristicas del proceso colaborativo que se suelen considerar son:

(a) emergencia, marcada por la imprevisibilidad,

(b) lleno de negociaciones de costos y beneficios (Castle, 1997) y decisiones (Grey,
citado por Stewart, 1997).

(c) mutualidad en los objetivos especificos individuales, en donde los participantes
tienen un papel reconocido en el proyecto y se benefician, de manera inequivoca,

% Christiansen, H. et 4l., 1997, “Making the connections”, en: H. Christiansen, L. Goulet, C. Krentz y M.
Macers, orgs., Recreating Relationships: Collaboration and Educational Reform, New York, NY, State
University of New York Press, pp. 283-292.

’ Day, C., 1999, Developing Teachers: The Challenges of Lifelong Learning, London, Falmer.
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con su contribucion, aunque los papeles de los diversos actores intensidades y
caracteristicas muy diferentes (Ponte, Segurado y Oliveira, 2003);

(d) tiene que haber un objetivo general, o al menos, un interés comun, compartido por
todos, aunque haya objetivos especificos para cada uno de los componentes.

(e) para la colaboracion es necesaria la confianza (Hargreaves, 1998) asi como para
muchos autores

(f) no hay colaboracion sin didlogo (Olsson, 1997), siendo mejor aquel didlogo que
lleva a esta ligado a los valores de los participantes, los objetivos compartidos y al
trabajo comun. Por ultimo, la auténtica colaboracion es la que

(g) persigue superar el conformismo para conseguir algun fin.

En el caso de que los protagonistas sean los alumnos, la construccion colaborativa de
conocimiento persigue aumentar el conocimiento colectivo, independientemente de que
todos los miembros del equipo aprendan o no todos los contenidos. Desde hace tiempo,
Dewey puso el acento en el aprendizaje a través de la experiencia active personal y
como proceso social. Vygotsky constatd que el desarrollo de los individuos y el
aprendizaje se ven influenciados por la comunicacion con otros en contextos sociales.
Interaccionar con pares de forma cooperativa da oportunidades de observar, imitar,
iniciar y desarrollar funciones de alto nivel. Bauersfeld (1979) explicé que la ensefianza
y el aprendizaje de las matematicas se realizan a través de relaciones humanas.

Es en este marco que reconocemos la necesidad de establecer procesos colaborativos en
los que se den relaciones entre iguales. En ellas se comparan experiencias, se comparten
ideas, y se expande el pensamiento. Se consigue articular matematicas, poner buenas
preguntas, sentirse motivados y ganar confianza. Por ello, se gana autonomia.

2.4.1. Lo dialogico.

Nuestra investigacion asume las ideas del constructivismo social arriba indicadas, sin
perder de vista el pragmatismo sobre la construccion de las ideas matematicas del
enfoque ontosemidtico. Reconocemos que mediante practicas matematicas, los entornos
de aprendizaje que animan a la participacidon activa, a la interaccion y al didlogo
proporcionan oportunidades de implicarse en un proceso de construccion del
conocimiento (Moll, 2001), lo que es una manera de construir significado a partir de
nuevas experiencias (Hodson y Hodson, 1998). Este proceso puede llegar a ser incluso
mas potente cuando la comunicacién entre companeros se lleva a cabo de manera
escrita, ya que escribir sin la inmediata respuesta de otra persona requiere reflexionar,
explicar, clarificar, elaborar y defender las propias ideas, lo que supone una completa
elaboracion para llegar a un acuerdo (Pena-Shaff y Nicholls, 2003). En la misma linea
se manifiesta Mitchell (2003) al considerar que escribir es una parte clave de la
construccion del conocimiento sobre todo si se usa la escritura no para relatar algo que
ya se sabe sino para llegar a conocerlo y comprenderlo mejor. El intercambio de ideas
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afecta no so6lo a la cognicion individual sino a la cognicidn distribuida del grupo, segin
los participantes transmiten, negocian y transforman sus ideas.

Para Morin (1990), interaccién significa un conjunto de acciones y reacciones
reciprocas que se enlazan en un sistema y modifican el comportamiento de los
elementos que interaccionan. Kerbrat-Orecchioni (1990), citado en R. Rodriguez,
(2003), define la interaccion como el espacio en que se desarrolla la tarea colectiva de
producir significado lo que lleva consigo la negociacion. Vion (1992) asigna tres
funciones a las interacciones:

1.  La construccién del significado,

2. La construccion de la relacion social y

3. La construccion de imdgenes identificativas a través del lenguaje, que se
utiliza como medio de convertir el pensamiento individual en pensamientos y
acciones colectivas.

Derry et al. (2000) consideran que a través de la interaccién con un grupo de trabajo,
que es diverso en términos de conocimiento previo de los miembros, los individuos
encuentran desavenencias entre sus conceptos y los expresados por otros. El conflicto
conceptual tiene como objetivo la armonizaciéon de la nueva experiencia con el
conocimiento previo activo.

Argumentamos como hacia Koschmann (2003), que uno de los objetivos de la
interaccion colaborativa es hacer patente el desacuerdo, ya que la interaccion
constructiva es dialogo que promueve el conflicto. Veerman (2003) considera que el
aprendizaje colaborativo se logra cuando los aprendices conjuntamente se enfrentan a
conflictos, pueden discutir criticamente la informaciéon recibida de los propios
compaiieros o de expertos y exploran diferentes perspectivas llegando a lo que en esta
investigacion se entiende como negociacion de significados y que implica la
interpretacion compartida de dicha informaciéon, la comprension de conceptos
especificos, la elaboracién de conclusiones y la reconstruccion y construccion conjunta
del conocimiento.

Para que de las interacciones se derive didlogo capaz de crear conflictos que conduzcan
a una posible negociacion de significados y a un aprendizaje colaborativo es pieza
fundamental la argumentacion. Se entiende por argumentacion cualquier forma de
actividad individual colaborativa, basada esencialmente en el lenguaje, que implique
confrontar cogniciones y sus fundamentos (Andriessen, Baker y Suthers, 2003). Ello
supone una forma de negociacion de significados, de resolver problemas, de
justificacion y explicacion de las respuestas individuales a una pregunta, de convencer,
de expresar y discutir relaciones entre datos e hipotesis y de intercambio constructivo.

Para Veerman (2003) implicarse en procesos argumentativos supone dar relevancia al
conflicto, a los procesos de negociacion, a la informacidn criticamente discutida y a la
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exploracion de multiples perspectivas. Finalmente, digamos que la argumentacion
(Andriessen, J., Erkens, G., van de Laak, C., Peters, N. y Coirier, N., 2003) debe
pretender alcanzar uno o mas de los tres objetivos conceptuales siguientes:

- Compartir conocimiento: La argumentacion lleva a los participantes a
comprenderse mejor el uno al otro.

- Constitucion del conocimiento: La argumentacion conduce a una comprension
mas profunda de un concepto.

- Transformacion del conocimiento: La argumentacion conduce a una creencia
o idea diferente.

Discurso dialogico y construccion social.

En los ultimos tiempos, por lo que respecta a las relaciones sociales, se ha producido un
giro hacia la formacion que aprende a través del didlogo. Ambitos de la vida como el
trabajo, el ocio, la vida doméstica, entre otros muchos espacios, son cada vez mas
colonizados por el didlogo. En el ambito laboral, por ejemplo, aparecen los
denominados “equipos de trabajo” interpretados como grupos de personas que trabajan
con un objetivo comun, donde las decisiones muchas veces son resultado de acuerdos
alcanzados por todos los miembros del grupo. Y en el &mbito del ocio nos encontramos
con situaciones de didlogo, como por ejemplo, los grupos de amigos/as que deciden
donde ir a pasar el tiempo libre.

En casa el reparto de las tareas es algo de lo que cada vez se habla mas. Sin embargo,
esto no significa que en todas partes ocurra esto, ni que el didlogo sea generalizado.
Como advierten Flecha, Gomez y Puigvert (2001), el didlogo es una tendencia hacia la
que cada vez nos aproximamos mas, pero todavia no es una situacion generalizada.

La constatacion de la inclusion del didlogo en ambitos cada vez més numerosos de la
vida cotidiana implica que cualquier investigacion con pretensiones de comprender lo
que ocurre y hacer propuestas tenga que considerar este elemento.

El paradigma comunicativo como formato interaccional.

La metodologia comunicativa retoma elementos tanto de la tradicion objetivista, como de la
perspectiva constructivista, que han sido dos de las grandes corrientes ontologicas que han
hegemonizado el ambito de la metodologia hasta el momento. Las caracteristicas
principales del paradigma comunicativo se concretan de la siguiente manera:

1) Supera el dilema sujeto/objeto de las ciencias sociales, partiendo de la base de que no
existe un desnivel metodoldgico relevante entre cientificos expertos y legos,
considerando como fuentes de informacion las diferentes aportaciones de todos los
participantes, sin predominio de una sobre otra.
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2) Se disefian las acciones que contribuyen a superar las desigualdades en base a las
consideraciones de practicidad y transformacion. Todo el proceso de investigacion se
encuentra estrechamente vinculado con las practicas que ya estan realizando estas
transformaciones y se estudia la manera de generalizarlas. En este sentido una tesis en
didactica de las matematicas no puede renunciar a la aplicabilidad de sus resultados.

3) Los datos vinculados con las préacticas mas concretas se complementan con un
exhaustivo contraste con los diferentes avances en ciencias sociales y educativas, la
combinacion rigurosa de técnicas cuantitativas y cualitativas. De todas maneras, en el
caso de esta tesis doctoral utilizaremos técnicas cualitativas debido a que nos van a
resultar mas utiles para responder al objetivo que nos hemos marcado.

4) En el andlisis de los datos respecto a la realidad social (es decir, todo aquello que entra
dentro del ambito de los hechos sociales, sea politica, cultura, educacion, etc.), se
estudia el resultado de acuerdos intersubjetivos realizados entre personas. Por eso la
mejor manera de aproximarse de forma cientifica y rigurosa a este tipo de fenomenos es
dejar participar de manera igualitaria a las personas que intervienen en la investigacion,
para que aporten sus puntos de vista y ayuden a enriquecer el cuadro de lo que
realmente estd sucediendo en ese marco de estudio.

2.4.2. Sobre el papel de las normas y la legitimidad.

La norma social es el conjunto de explicitos o implicitos que documentan la estructura
de participacion y dindmica entre profesor y alumnos, y entre alumno y alumnos, en el
transcurso de las acciones e interacciones que ocurren en el aula. Por ejemplo, la
organizacion del trabajo entre los miembros de una clase es una norma social que
admite diferentes interpretaciones. Entre ellas: trabajo individual, en pareja, autbnomo,
en grupo cooperativo o trabajo segin las actividades que se lleven a cabo.La norma
matemdtica es el conjunto de practicas matematicas en el aula y las diferentes
trayectorias posibles en el comportamiento matematico de alumnos y profesor ante una
actividad propuesta. Por ejemplo, los criterios de legitimaciéon de una solucion
matematica son una norma matematica que admite diferentes interpretaciones:
creatividad, rigor y formalizacion, sofisticacion, eficiencia, simplicidad, verosimilitud,
rapidez, comprensibilidad para el profesor o para los alumnos...

La norma sociomatemdtica es el conjunto de explicitos o implicitos en el aula de
matematicas que influencian o regulan el desarrollo y la interpretacion de la practica
matemadtica. Por ejemplo, el rol del alumno en relacion con el conocimiento matematico
ante una determinada tarea es una norma sociomatemadtica que admite diferentes
interpretaciones: todo alumno posee conocimiento matematico no aprendido en la
escuela, todo alumno es un comunicador matematico en potencia, algunos alumnos son
comunicadores matematicos en potencia, ningin alumno es un interlocutor lo
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suficientemente valido, la capacidad de comunicacion matematica de los alumnos se
reconoce segun el grado de competencia en otras areas de conocimiento.

Por supuesto, los tres tipos de normas introducidas tienen intersecciones e influencias
mutuas entre ellas (Cobb et al., 1996). Por ejemplo, cuando a los alumnos de una clase
de matematicas, que estan sentados por separado y trabajan de forma individual (una
determinada interpretacion de la norma social «dinamica de trabajo») se les propone
resolver un problema con los recursos que se han explicado en el inicio de la sesion (una
determinada interpretacion de la norma matematica «criterios de legitimacion de los
procedimientos matematicos de resolucién»), es muy probable que estemos
condicionando una determinada interpretacion de la norma socio matematica «pautas de
comportamiento ante la actividady.

En cierto modo, las normas pueden considerarse como obligaciones establecidas en el
aula por parte del profesor en tanto que ostenta la autoridad y la capacidad de legitimar
(Voigt, 1995). No obstante, mas alla de las reconocidas como tales, cada uno de los
participantes del aula tiene un sistema normativo de referencia independientemente de
las obligaciones marcadas por el contexto. El alumno, como alguien con una vida social
que le aporta creencias, valores y emociones, genera su propia concepcion de lo que es
o debe ser una clase de matematicas, de como se comporta o debe comportarse el
profesor en el aula, de qué papel tienen o deben tener sus compaiieros en su propio
proceso de aprendizaje...Por tanto, aun reconociendo ciertos significados compartidos,
siempre podemos hablar de una distancia entre las normas establecidas en el aula y las
normas interpretadas por el alumno (Gorgori6é et al., 2011). Asimismo, y tal como
senala Voigt (1992), esta distancia es de naturaleza dinamica, puesto que los alumnos
desarrollan en una reconstruccion permanente el proceso de comprension y dotacion de
sentido y significado cuando participan en la negociacion, explicita o no, de las normas
del aula.

Sobre autonomia y legitimidad.

Nuestro andlisis del conocimiento legitimo, se apoya en dos consideraciones ideoldgicas
fundamentales. Por un lado, creemos que “la educacion actia como un lugar clave para
construir lo que cuenta como conocimiento. Como un conocimiento que se despliega y
que puede definir y desplegar conocimiento, asi como para evaluar formas de
conocimiento, su despliegue y sus cambios (Heller, Martin-Jones, 2001: 3). Por otro
lado, entendemos que la participacion en actividades educativas se co-construye y se
relaciona estrechamente a los aspectos de identidad, accion y diferencia” (Duff, 2002:
291).

Legitimar conocimiento es tener criterios de validacion para las afirmaciones o acciones
no basadas en la imposicion sino en la persuasion. No es frecuente que la gente se
resista a propuestas que los satisfacen.Sin embargo a la hora de proponer, discutir y de
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elegir entre varias ideas, es importante utilizar criterios de legitimidad, para
sustentarlas.Por ello, llamamos criterios de legitimidad a aquellos elementos ajenos a
la voluntad de las partes que ayuden a dirimir diferencias asertivamente, haciendo que al
final, nadie se sienta estafado. Eso implica la prueba de la reciprocidad: busque que en
sus negociaciones se use la misma vara para medir concesiones o reclamos de ambas
partes.

Este planteamiento esta concordante con lo que Lins (1992) formula queConocimiento
es entendido como una creencia - algo que el sujeto cree y expresa, y que caracteriza-se,
por lo tanto, como una afirmacién — junto con el que el sujeto considera ser una
justificacion para su creencia afirmacion. (Lins, 1993b, p.86, grifos del autor).Asi, los
tres aspectos-clave para conocimiento son: la creencia, la afirmacion y la justificacion.
El sujeto cree en aquello que estd afirmando, el que implica que ello cree estar
autorizado a ter aquella creencia. Pero no es suficiente que la persona lo acredite y
afirme; es necesario también que ella justifique sus creencias-afirmaciones para que la
produccion del conocimiento ocurra. Pero, el rol de la justificacion no es explicar la
creencia-afirmacion, i1 si tornar su enunciacion legitima, lo que hace con que las
justificaciones tengan un rol central en lo establecimiento del conocimiento del sujeto.
Como observa Lins (1995), las justificaciones desempefian un doble rol en la
constitucion del conocimiento pues, al mismo tiempo que ellas son parte del proceso de
legitimarlo, ellas también son parte del proceso de constituir objetos.

Legitimar implica reconocer un cierto tipo de persuasion para un consenso, en
situaciones de validacion. La legitimidad no puede sustentarse sélo en sentimientos,
sino también en unas reglas de juego por todos decididas y a todos aplicable,
representadas por un corpus juridico constitucional cuyo escrupuloso respeto resulta del
todo imprescindible.

Legitimidad no implica consenso sobre las afirmaciones sino constatacion de
posibilidad de refuerzo o refutacion de las propias afirmaciones. De acuerdo con Lins
las personas hacen afirmaciones porque creen que ellas pueden hacerlas, esto es, que
ellas (las afirmaciones) son legitimas lo que quiere decir que la persona cree que
“alguien en alguno sitio” también diria lo mismo y con la misma justificacion. Este
“alguien en algun lugar” [en alguno tempo] es una direccion, y no una otra persona,
quiere decir, la gente habla una direccidén y no en la direccion de una o mas personas.
Pero estas legitimidades, estas direcciones, no viene de dentro, y si de fuera, de la
cultura donde el sujeto existe.

El proceso de internalizacion pode ser explicado tomando como referencia la idea de
Zona de Desarrollo Proximal, o sea, en una dada actividad (Leontiev) el nifio (o joven
por ejemplo) junto con el adulto, faz cosas que no haria sola. El que quiere decir que el
nifio toma emprestada del adulto a legitimidad de decir ciertas cosas que ello (el nifio)
ya podria decir “solo” mas no sabia que podria decir. En este proceso el nifio internaliza
la legitimidad y es ahi que ocurre la aprendizaje y el desarrollo. Para Lins el que se
aprende son legitimidades Para Lins el que se aprende son legitimidades antes de
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cualquiera cosa, son modos de produccion de significado, porque es a partir de esta
legitimidad que son constituidos objetos.

El término legitimacion tiene su origen en el contexto del derecho y la ética. Siguiendo
el clasico trabajo de Joseph Bensman se pueden sefialar hasta cinco diferentes
acepciones del concepto de legitimidad en la obra de Weber: (1) como la creencia en la
bondad de un orden social o politico (legitimacy as belief); (2) como una reclamacion
desde el poder politico, militar o religioso (legitimacy as claim sobre la base de
elementos legales racionales, carismaticos o tradicionales); (3) como sinénimo de
justificacion de un régimen (se obedece cuando existen justificaciones, esto es,
"legitimaciones de la dominacion"); (4) como promesa de un futuro mejor (muy
vinculado a la dominacidon carismadtica); (5) como autojustificacion que hacen los
gobernantes de su buena fortuna en aras de asegurar o monopolizar una distribucion
desigual de los beneficios sociales en su favor; (Bensman, 1979). Los conceptos
weberianos de validez y legitimidad pecan de inconsistencia pues mezclan aspectos
tanto objetivos como subjetivos, aspectos libres de valores con aspectos normativos, y
manejan indistintamente nociones de "validez" referidas a normas orientadas hacia
valores creidos subjetivamente o sustentadas sobre el derecho o las convenciones
existentes.

Max Weber denomind el principio de la legitimidad legal racional. De acuerdo con el
mismo, para que el poder politico sea legitimo es preciso que se obtenga y ejerza
conforme a unas reglas generales racionalmente creadas, y a cuya observancia y
cumplimiento se encuentran obligados tanto gobernados como gobernantes. El principio
de la legitimidad legal-racional, graficamente expresado en el concepto del Estado de
derecho, supuso un gran avance con respecto a €pocas anteriores, pues, al desligar la
legitimidad de la sustancia de la autoridad ostentada, permitié independizar el
fundamento del poder, situdndolo mas alld de la voluntad y los deseos de quienes lo
ejercen en cada momento concreto. Con el transcurso del tiempo se: considerd que el
principio de legitimidad resultaba en si mismo insuficiente. Igual paso en educacion.

La democracia - se decia - no puede quedar reducida a simple método, a pura
legitimidad formal, sino que implica también valores, fines y objetivos. Un sistema
democratico funciona no porque esté organizado mediante una serie de normas
reconocidas y aceptadas, sino porque sus fines basicos y sus normas procedimentales
van dirigidos a la satisfaccion de las aspiraciones de los ciudadanos.Por ello, junto al
principio de la legitimidad legal-racional, surgié un segundo principio, el de la eficacia,
entendido como la capacidad del sistema para la satisfaccion de los objetivos marcados.
Su expresion practica la constituye el concepto de Estado social de derecho. De acuerdo
con el mismo, el sistema democratico no se agota en la existencia de una sociedad bien
ordenada, sino que implica también, necesariamente, una administracion eficaz de los
recursos sociales con el objeto de maximizar la satisfaccion de los ciudadanos.
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La conclusion que se obtiene de la combinacion de ambos principios es que la
legitimidad supone condicion necesaria, pero no suficiente, para la vision democraticade
un sistema politico. Actualmente, la practica totalidad de los paises democraticos
desarrollados aceptan tal conclusion. Sin embargo, bien sea por su mayor tradicion, o
bien por las dificultades que entrafia la aplicacion practica del principio de eficacia, lo
cierto es que el principio de legitimidad siempre ha gozado tedricamente de un mayor
predicamento que el de la eficacia. Actualmente puede observarse en la practica
totalidad de los paises democraticos desarrollados no tanto una tendencia a una
sustitucion lisa y llana del principio de la legitimidad por el de la eficacia - lo cual
resulta extraordinariamente burdo -, sino una tendencia dirigida a confundir el concepto
de legitimidad con los de creencia, opinidon o consenso.

Llamamos conocimiento legitimo a aquél que se encuentraaprobado por lo
dialégico, en el que no hay imposicidn, existen unas reglas compartidas por una
institucion que se aceptan como forma de autoridad o poder conquistada y no
impuestas. En un planteamiento legitimado por lo dialdgico, el docente (u otros actores)
son ante todo facilitadores. Y facilita un contexto de biisqueda en el cual los estudiantes
puedan explorar, participando en experiencias significativas vividas, utilizando de
modo complejo todas sus capacidades, incluyendo las emociones, la curiosidad, la
comunicacion, la expresion creativa, el dialogo critico, la capacidad de escucha. Los
verbos que ilustran este tipo de proceso pedagodgico son: inventar, investigar, curiosear,
escuchar, dialogar, iniciar, responsabilizarse, liderar, consensuar, experimentar,
explorar, etc. El proceso de aprendizaje es basicamente heuristico. Ni la formulacion de
los problemas concretos, ni las soluciones elegidas para resolverlos preexisten
totalmente al proceso de investigacion exploratoria: “El camino se hace al andar”. Si no
fuera asi, el Aprendizaje Basado en Proyectos Sociales no podria pretender, en el marco
de una Comunidad de practica, ser un proceso participativo poniendo en pie de igualdad
todos los actores, universitarios o no, en la definicion y ejecucion de las actividades
sociales. El docente facilita, acompafia, pero dificilmente puede anticipar lo que va a
suceder. El proceso de aprendizaje en una comunidad de practica no es s6lo un asunto
personal del estudiante, sino que es un asunto colectivo.

Como tal, los conocimientos adquiridos no preexisten a la iniciativa de los sujetos para
crearlos y descubrirlos. Si hubiesen emprendido otro camino, los conocimientos
producidos serian otros. Los conocimientos son, en ese sentido, subjetivos, y el proceso
de aprendizaje es personal, interpersonal e irrepetible. Todos los actores van creando los
conocimientos que integran, y se dan a si mismos las lecciones que se quieren dar: se
trata de un proceso de autoensefianza en el cual si no quiero ser generoso conmigo
mismo, pues voy a aprender poco. La reflexion critica en el aula es uno de los modos
de ensefianza-aprendizaje heuristica que promueve legitimacion. La participacion en
proyectos y acciones colectivas es otro. La investigacion exploratoria es un tercero. El
Aprendizaje Basado en Proyectos Sociales, aunque no sea un provocador especifico de
legitimacion si favorece esta pedagogia de la transformacion.

48



Legitimar conocimiento es tener criterios de validacion para las afirmaciones o acciones
no basadas en la imposicion sino en la persuasion.No es frecuente que la gente se resista
a propuestas que los satisfacen.Sin embargo a la hora de proponer, discutir y de elegir
entre varias ideas, es importante utilizar criterios de legitimidad, para sustentarlas.Por
ello, llamamos criterios de legitimidad a aquellos elementos ajenos a la voluntad de las
partes que ayuden a dirimir diferencias asertivamente, haciendo que al final, nadie se
sienta estafado. Eso implica la prueba de la reciprocidad: busque que en sus
negociaciones se use la misma vara para medir concesiones o reclamos de ambas partes.

El contrato como control de legitimidades en una comunidad.

Aunque no llegamos a formular una teoria educativa sobre la legitimacion, asumimos
que algunos autores suscriben un modelo en que la educacion debe ser concebida como
“siendo por un lado, el lugar de encuentro/confrontacion de diferencias y de su
negociacion, y por otro lado, el lugar de la diferencia en si misma” (Stoer y Magalhaes
2005: 140). De este modo, se considera esencial que el profesor asuma un papel de
orientador y mediador del aprendizaje (Vygotsky, 1978), facilitando las relaciones entre
culturas y sabiendo explorar, en cada una de ellas, sus potencialidades, en particular
para la educacion matematica. Tales alteraciones implican un cambio en el propio
contrato didactico (César, 2003; Schubauer-Leoni & Perret-Clermont, 1997).
Proponemos una nocién de contrato didactico mas negociado, dinamico e interactivo, en
el que los alumnos son los principales responsables por su proceso de aprendizaje y
donde se le da un peso al trabajo colaborativo entre pares y en todo el grupo, incluso en
momentos de institucionalizacion.

2.5 El escrito como reflejo de la accion personal e interactiva.

Escribir en matematicas se incluye en los estdndares de formacion en matematicas
porque es una forma de comunicacidon que se privilegia frente la comunicacion oral,
apoyando la idea de escribir para aprender que fue clave en los cambios curriculares de
los afios 80. Escribir es importante en todas las disciplinas, y realmente se ve poco en
las matematicas tradicionales, donde el énfasis sobre los procedimientos relegd al
escrito y la reflexion a un segundo lugar. Vygotsky ya habl6 del gran valor del escrito
en el proceso de aprendizaje, en cuanto el discurso escrito es mas complejo que el
discurso oral, deliberado y basado sobre un sistema de signos arbitrarios (Sierpinska,
1998). Vygotsky (1962, p. 99) dijo que escribir requeria de una accidon analitica
deliberada en la que debe haber un analisis del pensamiento mas consciente, para hacer
del escrito algo comprensible y entendible por los otros mientras que el paso al lenguaje
hablado es un proceso mas subconsciente. Pero ademas, el escrito reflexivo narrativo,
no solo fuerza a los interlocutores a reflexionar, sino también a uno mismo, ganando en
construccidn y reconstruccion en la adquisicion de significados.
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Escribir en matematicas se suele hacer en dos tipos de actividad: diarios, resolucion de
problemas propuestos y exposiciones. En todos ellos, el objetivo es mostrar a otros las
producciones realizadas. En ellas se solidifica el pensamiento, se reflexiona sobre los
propios pensamientos y se comunica a otros lo que se reconoce. En el caso de
resolucion de problemas los estudios revelan cuatro actividades: orientacion,
organizacion, ejecucion y verificacion (Pugalee, 2004). En los resultados de dicha
investigacion, se dice que escribir soporta un marco metacognitivo que sobrepasa la
simple verbalizacion del proceso de pensamiento.

El escrito como forma de expresar el quehacer matematico.

Saber argumentar, dialogar y comunicar por via oral, escrita e videografica® son
competencias que vienen adquiriendo cada vez mas importancia en la formacion
profesional docente. Esas diferentes formas de comunicacién se complementan, siendo
hoy imprescindible el uso articulado de las mismas. Para Powell (2001), la reflexion
sobre las experiencias matematicas puede llevar a los alumnos a pensar criticamente sus
ideas. Para este investigador, desencadenar un ambiente de aprendizaje significativo es
hacer como que la reflexion sobre la experiencia sea una reflexion critica y atenta del
proprio conocimiento para que el individuo pueda desarrollar su proceso metacognitivo.
Powell evidencia que el escrito junto la accion de reflexionar sobre la experiencia, como
posibilidad de influenciar significativamente la cognicién y la metacognicion del sujeto
que aprende.

La comprension de ese proceso de aprendizaje exige el entendimiento de que la
metacognicidon es una categoria de aptitud que considera, por un lado, el conocimiento
en lo que respecta al funcionamiento cognitivo de uno mismo. Por otro lado, las
habilidades relacionadas con la auto-regulacion/auto-monitoreo de la consciencia del
proceso cognitivo de cada uno (Corte ,1996:115).

En esa misma perspectiva, consideramos que el escrito consiste en un soporte material
de la lengua que favorece la consciencia metalingiiistica. Por medio del escrito, el sujefo
puede reflexionar y construir conocimiento explicito, y la consciencia metacognitiva,
por la posibilidad de verificacion del discurso escrito en cuanto producto de
pensamiento, de objetivacion de la experiencia personal (Oliveira, 1995: 154). El
control de la produccion cognitiva se relaciona con los procedimientos metacognitivos,
que son

Operaciones deliberadas del sujeto sobre sus propias acciones
intelectuales. Son procedimientos que indican consciencia del sujeto con
respecto a sus procesos de pensamiento, que le permite describir y
explicar dichos procesos a otras personas, incluyen, también, una

4 . s . . s . .
Por "videografica" esse entende uma comunicacién mediada preponderantemente por la imagen
(figuras, video, construcciones dindmicas presentadas em el ordenador).
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busqueda intencional de estrategias adecuadas a cada tarea especifica a
partir de la consciencia de que hay diversas reglas y principios posibles
que pueden usarse en la solucion de problemas(Oliveira, 1995: 152).

Reconocemos que las palabras determinan nuestro pensamiento porque no pensamos
con pensamientos, sino con palabras (Larrosa, 2001: 102). Pensar, para este autor es,
sobretodo dar sentido a lo que somos y a lo que nos sucede. Uno de los componentes
fundamentales de la experiencia, es su potencialidad formativa. En esa misma
perspectiva, autores como Kramer resalta que la lectura y el escrito pueden, en la

medida en que se configuran como experiencia, [...] desemperiar un papel importante
en la formacion (Kramer, 2001: 110).

Se observa que de alguna forma la investigacion en Educacion matematica que usa
narrativas presupone un proceso colectivo de mutua explicacion en que la vivencia del
investigador se enlaza en la del investigado (Cunha, 1997:192). De esta forma,
identificamos la investigacion sobre escritos como un proceso dinamico de vivir y
contar historias, asi como  revivir y recontar historias, no solo de aquellos
participantes sino también de los investigadores (Clandinin e Connelly,2000: xiv). Esos
autores observan que cuando el proceso narrativo se inicia, la investigacion pulsa con
movimientos hacia atras y adelante a lo largo del tiempo y a lo largo de un 'contivum’
de consideraciones sociales e personales (Ibidem, p.66). También consideramos que la
educacion y los estudios educativos se dan en forma de experiencia y, apoyandose en
autores como Dewey, Bateson, Czaniawaska, Geertz e Polkinghorne, se crea el espacio
tridimensional de la investigacion narrativa. La primera dimensién seria la
'temporalidad’, que incluye pasado, presente y futuro. La segunda dimension
corresponderia a las interacciones personales y sociales. La tercera dimension — se
refiere al 'lugar' en donde sucede la trama

Recordemos que, segun Vygotsky , existe una estrecha relacion entre el uso del
lenguaje como instrumento cultural (en la interaccidbn social) y su uso como
instrumento psicolégico (para organizar nuestro propio pensamiento individual).
También decia que nuestra participacion en actividades conjuntas puede generar
una comprension que después «interiorizamos» en forma de conocimiento y
aptitudes individuales. Aunque estas afirmaciones han despertado un gran interés
entre los psicologos evolutivos, sorprende que se hayan aportado tan pocas pruebas
para apoyarlas o rechazarlas. (Mercer ,2001: 198).

La escritura, tiene un claro valor epistémico porque sirve para transformar el
conocimiento. De la misma manera que a veces decimos lo que no teniamos previsto
decir, incluso aquello que ni tan solo sabiamos lo que pensdbamos. No escribimos
cuando ya lo tenemos todo claro y decidido. Pasar de lo mental alo escrito afecta a
las ideas de tal manera que hay quien sostiene que las ideas que se generan al
escribir no son las representaciones mentales trasladadas a otro medio, son ideas
diferentes. Unas serian las ideas corporeizadas en el pensamiento y otras las
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corporeizadas en la escritura (Tolchinsky, 2001:95). El lenguaje permite crear textos

escritos que posibilitan la comunicacion y el aprendizaje y que también sirve para
validar teorias nuevas. La comunidad cientifica expone sus conocimientos con palabras,
y asi se posibilita el debate cientifico, con criticas y aportaciones que regulan la validez
de una aportacion y la hacen madurar.

De modo similar el alumnado valida el su aprendizaje a través de la expresion oral y
escrita de sus ideas que les permiten adecuar sus formas de entender los fendémenos
cientificos. En un proceso dialdgico en el aula de matematica, para la mejora de la
productividad de textos matematicos, se propone habitualmente lo siguiente:

explicar con detalle los contenidos y criterios de evaluacion y hacer consciente al
alumnado que la mejora de la competencia lingliistica es un elementos clave a
trabajar;

adecuar la terminologia de las preguntas realizadas al alumnado al tipo de textos
orales y escritos que se le proporcionan: sustituir las demandas de explica o
razona por las de describe o define;

garantizar la comprension de los enunciados a través de su lectura atenta en
voz alta, la redaccion individual de un resumen del enunciado al inicio de cada
actividad y la interaccidon con los compafieros para compartir el significado de lo
que se pide;

introducir actividades para promover la conversaciéon exploratoria en grupos
cooperativos asi como el debate general en el aula al inicio de cada secuencia
didactica como método para partir de los conocimientos previos del alumnado y
como recurso eficaz para posibilitar la elaboracion de textos descriptivos que
sirvan de punto de partida para discusiones grupales;

incluir modelos y pautas para la construccion de definiciones cientificas de
dificultad progresiva al final de cada secuencia didactic;

proporcionar modelos de creacion de resumenes para aprender a seleccionar la
informacion mas relevante de los textos de referencia;

pautar la elaboracion de un texto explicativo para hacer la exposicion oral del
trabajo final de sintesis de los contenidos trabajados en la unidad de trabajo;

dar pautas de reflexion y de critica de los propios textos asi como de los textos
de los compaiieros y promover actividades de autoevaluacion y de coevaluacion;
proponer pautas de reflexion y de comprobacion compartida sobre la eficacia
de los textos orales y escritos producidos para la mejora del aprendizaje de las
matematicas y de las habilidades lingiiisticas;

proporcionar modelos de coevaluacion y de autoevaluacion para adecuar el
proceso de aprendizaje a las diversas necesidades individuales; (I Cerda; Parlar i
escriure de matematiques, 2009: 208) .
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2.6. Las produccionesescritas en la matematica escolar.

Con el proposito de tener el maximo de informacion posible de la aplicacion del
conjunto de tareas matemadticas realizadas en el aula, se ha puesto formas de
negociacion que permiten regular (De Landshere 1996) el proceso al mismo tiempo que
obtener las informaciones de los alumnos y poder evaluarlos formativamente. Diversos
autores citan técnicas o modalidades diferentes de tipo escrito para obtener este
resultado: cuaderno, diarios, resumenes, autocontroles, mural, libro para una aula, libro
del grupo, etc. Todos ellos son considerados habitualmente como Contextos de
produccion en donde se dan consignas determinadas, desdoblamientos, etc. En todos
ellos, el objetivo es crear un ambiente de metacognicion y reflexion del trabajo
realizado. Todos ellos estan contaminados por los eventos que ocurren en la clase. En
efecto, leyendo a cualquier texto de cualquier muestra, el debate oral y publico carga y
conquista las atenciones de los alumnos, siempre podran descubrir algo nuevo, tener la
sensacion de placer.

Los escritos que consideramos en la propuesta para analizar se propusieron inicialmente
con el objetivo de proporcionar datos para la evaluacion reguladora tanto de los
estudiantes como del profesor. La consigna de los primeros textos fue proveer un
profesor de informaciones (conocimientos, proceso, transferencia, etc.) a respeto de
eventos didacticos sobre un contenido especifico, que no seran asistidos por él. Las
primeras REv con las caracteristicas de las que analizamos en este trabajo, fueran
producidas en 1993, y luego se constituyeran como una meta de produccién matematica
independiente (en el sentido de se desarrollar en paralelo) de sus aspectos relacionados a
la evaluacion. Discutiremos en otro momento las REv desde la perspectiva del quehacer
matematico.

La base para la produccion de los textos de REv siempre fue lo vivencial (sensaciones,
memorias, discusiones posteriores, etc.) y lo documentado. Aqui hay un elemento
fundamental a ser considerado, los apuntes. El cuaderno de clase tiene un rol importante
para la produccion de las REv. Las REv fueran propuestas y producidas en los
siguientes contextos situacionales: (a) Al final de una secuencia didactica corta o una
clase acerca de un topico matematico; (b) Después de una actividad de resolucioén de
problemas o investigacion; (c) Como documento y materializacion de un proyecto
hecho; (d) Al final de un mes de trabajo matematico; (¢) Como sistematizacion de un
semestre o afio lectivo; (f) Como documento de 4 afios de estudios de las matematicas.

El tiempo de produccién era variable, podrian escribir en un tiempo determinado en la
aula, en otros momentos las eran producidas en la casa con plazos que iba de 1 a 3 dias.
En algunas ocasiones las escribian en clase, lo profesor hacia la recogida, y los alumnos
las escribian nuevamente en sus casas sin hacer la lectura de lo que habian hecho en
clase. En situaciones como esa, las dos REv eran objeto de lectura y analisis como tarea
matematica.
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La regla general que se consider6 fue que todo lo producido en aula tenia que pasar por
la etapa de socializacién y discusion.Desde las primeras experiencias realizadas la
Redaccion-Evaluacion se consideré una produccion de cardcter publico que asume el
rol de la socializacion de los significados matemadticos desde la autonomia de los
individuos que no deben solamente responder a un patron fijado institucionalmente.
Eso las diferencia de otras formas de produccion escrita mas dirigida, aunque posee
caracteristicas comunes como fomentar la metacognicion y pretender un buen nivel de
comunicacion. En momentos sucesivos, nos preocupamos por adquisicion de estilo
(estética) y observamos que podriamos conjeturar las siguientes consecuencias:

= Centro, apreciacion y valoracion de las interacciones por la necesidad de contemplar
los eventos didacticos y los procesos en las REv (dominio cognitivo)

= Estilo auto organizacional (dominio estratégico)

= Critica (preciosismo en la produccion del propio texto, actitud en los eventos
socializados de discusion sur el cuadro o sur las producciones de los colegas)

= Control cognitivo

* Procesos de argumentacion refinados y rigurosos-

Los textos de redaccion-evaluacion como tareas complejas reguladas.

Este tipo de tareas, son propuestas inicialmente con el objetivo de proporcionar datos
para la evaluacion no como resultado mas si como reflejo de un proceso con una pauta
de objetivos, luego se observo que los textos producidos ofrecian datos mas alla de lo
esperado, y a partir de la socializacion y discusion de sus estilos y contenidos, las REv
adquirieran “personalidad propia” y se sofisticaran, protagonizando los momentos de
institucionalizacion de los saberes matematicos, compartidos y producidos
colectivamente. Mas que textos descriptivos de hechos, parte de las primeras REv
documentaban procesos, procesos conscientes y explicitos. Cargaban la expresion y
documentacién de: sensaciones, conflictos, bloqueos, ruidos, tanteos, disensiones,
deseos, dudas, creencias, concepciones, creaciones, movimientos, ... como los de las
estrategias de resolucion de problemas, y las interacciones verbales que ocurriran, mas
expresaban también procesos no explicitos y no verbalizados por ninguno actor en el
aula, pero sentidos e internalizados por los alumnos que los ponian por escrito.
Ofreciendo asi al profesor una herramienta eficaz para evaluar y hacer revision de la
dinamica de las clases, las concepciones, creencias los filtros de los alumnos y del
proprio profesor. Esta metamorfosis sufrida por las REv, independiente de la voluntad
de los protagonistas del evento didactico en que las generaran, luego ha hecho que
ocupasen otro sitio, mas relevante, en la dindmica de ensefanza — aprendizaje. El acto
de escribir una REv se constituye en un momento en un férum virtual de reflexiones
acerca de hechos y eventos de ensefanza, en el otro momento es la expresion de
intervencion de los alumnos en los actos del aula, junto a sus colegas y profesor.
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Nuestra apuesta inicial es que las REv se constituyen como productos, en si, del
conocimiento matematico, y que entre otras cosas igualmente importantes son capaces
de reflexionar y dar informaciones sobre el ambiente en que fueran producidas.Mas
tarde, en un estudio empirico realizado en la maestria (Lopes, 2000) se observo que la
accion de producir REv ha propiciado algunos elementos importantes en la educacion
matematica de los alumnos, como se explican a continuacion:

1. Laactividad de escribir acerca de las matematicas ha mejorado la comunicacion
escrita de los alumnos en general;

2. Escribir acerca de matemadticas y sus procesos, ha hecho con que los alumnos

mejorasen sus procedimientos de organizacion personal;

Desarrollaran y perfeccionaran sus procesos personales de reflexion y critica;

Desarrollo sus capacidades comunicativas;

Actu6 positivamente en aspectos afectivo — emocionales con mejora de autoestima;

Se percibi6o aumento de sus conocimientos acerca de los temas matematicos

estudiados frente a las amplias conexiones y relaciones producidas (agotamiento de

tema);

7. Desarroll6 atencion a los aspectos semioticos especificos, simbologia y lenguaje de

AN

la matematica;

8. Propicio momentos de analisis y sintesis;

9. Desarrollo sus mecanismos de argumentacion;

10. Propicid que los alumnos se colocasen del punto de mira del otro.

11. Valoracion de elementos no directamente matematicos, utilizados en las REv
(historia, literatura, disefio del texto, estética, valoracion, etc.).

En cuanto a la comunicacion propiamente dicha, las REv se diferencian de las
producciones tradicionales no solo por la estructura del texto mds también por la
valorizacion de formas semidticas que van mas alla de las formulas, definiciones y
cuentas. Mitad de la muestra estudiada (la REv hechas por las alumnas) hacen uso de
una diversidad de representaciones verbales, simbdlicas, geométricas y otras, con el
proposito claro de hacer ver a los lectores facetas de los conceptos y procedimientos
presentados para convencerlos de su importancia y ensefiarlos a hacer uso. Afiadiese a
esto una preocupacion de naturaleza estética en el modo que hacen el disefio
(formatacion) de sus REv.

Al mirar los elementos lexicales especificos del vocabulario utilizado por los alumnos y
los verbos que indican las representaciones y acciones, al analizar los patrones y
relaciones tematicas desde distintas miradas (estructural, metacognitiva, etc.) se puede
capturar los contenidos estudiados, las relaciones hechas y habilidades conquistadas.
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CAPITULO 3

METODOLOGIA

En este capitulo se caracteriza como se van a enfrentar las
preguntas de investigacion, el tipo de disefio investigador, asi
como las grandes fases (3.1.). Se justifican las personas y textos
que intervienen en el estudio en cada una de las fases (3.2.). Para
el andlisis de lo cognitivo se reconocen las practicas y el tipo de
significados matematicos (3.2.1.). A continuacion, el analisis de
las interacciones segun Scott y Mortimer (3.2.2.). Finalmente el
analisis de las negociaciones de significados segin Baker y
Sophie Lauvergne en el gupo de Nicolas Balacheff (3.2.3..).
Junto a ello, las herramientas que se usan para tratar los datos en
cada uno de los andlisis, usando ejemplos simplificados de su
uso posterior (3.3). Asi, las que nos permiten analizar el
contenido matematico (3.3.1.), el significado (3.3.2.) y las
propias del analisis semantico (3.3.3.).

El separa el andlisis sistémico, con su valor integrador de nuevo
a partir del andlisis critico del discurso (3.4.) desde la vertiente
de lo personal (3.4.1.) y lo interpersonal de significados
construidos en el grupo de forma colaborativa (3.4.2.), acabando
por mostrar que detras de ello esta una reflexion metacognitiva.

Por ultimo, se muestra el esquema general de como se hace cada
analisis en relacion a los objetivos de la tesis. (3.6.).
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3.1. Bases y fundamentos metodologicos.

“...enfoques analiticos para examinar mecanismos que comienzan
con ideas tedricas que son testadas a lo largo del disefio,
implementacion y estudio sistemdtico de herramientas educativas

que dan cuerpo al mecanismo conjeturado inicialmente”
Shavelson y Towne (2002, p.120)’

El estudio que se presenta comparte algunas caracteristicas de las siguientes
metodologias de investigacion: (a) Interpretativa: ya que la investigacion tiene en cuenta
el sentido de las acciones de los sujetos. (b) Cualitativa: puesto que el objeto de
investigacion no es algo que se pueda observar y cuantificar. Y presenta las siguientes
caracteristicas generales: (a) Exploratoria: en el sentido que se pretende recoger y
analizar informacion que pueda servir para orientar futuras investigaciones. (b)
Descriptiva: puesto que ha generado informes narrativos a partir del ejercicio de
aplicacion de las herramientas de los modelos para el analisis de las clases.

Esta investigacion tiene una inspiracion etnografica, y elementos de la investigacion de
disefio. La investigacion de disefio o investigacion basada en disefio es un paradigma
metodoldgico que se justifica por el hecho de tratar de establecer caracteristicas de un
proceso de ensefianza ocurrido, del que se quiere identificar sus posibilidades de futuro.
Reviviéndolo como estudio de caso “arqueolodgico” y antropologico en el sentido que
tratamos de recuperar significados, caracterizando situaciones en toda su complejidad,
cuando mayoritariamente no es conocida a priori, como suele ocurrir en los procesos de
ensenanza. Ello obliga al investigador a distinguir entre aquellos elementos que van a
ser objeto de estudio y aquellos otros que se consideran en segundo término que se
asumen como condiciones del entorno (Barab y Squire, 2004; Cobb et al., 2003).

En este tipo de disefio investigador, intenta optimizar el disefio tanto como sea posible y
observar cuidadosamente cémo funcionan los diferentes elementos (Collins, Joseph y
Bielaczyc, 2004). Involucra diferentes tipos de participantes en el disefio para utilizar
sus diferentes experiencias en la produccion y andlisis de éste; estando siempre
involucrada, Intervienen en el proceso de investigacion diferentes tipos de participantes
en el disefio, para utilizar sus experticias en la produccion estudios se caracterizan por
un refinamiento progresivo, ya que el disefio es constantemente revisado a partir de la
experiencia (Collins et al., 2004). El proceso de investigacion tiene lugar a travésde
ciclos continuos de disefio, puesta en practica, andlisis y redisefio.

Kelly (2004) hace observar la necesidad de especificar la “gramatica argumentativa” de
este tipo de estudios, es decir, la l6gica que guia el uso de los métodos y que sustenta el
razonamiento sobre los datos, para que sirva de garantia de las argumentaciones que se
obtienen. En esta metodologia, se realiza un analisis retrospectivo de los datos

> Shavelson, R. J. y Towne, L. (2002). Scientific research in education. Washington, DC: National
Academy Press
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recogidos de la actividad ocurrida en el aula. Mediante el analisis de los textos,
grabaciones o notas recogidas, el investigador-docente puede reactivar sus recuerdos de
las experiencias vividas en el aula pudiendo asi recordar las interpretaciones
espontaneas que fueron realizadas, en el momento de la intervencion.

Este tipo de etnografia, registra un mayor énfasis en la comprension de escenarios poco
familiares y de lo que los constituye. Segiin Spradley (1997),

“El elemento esencial de la etnografia es esta preocupacion con las acciones y los
acontecimientos para las personas que pretendemos conocer. Algunos de esos significados se
expresiones directamente através del lenguaje; muchos son tomados como garantizados o
implicitos y comunicados apenas indirectamente através de la palabra y de la accion.Pero, en
cualquier sociedadlas personas hacen uso constante de esos sistemas complejos de significado
para organizar su comportamiento, para que se comprendan a simismos y a los otros y para
dar sentido al mundo en que viven; estos sistemas de significado constituyen a su cultura; la
etnografia implica siempre a na teoria de la cultura.” (Spradley, 1997: 20)

Se opta por la investigacion etnografica porque, aplicada a sistemas sociales basados en
tecnologias de la informacion como las comunidades virtuales, aporta la capacidad de
interpretar el contexto de inteligibilidad mediante una descripcion densa (Geertz, 1992)
a partir de las interacciones sociales basadas en el texto con el que los participantes
inscriben sus discursos en la negociacion de significado, y permite la interpretacion de
los datos obtenidos a partir de una observacion participante en un contexto especifico,
circunscrito y microscopico como el de la comunidad virtual estudiada.

"De manera que la descripcion etnogrdfica presenta tres rasgos caracteristicos: es
interpretativa, lo que interpreta es el flujo del discurso social y la interpretacion consiste en
rescatar "lo dicho" en ese discurso de sus ocasiones perecederas y fijarlo en términos
susceptibles de consulta [...]. Ademds, la descripcion etnogrdfica tiene una cuarta
caracteristica, por lo menos tal como yo la practico: es microscopica". Geertz (1992:32)

Como una investigacion etnografica, se basa en una metodologia cualitativa
fundamentada en el trabajo de campo mediante la observacion participante del
investigador en el contexto. Tanto las evidencias documentales como las entrevistas
han sido complementadas y enfocadas desde la observacion participante.

"El antropdlogo de manera caracteristica aborda esas interpretaciones mas amplias y hace
esos andlisis mas abstractos partiendo de los conocimientos extraordinariamente abundantes
que tiene de cuestiones extremadamente pequenias”. Geertz (1992:33)

La metodologia empleada pretende aportar un modelo de andlisis del contextode
inteligibilidad caracterizado como comunidad. En ese sentido se cuida de conocer las
culturas de la clase y aquellas que muestran el medio de trabajo, procurando
comprenderlos en la medida que el propio docente/investigador se vuelve gradualmente
un participante cada vez mds legitimo y menos periférico de dicha comunidad de
practica (Lave & Wenger, 1991).

En el inicio un elemento situacional ha puesto en discusion, la legitimidad de hacer esto
estudio y su clasificacion en el marco de las investigaciones en educacion matematica.
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Lo que ha provocado la cuestion es el hecho de que lo investigador que firma este
trabajo actu6 como participante de los eventos donde se produciran los objetos de
andlisis (las REv). En principio se podria entender tratarse de un caso especial de
investigacion-accion. Este término fue utilizado por primera vez por el psicologo
aleman Kurt Lewin en los afios 1940 para referirse a los estudios de la vida social y a las
intervenciones con la intencion de transformalas. Desde entonces muchos
investigadores se apropiaran del término, transformandolo en algunos aspectos.
Thiollent (1992), por ejemplo, considera la investigacidn-accion un tipo de
investigacion participante y sugiere que la diferencia entre una y otra, en el contexto de
la América Latina, es que ni siempre en la investigacion participante existe una
“voluntad planeadora”, una “voluntad de accidon conjunta programada”. En el Brasil en
los afios 70-80, la investigacion-accion o investigacion participante marco gran parte de
los estudios sociales, en especial los de educacion popular (véase Freire y sus
seguidores), que alimentaban los movimientos que luchaban por la democracia contra el
estado de excepcidon que marcd los 23 afios de dictadura militar.

Pero para nosotros hay unas variables distintas que tiene que ser consideradas y que
pueden contribuir para la caracterizacion de este estudio. La variable (distancia del)
tiempo puede ver tomada como un diferencial. En los estudios de investigacién-accion,
la distancia temporal entre las acciones de intervencion y la investigacion son cercanas.
No sucede lo mismo en este estudio, aunque, uno de los participantes de las acciones
objeto de estudio (como observador, colector dos datos, gestor y ejecutor de las
acciones didacticas que llevaran a la produccion de los textos analizados) es el mismo
que la mira como investigador desde una nueva posicion.

A esto hay que afiadir que mas alld de considerar la variable tiempo hay también las
variables objetivo y grado de intervencion en los hechos. Queda el variable grado de
intervencion en la analisis, pero esto ha de ser controlado por el uso adecuado de los
cuadros tedricos disponibles y ademas de los utilizados en esto trabajo. Lo mismo pasa
con otros investigadores como socidlogos o historiadores que se dedican a mirar hechos
pasados de los que muchas veces pueden tener participado como observadores o
militantes

La posicion de investigador privilegiado, por detener mas informaciones y memoria
acerca de los eventos, de nuestra mirada, no contaminara lo estudio. El (micro) analisis
afinada posibilitard una relectura y posible de posicion de madurez con vista a formular
conclusiones (por confirmacion o refutacion), nuevas conjeturas, cuadros teoricos etc.

Para apoyar los resultados obtenidos se analiza la forma de participar los estudiantes en
la clase. Se ha pretendido obtener informacion sobre las intervenciones e interacciones
que se producen entre ellos, interesdndonos particularmente si, a través del debate y la
discusion, llegan a acuerdos que pueden repercutir en la construccion del conocimiento.
Se hace con el fin de determinar el tipo de interacciones que se producen y aquellas que
forman cadenas conversacionales, entendidas como grupos de interacciones en las que
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hay debate e intercambio de puntos de vista, pudiéndose llegar a la negociacion de
significados.

3.2. Principios generales para el analisis.

Ante todo, presentamos los datos que van a ser considerados para responder a nuestras
preguntas de investigacion, enunciadas en el capitulo 1. Se explica el contexto para
acortarla distancia entre la investigacion y los datos. Se explican caracteristicas que
subyacen el uso de ciertas formas de andlisis, asi como las herramientas.

Los Datos. Contexto.

Para mostrar que se desarrolla un ambiente de comunidad de investigacion colaborativa
y de investigacion, que regula el aprendizaje, se describird la experiencia base que
analizamos, realizada entre 1993 y 1996, que tuvo un primer analisis en 2000 y se
revive mas adelante en los afos sucesivos. En la reflexion participan dos investigadores
externos ademas del profesor-investigador, que cuidan de algunos detalles y revisan los
resultados. .Se desarrollard el estudio en dos fases. En la primera fase, se trata de
identificar caracteristicas de un ambiente de clase (capitulo 4), y en una segunda fase, se
reinterpreta un proceso largo que incluye la situacion anterior (capitulo 5). Ademas de
eso, el primer analisis se basa en uno anterior mas cercano a la realizacion de los hechos
(Lopes, 2000).

En la investigacion precedente, se realizd un estudio sobre 4 textos producidos por 2
alumnos de 5- 7 grado, mediante un analisis del contenido del discurso, desde diversas
perspectivas que se explicaran mas adelante. Ahora, para responder a la primera parte
de nuestros objetivos, en la primera fase, realizamos un andlisis sobre tres practicas
matematicas que se tienen completamente documentadas. SE analizan las
configuraciones epistémicas. Ahora bien, se incorporan dos tipos de analisis, para
analizar los elementos de interaccidon asi como normativos, y epistémicos matematicos
(usando herramientas del enfoque ontosemidtico). Se desarrolla en el capitulo 4.

Para la segunda fase, realizamos dos estudios etnograficos de casos con dos estudiantes
de los cuatro que habian sido analizados en nuestro estudio anterior (Lopes, 2000),
llamados entonces como Joana y Gabriela.

En este tipo de investigacion, se seleccionan los participantes de forma intencional y
estratégico (Merriam, 1988), Asi, los participantes se escogieron porque teniamos
registros que nos permitian el analisis. En un estudio anterior, habiamos recogido y
estudiado una gran cantidad de textos producidos por, entre 60 y 70, alumnos (2 grupos
aula) de una escuela de la ciudad de Sao Paulo, SP — Brasil, en ocasiones de contextos
distintos, entre los afios de 1993 a 1996, los alumnos de los grupos estudiados fueran
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acompanados por lo mismo profesor durante cuatro afios desde la clase de 5° (5 serie de
la ensefianza fundamental del Brasil(11-12 afios), hasta los 14/15 (8° serie).

Para justificar aspectos normativos y de la negociacion, ya en este capitulo se reconocen
los resultados de un estudio previo (Lopes, 2007) basado en el andlisis del discurso,
realizado sobre 4 textos producidos por alumnos diferentes. En dicho estudio, habiamos
analizado los textos escogidos relacionados con una tarea matematica sobre “ecuaciones
del 2° grado” trabajado en dos clases seguidas del afio de 1995, cuando los alumnos se
encontraban en la parte final del 7°grado (noviembre). Toda vez que uno de los
propositos de aquel estudio fue ejercicio de utilizacion de herramientas del analisis del
discurso basadas de la lingliistica para inferir informaciones a respecto de eventos
didacticos, escogemos al azar dos textos de mujeres y dos textos de varones de
caracteristicas diferentes, sin exigir ninguna condicién especial a otras condiciones o
variables intervinientes.

Para nuestra primera parte del estudio, que pretende reconocer caracteristicas del
ambiente en el que se desarrollan las practicas asociadas a los textos, se encuentra en el
capitulo 4 de esta tesis, y usamos dos andlisis que llamaremos de practicas segin EOS,
asi como analisis de interacciones segun Scott y Mortimer. Para esta primera parte, se
toman tres practicas diferentes de 6° afio (10-11 afios) sobre mosaicos y poligonos,
construccion y definicion de grado de no convexidad (11-12 afos), y una tercera
investigacion sobre angulos en el reloj (10-11 afios).

Para tomar los datos de la segunda parte del estudio (en el capitulo 5) nos basamos en
todos los textos recogidos de practicas realizadas por un mismo grupo de alumnos a lo
largo de cuatro afiosde trabajos, en donde queremos ver que se dan unas caracteristicas
d una comunidad de investigacion matematica que llamamos Ambiente de Inspiracion
Lakatosiano, a partir de la idea de investigacion de Rafaela Borasi, y los trabajos del
grupo de Nicolds Balacheff. Las herramientas para este tipo de analisis se basan en
técnicas del andlisis critico del discurso sobre lo argumentativo, asi como herramientas
del analisis epistémico y normativo de las préacticasmatematicas segin el llamado
enfoque ontosemidtico que esperamos que permitan reconocer la evolucion cognitiva de
los estudiantes, asi como el refuerzo de las propiedades del ambiente.

Se toman cinco tareas de distintos tipos, para ver las diferencias. (a) Una tarea sobre
tangram (de grado 5, cuando los estudiantes tenian 11 afios). (b) Una tarea sobre
pentominos (al final de 5 grado, que bien podria haber sido de inicios de grado 6), (¢)
sobre la ecuacion de segundo grado (de grado 7), (d) Una tarea sobre conjuntos
numéricos (en grado 8) y (e) una actividad final de sintesis (al fin de grado 8). Estos
textos se interpretan como actividades reguladoras, que dan cuenta de las practicas
desarrolladas. Asimismo van a dar muestras de una parte de la trayectoria didactica total
desarrollada en la experiencia. Los textos completos se muestran en los anexos y se
describen en los capitulos correspondientes.
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La observacion participante se acompaiid con registros fotograficos y videos de algunas
aulas de Matematicas, durante y después de la elaboracion de resumenes desempenando
el profesor/investigador un papel de participante observador en la medida en que hacia
parte del grupo investigado, siendo su posicion de investigador del conocimiento de los
restantes participantes (Merriam, 1988). Consideramos dos caracteristicas de la
observacion participante que consideramos de gran relevancia (Stenhouse, 1993): (1) un
observador participante se envuelve en el contexto que observa, compartiendo los
habitos y costumbres de la comunidad en que se encuentra inserido; (2) a necesidad de
mantener un cierto distanciamiento de la realidad que se observa.

La observacion participante implica, simultaneamente, un desarrollo emocional y un
distanciamiento objetivo” (Stake, 2000: 465). A pesar de ello, por mucho
distanciamiento que el investigador consiga mantener en relacion al objeto observado y
analizado, la interpretacion que se hace de los datos tendrd una tendencia subjetiva, ya
que estd configurada por sus conocimientos, vivencias, valores y sentimientos. Pero el
distanciamiento no debe comprometer su participacion en la comunidad de préctica. Por
ello, se trata de apaciguar ese problema con un equipo investigador que contribuye a
afianzar y discutir los resultados.

Para alcanzar los objetivos propuestos, decidimos escoger cuatro textos de dos
estudiantes que llamaremos Gabriela y Joanna, para analizar el potencial cognitivo de
las aulas correspondientes en el ambiente AIL, para ver si conseguimos mostrar la
consolidacion de las caracteristicas observadas asi como los elementos de desarrollo
matematico. Para ello se aprovechd que el mismo profesor siguié con la misma forma
de trabajo para ver los efectos a largo plazo en el ambiente.

Toda vez que uno de los propdsitos de este estudio es el ejercicio de utilizacion de una
herramienta de la lingiiistica para inferir informaciones a respecto de eventos didacticos,
escogemos al azar dos textos de caracteristicas diferentes, sin exigir ninguna condicion
especial a otras condiciones o variables intervinientes.

3.2.1. Analisis conceptual y semantico.

En el andlisis conceptual, observaremos el desarrollo de los aspectos matematicos: si el
texto es o no amplio, se generaliza hechos, se hace conexiones, se problematiza, como
argumentan, se hacen los calculos correctamente, se y como define, se ejemplifica o
verifica resultados, como concluye, se hay ideas fuertes y/o creativas. Anadiendo a estos
elementos los de naturaleza lingiiistico-matematicas: como hace uso de la sintaxis
propia de las matematicas: vocabulario, simbolos y notaciones; se usa representaciones
diversas, y se indica que nivel de formalismo se usa.

Lemke nos orienta a hacer un analisis tematico de las relaciones semanticas. En el
analisis tematico, una relacion semantica describe como se relacionan dos significados
de dos palabras o frases (item tematicos) cuando se usan conjuntamente al hablar sobre
un tema particular. Las mismas o muy similares relaciones semanticas pueden ser
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expresadas por diferentes relaciones gramaticales entre palabras y frases. En ocasiones,
los términos gramaticales se usan para nombrar las relaciones semanticas. En la
siguiente relacion, indico algunas de las relaciones semanticas mas comunes junto con
sus nombres en varias teorias semanticas y gramaticales. Para mds detalles, véanse
Halliday (1985) y Lemke (1983a). Para hacer nuestro analisis consideramos el andlisis
tematico y las estrategias de desarrollo tematico que son las técnicas especificas usadas
por profesores y alumnos para construir una red de relaciones semanticas entre los
términos clave de una materia (un patrén tematico). A continuacion se indican las mas
comunes y basicas de estas estrategias de discurso que se utilizan en el lenguaje para
comunicar sistemas conceptuales de la ciencia (Lemke, 1983b). Inicialmente
consideramos relaciones de tipos diversos como se muestran en la figura 3.2.

Relaciones Relaciones Relaciones de Relaciones Relaciones
nominales taxondémicas transitividad circunstanciales logicas
Atributiva Muestra Agente; Meta Localizacion Elaboracion
Clasificadora Hiponimo Medio; Beneficiario Tiempo Adicion
Cuantificadora Mero6nimo Rango Material Variacion
Sinénimo Identificacion Manera Conexion
Anténimo Posesion Razoén

Figura 3.2. Tipos de relaciones textualesque se analizan (Lopes, 2007).

Y estrategias como las que se muestran en el cuadro de la figura 3.3.

Estrategias de Estrategias de Estrategias Estrategias y Estrategias Otras
didlogo monologo estructurales contraste tematicas Estrategias
generales globales
Serie de preguntas Exposicion Conexion Aposicion Repeticion con | Metadiscurso
de profesor logica sintactica variacion
Seleccion y Narrativa Conexion Concordia Condensacion Senalar
modificacion retorica informacion
antigua
Recontextualizacion Resumen Conexion Glosar Nexo tematico Senalar
retroactiva selectivo genérica informacion
importante
Construccion Dar el fundo y Enfasis Entretejido de Rotura de
conjunta el primer plano contrastante | temas (armonia marcos
cohesiva)
Dialogo de texto Conexion Ambientes Alusion
externo anaforica y paralelos intertextual
cataforica Autocorreccion

Figura 3.3. Tipos de estrategias verbales en los textos

La recogida de datos.

A continuacion se resumen los textos correspondientes a las dos partes de nuestros
analisis que se realizan en relacidn al objetivo que se pretende.
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Tareas que se
explican y analizan

Tipo de analisis

Objetivo que se quiere cumplir.
Conclusiones esperadas

Poligonos
Grado no
Convexidad

ACD y EOS y analisis
estructurales

Para obtener relaciones cognitivas y
metacognitivas asi como patrones interactivos
Para obtener trayectorias epistémicas asi
como son las interacciones, legitimacion, etc.

Angulos en reloj

ACD y normativo en
EOS y estructurales

para reconocer trayectoria epistémica
implementada e interacciones, negociacion (y
cultura de AIL)

Tangram
Pentominos
Ecuacion de 2° grado
Conjuntos numéricos

EOS objetos y
procesos (mezclar con
analisis de
significacion
conceptual)

Para sacar distinciones individuales y
elementos comunes del ambiente mirado por
dos personas diferentes, es una analisis
matematica

(aqui el foco no son las personas y si las

tareas)

Figura 3.4. Tipos de andlisis que se realizan en el capitulo 4

Como produccion escrita las redacciones instauran una interaccion con por lo menos
dos participantes: quien escribe el texto, el autor, y aquello a quien el texto es destinado,
el lector. Esa interaccion escrito/lector pude En se manifestar de diversas maneras y ser
representada por mas de una entidad. En nuestro caso, para el papel del autor
identificamos cada uno de los alumnos/escritores de las redacciones. Ya para el papel
del lector identificamos mas de una entidad: el profesor que ha puesto la consigna, el
grupo a que el autor pertenece representado por sus colegas de aula (en algunos
momentos, como ha mostrado las andlisis, el autor incluido y el profesor) y una
audiencia mayor representada por un lector anénimo a quien el texto podria ser
destinado.

Los niveles de andlisis que se han determinado son varios que se complementaran para
responder a nuestras preguntas de investigacion. Primero se describen los analisis, y se
explican las herramientas propuestas en los modelos empleados de forma ejemplificada.

Reconocemos que hay caminos mas recomendados y utilizados por la comunidad de
investigacion para hacer el andlisis de situaciones de aula, apoyadas fundamentalmente
en la videografia.

“La videografia (estudio de la actividad a través de peliculas de
video) y el analisis microgenética (estudio detallado de la evolucion de
las relaciones entre agentes y situaciones) se combinan para formar un
modelo de recoleccion y andlisis de datos que permite una inter-
pretacion  robusta y  consistente  de los  mecanismos
psicologicossubyacentes a la actividad humana. Vygotsky argumenta,
entretanto, que la abordaje microgenética debe asociarse al andlisis
del macrocontexto sociocultural del desarrollo, con el fin de que
posaramos identificar el significado de las acciones y procesos
mentales humanos.” (Meira, 1995)
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Pero nuestro estudio no dispone de todos los videos, y no mira solamente y
directamente las interacciones en aula, sino también como los alumnos representan sus
conocimientos matematicos y atn la produccion de ellos, a través de los escritos de los
individuos objeto de este andlisis. En efecto, para responder a las preguntas propuestas,
queremos partir de las potencialidades d los textos producidos por los propios
estudiantes. Como ya se dijo, consideramos que el hecho de que los estudiantes
construyan narrativas, permite que usemos técnicas de analisis que hasta ahora han sido
propias del andlisis que se usa en la formacion de profesores. Ademas de ello, porque
entre nuestras hipotesis estd que se consigue un ambiente con orientacion didactica,
como es la formacion del docente. El uso de narrativas ha sido usado por muchos
autores como Olive Chapman en Canadd, Joao Pedro da Ponte en Portugal, Arthur
Powell en Estados Unidos, y Dario Fiorentini en Brasil. La eleccion de los caminos e
instrumentos utilizados en este trabajo estd intimamente asociada a la naturaleza del
objeto que se escogid para mirar las producciones escritas de los estudiantes.

3.2.2. Analisis de la practica matematica en la primera fase.

Para el analisis de la practica matematicase recoocen los siguientes elementos: (a)
componente epistémica [implica reconocer objetos y procesos] y (b) componente
normativa [normas interactivas y normas epistémicas]; (c) andlisis comunicativa.
Interacciones y conflictos (e) Identificacion de normas.Un tercer nivel de Andlisis de
las relaciones interactivas (se complementa con el modelo de Mortimer & Scott),
descripcion, explicacion, generalizacion (a) Propdsitos de ensefianza y formas de
intervencion, (b) Patrones de interaccion. (¢) Enfoque comunicativo.

Se propone entonces desde el EOS la configuracion didactica como una herramienta que
permite realizar un analisis detallado de los procesos de instruccion matematica.
Conviene, sin embargo, partir de configuraciones didacticas tedricas de referencia. Por
ello, se describen cuatro tipos tedricos, que se designan como configuraciones
adidactica, magistral, dialogica y personal.

Se considera diferentes tipos denormasepistémicas y lascognitivaspara realizar unas
practicas matematicas de las que se obtendra una configuracion epistémica emergente.
Por otra parte, el profesor pretende que sus alumnos personalicen las configuraciones
epistémicas en configuraciones personales previas (o configuraciones metacognitivas).

3.2.3. Analisis de interacciones y produccion de significados en el
modelo de Scott y Mortimer.

La propuesta de Scott y Mortimer, se enmarca en la linea de investigacion de la
ensefianza de las ciencias que busca cambiar la atencion de los estudios centrados en la
comprension individual de los estudiantes a cerca de fendmenos especificos, hacia
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estudios sobre la forma en que los significados y comprensiones se desarrollan en el
contexto social de la clase.

Las raices de esta propuesta se encuentran en los analisis llamados de semiotica social
que buscan reflexionar sobre el papel del docente y la manera como éste dirige y
sostiene interacciones en el aula para hacer el conocimiento cientifico asequible a toda
la clase. ELos significados son vistos como polisémicos y polifénicos, generados en la
interaccion social y después internalizados por los individuos. El proceso de aprendizaje
se asume como una negociacion de nuevos significados en un espacio comunicativo en
el que se encuentran diferentes perspectivas culturales. Las interacciones discursivas
son consideradas como constituyentes del proceso de construccion de significados.

Desde este enfoque, se busca desarrollar un lenguaje para describir el género de
discurso de las clases de ciencias. Estos géneros de discurso son entendidos desde la
perspectiva de Bakthin, que plantea que “cada esfera en la que el lenguaje es usado
desarrolla sus tipos relativamente estables de enunciados”. Los patrones de discurso que
prevalecen en las clases de ciencias son muy diferentes y como tal, constituyen un
género de discurso estable, que serd un foco del analisis

El modelo de Scott y Mortimer se constituye en una herramienta de andlisis de los
diferentes tipos de interaccion discursiva generados en la clase y la produccion de
significados en las clases de ciencias, concretado en el reconocimiento de propdsitos de
ensenanza y contenidos, enfoque comunicativo, patrones de interaccion y formas de
intervencion,

3.2.4. Analisis de lanegociacion.

Seguimos el Modelo de Baker explicado en el capitulo anterior citado por Sophie
Soury-Lavergne pp. 86-90. La negociacion tiene 4 dimensiones: (a) el objeto y un
conjunto de proposiciones que hacen parte de la solucion de un problema que esta’
siempre puesto; (b) estado inicial que implica fines comunes de los interlocutores y
restricciones y al juego (en el dialogo); (c) estado final que corresponde a consensos y
acuerdos sobre la solucion; (d) proceso que, incluye registros aceptaciones y rechazos y
relaciones entre las proposiciones (busquedas de conjeturas, validacion, papel del propio
recurso.
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3.3. Herramientas para el analisis en la segunda fase.
Se muestran a continuacion las herramientas usadas en cada tipo de andlisis con
ejemplos de cada una de ellas.

3.3.1. Herramientas para el analisis de las matematicas en los textos en
la fase ultima del estudio.

Para analizar los elementos matematicos involucrados en los textos, buscamos un
modelo cercano a lo que fue utilizado hasta este punto. Nos basamos en los analisis de
texto, y conceptual explicados, asi como el andlisis de interacciones por la sintonia
entre su semidtica social y la gramadtica sistémico-funcional de Halliday (Lopes, 2000).
Anadimos a estos cuadros algunos estudios sobre metacognicion, habilidades y
competencias matemadticas producidas en el seno de la comunidad de Educacion
Matematica con el proposito de capturar estos elementos en los textos. A continuacion
se muestra el proceso de lo que ocurri6 en las clases en el contexto de los objetivos
didéctico institucionales.

Consigna de profesor. Implementacion.

Recogida de los textos y lectura por el profesor-investigador;

Devolucion de los textos a los alumnos para discusion individual;
Socializacion de los textos en aula, con lectura de algunos textos de otros, y
comentarios de algunos alumnos, asi como del profesor.

e FElaboracion de los textos de redaccion-evaluacion.

El proceso de investigacion con los datos que se siguid en la segunda fase partié de un
estudio previo (Lopes, 2000) para los puntos 1 a 4, y fue el siguiente:

1) Lectura global y bruta de los textos por el equipo investigador

2) Eleccién al azar de dos alumnos de los que se tienen todas sus producciones

3) Transcripcion.

4) Generacion de hojas de analisis micro textual desde los elementos de nominacioén
y atribucion, participantes, sus papeles y acciones. Codificaciones.

5) Produccion de cuadro bruto de los elementos semanticos para la mayoria de los
textos.

Poseriormente se toman tres textos y notas de clase en tres momentos del curso, en
donde se reconoce
6) Analisis de los elementos interaccionales a partir de la ACD , analisis de
significados matematicos construidos y Scott y Mortimer
7) Conclusiones sobre los diversos analisis.
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Analisis textual.

Este andlisis se efectia mediante el uso de cuadros que recogen la transcripcion de la
actividad en bloques asi como las caracteristicas observadas en cada momento. Con ¢l
se pretende responder a las preguntas P13, P15, P21
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Figura 3.11. Ejemplo de parte del cuadro de analisis textual

A continuacion (figura 3.12) se muestra un ejemplo de instrumento metodologico usado
para el analisis conceptual que permite identificar coémo se desarrollan las
definiciones,representaciones, objetos, relaciones conceptuales estructurales, contexto,
conexiones y sistemas de referencia usados.
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Elementos Lo observado en el esquema tedrico Frase de los estudiantes

Definicion Afirmacion para mostrar dominio / saber / --

Para dar mas precision y refinamiento del --
texto

Para mediar e mantener control de la -
interpretacion del lector / audiencia con
sentido de dar cohesion al texto

Representaciones[Si | Uso con indicia de apropiacion y --
mbologia, terminologia, | reconocimiento del valor

notaciones, esquemas, Naturalmente --
cuadros, gréficos,..] Comunicando saber

Formalmente --

Relaciones Para mostrar dominio para Ja sabiamos resolver 4 casos
conceptualesPropieda | Explicitas una audiencia
des, clasificacion, Con indicios de controle e -
generalizacion , etc. valoracion del rigor

Implicitas con indicios de apropiacion
Sistema Uso en Conceptos conexos Equagdes do 2° grau
(conexiones, conexion de Quadrado perfeito
discriminaciones) contextos Numero negativo

matematicos Trinémio Quadrado Perfeito

Raiz quadrada

Relaciones conceptuales --
involucradas

Relaciones -
procedimentales
involucradas

Uso en conexion interdisciplinar --

Valor cultural, historico -

Centrado en el razonamiento / aspecto --

metacognitivo
Situaciones Para comunicar saber Ja sabiamos resolver 4 casos x” =n,
referenciales x*+n=0, (x+n)’=m x*+6x+9=0
(ejemplos, experiencias, | Para explicar X*H6x+8=-1
recontextualizaciones ..) XZH6x+2=0

Para dar mas legibilidad al texto X*+6x+2=0
Contextos Situacion (local, o concreto, o fisico o -
(LECKIE-TARRY, |social y los intercambios)
1995) Cultural(global, ...) Relagdo com civilizagdes antigas

Texto (informacién y lo elementos --

conectados)

Figura.3.12 Ejemplo de cuadro intermedio para el analisis de contenido conceptual en el caso de una
actividad de ecuacion e segundo grado.

3.3.2. Instrumento usado para recoger la significacion conceptual

A continuacidon se muestra un ejemplo de cuadro reducido que se usa para reconocer los
elementos textuales que hacen ver como se da la significatividad en cada uno de los
textos. Este instrumento se usard para los resultadosdel capitulo 5.
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Gran aspecto | Categoria Aspecto observado 1?;;:0 ¢ | Elementos El ejemplo del texto
Competencia Consciencia de rigor Explicitando Definicién nominal | O conjunto N abrange os
sintactica formalmente y por extension numeros inteiros positivos:

N=1{0;1;2;3;4,5,6,7; ...}
Explicitando No expresa L .
de forma matematicamente la | A ideia (%C um c.on_!unto ser
coloquial correspondencia enumerivel , significa que se
N €= conjunto alguém
Afirmacion para mostrar dominio /
saber B
Compptc9$:1§ Con§}guc gestionar elementos Indlclqs QC comprension del 5 [tabela da enumerabilidade
. Metalingiiistica semioticos procedimiento de argumentacion de N
Caracteriza la innumerabilidad de Q de Q] com baldo
cion Consciencia del propdsito de los Usa cuadros para dar destaque;
diferentes registros. caracteriza subconjuntos p/ pela epertence ...g.. N.. U.. =..
inclusién; indicio de apropiacion de Vqualquer
notacién matematica estipulada en c[box]
contrato
Uso con indicio de apropiacion y Caracteriza subconjuntos p/ O conjunto Ir dos irracionais
reconocimiento de valor complementariedad y por la inclusion | .. abrange todos os nimeros
que nio podem ser
representados por
it Hace rol de conceptos conexos Proposicion universal falsa Tem subconjuntos

(01, 02, 03...)

Explicita relaciones conceptuales

.. ¢ fechado em relagdo a
adi¢do e ...

Sistemas y

Uso de conexiones entre
conceptos /
procedimientos

Explicita relaciones
procedimentales (01-0P)

Explicita relaciones procedimentales (01-
0P)

Conexion entre contextos y
conceptos

Explicita control y valoracion del
rigor

Explicita relaciones conceptuales
(01 -02)

Proposicion universal falsa

Tem subconjunto

Explicita relaciones

Indicios de comprension del

Para contar o conjunto Q, é

. rocedimentales (01-0P) rocedimiento de argumentacion de la reciso conta-lo em diagonal
Relaciones " gumerabilidad de Qg Fbox 0/0.0/1, 002, .] ’
conceptuale [Conexion entre contextos y | Explicita control ¢ valoracion del
S conceptos rigor B

Implicitas con indicios de
apropiacion B
Implicitas sin apropiacion -
En conexion interdisciplinar -
Cultural, histérico -
Centrado en el razonamiento -
Situaciones referenciales Uso de ejemplos que muestran
relaciones, ideas de lo que agrego Ex. V2, V=37,
sentido al concepto
Valor dos ejemplos / contra- Indicio de barajamiento de conceptos e Q nio é fechado em relagao
ejemplos relaciones conceptuales
Desarrglla proceso apoyadlo na Entre 1/2 e 3/4 existe infinitos
determinacion de una media aritmética i
entre los dos nimeros elegidos. nimeros .. Ex..
Recontextualiza reinterpretando Asociacion hiperbdlica (¢?) A idéia de um conjunto ser
enumeravel , significa que se
alguém tivesse a capacidade ...
Registros Tentativa de recontextualizacion

sin suceso (falta de conexiones
explicitas entre contenidos y
experiencias/ referenciales

Contextos

Local, o concreto o fisico o social e os
intercambios. (marcas relevantes do
texto adoptadas pelo grupo, do que
acontecié mirado por el alumno)

Furo como elemento metaférico para
apoyar a “visualizacion de la
representacion

A reta Q teria menos furos
porque Q é denso

Cultural (relaciones explicitas con una
comunidad mas amplia)

Texto

Refiérase a la falta de tiempo de
conclusion de la tarea

Falta os construtiveis, seu mal.

Figura 3.13.Cuadro ejemplo de reconocimiento del andlisis conceptual

A continuacién se muestra un ejemplo del analisis textual explicativo, que permite
reconocer como se ve en el texto los aspectos matemadticos, en relacion con lo
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interaccional y motivacional. Se muestra uno de los casos que se usan en el analisis de
los textos del capitulo siguiente.

Elementos de lo Vivencial
/ experiencial

Tipo de elemento analitico

Ejemplo del discurso

Elementos Historia referenciada relato , como paso, qué cosas | “en la aula
contextuales Situacion curricular han sucedido, informaciones | siguiente...”
evocada que se pueden perder con la
Denominaciones memoria
Ecuaciones Conocimientos previos “ya sabiamos
resolver”
Descripcion Recuerdos Evocacion a la historia “la eq. de ...ya era
narrativa conocida...”
Equivalencias Alusion a la construccion “mucha gente no
colectiva de conocimiento entendio los pasos ...”
Explicacion Evocacion de un proceso | Esclarecimiento 16gico como por ejemplo...

Indicios de
generalizacion

de generalizacion basado
en 3,4,5 conservado en
X,x+1,x+2

Idea de cuadrado perfecto
relacionado con la historia
Evidencia de las
transformaciones de
ecuaciones equivalentes
Identificacion de
propiedades generales
Referencia a 4 casos de
ecuacion, tipologia

El ejercicio concreto lleva
a conducir métodos
Conexidn con sujeto
eliptico (autor) en relacion
con el contenido de
relaciones entre paréntesis
y ecuaciones

Conexion con sujeto
eliptico explicitando un
método matematico
Equivalencia que lleva a
un cuadrado perfecto

Alusion a la balanza como
modo de indicar
equivalencias,
acompaiado de
representacion algebraica

Resumen selectivo con idea
de convencimiento del lector
Resalte de tipo dialogico, con
sujeto eliptico

Recontextualizacion

Resalte de planos diversos
(ejemplo/ tipologia)
(particular/general)
Conexion anaforica

Conexion anaforica
esclarecedora

Conexion anaforica con
sujeto historico y colegas

Acompanamiento de
explicaciones (nueva relacion
particular/general)
Identificacion metaforica

ellos la utilizaban para

[uso de grafico de
Pitagoras]

“sera para transformar
el trinomio de segundo
grado...”

“esto ayuda a la hora
de simplificar”

“Dali...surge...1
método...2 método... ”
“quien descubrio ese
método...se acordd de
las clases sobre ...”

“teniamos nombrado
el método cascada...”

[ecuaciones que se
transforman de forma
equivalente]

[Dibujo de balanza]
“si... entonces...”
“acuérdate que ...”

Reconocimiento del poder
del método como
transformacion a un
problema anterior

Conexidn cataforica con
objetivo conclusivo

“si quieres... pero si
quieres...”

Figura 3.14. Ejemplo de cuadro usado para analizar el analisis textual explicativo
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3.3.3. Analisis semantico. Patrones de interaccion.

Los patrones tematicos se usan para reconocer significados personales y colectivos. Para
analizar las relaciones semanticas de los textos tomamos algunos elementos constantes
en el cuadro tedrico de J. L. Lemke en el campo de la semiologia social, mas
especificamente en sus trabajos sobre analisis de la comunicacion cientifica en eventos
didacticos. Para este autor la semidtica social es principalmente una teoria sobre coémo
la personas elaboran significados, como los miembros de un grupo social crean sentido
del mundo. Esta area del conocimiento se interesa por todo lo que los individuos hacen
y lo que es socialmente significativo en una comunidad: hablar, escribir, dibujar,
gesticular, danzar, vestir, esculpir, construir, etc. Pero se estudian estas acciones desde
una optica particular.

Los semiodlogos sociales intentan responder a cuestiones como:;De qué manera la
realizacion de cualquier accion socialmente significativa crea sentido en los miembros
de una comunidad?;Como la interpretan los miembros de esa comunidad?;De qué
partes se compone y como se relacionan entre si?;Qué otras acciones alternativas
pueden hacerse en su lugar, y cémo podrian diferir en los significados que
expresan?;De qué manera la gente elabora un significado particular?;Como se
incorpora o utiliza en una accion particular?;Cémo cambia el significado en diferentes
circunstancias o contextos?;Qué siente la gente acerca de una accidn y su
significado?;A qué patrones sociales mas amplios pertenecen esas acciones?;Coémo se
recrean o cambian los patrones basicos de una sociedad? Para Lemke, “la suposicion
basica que la semiotica social sostiene afirma que los significados son elaborados. Esto
indica un cambio de significado en la seméantica.

Es erroneo decir, como la gente frecuentemente hace, que algo tiene significado, como
si el significado fuera parte de su propia naturaleza. Una palabra, un diagrama o un
gesto no tienen significado. Un significado tiene que ser elaborado o construido por
alguien, de acuerdo con una serie de convenciones para crear sentido en esas palabras,
diagramas o gestos”. Y afade “las personas elaboran significados diversos para la
misma palabra, un mismo diagrama o un mismo gesto. Cualquier persona puede
elaborar diferentes significados sobre algo, dependiendo de las circunstancias y de su
experiencia previa.

Las discrepancias mas importantes son las que refieren a las convenciones sobre como
un significado es elaborado en un contexto particular. La gente de distintas
comunidades, incluyendo a los diferentes grupos dentro de una gran comunidad, tienden
a tener diferentes maneras de elaborar significados. S6lo podemos crear sentido en tanto
que compartamos las mismas maneras de elaborar significados.

Para hacer esto es menester que pertenezcamos a la misma comunidad o a una similar.
De hecho, puede afirmarse que el grado en que compartimos significados nos hace ser
miembros de un mismo grupo social, o al menos parcialmente”.
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Por supuesto no sélo creamos sentido de o para las palabras o gestos. Creamos sentido
con palabras y gestos, esto es, los utilizamos para crear significados socialmente
reconocibles, para ejecutar acciones socialmente significativas. Los usamos para
comunicar informacion, para hacer suplicas y promesas, para elogiar y para culpar, para
insultar, bromear y orar. Las formas en las cuales usamos los usamos son propias de las
comunidades a las que pertenecen. Aqui Lemke se pone cercano (y lo asume) a los
sistemicistas en especial a M. Halliday.

Para Lemke “Cuando las palabras se combinan, el significado del todo es mayor que la
soma de las partes por separado”. Para entender el significado del todo, es necesario
conocer algo mas que el significado de cada palabra, es decir, las relaciones de
significado entre las diferentes palabras. A continuaciéon mostramos un ejemplo de lo
que denominamos un esquema que nos permite hablar del patron tematico.

/ Ecuacion expresada
algebraicamente

Loc/Pr
Referencias AC/PI‘ L
' o Resolucion de
epistemo 'og|cas Pr/G expresiones
a negativos Resolver Expresion numéricas
factorizada en
Pt/ M Ec. ler grado procesos de
Loc/Pr resolucjon Reconocimiento de
verificaciones como
Resolucion de - .
Resolucion d levantamiento de
Ec. de 22 grado A AC/PI‘ T
casos x"2=a Uso multi- hipotesis
‘ Pr/ representacional de
relacién pitagdrica
| —
Método b L Ac/Pr
Loc/Pr cascada escomposicion Reconoce
/ CI/COSG en cuadrados Equivalencias y
Multiplicidad de las perfectos propiedades de
MétOdO I~ soluciones CI/COSG las ecuaciones
balanza CI/COSG

Figura 3.16. Esquema de patrdn tematico que usamos para reconocer la construccion de
significados en el caso de Gabriela para la ecuacion de segundo grado

Al observar el resultado, es posible que un alumno conozca las definiciones de las
29 ¢

siguientes palabras: “ecuacion”, “método” y “solucidon”, pero eso no significa que sea
capaz de utilizar las tres palabras correctamente dentro de una oraciéon o de explicar
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como sus significados se relacionan. Para hacer esto, se requiere tener el conocimiento
adicional de como se utilizan estas palabras al hablar cientificamente. ese campo.

Con este tipo de diagrama, pretendemos conjeturar lo que los estudiantes rconocen
como pensamiento metacognitivo., se refiere al conocimiento proprio relativo a nuestros
propios procesos cognitivos o a cualquier cosa relacionada con ellos, esto es, las
propiedades de aprendizaje relevantes de informacion o datos (..)”. Y prosiguen “ (..) la
metacognicion se refiere, entre otras cosas, al control activo y regulacion, y
orquestacion consecuentes de estos procesos en relacion a los objetos cognitivos sobre

lo que ellos se aplican normalmente a servicio de algunos objetivos o fines concretos”.

Una mirada estructural en el analisis semantico.

A continuacion se presenta un ejemplo de cuadro que se usa para complementar los
esquemas anteriores.

Bloques Caracterizacion Técnica de relacion Ejemplo
semantica
Presentacion del problema Conexion sintactica ...La primera cosa que el profesor
Reconocimiento de trabajo hizo, fue...
realizado
Evocacion
(sitva el tema de Reconocimiento de un modelo Conexion retdrica ...ya sabiamos resolver...
ecuaciones) incompleto

Construccion y
desarrollo

método de ler grado a
ec. 2° grado

Conexion con ejemplo singular

y generalizacion de una
metodologia

Enfasis de contraste

con alusion intertextual

...De ahi el profesor pas6 un
ejercicio...y surgen dos métodos
para resolverlo...”

“Método de la balanza...”

Evocacion de conocimientos

Aposicion referida a una
dinamica vivida en la
interaccion, con concordancia

“quien descubrid este método... se
acordd

Integracion de dominios de
conocimiento

Conexion genérica con nexos
tematicos

Aposicion referida a
informacion recibida

Cambios asociados a la
transformacion cascada
“quien estudiaba esto en
civilizaciones antiguas...”

Reconocimiento de informaciones
relevantes

conexiones genéricas
recontextualizando

si... absurdo...

Identificacion de
patrones tematicos con
atribucion de
significado

Conexion entre objetos
matematicos de naturaleza distinta
ecuacion y representacion
geométrica, equivalencia de areas
y de ecuaciones

Nexos tematicos e
intertematicos con mediadores
representacionales, elementos
de metadiscurso, repeticion
con variacion

Conexion sintactica y retorica

[ecuaciones entrelazadas
correctamente, con representacion
geométrica] ...no aceptaban los
numeros negativos...

...ya teniamos

Caracterizacion de un método
algebraico util para la resolucion
de ecuaciones

Ejemplificacion con énfasis
contrastante

..denominamos también Método
cascada

“a la hora de resolver ecuaciones,
debes hacer...”

Focalizacion tematica para dar
credibilidad a la equivalencia

Enfasis con uso de
concordancia

“Isso ajuda a la hora de
simplificar”

Salir de la arbitrariedad de una
transformacion algebraica

Glosa con uso de la metafora
de balanza

...el método de la 1a hoja, es el
mismo método...

Figura 3.17. Ejemplo de andlisis de un Texto de una estudiante seglin el patron tematico.

75




3.4. Analisis sistémico normativo.

La justificacion inicial de los instrumentos propios del andlisis del discurso, se baso en
los resultados dados sobre el estudio previo realizado a partir de seleccionar entre todas
las redacciones (n=65) producidas por los alumnos de dos grupos de 7* serie (7 grado)
y por cuatro redacciones escogidas aleatoriamente de ese conjunto, garantizando el
criterio de dos redacciones de cada sexo. Los textos corresponden a cuatro personas,
sobre una misma tarea y se llaman T1 T2, T3, T4 respectivamente (Lopes, 2000).

Nos proponemos analizar como a partir de producciones textuales en la clase, podemos
entrever elementos de la propia formaciéon. Para ello, se considera bueno analizar
caracteristicas que parten de las contribuciones de la Gramatica Sistémico-Funcional a
través de los estudios de Halliday (1994); Thompson (1996), Eggins (1994) e
Thompson e Thetela (1993); y del Andlisis Critico del Discurso, en la obra de Kress
(1993, 1996). Para mostrar los resultados de dicho andlisis, veamos como se aplica a
cinco tareas T1, T2, T3, y T4 explicadas y justificadas anteriormente (Lopes, 2000).

3.4.1. Lo que los textos permiten reconocer. La funcion personal de lo
sistémico.

Veamos como ejemplo, algunos aspectos que surgen del andlisis de la tarea T1, en
donde encontramos el uso del modo indicativo y del imperativo. En efecto, la forma
imperativa aparece en muchos textos de manera alternada con el indicativo o en
verbales proyectadas (con la habla del profesor en discurso directo), reiterando la fuerte
vinculacién al discurso didactico, lo puede ser observado en oraciones escogidas en
diversos textos como ‘“veja o exemplo/ Veja na forma literal / Veja como é isso
visualmente / Veja no exemplo que segue” El uso de estos imperativos en boca del
alumnado, hace ver como los estudiantes, aunque sean pequefios, han asumido el papel
de control de la situacion.

Ademas, constatamos también el uso de la modulacidon con operadores modales “poder”
[poder] en “como vocé pode perceber...” / “a equagdo pode ser obtida...” / “vocé pode
fazer esta equagdo...” / “podemos achar a darea’; “dever” [deber] en oraciones como
“vocé deve se perguntar”; y “precisar” [precisar]| usado como en “vocé precisa saber
fazer, dando la idea de obligacion y necesidad.

Los calificativos usados por los alumnos para demostrar su opinion y actitud en relacion
al contenido, al grupo y al profesor pasan en la mayoria de los textos la idea de poder
mayor de los alumnos en relacion al su lector conseguido por lo que Eggins ha definido
de especializacion — son los duefios de la informacion recorrida y lo demuestran a través
del ejercicio de poder que el saber los confiere, lo que puede ser percibido cuando
observamos expresiones como “achei legal e facil / eu acho que é mais facil de fazer /
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fica facil identificar / foi facil compreender / isso é muito simples/ muito simples! /
para mim ndo era muito dificil/ é claro! na verdade é muito facil”.

En los textos en los que aparecen las dificultades, esa relacion de aparente seguridad,
sufre una inversion y lo que miramos es la submision del alumno al no-saber como en
“0 quase nada que sei/ ndo sei resolver muito bem / eu ndo entendi muito bem / foi
muito dificil”’. En una posicion intermedia encontramos textos en que el alumno se pone
como aprendiz, explicitando su proceso de aprendizaje como en “foi muito dificil mas
consegui / eu entendi melhor a aula / o do Alé eu entendi melhor /Ndo entendia nada
mas achava o maximo /é bom aprender”.

En muchos momentos toman la voz del profesor reiterando la posicion de mayor poder
y consecuentemente la vinculacion al discurso didactico como en ‘“vou mostrar um
exemplo bem pratico / é o melhor pra se fazer / o melhor jeito de transformar/ para
entender melhor.../ sempre poderemos ter.../ vocé deve sempre fazer uma pergunta /
primeiramente é sempre bom saber / Certo!Sempre que resolvermos... / por enquanto é
o melhor para se fazer /seria melhor se vocé usasse”.

En algunos textos del alumnado, el uso de calificativos empleados para el grupo reiteran
la intencion de los escritores en transportar para la interaccion autor/lector la
familiaridad e informalidad de la aula, lo que puede ser sentido en las expresiones que
cargan un tono de ironia como “so se encontra alunos muito inteligentes / 0 Alé muito
enciumado/se vc se acha bom o suficiente”. Al explicar las interacciones vistas por el
alumnado, en relacién al profesor, los alumnos tienen posicionamientos naturales en
todo momento. Podemos dividir los alumnos por el tipo de opiniéon y actitud que
muestran. En los textos mas formales, representados en su mayoria por los textos que
hacen uso de las caracteristicas del discurso didactico o del discurso académico, los
calificativos no se refieren directamente al profesor, pero a la clase como en “4 aula foi
muito produtiva e interessante/ essa aula foi muito boa e produtiva / o procedimento
da aula foi bom / comegou com um simples problema”.

En otros textos, la mayoria nuevamente es reforzada la necesidad de los alumnos en
transportar para el texto el clima informal y de integracion en la aula, que puede ser
observado en “nosso professor cultissimo/ seu professor mais chato / para ele nunca
basta” Mientras, hay textos, que cargan una critica explicita, como una queja, lo que
refuerza la no-inversion de papeles por parte de esos alumnos que aun se ponen sumisos
en relacion al saber, y por tanto, dependientes de la explicacion del profesor como pude
ser observado en “nao nos explicou muito bem / nao ficou tudo claro para todos”. En
los textos individuales la investigacion ha mostrado diferencias nitidas.

En T2 el escritor se ha utilizado del modo indicativo y del imperativo durante el
discurso directo en las hablas del profesor. No hay registro significativo de operadores
modales y los calificativos cargan el tono informal que el escrito quiso dar al texto,
reflejando en sus elecciones la integracion de la aula y la libertad en relacion al
profesor. Pueden ser observados en construcciones como “este estupido redagdo
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(13

avaliagio / estipida equacio do 2" grau”, o aun en “furiosos” usado para hacer
referencia al grupo que deberia resolver la ecuacion. Para las hablas del profesor
caracterizado en el texto ha reservado calificativos como “Fdcil / mais dificil / muito
produtivo / muito simples” y reiterando el tono de ironia presente en muchos textos, la
expresion “cala a boca” aun que componiendo un texto sobre una clase ficticia, dando
muestras de las representaciones sociales en relacion al poder que supuestamente el
profesor genérico tendria en relacion a los alumnos.

En T3, como ya fue dicho, la marca es la impersonalidad que se mira también en las
elecciones modales (poder), de modo (indicativo y imperativo) y en los calificativos que
son atribuidos a la clase o al tema de estudio como “Muito bom / muito interessante”.En
T4, el texto es construido en funcién de la interaccion lector/audiencia y eso se refleja
también por las elecciones de modalidad. Hay el empleo del imperativo alternado
indicativo y de operadores de modulaciéon como “ter que” y de modalizacion como
“querer”, pero no hay registro de calificativos, lo que muestra y fortalece la interaccion
“nds/voce” que abarca la audiencia mayor y lo recurso a la adopcidon de una lenguaje
mas formal.

Consecuencias sobre autonomia y legitimidad

En estas observaciones, se percibe el grado de libertad y desprendimiento que los
alumnos muestran al producir los textos. Es claro que habia sido solicitado que
expresasen (redaccion) sus reflexiones y opiniones (evaluacidon) acerca de una clase,
pero dentro del género formal reconocido y acordado en el ambito de la institucidon. Lo
que se ha visto en general fueran construcciones que espejearan la fuerte integracion del
grupo con un todo (profesor y alumnos) y la libertad en crear y disponer del
conocimiento conferida aquellos que ya tiene el dominio sobre él.

El hecho que constatamos de una fuerte tendencia de los alumnos en tomaren para si el
discurso didéctico (intencion didéctica explicita) y con el la inversion de sus roles en
relacién al profesor (en la escrita) es una factor a mas que reitera la idea de la
integracion en la clase y da libertad con relacion a la relacion con el conocimiento, que
puede ser manipulado y explorado libremente. Las construcciones que se diferencian
como en T2, también muestran un(os) escritor(es) con dominio del tema y orientado
mas en direcciébn a esa intencion. En ese texto la interaccion mayor es la del
alumno/conocimiento y no la del profesor alumno.

3.4.2. Analisis interpersonal normativo.

Para poder ver que en los textos se muestra un proceso compartido de construccion de
significados, estaremos investigando las formas de nominacidon de los participantes.
Cuando pensamos en el grupo como un todo (T) todas las formas posibles para el lector
encuentran representacion, pero con una preferencia acentuada en relacion a la
interaccion nosotros/tu, lo que puede evidenciar la integracion del escritor al grupo y de
la vinculacién del texto a un lector méas amplio, con la construccion de un leguaje
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interactivo. Hay también la referencia fuerte a lo profesor nombrado explicitamente en
los textos (15%) o de manera menos explicita (profesor: 7%) y menos directa atin con el
uso de la 3" personal a través del pronombre “ello” considerado no-persona, aquello que
estd fuera de la interaccion “yo/tu”. Ya para los autores individualizados en sus
producciones encontramos diferencias entre los textos (T1, T2, T3 y T4) y entre los
textos individuales y el texto general (T). En esos momentos la interacciéon queda
centrada entre el escritor (yo) y el lector (tu/grupo o tu/audiencia), dejando al profesor
una participacion secundaria, como muestra la tabla siguiente:

(T): Participantes Nominacion

(escritor/lector)

Escritor/aluno Nombre propio / pronombres (yo: 26%)

Lector/profesor Pronombres (ello: 12%); de tratamiento (profesor, “psor”

(como “profe” en castellano: 7%) / nombre propio
(Bigode: 15%; Marco: 2%)

Lector/grupo Pronombres (nosotros inclusivo e sus formas derivadas
como nuestro, nosotros, etc. — 31%; a gente — 3%)
/nombre propio (10%)
Lector/audiencia Pronombre (tu - 51%)
Figura 3.18 Nominaciones en la interaccion escritor-lector en total de tareas
analizadas

En T1 los lectores que reciben representacion son el escritor, el profesor y el grupo,
privilegiando con esto la lenguaje informal y a la interaccion en la aula. Como se ve en
la tabla siguiente:

(T1): Participantes en la Nominacion

interaccion (escritor/lector)

Escritor/aluno Nombre propio / pronombres
Lector/profesor Pronombres

Lector/grupo Nombre propio / pronombres
Lector/audiencia -—-

Figura 3.19 Nominaciones en la interaccion escritor-lector en la tarea T1

En T2 no hay representacion para los participantes, incluyendo el propio autor. El texto
es construido con el uso del recurso de impersonalizacion (tercera persona del singular)
y apagamiento del sujeto. Destinada a una audiencia mayor, pero sin adoptar las
caracteristicas del discurso didactico que presuponen una interaccion directa (con el uso
de nominacion explicita), aproximase del discurso académico/cientifico.

(T2):Participantes en la Nominacion
interaccion (escritor/lector)
Escritor/aluno Nombre propio (encabezamiento)/impersonalizacién
Lector/profesor Impersonalizacion
Lector/grupo -
Lector/audiencia Impersonalizacion

Figura 3.20 Nominaciones en la interaccion escritor-lector en la tarea T2
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En T3 como en T, al contrario de T2, todas las posibilidades son tornadas explicitas por
el autor. Asi encuentran representacion como lectores el profesor, el grupo y a la
audiencia, instaurando la interaccion dentro del propio texto.

(T3): Participantes en la

interaccion (escritor/lector) |/Nominacion

Escritor/aluno Nombre propio / pronombre / elipsis
Lector/profesor Pronombre de tratamiento
Lector/grupo Pronombres

Lector/audiencia Pronombres / elipsis

Figura 3.21 Nominaciones en la interaccion escritor-lector en la tarea T3

En T4 la interaccion que encuentra representacion explicita es la del autor con su
lector/audiencia sin referencias al grupo o al profesor. Es en esto texto que la
incorporacion del discurso didactico es sentida mas fuertemente.

T4:Participantes en la Nominacion

interaccion (escritor/lector)

Escritor/aluno Nombre propio / pronombres
Lector/profesor

Lector/grupo

Lector/audiencia Pronombres

Figura 3.22. Nominaciones en la interaccion escritor-lector en la tarea T4

Cada uno de esos papeles encuentra manifestacion lingtliistica en las formas de
nominacion escogidas por los autores. Como en T estan todas las redacciones pastadas
podemos buscar las elecciones representativas que forman el perfil general del grupo.
Constatamos para el escrito el uso de nombres propios, lo que no puede ser tomado
como dato relevante, una vez que el “encabezamiento” exigido por la institucion en
todas las REv no fue cortado de los archivos transcritos en formato “archivo.txt”. Como
lo expuesto arriba, los textos muestran presencia de interactividad en sus construcciones
por el empleo de 1* persona en singular y plural “eu/nds/a gente” (yo/nosotros/la gente)
como en “O que nos vimos de novo” o “aprendemos um tema novo’; y de “vocé” (tu)
como en “vocé ndo sabe de nada ainda” en la mayoria de ellos. Ese “nds” (nosotros)
que el escritor adopta es lo que Fairclough (1989) define como el fendémeno de
personalizacion sintética enque que el escritor alld de se incluyere como parte del grupo
también crea en el lector las sensaciones de interaccion y de solidaridad, mismo que su
lector sea anonimo, construido un tono informal e interactivo de los textos.

El mismo fenémeno se da en la adopcion de la forma “vocé” (forma informal
equivalente en portugués al “tu” castellano) como medio del escrito hablar en direccion
al lector directamente. En los textos esa forma aparece para la representacion del grupo
(todos los suyo colegas de la aula), del lector anénimo (“vocé€” genérico (tu)) y hasta
mismo del profesor en momentos en que el escritor establece una ilusion de didlogo con
el profesor, usando para eso el empleo del discurso directo en que escritor/alumno pasa
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la voz para el profesor que sume, en esos momentos, el lugar del “yo” y lo escritor,
incluyéndose en el grupo, alocase como “vocé” (tu) (“Agora Jodo me faca essa aqui”).
Hay en algunos textos también el uso alternado de dos formas de referencia como en
“Bom, depois o Bigode (vocé) deu”, en que el escritor alterna el ejemplo de la 3*
persona (no-persona) introduciendo la interaccion directa profesor/aluno de forma
paralela en su texto.

El grupo también es representado por nombres propios de los alumnos de la aula,
citados directamente o por lo método que inventaran para resolver las ecuaciones como
fac b

en “o método da Gabi” o aun “o (método) do Alé”, con eso tornan esos textos aun mas
familiares y proximos de la aula, dirigidos al publico restricto a ella.

Otra forma de nominacion escogida por los escritores que merece comentario no solo
por la cantidad con que fue usada, més por su inusitada opcion, fueran los grupos
nominales empleados para nombrar el profesor. Mismo siendo alocado como no-
persona (“€le” (ello)) como esta en “para ele nunca basta”, por tanto fuera de la
interaccion directa yo/tu, los escritores usaran del recurso de nominacidén por grupos
nominales para traer el grado de familiaridad entre alumno/profesor en la aula para
dentro del texto, expresa tanto a través de ironia “Nosso profesor e filosofo... / “seu
profesor mais chato”) cuanto por medio de expresiones que muestran envolvimiento

)

afectivo alto “O nosso querido..”.

Cuando pensamos en el nivel del discurso esas formas de nominacion es indicio de una
fuerte integracion que hay entre profesor y el grupo como un todo, una vez que las
andlisis de los textos del grupo T, garantizan que no hubo una consigna que implicase
una preocupacion, por parte de los alumnos, de producir un discurso formal, pero al
contrario, la fuerte preocupacion de los alumnos en se colocar como persona expresando
sus opiniones y tiendo la libertad de muchas veces tomar para si el lugar del profesor.

Comose ha dicho arriba, en los textos individuales las nominaciones tuvieran
variaciones significativas que ilustran la diferencias y semejanzas existentes en el grupo.
Las formas de nominacion adoptadas en T1 se encuadran al patron del grupo por lo uso
alternado de “eu/no6s” inclusivo para el escritor como en eu tive uma excelente idéia” y
“vocé/nds/a gente” para lo grupo “Muito bem, disso nds tiramos uma coisa”. La
diferencia es marcada por lo empleo del discurso directo para el profesor en una
simulacion de didlogo ficticio entre profesor/grupo. Con estos recursos, propios del
discurso literario el escritor crea una aproximacion mayor del lector (audiencia) al traer
para el texto una simulacion de interaccion concreta de la aula.

Otra diferencia entre este texto y el grupo esta en la no-utilizacion del “vocé” (tu)
genérico u de ninguna otra forma de nominacion explicita de la audiencia. Los
participantes nombrados en el texto son, por tanto, el profesor y el grupo, pero,
indirectamente, por medio del recurso del discurso directo, como se pude observar en
“deixa eu dar minha aula”, “agora todos facam esa” y “Jodo, a gente ja respondeu
tudo?” colocados como habla del profesor y “Psor, eu sei fazer” o “Sim, profesor”
colocados como hablas (proyectadas) de los alumnos. No es el escritor que se dirige o
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nombra los lectores, pero los hace participantes activos del texto, nombrados personajes
creados por el alumno/escritor.

En T2 la diferencia es mas significativa. El texto es construido en la tercera persona del
singular para garantizar la impersonalizacion y el consecuente apagamiento del sujeto.
Hace alusion al discurso académico que se construi con esas mismas caracteristicas.
Tratase del texto que quiere producir una sensacion de neutralidad, en que el escritor no
muestra explicitamente sus opiniones, pero al contrario, tienta tornalas consecuencia de
reflexiones y de la légica de la argumentacion de su texto. El lector es la audiencia
mayor que queda presupuesta y no es nombrada.

En T3 el escritor se utiliza del recurso de la personalizacion sintética haciendo uso del
“nds/a gente” para nombrar a si mismo y al grupo, como se puede mirar en “a gente jd
sabia resolver”, “Ja sabiamos resolver”, e un “vocé genérico” para se referir
explicitamente a la audiencia como en “Lembre-se que:” 'y “Mas se vocé tem que
resolver...”, creando una sensacion de interaccion entre lector/escritor. Tanto el profesor
cuanto el grupo son nombrados apenas indirectamente con el uso de la 3* persona del
singular “ela/o profesor” (ella/el profesor).

Para se referir al grupo el escritor hace uso de expresiones impersonales “muita gente/ a
pessoa” (mucha gente/la persona) como en “muita gente ndo entendeu a passagem’™ o
“quando a pessoa explicou ela ndo sabia que era o cascata”. Para referirse al profesor
el escritor también emplea pronombre de tratamiento como el “profesor” en “A

primeira coisa que o profesor fez”.

Esos recursos tornan el texto mas formal y con caracteristicas propias del discurso
didactico.En T4 la utilizacion de la interaccion escrito/audiencia es ain mayor y
elaborada para crear una vinculacion fuerte y informal. En este texto no hay mencion al
grupo o al profesor ni de manera indirecta, ya que no hay uso de plural y ni de formas
como “a gente” que podrian incluyere el grupo.

El escritor hace us del “eu” (yo/nombre propio) para nombrar a si mismo en una
simulacion de didlogo consigo mismo, como recurso retorico que se puede observar en
“Joana, da onde vocé tirou o 9?” y de vocé (tu) y de formas de tratamiento como

“minha cara” para nombrar el lector como en “Ndo, minha cara” y “Vocé tem que
tomar certos cuidados matematicos”.

A continuacioén, en el cuadro resumen (figura 3.21) se encuentran los elementos
matematicos y no matematicos encontrados. Se percibe que los textos evidencian
significados matematicos, asi como trazos de los modos de construccidon, asi como
elementos de legitimacion de dichos significados. Pero no establecen relaciones
especificas para describir totalmente la practica.

Asi, consideramos que deberemos complementar como hemos explicado con otros
andlisis para poder sacar conclusiones mas contundentes sobre los elementos
normativos y actuativos.
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Elementos no
matematicos

Matematicos y
epistémicos

Relaciones

Interaccion

Personalizacion

Cognitivos

Metacognitivos

Estatus

Contacto

Implicacién afectiva

Filiacién
(identificacion
contextual)

Texto/lector

Texto/materia

Modulacién
Lector/audiencia

Evaluativos

Opinién

Uso de elementos
institucionalizados

Apropiacion de

habilidades

Elementos de alto
nivel

Apropiacion
reflexiva

Autoconsciencia

Valorizacién
epistémica

Posicionamiento al/texto
Inmersién

Alumno/materia

Participacion
Integracion
Identificacién interactiva

Relacion D/A

Alumno/alumno
Alumno/texto

Generalidad
Representacion

Autoria de la audiencia

Grado de Autonomia

Identificacion dialogante
Nombramiento
Institucionalizacion grupal

Representacién explicita
Referencial didactico

Impersonalidad
Declaracion
Informalidad

Submision al no saber
Legitimacion valorativa
Posicién de aprendizaje

Vinculacion didactica

Cooperacion
Reconocimiento docente
Posicionamiento Critico

Reconocimiento tematico
Uso de definiciones
Sistemas representacionales
Elementos estructuradores
Uso equivalencias

Uso de autores matematicos

Reconocimiento de errores
Imitacién de procedimientos
Relaciones procedimentales

Andlisis-sintesis

Identificaciéon de argumentaciones
Valorizacion de justificativas
Particularizacién-generalizacion
Incorpora dominios de validez

Reconocimiento de conceptos clave
Apropiacion consciente de lenguajes
Incorporacién de limitaciones
Control de las justificaciones

Objetivacion
Autoconsciencia de produccién Expresa
motivaciones propias al lector

Introduce motivacion extra-individual
Valoriza la discusién como método
Imita produccion cientifica
Reconoce valor de juicios externos

Figura 3,23. Elementos matematicos y no matematicos que aparecen en cuatro tareas analizadas.

83



3.4.2. Las relaciones colaborativas en los textos.

Como punto de partida para elnuevo analisis (atin en el andlisis critica del discurso) es
interesante que se ponga una primera mirada en direccion al grupo analizado,
investigando las relaciones de poder entre los interactuantes. Para entender esas
relaciones de poder en la interaccion, Eggins ve un camino en los sistemas de Modo y
Modalidad. La relacién de los papeles establecidos entre los interactuantes puede ser
entendida como un conjunto de cuatro dimensiones simultaneas, que Eggins (1997)
extrae de Cate Payton y de Martin y que sirven con un modelo para nuestro analisis: (i)
estatus; (i1) contacto; (iii) envolvimiento afectivo; y (iv) filiacion.

(1)

(i)

(iii)

(iv)

estatus: es visto a través de una escala construida a partir de los extremos de
estatus igual/desigual. Para legitimar relaciones entre interactuantes con estatus
desigual, Eggins esclarece que nos valemos de recursos que van desde el uso de la
fuerza de la autoridad (en interacciones entre parejas jerarquicamente diferentes),
de la especializacion (posicion diferente en relacion al dominio del conocimiento),
hasta el uso de simbolos de estatus representados por una gama inmensa no solo
de objetos del deseo, como de profesiones, nivel de educacion, viajes, local de
morada, etc. ). Asi, la relacién profesor/alumno es entendida como ejemplo de
relacién con estatus desigual (o asimétrico), tanto por la posicion superior de
autoridad cuanto por la especializacion. En relacion al grupo o alumno/escritor
también se pone en posicion superior en el momento en que asume para si el
discursos didactico y el dominio del conocimiento como quedara explicitado mas
adelante.

Contacto: el contacto entre los interactuantes puede variar por el nivel de
familiaridad entre ellos, que puede ser frecuente o ocasional. Esos dos extremos
también son dispuestos en escala estableciendo el tipo de contacto entre
interactuantes en una dada situacion. Asi, la relacién profesor/alumno y
aluno/grupo estaria en el extremo “frecuente” en cuanto el de alumno/audiencia
estaria en el de “ocasional”.

Envolvimientoafectivo: el envolvimiento entre los interactuantes también puede
ser dispuesto en escala cuyos extremos son colocados en términos de alto y bajo.
El envolvimiento entre profesos/alumno estd en el nivel alto bien como el de
alumno/alumno. Ya el envolvimiento entre alumno/audiencia es considerado bajo
por las diferentes elecciones lexicales hechas para cada participante que el escrito
elige como lector.

Filiacion:se refiere a la extension con que nosotros identificamos con los valores
y creencias de los interactuantes en contexto sociales diferentes como familia,
compaieros de escuela, vecinos, pasajeros de autobus, etc. También puede ser
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dispuesto en escala cuyos extremos son colocados en términos de alto y bajo. En
nuestro estudio la filiacién de los participantes puede ser considerada alta en
relacion al profesor y al grupo y baja en relacion a la audiencia que estd siendo
conquistada por el texto.

Cuadro los papeles establecidos entre los participantes en los textos analizados.

Profesor/alumno Alumno/grupo Alumno/audiencia
Estatus(igual/desigual) desigual Desigual desigual
Contacto(frecuente/ocasional) |frecuente Frecuente ocasional
Envolvimiento afectivo alto Alto bajo
Filiacién (alta/baja) alta Alta baja

Figura 3.24. Papeles reconocidos en los textos analizados

Lo que es resaltado por Eggins es que dependiendo de la variacion de cada una de esas
dimensiones en una situacion especifica la lenguaje sufriria un impacto diferente. Asi
una situacion informal tendria mayores posibilidades de ocurrir entre interactuantes con
estatus igual, contacto frecuente, envolvimiento afectivo uy filiacion latos; en cuanto
situaciones formales tienen mayores posibilidades de ocurrir entre interactuantes con
una relacion situada en el polo opuesto.Cuando analizamos el tipo adoptado en las
redacciones hechas por los alumnos, observamos que en la mayoria de ellas hay
informalidad del texto contrastando con momentos de formalidad. La formalidad ocurre
en las pasajes en que el escritor/alumno asume el discurso didactico y la habla en
direccion de una audiencia mayor. Su lector deja de ser el profesor o el grupo con quien
establece una lenguaje informal y pasa a ser el lector anénimo con quien establece una
lenguaje mas formal, con caracteristicas del discurso didactico como el uso del
imperativo y relacion de poder asimétrica en que el lugar de poder superior es ocupado
por el escritor (especializacion).

Consideraciones parciales a partir de las observaciones realizadas

Se percibe el grado de libertad y desprendimiento que los alumnos muestran al producir
las Redacciones — Evaluaciones (REv). Es claro que habia sido solicitado que
expresasen (redaccion) sus reflexiones y opiniones (evaluacidon) acerca de una clase,
pero dentro del genero formal reconocido y acordado en el ambito de la instituciéon. Lo
que se ha visto en general fueran construcciones que espejearan la fuerte integracion del
grupo con un todo (profesor y alumnos) y la libertad en crear y disponer del
conocimiento conferida aquellos que ya tiene el dominio sobre ¢l. El hecho que
constatamos de una fuerte tendencia de los alumnos en tomaren para si el discurso
didéctico y con el la inversion de sus roles en relacion al profesor es un factora mas que
reitera la idea de la integracion en la clase y da libertad con relacion a la relacion con el
conocimiento, que puede ser manipulado y explorado libremente.
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Lo metacognitivo a partir de los analisis realizados.

Entendemos los textos como producciones matematicas en cuyo proceso de escrito
intervienen elementos de naturaleza metacognitiva. El término “metacognicién” fue
introducido por Flavell (1976) y desarrollado en el contexto de la educacion matematica
por Lesh, Silver e Schoenfeld (1982) en sus estudios sobre resolucion de problemas.
Segun Lester y Garofalo (1985) la metacognicion se refiere, entre otras cosas, al control
activo y regulacion, y orquestacion consecuentes de estos procesos en relacion a los
objetos cognitivos sobre lo que ellos se aplican normalmente a servicio de algunos
objetivos o fines concretos”. Estos autores dan aun a la metacognicion un significado
cercano a la “reflexién sobre la cognicidn o pensamiento sobre nuestro propio
pensamiento”.

Schoenfeld (1987) hace referencia a tres categorias de metacognicion: Su conocimiento
sobre tus propios procesos de pensamiento, controle o autorregulacion y Creencias y
intuiciones. Con el anélisis realizado, pensamos que controlamos dichas ideas. Aguilar
(1994) hace referencia a destrezas cognitivas de orden inferior: procesos asociados con
la codificacion, almacenamiento, recuperacion y transformacion de informaciones; y
destrezas cognitivas de orden superior (metacognitivas e autoregulatorias): usadas para
planear, activar, monitorizar, evaluar y modificar los procesos de nivel inferior. Para
este autor “(..) entre los elementos que caracterizan aquello que son competentes en lo
desempefio de alguna tarea se encuentra la capacidad de monitorizar su ejecucion,
detectar dificultades, avaluar su progreso e predecir los resultados de su actividad,
acciones estas que constituye destrezas metacognitivas asociadas con a autorregulacion
de la actividad cognitiva propia.”

Se percibe que desde la optica de nuestros estudios las actividades de comunicacién
matematica contribuyen fuertemente para desarrollar las capacidades metacognitivas.
Las REv que estan en el centro de nuestro interese actual, dan cuenta de muchas de las
propuestas echas por Schoenfeld (1987) y Garofalo (1987) para mejorar las capacidades
cognitivas de los alumnos, y alin mas:Animan a los estudiantes a ponerse preguntas y
modos de representacion y comunicacion de ideas matemadticas provocan que los
alumnos pongan en relacién conceptos y procedimientos matematicos. Con ello, en los
ejemplos consideramos que podemos reconocer como se anima a los estudiantes a
ponerse preguntas y modos de representacion y comunicacion de ideas matematicas;
provocan que los alumnos pongan en relacion conceptos y procedimientos matematicos;
Estimula que los alumnos se coloquen del punto de vista del otro, simulando un
pensamiento externo a ellos. Se estimula que los alumnos valoren positivamente los
simulando un pensamiento externo a ellos, y se estimula que los alumnos valoren
positivamente los procesos de aprendizaje y desarrollen esquemas de retenerlos.[en los
textos de REv de la muestra hay explicitacion de tales valoraciones. procesos de
aprendizaje y desarrollen esquemas de retenerlos (Lopes, 2000).
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3.5. Sintesis de 1a metodologia.

A continuacion se muestra un cuadro que recoge lo expresado en este capitulo.

Objetivo Pregunta Datos y Analisis Como Donde esta en
Base tedrica la tesis
P11 {Qué se puede saber de una | Practica. Configuracion, | EOS Cap 2 Tedrico
(0):7) practica matematica a partir de | epistémico
Identificar a | producciones textuales de los | intencionalidad
partir de alumnos? (En qué sentido los [ Construccion regulada;
textos escritos, | textos evocan unas intenciones y [ Regulacion;
elementos una implementacion desarrollada | Comunidad ;
constitutivos | que pone de manifiesto una | Investigacion
de una cultura | forma de comunidad de practica | colaborativa
matemdtica | matematica?  ;Qué tipos de | Interaccion ; Enfoque
distintiva de | actividades mateméticas s e | comunicativo;

un grupo de
alumnos sobre

identifican en los textos?

Potencial cognitivo /T
Rica

el “que- Res problemas. Narrativa
hacer” P12 ;Los textos matematicos [ Normas. Legitimacion Baker Cap 2
matemdtico en | permiten ver cOémo en los | Negociacion
clase en donde | alumnos se apropian de ideas | Valor de lo textual para
se construye | matematicas y de habitos de | reconocer acciony
matemdticas | pensamiento matematico? practica
socialmente,
enunperiodo | P13 ;Se puede construir | Consecuencias de Ambiente AIL Ejemplos mostrados
largo de escenarios de interaccion social | ejemplos de practicas Balacheff en el Capitulo 3
tempoenla |en donde se asume una
vivencia legitimacion consensuada?
escolar.
P14 (Cuales son los invariantes | Cambio de Significados | Analisis sistémico; Ejemplos del
de contenido 'y  procesos | personales textual ; Analisis Capitulo 5
regulados en ese tipo de | objetosy procesos epistémico
experiencia? matematicos (EOS)Analisis
conceptual
P15 (Qué caracteristicas de | Interacciones y conflictos | Analisis normativo En capitulo4y 5
interaccion una cultura de clase, | y normas (EOS)
se pueden inferir?
({Qué procesos interpersonales se | Relaciones Textual; relaciones Analisis del discurso
manifiestan y que competencias semanticas mostrado en este
matematicas se ven capitulo 3
desarrolladas?
OB 2 P21. ;Qué tipo de normas se | Normas presentes en Analisis normativo Resultados de
Desvelar reconocen en dicho los textos EOS. Analisis capitulo 5
algunas escenario? conceptual
variables o (Qué caracteristicas Construccion de ACD y EOS y andlisis | trayectorias
elementos reguladoras de la significados estructurales para epistémicas asi
que otorgan | construccion de significado obtener relaciones como son las
legitimidad se desprenden? cognitivas y interacciones,
al “que- metacognitivas asi legitimacion, en
hacer” como patrones capitulo4y 5
matematico interactivos
de los (Cual es el tipo de Elementos de ACD y normativo en | Resultados de
alurr’znos en | negociacion de significados negociacion EOS y estructurales capitulo 5
vias a que se trasluce como observables en textos
negociar .
significados permanencia en el AIL?
matemdticos.

Figura 3.25. Esquema metodologico de la tesis
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CAPITULO 4

UNA PRIMERA CARACTERIZACION
DE UNA COMUNIDAD DE PRACTICA.

CPEIL.

Este capitulo pretende dar respuesta al objetivo 1 de nuestra tesis. Se
inicia con un andlisis epistémico-cognitivo de tres practicas diferentes
(4.1.). En la primera se analiza una actividad sobre poligonos (4.1.1.),
que genera un proceso de problematizacion; en la segunda analizamos
una actividad sobre construccion-definicion (4.1.2.); y en la tercera una
practica sobre angulos del reloj (4.1.3.). A continuacion se analizan las
interacciones en las mismas tareas anteriores (4.2.). Se desarrollard un
andlisis basado en el enfoque ontosemiotico, caracterizando el sistema
de practicas en dichas experiencias. Con ello, se pretende identificar las
intenciones matematicas que construye esta comunidad de practica

Las formas de razonar matematicas en este grupo van a ser reconocidas
mediante el andlisis de interacciones (4.2.), la forma de comunidad de
practica (unas matematicas como dominio compartido, una forma de
practica matemadtica participativa colaborativa, ....) y se basa en una
lectura transversal de los dos tipos de analisis realizados (4.1. y 4.2.).

En 4.3 discutimos los aspectos referentes al emocional y los afectos que
aglutinan intereses y como cambian patrones en el ambiente que es el
objeto del estudio. Para responder a la pregunta P13, y P14 y poder
afirmar que la comunidad de practica es de investigacion, pensamos que
nos serviran los resultados sobre lo epistémico. Para responder a P15,
acudiremos a lo que nos aporta el analisis interaccional (4.2.).
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Nos proponemos enfrentar la primera fase de estudio empirico que nos va a permitir dar
caracteristicas generales observadas de una Comunidad de Practica Escolar de
Inspiracion Lakatosiana (CPEIL). Queremos mostrar su existencia y caracteristicas,
fundamentalmente las que apoyan la idea de que se trata de una comunidad de
investigacion, que comparte significados y otorga alta legitimidad de la construccion
matematica a los estudiantes.

Para ello, se busca analizar varias practicas matematicas, entendidas como mini
secuencias de ensefianza-aprendizaje para identificar en ellas unas caracteristicas
comunes que nos permitan responder a las primeras preguntas de nuestra tesis.
Confirmar mediante ejemplos de las tres tareas, lo que en teoria se mostré en el capitulo
respondera a la pregunta P11 expuesta en el capitulo 1.Se muestra también como un
ejemplo del analisis que se realizara con tres tipos de situaciones, al mismo tiempo que
se muestra los resultados especificos de este analisis en las diversas situaciones
escogidas. Los episodios que se describen a continuacion, son resultado de la dindmica
del ambiente de inspiracion lakatosiana (AIL) que es objeto de estudio en esta tesis. Sus
caracteristicas se pueden mirar en el final deste capitulo. Pero es oportuno destacar el
hecho de que las interaciones entre los alumno entre si y la gestion por el maestro,
conducen a un intenso cambio hablas con reflexiones, proposiciones y argumentos que
son valorizados e tienen un registro publico, en la pizzara e en los cuadernos que lleva a
los alumnos a adquirir confianza para reflexionar y hablar sin receos. Es esto que
propicia parte de la documentacion que aqui es analizada.

4. 1. Analisis epistémico-cognitivo de practicas.

Para el analisis epistémico-cognitivo se usa las herramientas de EOS, como se ha dicho
en el capitulo anterior, para mostrar como se construyen los significados personales e
institucionales. El objetivo es poder describir las practicas, y reconocer caracteristicas
en el sistema de practicas. Se analiza la configuracién de los objetos y relaciones que
intervienen en la secuencia didéctica, para visualizar la interactuacion de los objetos y
relaciones primarias y secundarias, en una perspectiva temporal y dinamica. Se hace en
tres practicas diferentes, que se dan en momentos diferentes, que se han escogido
porque manifiestan la construccion de diferentes objetos y procesos matematicos
considerados complejos, para alumnos de 11-13 afios. Se ha decidido usar dos formatos
diferentes: descriptivo para la primera practica, y esquematico para las otras dos.

4.1.1. Un analisis de una practica sobre poligonos.

Los mosaicos permiten explicar la construccion de relaciones, se explica el ejemplo de
tarea de poligonos. Se hace una identificacion de los objetos y relaciones primarias
puestos en juego, a partir de un analisis semantico. Asi, en un momento inicial, como se
muestra en la figura 1, el problema simiente es: “Trazar 10 trazos de borde a borde en
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un rectangulo del tamario de la hoja del cuaderno y colorear con la misma color las
figuras de mismo numero de lados”.

La tarea de en si misma tiene muchas posibilidades de generalizaciones y muchas de
ellas aparecen en el desarrollo de la clase como fue posible mirar a partir de los
problemas registrados en los cuadernos, muchos con la autoria de sus autores
identificada. Pensemos que el problema, es semejante al clasico problema del nimero
de regiones que se forman a partir de un niamero de rectas pero con un acento muy
diferente. Se trata de poner la mirada en los poligonos, y no en el proceso de induccion.
A pesar de ello, en algin momento se plantea el problema numérico del niimero de
poligonos (regiones). A continuacion se describe de forma sintética la configuracion
inicial ante la demanda de construccion de un mosaico. Es decir, situacion, sistemas de
representacion, definiciones, relaciones y proposiciones que aluden a razonamientos.

Verbal Situacidn “simiente”,
conceptual: Construir (coloreando) un mosaico de figuraslimitadas porrectas
Poligono,
Triangulo
Rectan gulo,
Pentagono
Hexagono,
Heptagono . ]
chdggunu EXPRESA Poligono esuna figura formada por segmentos de
9-agono Y reta y cerrada; es “poligonal” en el mosaico esta
10-agono SUPORTA gn | limitada porrectas, .
Verbal 3 . L
relacional: 8 Dibujar, observar, distinguir, colorear
g o Percepcidnvisual
M aximao, REGULAN
minimo; ELUSOD ’ 5 x I
rrFere v [ En el mosaico“tiene ndmero limitado de lados” ]
MAas que, ..
Simbolica
n+1;2n;n+4
lconica:
- Wisual.
Dibujos : . e
emdem'ﬂs Particularizacion. He constatado gue ..

Figura 4.1: Configuracion inicial epistémica de la actividad con poligono.

Asi, sabemos que en trabajos que se han preocupado por los procesos inductivos, se
indica que el descubrimiento de la regla, para que sea efectiva, pasa por una serie de
acciones sistematicas: Ir seflalando como van aumentando el niimero de regiones segun
aumenta el numero de rectas trazadas; descubrir que el mayor numero de regiones se
obtiene cuando al trazar una nueva recta, ésta corta al mayor numero de las que ya habia
trazadas; ordenar los datos en una tabla que sirva de ayuda para ver la relacion entre
ellos para; generalizar la relacion; finalmente, demostrar la expresion general por
induccion completa (Cafiadas, 2002). Por ello, sera ldgico pensar que estudiantes de 10-
11 afios no sean totalmente capaces de realizar este tipo de razonamiento. La
descripcion nos permite reconocer el tipo de negociacion en el sentido explicado por
Sophie Lauvergne explicado en el capitulo anterior.
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Particularizacion — generalizacion en una tarea sobre poligonos.

Lo intensivo en cuanto ejemplo particular en este caso puede ser: (a) el hecho de que un
poligono (n-agono) se define a partir de su representacion coloreada; (b) también cada
caso particular de rectas que dibuja cada alumno sirve para reconocer situaciones
conjeturadas o para lanzar preguntas; (c) cada mosaico actia como un ejemplo
particular sobre el que se activa algun tipo de generalizacion o tentativa de patrén.Lo
extensivo de la clase de los n-4gonos se corresponde con las figuras del mismo color. La
generalidad de la clasificacion de los pares de rectas como paralelas o que se cruzan,
como posiciones relativas de las rectas, que dan lugar a formas diferentes que permiten
reconocer un nimero menor o mayor de poligonos o regiones.

Las primeras generalizaciones de los alumnos surgen a partir de una pregunta: ;Cudl es
el numero maximo de lados que los poligonos del mosaico pueden tener?

a) Generalizan segun el numero de rectas y la observacion correspondiente del nimero
de lados que encuentran, lleva a reconocer la existencia de un maximo y un minimo,
asocian el numero de lados de los poligonos al nimero de rectas de la tarea.En el
caso de la actividad de mosaicos se induce la exploracion inicialmente poniendo 10
rectas. Con pocas rectas la tarea queda muy trivial, tiene poco llamamiento visual, no
parece un mosaico para los alumnos. Luego se cambia la exploracion de mosaicos
con nimero mayor o menor (+/-2 rectas) desde que sea posible la distincion visual de
los elementos pues muchas rectas impiden la percepcion visual y la determinacion
numérica de ciertos hechos y relaciones. Para 10 rectas, pueden obtenerse desde un
triangulo hasta un decagono.

b) Generalizan segun el niimero de rectas el hecho de que siempre el triangulo es el
poligono minimo en cuanto al numero de lados, independientemente del nimero de
rectas. Los casos particulares dan la oportunidad de reconocer un minimo y un
maximo hipotéticos. Precisamente haber empezado por n = 10, da la oportunidad de
“valorizar” la existencia de este minimo, porque en cualquier dibujo, es altamente
probable que aparezcan tridngulos. Hay alumnos que postulan que “no hay poligonos
con menos de tres lados” y otros que van a decir qué no se puede cerrar una figura
solamente con 2 rectas.

¢) Generalizan del hecho que la figura determinada por n rectas como “region limitada”
se corresponde con n lados” (asociado al méximo). Las relaciones y los hechos
numéricos locales pueden ser observadas en otras consignas, por ejemplo: un
mosaico formado por 6 rectas genera de tridngulos a hexagonos. Si el mosaico es
formado por 8 rectas, se genera de tridngulos a octégonos. En la consigna para un
mosaico producido a partir del trazado de 100 rectas, aun que la figura siquiera sea
borrada, los alumnos aceptan que serian generados del tridngulo a un poligono de
100 lados, el “centagono” (hectagono o 100-agono en la lenguaje formal).
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Figura 4.2: Poligonos de 3 a 8 lados generados por un mosaico producido por 20 rectas en el ordenador

Las condiciones del mosaico, permiten aun establecer otras proposiciones
generalizadas.

d) Generalizan el hecho de que dado un nimero de rectas (n), se puede conseguir un
poligono de n+4 lados usando los lados del rectangulo, o si no se diera esa condicion,
el nimero méximo de lados podria ser n (si no se utilizaran los bordes) ...
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Figura 4.3: Fragmento de un cuaderno con solucion de otra alumna en un momento de generalizacion

Las siguientes generalizaciones surgen inmediatamente de la pregunta: ;Cual es el
nimero minimo o maximo de figuras que se pueden obtener en el mosaico?
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e) Generalizan sobre el numero
de poligonos que se pueden
producir en un mosaico,
dado un cierto nimero de
rectas (n) y reconocer que el
numero es n+1.

Inicialmente dicen que para . +

10 rectas se determinan 10
regiones.

~

Figura 4.4. : Fragmento de un cuaderno con referencia a otro alumno

La socializacion y el debate publico, pone de manifiesto otras respuestas conflictivas,
que llevan a que dibujen o cuenten. Asi reconocen que son 11 el minimo de poligonos
Los alumnos responden con evidencias visuales (haciendo rectas paralelas o que no se
cruzan con la ayuda visual de los colores). Otros usan argumentaciéon de més alto nivel
del tipo “cuanto menos cruzamientos, hay menos poligonos”.

f) A lapregunta de cual es el minimo de poligonos que se pude obtener con un
mosaico formado por 100 rectas lleva a 101 (demostracion por elemento genérico,
Balacheff (1987, 2000).

g) Generalizar sobre el nimero de poligonos que se pueden obtener dado un niimero
de rectas (n) y reconocer que el maximo no es tan evidente. Se responde por conteo,
sin establecer una relacion con n.

Ademas de estas generalizaciones se podria haber abierto la pregunta clasica del nimero
regiones que determinan un niimero de rectas en el plano. Pero precisamente, eso hace
salir del contexto de figuras dibujadas realmente en una hoja, que es mas cercano a su
vida de "juego de dibujo de colorear”.

En la tarea se particulariza ya en el propio enunciado, pero en la busqueda del minimo,
el alumnado particulariza a n = 3, 4, etc. con intencionalidad de que el dibujo sea
sencillo y familiar para dar la respuesta al objetivo buscado. Hay particularizaciones con
el objetivo de “mostrar ejemplos” para el cuaderno de reglas generales que se reconocen
mas alla del ejemplo. Sabemos que la forma en que los estudiantes tratan los casos
particulares influye en la tarea de generalizacion (Cafiadas 2002), y es cierto que estos
estudiantes no disponen de herramientas relacionales de estudio funcional en la Etapa
Primaria.

Hay particularizaciones que se encauzan de parte del profesor para evidenciar los
argumentos y ayudar a formular conjeturas que se quieren mostrar, sin imponerlas. Por
ejemplo, una forma radial parece dar la evidencia de que el nimero de lados es 2n.
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Figura 4.5: 4 rectas radiales que generan 8 poligonos

Una formulacion de problema inverso particular como “;qué nimero de rectas puede
dar un cierto numero de lados?” surge para refutar la conjetura que con n rectas se
obtiene un n-agono.
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Figura 4. 6: fragmento de un cuaderno con pregunta de un alumno

Procesos de particularizacion y generalizacion en la tarea mosaicos

La tarea se inicia con un titulo: MOSAICOS. Y se da un enunciado no-ostensivo verbal.
“Haga 10 trazos de lado a lado de un rectangulo del tamafio de la hoja de cuaderno

(cerca de A4), y pinte del mismo color las figuras con el mismo numero de lados”.
Aunque la pregunta es verbal, pide una accion procedimental muy clara y conocida. Se
plantea algo ostensivo, hacer un dibujo, en el que aparentemente “no hay problema
matematico en esa accion”. Aparentemente es una actividad inicialmente a-didactica,
que se convierte en didactica porque genera un conflicto.Precisamente, el hecho que
este dibujo no es Unico, va a permitir reconocer posibles preguntas matematicas que
surgiran de algo simple concreto: ;cuantos hay?, ;de qué forma son? ;Son poligonos de
cuantos lados?, ;cudntos tridngulos pueden aparecer? ...

El uso del color, da oportunidad para visualizar la cantidad, y permitir precisamente que
se den preguntas de tipo numérico “cuantos”. El alumno no se imagina como va a ser su
dibujo. Como tampoco se imagina el papel que va a tener como “mosaico” para poder
servir precisamente de referente contextualizado en sus discusiones posteriores.
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Figura 4. 7: fragmento de un cuaderno con mosaico

A lo largo de la tarea, aparecen elementos ostensivos visualizados (en el sentido de
Bishop 1991) como el contorno del mosaico como lado posible de un cierto poligono.
Desde el inicio el borrador acttia también como ostensivo para que los alumnos que
estan paralizados, tengan una “muleta” que seguir reflexionando. Por las caracteristicas
de la consigna, la actividad inhibe que aparezcan figuras con propiedades del tipo
simétricas, con lados paralelos, etc. y no permite la emergencia de figuras no convexas.
Tan poco se destacan elementos de los poligonos como diagonales, altura, angulos, etc.

Algunos alumnos usan codigos (ostensivos) de color para nombrar los distintos n-
agonos. No estaba previsto que esto ocurriera. Fue precisamente el detonante para que
se reconociera un valor al nombramiento de los poligonos segun el nimero de lados.
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Figura 4. 8: fragmento de un cuaderno con leyendas
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Se interpreta como ostensivo cuando se dice que los poligonos son limitados por
“rectas”. No es ostensivo (explicitado) que los poligonos son limitados por segmentos
de rectas que tienen vértices comunes. Un elemento no ostensivo es el reconocimiento
del hecho que cada vez que se afiade una recta, aparecen tantas regiones mas como el
numero de rectas que tenemos. Es una observacion iterativa que no es facil de convertir
en regla general en funcion del numero de lados. Las dificultades en visualizar el
mosaico cuanto mayor es el nimero de rectas, obliga a reconocer el patron numérico en
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los casos que es visible, para poder llegar a una formula general que no parece al
alcance de alumnado de esta edad.

Procesos de descomposicion — reificacion

Durante la actividad individual los objetos matematicos unitarios son las rectas, los
lados, los poligonos, los triangulos, cuadrilateros, el mosaico dibujado (en cuanto forma
particular de situar un cierto numero de rectas). Después de la socializacion se
constituyen como parte de una familia de posibles formas de hacer las rectas. La
fijacién del nimero de lados hace que el objeto particular “pentdgono” (o “hexagono”)
frente a poligonos formados por otro nimero de rectas, sea unitario, bajo lo que va ser
constituido como sus definiciones. Cada mosaico se interpreta como una relacion
(namero de rectas, nimero de poligonos) o (nimero de rectas, nimero de n-agonos) o
como un elemento de una sucesion de valores. So6lo la observacion discutida de los
dibujos de varios estudiantes permite tener mas pares de valores de las funciones que se
discuten.

Lo sistémico en este caso es el conjunto de poligonos que ‘““se cierran por n rectas”, el
conjunto de poligonos que forman el mosaico no llega a identificarse como objeto de
estudio, aunque se percibe en el desarrollo de la tarea. La diversidad de los mosaicos no
permite ciertas clasificaciones de poligonos, porque no es facil que aparezcan algunos
tipos (simétricos, regulares). El formato de la actividad no permite reconocer el
poligono a partir de sus lados, o 4ngulos, o vértices. Los poligonos se observan como
regiones. La relacion numero minimo de lados en las figuras n = 3 es quizas el elemento
sistémico mas fuerte que aparece en el desarrollo de la tarea. Es un precedente del

significado de y(n) = 3 como funcion para cualquier valor de n. Por el contario

n+1lm ., o,
R, ="""+ 1 como, relacién no se llega a reconocer sistémicamente. Aunque

n

=

aparecen ciertos elementos de tipo inductivo.

Procesos de representacion — significacion

La tarea requiere expresar un dibujo llamado mosaico y reconocerlo como un conjunto
de poligonos yuxtapuestos de forma conexa. Los poligonos son comprehendidos como
figuras cerradas limitadas por rectas.Se reconocen el significado de relaciones
numéricas del tipo “nimero minimo”, “nimero maximo” que surge de un
encadenamiento de relaciones (;Mentales? ;Colectivas? ...).

Posicion de rectas —un mosaico particular —permite reconocer poligonos
asociados (dibujados) —se caracterizan los poligonos observados segun nimero
de lados —permite indicar mediante conteo qué numero de poligonos de
diferente niimero de lados aparece —confrontar ejemplos diferentes realizados
por un mismo sujeto o diversos sujetos—conjeturar y reconocer minimo y
maximo.
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Posicion de rectas —un tipo de mosaico —reconocer poligonos asociados
—permite indicar cudntos n-dgonos hay —confrontar ejemplos diferentes
realizados por un mismo sujeto o diversos sujetos —reconocer minimo Yy
maximo.

Ademas de estas cadenas de construcciones, aparecen otras cadenas de significacion
asociadas a los procedimientos matematicos implicados en el desarrollo de la tarea. Asi,
en este caso, se pretende dar significado a una problematizacion continua, en el sentido
de investigacion (Borasi, 1992) mas que simplemente resolucion de problema (en el
sentido de Polya). Por ello, se construye sucesivos significados de las acciones:

Dibujo de n rectas en una cierta posiciéon como objeto inicial —observacion del
mosaico particular asociado como particular —>comparacion con otros mosaicos
de colegas (como reconocimiento de un conjunto mas amplio en el que se da una
cierta propiedad) —planteamiento de una pregunta direccional del profesor
(como observacion de un elemento relacional o como sucesion numérica)
—conjetura intuitiva de respuesta global o respuesta parcial argumentada
—registro en la pizarra (o en el cuaderno) —respuesta total y/o planteamiento de
nuevas preguntas (por los estudiantes que no tienen por qué ser relaciones
cuantitativas) —conjeturas de respuesta (como produccion de hipotesis que
seran aceptadas como validas mientras no son refutadas) —observaciones que
permiten afirmar, reforzar o refutar (como reconocimiento del valor de verdad
de afirmaciones con justificativa) —registro en la pizarra y en el cuaderno (como
formas de reconocimiento propio y de comunicacién matematica) (—proceso de
percepcion de regularidades con reconocimiento de propiedades figurales y/o
formales —proposiciones —nuevas clasificaciones —definiciones) —
consolidacion de afirmaciones en el grupo (como formas dialdgicas de
validacion y legitimacion de las afirmaciones en el interior de la institucion) —
registro .. — problema .. — conjetura ..

Esta forma de hacer, implica una reconceptualizacion respecto lo que se hace habitual-
mente, que viene provocada por la emergencia del “objeto” poligono en un universo
desconocido a priori. La tarea tal como es propuesta, inhibe que los alumnos formen
una imagen mental los poligonos bien comportados (prototipicos), como discutido por
(Vinner y Hershkowitz, 1980), las actividades centradas en las figuras “no prototipicas”
disminuyen la ocurrencia de desvios del tipo imagenes conceptuales dependiente de las
formas prototipicas hegemonicas en las representaciones de poligonos en los textos
didacticos y el uso social — tecnolédgico (formas industrializadas, media, logos, etc.). El
significado atribuido a las conjeturas es complementario de lo que algunos autores
llaman de confrontacion de hipotesis (Boero 1988).

En algunos momentos, se consigue una secuencia de significados precisa sobre lo que
se podria denominar busqueda de soluciones dptimas o econdmicas.

Con ocho rectas es posible conseguir poligonos de 8 lados. ;Sera el menor
namero posible? —Creacion de un subproblema inverso: ;cual es la posicion de
un menor conjunto de rectas para que aparezca un poligono de 8 lados?
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—Produccion de conjetura a partir de caso particular: Consigo un ejemplo con 6
lados —Se consigue un ejemplo con 4 —>Reconocimiento de una regla general
(puedo disminuir el nimero de rectas aprovechando los bordes del mosaico)
—Resolucion argumental visual del subproblema (EI nimero minimo es 4).

Los alumnos saben que posicionando las 8 retas, cambiando la inclinacion de las
rectas, es posible obtener un poligono en que cada lado pertenece a una delas
rectas, pero cuando utilizan las bordas del rectangulo que delimita el mosaico,
solo necesitan de 4 rectas para obtener el octogono

Procesos de personalizacion — institucionalizacion.

Los objetos emergentes principales en esta tarea son figuras, funciones o sucesiones,
conjeturas, formulacién de problemas. En la actividad, el objetivo pretendido sobre la
produccion de conjeturas resulta una sorpresa para los estudiantes, porque provienen de
una tradicion de afios anteriores en que se define poligono, se clasifican y se analizan
por ellos, quitando la oportunidad de que ellos mismos lo hagan. Mientras que aqui, se
observan figuras y se trata de establecer relaciones o patrones.

Las conjeturas parciales se reflejan en el cuaderno con los nombres de sus autores. Sus
formas de representacion parciales (porque corresponden a registros personales que no
tienen objetivo de ser leidos) no reflejan la idea de relacion, sino que se privilegia la
produccion de las conjeturas y si pone en evidencia los subproblemas que se han
desarrollado.

Veamos como ejemplo, como a lo largo de la discusion se formula una pregunta-
problema “;Como deberia ser la posicion de los trazos para que se obtuviera un
octogono?” que no estaba prevista inicialmente. Se aportan diversas soluciones con 8
rectas, con seis, con 4, etc. Se percibe en las respuestas la multiplicidad de propuestas
que se pueden acercar a la conjetura. Hay un nimero menor que 8 rectas, menor que 6
rectas, quizas no se pueda hacer con menos de 4 rectas...

Y de ahi surge la generalizacion que ya se ha comentado anteriormente. Se logro que los
estudiantes asumiesen el hecho problematizar como algo natural, desarrollando habitos
de pensar matematicamente (Mason, Burton y Stacey, 1988; ySchoenfled, 1988) y se
involucrasen en la produccion de conjeturas y definiciones, porque tanto el punto de
partida como el didlogo, son una consecuencia directa de la construccion que se pide, la
multiplicidad de posibilidades en si misma genera la necesidad de confrontar la validez
de las mismas.

La tarea en si misma como establecimiento de relaciones, es compleja, y quizas por falta
de un sistema de representacion de la evolucion en el descubrimiento de la relacion,
puede hacer pensar que se estd perdiendo la imagen global del problema, para
privilegiar el proceso con los subproblemas.
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Figura 4.9: fragmento de un cuaderno con soluciéon de un problema, el octégono con 6 rectas

Pero la operacionalizacion de la tarea permite reconocer que el proceso de
argumentacion junto con las visualizaciones particulares, permite depurar las respuestas
inicialmente intuitivas. La induccion de tipo iterativo que llevaria a una formula
generalizada resulta ser lo mas dificil para los estudiantes de esta edad.

El logro de la personalizacion implico la atencion constante del profesor a la gestion de
los conocimientos, problematizando continuamente, compartiendo la responsabilidad
con los estudiantes. Ademas, la presentacion colectiva de los resultados alcanzados por
los estudiantes, bien individualmente o trabajando en equipos, su discusion colectiva y
las intervenciones de regulacion final por el profesor fueran cruciales para el progreso
colectivo del aprendizaje y el logro de las competencias de analisis de datos pretendidas.

Asi pues, a partir de nuestro andlisis no s6lo podemos afirmar que se construyeron un
conjunto de objetos y procesos, éstos fueron claramente construidos mediante una
negociacion en donde los estudiantes aprovecharon la potencialidad de la tarea para
establecer proposiciones que se corresponden con las que se esperan de la institucion,
pero que fueron legitimadas por el mismo grupo en el juego de confrontaciones y
refutaciones.

4.1.2. Analisis de una actividad sobre Grado de No Convexidad.

En otro momento, con los mismos estudiantes, se propone la tarea de construccion
poligonos en un geoplano cuadriculado con puntos. A continuacion, se plantea una
primera configuracion epistémica, a partir de dicha situacion simiente con una
mediacion diferente a la anterior que pretende evidenciar otro tipo de problemas, en un
momento inicial nuevo.

En efecto, se propone seguir con la idea de hablar de propiedades de los poligonos.
Ahora bien, el docente no tenia previsto que el andlisis llevaria mas alla de investigar a
una definicion nueva que los propios estudiantes llamaron grado de no convexidad.
Veamos en la figura siguiente la configuracion inicial.
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Situacion “simiente”. Construir poligonos en un geoplana

Geoplano punteado bajo condiciones (que pase porlos puntosdela red;
Redt de de mayornimero de ladosen lared, con mayornumero de lados
puntos

Verbal
conceptual:
Poligono
~

Lados, Vértice
segmentos Poligono es una figura farmada por segmentosderetay
Convexo, EXPRESA cerrada es “poligonal” e imitada porsegmentos, tiene los
Simetrico ¥ vértices en el punteade ligados
SUPORTA
y,
Verbal %

f .
rrﬁla':'mal- o Dibujar, observar, distinguir, colorear
b | Percepcion visual
mayor que, o )
S REGULAN

EL USO = 1
L “A cadavertice corresponde un lado”
Simbaolica: “Tiene mas lados si pasa por mas puntos®
nxn J

Iconica:
dibujos,
esJuemas

[ Visual. Particularizacidn He constatado que si paso por 4 ]

puntos puedo hacer maslados. Que si paso por 3

~—

Figura 4.10: Configuracion inicial epistémica de la actividad con geoplano.

Mas adelante, después de diversas interacciones, se provoca unanueva configuracion
que presenta la posibilidad de divergencia en el desarrollo matematico. En la figura
4.11 se muestra el momento inicial: Construccion de poligonos con 100 lados en un
geoplano

Poligono Tipo juego de construccidn: Construir poligonos de 100 ladosen
un geoplano punteado 10x10_..
como Red
de puntos
Verbal
conceptual:
Poligono )
é‘;ﬂ?ﬁ;’{iﬁ'“ EXPRESA Poligono esuna figura cerrada “poligonal” con los
Y - N
e S orbeon vertices en el punteado )
Mo convexo o
-

5 Procedimiento algoritmico a partir de

@
\r‘f;;?tl}nal' % 15 % 15 paraconvencer...
- ; REGULAN -

e ELUSO

Ladosy Por tanto, serd posible reforzarla conjetura un
vertices poligonoden x nladosen un puntiladodenx n.?
Simbalica
lconica:
dibujos, Adicion de casos genéricos. Silo puedo hacer en el caso:
esquemas 1010, 15x 15y 20 % 20,... se podrd en general.

4

Figura 4. 11: Configuracioén inicial epistémica de la actividad con poligono en la red.
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Estudio de la interactuacion de los objetos y relaciones primarias y secundarias, en
una perspectiva temporal y dinamica.

Aqui hay un cambio de giro en la secuencia didactica, con la proposicion de un
problema de construccion de un poligono en un contexto distinto, en el geoplano de
papel, la primera consigna es: “Construye en el puntillado un poligono cuyos vertices
coincidan con los puntos de la trama”.

Procesos de particularizacion — generalizacion

En esta situacion de los poligonos en la trama de puntos también se da oportunidad de
multiples generalizaciones y particularizaciones. La primera particularizacion surge del
propio enunciado, porque cada estudiante dibuja un poligono. En la elaboracion se
puede ver como no se dibujan figuras convexas.
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Figura 4. 12: fragmento de un cuaderno con la consigna y la solucion

Inmediatamente se particulariza la relacidon segin el nimero de puntos. En lo que toca la
secuencia sobre los puntillados se inicia la actividad a partir de la exploracion de una
trama cuadriculada determinada, 4 x 4, luego se cambia para otros tramados
cuadriculados, 5 x 5, 6 x 6, de acuerdo con las descubiertas y/o cuestiones propuestas
por los alumnos o profesor, hasta la exploracion de la trama 10 x 10.

Una primera generalizacion asocia a la trama el hecho que puede hacerse un
poligono que “pase” por todos los puntos. En 4x4, se consigue dibujar una figura de 16
lados, y en otras tramas (n x n) se puede hacer un poligono que pasa por todos los
puntos pero no siempre tiene n lados. Esta generalizacion no se explicita en algunos
casos, pero es el modo en que se enfrenta el problema general.
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Figura 4. 13: fragmento de un cuaderno con la consigna y la solucion
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Otra generalizacion implicita que aparece es el hecho de que el tridngulo es el poligono
con menor numero de lados En el contexto de la tarea, no se trata de aplicar una
definicion sino reconocer que siempre podriamos hacer un triangulo, pero hay un
poligono con mayor nimero de lados, y luego se descubre que hay un nimero limite
que depende de las dimensiones del geoplano puntillado.

Figura 14: fragmento de un cuaderno con proposicion de un alumno

A continuacién se asocia el nimero de lados del poligono buscado en funcion del
tamafio de la red. El punto de partida clave para la generalizacion es el desafio de
obtener el “poligono con el mayor nimero de lados”. La experimentacién en dominios
particulares (4 x 4, 5 x 5, etc.), lleva a los alumnos a percibir que cuanto mds puntos del
puntillado convertidos en vértices, mas lad 4.o0s va a tener el poligono, asi persiguen la
meta de conseguir dibujar un poligono de 4 x 4 = 16 lados. El éxito en la resolucion del
desafio da seguridad al qué apliquen una regla general, o sea, en el puntillado 5 x 5 el
poligono con mayor numero de lados va a tener 25 lados, en la trama 8 x 8 debe generar
un “64-agono”. ,
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Figura 4. 15: fragmento de un cuaderno con proposicion de otro alumno y el registro de que alguien ha
encontrado la solucion

Y luego se extiende al 10 x 10 si genera un poligono de n x n = n* lados, un nuevo
indicio de la demostracion por elemento genérico. A partir del cual, se plantea una
generalizacion basada sobre la conjetura de que sera posible el procedimiento para
conseguir hacerlo. Se intuye que hay que empezar por una “sierra” y completar
mediante un casi cuadrado en la esquina contraria. La idea es completar una forma
espiral que se cierre en el interior.

Procesos particularizacion y generalizacion.

Ya son ostensivos los conceptos de poligono, n-agono, lado y relaciones del tipo
“mayor que...”, “mas lados...”. Quedan explicitadas y definidos conceptos intuidos
como el de vértice de un poligono. La tarea de “obtener el poligono con numero
maximo de lados”, es no ostensiva, involucra el control de unos procedimientos para
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tener éxito. La realizacion de poligonos no convexos, es un ostensivo. Incluso el
término acaba siendo una apropiacion de los estudiantes.

En efecto, se observan poligonos con muchas entradas. En la tradicion didactica del
pais, los poligonos asi se llaman “no convexos”, aunque en unos poco libros se utiliza el
termino coéncavo (mas comun le los textos de fisica). En libro antiguos se hace
referencia a los poligonos que tienen dngulos salientes (los convexos) y los que tienen
angulos reentrantes, o sea, angulos mayores que la media vuelta (> 180°) que son los no
convexos. Después de los afios 1960 esta nomenclatura es abandonada y los maestros
utilizan da idea informal de que se los poligono no tienen “entrada” se llaman convexos,
pero si tienen entrada entonces no son convexos.

La relacion que asocia a cada vértice uno, y solo uno, lado del poligono, aunque trivial
para las personas ya matematizadas, no es conocida a priori y es formulada con el jibilo
de una descubierta como resultado de la discusion publica entre los miembros de la
comunidad de aula. Dibujar un poligono de 100 lados toca lo afectivo, por el placer
generado por la conquista.

Figura 4. 16: 400-agono producido por Luciana, 12 afios

Las “caracterizaciones de poligonos” no son ostensivos, las clases de poligonos
tampoco.

Procesos de descomposicion — reificacion en la actividad

Son elementos unitarios: cada poligono (figura), las proposiciones como entidades en la
situacion problema. Cada figura se puede interpretar como una pareja (numero de
puntos; poligono con un cierto nimero de lados) Son de naturaleza sistémica los tipos
de poligonos (simétricos 0 no, convexos o no).

El problema de la existencia de figuras de n lados en la trama de n x n es de compleja
solucion. Se reduce a subproblemas, dado que en los casos particulares surgen intereses
problematicos divergentes provocados en la misma tarea, que “distraen” del propio gran
problema.
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Procesos de representacion — significacion

Al hacer figuras como la del dibujo de la figura 17 surge la idea de que hay poligonos
con simetria de rotacion.

(1 U __'_ ¥ A .F(-\ [ _‘:,' by}!_\‘l ] J ¢

IANA Do AMORE (€Y 24 (AU RARS

Figura 4. 17: fragmento de un cuaderno con crédito de soluciéon de alumnos

Parece que su proceso es el siguiente: Dibujar poligonos diferentes en una cuadricula —
dar valor a caracteristicas — asignar cada forma a un tipo determinado segun
propiedades — construyen poligonos en ciertas condiciones (las propiedades se
convierten en elementos para el algoritmo de construccidon) — reconociendo
definiciones (no siempre explicitas) por caracterizacion (por ejemplo, convexo como
figura sin entradas) — asociacion de elementos genéricos para las proposiciones sobre
relaciones.

El éxito de la construccion de poligono con
muchos lados (e. g.: n > 100) del alumno exige
y control en un procedimiento de naturaleza
algoritmica como en una actividad de punto de
cruz. Los gestos de asombro y alegria del
alumnado, hacen pensar en lo emocional.

Figura 4.18: fragmento de un cuaderno con solucién de desafio: 225-4gono hecho en un geoplano 15 x 15

Procesos de personalizacion - institucionalizacion (dualidad personal — institucional):

La importancia del desarrollo dialogico de la tarea, permite que se produzcan muchos
significados personales, no previstos por la institucion. Es el caso que los estudiantes se
preguntan por caracteristicas de las areas de las figuras, cuando la linea de discusion
estaba centrada en la posibilidad de analizar figuras convexas.

El contexto del cuadriculado, como por ejemplo el 3 x 3 0 4 x 4, comporta que los
estudiantes se planteen como significados personales una variedad diversa de nuevos
problemas como: (a) producir figuras con condiciones (octégonos, formas simétricas,
formas convexas o no, con area maxima, con area minima, el tridngulo con la mayor
area, el cuadrilatero con menor y/o con mayor darea), (b) discusiones sobre las
soluciones, (c) apertura de las soluciones (solucion determinada o multiples).
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Figura 4.19: Fragmento de un cuaderno con estudios para descubrir formas poligonales en un geoplano 3
x3

Entre estos nuevos problemas, algunos estudiantes quieren discutir a respecto de la
medida de los perimetros de las figuras construidas. Pero el contexto del geoplano, tiene
alto grado de generar conflictos, una vez que la probabilidad de que emerjan medidas
irracionales con radicales es muy grande. Dado que se sabe que provocan obstaculos
cognitivos y epistemoldgicos de dificil gestion con una comunidad de alumnos de edad
tan temprana, se decide no seguir cuando surgen las primeras dificultades para medir
segmentos diagonales.

4.1.2. Analisis de la configuracion epistémica de la tarea GNC

Para empezar enunciamos las intenciones de la tarea propuesta por el maestro. En el
universo de los alumnos de 11 afios, asi como en la mayor parte de los libros de texto
brasilefios, la convexidad no es definida. En general se habla de figuras convexas o no,
y se suele definir como una propiedad topologica de las matematicas especializadas:

“Um poligono € convexo se nenhum par de seus pontos estd em semiplanos
opostos relativamente a uma reta que contém um lado do poligono” (Moise
& Downs, 1971).

“Um poligono € convexo se esta sempre contido em um dos semiplanos
determinados pelas retas que contém os seus lados” (Barbosa, 1985).

“Um conjunto C de pontos ¢ uma regido convexa se e somente se VA, VB
(AeC ABeC A A#B — [AB]” (Castrucci, 1978).

De modo pretensamente informal los libros de texto parten de una de las definiciones de
convexidad para poligonos para “definir” los poligonos no convexos: “Si dos puntos
pertenecen a un poligono convexo, entonces todo segmento que tiene estos dos puntos
como extremidades, estaran contenidos en el poligono”

Figuras 4.20 y 4.21: Esquema de libros de texto para ejemplificar poligono convexo y no convexo
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La convexidad se presenta como una propiedad que se utiliza Unicamente para
reconocer una caracteristica, el poligono es o no convexo. A partir de ahi, se considera
que el término convexo o no forma parte del vocabulario de los alumnos. Nos parece
que la idea de poligono convexo se asocia a una necesidad de nomenclatura para poder
hablar de propiedades que se cumplen en este tipo de poligonos.

En la propuesta realizada, los estudiantes se enfrentan con los poligonos no convexos
como objeto de estudio que es interesante para ellos. A diferencia de las actividades
anteriores, la produccion de hipétesis nos parece que ha llevado a los estudiantes a
hablar de estas figuras, mas alla de lo que el docente se proponia.

El giro crucial de la secuencia completa ocurre cuando ocurre la socializacion de lo
construido por los alumnos, al comparar sus producciones de poligonos, observan que
tienen diferente numero de entradas. Varios alumnos manifiestan la intuicion de que
“cuanto mas “entradas” menos convexa la figura” Y por ello, proponen comparar las
figuras porque unas son menos convexas que otras. Un estudiante propone entonces la
siguiente pregunta: “;Qué poligono es menos convexo?”.

Surge la necesidad de disponer de alguna herramienta relacional que pueda comparar
dos poligonos en cuanto a la propiedad “convexidad”. Pero tal herramienta no existe en
el universo de lo institucional pretendido, no hace parte de los programas curriculares,
libros de texto y ni siquiera del conjunto de saberes de los maestros. En realidad aparece
un concepto de grado de no convexidad, o indice de convexidad, asociado a problemas
de optimizacion y separabilidad de figuras. Pero incluso esa medida no tiene el
significado que le dotan los estudiantes en su juego de blisqueda.

Pero hay que seguir por delante y se considera legitima la curiosidad y/o necesidad de
establecer una relacion de orden entre los poligonos respecto a la convexidad. Algunos
alumnos manifiestan la intuicion de que “cuanto mas “entradas” menos convexa es la
figura” Se hace necesario un cambio en la expectativa de los alumnos basadas en
normas que orientaran sus experiencias escolares anteriores.

En la norma que se pone de manifiesto, no hay temas que no se puede discutir, mismo
los que no componen el mena de las matematicas escolares oficiales. Se acuerda por la
tentativa de crear un criterio coherente que pueda decir cudl es el mas convexo entre dos
poligonos. La primera constatacion colectiva, esto es, manifestada por muchos alumnos
cuasi simultdneamente es que “dos poligonos convexos son igualmente convexos”, y
por tanto no cabe decir si uno es mas convexo que otro.

El problema elegido como importante fue comparar la convexidad de poligonos no
convexos. El grupo sigue una ruta inspirada por el uso del geoplano de pinos y gomas,
que es un criterio que daria cuenta de construir una proposicion definidora del criterio
de comparacion de convexidad. Un alumno dibuja en la pizarra un poligono inscrito en
un poligono convexo que lo contén, debe ser el poligono de menor area posible, para
esto lo mayor nimero de lados de los dos poligono deben ser coincidentes fig. 4.22.

La idea fue contestada con un ejemplo intuitivo puesto por otro alumno. “Creo que las
figuras 4.23 y 4.24, son igualmente no convexas”. Parece que lo que se refleja es que
hay algo semejante entre esas figuras que no puede ser atribuido al area la distincion.
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E
Figura 4.22: Pentagono ABCD inscrito en el cuadrilatero ABDE

Se inscribe el poligono en cuestion en un poligono convexo de menor area. Y se
compara las areas que no hacen parte del poligono convexo original. Entonces, se dice
que la figura 23 es menos convexa que la figura 24.

A

Figuras 4.23 y 4.24: Esquema de ejemplificacion

El grupo pronto acepta como se fuese un “contra-ejemplo” y el argumento que lo
sostiene ya aun la aproximacion conceptual del GNC que empieza a ser definida.
Vuelven a buscar un nuevo criterio aceptable que pueda comparar o quiza medir la no
convexidad. Parece que la idea visual de entrada estd siendo clave para decir que las
figuras 23 y 24 anteriores son semejantes y deberia ser cuantificada por alglin criterio
controlable. Nuevamente la referencia al geoplano de pinos y gomas da el camino.
Definen como el grado de no convexidad (GNC) de un poligono el nimero de clavos-
vértices que van hacia fuera de la figura, cuando esta es construida con gomas” Asi las
figuras 1 y 2 tiene el mismo GNC (1) = GNC (2) = 1, en cuanto la figura 3 tiene el GNC
(3)=2.

*
kK,
5k
Fig.4.25

Fig4. 26 Fig. 4.27

La institucionalizacion del criterio anterior no acaba con la tarea. Profesor y alumnos
intentan poner nuevas preguntas a respeto del nuevo concepto. ;Cual es el GNC de un
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poligono convexo? No tienen duda en responder “cero” porque no hay entrantes. La
evidencia no se explicita, como muchas veces hacen los matematicos. ;Cuales son los
posibles GNC de un octégono? Los dibujos y experimentaciones conllevan a los
alumnos a responder 0, 1, 2, 3 0 4. ;Si un poligono tiene 12 lados, cual es el maximo
GNC? Mas experimentacion a través de dibujos y algunas mentales, la respuesta es
6.;Se puede generalizar ese resultado? ;Cual es el maximo GNC que puede tener una
figura de n lados? ;Qué pasa con poligonos que tienen un nimero par de lados? ;Y
cuando el nimero de lados es impar? El grupo dice que: “siempre se puede hacer
estrellas de una figura (y muestran en la figura como duplican el nimero de lados,
llevandolos hacia dentro)”, y por eso diran que en un poligono de 10 lados no hay mas
de 5 entradas. Por eso, enuncian que

Figura 4.28: Estrella de 5 puntas

Sin es par y n > 4, entonces el GNC maximo es n/2.
Se n es impar > 4 entonces el GNC = (n+1)/2 - 1

En el caso impar, experimentar con el caso n =5, 7, 9 da intuicion que la regla anterior
se cumplira.

Estudio de la interactuacion de los objetos y relaciones primarias y
secundarias, en una perspectiva temporal y dinamica.

En esta configuracion correspondiente al problema, consideramos la idea de
Freudenthal que las definiciones no deben ser consideradas como entidades o reglas
arbitrarias prescritas para los alumnos (Freudenthal, 1973). En efecto, ¢l tomaba la
clasificacion de los cuadrilateros como ejemplo, al asociar a los distintos tipos la
caracterizacion mediante el uso de propiedades diferentes. En esta actividad se ponen en
juego las dos tipos de definicion que Freudenthal hablaba: lo descriptivo (puedo hablar
de poligonos de tal o cual tipo) y lo constructivo (puedo hablar de GNC como nuevo
contenido que aparece en la discusion). Los poligonos convexos en nuestra actividad, se
contraponen con los que no lo son, con la ayuda del geoplano y la pregunta motriz que
se propuso. Vinner hablaba de un proceso de reconstrucciéon con ejemplos con
funciones (Vinner, 1991). Y también aparece un ejemplo funcional de reconstruccion en
nuestra actividad en cuanto los estudiantes no consiguen crear una imagen igual de
poderosa para la relacion (numero de clavos, nimero de lados méximo del poligono que
pasa por ellos).

De forma semejante, Borasi habia desarrollado la idea de trabajar reconstruyendo las
definiciones en el caso de circulo y otros conceptos. En ese momento se introducia la
idea de proceso investigativo como proceso heuristico para el disefio de actividades que
tratan de revisar definiciones incorrectas de un concepto dado o bien introduciendo
contextos diferentes (Borasi, 1992: 155), En un sentido semejante pero constructivo, las
actividades propuestas por R. Hershkowitz y otros. Estas situaciones son llamadas SDC
situaciones de definicién-construccion (Duchet, 1997). En este tipo de actividad, no se
acentua la redefinicion (en sentido de Borasi).
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En este trabajo, entendemos que esta situacion es de construccion conceptual en el
sentido que “Un procedimiento de definicion es un procedimiento de formacion de
concepto” (Lakatos, 1961; p54) que es asumido por los estudiantes en el proceso y
como proceso. Podriamos llamarlo definicion-propio como la enuncian los estudiantes y
la atribuyen a un colega que la formul6. Pero también aparecen las definiciones como
evidencias conceptuales en si mismas. El significado de no convexidad en relacion a
entradas (como Euclides) no es s6lo construccién sino que se usa para reconocer
poligonos diferentes (en el sentido clasificatorio como Aristoteles). Este sentido
dialéctico muestra que la definicidon no es sélo asociada a terminologia metamatematica
(Ouvrier, 2004),

Procesos de particularizacion — generalizacion.

En esta situacién, también se da oportunidad de multiples generalizaciones y
particularizaciones. En efecto, una primera generalizacion es el propio acuerdo en el
interés comun por un problema general que consiste en establecer una relacion de orden
entre los poligonos respecto a la convexidad. Se pretende que existe tal relacion. Otra
generalizacion se da respecto el nimero de entradas de la figura, y se da cuando se
busca una regla general para comparar poligonos no convexos y se formula la intuicion
de que “cuanto mas “entradas” menos convexa la figura. De aqui la necesidad de
cuantificacion.Se particulariza la idea de nombrar que el poligono convexo no tiene
entradas, y se asocia a cero en la convexidad porque no hay entradas. La evidencia no se
explicita, como muchas veces hacen los matematicos.

4.1.3. Analisis de practica de resolver problemas: angulos en el reloj.

Consideramos una situacion que se propuso en un momento intermedio, y que dio lugar
a un articulo explicando en detalle las intenciones del profesor investigador. Ello da
oportunidades a tener un relato cualificado que vamos a analizar. No s6lo muestra la
transcripcion de lo ocurrido, sino los comentarios sobre la intencionalidad de los
momentos, y una subdivisioén natural en episodios.

La tarea matematica propuesta, propone que los alumnos reconozcan como problema
inicial encontrar el angulo que forman las manecillas del reloj en una hora determinada.
Para ello, se pide que busquen en los relojes de sus casas el angulo que forman las
manecillas a la hora de entrada, de patio y de salida de clase, y posteriormente se
planteen la hora en que ellos nacieron, como situacidon que genere un proceso de
resolucion inductivo general como caso crucial (en sentido de Balacheff). Subdividimos
la practica que se desarrolla en dos clases en varios episodios.

Problema inicial particular El &ngulo correspondiente a la hora. 7:20

Sobre las limitaciones del método experimental a partir del ejemplo de 11.40
Tentativas de generalizacion. Busqueda de una unidad de relacion pequefia.
Propuesta generalizadora. Del 4ngulo a la hora.

Para analizar caracteristicas observables en dicho trabajo, usamos dos modelos teéricos
combinados que son EOS y el modelo de Scott y Mortimer (Vanegas, Giménez y Font
2010).
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Analisis de practicas, objetos y procesos
Iniciamos con la identificacion de practicas matematicas, para posteriormente reconocer
objetos y procesos.

Episodio | PRACTICAS MATEMATICAS Sujetos
PP1 Plantea la pregunta de cudl es la medida del angulo correspondiente | PRO
a lo que marcan tres horas especificas (7:20; 10:40; 12:45) en un
reloj de agujas (asociadas a horarios de entrada al colegio, hora del
recreo, hora de salida).
PP2 Plantea una segunda pregunta en donde se pide el dngulo firmado | PRO
por las agujas del reloj en la hora que naci6 cada estudiante.
PP3 Pide a los estudiantes exponer sus soluciones argumentandolas PRO
PP4 Interviene para que el estudiante explique su respuesta PRO
PP5 Repite la respuesta del estudiante dando relevancia a los procesos | PRO
de representacion y medicion.
PP6 Pide a toda la clase que se reconozca el método matematico usado | PRO
por F
PP7 Pregunta al grupo si algin estudiante ha llegado a la solucion por | PRO
otro método (con el objetivo implicito de distinguir entre método
experimental y la que se basa en argumentos 16gicos).
PP8 Pregunta que busca que el estudiante amplie la explicacion PRO
PEI Un estudiante F explica el método que utilizo para las la hora de las | EST
7:20
PE2 F Dibuja una curva (que quiere que sea una circunferencia) EST
PE3 F Marca los cuartos de hora, colocandolas en orden 12, 3, 6, 9 y | EST
posteriormente hace las sefiales correspondientesa 1,2,4,5y 7
PE4 F enuncia su respuesta EST
PES F enuncia procesos de representacion y medida desarrollados EST
PE6 I reconoce y denomina la respuesta como método experimental EST
PE7 Combina dos representaciones, dibujo inicial con gesto EST
PES Establece la relacion “1 hora vale 30 grados™ EST
PE9 Enuncia que a las 7:20 las agujas forman un angulo de mas de 90 | EST
grados
PE10 Justifica su respuesta y no aludiendo a la representacion EST
PE11 G reconoce la relacion 2 minutos corresponden a 1 grado EST
PE12 Justifica que 20 minutos recorren 10 grados EST
PE13 Enuncia que la respuesta buscada son 100 grados EST
PEI13 H expresa incomprension de la explicacion dada EST
PE14 Explica el procedimiento con mayor detalle “90 de antes y 10” EST
PEI5 Otro estudiante interviene para aclarar el procedimiento explicado, | EST
ayudandose de la representacion grafica y gestualizando.
PE16 I otro estudiante muestra un razonamiento, que se apoya en el hecho | EST
de que la aguja de las horas se mueve mas alla del 7, relacionando
que 20 minutos que avanza, se corresponde con un tercio de hora,
que son 10 grados mas de 90 y no so6lo 90.
PE17 Otro estudiante problematiza , preguntando qué ocurre a las 7:14 EST
PE18 Otro estudiante enuncia que el resultado sera fraccionario. EST

Figura 4.29: Practicas matematicas en episodio 1
Profesor: PRO; Estudiante: EST
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Nuestro propdsito es identificar que en los procesos de estudio analizados, se dan
caracteristicas diferenciales como por ejemplo el hecho de que los estudiantes son los
que establecen un mayor nimero de objetos y procesos matematicos. Ello no sélo
muestra el potencial de la tarea propuesta de promover aprendizaje matematico, como
mayor calidad y cantidad de procesos, sino que constata un tipo de relacion que no esté
centrada en el profesor.

Para verlo, se toma uno de los relatos de aula del profesor investigador en donde se
perciben distintos tipos de practicas, como se muestra a continuacion.

Los estudiantes realizan un nimero doble de practicas matemadticas en este episodio
respecto a las del profesor, lo cual hace ver que se asume como natural que en el
proceso de resolucion de problema se dan argumentos diferentes, se contrastan, se
asumen cuando son consistentes y se acaba por problematizar nuevamente.

A continuacién nos proponemos mostrar qué tipo de objetos y procesos emergen de las
practicas citadas. En formato de tabla, mostramos los objetos encontrados en el
episodio. Como se puede observar, contra lo que suele ser habitual, surgen casi
totalmente de parte de los alumnos. Incluso los conceptos que se relacionan en la
resolucion del problema no son ni tan s6lo reforzados por el profesor.

Con lo que podemos ver que eso es debido a la funcion de la intervencion basicamente
provocadora, que jamas responde o concluye por los estudiantes, sino que anima a la
discusiéon con preguntas que alimentan las interacciones entre los participantes del
grupo. En la tabla siguiente, se han detallado aspectos relacionados con la actividad
matematica desarrollada en el episodio inicial de la clase, estos seis tipos de objetos se
articulan formando configuraciones epistémicas cuyo andlisis nos informa “anatomia de
un texto matematico”.

En la configuracion epistémica observada, la situacion-problema que la motiva, aunque
no aparece en la transcripciéon de manera explicita, se podria expresar del siguiente
modo:

(A cada hora del reloj se corresponde un angulo formado por sus manecillas? ;Hay
algun procedimiento que nos permita encontrar dicha medida?

En un segundo episodio se propone a los alumnos si es posible usar el método de lan, de
forma generalizada, partiendo de la pregunta de saber el dngulo correspondiente a las
11:40. Iniciamos con la identificaciéon de practicas matematicas, para posteriormente
reconocer objetos y procesos.

Como en el episodio anterior, en un momento inicial del episodio 2, se indica la
importancia de argumentar las explicaciones y procesos usados. Como en el episodio
anterior, en un momento inicial del episodio 2, se indica la importancia de argumentar
las explicaciones y procesos usados. Se contintia abordando el tema de medicion de
angulos, la tarea que se pretende analizar tiene un caracter abierto y de implicacion
emocional, ya que se alude a la medida del &ngulo que forma las manecillas del reloj en
la hora de nacimiento de cada estudiante.
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En este sentido, cada estudiante, tiene un problema diferente a resolver, pero como
elemento comun para la discusion la descripcion de la manera como determinan la

medicion de dicho angulo.

PROBLEMA:
(Determinar el &ngulo formado por las manecillas del reloj cuando marca las

7:20 h (hora de entrada al colegio) PRO
PROPOSICIONES:

P1Gab “Da 110 grados” EST
P2Fla “Dibujé y medi” EST
P3/an “Us6 el método experimental” (un aluno hablando de otro) EST
P4Gab “Cada hora vale 30 grados” EST
P5Gab “El angulo que buscamos vale mas de 90 grados” EST
P6Gab “Cada dos minutos de la manecilla en las horas corresponde a un grado” | EST
P7Gab 20 minutos recorren diez grados” EST
P8 Gab “Da 100 grados” EST
P9 Gab “90 que teniamos més 10 que la aguja de las horas recorrio, da 100” EST
P10/an “Si la aguja de las horas no se moviera, las 7 y 20 darian 90 grados” EST
P11 /an “La manecilla de las horas se mueve, corresponde a un tercio de horas” | EST
P12/an “La aguja de las horas correra un tercio de 30 grados, que es 10 grados” | EST
P13/an “Daré quebrado” EST
P14 Jan “Los angulos seran fracciones” EST
CONCEPTOS:

C1 Medida de angulos EST
C2 Angulo como giro (rotacion) EST
C3 Medida de tiempo EST
C4 Relacion entre medida de tiempo cronoldgico y variacion angulo EST
CS5 Proporcion (no explicita) EST
PROCEDIMIENTOS

M1 Comparacion (de representacion, de relaciones) EST
M2 Aproximar la medida de &ngulos (medida directa) EST
M3 Reconocimiento de propiedades de las relaciones EST
M4 Lectura de horas en el reloj EST
LENGUAJE

L1Verbal oral [Ty 20; angulos; 110 grados; 100 grados; 30 grados; horas; 20 PRO
minutos; 7 y 14; fracciones; quebrados ; medi; mas de 90 ] y
L2Verbalescrito [los numeros del reloj] EST
L3 Gradfico [representacion del reloj analdgico, colocando los numeros de las EST
horas y sefiales ] EST
L4Gestual [movimientos de la mano indicando apertura del angulo de las

manecillas] EST
ARGUMENTOS EST
Al: Fla “Dibujé y medi” EST
A2: Gab “Cada hora vale 30 grados” EST
A3: Gab “Cada dos minutos en la manecilla de las horas corresponde a 1 grado”

A4: Gab “20 minutos recorren 10 grados” EST
AS:lan “La manecilla de las horas se mueve, (20 minutos) corresponde a un EST

tercio”

Figura 4.30: Objetos matematicos de episodio 1
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Episodio 2 | PRACTICAS MATEMATICAS Sujetos
PP1 Plantea la pregunta de si sirve el procedimiento de Ian para las
PRO
10:40)
PP2 Pide a los estudiantes exponer sus soluciones argumentandolas | PRO
PP3 Repite la propuesta de dibujo realizada inicialmente por Ian,
mostrando que en el caso de las 10:40 es posible que uno se PRO
equivoque mas al hacer una medicion a ojo
PP4 Plantea una pregunta que invita a la consideracion de otros PRO
métodos para la solucion de la tarea
PP5 Reitera la pregunta propuesta en la tarea, busca la explicacion PRO
de nuevas respuestas y descripciones
PP6 Pregunta un estudiante concreto ;A qué hora naciste? Y ;A qué PRO
angulo corresponde?
PEI Fla explica que el angulo es facil de encontrar dibujando, EST
usando las rayitas de los cuartos (del circulo del reloj)
PE2 Fla cuenta 90 grados desde el 11 hasta el 8 y el trozo de mas EST
alla
PE3 Gab enuncia su respuesta de 90 + 10 + 10 EST
PE4 Al4 las 12:45 el angulo sera 90 y algo mas EST
PES Hace falta saber 1/3 de 30 EST
PE6 Mar interviene para describir el método que ella ha realizado.
Hace una representacion del reloj, en la que se asigna a cada EST
minuto una marca (ella hace 5 marcas entre una hora y otra, y
no 4)
PE7 Mar asigna una medida a la distancia entre una marca y otra
EST
(5°) y argumenta que es porque 30°/6 es 5°
PE8 Mar describe lo que ella hace para determinar el &ngulo que se
. EST
genera en una hora determinada (6:20)
PE9 Mar aplica la relacion descrita anteriormente del valor de
medida entre marca y marca del reloj y argumenta que a las
6:20, en grados seria (30 + 30) + 10, y explica que este tltimo | EST
valor corresponde a los grados que se deben afiadir por el
desplazamiento de la manecilla de las horas hacia la izquierda.
PEIO Mar concluye que el d&ngulo formado por las manecillas del EST
reloj a la hora que naci6 (6:20) es de 70°
PE11 Al5 responde a la pregunta del profesor sobre su hora de EST
nacimiento (10:30)
PE12 Al6 responde a la pregunta del profesor, sobre el angulo a la EST
hora de nacimiento de otro compafiero (10:30 — 135°)
PEI3 Al7 otro estudiante interviene para decir su hora de nacimiento EST

9:05

Figura 31: Practicas matematicas en episodio 2
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Como se puede observar, en ese segundo episodio, los estudiantes siguen siendo
también los protagonistas de la mayor parte de practicas. Si bien es evidente que al ser
una segunda propuesta, que sube el estatus de la reflexion, el convencimiento de
encerrar una generalizacion, hace que el episodio se desarrolle mucho mas rapidamente.

PROBLEMA:

(Podemos resolver el problema de las 10:40 con el método de Ian? PRO
PROPOSICIONES:

P1 Mar “En el reloj entre una hora y otra hay 5 marcas” EST
P2 Mar “La distancia entre cada pequefia sefial es 5 grados” EST
P3 Mar “En el reloj entre una hora y otra hay 5 marcas” EST
P4 Mar “Treinta grados dividido entre 6 da cinco grados” EST
PSMar “Son seis intervalos” EST
P6 “Cada intervalo de cinco grados corresponde a diez minutos” EST
P7A416 “135°(respondiendo a la pregunta del problema) EST
CONCEPTOS:

C1 Intervalo de angulos relacionado I periodo de tiempo EST
C2 Correspondencia marcas — angulos recorridos EST
C3 Relacion angulo fraccion (en el circulo del reloj) EST
PROCEDIMIENTOS

M1 Dibujar teniendo como referencia las subdivisiones del circulo EST
M2Comparacion (de representacion, de relaciones) EST
M3Estimar teniendo como referencia los angulos especiales (90°) M3 | EST
M4Describir un método basado en representacion y dibujos EST
MS5Establecer correspondencia (entre marcas e intervalos angulares) EST
LENGUAJE

L1Verbal oral [30° divididos entre 6 da 5°; sumaré 30° + 30° que es 60°; cada | EST
intervalo de 5° corresponde a 10 minutos recorridos por la manecilla de los
minutos; la manecilla de las horas avanza 10° o sea 60° + 10° = 70°]

L2: Gréafico [dibujo de las subdivisiones del reloj] EST
L3: Verbalescrito [explicacion acerca de los nlimeros del reloj EST
ARGUMENTOS

A1 La distancia entre cada pequefia sefial es 5° porque 30° dividido por 6 da 5° [ EST
A2 Cada intervalo de 5° corresponde a 10 minutos recorridos por la aguja de | EST
los minutos

A3 Como son las 6:20, entonces la manecilla de las hora avanza 10° EST

Figura 4. 32: Objetos matematicos de episodio 2

Los estudiantes siguen siendo los protagonistas de las intervenciones, proponiendo sus
casos particulares respecto a la hora de su nacimiento y manifestando su interés por
explicar sus procedimientos para determinar la medida del angulo. Podemos reconocer
que aunque el profesor en algin momento se dirige a un estudiante en particular, los
demas también se sienten involucrados en la pregunta y responden a ella. También se
puede evidenciar el interés de comentar su caso, dado que la tarea daba la oportunidad
de dar una respuesta por cada estudiante.

En el episodio 3, el proceso de explicacion y discusion de la tarea con todo el grupo, es
enriquecido por el planteamiento novedoso de un estudiante, quien propone hablar de su
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hora de nacimiento no aludiendo al tiempo, sino a la medida del angulo: “Yo naci
cuando el angulo era 100°”, lo cual no solo plantea la situacion inversa de la inicial, sino
que genera que la clase considere un nuevo tipo de relaciones y se planteen nuevas
situaciones, haciendo que haya una evolucion en la significacion de los objetos
matematicos involucrados en la tarea.

Episodio 3 | PRACTICAS MATEMATICAS Sujetos
PP1 Reconoce la importancia de la nueva formulacion de un estudiantey | PRO
llama la atencion de todo el grupo planteando una pregunta
PP2 Solicita que un estudiante explique como ha llegado a la respuesta PRO
PP3 Reitera que la respuesta dada por un estudiante es verdadera PRO
PP4 Afirma que una solucion no ha sido probada PRO
PP5 Solicita a un estudiante que diga la hora de su nacimiento, para que PRO

toda la clase constate que la respuesta dada por su compaifiero es
valida (pero, no necesariamente inica)

PP6 Legitima la propuesta de un estudiante que implica la reformulacion | PRO
del problema, lo cual posibilita considerar una situacion mas general
(¢Es la relacion entre la posicion horaria y la medida angular,

biunivoca?)
PP7 Interviene para que reflexionar sobre la unicidad de una respuesta PRO
PP8 Solicita que ciertas propuestas de respuesta se escriban en la pizarra | PRO
PP9 Solicita a los estudiantes que generalicen la relacion que esta PRO
evidenciando en casos particulares
PEI Gab dice “Yo nasci cuando estaba 100°” EST
PE2 Gus responde a la pregunta que propuso el profesor a toda la clase EST

sobre la hora de nacimiento de otro compafiero (que inicialmente fue
expresada en grados)

PE3 Gus explica que ha llegado a una solucion, tomando en cuenta la EST
respuesta dada a otro problema (problema expresado en el episodio
1). Compara hora y medida del angulo. Establece una relacion de

equivalencia.

PE4 Al8 interviene para cuestionar si la respuesta dada por Gus es unicao | EST
existen otras posibilidades.

PES5 Al9 propone una nueva situacion, la posibilidad o no que se dé un EST
determinado angulo, considerando que la manecilla de las horas se
mueve.

PE6 Al10 pregunta si la manecilla de las horas se mueve, entonces nunca
puede formar un angulo recto

PE7 Dos alumnos responden a la pregunta propuesta por su compaifiero EST
(419), enuncian casos particulares: 3:00h — 90°; 9:00h — 90°

PES Gui expresa una generalizacion que ha reconocido sobre las horas EST

que se corresponden con los mismos angulos y afirma que
“solamente los angulos de 90° y 180° se repiten”

PE9 Dos alumnos responden a la pregunta propuesta por su compafiero EST
(A19), enuncian casos particulares: “a las 3:00h se forma el angulo de
90°”; y “a las 9:00h también”.

PEI10 Gus manifiesta que tiene un contracjemplo a una de las cuestiones EST
planteadas, pues "5:00 y 7:00 hacen el mismo angulo"
PE11 Lui enuncia otros ejemplos de horas en que reconoce que la medida | EST

del angulo es la misma, como “las 4:00 y las 8:00”
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PEI12 Otros reconocen y enuncian horas en la que las manecillas del reloj | EST
formarian un angulo de 90° (6:15h; 6:45h; 3:30h y 9:30h)

PE13 Gus manifiesta que tiene un contracjemplo a una de las cuestiones EST
planteadas
PE14 Varios estudiantes buscan formular una proposicion mas generales, EST

algunos haciendo gestos con las manos, otros relacionando conceptos
Figura 4. 33: Practicas matematicas en episodio 3

En esta parte de la clase el foco de la discusion son los problemas formulados por los
alumnos.

PROBLEMA:
“.A qué hora nacio Gabriel?” (qué ha dicho que nacié cuando las manecillas | PRO
estaban en 100°)
“;,Coémo podemos saber si no era otra la hora que las manecillas formaban el | EST
angulo de 100°?

“Si la aguja de las horas camina,.. ;Nunca dara angulo recto? PRO
PROPOSICIONES:
P1Gus “A las 7:20” EST

P2 “La solucion de Gustavo es verdadera, pero no es objeto de prueba | PRO
inmediata”
P3A4/9 “Si que puede ser. A las 3:00 las manecillas forman un angulo de 90°” EST
P4A4110 “A las 9h00 también” EST
PS5 “Si sospechamos que existen otras “horas” que forman el mismo angulo, | PRO
queria decir que no es posible tener certeza de la hora que nacié Gabriel”

P6Gui “Soélo los angulos de 90° y 180° se repiten” EST
P7A4In “6:15h; 6:45h; 3:30h y 9:30h se corresponden con el angulo recto” EST
P8Gus “Yo tengo un contragjemplo” EST
P9Gus"5:00 y 7:00 hacen el mismo angulo" EST

P9Lui “También a las 4:00 y a las 8:00 da el mismo angulo... y a las 3:00 y las | EST
9:00 también, y ain mas...”

CONCEPTOS:

C1 Medidas de 4ngulos EST
C2 Angulo recto EST
C3 Movimientos de giro EST
PROCEDIMIENTOS

LENGUAJE

L1Verbal oral [“Yo nasci cuando estaba 100°”, 3:00h — 90° 9:00h — 90°% | EST
“También a las 4:00 y a las 8:00 da el mismo angulo... y a las 3:00 y las 9:00
también, y alin mas...”’; ““Yo tengo un contracjemplo”]

L2Verbal gestual [ ... estudiantes buscan formular una proposiciéon mas general, | EST
algunos haciendo gestos con las manos ...]

ARGUMENTOS
AlGus “Acabamos de resolver el problema del angulo de las manecillas [ EST
cuando era esa hora y el resultado era 100°
A2Gus “pues 5:00 y 7:00 hacen el mismo angulo" EST

Figura 4. 34: Objetos matematicos de episodio 3

Los problemas que surgen de las propias discusiones en la dinamica de proporciones —
explicaciones, el maestro abdica de por fin a la discusion, como podria ser si pidiese al
alumno Gabriel que le diga a qué horas nasciste. El maestro coordina la discusion
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colectiva y actiia como catalizador. Aunque los alumnos que hacen proposiciones
puedan parecer pocos, el hecho es que los demas estan atentos a lo que ocurre e
razonando sobre los problemas que va surgiendo. Aunque en el registro de este episodio
no hay referencia a la utilizacion del lenguaje escrito, se supone que es utilizada por los
alumnos en sus borradores, antes de dar respuestas o hacer proposiciones. Lo mismo se
puede inferir respeto los procedimientos que no aparecen en las enunciaciones verbales,
aunque estén implicitas en las estrategias de solucion de los problemas.En el ultimo
trozo de la clase ocurre el cuarto episodio en el que el grupo produce la respuesta al
problema de Gabriel, buscandogeneralizar y ofreciendo un tipo de argumento que puede
ser utilizado en otros problemas analogos basado en el concepto de simetria.

El maestro organiza los datos en la pizarra qué esta llena con registros numéricos y
geométricos, qué seran cruciales para que los alumnos perciban las regularidades que
posibilitaran la resolucion del problema generado por un alumno.

Contra-exemplo geral da Luiza: "Ha varios outros angulos que se repetem
no intervalo de 12:00 hs.”

1:00  --------- 11:00

2:00  --------- 10:00

3:00  -----—--- 9:00

4:00 --------- 8:00

5:00  --------- 7:00

Figura 4. 35: representacion de una parte de la pizarra

Episodio | PRACTICAS MATEMATICAS Sujetos
PP1 Problematiza pidiendo que alumnos reflexionen sobre contraejemplo | PRO
PP2 Legitima de modo informal la respuesta del ultimo desafio propuesto PRO
por el grupo.

PP3 Retoma la cuestion pendiente por el desafio de Gabriel PRO

PP4 Sugiere que observen los registros de la pizarra, como la tabla con los PRO
datos organizados.

PEI All 1 explica la relacion, basada en el “ajuste igual en relacion al eje EST
(vertical) de las 6:00”

PE2 Lui enuncia lo que sustenta la solucién, basada en la simetria EST
Gus refuerza el argumento que esta siendo construido, con la

PE3 : e ” EST
descubierta de que “suma doce

PE4 | Al12 intenta enunciar una respuesta y corregir la misma EST

PE5 | Al13 da larespuesta del problema EST

PE7 El grupo confraterniza con los actos finales que llevaran a la EST
respuesta basados en el contraejemplo de Lui y la regularidad de Gus.

PE8 Gab confirma la respuesta del desafio propuesto EST

Figura 4. 36: Practicas matematicas del episodio 4

En las practicas que se reconocen a continuacion ya se podra percibir que el ambiente
problematizador del docente, genera que los estudiantes se impliquen no so6lo en la
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respuesta a la tarea, sino en una conciencia de estar resolviendo un problema. Como se
puede observar, es el profesor es quien problematiza inicialmente, pero son los
estudiantes los que toman las riendas de la produccion sistematizando incluso y
llegando a visualizaciones geométricas del problema colectivamente.Veamos en la

figura 4.37. la configuracion del episodio, final

PROBLEMA:

“Alguien consigue formular una proposiciéon mas general que esa ? (la hecha por Luisa)” | PRO
PROPOSICIONES:

P1 “Ah! ... es que se ajusta igual en relacion al eje de las 6:00” EST
P2 Lui “Es simétrico” EST
P3 Gus “Suma doce” EST
P4 Al12 “A las 5:40” (después auto corregida) EST
P5 Al13 “A las 4h40” EST
CONCEPTOS:

C1 Simetria EST
PROCEDIMIENTOS:

LENGUAJE

L1Verbal oral [es que ajusta igual ..; Es simétrico; Suma doce; .. EST
L2Gestual [explicacion a la pregunta del profesor, acerca de la generalizacion] EST
ARGUMENTOS

A1l “Es simétrico” EST
A2 “Suma doce” EST

Figura 4. 37: Objetos matematicos de episodio 4

Sobre los procesos que se observan en las practicas.

El profesor hace preguntas, y no enuncia proposiciones, lo cual es propio de un discurso
investigativo (Ponte, Segurado y Oliveira, 2003) en el que el docente no lleva la voz
cantante. Los estudiantes no so6lo sienten que “resuelven el problema” sino que han

desarrollado

PROCESOS MATEMATICOS Sujetos
ENUNCIACION / PARTICULARIZACION: Al detallar el enunciado de las horas | PRO y
escogidas, y los alumnos establecen la relacion entre las horas y los angulos. EST
DESCOMPOSICION/REIFICACION: aproximaciones de una medida. EST
REPRESENTACION y MATERIALIZACION: Al mostrar el reloj dibujado para | EST
reconocer mejor la abertura del angulo.

ENUNCIACION: Proposiciones que indican comparaciones. EST
COMUNICACION: Al explicitar las relaciones que deben interpretarse ESTy
También se da un proceso de comunicacion cuando el profesor busca llamar la | PRO
atencion sobre la diferencia de métodos para llegar a la solucion de una medida.

Otro proceso de comunicacion surge con las intervenciones del profesor
cuestionando no la solucion sino procurando que se amplien las explicaciones ente

ellos mismos.

ARGUMENTACION: para explicar las soluciones encontradas. EST
INSTITUCIONALIZACION: Al resaltar la importancia de las formas de | ESTy
resolucion que no dan una Unica estrategia. PRO

Por otro lado, aunque no se institucionaliza un procedimiento general, se permite que
en el caso particular ya haya algin estudiante que generaliza el método y reconozca
que a segin qué minutos que no sea divisor de 60 no va a dar un resultado exacto en

el angulo.
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GENERALIZACION: Para establecer el uso las propiedades de las proporciones | EST
que permiten resolver el problema de formas diferentes.

PROBLEMATIZACION: Cuando un estudiante propone un enunciado para ver | EST
que en algunos casos el proceso no dara un nimero natural sino fraccionario.

PERSONALIZACION: Cuando se identifica que se puede encontrar una solucion | EST
al caso particular por medida directa.

Figura 4.38: Procesos matematicos en el episodio 1

Al analizar los procesos matematicos del episodio, se busca reconocer el
“funcionamiento” de la actividad matematica, es decir, como interactiian los objetos en
una perspectiva temporal y dindmica.Hay una cesion de responsabilidad de los procesos
por parte del docente y se manifiesta la construccion muchos procesos de parte de los
estudiantes.

Al reconocer la trayectoria epistémica en el episodio 1 como la distribucion a lo largo
del tiempo de la ensefianza de los componentes del significadoinstitucional
implementado. En una situacion de resolucion de problema, el profesor no es quien
decide el orden en que se tratan los distintos objetos. La trayectoria epistémica global se
inicia de forma situacional, puesto que se enuncia un ejemplar de un cierto tipo de
problemas. En el episodio, se ve una trayectoria fundamentalmente de tipo actuativa, en
donde lo lingiiistico se deja al alcance de los estudiantes, que usan sus propias
notaciones. Lo conceptual aparece en este caso en el ambito de dar valor a la
representacion de la medida. Lo proposicional: se enuncian e interpretan propiedades.
En cuanto a lo argumentativo, los estudiantes gestionan las justificaciones y se enuncian
propiedades.

Veamos en a figura 4.39 como se desarrollan los objetos y procesos matematicos del
episodio 2

PROCESOS MATEMATICOS Sujetos
ENUNCIACION / PARTICULARIZACION: Al detallar el enunciado de las horas | PRO
escogidas, y los alumnos establecen la relacion entre las horas y los angulos. y EST
DESCOMPOSICION/REIFICACION: aproximaciones de una medida EST

REPRESENTACION y MATERIALIZACION: Al mostrar el reloj dibujado para | EST
reconocer mejor la abertura del angulo

ENUNCIACION: Proposiciones que indican comparaciones EST
COMUNICACION: Al explicitar las relaciones que deben interpretarse. ESTy
También se da un proceso de comunicacidn cuando el profesor cuestiona no la PRO
solucion sino procurando que se amplien las explicaciones ente ellos mismos.
ARGUMENTACION: Para explicar las soluciones encontradas EST

INSTITUCIONALIZACION: Al problematizar sobre procedimientos y mirar la PRO
atencion de los alumnos en los métodos

GENERALIZACION: Al tener como marcos angulos de 90° para responder a EST
angulos especificos y cercanos.

PROBLEMATIZACION: Sobre los métodos, al proponer que se miren y comparen | PRO
distintos métodos

PERSONALIZACION: Al defender métodos propios y poner nuevas preguntas EST

Figura 4.39: Procesos matematicos en el episodio 2
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El profesor sigue haciendo preguntas, y no enunciando las proposiciones principales
que desarrollan las practicas, lo cual es propio de un discurso investigativo (Ponte,
2003) en el que el docente no lleva la voz cantante.En el episodio 2 se ponen en
funcionamiento diversos tipos de procesos matematicos que pueden observarse en las
figuras 4.38 y 4.39.Del andlisis de objetos y procesos en este episodio, podemos
concluir que los estudiantes asumen un papel preponderante en la construccion de
significados.

4.2. Analisis de las interacciones.

Analizamos la intencionalidad comunicativa, a través del reconocimiento de conflictos
en la clase, el principal conflicto evidenciado en este episodio se manifiesta por el hecho
de que la manecilla de las horas se mueve cuando se mueve la de los minutos con una
velocidad diferente. Los propios estudiantes lo resuelven dicho conflicto, aunque no se
dan cuenta que el problema serd cuando el nimero de minutos sea impar, y el caso de
las siete y catorce minutos realmente tiene solucion entera. Pero aparecen ademas otros
tipos de conflictos potenciales. Dichos conflictos tienen a ver con los que surgen de la
faceta extensiva intensiva de la representacion del conocimiento matematico del
episodio, Mas precisamente en cuanto al uso del binomio particular/ejemplar-tipo. A lo
largo de la clase estudiada, el docente muestra ejemplos de medidas y proposiciones
sobre ellos. Asi, consideramos que es oportuno usar las clasificaciones de las funciones
semioticas explicadas tedricamente en el capitulo 2, en cuanto son explicativas de
posibles conflictos potenciales, y usaremos las nomenclaturas que se han dado en ese
momento.En este episodio, percibimos que el docente no resuelve algunos de los
conflictos generados.

Analisis de normas y significados.
Al analizar las normas, en los diversos episodios, reconocemos distintos tipos de

normas. En la tabla siguiente (fig. 4.40) se muestran los tipos de normas que fueron
identificados en este episodio. De los seis tipos de normas propuestas en el enfoque
EOS (Godino, Contreras y Font, 2006), s6lo aparecen las que se refieren a la
implementacion del proceso de estudio. Se separan en dos grupos: las que se centran en
el docente, y las centradas en los estudiantes.

NORMAS Sujetos
METAEPISTEMICAS:

N1: Los enunciados de los problemas se pueden modificar, permitiendo PRO (y
problematizar otros casos particulares. EST)
N2: La argumentacion en la clase de matematicas es importante. Permite PRO (y

analizar y concluir cuando las respuestas ante una pregunta son diferentes. | EST)
N3: La contextualizacion es fundamental para la introduccion y desarrollo

de conexiones matematicas. PRO
N4: Diferentes maneras de resolver problemas, ayudan a mejorar la

comprension de los objetos matematicos involucrados. PRO
NS5: Es importante reafirmar las respuestas y explicacion dada por un

estudiante sobre una tarea para que sea asumida por toda la clase. PRO

N6: No basta con dar un resultado a una tarea, sino que hay que explicar el
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proceso de resolucion. PRO
N7: El profesor no institucionaliza el resultado como correcto o incorrecto,

sino que valora que se dieron justificaciones sin refutacion. PRO
EPISTEMICA

N8: Las situaciones comparativas en las que se hace una representacion a | EST
escala, son proporcionalidades, como es el caso de relacionar tiempo del

reloj y angulo.

N9: Las representaciones son importantes para la construccion de EST
significados.

COGNITIVAS:

N10: El profesor valora el momento adecuado de incorporar una PRO
generalizacion, toma decision de no seguir un problema propuesto porque
encuentra que no es el momento adecuado de generalizar, sino mas tarde.
INTERACTIVAS:

N11: El profesor genera preguntas para que se den explicaciones y PROy
argumentos cada vez mas potentes EST
AFECTIVAS:

N12: Los estudiantes se sienten motivados y legitimados a dar EST
justificaciones diferentes de un proceso de resolucion.

N13: Los estudiantes se sienten espontaneos para colaborar solidariamente | EST
con los compafieros que no entienden algo.

MEDIACIONALES: EST
N14: relojes

ECOLOGICAS:

N1S5: Cultura de investigacion, valoracion del conocimiento como un bien. | EST
N16: El centro es de tradicion democratica COM
N17: Hay libertad curricular que es ejercida PRO
N18: Los maestros de las varias asignaturas mantiene interacciones PROy
didécticas entre si COM
INTERACTIVAS:

N19: Los estudiantes interviene n cuando tienen dudas EST
N20: Los estudiantes dan explicaciones a peticion del profesor EST
N21: Hay elementos, referentes en lo cotidiano que nos ayudan a

comprender lo matematico y establecer relaciones, como es el caso del EST
dibujo del relo;j.

N22: Los estudiantes reflejan, argumentan y problematizan entre si. EST

Figura 4.40: Normas observadas en el episodio 1.Comunidad: COM

A continuacion se desarrolla el analisis de los episodios segin el esquema de Scott y

Mortimer en el episodio 1. El profesor actiia sélo como catalizador.

Propositos de ensefianza y formas de intervencion en el episodio.

Ante todo veamos los propdsitos de ensefianza. El profesor inicia la clase preguntando a
los estudiantes sobre la realizacion en casa de la tarea propuesta en la clase anterior.
Podemos reconocer en este episodio de clase que se busca implicar intelectual y
emocionalmente a los estudiantes en el reconocimiento de estrategias diferentes para
abordar una situacion problematica, dar oportunidades de hablar y pensar sobre
diferentes relaciones de manera individual y por medio de actividades con toda la clase.
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Al preguntar por sus respuestas, se da soportes a los estudiantes para producir
significados individuales, contrastarlos con otros, internalizando sus ideas. Se reconoce
que con ello, se motiva y guia a los estudiantes en el uso, aplicacion, y ampliacion de
ideas sobre proporcionalidad y medida de angulos, y se pretende transferir
progresivamente a los estudiantes el control y la responsabilidad de su uso.

Observemos ahora las formas de intervencion identificadas en el episodio segun los
dos tipos que citan los autores.

a. Intervenciones orientadas a hacer el conocimiento cientifico asequible en el
plano social de la clase. Intencionalmente dado que se trata de una actividad de
resolucion de problemas, no se pretende dar forma a los significados por parte
del profesor sino que sean los estudiantes mismos que entren en una dinamica
de mostrar, argumentar, probar y refutar si se ve que el argumento no es
poderoso.Marca significados clave en cuanto promueve que se discutan
estrategias diferentes.

b. En el episodio se promueven intervenciones orientadas a hacer alcanzable el
punto de vista cientifico a todos los estudiantes y a contrastar los significados y
comprensiones que ellos van desarrollando. El profesor chequea el
entendimiento de los estudiantes: El profesor solicita que los estudiantes
expliquen las estrategias usadas, refinando la argumentacion para reconocer si
es suficientemente convincente.

Patrones de interaccion.
En este episodio, se produce una interaccion abierta. El profesor inicia(l) estas

interacciones solicitando a toda la clase que explique su respuesta a la tarea planteada.
Los estudiantes responden(R) y el profesor abre y organiza entonces la discusion,
sefialando que se han dado respuestas diferentes [...] y hace un comentario en donde
resalta la importancia de argumentar para analizar la validez de las respuestas. Solicita a

un estudiante a que explicite las razones de su respuesta y anima a los otros a participar
en el debate, escuchando a su compaiero [...] apoyando (P). El estudiante responde,
explicitando sus razones [...]. El profesor plantea otras preguntas (feedback) que buscan
mejorar la explicacion dada por el estudiante obteniendo la respuesta espontanea de otro
estudiante [...]. Asi, en este episodio inicial, se reconoce un patrén del tipo IRFRFP +
IRFRPIP. No hay evaluaciéon de esa respuesta final (que no es correcta) sino
convencimiento de que se ha concluido con la solucion correcta de los 100 grados.

4.3. Lo emocional en el AIL

Analizamos los episodios de construccion de conocimientos matematicos en el
ambiente de inspiracion lakatosiana para responder las preguntas de este estudio,
mostrando como se articulan los aspectos epistémico-cognitivos y las interacciones
entre los participantes segun varios modelos teoricos. Pero es posible aun hablar de los
aspectos emocionales que pueden mostrar evidencia s respecto al interés y la motivacion
de los estudiantes, contestando asi la pregunta P23 de las que nos proponemos
responder en el capitulo 1.
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Muchos autores dedicaran sus estudios para tentar contestar preguntas sobre las
influencia de las emociones en la aprendizaje: ;De qué modo la cuestion de las
emociones tienen influencia en la formacion de creencias?;Como los afectos pueden
influir en el conocimiento de las matematicas?;Hay relacion entre los estilos de hacer
matematicas y las emociones?;Qué tipo de influencia las buenas tareas pueden ter sobre
el interés de los alumnos?

Los estudios sobre lo emocional, los afectos, actitudes y creencias son obyecto de
atencion de un centenar de autores en las Ultimas décadas, con destaque para Buxton
(1981), Cobb, Yackel, Wood (1989), Goldin (1988), Goleman, 1985) y otros. Salovey y
Mayer (1990) utilizan el término “inteligencia emocional” qué definieron como “aquélla
que comprende la habilidad de supervisar y entender las emociones propias asi como las
de los demas, discriminar entre ellas y utilizar esta informacioén para guiar nuestro
pensamiento y nuestras acciones” (Salovey y Mayer, 1990, p.57). Goleman (1995)
popularizé el concepto de inteligencia emocional, afios después ha hecho un rol de siete
ingredientes claves que explican la inteligencia emocional: confianza, curiosidad,
intencionalidad, autocontrol, relacion, capacidad de comunicar y cooperacion. Goleman
(2002).

En los estudios sobre el aprendizaje de las matematicas destacamos los estudios de
Goémez-Chacon, (2000) que estudié la integracién entre la perspectiva afectiva y
cognitiva en situaciones de ensefianza y aprendizaje de matematicas en distintos
contextos y con una variedad de sujetos. Para ella los afectos ejercen una influencia
decisiva en el aprendizaje y en coémo los alumnos perciben y consideran las
matematicas, asi como en la propia vision de si mismos como aprendices y en su
conducta. Para esta investigadora los afectos en el aprendizaje matematico desempefian
las siguientes funciones:

a) Como un sistema regulador; la toma de conciencia de la actividad emocional sirve al
alumnado y al profesorado como instrumento de control de las relaciones
interpersonales y de autorregulacion del aprendizaje.

b) Como un indicador de la situacidon de aprendizaje; a partir de la perspectiva
matematica y las creencias del estudiante se pueden estimar sus experiencias de
aprendizaje, la perspectiva profesional del profesor, el tipo de ensefianza recibida,
etc.

¢) Como fuerzas de inercia, cuando los afectos impulsan la actividad matematica, y
como fuerzas de resistencia al cambio.

d) Como vehiculos del conocimiento, pues trata de conocer las dificultades que
comporta tanto aprender como ensefiar matematicas, facilitando la busqueda de
estrategias mas efectivas a utilizar en el aula para la obtencion de mejores
resultados.
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Esta autora sefiala que para un desarrollo 6ptimo de la dimensién afectiva en el aula de
matematicas son necesarias situaciones que posibiliten el descubrimiento y la liberacion
de creencias limitativas del alumnado, la incorporacidon de experiencias vitales asi como
la estimacién de la emocion y el afecto como vehiculos del conocimiento matematico.

Goémez Chacon habla que la competencia emocional constituye una meta-habilidad que
determina el grado de destreza que alcanzaremos en el dominio de todas nuestras
facultades. (Gomes-Chacon, 1997, 2000), ella cree que hay dos estructuras de afecto a
considerar en el sujeto: la local y la global. Entendiese que la local refiere a los estados
de cambio de sentimientos o reacciones emocionales en el ambito de la resolucion de la
tarea en clase; la global tiene a ver con la incorporacion de las rutinas que ocurren en las
locales, que posibilita la construccion de estructuras generales de los conceptos, la
ocurrencia de misconcepts y el desarrollo de creencias. Lo global sufre la influencia de
aspectos extra-escolares que actiian sobre lo individuo, como los contextos en que los
alumnos estan inmersos y variables de naturaleza socioculturales.

Las emociones en el ambiente de inspiracion lakatosiana.

En este estudio acerca de la produccién de conocimientos matematicos en el AIL,
buscamos marcas y otros elementos que indiquen la influencia de lo emocional y como
interfieren en las interacciones y en la aprendizaje de los sujetos. Las marcas se pueden
ver con mas nitidez en los textos de Redaccion-Evaluacion, que son analizados en lo
capitulo 5 de esto estudio, mediante las herramientas del Analisis Critica del Discurso
de Halliday, Kress y otros.Con todo, podemos verlas también en los ytextos que hemos
visto en este capitulo.

Resultado 4.3.1. Los elementos lexicales utilizados por los alumnos permiten hacer
inferencias sobre lo afectivo y sus relaciones en el conocimiento producido en el
colectivo.

Palabras como dificil, facil, legal, bueno, etc. Y también situaciones que muestran la
valoracion del otro, confianza, recelo,impotencia, apreciacion, etc.sirven para reconocer
que se muestran expresiones afectivas.

Resultado 4.3.2. Los alumnos analizados en el AIL siempre enfrentan los problemas
propuestos por el maestro y también los que surgen de la dinamica de clase, no desisten
y desarrollaran el habito de problematizar asumiendo como protagonista el rol que en
la ensefianza tradicional queda en general con el profesor o el libro texto.

En los variados géneros textuales que producen y son analizados en este estudio, no hay
marcas de conversacion autodestructiva. Esto difiere de muchos estudios, como el de la
propia Chacon (2000) que destaca hablas de sus investigados en que palabras como

29 ¢¢

“tuve la sensacion de que no podria resolverlo”, “pese que era dificil”, “senti miedo por

2 C¢

si me equivocaba”, “un poco insegura”, al contrario en los episodios analizados en los
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apartados anteriores los indicios son cuasi todos de mucha involucramiento activo de
tono positivo.

En el libro de “Numeros Hexagonales” un trabajo de investigacion qué los alumnos de
8° afio hicieron en clase (figura 4.41.) , las componentes del equipo escriben todo el
texto en la 1* persona del plural, con una incidencia muy grade de términos como :
“nosso”  (nuestro), ‘“descobrimos” (descubrimos), “esperamos”, ‘“‘come¢amos”
(empezamos), “vimos”, “percebemos” (percibimos), “fizemos” (hicimos), “pensamos”,
“tentamos” (intentamos), “aprendemos”, “podemos”, etc.

El texto tiene las marcas de otras producciones del grupo como la intencioén didactica
que mira a una audiencia genérica, un cierto estilo con toques de humor con intencién
de mantener la atencion y el dialogo con el lector

' e . ol e
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Figura 4.41 Una pagina del libro sobre numeros hexagonales

Resultado 4.3.3. El modelo AIL se centra en la interacciéon y produccion en lo
colectivo, esto no quita el foco el los alumnos individualmente, pero este foco
privilegia el individuo en lo grupo, interaccionando con sus pares. Se puede percibir en
los variados textos el vinculo con la situacion, el placer por la descubierta, el
sentimiento de orgullo tanto por sus propias producciones como por la de sus colegas,
lo que es un fuerte indicio de sentido de solidaridad y de pertenencia a una comunidad.
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Figura 42 fragmentos de cuaderno con cita de colegas

Un indicio emblematico de que en el AIL hay una actitud muy positiva esta en el hecho
de que independiente del maestro proponer problemas y desafios, los propios alumnos
lo hacen por su propio deseo, como en el caso de los poligonos gigantes de n > 100
lados, a figura 16 hecha por la alumna Luciana. El 400-agono fue hecho por su propia
cuenta, es ejemplo de persistencia movida por el placer de enfrentar un desafio, muestra
curiosidad, preciosismo, organizacion, sentido estético, etc., y cuando esto es
socializado, los colegas se interesaron y se auto-desafiaran a producir poligonos con
mas lados, lo que ocurri6 es que a cada dos dias uno mostraba un poligono con mas
lados que el de otro, y luego equipos se organizaran para dividir la tarea de producir
partes de un poligono que se yuxtapone a otro. Quedaran producidos poligonos en el
geoplano puntillado sobre el papel cuadriculado, con miles de lados.

Resultado 4.3.4. En un ambiente AIL, se muestran tareas ricas y significativas,
consignas y preguntas no convencionales con la socializacion de las respuestas, sin
preocupacion con lo cierto y lo errado contribuyen para que los alumnos cambien la
imagen de las matematicas y de lo que es hacer matematicas, se observo que frente a lo
inusual y lo inesperado

En efecto, en los casos que se analiza en este capitulo, aumenta la posibilidad de quiebra
de algunos modelos previos que llevan a condicionamientos que bloquean la
involucracion de los alumnos en las tareas. Si observa que los alumnos mejoran su
autoconcepto como aprendices de matemdticas y cuanto mas confianza adquieren
tienden a mejorar su nivel como productores de conocimientos matematicos, pues
arriesgan mas sin recelos. La rutina en esto tipo de ambiente cambia estructuras globales
y cimentar una nueva cultura matematica.

Las tareas tienen un rol especial, porque son sencillas y se puede responder cuestiones,
inicialmente basado apenas en la intuicion. Lo que se torna complejo es el proceso de
problematizacién, con valoracion de las proposiciones y sus argumentos, como en la
tesis-ficcion de Lakatos, que tiene como combustible la dindmica de pruebas y
refutaciones.La naturaleza de las tareas y la diversidad de respuestas y producciones de
los alumnos, qué por ser nuevas contaminan el ambiente, haciendo que la experiencia
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vivida sea como una viaje en que se saborea todo.No hay los comportamientos comunes
en algunos alumnos que tienen dificultad con las matematicas como la ansiedad cuando
ellos tienen ritmos muy distintos de los demas para producir una respuesta, porqué
relajan al apreciar lo que ocurri en lo colectivo.Para Gomez Chacédn (2000) la ansiedad
es una conducta que provoca: miedo excesivo al cometer faltas, panico cuando le falta
la memoria, ignorancia sobre como persistir, lo que contribuye para disminuir el grado
de atencion e implica en interferencia en la concentracion, la memoria e eficacia de
razonamiento.

Nuestra hipotesis acerca del desanimo y la frustracion, que es comun cuando los
alumnos se bloquean frente a una tarea en contexto tradicionales que valoran el mérito
personal, tiende a ser disminuidos en el AIL una vez que la tarea de atacar los
problemas es un compromiso del colectivo y/o de los grupos pequefios en consecuencia
lo las energia negativas del proceso se dispersan con la responsabilidad distribuye en
lugar de centrarse en un individuo.En este ambiente, la dificultad frente a la
comprension del problema no es paralizante, lo que podria inmovilizar los alumnos,
pues no tiene como unica autoridad que legitima (en general el maestro omnipresente) a
que se debe dirigirse, e si a lo colectivo que es cuasi igual (son colegas con el mismo
rango de conocimientos y experiencias), lo que atribuye tranquilidad y confianza.

4.4. A modo de conclusiones sobre el AIL

Los textos son consecuencia de tres momentos de la vida del maestro-investigador: (1)
vivencial (algo que ocurrio); (2) documental do docente (que registra o que ocurre); (3)
investigador-socializador (que permite analizar lo que ocurri6 inclusive con os propios
alumnos e alumnas).

Marcas de un contrato didactico diferente.

Entre las diversas observaciones que hemos realizado, se reconocen caracteristicas del
ambiente que se reconocen en el estudio realizado. Asi como:

»= Problematizacion continuada. No sélo porque se proponen problemas con
enunciados claros para todos. Las proposiciones, enunciados construidos y
externalizados sometidos a un proceso de pruebas y refutaciones inspirado en
Lakatos (1976), como un ambiente de “verdades provisionales”. Este proceso no es
lejano a lo que expone Soury-Lauvergne (2007)

= El error se considera como una auténtica provocacion y es explorado como
contenido.La institucionalizacion no ha quedado en manos del profesor inicamente,
sino que el valor de verdad ha quedado validado por el modelo que acepta aquello
que no ha sido refutado, y rechaza lo que un cierto argumento consigue refutar.

= Los recursos juegan un papel diferente al habitual, en donde la pizarra ya no es el
lugar de encuentro, sino el cuaderno.
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» Se da un tipo de actividad reguladora en la realizaciéon de textos de redaccion
evaluacion como elementos de reflexion que contribuye a generar respeto por el
grupo y los individuos que se sienten constructores de significados institucionales.
Una caracteristica especial de estos textos es que buscan tener una intencionalidad
didactica produccion escrita que mira un lector /audiencia.

= Se valoriza el uso de recursos de y aprecio por lo estético en la descripcion
matematica, de manera que le da un tinte “pedagdgico”. Se ha observado en la
utilizacion de diferentes recursos lingiiisticos y semioticos con el proposito de
garantizar comunicacion con audiencia.

Marcas de una forma nueva de negociacion de significados.

Los estudiantes no se vieron obligados a utilizar un modelo cerrado de los problemas
estudiados utilizando estrategias algebraicas o la regla de 3, ya que todo esto quedo
secundario. Una de las caracteristicas de la gestion de esto ambiente es dejar que los
estudiantes desarrollen el trabajo con flexibilidad y sin imposiciones de llegar a un
punto final o resultado, que los alumnos y alumnas piensen que es lo esperado por el
maestro. Sin embargo, hay una vision curricular que aprecia cada momento, si lo que se
dice en el aula esta cercano o lejos de un objetivo importante del curso.

En este tipo de trabajo de produccion que hemos alcanzado lo que parece que es mas
que una investigacion humanistica (en palabras de Borasi, 1991). De hecho, el error no
solo se utiliza como fuente de reflexion, sino también como un objeto de conocimiento,
aunque provisional (Lopes, 1987), pero sobre todo como un promotor de una reflexion
metacognitiva de alto nivel - incluso en los primeros grados - provocando legitimacion
del trabajo de descubrimiento del grupo.

= Laintervencion de bajo nivel tiende a desaparecer;

= Los estudiantes aumentan su confianza, el autocopcepto y el nivel de participacion,
ya que se sienten como sujetos del proceso reconocidos por todos los participantes
(profesor y alumnos);

= Si se acepta y distingue la produccion relevante de la que no es;

» Siintegra la categorizacién y la organizacion del conocimiento;

= El profesor actia como catalizador y organizador y no como el duefio de las
verdades que se distribuyen y si confirman;

» El aula es el laboratorio/usina de matematicas, un laboratorio que prescinde de los
objetos materiales (mediacionales). Las ideas, proposiciones, conjeturas,
refutaciones, validaciones y exploraciones diversas son el que constituye como la
materia prima de este laboratorio.

Elementos del tratamiento del contenido en la comunidad.

A partir de los analisis de datos realizados, las caracteristicas de produccién matematica
obtenidas en el ambiente son:
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= reflexion generalizada (casi cien por cien de la aula) basado en el contraste y e en la
problematizacion continuada;

= Siasume los elementos de responsabilidad del maestro;
= Se considera como produccion autonoma y personal;

» Los participantes del grupo se consideran productores de los conocimientos y no
s6lo un sencillo consumidor de hechos y reglas.

La aula y sus fendmenos es compleja (dinamica, diversa, etc.), y con tal cantidad de
elementos comunicativos, que no todo puede ser detectado. Nos referimos aqui a una
gran cantidad de informacion, sabiendo que otras quedaran perdidas. Para el profesor-
investigador es importante la tarea de reflexion-documentacion de su trabajo, ya que
permite hacer cambios en su ensefianza.

Resultado 4.4.1.Caracterizamos el enfoque comunicativo como interactivo dialégico.
Y esa calificacion se da en muchos de los episodios analizados en esta practica. En los
andlisis se destaca como las normas no son s6lo asumidas por el alumnado sino muchas
de ellas se han generado por ellos mismos.

Resultado 4.4.2. Los procesos matematicos se han centrado en el alumnado mucho
mas que en el profesorado, lo que hace ver que el papel del docente es claramente
secundario, y ha generado didlogos matematicos de calidad.

Asi pues, no so6lo podemos decir que ha habido una tarea rica, sino que la gestion ha
propiciado la construccion de objetos y procesos matematicos de parte del alumnado,
que ha legitimado dichas construcciones. La institucionalizacion no ha quedado en
manos del profesor inicamente, sino que el valor de verdad ha quedado validado por el
modelo que acepta aquello que no ha sido refutado, y rechaza lo que un cierto
argumento consigue refutar.
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CAPITULO 5

ANALISIS EPISTEMICO-COGNITIVO
A LO LARGO DE UN PERIODO LARGO
EN LA CPEIL

En este capitulo se presentan las actividades realizadas en la
clase, entre las que se escogen las de dos de dos estudiantes
(5.1.). Concretamente una actividad sobre tangram (5.1.1.), una
actividad sobre pentominés (5.1.2.), una tercera actividad sobre
ecuacion de segundo grado (5.1.3.), una cuarta sobre conjuntos
numéricos (5.1.4.) y una quinta sobre el recuerdo de cuatro afios
de trabajo (5.1.5.).

En un segundo momento, se analiza los aspectos matematicos e
en la actividad inicial sobre construccion (5.2.), analogamente
con la actividad de pentominés (5.3.), asi como la ecuacion de
segundo grado (5.4.). Se analiza también una tarea sobre
conjuntos numéricos (5.5.), un analisis de una tarea final de
resumen de 4 afios (5.6.).

Para continuar, una mirada global de las tareas de forma
comparativa segin las dos estudiantes analizadas y se hace una
reflexion sobre rasgos de lo emotivo en ocho textos de resumen
final (5.7.).

Para finalizar el capitulo se sintetizan los resultados mas
importantes que ayudan a responder a los objetivos de
identificar el potencial cognitivo matematico ligado al ambiente,
y lo que se liga a las tareas (5.8).
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5.1. Los textos y la experiencia escolar.

En este capitulo se pretende mostrar elementos que permitan dar respuesta definitiva al
objetivo 2de nuestra tesis y mostrar que se desarrolla una comunidad de intereses
matematicos que evidencia un potencial socio cognitivo del conocimiento Matematico
construido socialmente. Para ello es oportuno hacer un analisis de diversas
producciones de los estudiantes a lo largo de un periodo largo de manera que podamos
constatar que no s6lo se mantienen las caracteristicas de una comunidad de intereses
como un estilo comunicativo y una forma inquisitiva de hacer matemadtica sino que
también se potencia el trabajo matematico en si mismo. Para ello, se decide tomar 5
producciones de dos estudiantes a lo largo de cuatro afos, en donde queremos ver
invariantes en las practicas matematicas que muestran un potencial cognitivo que se
construye socialmente, y es de calidad. El docente tuvo el privilegio de seguir con los
mismos estudiantes durante cuatro afios. Ello no es habitual, y por lo tanto en la
experiencia escolar realizada, se tiene la oportunidad de seguir a los estudiantes en su
desarrollo matematico. En ese recorrido de de tareas reguladas, llamadas de redaccion-
evaluacion, vamos a mosrar que se desarrolla una CEPIL. Se desarrollan muy diversas
actvidades , entre las cuales decidimos escoger cuatro de ellas, en las que se encuentran:
una de trabajo con tangram en grado 5 ; una tarea con pentominés al inicio de grado 6 ;
una sobre ecuaciones de segundo grado, que se realizo al final de grado 6, que
aprovechamos de un trabajo anterior (Lopes,2007), Una sobre conjuntos numéricos, en
grado 8. Y un texto final en el que se pidid resumir lo aprendido en los cuatro afios.

5.1.1. El problema del tangram. Construccion.

La actividad inicial de tangram tenia como objetivo profundizar sus conocimientos
acerca de objetos, relaciones y propiedades geométricas. La eleccion del tangram se
justifico por ser un juego que motiva a los alumnos a hacer una variedad de
construcciones bajo determinadas condiciones y por poner en juego algunos conceptos
antes conocidos y tratados de modo aislados, como los angulos. Lo principal es que los
problemas propuestos exigen razonamiento geométrico de distintos niveles, como
visualizar, representar, construir, clasificar y analizar justificando.

Figura 5.1. Registro de Joana a la actividad del tangram

Con esta actividad de redaccion se pretende reconocer de qué forma los estudiantes han
interpretado el proceso de construccion. Hasta qué punto se identifican los objetos
matematicos involucrados y como expresan los procesos matematicos implicados. Por
otro lado, si reconocen un valor compartido de los objetos y procesos. El csracter
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investigativo del trabajo planteado se provoca por el hecho de situar preguntas que aun
la comunidad matematica no ha resuelto, como por ejemplo si hay alguna
descomposicion del pentdgono que permita con las piezas obtenidas construir un
cuadrado. Detras de este tipo de problemas, estan los mosaicos. Es el caso de que en el
momento de escribir estas lineas, se conoce un nuevo tipo de pentagono irregular que
sirve para teselar el plano.

5.1.2. Los pentominds.

Esta fue la primera actividad después de la que se realizd sobre mosaico y se analizd en
el capitulo anterior. Los pentominés tienen unas caracteristicas muy especiales para
involucrar los alumnos en actividades geométricas, son un juego que va mas alla del
espeto ludico. Por la facilidad de representarlos en una hoja cuadriculada permiten una
diversidad de situaciones de investigacion en el rango de edad de los alumnos del quinto
grado. Si por un lado los pentominods son una parte de la matematica recreativa por otro
son objetos de un area de las Matematicas conocida como Geometria Combinatoria, que
tiene un acervo de problemas interesantes que generan métodos de resolucion de
ingenio, que van mas allé de actividades de calculo o de fijacion de vocabulario.

Figura 5..2. Registro de Joana en la actividad pentominds

La secuencia didactica desarrollada a partir de los pentominds permitié inserir los
alumnos en un mundo en que estudiaran formas, dngulos, medidas de area y perimetro;
propiedades como la simetria y la convexidad, entre otras.Entre los puntos fuertes del
trabajo que se propone con los pentominds esta el hecho que poner los alumnos frente a
problemas abiertos y conjeturas que la comunidad de expertos matematicos ain no ha
resuelto. Pensamos a priori que en esta actividad los estudiantes desarrollan un
argumento matematico relacionado con las razones por las cuales €l piensa que algo es
verdad. Se propone a los estudiantes realizar justificaciones para mostrar su
comprension de una idea o proceso matematico.

5.1.3. Actividad sobre ecuacion de segundo grado.

Se escogio dicha actividad, porque de ella ya teniamos analizado lo ocurrido con un
grupo de cuatro estudiantes, y estudiamos el potencial cognitivo de esta actividad, como
proceso de resolucion encadenado de un problema matematico general como es
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encontrar un método de descomposicion factorial, que permita encontrar soluciones de
ecuaciones de una forma lo mas general posible. Aunque parezca una actividad de tipo
algoritmico, se convirtid6 en una actividad de tipo investigativo. Dado que es un
elemento curricular que se trabaja en todas las escuelas de todo el mundo, pretendemos
ver diferencias sustanciales en el desarrollo particular que se realiza, y poder no sélo ver
lo cognitivo, sino ver las interacciones que se reflejan en el texto.

Figura 5.3. Registro de Juana sobre la ecuacion de segundo grado
5.1.4. Actividad de resumen de conjuntos numéricos.

En esta actividadsobre conjuntos numéricos, se procura reconocer aspectos
que se relacionan con la reflexion sobre la estructura numérica/algebraica.
Se propone integrar lo que distingue un conjunto de otro, sus significados,
asi como los significados relacionados con las operaciones.

Figura. 5.4. Registro de la redaccion sobre conjuntos numéricos
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En esta actividad, se pretendio resolver un problema curricular, ya que los conjuntos se
presentan aislados, y se quiere darles unidad. Se quiere mirar a dichos objetos como
elementos estrictamente matematicos. Se trata de buscar una cierta formalizacion y
tomar unamirada internalista (siguiendo a D’Ambrosio ) sin llegar a hacer una mirada
axiomatica.

5.1.5. Una actividad final de resumen de lo aprendido.

En dicha actividad que se sittia al final de cuatro afios de trabajo, pone de manifiesto
una reflexion metacognitiva que se pide a los estudiantes para ver como reflejan su
reflexion a nivel individual, y reconocer si hay trazos comunes en las hablas diferentes.
En anexo se puede ver los textos producidos por los dos estudiantes que se analizan mas
adelante. Se propone una actividad de forma muy abierta, que permite que cada
estudiante reconozca de forma libre y sin consignas especificas, tipos de viajes de
reflexion diferentes. Se pretende que se den estilos narrativos diferentes. Se pretendia
que se implicaran, no conforméndose en una redaccidon que no sea cortita de su
experiencia de ensenanza-aprendizaje que han tenido.

ﬁ%e’ﬁe

Figura 5.5. Dos paginas diferentes de una redaccion final que muestran formas comunicativas
diferentes.

Con una propuesta abierta, algunos estudiantes van a pensar en hacer una carta al
profesor, un formato de libro con intenciéon didactica, un formato novelado, etc. La
intencionalidad de esta tarea muestra continuidad con todas las anteriores. Como
pretendemos mostrar en los analisis posteriores, se quiere que los estudiantes expliquen
en clave de evaluacion reguladora (Giménez, 2013) mediante el uso del instrumento
escrito, que hemos dicho en el capitulo tedrico que va a permitir reconocer cOmo se
interpreta el conocimiento adquirido (lo personal) y como fue esa produccion de
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conocimiento para identificar caracteristicas comunes a los textos, que es analizar lo
emotivo que queda de lo realizado. Se quiere ver si hay trazos del ambiente, como: la
produccion de hipdtesis, qué tipo de relacion entre campos, problemas y situaciones.
Digamos también que el hecho de que puedan ojear el cuaderno de clase, no quiere
decir que van a copiar, aunque pueden hacerlo.

5.2. Analisis conceptual de la actividad de pentominos.

Ante todo identificamos el desarrollo del contenido matematico, basado en el analisis
del discurso para cada texto de cada estudiante a partir de cada uno de los textos. En
dicho cuadro se ilustra el contexto supuesto y subjetivo del protagonista; el texto
subdividido en tres partes (relato, intercalaciones y explicaciones metodoldgicas);
nombramientos (tipos de elementos, participantes, papel de los mismos); y atribucion
(tipos y acciones). Con este instrumento buscamos caracterizar las competencias
sintactica e metalingiiistica analizamos donde se pude mirar la consciencia de rigor y
como es explicitada de modo formal o coloquial; también se busca ver los indicios de
consciencia en el uso de registros y el dominio de estas competencias. También se
observa como trabaja las relaciones conceptuales en relacion a las conexiones entre
conceptos, procedimientos y contextos.

5.2.1. Significacion conceptual en texto de Gabriela sobre Pentominds.

En esta tarea, se puede ver que Gabriela usa definiciones nominales y por extension. En
su primera experiencia de escribir una Redaccién Evaluacion, la alumna Gabriela, es
econdémica y escribe solamente una pagina, pero se puede reconocer muchos elementos
significativos. Es un texto con caracteristicas mas descriptivas que cuenta a alguien lo
que ocurri6 en la clase. Gabriela demuestra apreciacion por una comunicacion tan
detallada cuanto posible en su primera experiencia de escribir sobre sus procesos y sus
saberes, encadena los contenidos de naturaleza conceptual (objeto, relaciones,
propiedades) y procedimentales. Su foco son las actividades, hay pocas referencias a lo
interaccional aunque en algunas pasajes utiliza el tempo verbal de la 1* persona del
plural (hicimos, aprendemos, empezamos), en algunas partes se percibe elementos de la
dindmica de clase, “me gusta los titulos de las clases”, “sacamos una foto de la pizarra”,
esta ultima una metafora, pues en la época no habia los recursos tecnologicos de hoy,
pero sugiere la pizarra como un espacio publico de registros. También no se percibe
referencia a contextos extra matematicos. Respetando una secuencia de lo mas simple a
lo mas complejo. Se percibe que valoriza lo registro en forma de dibujos (con leyendas)
y un aprecio por el dominio de la terminologia geométrica cuando nombra las
transformaciones isométricas (rotacion, translacion y reflexién), y un inicio de uso de
notaciones. Reconoce lo provisional de los resultados obtenidos por lo grupo de colegas
frente a la informacion de otros resultados fuera de su contexto personal, haciendo
referencias al hecho de que hay otros resultados mejores frente a lo problema del hueco
limitado por pentominos, que es un problema abierto que atn no fue demostrado. Hay
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muchos elementos de dominio conceptual para una estudiante de menos de 11 afios, que
va mas alla de la repeticion de hechos y técnicas, son nitidos os elementos de reflexion
en el texto que es una de sus primeras experiencias escolares de escribir sobre
matematicas y procesos. Hay pocas referencias a procesos de argumentacion, solamente
en el tercero paragrafo en que dice que es posible formar un rectdngulo 4x5 agregando
la pieza I a un rectangulo 3x5 que relata que ha conseguido formar con 3 pentominos.

5.2.2. Lo conceptual en el texto de Joana sobre pentominos.

Joana interpreta "pentominds" como una actividad, que sintetiza um conjunto de
experiencias y desafios. El texto de Joana es mas detallado que el de Gabriela (3
paginas), ella interpreta "pentominos" como una actividad ora como un objeto o juego,
en este momento pentominos es un rétulo que sintetiza un conjunto de experiencias y
desafios. En relacién a sus competencias sintactico lingiiisticas, se percibe que
incorpora definicion nominal (composicion etimologica) por la caracteristica de
construccion, usando analogia, sin explicitacion de las condiciones. Hace definicidon por
extension sin uso del "es". Habla de perimetro de modo coloquial, como “contorno”,
aun no asociado con la medida. La idea de &area que utiliza es la de conteo, una
consecuencia del hecho que los poliminos como objeto de la geometria combinatoria se
pueden tratar en el ambito de lo discreto. Utiliza terminologia propia (asumida y/o
creada por el grupo) como la idea de la “pista” (como un circuito de carrera) asociada a
la idea de contorno.

En esta su primera experiencia con textos de redaccidon-evaluacion hay poco uso de
registros semidticos, solamente una vez para explicar lo que es “reflexionar” un
tetramino. Usa codigos de letras para enunciar el rol de las piezas. Reconoce o valor das
palabras compuestas (composicion etimologica do termo), resignificando cada parte do
termo. Dialoga con si misma pero en direccion a un lector genérico lo provisional de su
conocimiento “no queda claro para mi el sentido de la palabra paralelogramo y
poligonos”, como qué buscando lo mismo padron que reconoce en otros términos
aprendidos.

Explicita relaciones conceptuales y procedimentales De forma categodrica (clasificatoria)
para representar clases, cuando describe posibles movimientos del plano. Asume
implicitamente que as figuras planas tiene perimetro e que sabe como calcular o
perimetro. Evoca una relacion (pentomino — simetria especular) en el contexto de lo que
tiene acontecido en clase. Hace relacion de las piezas y sus dibujos con la cuantificacion
de las posibilidades. Evoca wuna relacion piezas-movimientos y pieza-
invariancia/rotacion. Para Joana los problemas son problemas porque admite que “no lo
sabia resolverlos”, hace referencia a tipos de problemas sencillos y complejos.

Enuncia todos los pentominos descubiertos, valoriza los problemas de composicion bajo
condiciones (rectangulos con 3 piezas); expresa y valora ideas claves como en el caso
de los movimientos isométricos, explicitando su apreciacion y dominio de la simetria
por espejo y su dificultad en relacion a la translaciéon (lo que la caracteriza). Hace
referencia a la mirada aritmética en un problema geométrico. Formula nuevos
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problemas. Reconoce que el cambio de posicion de los pentominos bajo movimientos
1sométricos preserva la forma.

Reflexiona sobre algunas dificultades y las condiciones personales necesarias para
resolver problemas con pentominos, asume que la idea de la translacion atn es
incompleta y oscura.Reflexiona positivamente sobre el valor “educativo” del trabajo
con pentominos y asume que ha desarrollado habilidades de resolucion de problemas
geométricos. Por fin formula problemas nuevos involucrando construccion con las
piezas y la medida de area (minima y maxima)

5.2.3. Significacion conceptual comparativa sobre Pentominos

A continuacion se muestran los resultados comparativos correspondientes a la
configuracion de objetos matematicos. Las dos estudiantes muestran estilos distintos en
su primera experiencia de escribir una REv, de comun el hecho de que hay poca o
ninguna referencia a contextos extramatematicos, o a la interaciones que ocurren en
clase, pero las dos alternan el tiempo verbal entre la 3* persona del singular a la 3?
pernosa del plural. En estes dos textos no se pude inferir mucho acerca de la autonomia,
que podemos decir que es relativa, Joana explicita, aunque una vez, a la producion
colectiva (“inventamos”). Las referencias a la dinamica de la clase, con indicios de
marcas de contrato, son puntuales.

Las dos reflexionan para dentro de sus emociones, hacendo referencias al hecho de sus
sentimientos con respeto a la actividad (me gustd, no me gusto, esta quedando aburrido,
comprendi, no comprendi, no sabia hacerlo, mejor momento, dificuldad).Gabriela
utiliza mas representaciones, Joana carga en las palabras. Joana demuenstra mas
intencion didéctica, su texto con indicios de autoria se dirige a una audiencia genérica.

En lo que toca a los elementos conceptuales, se percibe una preocupacion en escribir de
modo coherente, articulando lo hechos y los contenidos de modo temporal, dando
indicios de como una actividad genera otra. Las relaciones y conceptos nuevos
(pentominos, simetrias, transformaciones) son cuidadosamente tratadas, en el caso de
Joana con preocupacion didactica y meticulosa (para su nivel) con los significados. Lo
argumentativo aparece puntualmente en las explicaciones sobre algunos problemas
(rectangulo 4x5, cubrir un tablero de ajedrez). Lo indicios de lo metacognitivo se puede
encontrar en el texto de Joana, que dedica un parradgrafo para hablar sobre la aprendizaje
y como desarrollo sus habilidades en resolver problemas.

5.3. Analisis del texto sobre el tangram.

La propuesta de hacer una REv sobre las actividades con tangram fue de las primeras
experiencias de escrita sobre contenidos y procesos matematicos experimentadas por los
alumnos de este grupo de andlisis cuando tenian 10/11 afios. También fue la primera a
ser analizada de modo especial, una vez que los alumnos la desarrollaran sin la
presencia del maestro, todo lo que es relatado por los alumnos/as fue desarrollado en un

periodo de una semana de trabajo con un profesor substituto. La consigan principal era
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que el maestro titular, pretendia poder saber lo que pas6é por medio de sus textos. La
analisis de los escritos de los alumnos desencadeno el interese por profundizar el trabajo
con las redacciones-evaluaciones (las REv).

Ante todo identificamos el desarrollo del contenido matematico, basado en el analisis
del discurso para cada texto de cada estudiante a partir de cada uno de los textos. Se
organizo los elementos observados en cuadros con elementos sobre lo que se puede
sacar de las relaciones que se puede inferir de la escrita, en términos de lo contexto
supuesto y subjetivo del protagonista; el texto subdividido en tres partes (relato,
intercalaciones y explicaciones metodologicas); nombramientos (tipos de elementos,
participantes, papel de los mismos); y atribucion (tipos y acciones). También se mird las
competencias sintacticas y metalingiiisticas, y las relaciones y conexiones conceptuales,
procedimentales en relacion a contextos matematicos o extramatematicos.

5.3.1. Analisis textual y conceptual del texto de Gabriela.

Empieza su textos haciendo afirmaciéon sobre lo que es el objeto tangram (un juguete
chino) y lo caracteriza por cantidad y forma de sus piezas “tiene 7 piezas” situando la
existencia de otros tipos de tangram (“redondos, ovales, en forma de corazon”). La
caracterizacion descriptiva de las piezas del tangram clésico se hace por dibujos que
preservan la forma y la proporcionalidad) y la emergencia de conocimiento raro para los
alumnos de misma edad y grado en lo que toca al dominio de la terminologia especifica
y el rol de propiedades reconocidas algunas enunciadas en forma de proposiciones.

“Con esas piezas es posible formar 13 figuras convexas”, este es un hecho demostrado
en por dos gedmetra chinos en el afio 1942 y probablemente fue una informacion del
maestro, pues no hay en lo texto indicios de que los alumnos conseguiran hacer estas
construcciones, por lo tanto debemos considerar la cita como una valoracion del
contexto cultural intramatematico vivenciado en un ambiente que valoriza la cultura
matematica. En seguida Gabriela atribuye elementos caracterizadores de la idea de
convexidad, que se percibe es una novedad para el grupo de alumnos, definiendo por la
descripcion de los elementos de la figura .. figuras convexas, o sea, figuras que tienen
todos los vértices para el lado de fuera”, exhibe un dibujo para ejemplificar y usa sectas
para realzar la direccion “de fuera”.

Hace lo mismo cuando afirma que “Todas las piezas del tangram son simétricas”, su
definicion es ostensiva, una vez que dibuja todos los casos para reforzar el texto “ ..
simétricas, o sea, se dividiésemos alguna pieza al medio, las dos mitades quedan
iguales”, da un tratamiento especial para explicar la “simetria de paralelogramo”, “esta
pieza llamada paralelogramo por tener todos los lados paralelos, es simétrica por
rotacion: vea (dibujo, con secta curva indicando el giro) se nos giramos la pieza a partir
del punto del centro, una hora ella se encaja”, agrega que esta propiedad también ocurre

con otras piezas.
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Cabe un recuerdo, con respeto a la experiencia de los alumnos de 10/11 afios con el
paralelogramo, que fascina los alumnos, que lo consideran como un rectangulo
“torcido”, pero algunos manifestaran en la REv de Pentominos alguna dificultad en
caracterizar los paralelogramos. Podese considerar que en esta actividad Gabriela
super? esto tipo de dificultad.

La exploracion con tangram descrita por Gabriela pone acento en los angulos, y segin
sus escritos generan una clasificacion (la canonica): recto, agudo, obtuso. Y agrega su
descubierta que destaca en una caja:“Descubri en casa que cualquiera pieza que tiene
tres angulos de cualquier tamafio es un triangulo (dibujos)”Este es un momento crucial
si comparado con la REv anterior, pues es el primero registro asumido de descubierta
reflexiva, con respeto a objetos matematicos aprendidos y no necesariamente ensefiados.
Es un indicio de vinculo con el conocimiento, en direccion a la autonomia que se
pretende comprobar en el fin de esto estudio.

Sigue utilizando verbos de la 1? persona del plural (“descubrimos”) para afirmar lo que
ocurri6 en la clase. Sus descubiertas refieren-se a la suma de los angulos internos de un
poligono en funcién del nimero de lados. Enuncia la medidas de los cuadrilateros,
pentagonos y hexagonos pero no lo demuestra, pero da indicios de que reconoce un
padrén y es capaz de argumentar con la frase en forma de didlogo con el lector “Se
usted percibio, toda la vez que aumenta un lado, aumenta 180°”.El préximo tema que
ella trata es el area de las figuras formadas con las piezas, basado en el tridngulo
pequeiio como unidad de medida. Su relato sigue ahora haciendo referencia a la
congruencia de los lados entre las piezas, un hecho importante para hacer las
construcciones bajo condiciones.

Las conexiones se pueden inferir cuando relaciona las piezas del tangram con
fracciones, ejemplifica ahora hablando especificamente sobre las fracciones y sus
significado. Termina su REv dialogando con el lector e intentando definir lo que es un
poligono.Al observar las atribuciones se observan algunas caracteristicas especificas
como: marcas culturales, marcas vivenciales, etc. Gabriela asume que se dieron
definiciones y se descubrieron propiedades. La intencionalidad del texto se dirige a
comunicar para otros.

5.3.2. Analisis textual y conceptual del texto de Joana.

Joana empieza su REV sobre Tangram hablando sobre lo que pensava antes de hacer las
actividades, sobre su curiosidad y como su interese fue aumentando.Realata que lo
primero que ha hecho fue montar (dibujar y recortar) las piezas a partir de una receta
que era un roteiro en linguaje fmormal que tenia el proposito de iniciar los alumnos a
una terminologia especifica de construciones geométricas. Joana utiliza muchos
terminos metaféricos y hace un ensayo de definir “receta que es una “lenguaje codigo”,
asume que aprendid cosas nuevas con la interpretacion de la receta, como por ejempo]lo
lo que era “punto medio”. En esta parte de la REv lo conceptos geométricos aparecen

como ya conocidos, sin una preocupacion de hacer definiciones, que solo son hechas en
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los textos cuando el concepto es nuovo para el alumnos. Lo que se destaca aqui son los
aspectos procedimentales de contruir las piezas a partir de la receta.

Una primera definicion aparece cuando hace referencia a la congruencia de los dngulos,
pero no es una definicion formal e si por aproximacion y ejemplificacion, dibuja dos
triangulos pretensamente semejantes y destaca sus angulos congruentes, Se percibe
aqui una despreocupacion con una lenguaje formal, utiliza “punta” del tridngulo en
lugar de “vértice” del tridngulo, habla de la “parte de bajo” del triangulo y no en la
“base” del tridngulo. Describe algunas construcciones, y hace un rol de hechos
dibujando y mostrando: angulos de 90°, 45°, 135° indicando a suma de los angulos
internos de un tridngulo como 180°, y del rectangulo de 360°. Solamente en este caso se
encuentra un indicio de prueba,

Las atitudes y lo emocional quedan registrados en algunas partes del texto de Joana, sea
por el uso libre de lenguaje propria cuando crea el termino “batalla tangranal” en
alusion al juego “batalla naval”, o en referencia a las invenciones que tenian hecho en
clase, o mismo en el final cuando aforima que le gusté mucho el trabajo y formula un
problema de naturaleza geométrica “;Cudl es la menor caja que puede contener todas
las piezas del tangram?”, da una solucion.

5.3.3. Resumen comparativo en los textos sobre tangram.

Al observar los textos, se ve en el de Gabriela referencia clara a interacciones y
comunicacion con el lector. Muestra insistencia sobre el contenido matematico con
hechos y relaciones (algunas generales) argumentadas. Evidencia un relato propio con
indicios de consignas de las tareas. Podemos casi afirmar que no hay toma de posicion
de tipo afectivo. En este texto hay un referencial contextual bien determinado, sobre el
tangram chino, pero se muestran pocos indicios de autonomia personal, excepto cuando
muestra su descubierta en casa con respeto a los tridngulos. Hace uso de
argumentaciones y generalizaciones. Se ve un sentido comunicativo fundamentalmente
en los momentos de presentacion e intercalacion. Hay un contrato implicito
evidenciado. Se percibe un texto que evidencia una tarea realizada con poder de
descubrimiento de hechos (propiedades, etc.),

El texto de Joana casi no hay referencia a las interacciones, y muestra gran insistencia
sobre el contenido como elenco de hechos, de forma descriptiva. El texto muestra
respuestas a practicamente todas las consignas de las tareas. Algunas tomas de posicion
del tipo afectivo en respeto al trabajo realizado. El referencial es existencial vivencial.
Hay un contrato explicito del maestro. Hay una tarea propuesta por el maestro que se
tiene que hacer que implica aprender, estudiar. Se ve un reconocimiento de que la tarea
realizada hay accion (construccion) y descubrimiento de hechos (propiedades, etc.) y se
muestran poco indicio de autonomia.Al comparar las observaciones realizadas entre el
trabajo de las dos estudiantes, percibimos que no reconocen los mismos objetos
matematicos.
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En lo que toca a las conexiones Joana insiste que lo clave fue la suma (de los angulos
internos) del rectangulo se hace un ejemplo, y Gabriela resalta la las figuras simétricas,
el area y su relacion implicita con las fracciones. Joana cierra su texto formulando un
problema, Gabriela preguntando al lector se sabe lo que es un poligono. De comun na
intencion de atar la atencion del lector.

Tangram (Joana) | Tangram (Gabriela)
Objetos matematicos y sistemas evocados.
Registra las nociones de codificacion y

descodificacion, Ponto médio; Quadrado Convexidade. Simetria e observada por justaposi¢do
(representado por uma notagdo que se apoia nos de propriedades. Angulo retos, agudo e obtuso. Area
vértices); Tridngulos. paralelogramo, retangulos. como relagdo com uma unidade

Referéncia a proporcional com um sentido de padrdo
de medida "angulos" como puntas. Cuadrilateros.
Area como conteo.

Representaciones y significados

Interpreta las coordenadas y los angulos, com a Habla de Simetria enquanto duas metades iguais.
metafora da "batalha naval". Observa la congruéncia | Simetria enquanto existe um centro de rotacdo. Fala de
de angulos a partir de las piezas ycomo dibujo, angulos iguais. A area ¢ associada pelas fragdes, e

mediante marcas iguales de los angulos. Hace uso de | subdivisdes. Poligono identificado pela ndo abertura
la notacion de grado.

Uso de las definiciones
Ponto medio como distancia igual (centro de simetria) Convexo que tiene todos os vértices para o lado de

Figuras cuadrilateras como figura de 4 lados. fora. Usa "no convexo" define por complementaridad
Argumentos
Referencia a congruencia para describirel encaje de Relacion area-fracciones no explicita
piezas y proceso de construccion. Suma (de los Mayor niimero de lados da una mayor suma interna
angulos internos) del retdngulo El cuadrado es un rectangulo porque tiene 90°
Sentido para las propiedades matematicas

Reconhece angulos reto, agudo e obtuso no universo soma interna (de angulos) de tridangulo 180quadril,

das pecas de tangram associando as medidas 360; pentagono 540, hexagono 720

correspondentes; Fala sobre soma interna (de angulos)
de triangulo

Figura 5.6. Comparacion de elementos observados em Gabriela y Joana.

Ambos textos de Joana y Gabriela, se organizan mediante yuxtaposicion de ideas,
explicitando cada una de manera diferente: Joana va aludiendo a curiosidad, acciones
(montamos, empezamos a estudiar, mostramos) y Gabriela con presentacion,
caracteristicas, acciones (descubrimos, vimos). No se hace conexion entre angulos y
lados en la congruencia. Casi ninguna referencia a las interacciones; Insistencia sobre el
contenido con elenco de hechos. Respuesta a las consignas de las tareas. Algunas
tomadas de posicion del tipo afectivo en respeto al trabajo realizado. El referencial
observadoes de tipo existencial vivencial. Aparece un contrato explicito: hay una tarea
propuesta por el maestro que si se tiene que hacer que implica en aprender, estudiar, etc.
Reconoce que la tarea realizada hay accion (construccion) y descubrimiento de hechos
(propiedades, etc.) pocosindicios de autonomia.

En cambio para Gabriela, hay referencia a interacciones y comunicacion con el lector;
Insistencia sobre el contenido con hechos y relaciones (algunas generales) argumentadas
Relato propio con indicios de consignas de las tareas Sin toma de posicion de tipo
afectivo referencial contextual Poco indicio de autonomia Hace uso de argumentaciones
y generalizaciones. En cuanto al contrato implicito : hay una tarea propuesta que debe
ser un relato que privilegia el contenido matematico - Reconocimiento de que la tarea
realizada en clase hay accidon (construccion) y descubrimiento de hechos (propiedades,
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etc..),Joana insiste que lo clave fue la Suma (dos angulos internos) do rectangulo se
hace un ejemplo, y Gabriela resalta Figuras simétricas. Fraccion. Joana cita como
aplicacion intramatematica Problema de busca de suma de dngulos y Gabriela habla de
la referencia al tangram como juego chino como conexion extramatematica.

5.4. Analisis textual y conceptual de la actividad ecuaciones.

A continuacidon, se presenta los resultados observados a partir del anadlisis textual
realizado y el analisis del contenido matematico de los textos sobre ecuaciones. La REv
propuesta, segun las alumnas aqui analizadas, ocurrid en el final del afio lectivo de su 7°
grado, el tercero afio del proyecto de ensefianza de las matematicas basado en los
principios del AIL.

El tema de las ecuaciones del segundo grado ya habia sido analizado de la perspectiva
de la andlisis critica del discurso en Lopes (2000) en aquello estudio se buscd mirar el
potencial cognitivo de la actividad, como proceso de resolucion encadenado de un
problema matematico general. En Brasil ecuaciones de segiin grado son estudiadas en el
8° grado o en el 1° de la ensefianza media (equivalente al bachillerato). La decision de
anticipar el tema tiene una razon didactica de llevar los alumnos a utilizar las
herramientas matematicas que tenian disponibles en su desarrollo cognitivo para mirar
como la utilizarian para enfrentar un problema novedoso de algebra.

5.4.1. Analisis textualy matematico de Gabriela.

Como contexto, Gabriela muestra un referencial a la historia de las ideas producidas con
frases como “ya sabiamos resolver” , “la ecuacion de ...ya era conocida...” o bien
“mucha gente no entendid los pasos ...” Encontramos referencia a la situacion
curricular,y reconoce denominaciones.

La REv de Gabriela tiene un estilo didactico hacia al formal, pero con muchos
elementos de una lenguaje coloquial de quién se dirige a una audiencia genérica que se
pretende atar en la lectura, persuadir para garantizar el interese y la
comprension.Empieza su texto haciendo referencias a la historia vivida como estudiante
en el grupo que hace parte, hace informe de accion, y referencia a dindmica de la clase:
“dia 14 de noviembre, anticipando un tema del 8° grado, tuvimos nuestra primera clase
sobre ecuacion de 2° grado”, “La primera cosa que el maestro hizo fue mostrar algunas
ecuaciones que nosotros ya sabiamos resolver”, “Ya sabiamos resolver 4 casos ..”,
“entonces el maestro dio un ejercicio y habia dos métodos surgieran”, aqui una clara
referencia a la dinamica de la clase en que los alumnos investigan y descubren métodos
de solucion de problemas. Esto reconocimiento y mencion de la produccion colectiva
aparece en otra parte de su REv, como cuando escribe “Quien descubrid esto método,
recordd de las clases sobre la suma y el producto y resolvid”. Lo interaccional y la
cultura de aula queda explicito en los nombramientos que se puede constatar pela
eleccion del tempo verbal (1* persona de plural) con en la cita “En la clase siguiente, ya
teniamos dominado el métodos de la “balanza cuadrado perfecto” y solo resolvemos

143



ejercicios. Dominamos también el método cascada, que ya teniamos estudiado en la 1*
aula”.

Los contextos también son evocados cuando ella escribe un apartado intitulado
“Historia”, en ello hace referencia a civilizaciones antiguas y como resolvian problema
geométricos, llamando la atencion, después de resolver un problema genérico de un
triangulo rectangulo de lados consecutivos, para el hecho de que las civilizaciones
antiguas no aceptaban numeros negativos, lo que por su conclusiéon, una de las
soluciones tendria que ser descartada.

Usa un conjunto de herramientas matematicas con seguridad, en las 3 paginas de REV
se puede reconocer las siguientes: resolucion de ecuaciones respectando el principio del
equilibrio (se suma/substrac lo mismo en los dos miembros de la ecuacion),
factorizaciébn de trinomio cuadrado perfecto, regla de sefales, verificacion de
condiciones de existencia de raices, aplicacion de la relacion pitagorica,
transformaciones algebraicas, raices cuadradas, “método cascada”. Estas herramientas
son utilizadas para convencer el lector, resolver ecuaciones, demostrar hechos y
proposiciones.

En cuanto a los procesos, se muestra una evocacion de un proceso de generalizacion
basado en 3, 4, 5 conservado en x, x+1, x+2 para resolver un problema geométrico con
condiciones( determinar la medida de los lados de un tridngulo rectangulo cuyos lados
forman una secuencia de nimeros consecutivos).

Se puede observar ideas de recontextualizacion, como por ejemplo “esto ayuda a la hora
de simplificar”. Se dan indicios de generalizacion. En cuanto los procesos, se ve la idea
de cuadrado perfecto relacionado con la historia, la evidencia de las transformaciones de
ecuaciones equivalentes. La identificacion de propiedades generales, la referencia a 4
casos de ecuacion, tipologia, etc. El ejercicio concreto lleva a conducir métodos en los
que se evidencia la conexion con sujeto eliptico (autor) en relacion con el contenido de
relaciones entre paréntesis y ecuaciones, explicitando un método matematico. En
cuanto los recursos que apoyan lo matematico, se ve una alusion a la balanza como
modo de indicar equivalencias, acompafiado de representacion algebraica. Y en cuanto
conexiones cataforicas, anaforicas y metaforas. Aparece el reconocimiento del poder

del método como transformacion a un problema anterior. Descripcion de métodos,

ejemplificando y nombrando. Deja implicita la posibilidad de poder llegar al TQP a
partir del “método da balanza”.

En el discurso de Gabriela, se problematiza, y se reconoce que asume dominio sobre
casos particulares, se observa un reconocimiento implicito que hay un universo
desconocido de las ecuaciones y sus métodos de resolucion. Reproduce ejercicios
hechos en aula pero elige otros para hacer sus propias ejemplificaciones. Hay expresion
en lenguaje algebraico de casos generales, mostrando una jerarquia implicita. Hay
identificacion de un tipo del casos especial nombrados en lenguaje algebraico.
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Incorporacion de informacion investigada o recibida desde el aula que ella misma
informa enriqueciendo y acentuando.

Se reconoce un marco cultural considerado y valorado, Se muestra interpretacion o
incorporacion de hecho aprendido a referencia y percepcion del conflicto y obstaculos
epistemologicos sobre numeros negativos supuestamente aceptados por el grupo.

En cuanto las representaciones, las usa con indicio de apropiacion y reconocimiento de
valor, de forma explicita. Si percibe una variedad de recursos representacionales en uso:
cajas para destacar hechos o destaques que ella considera importantes, una escalera para
realzar la idea del “método cascada”, dibujos geométricos para ejemplificar aplicacion,
setas para orientar la lectura, esquema que sugiere los platillo de una balanza en
situacion de equilibrio, colores e marcadores (con numero y letras). Las establece
explicitamente para mostrar dominio para una audiencia.

Conecta perfectamente la mayor parte de los conceptos implicados, y usa referenciales
para determinar saberes, explicar y legitimar el conocimiento construido por el grupo.
Por fin a la semejanza de las REv anteriores, Gabriela muestra vinculo y apreciacion por
el conocimiento y la posibilidad de comunicarlo con intencién didéactica explicita.

5.4.2. Analisis conceptual y textual en texto de Joana

La REv de Joana repite su estilo coloquial que simula un dialogo con el lector, mantiene
la intencion didactica detentada en las REv ya analizadas. El lenguaje coloquial que
adopta no sacrifica el rigor esperado para su nivel de desarrollo, hace uso de hablas
propias o creados en el grupo, como “Caza al método general”, “método cascada”.
Empieza haciendo una auto reflexion “(Ecuacion de 2° grado) (Qué diablo es esto?”.
fue la primera cosa que pens¢, ;Algo nuevo?”, “No (Joana) son problemas que ”. Queda
entendido en estas primeras lineas de la REv que cuando el tema fue propuesto, los
alumnos, reflexionan sobre el contenido, su naturaleza, sus complexidades, etc.

Es posible inferir que tienen una mirada metacognitiva con respeto a la naturaleza
epistemologica de los contenidos, aunque no necesariamente tiene consciencia disto. Es
posible suponer también la atencion y el interese generado cuando el maestro hace un
viaje historico con respecto a las ecuaciones, pues Joana reproduce a su manera
(diferente de otros alumnos), con sus propios filtros y acentos.

La contextualizacidon en este caso se presenta por la mirada de la evolucion de las
ecuaciones en Egipto, Babilonia, hasta los arabes e hindues con A/-Khwarizmi y
Bhaskara. En sus escritos sobre la historia, se preocupa en tratar de métodos, habla de
métodos generales y de otros basados en particularizaciones.

Describe un método que involucra figuras geométricas, para mostrar relacion de
igualdad equivalente, describe y representa un problema antiguo. No deja claro se la

figura expresa la ecuacion o viceversa.
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X X X%+ 10X =39

10

Pero hay una pista en el proximo pardgrafo “Bueno, grande cosa. Hay infinitos
rectangulos con area 39, lo que sugiere que la figura intenta expresar la ecuacion.Este es
un ejemplo de coémo problematiza, usa problemas para ilustrar y para ensefiar
métodos.Joana sigue en su jornada didactica haciendo preguntas retoricas para atar el
lector en el tema. Para esto presenta su definicion de ecuacidon, y pregunta ““;Pero por
qué la ecuacion es de 2° grado?”, responde y reflexiona a seguir “Ha! Entonces no tiene
sentido”. Pasa entonces a describir lo que para ella significa resolver la ecuacion, que es
descubrir el valor de la incognita que satisface las condiciones (de igualdad).
Ejemplifica e corrige para evitar una interpretacion que sale del control.Su estilo es muy
singular, explica preguntando.“x> = 9 = ;Cual es la pregunta indirecta en esta
ecuacion?”, “Es simples, La pregunta es ;Cudl es el nuimero que elevado al cuadrado es
9, (E cudl es la raiz cuadrada de 9?”Hace preguntas retoricas, como se fuese la
profesora “(x — 5)* = x> — 10x + 25 = “;Joana donde usted ha sacado el 9?”Este dialogo
ficticio no ocurrid, pero existe en el didlogo de Joana con la Joana, que quiere se
apropiar no solo de la técnica, sino también del método En ese didlogo con ella misma,
se ve la comunicacion con intencion didéctica.

Dedica un apartado completo al “Método cascada”. Ejemplifica con caso particulares
luego intenta generalizar, con dibujos geométricos e expresiones algebraicas, expresa la
relacion entre el cuadrado de un binomio y su desarrollo: “(a + b)* = a’> + 2ab + b*,
refuerza las relaciones utilizando sectas y otros marcadores para controlar el significado
de las transformaciones, realzando que una es la inversa de la otra.

(a+b)?=a’+2ab+b’

producto

Cuando describe el método, se preocupa en hacer verificaciones.La REv de Joana por
tratar un tema que fue desarrollado en solo dos clases, no presenta muchos elementos
conceptuales, aunque haga referencia a ecuacidon (definiendo), trinomio cuadrado
perfecto (ejemplificado y resuelto), solucioén de una ecuacidon, método, etc. Lo fuerte de
la REv de Joana es lo procedimental que la alumna muestra dominio de calidad y
procura ensefiar al lector genérico.

5.4.3.Analisiscomparativo de la actividad de ecuaciones.

Aunque los textos presentan estructuras conceptuales y elecciones distintas de los
elementos integrados, todas: identifican el elemento tematico central y lo relacionan a
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conceptos conexos; comunican y desarrollan lo(s) método(s) que se usan para encontrar
sus soluciones. A esta estructura minima comun se observa los elementos que cada
alumno de la muestra considerd significativos en relacion al tema: elementos histéricos,
relacion entre TQP y ecuaciones de 2  grado, reconocimiento del método cascata,
consideracion a los aspectos geométricos y procedimientos de verificacion. desarrollado
en esta comunidade de AIL.Las dos alumnas demuestran un gusto por la comunicacion
y, aunque mesclen elementos de naturaleza cultural y afectiva, es evidente que hay una
apreciacion en escribir para una audiencia genérica, se puede suponer que ya tienen el
habito desarrollado, una vez que escriben con mucha libertad y tranquilidad (como
quien piensa acerca del pensamiento de quien va ser su lector/a), utlizando las
herramientas que se supone, aprendieran en las clases de la lengua materna (el
portugues) y que utilizan para intentar atar la atencion y despertar el interesse del lector
genérico. Los dos textos muestran dominio de saber y una preocupacion en tener control
sobre la interpretcion del lector. Aun en relacion al estilo, se puede decir qué Gabriela
intenta ser mas enciclopédica y impersonal, en cuanto Joana simula un didlogo ficticio,
disminuindo distancias y creando una “interaccion’ simulada con las posibles voces que
podrian surgir en una situacion de clase real. Es posible que Joana reinterprete lo que
vivid como testigo, ocurri que esta es una de sus marcas desde que escribid sus primeras
REv cuando tenia dos afios menos.En los dos textos se puede reconocer intencion
didactica e esto es importante porqué al mirar la mente de su lector, ellas ponen foco en
sus propias mentes, una vez que tienen que razonar del punto de vista del otro, que las
lee.

Volviendo a los elementos comunes, ambas las alumnas valoran el uso de las
representaciones, que es adecuado, aunque en el texto de Gabriela esto sea mas
aparente. Gabriela y Joana tratan de situaciones comunes con representaciones distintas;
ambas se refieren a las balanzas, pero Gabriela las repoduce, ambas discuten el método
cascada, pero con representaciones distintas; ambas hacen referencia a representaciones
geométricas, pero Joana las usa com mas seguridad.En lo que toca a los problemas,
Joana formula cuestiones como una maestra, intentando controlar el pensamiento del
lector. Las dos utilizan ejercicios, pues estdn preocupadas en mostrar métodos en una
perspectiva procedimental.Probablemente debido a la naturaleza del tema, las relaciones
procedimentales se sobreponen a las conceptuales, aunque estas estean presentes en las
REV.EI texto de Joana es mas frecuente en terminos de referencias a contextos (los
historicos principalmente), pero ambas hacen referencias al contexto del colectivo, por
medio de como nombrean los partcipantes y describen las acciones. La comparacion no
permite decir quien aprendié mas, pues las dos alumnas hicieron eleciones distintas y
las sostuvieron con claridad y calidad. Pero es posible hablar del dominio robusto del
tema estudiado en las dos clases, y también de una apropiacion consciente acerca del
tema de la la resolucion de ecuaciones, sus métodos y conexiones con contenidos ya
aprendidos y otros que van a estudiar.
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5.5. Analisis textual y conceptual sobre conjuntos numéricos

Ante todo identificamos el desarrollo del contenido matematico, basado en el analisis
del discurso para cada texto de cada estudiante a partir de cada uno de los textos. En
dicho cuadro se ilustra el contexto supuesto y subjetivo del protagonista; el texto
subdividido en tres partes (relato, intercalaciones y explicaciones metodologicas);
nombramientos (tipos de elementos, participantes, papel de los mismos); y atribucion
(tipos y acciones).

5.5.1. Analisis del texto de Gabriela sobre Conjuntos.

Cuando escribieran estos textos las dos alumnas cursan el 8° grado y ya tienen 3 afios de
experiencia escribiendo REv sobre temas de matematica. Los primeros textos de REv
tenian 1 o 2 paginas, estos ultimos tienen de 6 a 8, lo que muestra no solo la experiencia
de escribir, mas también el hecho de practicar un estilo comunicativo con relacion a la
tarea como parte del quehacer-aprender matematicas.

Hasta este inicio del cuarto afio de estudios, losd almnos conocian niumeros pero en una
perspectiva conceptual no sistémica, los conjuntos numericos eran conocidos
aisladamente, un ejemplo es lo conjunto de los numeros naturales, las propiedades que
podrian ser conocidas y/o estudiadas era limitada, no era posible poner en ralacion con
lo conjunto de los interos o racionales por ejemplo. El objetivo didacticomatematicos
del tratamiento aqui es porponer la oprtunidad de mirar hacia atras, haciebndo una
refelxion sobre todos los tipos de niimeros que se conoce € poner en relacion los
conjunto numéricos para identifiucar mas caracteristicas, propiedades y relaciones. Se
procura reconocer aspectos que se relacionan con la reflexion sobre la estructura
numérica/algebraica. Se propone integrar lo que distingue un conjunto de otro, sus
significados, asi como los significados relacionados con las operaciones. Lo esperado
después del estudio es romper con las concepciones supuestamente fragmentadas y
intentar darles unidad, posibilitando mirar conjuntos numéricos como objetos
matematicos, objetos que son formados por otros objetos (subconjuntos, numeros) .
Tratase de una abordage internalista de la matematica sin preocupacion en llegar a hacer
una mirada axiomatica.

En el texto de Gabriela sobre los conjuntos numéricos no hace referencia a contextos
extra matematicos, queda implicito que estd hablando de matematicas duras y relaciones
abstractas entre objeto matematicos. Su texto tiene preocupacion comunicativa que se
puede mirar con el uso de elementos propios del universo editorial, como la utilizacion
de cajas, colores, globos onomatopéyico, claves y dibujos.

Aunque aparezcan verbos en la 3* persona del plural (empezamos, miramos, citamos,
estudiamos, discutimos) la mayor parte de las 6 paginas adoptan estilo impersonal,
como en los libros de matematica superior. Se habla de objetos matematicos no de
fendmenos situacion que involucra interacciones. Las marcas internacionales son raras e
solo se percibe en lo uso de los verbos arriba citados o en una cita luego en inicio
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“nosotros formulamos proposiciones a respecto de los nimeros naturales”, y sigue una
lista de propiedades que segun la autora del texto son de autoria del grupo ella misma y
sus colegas.

Los problemas son de otra orden, se utiliza para simular un didlogo con el lector “; Lo
que son subconjuntos de N?”, “Cual conjunto tiene mas elementos, P (pares) o N
(naturales)?, “;Como saber “construir” un namero irracional?”, “;Cémo construir
. y , [y . y .
fracciones en la recta ?”, “;Coémo encontrar el nimero v 2?7, “que conjunto numérico

contiene la recta R?”. Son “problemas” retéricos con intencion de servir de escalera
para un hecho, una definiciéon o una propiedad a ser enunciados. Podese decir que el
estilo adoptado es muy diferente de las REv anteriores, tiene intencion de mostrar
dominio de saber adquirido.

En cuanto a los contenidos la REv es bastante rica, los conceptos y relaciones son
encadenados en una jerarquia propia de la encontrada en los libros de matematica
superior. Sigue una secuencia de términos que son utilizados y discutidos:

conjunto de nameros naturales es numerable

nimeros enterospositivos semirrecta

N es infinito, semirrecta N

.. tiene subconjuntos (pares, impares, primos, ..) el conjunto es denso

.. €s cerrado en relacidn a la adicion y la multiplicacion equipotencia
construible

Utiliza cajas para hablar sobre la simbologia y las notaciones matematicas nuevas, la
primera sobre los separadores (paréntesis, corchetes, llaves) y sus usos. La segunda es
para presentar los simbolos de la teoria de los conjuntos, simbolos de pertinencia,
inclusion, implicacion, cuantificadores universal y existencial.

Gabriela discurre sobre otros conjuntos sus propiedades y las relaciones entre ellos,
relaciones de inclusion. Alla de na enunciaciones del tipo “Z es numerable”, ejercita la
prueba de que el conjunto Q de los racionales es numerable, para tanto utiliza
representacion matricial que posibilita un conteo controlado. El dominio de algunos
proceso de prueba sigue con la explicacion de porqué Q es denso en la recta, calculando
la media aritmética de dos fracciones particulares y mostrando por equivalencia que la
media esta entre la dos fracciones iniciales.En este universo en que los elementos son
numeros y emergen ideas como infinito o densidad, la generalizacion queda supuesta.
Aqui se percibe una clara intencion de negociar con el lector el lenguaje que va a usar a
partir de esta primera pagina. Gabriela escribe en lenguaje matematica formal lo que
muestra su evolucion en el ambito del dominio de un aspecto de las matematicas poco
explorado en la ensefianza tradicional centrada solamente en hechos y técnicas. Pero en
inicio de su REv se puede inferir la negociacion de significado con el lector:

“Como se escribe, por ejemplo “; Todo natural (N), tiene un sucesor”
en matematicas?”’Sin e N =n+1 N
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La negociacion de significados aparece en otras partes cuando utiliza metafora y
lenguaje coloquial para proveer de sentido algunas ideas, como cuando usa el término
“pequenos agujeritos” para construir la idea de densidad en la recta. Gabriela utiliza un
caja para tratar de la idea de numerabilidad de N “La idea de numerable, es decir, que si
alguien puédase escribir o hablar eternamente los elementos de un conjunto seria
posible “barrer” todos los numeros”. Aunque, a diferencia de otras REv que escribié en
afios anteriores en que se pude identificar las interacciones ocurridas en aula, aqui ellas
no aparecen, pero si, se puede decir que la interaccion es de la autora con el lector.

Los procedimientos que aparecen en el texto son los que utiliza para hacer pruebas,
como por ejemplo construcciones geométricas para construir niameros racionales
expreso como fraccidon o la construccion de un cuadrado con su diagonal proyectada en

la recta para ilustrar a construccion dev/ 2.

En lo que toca al uso de representaciones se percibe un uso adecuado, con variedad. Se
observa la utilizacion de simbologia y notaciones con sentido, explicitando sus
significado, utilizacion. Utilizacion de representacion en la recta, diagramas de Venn
(para explicar relaciones de inclusion), representacion matricial para muestra na
numerabilidad, construcciones para mostrar constructibilidad y elemento semiodtico,
propio de los medios editoriales como el uso de sectas, cajas, colores y globos.

Los procesos argumentativos son nitidos y de nivel comparable a lo utilizado por
alumnos de bachillerato o de los primeros afios de cursos superiores. Son alla de
persuasivas, tiene formalidad y rigor. Gabriela muestra sus habilidades en este proceso
en varias partes de su texto, probablemente para mostrar dominio:

Ante todo identificamos el desarrollo del contenido matematico, basado en el analisis
del discurso para cada texto de cada estudiante a partir de cada uno de los textos. En
dicho cuadro que utilizamos para hacer las andlisis (ver anexos) se ilustra el contexto
supuesto y subjetivo delas protagonistas; el texto subdividido en tres partes (relato,
intercalaciones y explicaciones metodologicas); nombramientos (tipos de elementos,
participantes, papel de los mismos); y atribucion (tipos y acciones). Se mira también las
competencias sintacticas, metalingiiisticas, ver como usan la representacion y se hay, los
elementos semioticos. Se analizan las relaciones conceptuales en relacion a conceptos,
procedimientos, procesos y contextos. Se analiza los problemas que generan ideas,
construccion de conceptos u nuevos problemas. se observa que

e Muestra que el conjunto de los naturales es equipotente al conjunto de los
numeros pares positivos, usando una correspondencia 1-1, basada en la funcion
linear x 2 2x

e Muestra por recursos no formales que Z es numerable

e Utiliza el concepto de media aritmética y fracciones equivalente para mostrar
que entre una fracion y otra representada en una recta, hay siempre al menos otra
entre ellas, para sugerir que Q es denso en la recta
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e Usa representacion matricial para convencer que Q es numerable

e Hace operaciones con radicales para mostrar, por el contrario-ejemplo que los
irracionales no son cerrados sea en relacion a la adicion o a multiplicacion

W2+ [—\."E) =0 = racional y

V242 — 2 = rucivrul

o Utiliza recursos de construccion con regla y compas y propiedades de
triangulos semejantes para probar que cualquiera fraccion puede ser construida.
o Utiliza recursos de construccion con regla y compas y el hecho de que la

diagonal del cuadrado (Pitagoras implicito) para mostrar que v 2 es construible.,
por extension muestra que se pude construir varios numeros irracionales 2v/2; 1
+2 V2 1+ (+V2), ete.

En el final de esta REv, la alumna escribe un P.S. (post scriptum) diciendo que hasta la
hora que estaba escribiendo la REv, cuando fue hacer la correccion, ha descubierto

nuevos numeros que no son reales v —2, —3,4/—4 ... Es oportuno recordar que la

produccion de esta REV tuve dos momentos distintos. Los alumnos escribiran dos REv,
una en aula, que quedo con el maestro y otra en casa sin limitaciones de tiempo en que
los alumnos podrian hacer consulta a sus anotaciones y libros. En la tercera pagina de la
REv que Gabriela escribio en aula, hay la siguiente frase “El conjunto R de los reales
involucra todos los numeros del conjunto Q e Ir, o sea, todos los numeros excepto
V—1”. Si puede suponer que esta creencia cambi6 e durante o después de la escrita de la

REv con tiempo para reflexionar y hacer revision.

Este es un indicio que sugerimos en Lopes (2000) que la REv propicia oportunidad de
reflexionar sobre las matematicas, los conceptos, relaciones, etc. desde una mirada fuera
de la situacion en una perspectiva metacognitiva que, en este caso posibilito ir mas alla
de lo que fue ensefiado y/o aprendido. El compromiso de los alumnos con el contenido
va mas alla de lo que tradicionalmente es esperado por los maestros, el compromiso es
con su propio proceso de desarrollo, su curiosidad y su espirito investigativo.

La REv de Gabriela muestra que alcanz6 madurez en relacion a muchos objetivos
didacticos de naturaleza matematica. Es un texto cohesionado, con intencion didactica
que busca mostrar al lector dominio del 1éxico especifico, uso de lenguaje matematica
con indicios de formalismo, capacidad de hacer definiciones con intencidon de claridad,
explicitacion de relaciones conceptuales y procedimentales, variedad de
representaciones procesos de argumentacion refinados.

5.5.2. Analisis del texto de Joana sobre conjuntos

Joana empieza su REv haciendo referencia a lo conocido sobre conjuntos en los afios
anteriores, pero hace consideraciones cuasi filosofica, reconoce que la mirada ahora es
muy diferente de los estudios anteriores, “estamos mirando para estos conjuntos con
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otros ojos y haciendo una andlisis diferente”, “Es dificil conceptuar de forma concreta lo
que son los numeros, desde nifios sabemos y temo contacto con ellos y a cada afio
aprendemos y crecimos mas en el saber manejarlos”. En esto texto escrito en aula, hace
una pequefia referencia a contexto histdrico cuando escribe “Tiene gente que hasta crea
una religion basada en numeros, lo que son y explican todo”, probablemente en
referencia a numerologia, pero la cita es abandonada en la REv que escribio en su casa,
lo que sugiere que la distancia temporal posibilitd una reflexion mas concentrada en los
aspectos matematicos. Otras referencias al contexto historico aparecen cuando discute
la irracionalidad de V2, escribe con boligrafo en azul, que “Matemética claro es

cultura!” y hace referencia a Pitagoras y el periodo Pre-Socratico” después del filosofo
Sécrates”, pero no se da cuenta que pre no es después, lo que sugiere que
probablemente no hizo una relectura de su REv.

Dentro las n una muestra de REv de otros alumnos hay referencias a contextos de la
historia de los numeros, pero en la REv de Joana no se percibe mas conexiones
contextuales.

Aunque aparezcan verbos en la 3* persona del plural las diez paginas son escritas en un
estilo impersonal. Se habla de objetos matematicos, propiedades, relaciones, procesos,
lo que torna raro marcas de interaccion en clase, solamente con lo lector, por medio de
interjecciones que llama informalidad (“achamos!” Trad. “encontramos!”), asteriscos,
con notas, en la explicacion de porqué el conjunto de los racionales es numerable,
aparece nuevamente la marca de dialogo con el lector “Usted debe estar pensando “Ah
mas basta seguir pela columna n/0 e ir en linea recta” Errado, pues esta columna (como
todas las otras) son infinitas y por tanto nunca llegaremos na columna abajo, la del 1”.
En el P.S. en el final nueva “interaccion” con el lector, pero aqui no parece genérico € si
el maestro “Hizo esta redaccion sin el uso del libro, solo he usado mi cuaderno y mi
cabeza”, en alusion a la memoria.

Se puede percibir marcos de la preocupacion con la audiencia (el lector) pues Joana
edita su REv haciendo uso de subtitulos en color, simbolos matematico en otra color,
sectas, para orientar la lectura, las representaciones solo son utilizadas con

Utiliza elementos metaforicos, como cuando dice “Puedo imaginar todos estos
conjuntos en una recta continua (sin agujeros) e infinita” y sigue para completar la idea
problematizando con el lector “Sera que hay un conjunto que “tiene” la recta”, aqui el
uso de las aspas por arriba del “tiene”, es para negociar el significado de “tener” aqui
utilizado, y concluye como se estivese pensando en voz alta “Creo que tiene que ser un
conjunto que contenga R”

A diferencia de las REv que escribid en afios anteriores, en este texto sobre conjunto los
problemas son raros, son citados en situacion de negociacion de significados con

intencionalidad comunicativa como cuando escribe “;Bueno, e cual fraccion esta entre

17 3 . . . . ,
=Y3 ?” Sigue respondiendo para completar su razonamiento “Basta repetir la formula
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y usted encontrara una nueva fraccion, es un circulo vicioso, por esto Q es denso”, aqui
la idea de “circulo vicioso” es su metafora de proceso iterativo en el sentido de la
recursividad.

En cuanto a los contenidos la REv de Joana presenta hechos, conceptos y relaciones que
son encadenados en una jerarquia que respeta la coherencia matematica y didactica.
Estos son los términos y proposiciones utilizados y discutidos:

conjuntos numéricos conjunto cerrado en relacion a una operacion

conjunto ordenado nimeros naturales, enteros, racionales, irracionales y
reales

elemento neutro décimas periodicas

conjunto numerable fraccion generatriz

subconjuntos nimeros constructivos

sucesor y antecesor plan cartesiano

En cuanto a las representaciones utilizadas, hace un “diccionario” de simbolos
matematicos que llama de “Matematicas: lenguaje de la teoria”, y luego la utiliza para
expresar relaciones, propiedades y proposiciones como: “Todos los elementos (de los
naturales) tienen sucesor (sin € N = n + 1 € N), excepto el cero tiene un antecesor (si
neNyn#0=n-1¢eN)".

Utiliza una variedad de representaciones de naturaleza matemadtica, como la matricial
para explicar a numerabilidad de Q, a correspondencia 1-1, para mostrar que los
nimeros negativos se ponen en correspondencia a los nameros positivos.
Representaciones en la recta continua para tratar de la densidad de los racionales,
diagramas de Venn para ilustrar la inclusion de conjuntos numéricos, construcciones
geométricas como la mediatriz para construir puntos medios, y paralela por punto fuera
de la recta para construir tridngulos semejantes para mostrar que cualquiera fraccion
puede ser construible.; plano cartesiano (modificado) para hablar de la mostrar donde

queda los nimeros v/—1y 14+ +/—1 en lo plano. Utiliza cédigos para indicar una

décima periodica.

En lo que toca a los elementos y relaciones conceptuales hay una variedad de partes de
su largo texto en qué se pude observar dominio.

Define todo lo que para ella es nuevo, lo que pddese suponer que piensa que debe ser
nuevo a su lector. Define conjunto cerrado en relacion a una operacidén, conjuntos
numerables, densidad (como subtitulo) lo que indica la importancia y significacion para
Joana.“Este conjunto es cerrado en relacion a la multiplicacién ya a la adicion. Esto
significa que se sumamos o multiplicamos 2 elementos cualquiera d esto conjunto, lo
resultado sera un nimero pertenece a lo conjunto”“Los nimeros que no pueden ser
expreso como razoén de dos nlimeros enteros no son racionales”

En cuanto a proposicionesafirma “Existen infinitos subconjuntos de los naturales,
como los de los multiplos de 2, 3, 4, etc.”“El conjunto Z no es limitado a la derecha ni a
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la izquierda, o sea, no tiene mayor o menor elemento, es cerrado en relacion a la edicion
y la multiplicaciéon y también a la sustraccion, y contiene N (N estd contenido en Z). El
“0” es elemento neutro de la adicion y de la sustraccion el “1” el elemento neutro de la
multiplicacion y de la divisidon, es un conjunto numerable ordenado (siempre hay un
negativo para 1 negativo)”.“Proposicion no es posible determinar el sucesor de un
nimero racional “Todo numero racional diferente de cero tiene un elemento inverso”
“Todo conjunto finito es numerable”

Respecto a Procedimientos describe como generar una fraccion generatriz de udécima
periodica; muestra como contar los nimeros racionales.

Proposicion seguida de argumentacion:“Densidad: mas concentrado, ocupa mas
espacio” se cree que busco en otra fuente no matematica un sentido de la palabra, para
luego a seguir escribir “Q es denso, Z no es denso pues no hay infinitos enteros entre 2
componente cualquiera”’Negocia la interpretacion escribiendo directamente al lector
“Alun no entendio? “La vai” (expresion idiomatica del portugués que invita a
acompafar (en esto caso la argumentacion):Q es denso !

W | B
e | W

¢Cudl fraccion queda aqui entre estas dos ?

Observe que la pregunta retorica es una invitacion al lector para acompanar el
razonamiento que va a ofrecer en seguida.

17 Encontramos!
24

3x/3 _

@3 12

En esto registro del razonamiento se omitio algunas pasajes que quedaran implicita para

. . o . . p 3
quien conoce el tema, por ejemplo, utiliza los denominadores de las fracciones 2y 3

. . . . . g 5
para construir fracciones equivalentes de mismo denominador: oY 13> pero no se
., . 85 . ., .
puede aceptar como fraccion el punto medio —; entonces escribe la fraccion equivalente
T . 17
multiplicando por 2, lo numerador y el denominador: e

Generaliza utilizando la lenguaje algebraica demostrando que entre dos fracciones
ad +be

. = c . . . L, .
cualquiera S Y o existe su media aritmética

-
=
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Hace uso de otros procesos argumentativos cuando prueba la numerabilidad de Q o
muestra por contragjemplo que los niumeros irracionales no son cerrados en relacion a

las cuatro operaciones, porqué v —1 no puede ser un niimero real (prueba por absurdo).

La REv de Joana exhibe su dominio de procesos y su conocimiento sobre conjuntos
numéricos, sus relaciones y propiedades, explicita su dominio de herramientas
adquiridas al longo se su trayectoria escolar para responder a cuestiones o a sostener sus
proposiciones. Domina la comunicacion matematica de varios modos, sea con objetivos
de persuasion en qué simula una interaccion con el lector en lenguaje coloquial y con
uso de elementos editoriales, o cuando quiere demonstrar madurez e hace uso correcto
del formalismo matemadtico, considerado prematuro para su grado de ensefanza.Por
todo esto se puede inferir un alto nivel de autonomia en relaciéon a sus saberes
matematicos.

5.5.3. Significacion conceptual comparativa sobre Conjuntos

Diferente de REv escrita en afios anteriores, cuando los estilos de escrita y
comunicacion matematica eran muy distintos, se puede perciber muchos elementos
comunes en lo que toca al dominio de los conceptos y sus relacciones, dominio y uso de
la lenguaje formal, dominio de la lengua materna aplicado al texto matematico y mas.
En el tema de los conjuntos numéricos las dos alumnas, que son objeto de nuestro
estudio, intentan escribir de modo impersonal, aunque utilizan verbos en la 3* persona
del plural para afirmar lo que es colectivo en terminos de dindmica en la aula o de
procesos de creacion y decubrimiento. El dominio de los hechos y relaciones
conceptuales son marcantes en las dos REv, lo que sugiere autonomia. Otra marca
comun de los dos textos sobre conjuntos es la poca referencia a las interacciones o a los
aspectos emocionales, aunque en el texto de Joana hay pequenos chistes o frases de
intencion interativa, pero mas como un estilo de atrair la atencion del lector.

No hay referencia significativas sobre dificuldades, como fue mirardoen los primeros
textos cuando tenian 11 afos. Los textos sobre conjuntos son una afirmacién de sus
saberes.

Gabriela hace un barrido intentado dar cuenta del maximo de contenidos, por otro lado Joana
exhibe mas procesos argumentativos y demuentra mantener su intencion didactica. La
utilizacion de representaciones es equivalente y restrita al contenido, las dos utilizan
reprsentacion en la recta, matricial, dibujos de contruccion geométrica y diagrama de Venn,

pero Gabriela urtiliza representacionbes propias y no formales.

Hay referencia seleccion de contenidos en los dos textos, por ejemplo Gabriela discurre mas
sobre las proposiciones que el grupo ha producido sobre los naturales, encuanto Joana
profundizo el tema de las décima periddicas; Gabriela se preocupd en explicar el uso de
sefnales separadores (parentesis, corchetes y llaves) Joana no, pero ambas trataran de mostrar
que Q es denso y numerable demontrando estos hechos. Se percibe proceso de generalizacion

en el texto de Joana, pero no en el de Gabriela.
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De la riqueza de los dos textos de REv sobre conjuntos se puede inferir que Gabriela y Joana
comparten los mismos conocimientos matematicos y lo que difiere en los textos es marca de
lo que es singular en cada una de ellas en cuanto adolescentes que estan en proceso de
crecimiento y desarrollo cognitivo.

5.6. Analisis conceptual de la actividad final.

Esta ultima tarea tiene una naturaleza diferente a las anteriores, dado que implica la
construccion de un texto reflexivo y valorativo de un proceso desarrollado a lo largo de
cuatro afos. En esta tarea no hay un “guion” especifico para su elaboracion, cada
estudiante puede estructurarlo de una manera diferente y profundizar o no en
determinados aspectos. A efectos de la investigacion consideramos que es un buen
instrumento, que nos ha permitido reconocer, aquello que realmente ha sido apropiado
por los estudiantes a lo largo de este periodo, tanto en lo referido a las formas de hacer
matematicas, asi como a las nociones que han sido mas relevantes para ellos, aquellas
que han quedado su memoria y que ante un desafio como es éste ponen enunciados de
manera especial.

Este caracter abierto, creativo y de resumen de la tarea, tiene el potencial arriba
mencionado, pero a la vez presenta unas limitaciones, ya que en ella no podemos ver
directamente aspectos del proceso de construccion de significado de ciertas nociones
matematicas, lo cual si se reconocio con las tareas anteriores, en las cuales analizamos
lo ocurrido en un conjunto de clases, en donde pudimos a partir de los didlogos
descritos reconocer el proceso de construccion de una idea matematica para un
individuo o para el colectivo. Consideramos por tanto que este tipo de textos requieren
una mirada diferente.

5.6.1. Analisis de tarea final en el relato de 4 afios de Joana

En cada uno de los textos que analizamos hemos identificado evidencias relacionadas
con diferentes aspectos (problemas clave; objetos matemadticos, representaciones,
establecimiento de relaciones conceptuales y procedimentales, definiciones, argumentos
y razonamiento heuristico) y las hemos organizado en tablas, junto con las primeras
interpretaciones de las mismas, posteriormente hemos realizado un andlisis global. A
continuacion se muestran dichos analisis y las tablas asociadas a cada uno de ellos, para
los dos casos seleccionados. Al mostrar estas evidencias, tratamos de reconocer como
se establece un contrato de negociacion de significados diferente al habitual.

Un primer aspecto que se puede reconocer en la narracion de Joana (anexo 16) es que
enuncia de manera explicita cuatro problemas que parece que considera claves en el
proceso desarrollado en su clase de matematicas a lo largo del periodo de tiempo
relatado. Todos ellos refieren a situaciones que involucran procesos de generalizacion,
idea clave en la actividad matematica. No se limita a copiar s6lo los enunciados, sino
que integra los problemas en su contexto de aula, en el momento que se trabajaron y
relacionado con otros problemas, conceptos o procedimientos.
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Se reconoce en su escrito que ella es consciente que en su clase de matematicas una
forma de hacer era el proponer y resolver problemas, y recuerda que ella misma
invento alguno. En algln caso, el enunciado esté tan integrado a la historia de aula, que
dice “Observando figuras, clasificamos el grado de convexidad” que nosotros
interpretamos como un enunciado implicito que podria ser formulado como “si
llamamos a una figura convexa que no tiene concavidades (grado de no convexidad
cero), podemos considerar figuras asociadas a diferentes grados de concavidad”. En ese
ejemplo, se hace evidente que la situacion de clase no se generd porque el profesor
propuso un problema, sino que surgié realmente del grupo, mediante descubrimiento. E
incluso no estaba previsto por el profesor. Hay una frase de la alumna que dice
“empezamos a trabajar con las formulas” o “aprendimos casos de factorizacién” que
pone en evidencia el privilegio de la idea sobre los enunciados de problemas que suelen
hacerse, y realmente se hicieron. En algunos de los problemas se hace alusion a
aspectos historicos, por ejemplo, cuando la estudiante habla de numeros figurados y
refiere a la manera como hacian los griegos. Y es interesante que en un caso se explica
el proceso de descubrimiento de nimeros cuadrados primero, y codmo surge la pregunta
de hablar de numeros cuadrados. En uno de los enunciados, se describe el problema de
Gauss de la suma de nameros consecutivos, y se explica en el contexto de como Gauss
siendo nifio lo resolvid y se hacen comentarios de caracter emocional, ya que la alumna
se siente identificada con la situacion.

Aspecto Evidencias Interpretaciones
e ve SR 4 8 0% s+ g 8w
Problemas clave ) g R
(como los que PSRRI

. 0

Alude
fundamentalmente a
problemas de

hacen un aporte

o “Buscar el enésimo niimero triangular y el enésimo
distintivo )

nimero cuadrado” (Grado 5°)
“Observando figuras, clasificamos el grado de

Rec?noumlento convexidad” generalizacion.
de tipos de “Estuvimos jugando a inventar problemas. Yo inventé ,
problema Da relevancia a los

este: Toma un niumero, multiplicalo por 6, divide por 3,
sumale 6, réstale 3, réstale 3” (Grado 6°)

“...Su profesor pidi6 a un nifio “desordenado” que sumase
los nimeros de 1 a 100, porque asi estaria

entretenido...Tres minutos después el nifio respondio:
50507 (Grado 7°)

problemas con
aspectos historicos

Figura 5.7. Problemas clave identificados por Joana en la tarea final

Objetos matematicos evidenciados.

Respecto a los objetos matematicos evocados, un aspecto que consideramos importante
es el recorrido que puede evidenciarse por diferentes pensamientos matematicos, en el
que no se hace una simple descripcion temporizada, sino que se alude tanto a conceptos
como procedimientos. Otro aspecto relevante es que en la enunciacion de dichos objetos
se establecen relaciones con su representacion. Esto junto con la lectura completa del
texto consideramos que muestra trazos de intencionalidad didéctica en el discurso. Por
ejemplo, para hablar de grado de convexidad, muestra un dibujo de grado cero, y uno de
grado uno. Para hablar de los nimeros triangulares, muestra los casos n=1, n=2, n=3,
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n=4. Es decir la representacion ilustra ejemplos distinguibles como proceso de
clasificacion.

Aspecto Evidencias Interpretaciones

Tetraminos, radicacion, algoritmos indo-arabigos, sistema de
numeracion, sistema decimal, simbolos numéricos, calculo
mental, nimeros cuadrados, nimeros triangulares,

" & & s - e

fraccion, pies y pulgadas, sistema de medidas, multiplos y
submultiplos, grado de convexidad,
Hace un recorrido

—
4 - por diferentes

poligonos, pentaminos, Tetraminos, potencia y factorizacion, | pensamientos
dgscomposmon (en factores), minimos divisores, media matematicos
aritmética, moda,

Alude tanto a
procedimientos,

= e o como a conceptos

Obj etos’ . desviacion media, velocidad, densidad demografica, renta per
matematicos cépita, densidad de un cuerpo, escala, porcentaje, razon

evocados constante, niimero entero, nimero negativo, ecuacion, Utiliza

&) AL representaciones
: : : variadas para
presentar ideas,
conceptos,
procedimeintos y
procesos.

volumen,

conjuntos numéricos, incognitas, expresiones algebraicas,
comandos

método de Gauss, suma de numeros con diferencia constante,

areas de figuras planas, Casos de factorizacion (Factor comun,
agrupamiento, trinomio cuadrado perfecto, diferencia de
cuadrados), productos notables, probabilidad

Figura 5.8.. Objetos matematicos evocados por Joana en la tarea final

Sobre las representaciones.

Aunque se han separado en el andlisis las representaciones, identificamos un uso

seleccionado de nombres acompafiados de las representaciones correspondientes, que no
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se han copiado del cuaderno simplemente, sino que se resumen indicando procesos de
clasificacion, ejemplificacion, ostensivos asociados, etc. El texto de Joana es
especialmente rico en el uso de representaciones. A lo largo del texto relaciona
diferentes representaciones que refieren al valor numérico, al nimero como cantidad, a
la fraccion como la relacion: parte — todo, y como razon.

Joana establece relaciones conceptuales que pueden hacer ver que también las valora, y
considera que hacen parte del quehacer matematico. Las conexiones verbales que hace
usan no solo las relaciones clasificatorias que tradicionalmente se describen en forma de
dos puntos y elenco de elementos, sino también relaciones que expresan acciones
realizadas. Se muestra una relacién entre observacion y clasificacion. Se vincula la
ejemplificacion que muestra ideas didacticas de dificil adquisicién como el ejemplo de
las magnitudes que se definen como proporciones. Asi, con frases como “Medir es
comparar. Para eso se usa pies hasta pulgadas y también kilometro, hectémetro,

decametro...” se indica una relacion entre el concepto de medir y las unidades de
medida.
Aspecto Evidencias Interpretaciones
“Vimos el sistema decimal y aprendimos )
simbolos numéricos de los egipcios, Se establecen conexiones entre-
babilonios, mayas, y romanos” diferentes sistemas de numeracion
“Con fracciones vimos n/d ...y j[aml’),lén Se establecen relaciones entre las
irabaj amos con sistemas de medidas™ fracciones y los sistemas de
Medir es comparar. Ra}ra €s0 se usa pies medida
hasta pulgadas y también kilémetro, )
hectémetro, decametro...” Se establecen conexiones entre
Establecimiento | Observando figuras clasificamos el grado diferentes unidades de medida
de relaciones ge com@;mdad ' _ Se reconoce la
conceptuales Tamlzlen estudiamos razones: Veloc;dad observacion/visualizacién como
(V' =); densidad demografica (d= 2): un proceso fundamental para
d toita (R = FNE densidad d determinar un atributo de las
renda percdpita (R ===}, densidad de un figuras
m . ,
cuerpo (D = 77), escala, porcentaje, razon | ge asocia a una nocion su uso en
P .
constante en el cuadrado - = 1,4” diferentes contextos
Trabajamos calculo mental con sistemas Los si§temas eliminan
de medidas alguarismos

Figura 5.9. Relaciones conceptuales percibidas en el texto de Joana

Reconocimiento de relaciones procedimentales.

Pero también se reconocen relaciones procedimentales, en algunas descripciones. Asi,

Joana identifica que un tipo de representacion de los nimeros nos puede ayudar en el

calculo mental, que las leyes generales nos ayudan a calcular un valor determinado, que

podemos asociar a ciertos prefijos en matematicas reglas implicitas como el valor de
«

cantidad. Lo que llama “formas de los niimeros “, es una clara alusiéon a los
significados.
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Aspecto

Evidencias (habla de ...)

Interpretaciones

Relaciones
procedimentales
evocadas

“Trabajamos el calculo mental y
vimos formas de los numeros”
“Hicimos leyes generales para
calcular el enésimo niimero triangular
o el enésimo niimero cuadrado”
“Numero de lados / Nombre del
poligono”

“Factorizacion, descomposicion,
quebrar numero”

“Resolviamos las ecuaciones
chutando valores para las incognitas,
haciendo tablas”

“Profundizamos en medidas de areas
de figuras y comenzamos a trabajar
con férmulas”

“Método de Gauss...su profesor le
pidi6 que sumas de los numeros de 1
a 100~

Un tipo de representacion de los nimeros
nos puede ayudar en el calculo mental
Las leyes generales nos ayudan a calcular
un valor determinado

“Se establece la relacion entre palabra y
cantidad (3 —tri; 4 —cuadri; 5 — Penta; 6 —
hexa, etc.)

Se reconocen relaciones cuantitativas en
tablas que permiten solucionar ecuaciones
Se asocia el calculo de areas al uso de
formulas

Se reconoce la potencialidad del método
de Gauss, para simplificar problemas que
parecen que requieren de mayor cantidad
de operaciones y de tiempo para su
solucion

Figura

5.10 Relaciones procedimentales en el texto de Joana

Asi, por ejemplo, se observa en su texto, que determinado tipo de contexto, nos permite

representar un conjunto numérico y construir un significado, ya sea de cantidad, medida

oy en ellos el reconocimiento de propiedades como patrones. Que la representacion
gréafica nos ayuda a reconocer caracteristicas de las figuras; que las representaciones nos
ayudan a ver transformaciones 3D — 2D.

Aspecto Evidencias (habla de...) Interpretaciones
Aprendimos simbolos numéricos de los egipcios,
romanos, babilonios, mayas; Utilizacion de dibujos y
Configuraciones puntuales de los nimeros ; esquemas, con intencion
Un rompecabezas: el tangram ; simbolos unidades de didactica y para
medida; ejemplos figuras dibujadas garantizar que la
Nombres de figuras; tetraminos, pentominos comunicacion sea
“Es imposible estudiar promedio sin graficos” efectiva
Ejemplo de representacion de fracciones y sus Representaciones
. nombres; de unidades de medidas y sus nombres. multiplas de nos
Representaciones | «Contextos que surgen para representar y significar los | nimeros antiguos. En
usadas nGmeros menores a cero: saldos bancarios, forma de tabla.
temperaturas, elevadores, altitudes, profundidades, Utiliza variedad de
Significados fechas”

asociados a las
ideas matematicas

“Vimos balanzas que me ayudaron mucho a reproducir
ecuaciones”

Trabajamos con formulas:
. ., B.H
Area del triangulo = —

Area trapecio = ﬂ , Area del rectangulo= L.L
Expresion verbal y algebraica de un problema
inventado por ella

Utiliza con naturalidad notacion indexada del tipo T,
para los niumeros triangulares y Q, para los cuadrados.

representaciones para
una misma idea, con
dibujos e representacion
algebraica en el casod de
n]umeros figurados

Figura 5.11. Representaciones en el texto de Joana

Que en un diagrama de barras, la barra mas alta indica la moda y sumando las areas de
Se establece la relacion entre palabra y cantidad (3 —tri; 4 —cuadri; 5 — Penta; 6 — hexa,
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etc). Se reconocen relaciones cuantitativas en tablas que permiten solucionar
ecuaciones; se asocia el célculo de areas al uso de féormulas y se reconoce la
potencialidad del método de Gauss, para simplificar problemas que parecen que
requieren de mayor cantidad de operaciones y de tiempo para su solucion. Observamos
que Joana alude a normas epistémicas implicitas de un ambiente que cuida de estos
aspectos. La originalidad en la forma de expresar los objetos matematicos, da muestra
de la libertad en la que se mueve no solo la actividad en particular, sino también todo el
proceso. La estudiante se siente libre en esa formulacion, y legitimada en hacer dichas
afirmaciones. las barras se puede obtener la muestra. Que el equilibrio es una buena
metéafora para el trabajo de las ecuaciones, aunque no se diga explicitamente que alude a
las reglas de la igualdad. El hecho de que pueden evidenciar representaciones de
diferente tipo, algebraicas, graficas, expresion verbal, dibujos, lo cual es fundamental en
la construccion de significados de las ideas matematicas. Y como dichas
representaciones han sido construidas colectivamente.

Observamos un uso simple de definiciones, que se valorizan a lo largo del escrito. En
algunos casos, se hace un uso personal (“mi definicion”). La mayoria de definiciones
aludidas hacen referencia a conceptos estadisticos y de probabilidad. Nuestra hipotesis
es que en este momento del texto, Joana intenta hablar con una audiencia (con intencion
didactica) que usa estos términos de forma confusa, y quizas valora porque se discutio
eso en el aula. Pensamos también que Joana reconoce la potencia de ciertas
definiciones, porque involucran mas aspectos o porque logran evocar una
generalizacion.

Definiciones y construcciones de propiedades.

Lo provisorio de la estabilidad de una definicién se puede percibir cuando presenta tres
definiciones para la idea de media, agregandolas a la suya. Da ejemplos, con cita de la
definicion de un colega “O Diego fez a seguinte proposicao: a média aritmética de 3
numeros ¢ obtida somando-os e dividindo o resultado por 3”.

Refuerza con una proposicion mas general del mismo colega, sugiriendo que ha hecho
un registro de la discusion ocurrida 3 afios antes “Propo mais forte Diego: Dados n
numeros a média aritmética é a soma desses numeros dividido por n”.

Y explica lo que es “Propo mas fuerte”, en un claro indicio de que dialoga con el lector
de su texto: “Uma propo é mais forte que a outra quando ela é mais igual e engloba a
proposi¢ado original”. Sigue dando ejemplos de otros colegas, con un ejemplo genérico
do Gui para cinco valores. En estas afirmaciones se demuestra que asume
generalizaciones colectivas y no solo individuales, y muestra construccion colectiva de
significados.
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Aspecto Evidencias (habla de ...) en orden cronolégico Interpretaciones
La mayoria de definiciones
aludidas hacen referencia a
“Medir es comparar” conceptos estadisticos y de
Promedio: “(mi definicion): es la cantidad no exacta, probabilidad, medidas.
pero que es mas proxima...
Diego hace la siguiente proposicion: La media Define mas que conceptos,
aritmética de 3 niimeros, es obtenida sumandolos y en el caso de las
dividiendo el resultado por 3. Proposicion mas fuerte proposiciones, especifica lo
.. de Diego: Dados n numeros a media aritmética es la que es “proposicion mas
Definiciones

(Como son ?,

(Qué sentido

le da?, ;qué
valor ..?

suma de esos niumeros dividido por n”

“Una proposicion es mas fuerte que la otra cuando es
mas, igual y engloba la proposicion original”
“Moda es el valor mas frecuente”

“Desviacion media es el valor de cuanto falta para
llegar al promedio”

“Capacidad: espacio que el objeto dispone para
almacenar”

“Volumen: Espacio ocupado por cualquier cosa”
“Probabilidad: Cualidad o caracter de prueba del
motivo o indicio que deja presumir la verdad o la
posibilidad de un hecho”

fuerte”

Se reconoce la potencia de
ciertas definiciones, porque
involucran mas aspectos o
porque logran generalizar

En el lenguaje utilizado se
reconoce el rasgo de
construccion personal de
dichas definiciones

Se asocia a la idea de medir
un proceso fundamental, la
comparacion

Figura 5.12.

Definiciones en el texto de Joana

Sobre los argumentos evidenciados.

En cuanto a los argumentos evocados, hay muchos que podriamos pensar que son
implicitos, pero hay tres evidentes: dos ligados a la generalizacion y el algebra, otro del
ambito estadistico para justificar que el grafico ayuda en la interpretacion reconociendo
caracteristicas que los parametros como la media aritmética no llegan a definir.

Aspecto Evidencias (habla de...) en orden Interpretaciones
cronologico
“Estuvimos jugando a inventar . .
. , ) Al proponer un problema, se identifican
problemas. Yo inventé este:
. , sus partes y se expresa cada una de ellas
Piensa un numero ---- n . . .
- en lenguaje algebraico. Ademas se
multiplicalo por 6 ------ 6n consideran los pasos anteriores
divide por 3 —-—---meeemmm- 6n/3 p :
stimale 6 ---------------—- (6n+6)/3 La realizacion de un grafico nos ayuda a la
réstale 3 --------mmmemeo- (6n +6 -3) /3 | interpretacion y solucion de situaciones.
réstale 3 ---------m-m-mmmm- (6n+6-3-3)/ .
Argumentos 3n Para llegar a geqeral1za01ones es .
matematicos y . . . o importante considerar y comparar varios
razonamiento “Es imposible estudlar promedio sin casos y lo que cambia de uno a otro
(heuristico) los graficos...Promedio estatura 6°B” La descripcion que presenta para
cerre ejemplificar la suma de Gauss es diferente
Hicimos leyes generales para calcular L. .
los ntmeros triangulares y cuadrados” de lo tradicional la demostracion es
detallada con intencion didactica al
Calcula Togg=1+2+3...+97+98 + | explicar porque calcula primero la suma
99y Tg=99+98+97 ...+3 +2+1, | de 1 a99, e que la diferencia entre cada
2x Tg9 = 4950 concluyendo que T;o = parcela de la soma tiene una regularidad.
4950 + 100 = 5050 para quedar sencillo la soma (1+ 99) + (2
+98) +.. =2x Tg9=99x100

Figura 5.13.Argumentos matematicos en el texto de Joana.
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En cuanto a la generalizacion, se reconoce la importancia de la comparacion entre casos
particulares. Viendo el conjunto de los comentarios realizados, pareciera que se
identifica que una serie de casos lleva a una generalizacion, pero no la justifica
completamente. Con ello, parece que esta reconociendo el valor del razonamiento
heuristico en la clase.

Ademas de lo que descubrimos como construccidn matemadtica en el texto de Joana, hay
que decir que se reconocen trazos de la cultura de clase. Sorprende sin embargo que
Joana usa un estilo comunicativo en que establece una ruptura entre un pasado en el que
aprendio cosas interesantes, pero ahora cambid a una posicion en que se enfrenta con las
matematicas de forma mads abierta. Joana inici6 su texto dedicando 4 paginas hablando
de las matematicas de su época pasada, no entra en un discurso formal como se
esperaria habitualmente sino que usa un lenguaje coloquial. Realmente quiere resaltar
ese momento de cambio.

“ ... fue cuando descubri que las matematicas estaban en todos los lugares y
momentos de nuestra vida, ... la matematica estd presente incluso en mi
rostro! Quien hace clases de dibujo aprende que entre un ojo y otro el espacio
es del mismo tamafio de otro ojo, la nariz es del tamafio de dos ojos, y asi...
“JO, pg. 4, linea 31-33 y pg. 5, linea 1-3)
Al llegar a 5° afio, llegd un profesor nuevo. Tenia bigote. Comenzd
ensefidndonos los simbolos indo-arabigos, egipcios, ...

(Jo; pg. 5, linea 10- 13).

Y al final del texto, habla de nuevo con libertad del cambio acontecido, usando incluso
con ironia el lenguaje matematico.

“Confieso que tenia miedo, y no me gustaba la matematica, pero ahora...
(puntos suspensivos de la propia estudiante) pues no puedo decir que estoy
loca por la matematica pero estoy segura que mejoré un 200%”

(Jo; pg. 17; linea 7-11)

El balance del tltimo afio de estudio no hace referencia a contenidos, es mas filosofico y
reflexivo acerca de como evoluciono sus conocimientos, sobre la belleza del
razonamiento matematico, la creatividad y las relaciones de las matematicas con las
otras areas del conocimiento.

En esta descripcion, han podido verse caracteristicas de un texto en el que se han
negociado significados a lo largo de todo el texto. Hay evidencias mas que suficientes
para ver que se ha construido solo personalmente los significados sino que se han
construido socialmente. Se reconocen elementos cognitivos de buen nivel, en todos los
aspectos de una configuracion epistémica, aunque se evidencian algunas desconexiones,
sobre las estructuras matematicas, que son dificiles de encontrar habitualmente.
Podemos afirmar que se da una buena representatividad del conocimiento matematico.
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5.6.2. Analisis de tarea final en el relato de 4 anos de Gabriela

El texto de Gabriela (completo en anexo 13), esta lleno de informacidon respecto los
contenidos matematicos estudiados, en muchas partes hace un recorrido que muestra
una cadena de contenido que se conecta con otro, explicitando las conexiones expresas
por nombramiento de conceptos, descripcion de procedimientos, relaciones,
propiedades, problemas que generan ideas y en algunos casos citas de proposiciones
producidas por los alumnos.

Para cada afio (grado de ensefianza) describe al menos un proceso de resolucion de
problema (de pentominos, procedimiento (resolucion de ecuaciones con balanzas),
deduccion de una férmula (ley general de los frisos) o razonamiento 16gico.

Sobre los problemas.

En relacion a la memoria de situaciones problema alude a problemas muy diversos, no
solo por la gran variedad de los objetos matematicos que involucran, sino por los
procesos que se requieren para su desarrollo.

Cada uno de los problemas resaltados implica formas de razonamiento y niveles de
complejidad diferentes. Otro aspecto clave que se puede evidenciar en los problemas
enunciados por Gabriela, es el tipo de preguntas que se propone en cada uno de ellos.
Aspecto Evidencias Interpretaciones

“Formar con cada pentominos
rectangulos de dimensiones 4 x 5”

“(Es posible cubrir un tablero de ajedrez
usando todos los pentominos?”

Alude a problemas muy diversos, no
solo por la gran variedad de los objetos
matematicos que involucran, sino por
los procesos que se requieren para su

Problemas “Usando todos los pentominos, cercar el

. S desarrollo.
clave espacio (hueco) de mayor area
(como los que | “Con un pentomino de la silueta Cada uno de los problemas resaltados
hacen un resultante de un movimiento (translacion, | implica formas de razonamiento y
aporte rotacion, reflexion)” niveles de complejidad diferentes
distintivo ) “Relacionamos el teorema de Pitagoras

En la proposicion de problemas sobre
secuencia figuradas, utiliza una
variedad de recursos explicativos y
representaciones para sostener su
prueba

con problemas que involucraban

Reconocimiento | principalmente diagonales tanto en

de tipos de figuras 2D como 3D” (incluir dibujos)”

problema Busqueda de una ley general para un friso

de cerrillas

“Decidir si una conclusion es verdadera,

partiendo de dos premisas”

“;Qué es una taxi circunferencia?”
Figura 5.14 problemas en el texto de 4 afios de Gabriela

Utiliza enunciados de problemas para comunicarse mejor y conseguir estructurar su
texto, en clara intencion didactica con una audiencia genérica de los posibles lectores de
su texto.En la proposicion de problemas sobre secuencias figuradas, utiliza una variedad
de recursos explicativos y representaciones para sostener su prueba. Otro aspecto clave
que se puede evidenciar en los problemas enunciados por Gabriela, es el tipo de
preguntas que se propone en cada uno de ellos.La seleccion de enunciados es
especialmente interesante, evocando los que dieron lugar a conceptos importantes.

164



Sobre los objetos matematicos.

La estudiantehace un gran recorrido por los diferentes pensamientos matematicos
(numérico, métrico, espacial, aleatorio y variacional) que componen sus experiencias
matematica al largo de 4 afios. Su recorrido es muy detallado, pero con fuertes indicios
de producir un texto con cohesidon en que la preocupacion es la comunicabilidad y la
comprension del lector. Alude tanto a procedimientos como a conceptos y a diversas
relaciones matematicas y en algunos casos extra matematicas. En los diversos
momentos del escrito explicita la conexion entre conceptos y procedimientos. Eso se
evidencia a continuacion.

Es decir, un tema de geometria en relacion con otro tema de geometria, pero en algunos
casos, hay relacién entre campos distintos, como en el caso de problemas con
pentominos cuya respuesta se basa en conocimientos sobre multiplos, o en los estudios
de propiedades aritméticas para resolver ecuaciones algebraicas.

Aspecto Evidencias Interpretaciones

Tetraminos, hexaminds, pentominos, simetria, nocioén de area,
rectangulos, multiplo, figuras asimétricas, rotacion,
translacion, repeticion, reflexion, planificacion del cubo,
congruencia de lados y de angulos, fracciones,
descomposicion de figuras, patrones, nimeros, conteo,
sistemas de numeracion (Maya, egipcio, babilonico, indo-

Respecto a los
objetos matematicos,
hace un gran
recorrido por los

- . o . , diferentes
arabigo), potencias, cuadrados magicos, minimo comun pensamientos
multiplo, maximo comun divisor, media aritmética, moda, i

matematicos

estadistica, razones, proporcion, regla de tres, impuestos
(simples y compuestos), porcentajes, niimeros negativos,
conjuntos numéricos, relaciones mayor y menor que,

(numérico, métrico,
espacial, aleatorio y

Objetos . . y . variacional)
- ecuaciones, reglas de signos, expresiones equivalentes,

matematicos C e, N, .., .

evocados multiplicacion, division y potenciacion de fracciones, tablas, Alude tanto a
gréaficos y “pizzas”, angulos, tipos, medicion y propiedades, procedimientos como
poligonos, circunferencia, area, perimetro, radio, diametro, pi, | a conceptosy a
cilindros, relaciones entre puntos y rectas, curvas, arcos, diversas relaciones.
paralelogramos, diagonales, ejes de simetria, frisos, teorema
de Pitagoras, secuencias ordenadas, sistemas de ecuaciones,
reglas, métodos, factorizacion, probabilidades, finitos, Explicita la conexion
infinitos, subconjuntos, raiz cuadrada, recta numérica, método | entre conceptos y
de Al-Khwarizmi, funciones, primer grado, segundo grado, procedimientos.

parabola, Matematica comercial y financiera, rendimiento,
capital inicial, alicuota, l6gica, diagrama de Carrol, plano,
geometria del taxista, ..

Figura5.15 Objeto matematicos en el del texto de 4 afios de Gabriela

Sobre relaciones conceptuales y procedimentales.

Las relaciones conceptuales, en general, son presentadas por bloques conceptuales del
mismo tipo que se realizaron en momentos diferentes.
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Aspecto

Evidencias

Interpretaciones

Establecimiento
de relaciones
conceptuales

“Junto con la idea de simetria, viene
también rotacion, translacion e
reflexion”

“.. profundizamos los hexaminos, pues
varios de ellos son planificaciones de
cubos ..”

“ ... un grafico que relacionaba las
estaturas de los alumnos, descubrimos la
media y encontramos la moda”

“ .. aprendimos propiedades sobre
angulos internos de poligonos
regulares”

“Relacionamos el teorema (de
Pitagoras) a problemas que involucran
principalmente diagonales, no solo de
figuras bidimensionales, sino también
cubos, paralelepipedos, etc.”

“trabajamos con potenciacion que va ser
importante para la resolucion de
ecuaciones de 2° grado”

Relaciones intraconceptuales, en el
campo de la geometria

Relaciones estadisticas con
representacion

Expresa el proceso de pasaje del
bidimensional al tridimensional,
que sugiere aunque implicitamente
los objetos geométricos de cada
dimension y reconocimiento de la
generalidad de una herramienta (el
teorema) que sirve para resolver
problemas en los dos espacios.

Relacion entre objetos y
propiedades aritméticas y
algebraicas

Figura 5.16. Relaciones conceptuales en el texto de 4 afios de Gabriela

Los conceptos estan bien explicados, demostrando apropiacion y dominio de lenguaje

formal
Aspecto Evidencias (habla de ...) Interpretaciones
“aprendimos a .. calcular con
negativos con la calculadora (de Referencia a uso de instrumentos de
bolsillo)” calculo para generar y operar con
numeros negativos.
“.... construimos un grafico que
relacionaba las estaturas de los Relacién entre conceptos de
alumnos, descubrimos la media y estadistica con sus representaciones
encontramos la moda”
Alusion a multiples relaciones
“El trabajo de geometria mucho angulares en el plano, en poligonos,
relacionado con angulos. Tipos de en la circunferencia, etc.
angulos, como medirlos, sus Alusion al proceso de construccion de
propiedades, proposiciones, fue de tablas y ecuacionamiento para
Relaciones mucha importancia para trabajos resolver problemas
procedimentales realizados en el ordenador, utilizando
evocadas LogoWriter” Referencia a nimeros construibles en

“Después resolvimos problemas qué
para su resolucion, es preciso hacer
una tabla qué llevaba a ecuaciones de
1° 0 2° grado”

“Aprendimos a construir niimeros
sobre la recta”

“Desarrollamos un proyecto de
construccion y el presupuesto de una
piscina cilindrica teniendo en cuenta
el material necesario, la cantidad de
agua, etc. De todos modos, era un
proyecto”

una recta numérica

Referencia a procedimientos de
construccion con regla y compas de
numeros racionales y algunos
radicales sobre la recta.

Utilizacién de herramientas
matematicas (proporciones, medidas,
etc.) para hacer un proyecto de
naturaleza multiconceptual e
interdisciplinar

Figura 5.17 Relaciones procedimentalesen el texto de 4 aflos de Gabriela
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Gabriela hace referencia a muchas relaciones procedimentales, en general siempre
relacionado a conceptos y problemas. Procura explicitar relaciones de proceso, por
ejemplo, como la construccion del grafico estadistico permite detectar la moda.

Sobre representaciones.

En diferentes momentos alude a la palabra representaciones, relacionandola con
diferentes nociones matematicas. Expresa con cuidado los dibujos y representaciones,
como que orientando la comprension del lector, las relaciones que quiere expresar.
Utiliza adecuadamente terminologia especifica de cada campo conceptual.

Muestra dominio de lenguaje matematica para comunicarse con una audiencia genérica,
en algunos casos controlando la comprension del lector por la redundancia como

recurso de comunicacion (poliminos, friso de cerrillas).

Evidencias (habla de ... ) en orden

asociados a las
ideas matematicas

ecuaciones

“.. la balanza fue importante para el trabajo
posterior con ecuaciones, asi como para la
regla de sefiales”

Esquema geométrico para mostrar propiedad
algebraica (distributiva)

Dibujos de figuras tridimensionales con
diagonales internas y representacion de la
altura

Dibujos sobre secuencias figuradas (nimeros
triangulares y hexagonales, escaleras con
cerrillas)Recta numérica

Esquemas de plano taxigeometrico

Aspecto L . Interpretaciones
cronologico
Dibujos de los tetraminos, hexaminos y
pentominos, con destaque a
composicién/descomposicion de rectangulos y
siluetas En diferentes momentos alude
Hexamino plegable para generar un cubo a la palabra representaciones,
Cuadrado magico con indicacién de la suma relacionandola con diferentes
magica. nociones matematicas
Después de esto estudio, con poligonos,
tesselacion, pavimentos,. Por coincidencia, en | Produce y agrega al trabajo un
este mismo afio, tenia una exposicion del hexamino bidimensional que
artista holandés M. C. Escher (el tema vuelve se transforma en un cubo
Representaciones con mas profundidad en el proximo afio de tridimensional
usadas y grado 7°) Hace dibujo de balanza como
Significados Dibujos de balanza de platillo para resolver metafora para la comprension

de las operaciones algebraicas
que se hacen para resolver
ecuaciones

Utiliza representaciones con
esquemas y dibujos para
explicitar relaciones
algebraicas y elementos
geométricos

Figura 5.18Representaciones y significados en el texto de 4 afios de Gabriela

Sobre las definiciones.

El estilo comunicativoelegido por Gabriela hace poco uso de definiciones, las considera
implicitas, por la informalidad en que utiliza la mayoria de los términos matematicos.
Con ello, queremos resaltar que no es que rehuya el nombramiento de los conceptos,
sino que les da un sentido de coloquialidad.
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Aspecto

Evidencias (habla de ...) en orden
cronolégico

Interpretaciones

Definiciones

,Como son ?,
. Qué sentido
le da?, ;qué
valor ..?

Tetraminos, pentominos y hexaminos
Explica lo que es un cuadrado méagico
ostensivamente.

Describe un friso de cerrillas para
proveer de sentido lo que es
“regularidad” y ley general

“Después pasamos a resolver
problemas que para su resolucion, era
necesario hacer una tabla, esa tabla
conducia a una ecuacién de primer o
segundo grado”

“Imagine lo que es una
taxicircunferencia? En el plan normal
circunferencia es el conjunto de todos
los puntos que estan a la misma
distancia de un centro C. En la
taxigeometria también es asi, pero
esto ocurre de modo diferente”

Los poliminos so definiendo nominalmente
explicitando sus caracteristicas especificas

Define los cuadrados magicos por ostension
de la consigna del problema y la exhibicion
de la solucién particular.

Hace referencia a la cadena de objetos (tabla)
en una etapa que se hacen herramientas en
otra (para resolver ecuaciones).

En el tema de las regularidades para descubrir
una ley general, “define” por descripcion del
proceso.

Define taxicircunferencia por extension y
analogia al concepto conocido de
circunferencia en el plan euclidiano, pero
llama la atencion para lo que es distinto.

Figura 5.19 Las definiciones en el texto de 4 afios de Gabriela

Las definiciones aludidas hacen referencia objetos no tan populares como los poliminos

0 una taxicircunferencia, lo que muestra una preocupacion en negociar significados con
lectores ajenos a su cultura matematica. En el lenguaje utilizado se reconoce el rasgo de
construccion personal y apropiacion de los conceptos.

Procesos argumentativos. Ocurren aunque no son tan frecuentes, pero se percibe

que Gabriela ofrece un ejemplo por grado de ensefianza, como muestras de cada etapa
de su desarrollo.

Aspecto Evidencias (habla de...) en Interpretaciones
orden cronolégico
En el problema de formar un rectangulo Concluye que hay un minimo de 17
4x5 con pentominds, argumenta a partir de | construcciones distintas del rectangulo
Argumentos la solucién de los problema de componer 4x5 con el pentominds Y, una vez que
matematicos | un rectangulo 3x5, por el acrecimos de la ha encontrado 17 soluciones del
y pieza | problema 3x5.
razonamiento Explica procedimientos de resolucion de
ecuaciones de 1° grado, por analogia con
(heuristico) la estructura y el equilibrio de una

“.. aprendimos a determinar la media
aritmética, la regla fue poco a poco con las
proposiciones (de los alumnos) que se han
ido mejorando y conseguir mas general”
Determinacion de la ley general de un friso
de cerrillas

b |

balanza de platillos.

Expresa la aceptacion de reglas o
métodos por medio de la dindmica de
enunciar proposiciones en el aula

En la proposiciéon de problemas sobre
secuencia figuradas, utiliza una variedad
de recursos explicativos y
representaciones para sostener su prueba
Observa padrones, en secuencias
figuradas, generaliza, hipotetiza y
verifica para casos particulares.

Figura 5.20 Los argumentos en el texto de 4 afios de Gabriela
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Utiliza procesos de naturaleza argumentativa muy distintos uno del otro (rectangulo 4x5
(5°), resolucion de ecuaciones con balanzas (6°), ley general de un friso de cerrillas (7°),
la taxicircunferencia (8°)).

5.6.3. Analisis comparativo de los textos en la actividad final

Aparte la diferencia de estilo de las dos alumnas, sea en relacion a su intencién
comunicativa, el estilo “literario” y el modo personal en que cada una gestiona sus
memorias, registros € conocimientos se puede hacer un rol de objeto matematicos
evocados con elementos comunes y otros muy distintos en los textos de Joana e
Gabriela.De los objetos comunes se destaca: los pentominds (tetraminds y hexaminos);
los sistema de numeracion antiguos, el tangram; la factorizacion de niimero naturales;
los niimeros triangulares y cuadrados; la estadistica con las medias y la experiencia de
construir un grafico de estaturas cuando estudiaban en el 6° grado; los nimeros
negativos, sus reglas y usos; la resolucion de ecuaciones con balanzas; los problemas
algebraicos de adivinacion; las reglas algebraicas; la ecuacion de 2° grado; probabilidad,
los conjuntos numéricos. Otros temas y objetos estudiados por las dos alumnas, fueran
elegidos y citados por una de ellas, sea por la alta significatividad que se percibe en el
texto, lo que puede haber sido responsable por la permanencia en la memoria de cada
una de ellas.

Los textos de Joana y Gabriela son legitimos, y llenos de significados, es en las palabras
de Lins (2012) “plausible, porque hace sentido, es aceptable en este contexto”, el
contexto de la produccion de un texto para un interlocutor genérico e cargados de
justificacion personal.

El estilo de Joana, organiza el texto con proposiciones cada vez mas fuertes, asumiendo
el proceso de aprendizaje y se expresando siempre en la 1* persona del plural
(trabajamos, haciamos, hicimos, estudiamos, empezamos, descubrimos, vimos,
inventamos, revimos, aprendimos, etc.), En la narraciéon de Joana, si bien solo se
enuncian de manera explicita, alude en diferentes momentos a tareas matematicas y su
relacién con la construccion de diferentes nociones matematicas. Apropiacion de una
cultura acerca de la matematica y las operaciones (quinta operacion—radicacion) tal
como fue nombardo por el matematico portugués Bento de Jesus Caraga en 1941.

Utiliza aun palabras que expresan procesos de conquista como “incorporar, profundizar,
etc.”, en su habla final expresa alla de sus sentimientos, también un proceso consciente
de adquisicion-construcciéon de conocimientos matematicos -en una lineas mas
“filosofica” utilizando palabras y frases como: “estdbamos mas maduros y miramos

29 ¢

para atras para recordamos y primorearnos nuestro conocimiento”, “crecemos y todo lo
que aprendimos ..”,“.. la matemadtica no es una bestia de siete cabezas, el razonamiento
matematico es bellisimo y se utiliza para que nosotros podamos entender el mundo
donde vivimos, yo no tengo miedo de las matematicas, pues tengo certeza que gané las
mejores herramientas para pelear con ella, como la creatividad sea mirando las grabado

de Escher o recordar las clases, los libros, cuadernos.
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Actividad final (Joana)

Actividad final (Gabriela)

Objetos matematicos y sistemas evocados (distintos)

Sistema de medidas decimal y otros; poligonos;
razones especiales: velocidad, densidad, reta per
capita, escala, porcentaje. Razones contantes
(d1=1,4)

Ideas de simetria e los movimientos rigidos
(translacion, rotacion, reflexion); cuadrados
magicos; angulos, lenguaje Logo; Pi, figuras
extrafias; secuencias con cerrillas;
subconjuntos; logica, Diagrama de Carrol,
taxigeometria; funciones; matematica
comercial y financiera; teselaciones y Escher.

Sentido para las propiedades matematicas

Proceso de equilibrio de la balanza para la
resolucion de ecuaciones

Proceso de equilibrio de la balanza para la
resolucion de ecuaciones

Relaciones procedimentales

involucradas y ejemplos

Resolucién de ecuaciones; decision sobre la
convexidad; calculo de medias; factorizacion de
numeros naturales; resolucion del problema de
adivinacion; formulas de area;

Problemas con pentominos; planificacion de
cubo; escrita y operacion en el sistema
numeérico egipcio; determinacion de la
diagonal de un cubo y la altura de una
piramide; area de figuras extrafias

Representaciones y significados

Material dorado; Numeros figurados
(triangulares y cuadrados); Grado de convexidad,
nomenclatura de poligonos, tetraminos e
pentominos; grafico de estaturas; nombramiento
de simbolos egipcios, fracciones, unidades de
medida, poligonos, razones; lenguaje simbolica
para los numeros figurados;

Tetraminos, pentominos, hexaminos;
nombramiento de simbolos egipcios;
numeros figurados y secuencias figuradas
(frisos y escaleras de cerrillas)

Uso de las definiciones

Hace més uso

Razones especiales: velocidad, densidad, reta per
capita, escala, porcentaje polinomios (monomios
binomios, trinomios) probabilidad, media, moda,

Hace poco uso, y cuando define lo hace por
nominacioén y por analogia; define
especialmente términos no tan conocido o
tradicionales como los poliminos o la
taxicircunferencia

Argumentos

Ejemplificacion de factorizacion, Proposiciones
respecto la media; proposicion mas fuerte (de
Diego);

Resolucion de ecuaciones con balanzas de
platillos; juegos de adivinacion; sumas de Gauss
(de 1 a100)

Reconoce y legitima las proposiciones hechas en
aula.

Prueba de que existen al menos 17 soluciones
para un rectangulo formado con pentominos;
resolucion de ecuaciones con balanzas de
platillos; determinacion de la ley general del
problema del friso de cerrillas de orden n;
sugestion de resolucion de problemas con
secuencia figuradas;

Reconoce y legitima las proposiciones hechas
en la clase

Figura 5.22. Comparando elementos de la configuracion matematica de Joana y Gabriela.

Hoy mezclo mis conocimientos matematicos
la lengua ..”. Merece una mencion especial el

con el filosofico cientifico, lo geografico,
hecho que Joana no olvida y hace citas de

algunas “PROPOS”, una caracteristica muy particular del Ambiente de Inspiracion
Lakatosiana. En el cuadro (figura 5.21), se constatan las diferencias entre ambos textos,

que dan lugar a las observaciones indicadas. Gabriela es mas descriptiva, hace un
recorrido temporal, como se fuese una guia, tiene la intencionalidad de fornecer el
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maximo de informacién al lector, haciendo un sumario cuasi completo de todos los
conceptos y procedimientos que ha estudia al largo de 4 afios del 5° al 8° grado. La
singularidad de su texto es la concatenacion temporal y conceptual entre un contenido
(conceptual y procedimental) y otro, en cuanto Joana intenta hablar directamente con el
lector como se estuviese delante ella, Gabriela intenta ser persuasiva y convincente,
detallando lo que ha aprendido y describiendo métodos y procesos de distintos estilos,
sea exhibiendo ejemplos, haciendo uso de representaciones que hablan por si y que
necesitan de poca explicacion, detallando una ley general utilizando distintas
representaciones Gabriela valora los temas no convencionales como la logica, los
diagramas de Carroll, el proyecto de la piscina y la taxi geometria. Tal como Joana hace
referencia a lo extramatematico, como la exposicion de Escher en un museo, no solo por
el valor estético, mas si por tener conciencia y dominio de las matematicas que ello ha
utilizado en sus obras.

Lo cognitivo matematico y epistemologico.

Aun comparando los recursos significativos de cuatro afios de matematicas de las
alumnas Joana y Gabriela, se puede destacar diferencias en las formas de
razonamientoJoana hace demonstracion del razonamiento de Gauss con estrategia
personal, calculando To9 y sumando 100 al final; describe procedimientos, explicita una
regla para calcular media y cambia a partir de proposicion mas fuerte (mas general);
explica como funciona un juego de adivinacidn paso a paso; Gabriela, en cambio,

Muestra la existencia de soluciéon del problema del rectingulo 4x5 formado por
pentominos utilizando los datos de un problema maés sencillo como sugerido por Polya y
Schoenfeld. Deduce la ley general de la cantidad de cerrillas de un friso de orden n
utilizando la geometria representacion geométrica con el padron de la secuencia del
numero de cerrillas (diferencia 3 entre dos friso consecutivos); hace verificacion; exhibe
conocimiento acerca de silogismo légico decidiendo se una proposicion es verdadera a
partir de premisas.

En cuanto las conexiones, Joana resuelve ecuaciones utilizando analogia con la balanza
de dos platillos; Relaciona conceptos de la fisica (velocidad, densidad), geograficos
(densidad demografica, escala), financieros (renta per cépita) con la idea general de
razon; relaciona los nameros enteros (positivos y negativos) con sus usos en otras areas
del conocimiento (saldo bancario, temperaturas, altitudes y profundidades, fechas, etc.).
Gabriela,

Hace conexion entre problema geométricos de cubrir un tablero de ajedrez con
pentominds y sus conocimientos de multiplos (de 5); resuelve y ecuaciones utilizando
analogia con la balanza de dos platillos; relaciona propiedades algebraicas con
representacion geométrica, Hace referencia de conexiones de variados contenidos
(conceptuales y procedimentales) en varios campos conceptuales (aritmético,
geométrico, métrico, algebraico, variacional, estadistico), y explica lo que es grado de
convexidad.
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Lo comunicativointeraccional en los textos de Joana y Gabriela.

Los dos textos quedan caracterizados por un hilo comun: la intencion o didactica,
expresada por los escritos. Siempre teniendo conciencia de que existe un lector.El lector
es un interlocutor, en el sentido de Lins (2012)

“El interlocutor es una direccion en la cual se habla. Cuando hablo en la
direccion de un interlocutor es porque creyo qué este interlocutor diria lo que
estoy diciendo y aceptaria/adoptaria la justificacion qué me autoriza a decir lo
que estoy diciendo”

En ambos casos de las alumnas se puede reconocer intencionalidad didéactica, aunque
con formas diferentes. . En efecto, Joana muestra un estilo conversacional; definicion,
descripcion de procesos ocurridos en aula, mostrando arcas editoriales Utiliza
expresiones verbales en la 1* persona del plural, evidenciado la construccion colectiva
del conocimiento. Gabriela usa un estilo de guion, muy didactico; largo uso de
representaciones, definiciones de ideas matematica nuevas al lector genérico
(poliminos, taxigeometria); también con marcas editoriale. Su lenguaje es mas
imperativo y descriptivo. Hace uso de la 3% persona del singular pero también utiliza la
1? persona del plural indicando el proceso de produccion colectiva del conocimiento.

Lo normativo

Joana valora la problematizacién como forma de comunicacion con intencion didactica
y las PROPOS (proposiciones producidas por los alumnos en el AIL; presenta indicios
de apreciar la construccion colectiva del conocimiento.  Gabriela, valora Ia
problematizacion como forma de comunicacion con intencion didactica y las PROPOS
(proposiciones producidas por los alumnos en el AIL; presenta indicios de apreciar la
construccion colectiva del conocimiento.

Lo mediacional

Hay pocas referencias a recursos mediacionales, lo que refuerza la valoracion de las
matematicas como una ciencia que se hace en la mente. Joana habla de recuerdos “de la
ensefanza primaria con uso de material dorado; alusion implicita del uso del geoplano”
y de la construccidon de juegos geométricos (pentominos y tangram); recurso imaginario
de la balanza de dos platillos, Mientras que Gabriela hace modelo que va de lo
bidimensional al tridimensional en el caso de la trasformacion de un hexamino en una
planificacion de cubo; recurso imaginario de la balanza de dos platillos; LogoWriter;
calculadora para producir y operar con nimeros negativos.

Lo ecologico

En cuanto al valor de la matematica como cultura, ambas hacen una valoracion y
apreciacion de la historia de los sistemas de numeracion; aunque Gabriela lo especifica
“Estos numeros (negativos) fueron llamados carifiosamente el mal de las matematicas”.
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Ambas consideran una valoracion de las matematicas como producto y proceso que se
hace socialmente. Se aprecia también en ambas la generalizacion.

Joana, organiza el texto con expresiones correspondientes a oposiciones cada vez mas
fuertes: Incorporar, profundizar, como relacion extramatematica, insistiendo en que las
matematicas estan presentes en cualquier lugar...Dice que los problemas eran
aceptables.Gabriela en cambio, habla de “Secuencias ordenadas en las que tenia que
descubrir”.. ID ... através ... PROB. Integra visualmentecomo una aplicacion
intramatematica ... Habla de adivinanzas. Habla de relacion MASP como contexto
extramatematico En la narracion de Joana, si bien s6lo se enuncian de manera explicita,
alude en diferentes momentos a tareas matematicas y su relacion con la construccion de
diferentes nociones matematicas. Apropiacion de una cultura acerca de la matematica y
las operaciones (Quinta operacion—radicacion) hablado por Caraga (portugués-1941).

En los problemas que propone enunciados podemos ver que Al inicio de la narracion de
Joana alude al tipo de matematicas que realizaba con otro profesor antes del grado 5
Alude a problemas simples Mi padre pesaba 80kilos y tenia dos hijos, cada uno pesaba
40 kilos. Todos querian atravesar el rio, pero el barquito sélo aguantaba 80 kilos. ;Qué
hacer? En el cual se puede reflejar el tipo de tareas y razonamientos que se lograban
promover, que eran muy diferentes a los desarrollados en la clase de matematicas
reconocida como un ambiente con principios lakatosianos.

5.7. Analisis evolutivo del desarrollo cognitivo

En este momento, unimos las observaciones realizadas, de forma que podamos percibir
como son las posiciones de ambas alumnas en cuanto el conocimiento matematico
desarrollado. Pensar matematicamente, Dominio de un lenguaje formal, por encima de
la media de los alumnos, Posiciéon matematica respecto a problemas, Mirar un objeto
matematico desde diversos puntos de vista, Hacer conexiones matematicas, Usar
distintas representaciones en conceptos y procedimientos. Valorar procesos
argumentativos, de forma sofisticada (reproducir, hacer sus propios procesos).

En cuanto al contenido matematico, tanto Gabricla como Joana muestran en sus textos
continuidad en el reconocimiento de los elementos nuevos que aparecen en cada una de
las tareas. Ademas identifica cuando se estd definiendo o clasificando mediante
propiedades. Los problemas se reconocen como ya se ha explicado. En todos los textos
se mantiene el pensamiento hipotético propio de haber estado trabajando en equipo para
descubrir las ideas matematicas. As’, por ejemplo, el uso de los condicionales "llegaria"
/ s1 nosotros girasemos, para definir de forma hipotética.

Se mantiene también el uso de representaciones institucionales en todas las actividades.
Desde la consciencia del uso del papel cuadriculado en la actividad de pentominos,
como las propias piezas del tangram. Pero incluso crece el uso representaciones
espontaneas a partir de la actividad de ecuacién de segundo grado.Se usan esquemas
metaforicos e iconicos: cascada y balanza. Se establecen las fracciones como formas de
representar la probabilidad. En la actividad de conjuntos numéricos se muestra el uso de
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sefales de puntuacioén, de relaciones de pertenencia cuantificadores universales, e
incluso cédigos de casos. Y en el ultimo texto, se usan cdodigos y expresiones para
situaciones generalizadas.

En cuanto las definiciones hay continuidad y asuncion de los criterios que permiten
dicha construccion en todas las tareas. Reconoce en el escrito final las secuencias de
ideas a través de problemas. Se da sentido a las propiedades en las tareas que lo
requerian. Asi, se muestra un crescendo hasta el texto final, en el que se habla
explicitamente de regla o ley general. Establece reglas o relaciones conceptuales en las
ultimas tareas. En el ultimo texto se explicita Através problemas, Para tanto..., Después
hicimos... Reconocimos... sus propiedades, Propone problemas...Vamos para otro...
Relaciona ideas.

Respecto las relaciones procedimentales, inicia con frases de particularizacion, como el
paso de la solucion para 3x5 a la de 4x5 a afirmaciones de propiedades enunciadas de
forma mas general como “hacemos referencias a ecuaciones que ya sabiamos resolver” ,
o bien “construimos niimeros con regla y compas”. Se muestra también una progresion
positiva que culmina en afirmaciones del tipo “adiestrados en métodos para valorar .
Es interesante observar que usa ejemplos en las primeras tareas, y casi nada en las
ultimas. En cuanto las argumentaciones, hay un progreso desde formulaciones
descriptivas y de tipo cualitativo como “Mayor numero de lados, mayor suma interna” a
formas mas generales como prueba por absurdo "prueba" por absurdo con explicacion
de los pasos de una ecuacion a otra, de una representacion de balanza de una
transformacion para otra en la tarea 3, o formulaciones de tipo deductivo en la tarea de
conjuntos, como Tenemos entonces...  Entendemos...que seria importante. O bien el
uso de expresiones comoal hablar de la densidad de un conjunto, exhibe casos
particulares para sustentar que Ir no goza de ciertas propiedades En la ultima tarea
surgen términos de tipo conclusivo y de conexion: retomamos;establecemos... tuvimos
el privilegio.

En las primeras tareas no aparecen conexiones intramatematicas, y en las cuatro ultimas
tareas, ya aparecen. Incluso en el texto final une adivinanzas con integracion visual. Y
en cuanto las extramatematicas se relatan ejemplos cotidianos en casi todas las tareas.

5.8. Conclusiones. Significacion y complejidad en una
comunidad de aprendizaje matematico.

Para darrespuesta a los objetivos del trabajo, enunciamos a continuacion los resultados
mas importantes que consideramos que se establecen a partir de los analisis realizados.

5.8.1. Habilidades conseguidas. Elementos de alto nivel.

De los elementos matemadticos institucionalizados se detecta: reconocimiento tematico,
uso de definiciones, sistemas representacionales, elementos estructuradores, uso
equivalencias y cita de autores matematicos. En cuanto a las habilidades se reconocen
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como apropiadas, entre otras: el reconocimiento de errores, imitacion de
procedimientos, relaciones procedimentales, aplicacion de algoritmos a, andlisis y
verificacion de resultados, discusion de modelos. De los elementos de alto nivel se
observa: procesos de analisis - sintesis, identificacion de argumentaciones, valorizacién
de justificativas, particularizacion - generalizacidn, incorporacion de dominios de
validez y la produccion propia de los textos analizados.

5.8.2. Metacognicion y trazos de la cultura colectiva de clase.

Observamos que se evidencia en los textos un nivel de proyeccion (identificacion
intencional) y de desarrollo colaborativo en el proceso de descubrimiento. Asimismo, se
refleja “nivel” de posicionamiento frente al contenido adquirido: (a) los textos
mantienen formas de coherencia légica, (b) permiten revelar un “estilo didactico
cientifico”, (c) permiten observar codigos semidticos - representacionales diversos, (d)
posibilitan identificar elementos metacognitivos.A partir de las observaciones
realizadas, podemos afirmar que:

Resultado 5.8.1. Los textos analizados, permiten reconocer multiples caracteristicas
del contexto usado para construir significados matemdticos.

Después de los andlisis realizados, podemos concluir que las producciones textuales
muestran un conjunto de categorias observables en todos los textos, como son
elementos no matematicos y matematicos — epistémicos.

Resultado 5.8.2. Se muestran evidencias de un proceso de construccion socializado
del contenido, asumiendo significados matemdticos diversos y de alto nivel.

Tanto por las referencias explicitadas de episodios generadores de hechos matematicos
integrados, cuanto por el reconocimiento implicito del proceso y las sub-relaciones.
Quedan en los textos, marcas de gestion y clausulas contractuales (con negociacion de
significados, compartidas en un ambiente de co-construccion (en el sentido de la ZPD
citado por Valsiner) y aun explicitaciéon de papeles alternados de los participantes
(alumno, profesor, grupo). Las normas socio-matematicas quedan presentes en la forma
como eligen elementos verbales para indicar solicitaciones, comparaciones, contrastes,
resoluciones, verificaciones, transformaciones y procedimientos matematicos diversos.

Resultado 3. Los textos analizados muestran integracion, legitimidad y
significatividad, y pueden considerarse como textos con intencionalidad didactica-
cientifica. se tienen evidencias de elecciones realizadas por los alumnos respecto las
situaciones vivenciadas con rasgos de interpretacion de la mismas atribuyendo
significados particulares a muchos elementos de la accion.Las evidencias son de tipo:
situacion, materializacion, evidencias de los artefactos utilizados, campo semantico de

175




desarrollo incorporado, estructura epistémica, relaciones con el conjunto, desarrollo de
los procesos respondidos, elementos individuales gestionados, implicitos reconocidos.

Apropiacion reflexiva y validez epistémica de los textos.

Primeramente nos preguntadbamos sobre el propio potencial de los textos para reconocer
dichas caracteristicas, que es lo que mostramos a continuacion.

Resultado 5.8.3. En cuanto a la comunicacion propiamente dicha, los textos
analizados, se diferencian de las producciones tradicionales no solo por la estructura
del texto mas también por la valorizacion de formas semioticas que van mas alla de las
formulas, definiciones y cuentas.

Hacen uso de una diversidad de representaciones verbales, simbdlicas, geométricas y
otras, con el proposito claro de hacer ver a los lectores facetas de los conceptos y
procedimientos presentados para convencerlos de su importancia y ensefarlos a hacer
uso. A esto se une una preocupacion de naturaleza estética en el modo que hacen el
disefio (formatacion) de sus producciones. Al mirar los elementos lexicales especificos
del vocabulario utilizado por los alumnos y los verbos que indican las representaciones
y acciones, al analizar los patrones y relaciones tematicas desde distintas miradas
(estructural, metacognitiva, etc.) se puede capturar los contenidos estudiados, las
relaciones hechas y habilidades conquistadas.

Aunque se presenten estructuras conceptuales y elecciones distintas de los elementos
integrados, todas: identifican el elemento temético central y lo relacionan a conceptos
conexos; comunican y desarrollan lo(s) método(s) que se usan para encontrar sus
soluciones. A esta estructura minima comun se observa los elementos que cada alumno
de la muestra consider¢ significativos en relacion al tema.

De los elementos matemdticos institucionalizados se detecta: reconocimiento tematico,
uso de definiciones, sistemas representacionales, elementos estructuradores, uso
equivalencias y cita de autores matematicos. En cuanto a las habilidades se reconocen
como apropiadas, entre otras: el reconocimiento de errores, imitacion de
procedimientos, relaciones procedimentales, aplicacion de algoritmos a, andlisis y
verificacion de resultados, discusion de modelos. De los elementos de alto nivel ya
discutidos en la tabla de categorias de rango de habilidades se observa: procesos de
analisis - sintesis, identificacion de argumentaciones, valorizacion de justificativas,
particularizacion - generalizacion, incorporacion de dominios de validez y la produccion
propia de los textos.

Resultado 5.8.4. A partir de los andlisis textuales y conceptuales realizados,
detectamos elementos matemadticos institucionalizados: reconocimiento tematico, uso
de definiciones, sistemas representacionales, elementos estructuradores, uso
equivalencias y cita de autores matematicos.
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En cuanto a las habilidades se reconocen como apropiadas, entre otras: el
reconocimiento de errores, imitaciéon de procedimientos, relaciones procedimentales,
aplicacion de algoritmos a, analisis y verificacion de resultados, discusion de modelos.
De los elementos de alto nivel ya discutidos en la tabla de categorias de rango de
habilidades se observa: procesos de analisis - sintesis, identificacion de
argumentaciones, valorizacion de justificativas, particularizaciéon - generalizacion,
incorporacion de dominios de validez y la produccién propia de las REv.

Resultado 5.8.5 En suma, observamos que se evidencia en los textos un nivel de
proyeccion (identificacion intencional) y de desarrollo colaborativo en el proceso de
descubrimiento. Asimismo, se refleja “nivel” de posicionamiento frente al contenido
adquirido: (a) los textos mantienen formas de coherencia logica , (b) permiten revelar
un “estilo didactico cientifico”, (c¢) permiten observar codigos semidticos -
representacionales diversos, (d) posibilitan identificar elementos metacognitivo

Existe un grado de acercamiento acercamiento de las rproducciones de los estudiantes a
los textos cientificos. Lemke (1997) listaba algunas normas usuales que se encuentran
en ella lenguaje cientifico como por ejemplo: evitar forma coloquiales (formas cercanas
da lenguaje escrita); utilizar términos técnicos en lugar de sin6nimos coloquiales o
paréfrasis; evitar la personificacion y el empleo de atributos o cualidades usual o
especificamente humanas; evitar lenguaje metaforico y figurativo (palabras
emocionales, coloridas y cargadas de valor, asi como hipérboles, exageraciones ironia y
expresiones humoristicas; no hacer referencia al aqui y ahora, o a eventos de clase o
personas, tiempo o lugares especificos entre otras caracteristicas. Todavia alerta para el
hecho de que “fales reglas se constituyen en una pauta de un leguaje torpe y alienante,
y que sirven principalmente para crear un fuerte contraste entre el lenguaje de la
experiencia humana y el lenguaje de la ciencia. Este es el contraste que enseiiamos a
asociar la <<objetividad>> de la ciencia contra la <<subjetividad>> de la
experiencia, exonerando la ciencia de los procesos sociales y de la actividad humana
real, creé que es de aqui que proviene mucha de la “mistica” y de la mistificacion de la
ciencia. impidiendo la comunicacion de su contenido tematico a los alumnos”. En su
obra “Aprender a hablar ciencia” defiende romper estas normas en nombre de la
comunicacion y da significacion.

Conclusiones sobe autonomia y legitimidad.

Como consecuencia de lo analizado, podemos afirmar

Resultado 5.8.6. En los textos analizados se percibe un alto grado de diversidad
formal, de uso Iéxico, y de priorizaciones textuales lo que es indice de autonomia. Sin
embargo hay uniformidad en la valoracion cognitiva de los textos. Ademads, se tienen
evidencias de elecciones realizadas por los alumnos respecto las situaciones
vivenciadas con rasgos de interpretacion de la mismas atribuyendo significados
particulares a muchos elementos de la accion.
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Se muestra una diversidad personal, como se observo al comparar los trabajos de
Gabriela y Joana, y es consistente y ampliado de lo que ya se habia observado con otros
textos (Lopes, 2000), que aseguran estilos de aprendizaje variados que el ambiente
pensamos que ha provocado. Las evidencias son de tipo: situacidon, materializacion,
elementos componente, evidencias de los artefactos utilizados, campo semantico de
desarrollo incorporado, estructura epistémica, relaciones con el conjunto, desarrollo de
los procesos respondidos, elementos individuales gestionados, implicitos reconocidos.

Como consecuencia de lo expresado, podemos Reconocer el papel de las tareas y las
interacciones que se dan en dicha cultura en cuanto a su potencial cognitivo,
analizando en un ambiente el conocimiento que construyen los alumnos.

Resultado 5.8.7. Se muestran evidencias de un proceso de construccion socializado
del contenido,tanto por las referencias explicitadas de episodios generadores de
hechos matematicos integrados, cuanto por el reconocimiento implicito del
proceso y las subrelaciones. Y podemos afirmar que los textos hablan de multiples
caracteristicas del contexto.

Como se vio en los andlisis realizados se reconoce una cultura con marcas de gestion y
cldusulas contractuales (con negociacion de significados, compartidas en un ambiente
de co-construccion (en e y aun explicitacion de papeles alternados de los participantes
(alumno, profesor, grupo). Las normas socio-matematicas quedan presentes en la forma
como eligen elementos verbales para indicar solicitaciones, comparaciones, contrastes,
resoluciones, verificaciones, transformaciones y procedimientos matematicos diversos.

La practica matematica subyacente a los textos, muestra que en otro tipo de actividades,
como las de resolucién de problemas, se evidencian producciones ricas del punto de
vista estratégico matematico (cognitivo y metacognitivo). Después de los analisis
realizados, podemos concluir que las producciones textuales muestran un conjunto de
categorias observables en todos los textos (ver cuadro de la pagina siguiente): (1)
elementos no matematicos y (2) matematicos — epistémicos.
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CAPITULO 6

CONCLUSIONES. LIMITACIONES.
PERSPECTIVAS.

En este ultimo capitulo exponemos una interpretacion
conjunta de todos los resultados, con el proposito de
potenciar la comprension del ambiente llamado Comunidad
de Inspiracion Lakatosiana. En primer lugar, damos respuesta
a la pregunta inicial que impuls6 esta investigacion (6.1.)

En segundo lugar, retomamos las ideas mas relevantes del
marco tedrico y metodologico para reflexionar sobre los
resultados obtenidos en relacion con dicho marco. En este
mismo apartado, ademads, presentamos la discusion sobre la
metodologia del estudio (6.2.)

Tras el apartado de discusion, presentamos en tercer lugar las
implicaciones didacticas que se desprenden de este trabajo a
modo de recomendaciones para profesores que puedan llevar
a cabo clases que incluyan discusiones en gran grupo con
tecnologia (6.3.).

Por ultimo, repasamos sucintamente las limitaciones que
presenta el estudio y las generalizaciones y prospectivas que
pueden extraerse (6.4.)
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En este capitulo hemos modificado la estructura que hemos aplicado en los capitulos
precedentes, ya que tratamos de presentar una conclusion global a la investigacion:en
lugar de seguir diferenciando los aspectos relativos a los dos objetivos de la
investigacion, el proposito de este capitulo es mostrar la relacion entre los elementos de
potencial cognitivo e interacciones que muestran una comunidad de investigacion, y,
por lo tanto, discutir acerca de la interpretacion conjunta de todos los resultados.

6.1. Conclusiones

En este apartado responderemos las preguntas de investigaciéon que hemos mencionado
al inicio del capitulo mediante la interpretacion conjunta de los resultados obtenidos en
los capitulos 4 y 5.

Conclusiones relativas a la potencialidad de los textos

Un primer objetivo pedia identificar a partir de textos escritos, elementos constitutivos
de una cultura matematica distintiva de un grupo de alumnos sobre el “que-hacer”
matemadtico en clase en donde se construye matematicas socialmente, en un periodo
largo de tiempo en la vivencia escolar. Asi, a partir de los resultados presentados en el
capitulo anterior, se desprende que los textosson portadores de mensajes cognitivos e
interaccionales, que muestran que se promueve la implementacion eficiente y
productiva de discusiones en gran grupo en las que se legitima el conocimiento.

Se ha puesto de manifiesto que la implementaciéon de la secuencia de problemas ha
generado oportunidades de aprendizaje, que manifiestan el potencial cognitivo del
trabajo realizado. Por tanto, se hace evidente la relacion entre ensefianza y aprendizaje
en todo el trabajo escolar realizado. Ademads, se confirma que. Se notan especialmente
avances en la busqueda de alternativas, la representacion con precision y el
establecimiento de conjeturas.

De los elementos matemadticos institucionalizados se detecta: reconocimiento tematico,
uso de definiciones, sistemas representacionales, elementos estructuradores, uso
equivalencias y cita de autores matematicos. En cuanto a las habilidades se reconocen
como apropiadas, entre otras: el reconocimiento de errores, imitacion de
procedimientos, relaciones procedimentales, aplicacion de algoritmos a, andlisis y
verificacion de resultados, discusion de modelos. De los elementos de alto nivel ya
discutidos en la tabla de categorias de rango de habilidades se observa: procesos de
analisis - sintesis, identificacion de argumentaciones, valorizacion de justificativas,
particularizacion - generalizacion, incorporacion de dominios de validez y la produccion
propia de los textos,reflexion critica sobre proposiciones y definiciones,
perfecciondndolas.

Las discusiones publicas tienen un papel decisivo en el desarrollo competencial que se
espera institucionalmente de los estudiantes. Los resultados muestran evidencias de
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progreso matemdatico entre el trabajo realizado sea individual, por equipo (parejas o
pequenios grupos) o como resultado de la produccion del colectivo.Estos resultados son
una aportacion novedosa, ya que contribuyen a un mejor conocimiento del ambiente
CPEIL que incluye el trabajo colaborativo y el uso de la tecnologia. En particular, esto
ocurre respecto a las discusiones en gran grupo y la legitimacion de la construccion de
significados.

Consideramos que el discurso matemadtico no es algo “sencillo” y “objetivo” como los
libros de texto intentan pasar. No es dominado por el razonamiento logico e si por una
combinacion compleja de razonamientos 16gicos, heuristicos, intuitivos y retoricos. Esta
manera de pensar el discurso matematico se puede reconocer en los escritos de los
alumnos, sea cuando intentaban comunicar lago de sus pensamientos o cuando
reproducian una situacion vivida. Observamos que se evidencia en los textos un nivel de
proyeccion (identificacion intencional) y de desarrollo colaborativo en el proceso de
descubrimiento. Asimismo, se refleja “nivel” de posicionamiento frente al contenido
adquirido: (a) los textos mantienen formas de coherencia logica; (b) permiten revelar un
“estilo  didactico cientifico”; (c) permiten observar codigos semioticos -
representacionales diversos; (d) posibilitan identificar elementos metacognitivos; y
también (e) posibilitan mostrar el camino divergente y as veces improbable de
descubierta o construccion de una idea.

Para Lakatos (1976) “El estilo deductivo oculta la lucha, esconde la aventura”, pues en
las REV se puede sentir la energia de los alumnos luchadores (con problemas) y
disfrutar su aventura, en busca de la resoluciéon de problemas e producciéon de
conocimientos matematicos.

Sobre un nuevo tipo de contrato en la CPEIL

Se tienen evidencias de elecciones realizadas por los alumnos respecto las situaciones
vivenciadas con rasgos de interpretacion de la mismas atribuyendo significados
particulares a muchos elementos de la accion.

Los textos analizados muestran un ambiente de integracion, legitimidad vy
significatividad, y pueden considerarse como textos con intencionalidad didactica-
cientifica.

Sobre las relaciones e interacciones.

En todos los textos analizados se ha encontrado rastros de una comunidad en donde los
estudiantes se hacen oir, oyen unos a los otros y el docente los escucha y es escuchado,
pero se trata de una escucha (la de los alumnos) reflexiva, no oyen solamente para
aceptar todo como verdades definitivas, se puede constatar que se trata de una escucha
critica, libres de las interferencias que ocurren en el dialogo triadico. Proveyendo lo
maestro de informaciones acerca de la complejidad con que los alumnos construyen sus
estructuras conceptuales, en general, no capturables en los ambientes tradicionales.
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Conclusiones relativas a los resultados metodologicos.

Para poder sacar conclusiones respecto a la potencialidad cognitiva del ambiente ha sido
clave el uso del analisis epistémico mediante las herramientas del enfoque
ontosemidtico. Pero ha .sido util el uso de las nociones derivadas del enfoque de Scott y
Mortimer sobre el analisis de las interacciones.

Los instrumentos metodologicos han sido utiles para llevar a cabo de forma precisa la
planificacion, implementacion y evaluacion del potencial matematica de las tareas. Los
analisis textual y conceptual en la linea de Lemke y Bahtin ha resultado ser una
herramienta util para organizar una parte del andlisis de los datos, y ademas ha
contribuido a preparar el procedimiento para detectar el potencial cognitivo y
complementar el andlisis de lo normativo para identificar la construccion de
significados.

En resumen, estos instrumentos son novedosos en relacion con la literatura existente
porque proporcionan herramientas concretas para potenciar las relaciones entre
ensenanza y aprendizaje. Por un lado, dan facilidades para llevar a cabo el proceso de
ensenanza de forma eficaz y productiva, y por otro, ayudan a mostrar con detalle
caracteristicas del aprendizaje matematico.

Conclusiones relativas al potencial cognitivo

El estudio permitio desvelar algunas variables o elementos que otorgan legitimidad al
“que-hacer” matematico de los alumnos en vias a negociar significados matematicosen
la CPEIL Aunque no era el principal objetivo de esta investigacion, gracias a la
minuciosidad que ha permitido el instrumento durante el andlisis, se han podido inferir
varios resultados sobre las caracteristicas de distintos factores que determinan una
discusion en gran grupo.

Nos propusimos en este trabajo desvelar algunas variables o elementos que otorgan
legitimidad al “que-hacer” matematico de los alumnos en vias a negociar significados
matemadticos. Para esto consideramos importante sacar a luz algunos elementos del AIL
que no fueran profundizados en el cuerpo de la tesis y que en trabajos futuros podra ser
mas discutido.El Ambiente de Inspiracion Lakatosiana AIL presupone una
interpretacion distinta y singular de la reinvencion guiada de Freudenthal, con un
condimento que agrega el sabor del falibilismo de Lakatos. En este ambiente,
matematizar es un ejercicio de poner cosas en relaciébn para generar nexos, con la
realidad por medio de situaciones problemas, o de creacion de proposiciones que hablen
de lo que se estd mirando.

La epistemologia falibilista presente en el AIL, en el sentido de que verdades
provisorias (proposiciones, aunque errores, despistes, etc.) tienen un estatus de
legitimidad en el colectivo e quedan expuestas a la discusiéon publica para un
juzgamiento hasta llegar a un consenso publico o es abandonada cuando se exhibe un
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argumento convincente o un contragjemplo. En este ambiente el maestro ejerce varios
papeles y da cuenta muchos objetivos, en especial lo de ensefiar a mejorar la cognicion
de los alumnos.En el AIL, las matematicas son un contexto mas, no se trata la realidad
externa como un mundo y los objetos y problemas de las matematicas como otro
mundo.Esto explica lo mismo placer que se observa en los textos de REv de los
alumnos sea se trabajan con juegos (pentominos o tangram), se hacen un proyecto de
construccion de una piscina o se investigan una ley general de los nimeros hexagonales.
Lo social en el AIL pretende ser critico, el provisorio del conocimiento que consigue
acordar con los alumnos (sin necesariamente tener que explicitar esto) contribuye para
desarrollar un pensamiento flexible en los alumnos, en su lucha con los problemas,
situaciones y proyectos. E esto lleva a un reconocimiento de objetivos y valores
sociales, como pensar y respetar el habla del colega, reflexionar y no aceptar
pasivamente, fundamentar y no imponer.Estamos seguros que los 70 alumnos, cuya
producciones escritas que fueran objeto de esto estudio, aprendieran algo muy especial,
como es mirar con sentido, y esto es un atributo importante cuando se persigue la
aprendizaje con autonomia.

La presencia de Freudenthal en los fundamentos de la AIL aunque no tenga sido citada
en los capitulos anteriores siempre estuve presente dentro de la vision epistémico-
didactica de este estudio, como esta presente en las bases de la EOS, Godino (2011) y
en las reflexiones epistemologicas de Camino Canon (2006). Se trata de una
Matematica irreverente en el sentido de no prestar reverencia, o sea, no necesitar de
permiso para pensar, problematizar y poner cosas en relacion.

6.2. Sobre los resultados.

Mostramos en el capitulo 4 varios episodios de construccion colectiva del conocimiento
y utilizamos herramientas metodoldgicas variadas para reconocer la autenticidad de
aquella produccion. La metodologia utilizada en el capitulo 5 cuando analizamos las
escritas de dos alumnas en un periodo largo de 4 afos, utilizamos otro instrumento,
disefiados y experimentados por el autor, de modo a prospectar en los textos, como en
una actividad arqueoldgica como conocen o comprenden, intentando categorizar: las
definiciones (como comprenden una definicion, que sentido la atribuyen, como
definen); las representaciones (como la usan, que tipos de representaciones usan, o
aprecian, la coherencia entre representacion e concepto/procedimiento, el valor
comunicativo); las relaciones conceptuales (el nivel de complejidad, las conexiones, el
uso, la generalizacion); las conexiones (intramatematicas; extramatemadticas); los
contextos), los aspectos comunicativos, los internacionales, etc. Con esto fue posible
reconocer progreso cognitivo, madurez, cultura construida.

Para la consecucion del segundo objetivo, consistente en detectar el potencial cognitivo
y hallar evidencias de su aprovechamiento, se mostrd que las herramientas de idoneidad
del enfoque ontosemiotico fue un bueno instrumento, para tratar los datos y mostrar

183



que, a pesar de formas individuales de produccion, hay muchos elementos comunes en
los textos observados.El papel que ha tenido este instrumento de analisis ha sido
decisivo, porque nos ha permitido encontrar otros resultados acerca de las caracteristicas
de algunos de los elementos involucrados en el analisis, que ademds contribuyen a
comprender mejor las relaciones entre enseianza y aprendizaje. Podemos concluir que,
en general, la metodologia de este estudio ha contribuido a la organizacion y la validez
de sus razonamientos.

6.3. Implicaciones didacticas.

A lo largo de este estudio se han tratado varios aspectos que directa o indirectamente
pueden convertirse en recomendaciones didacticas para otros profesores. A
continuacion presentamos de forma resumida recomendaciones de gestion de
discusiones en gran grupo.

Consideramos importante que el profesor no basta una planificacion adecuada de la
sesion de clase, hay que se interesar por el tema a ser ensefiado e conocer la historia e
los elementos epistemoldgicos relacionados. Asi queda mas rica la interaccion con las
ideas y verdades provisorias de los alumnos. El maestro debe intentar perfeccionar su
escucha, preguntar mas que responder. La pedagogia de la pregunta ayuda a los
alumnos a tratar los diferentes estadios que el profesor tiene previsto que aparezcan en
la discusion, pero con un andamiaje que también permita a los alumnos explorar por
iniciativa propia. Se puede afirmar que el maestro, alla de los afectos, es un modelo
cognitivo para los alumnos, siendo asi su estilo de gestionar la aula carga un
considerable conjunto de valores. Practicas democraticas ayudan a valorar la
democracia, el respeto por el otro contribuye para aprender a respetar.

Por esto la importancia de la explicitacion y reflexion en el grupo de muchos actos que
se realizan en la clase. Si se quiere que los alumnos valoren el registro y la escrita, los
registro tienen que ser publicos e la escrita valorada e discutida como parte de la
produccion matematica, como es en verdad para los matematicos. Se recomienda que
los maestros aprendan a registrar los fendmenos de clase. También su modo reflexionar
y razonar en publico (en la clase) tiene importancia para el grupo, con un modelo mas,
que contribuye para que los alumnos desarrollan su propio estilo cognitivo.La
importancia de estas consideraciones va mas alld de conseguir que los alumnos
aprendan hechos matematicos. Nuestro propdsito, a semejanza a lo defendido por
Freudenthal es mirar la matematica como una actividad humana, o como habla
D’Ambrosio en sus conferencias, matematica como cultura. Para nosotros las
matematicas son instrumentos que llevan a la autonomia y a la construccion de valores
para la vida que pasa también fuera de la escuela.

6.4. Limitaciones.

Reconocemos algunas limitaciones en el trabajo que ahora se presenta: Falta de
conexion comparativa con los trabajos realizados sobre textos por otros autores. En
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relacion con la presumible falta de tiempo que puede experimentar el profesor al
pretender una actuacion tan minuciosa, de esta investigacion se desprende la relevancia
del trabajo en equipo y de conjugar esfuerzos para reflexionar acerca de las propias
practicas de ensefianza. Teniendo en cuenta esta limitacion, al finalizar este estudio
ofrecemos, como aportacion didactica, todo el material creado para esta secuencia
didéctica junto con todos los instrumentos didacticos elaborados y ejemplos sobre como
sacar provecho de estas discusiones en gran grupo con tecnologia, que forman parte de
una secuencia didactica que tiene sentido en si misma.

Analizar las implicaciones del uso de textos en la formacion del profesor
investigador, dado que este tema esta en el orden del dia en muchos paises, en el Brasil
especialmente, dadas las carencias del sistema educativo que tenemos en los varios
niveles.

Reconocer el valor de los textos didacticos usados en las nuevas
tecnologias. Estamos delante la comunicacion virtual rapida que en los ultimos afios
viene siendo utilizada en diversos contextos de naturaleza educativa como los cursos a
distancia de formacidon continuada por Internet (véase experiencias de Fundacion
Bradesco-Brasil, plataformas del Porto-Digital en Recife, la Univesidad Abierta de
Brasil, etc.), donde la interaccion y los procesos de tutorizacion aun son basados en
elementos escritos en la pantalla y enviados a los centros. La investigacion en este
campo aun estd en su inicio, muchas cuestiones quedan abiertas y la eficacia de estos
mecanismos y aparatos tecnoldgicos ain estan lejos de lo ideal. Creemos que una
profundizacion en la linea puesta por este trabajo puede dar contribuciones
significativas para los desafios puestos.

Comparar el grado de autonomia y el conocimiento adquirido por estudiantes frente
a distintos medios de ensefianza. La pregunta es: ;Qué importancia puede tener la
escrita en modelos de ensenanza virtuales? ;Qué herramientas se puede utilizar en
plataformas de ensefianza virtual en qué la escrita tiene protagonismo?

6.5. Propuestas de futuro.

En este apartado final, presentamos algunas recomendaciones para realizar futuros
estudios siguiendo esta linea de investigacion. Dichas recomendaciones surgen de ideas
que se han desarrollado durante el presente estudio pero que no se han trabajado de
forma profunda.Primero, un aspecto general que consideramos importante es la posible
generalizacion de los resultados de la investigacion. Aunque hay indicios de que
muchas de las partes si que serian generalizables — como, por ejemplo, algunos aspectos
de los instrumentos metodolégicos — aunque el trabajo con escrita en el aula sea
practicado en algunas escuelas, en escuelas y con alumnos de variados perfiles, no se ha
realizado un estudio posterior suficientemente exhaustivo para confirmarlo. En el Brasil
hay solamente un grupo (en la Universidade Estadual de Londrina, UEL) que ha se
dedicado a la escrita como objeto de investigacion, otros grupos supervisados por el
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profesor Arthur Powell tiene atencion a la escrita en proyectos de aprendizaje
colaborativa, pero ain es una investigacion muy puntual. Por eso que consideramos
oportuno continuar a investigar en esta linea. Tememos el peligro de considerar que el
gran avance de la tecnologia pueda llevar a una depreciacion de las actividades de
escrita en las clases de matematica.

Un segundo aspecto tiene a ver con el Ambiente de Inspiraciéon Lakatosiana. No
encontramos estudios sobre la relacion entre los estudios filos6fico-epistemoldgicos de
Imre Lakatos. Creemos que en la literatura de Educacion Matematica hay mas
fascinacion que comprension o influencia real. El hecho es que Lakatos no tenia una
preocupacion con la ensefianza, pero sus ideas falibilistas se citan en muchos trabajos,
tedricos. Creemos que esta una investigacion en esta direccion merece ser profundizada,
pero no solamente en el ambito de las ideas e si intentar comprender como la
construccion del conocimiento de los alumnos es bien o mal influenciada por la vison
formalista de las matematicas.

Un segundo aspecto tiene a ver con el Ambiente de Inspiraciéon Lakatosiana. No
encontramos estudios sobre la relacion entre los estudios filos6fico-epistemoldgicos de
Imre Lakatos. Creemos, siguiendo a Cardoso (1997) que en la literatura de Educaciéon
Matematica hay maés fascinacion que comprension o influencia real. El hecho es que
Lakatos no tenia una preocupacion con la ensefianza, pero sus ideas falibilistas se citan
en muchos trabajos, teoricos. Creemos que esta una investigacion en esta direccion
merece ser profundizada, pero no solamente en el dmbito de las ideas e si intentar
comprender como la construccién del conocimiento de los alumnos es bien o mal
influenciada por la vison formalista de las matematicas.El objetivo para el
presente/futuro de este autor es seguir en la investigacion de otros ambientes de
inspiracion lakatosiana y construir un acervo de producciones auténticas de alumnos tal
como las muestra presentadas en este estudio.

6.6. Contribuciones relacionadas con la tesis

El tema de la tesis ocupa el autor hace muchos afios y se puede considerar un marco la
publicacion de un articulo en los anales de la reunion de grupo CIEAEM en Shebrooke,
Canada en el ano de 1987. A partir del vinculo con el programa de la Facultat
d’Educaci6 de la Universitat Autonoma de Barcelona en el Departament de Didactica de
la Matematica 1 de les Ciéncies Experimentals, se produjo muchos articulo y materiales
diversos en el campo de la educaciéon matematica en variada subareas como la
formacién de profesores y desarrollo de materiales instruccionales (incluso videos).
Algunas de estas producciones tienen relacion directa con el tema de la tesis o con
algunos de los referenciales tedricos que la sostiene. La eleccion de las producciones
cientificas se privilegié lo que fue hecho con supervision de los 6rganos oficiales del
Ministerio de Educacion de Brasil, y publicaciones reconocidas por arbitrajes
nacionales e internacionales.
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Articulos publicados em revistas com arbitro

Lopes, A.J. (2009) O perimetro do TANGRAM e suas aplicagdes no desenho industrial.
Pétio: Ensino Médio, v. 2, p. 36-38.

Lopes, A.J.(2008) O Que Nossos Alunos Podem Estar Deixando de Aprender Sobre
Fragdes, Quando Tentamos lhes Ensinar Fragdes. Bolema. Boletim de Educacao
Matematica (UNESP. Rio Claro. Impresso), v. 31, p. 01-22.

Lopes, A.J.(2009) Analise de Erros: o que podemos aprender com as respostas dos
alunos. Série-Estudos (UCDB), v. 26, p. 235-237.

Lopes, A.J. (2007) A Favor da Tabuada, mas Contra a Decoreba. Boletim GEPEM
(USU), v. 51, p. 13-23.

Lopes, A.J.(2002). A Escrita no Processo de Ensino Aprendizagem de Matematica.
Patio. Revista Pedagogica (Porto Alegre), Porto Alegre, v. 22, p. 42-44.

Lopes, A.J.(2001). Um angulo ¢ mais do que 2 semi-retas de mesma origem. Salto para
o Futuro, v. 1, p. 1-5, 2001.

Libros publicados/organizados

Lopes, A.J.(2014). Pacto nacional pela alfabetizacdo na idade certa: Saberes
Matematicos e outros campos do saber. la. ed. Brasilia: Ministério da Educagao:
Secretaria de Educagao Bésica. 80p .

Lopes, A.J. (2014). Matematica : solugbes para dez desafios do professor : 4° ¢ 5° ano
do Ensino Fundamental. 1a. ed. Sdo Paulo: Editora Atica, v. 1. 112p .

Lopes, A.J.(Org.), Frant, J. B. (Org.). Lins, R. C. (2014). Matematica e a relacdo com
outros campos do saber no Ciclo de Alfabetizagdo. 10. ed. Rio de Janeiro: TV
ESCOLA/ SALTO PARA O FUTURO, v. 1. 38p

Lopes, A.J.; Frant, J. B. (2011). Matematica : solugé,es para dez desafios do professor:
1°- 3° ano do ensino fundamental. 1a. ed. Sao Paulo: Atica Educadores. v. 1. 96p .

Lopes, A.J.; Gimenez, J. (2005). Matematica do Cotidiano & suas Conexdes. 1. ed. Sao
Paulo: FTD,. v. 4. 310p .

LOPES, Antonio José. (2000) Matematica Hoje ¢ Feita Assim. Sao Paulo: Editora FTD.
v.4.1472p .

Capitulos de libros publicados

Lopes, A.J.Vianna, C. R.. Rolkouski, E. et alii (2014). Os saberes das criangas como
ponto de partida para o trabalho pedagogico. In: Ministério da Educacao, Secretaria de
Educacdo Bésica, Diretoria de Apoio a Gestdo Educacional. Brasilia: MEC, SEB.
(Org.). Pacto Nacional pela Alfabetizacdo na Idade Certa. Alfabetizagio Matematica:
Apresentagdo. led.Brasilia: MEC, SEB, v. 1, p. 32
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Lopes, A.J. (2005) Explorando o uso da calculadora no ensino de matematica. In:
UNESCO; MEC; RAAAB. (Org.). Construgdo coletiva: contribuigdes a educacdo de
jovens e adultos. Brasilia: UNESCO, 2005, v. , p. 301-320.

Lopes, A.J..(2004) Gestion de interacciones y produccion de conocimiento matematico
en un dia a dia lakatosiano. In: Codina, Roser; Burgués, Carme; Font, Vicent; Giménez,
Joaquim;et alii. (Org.). Mathematiques i la seva didatica. 1ed.Barcelona: Universitat de
Barcelona, 2004, v. 287, p. 109-212.

Trabajos completos publicados en actas de congressos

Lopes, A.J.; GimenezlJ.. Bairral, M. A.. Araujo, J. (2002) Geometrical Teachers
Literacy: an Equity International Framework Improved by Network Distance Courses.
In: The 53 Conference of the C.ILE.A.E.M., 2002, Verbania. CIEAEM 53, Verbania,
Italia. 2001. Publicado em Mathematical Literacy in the Digital era. Verbania: G&C
Guisetti e Corvi Editori, v. 1. p. 253-256.

Resumenes expandidos publicados en actas de congressos

Lopes, A.J.. Frant, J. B. .(2010) Writing, Talking and Sharing: a Frame for Building
Social Knowledge. In: 34th Conference of the International Group for the Psychology
of Mathematics Education, 2010, Belo Horizonte. PProceedings of the 34th Conference
of the International Group of Psychology of Mathematicas Education. Belo Horizonte:
UFMG, 2010. v. 2. p. 2-62.

Resumenes publicados em actas de congressos

Lopes, A.J.(2002) Impacts of a Teacher Professional Development Course in
mathematics Classroom: A Case of a Distance Learning Course. In: Commission
Internationale pour 1'Etude et I'Amélioration de 1'Enseignement des Mathématiques,
2002, Vilanova 1 la Geltra. A Challenge for Mathematics Education: to reconcile
commonalities and differences. Barcelona: Universitat Politécnica de Catalunya (UPC)
y Universidad de Barcelona, 2002. v. 1. p. 109-112.

Serie de TV/Divulgacion cientifica

LOPES, Antonio José,& Roberto Machado (2009). Matematica em Toda Parte. 2009.
12 videos de 26 min cada. MEC/Brasil. UNESCO.
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ANEXO 1

ACTIVIDAD SOPORTE DEL CAPITULO 4
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ANEXO 2

ACTIVIDAD SOPORTE DE CAPITULO 4
GRADO DE NO CONVEXIDAD
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ANEXO 3

ACTIVIDAD DE SOPORTE DE CAPITULO 4
LOS ANGULOS DE UN RELOJ

13 de abril de 1995, sdo 12h00, todos dentro da sala de aula.

O professor percorre as carteiras enfileiradas fazendo a devolucao das licdes feitas,
comentando-as. Esses registros tém a funcdo de marcar a presenga do adulto-docente no
controle dos combinados (contrato explicito), ritualizam alguns dos momentos da avaliagao
continua.

P -- Bom dia turma. Vdo sentando e abrindo o caderno de geometria.

O professor se desloca pela sala, acelerando a preparagdo do material sobre a mesa.
Al -- Eu fiz a ligdo de casa viu.

P -- E 0 que eu esperava. E que tal a ligdo ? Foi bom fazer ?

Al -- Foi.

P -- Levantem a mdo aqueles que fizeram a licGo de casa.

Um pouco mais de 4/5 da turma levanta a méo, enquanto isso o professor pergunta a cada
um, quantos minutos levou para fazer a tarefa.

Al -- 5 minutos

A2 -- 4 minutos

A3 -- Eu levei 8 minutos.

P -- Olha ai, no mdximo 8 minutos, qualquer desculpa do tipo "ndo deu tempo"”, ndo

pode ser aceita.
O professor escreve no quadro o problema original, proposto na aula anterior, que consiste
em:

Determinar o angulo formado pelos ponteiros do
relégio, quando marca:

a) 7h20 (hora da entrada)
b) 10h40 (hora do parque)
c) 12h45 (hora da saida)

d) A hora em que vocé nasceu.

Os alunos sao encorajados a ir ao quadro para expor suas solucdes.

O professor alterna as falas dos alunos que fizeram a licdo com aqueles que nao a fizeram, a
fim de inserir esses ultimos no ambiente de trabalho, de modo que ndo se sintam ou fiquem
marginalizados. Além do fato de que a discussdo em sala de aula, neste caso, ndo depender
exclusivamente do que foi produzido em casa.

Flavio explica seu método, no caso em que o relégio marca 7h20.

F -- Faz de conta que é um circulo.

Diz sorrindo, apds desenhar uma curva disforme. Faz ajustes na curva para que ela parecga o
mais possivel uma circunferéncia. Faz as marcac¢Ges das horas colocando na ordem 12,3, 6 e 9,
faz em seguida as marcagdes do 1,2,4,5e 7.

F -- Deu 1100.

P -- Como vocé chegou a este resultado ?

F -- Eu desenhei e medi.

P -- Pessoal. O Flavio desenhou e mediu, como vocés chamariam este método.
An -- Método experimental.
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Dizem 2 ou 3 alunos.

P -- Alguém resolveu através de um método ndo experimental.
G -- Eu.

Diz Gabriel com o brago levantado.

Gabriel aproveita o relégio desenhado por Flavio e explica

G -- Cada hora vale 30°.
Explica mostrando com a mao apontando a abertura entre 4 e 5.

G -- E mais que 90° por que o ponteiro das horas anda para a esquerda.
P -- Anda quanto ?
G -- Olha eu vi que cada 2 minutos correspondem a 19, no ponteiro das horas. 20

minutos andam 100.
G -- Entdio dd 1000.
A -- Ndo entendi.
Fala uma aluna da fileira da esquerda.

G -- 90° que jd era, mais 10° que o ponteiro das horas andou, dd 100°.
Explica Gabriel mostrando com a mao e com o giz, simulando o movimento dos ponteiros do
reldgio.

lan, com a mao levantada, se oferece para descrever seu método.

/ -- Se o ponteiro das horas néo se mexer, 7 e 20 fazem 90°. Mas como o ponteiro
dos minutos andou 20 minutos, isto corresponde a 1/3 de hora, entdo o ponteiro

das horas vai andar 1/3 de 309, que é 10°.
Do fundo da classe Flavio problematiza.
F -- E se for 7 horas e 14 minutos ?
/ -- Vai dar quebrado, os graus vdo ser fracionados.
O professor procura "ler" o pensamento e as hipéteses de Flavio. Supde que ele compreendeu
o método do lan, mas conjecturou que tratava-se de um método que sé poderia funcionar
com fragdes "bem comportadas", ou seja, aquelas cujos denominadores sdo divisores de 60.
Enquanto isto a classe é solicitada a resolver o problema das 10h40 através do método do lan.
Muitos alunos se candidatam a resolver verbalmente ou indo ao quadro.
Depois de alguns exemplos mais, o professor esta seguro de que o método do lan foi
dominado pela maioria do grupo.
P -- Alguém tem um outro método para expor ?
Maria, com a mdo levantada, inicia sua explicacdo sobre como determinou o angulo formado
pelos ponteiros do relégio na hora em que nasceu.
M -- Num reldgio, entre uma hora e outra, tem 5 risquinhos.
Maria tenta mostrar um reldgio em que estdo marcadas as horas cheias, e hda marcacgGes para
0s 60 minutos na volta completa. O professor deixa a explicacdo correr e ndo corrige o
equivoco sobre o nimero de risquinhos que marcam os intervalos de minuto, sdo 4 e ndo 5,
entre dois niUmeros consecutivos no mostrador do relégio.
M -- A distdncia entre cada risquinho ...
Ela estd se referindo a distancia angular que, entretanto, ainda ndo foi conceituada como
distancia.
M --.. 859, porque 30° dividido por 6 dad 59.
Embora nao verbalize, Maria assume a relacao que faz com que 5 risquinhos determinem 6
intervalos.
M -- Para achar, por exemplo, o dngulo formado pelos ponteiros do reldgio quando

este marca 6:20, eu somo 309 + 30° que dd 60°, mais o que o ponteiro das
horas andou para a esquerda, como sdo 6 intervalos, cada intervalo
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de 59 corresponde a 10 minutos percorridos pelo ponteiro dos minutos,
... como sdo 6:20, entéo o ponteiro das horas avan¢a 10°. 60° + 109 = 70°.

P -- Em que horas vocé nasceu ?

Al -- 10:30.

P -- Qual é o dngulo correspondente ?
A2 -- 1350

A3 -- 9:05.

P --Eoseu?

Gabriel com olhar maroto, nao fala as horas em que nasceu.

G -- Eu nasci quando tava 1000.

Gabriel (em geral pouco participativo) mostra que captou e incorporou um dos objetivos
procedimentais do curso de geometria, que é o de problematizar, jogar com os cenadrios e
situacdes de desafio. Ademais sua postura pée acento em um aspecto importante da
resolucdo de problemas que é o de explorar a situacdo inversa a do ponto de partida..
Num contexto mais “tradicional” os estudantes teriam dito a hora de seu nascimento. Aqui
todos calam. Ha um contrato assumido de que o ambiente de problematizacdo ndo deve
desvelar as respostas gratuitamente.

Ciente disso o professor devolve para a classe o novo problema.

P -- Turma. Quando o Gabriel nasceu os ponteiros do relégio formavam um dngulo
de 100°. Em que hora ele nasceu ?

G -- 7:20.

Afirma Gustavo.

P -- Como vocé chegou a esta resposta.

G -- N6s acabamos de resolver o problema dos dngulos que os ponteiros fazem
quando é 7:20 e o resultado foi 1000.

P -- EEpa. Sabemos que a solugdo apresentada pelo Gustavo é verdadeira, mas ela

ndo foi objeto de prova imediata.
Gustavo incorporou uma informacgao pela memoria e atengdo, usou essa informagao como

referéncia para a solucdo de um problema novo. O professor ndo perdeu a oportunidade de
explicitar o procedimento de Gustavo valorizando-o.

Porém o professor, nesse ambiente de inspiracdo lakatosiana, ndo deve dar por terminada
uma conversacao tdo interessante. Ha que seguir indagando, sem “cortar” o tema como:
“Gabriel, diz-nos a que horas nasceste para que tiremos a ddvida”. Ademais podem surgir
perguntas mais interessantes e ndo tdo especificas como resolver o dngulo das 7:14 hs. Em
seguida o professor intervém legitimando uma proposta de um aluno (A1) e reformulando
para o grupo um problema mais geral como o de saber se a relagdo entre posicdo hordria e
medida angular é biunivoca.

Al -- Mas como podemos saber se nGio era uma outra, a hora em que os ponteiros

fizeram 1000 ?
Indaga um aluno.
P -- Epa ! Se suspeitamos que existem outras "horas" que fazem o mesmo dngulo

ndo é possivel ter certeza sobre que horas nasceu o Gabriel.

Os olhares do grupo indicam o reconhecimento de que hd um novo problema importante para
pensar.
Porém Guilherme, que ndo acompanhava esta parte da discussao, entretido, que estava com
suas hipdteses, afirma:

G -- S6 os dngulos 90° e 18009 se repetem.
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Guilherme esta conjecturando que no intervalo de 12 horas os ponteiros ocupam as infinitas

posi¢Bes angulares no giro de 18009, repetindo a mesma medida duas vezes.

Gabriel estd calado. So ele tem o segredo da hora em que nasceu e das questdes suscitadas
pelo seu desafio. Ele aprecia a dindmica do grupo na tentativa de desvendar o mistério da hora
de seu nascimento.

Enquanto os alunos registram as varias solugdes, indagam ao professor e a seus colegas a
respeito de alguns fatos ou curiosidades observadas.

Al - Se o ponteiro das horas anda, entdo nunca vai dar dngulo reto ?
A2 - Vai sim. As 3 horas os ponteiros fazem 90°. Afirma um aluno.
A3 - As 9 horas também. Arremata outro.

Neste momento, alguns alunos se movimentam na colocag¢do de suas proposicdes.

Os angulo retos mais "ébvios", na percepc¢do imediata dos alunos, sdo os que indicam 3 e 9
horas. Alguns segundos depois alguns alunos arriscam outras horas candidatas angulo reto:
6h15; 6h45; 3h30 e 9h30. 3 ou 4 alunos contestam simultaneamente, estes Ultimos como
angulos retos. Estas discussdes estdo acontecendo em duplas ou pequenos grupos de 3 ou 4
alunos.

Enquanto isto o professor atento ao debate e ciente de que algumas falas podem se perder,
vai colocando no quadro negro sua versao das proposicoes feitas incluindo as refutacdes a
proposi¢des formuladas. Ele esta exercendo sua fung¢do de socializar as proposicées locais para
acelerar (nesse caso) a geracdo de contra-exemplos, porisso registra a “propo Gui” ainda que
saiba que estd equivocada.

(1) Propo Gui: "S6 os dngulos 90° e 180° se repetem num intervalo de 12 horas."

Gustavo com a mao levantada refuta.
G - Eu tenho um contra-exemplo ...

Explica enquanto o professor escreve no quadro.

(2) Contra-exemplo do Gustavo a propo Gui: "5:00 hs. e 7:00 hs. fazem o mesmo
angulo".

Luiza, uma aluna que ndo tinha feito a licdo de casa, levanta a mado para comunicar sua

observacao.

L -- Também as 4:00 hs. e as 8:00 hs. fazem o mesmo dngulo ... e as 3:00 hs. e
as 9:00 hs. também, e assim por diante.

O professor se da conta que é um momento importante da aula, pois Luisa raramente se

manifesta, introspectiva mantém relacdo pessoal com um restrito grupo de amiguinhas,

entretanto, movida pela significatividade da situacao, manifestou-se pela primeira vez no ano

letivo.Esta claro que a partir de um certo momento o grupo adota implicitamente o dia de “12

horas”, dadas as caracteristicas do reldgio analdgico.

O professor ndo perde tempo, da visibilidade as contribui¢cdes de Luiza, registrando sua fala

formatando-a, como tabela.

(3) Contra-exemplo geral da Luiza: "Ha varios outros angulos

que se repetem no intervalo de 12:00 hs.

1:00 ------- 11:00
2:00 ------- 10:00
3:00 ------- 9:00
4:00 ------- 8:00
5:00 ------- 7:00
P -- Olha pessoal pense neste contra-exemplo geral da Luiza.
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Neste momento os olhos do professor ndo conseguem esconder sua apreciacao pela
descoberta de Luiza, que reage com um timido sorriso de orgulho. E a primeira vez que seu
nome vai para o quadro e dai para o caderno dos colegas na forma de proposicao.

P -- Alguém consegue formular uma proposi¢éo mais geral que esta ?

Balburdia ... movimentos e excitagdes.. Muitos falam ao mesmo tempo. O professor vai
regulando para garantir que todos possam argumentar e ouvir os argumentos dos outros.

Al --AH! ... é que se ajusta igual ...

Diz um aluno mostrando com a mdo.
Al --...em relagdo ao eixo das 6:00 hs.
A2 --Eque ...
L -- E simétrico ..

Diz Luiza pensando em voz alta e com o olho fixo no relégio.

O tom de sua voz realga sua convicgao.

O professor sugere que pensem centrados no contra-exemplo registrado no quadro negro. Ha
uma regularidade que pode ser percebida pela leitura e disposi¢cdo dos dados. Luiza tem uma
hipdtese baseada na geometria do relégio, numa simetria, ainda ndo percebeu uma relagdo
aritmética na sua propria descoberta.

Os alunos continuam se manifestando entusiasticamente, formulando cadticas e legitimas
explicacdes sobre algo que o professor sabe que eles sabem, embora tenham dificuldade para
verbalizar. Até que o Gustavo arremata.

G -- Soma doze.

P -- Ahd. Touché !

Por um instante cessa o movimento, num longo siléncio de fracdo de segundo. Aqueles 70
olhos fixos no contra-exemplo da Luiza, escrito no quadro, explodem de tanto brilho para
enfim espalhar um harmonioso e espontaneo - AAAAAH! - por toda a classe. Como quem diz:
“Mas é claro, porque ndo pensei nisso antes ?”

- AAAAAH!

O grupo tem grande prazer em ter participado da descoberta de algo inicialmente complexo e
finalmente simples e “engenhoso”.

O professor retoma a questdo, pendente, sobre a hora em que Gabriel nasceu.

Al --5:40 .. ndo, ndo, é. . é..

A2 --4:40

Arrematam 3 ou 4 alunos sem dar tempo para os outros 3 ou 4 concluirem.
P -- Gabriel a que horas vocé nasceu ?

O reldgio da classe marca 12:45 (hora da saida).

G -- 4:40.

Diz com um sorriso de satisfacdao por ter gerado toda aquela rica discussao.

As 12:46 o grupo vai desarmando seu acampamento de producdo matematica. Dispersam-se,
arrumam suas malas, vao saindo e conversando, alguns comentando as descobertas da aula
como um gol marcado na partida de futebol.

O professor, ja com sua mala nas costas, se despede da turma pensando:

"Humm !! ? Serd isto mesmo ? Entdo num intervalo de 12 horas um certo dngulo «, formado
pelos ponteiros do relégio, ocorre em dois hordrios distintos t1 e ty, com t7 + t> =12 hs. Eisso ?

Ndo, . .. talvez, sejam 12 os “tempos” que fazem o mesmo én
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ANEXO 5

TEXTO 1 DE GABRIELA SOBRE
PENTOMINOS

Sao Paulo, 20 de abril de 1993Gabriela R.A.n°9 “RedagdaoAvaliagdo SOBRE PENTOMINOS ”

Aprendi muitas coisas durante todas essas aulas. Falamos muito sobre tetraminds, mas
falamos mais ainda sobre os pentaminds (penta = cinco 5 / min6 = quadrado [ ), fizemos
muitos desenhos, tiramos umas fotos da lousa varias vezes para nos lembrar o que
fizemos na aula. Aprendemos todos os tetraminds, veja:

completar interior desenhos

Vimos também simetria com espelhacdo. Até que

chegamos nos pentaminds que sao

12]. Demos nomes de letras para as formas.

Ex.: —> X

h I [
D e e

Fizemos varios exercicios sobre os pentaminds como formar um retangulo de
5x3 usando apenas 3 pentaminds. Depois fazer um retangulo 5x4, havia uma técnica:
era sO acressentar a pessa I. Depois disso nos fizemos um exercicio com pentaminds
para cercar um buraco com a maior area de quadradinhos, eu fiz 144 de area. O maximo
que a minha classe conceguiu foi 124, mas o0 maximo que ja consegiram com area 128.

Depois do buraco, nés comecamos a trabalhar com as sombras formadas por

pentaminds. Veja:
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Fizemos varios exercicios sobre a sombra. Depois com a sombra trabalhamos com
rotagdo, translacao e reflexao.

Eu gosto dos titulos que as aulas recebem, gostei de fazer os retingulos com 3
pentaminds. Mas achei que aprender pentaminos € muito cansativo e até um pouco
chato.

Gostaria de saber quanto tempo uma pessoa demora para fazer um buraco de
pentamin6 com area 120? Também gostaria de saber como se meche com um
transferidor.

Gostei de mecher com o buraco de pentamin6 e também de fazer retangulos com

3 pentaminds, ndo gostei muito de fazer espelhacao.

PROBLEMAS
1-  Quantas sombras podem ser feitas com apenas 1 forma?

2-  Usando somente 6 dos 12 pentaminos, qual o maior buraco que pode ser feito?
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ANEXO 6
TEXTO 1 DE JOANA SOBRE POLIMINOS
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ANEXO 7
TEXTO 2 GABRIELA SOBRE TANGRAM

21.09.1993 Gabriela Redagao Avaliagao Avaliagao RedagaoSOBRE TANGRAM

O tangram é um jogo chinés que tem 7 pecas. Foram inventados outros tangrans diferentes:
redondos, oval e até com forma de coragao.

As pecas do tangram que nds estamos trabalhando sdo: 2 A, 1 A2 A, I Me
1 [desenho]. Com essas pecas ¢ possivel ser feito 13 figuras convexas, ou seja, figuras que
tém todos os vértices para o lado de fora —[desenho].

As figuras nao convexas que podem ser feitas com o tangram sao milhares. As
figuras ndo convexas tém pelo menos 1 vértice para o lado de dentro. Veja —[desenho].

Todas as pegas do tangram sdo cimétricas, ou seja, se dividissemos alguma pessa

ao meio, as duas metades ficam iguais —> /\—>[desenho], /\ —>[desenho], A—>[desenho], []

—>[desenho] OU [desenho] € [desenho] —>[desenho]OU [desenho] —> €SSa peca, chamada de
paralelogramo por ter todos os lados paralelos, € cimétrica por rotagdo: veja —[desenho]
se nds giracemos a pega a partir do ponto do meio, chegaria uma hora em que ela se
encaixa. Isso também pode acontecer com os triangulos e com o quadrado.

Durante o trabalho com o tangram, também discutimos os angulos: o angulo reto
que tem 90°, o angulo agudo que ¢ menor do que 90°, e o angulo obtuso que maior do

que 90°.
— angulo obtuso
angulo + que 90°
agudo N

~

—que 90°

Descobri em casa que: qualquer pega que tem trés angulos de qualquer tamanho é

W —>TRIANGULO 4 7 (NAO SEI SE E CERTO ISSO)

completar desenhos

Descobrimos que: dependendo de quantos lados tem a peca, a soma dos angulos
internos sdo determinadas: Um quadrilatero (4 lados), a soma de seus angulos internos ¢
360°. A soma dos angulos de um pentagono ¢ 540°, de um hexagono ¢ 720°. Se vocé

percebeu, toda vez que aumenta um lado, aumenta 180°.
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Além de vermos angulos, vimos também area. Para saber a area das pecas do
tangram, a melhor unidade de medida ¢ o tridngulo pequeno, pois todas as pegas sao
formadas por ele.

Vimos também de lados que se coencidem, ou seja, angulos iguais entre as pecas

do tangram. Por exemplo:

— 90° ] — 90° N =

V ENTAO: B

O quadrado tem 4 angulos de 90°, o retangulo também tem 4 angulos de 90°,
entdo o quadrado ¢ o retangulo.

Durante esse trabalho com o tangram trabalhamos bastante com fragdes. Era
preciso ser bem inteligente para saber quanto valia a fracdo dada. Eram fragdes

complicadas como essa:

~

Para saber quanto ¢ esta fracdo, ¢ preciso fazer uma subdivisdo.

Uma ficha com [T6] exercicios para serem feitos, alguns exercicios eram bem

faceis, outros eram dificil de se entender.
Vocé sabe o que ¢ um poligono?
Um poligono ¢ uma forma que tem todos os lados fechados sem nenhuma

abertura —>ASSIM D

[desenho] — 1$s0 ndo € um poligono pois tem uma abertura.
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ANEXO 8
TEXTO de JOANA SOBRE TANGRAM
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ANEXO 9
TEXTO 3 GABRIELA SOBRE ECUACIONES

Sao Paulo, 16 de novembro de 1995

Gabriela R.A. n°9 7B
Redagdo Avaliagdo

Dia 14 de novembro, adiantando o assunto da 8* série, tivemos nossa 1% aula
sobre Equagao de 2° Grau.
A primeira coisa que o professor fez foi mostrar algumas equagdes que a gente

ja sabia resolver, como por exemplo:

x+y=14 ou x*=9 ou x*=0 ou
xy =12

x? = -1 etc.

J4 sabiamos resolver 4 casos de equacdo. A do tipo x* =n, x> +n=0, (x + n)* =
m e um do tipo quadrado perfeito — x* + 6x + 9 = 0.

Dai o professor passou um exercicio e surgem 2 métodos para resolvé-lo.

1° METODO
+1 +1
x>+ 6x +8=—1 (método da Balanga)
X2+ 6x+9+0 ? — (quadrado perfeito)
(x+3)*=0
x+3=0

Xx=-3

2° METODO

2 —
X"+t 6x+8=-1 Quem descobriu esse método, lembrou das aulas sobre soma e
x+4)(x+2)=-1

HIPOTESES:

produto e resolveu.

l.-1==1ou Sex+4=-1->x=-be

2l sex+2=1—->x=-1




-1.1=-1
Sex+4=-1—>x=-3ese

x+t2=-1->x=-3

HISTORIA— A equacdo de 2° Grau, ja era conhecida pelas civilizagdes antigas.
Eles a usavam para estudar figuras geométricas.

Ex.: TRIANGULO RETANGULO

______________ x+1Y+x* = (x+2)
EA Y i m X2 = m 44 T_I desenvolveu
D : / /
L i 0=3-2x+x> «——1 simplificou
hoooooe i xX>~2x+3=0 <« trocaa
ordem
completar desenho —2%x-2=1 «—m— +1
X-2x—1=2 *— +]
X—2x=3 — +1
QUADRADO PERFEITO — X—2x+1=4 «—— +1
(x—-1)y7=4
x—1=2
x=3ouse
Quem estudava isso nas {x -1==-2
civilizagdes antigas, nao aceitavam x=—1

um numero negativo. Eles nao aceitavam algo que eles ndo pudessem representar com

desenhos.

Na aula seguinte, ja tinhamos dominado o método da “balanga quadrado
perfeito” e s6 resolvemos exercicios. Dominamos também o método cascata, que ja

tinhamos visto na 1? aula.

EXPLICACAO DO METODO CASCATA:
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+7 +7 +7

XX +6x+2=0 C%

Equivale a
A mudanga X +6x+9=7 ﬁ

do 1° para o 2° degrau se da (x+3)Y2=7 51
degrau se d4 para transformar o trindmio em x> =7
um trindmio quadrado perfeito. Isso ajuda na hora de—‘
simplificar.

O 1° método explicado na 1* folha, ¢ 0 mesmo do método cascata, s6 que quando
a pessoa o explicou, ela ndo sabia que o método era o cascata.

Muita gente ndo entendeu a passagem.

EXPLICACAO:
+7 +7 Se vocé soma 7 de um lado, para equilibrar, vocé
X +6x+2= 0 tem que somar 7 do outro lado também.
Do 1ad0x2+6x+2, somaeﬁcax2+6x+2+7,
* s6 que 2 +7 =9, entdo fica X2+ 6x + 9, do outro
lado, do lado do 0, somando 7, fica 7.
Fazer o desenho
a) 4x—4x—48=0 b) x*-2x+69=0
4x*—4x +1=49 x’— 2x + 169 = 100
2x —1)* =49 (x — 13)* =100
2x—-1=17 x—13=10
2x =38 x=23
x=4
VERIFICACAO: VERIFICACAO:
44 -44-48=0 23%-2623+69=0
e
416-16-48=0 529 -598+69=0
H_J \_Y_J
64-16—-48=0 —-69+69=0
——
48 -48=0
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Se »2x—-1=-7 Se > x—-13=-10

2x =—6 x=3

X =-3
VERIFICACAO:
4 (=3)—4(-3)-48=0 32-263+69=0
49— (-12)-48=0 9-78+69=0
36+12—-48=0 —69 +69 =0

CONTINUACAO DA REDACAO:
Na hora de resolver equagdes, lembre-se que: Se vocé quer saber um niimero

que ao quadrado resulta 49, o resultado pode ser 7 ou —7.

Mas se vocé tem que resolver algo do tipo V49, o resultado ¢ sempre 7.

49 =7

— um numero que ao quadrado resulta 49 =+ 7.
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ANEXO 10.
TEXTO 3 DE JOANA SOBRE ECUACIONES

Joanan®12 7B Matematica Redagdo Avaliagdo SOBRE EQUACOES

Que diabo é isso? Foi a 1% coisa que pensei. Algo novo? Nao, minha cara.
Problemas que envolviam equacdes de 2° grau foram encontrados em papiros (papel
feito com a planta “Papirus”) no antigo Egito. Nossa, mas que antigo! Na verdade,
também encontraram problemas em placas da antiga Babilonia. Egito, Babilonia... ndo
importa. Isso s6 indica uma coisa: desde os mais antigos tempos, quase todos os
problemas caiam em solugdes equacionadas, elevadas ao quadrado que resultavam em
zero. Em todos os documentos, problemas das vidas das pessoas eram escritos e
resolvidos, sempre estudados em casos particulares, ndo tinham um método geral que
pudesse solucionar aqueles problemas. E entdo se iniciou a “CACA AO METODO GERAL”.
Dois sabios matematicos estudaram problemas cotidianos que tinham solugdes
particulares. Era natural que sdbios tivessem contato com equagdes. E foi com muita
pesquisa que no século IX, ALKMOWARIZMI chegou a um método mais geral, que ainda
precisava de ajustes. No século XII, BASKHARA também chegou a um método curioso e
interessante, que envolvia figuras geométricas, mais especificamente o retangulo.

X

X X x2+10x =39

10

Bom... grande coisa! Ha infinitos retdngulos com area 39. E foi assim.
Pesquisando, criando, investigando e perguntando, ele foi caindo em muitas outras
equagoes, ali chegamos na de 2° grau.

P

EQUACAO: Qualquer igualdade que s6 é satisfeita para alguns valores dos seus
dominios. Mas porque a equagdo é de 2° grau? Simplesmente porque um incégnita é
elevado ao quadrado. Outro detalhe: todas resultam em 0. Ah! Entdo ndo tem sentido.
Claro que tem. O grande desafio das equagdes desse tipo é descubrir o valor de uma
incégnita, de modo que ele satisfaca certas condicdes e que numa certa conta, resulte
em zero. Ndo entendeu? Veja como é isso visualmente:

2x2-3x=0 4x2-3x+2=5
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3x2+7=0 4x2-3x-2=0

—x2+2x=0

ax+bx+c=0

> resulta
OBS.:NEM SEMPRE TERMINA EM 0. EXEMPLOS:
x2=9 Qual ¢ a pergunta indireta nessa equacdo? Simples.
x=3oux=-3 A pergunta ¢é: qual namero que elevado ao quadrado d4a 9 e

qual a raiz quadrada de 9. Mas aten¢do: TEORICAMENTE iss0o
acontece mas lembre-se que —3 nao € raiz quadrada de 9.
A resposta, ndo daria certo, pois B3P +6.3)+9=
9+18+9=36
“Nao ¢ todas as equacdes que tem duas respostas”.
“Essa aqui ¢ mais dificil: x*+10x+25 = 49, essa também ¢ um TQP = (x+5)*=49
x+5=7sex+5=7qual o valor de x? 2.

Mas se x + 5 = -7 entdo x = —127.
“Agora que se fazerem esta que é mais dificil ainda: x2 + 6x + 8 = 0”

“Pior eu sei fazer. Primeiro faz (x +2) (x + 4) = 0”

“Umlilm, esse método é muito avancado, entdao x+ 2 é 0, assim
x éigual a -2

se x +4 %0, entdo
x=-4

“Vamos resolver por esse outro método:

x2+6x+8=0 ? +1 Se a gente somar 1 ao 8, vai ficar 9 e o
resultado
xX2+6x+9=1 sera 1.

Assim, ficamo com

um T.Q.P. (x +3)2=1

x +3 =1 entdao ,mas se x +3=-1, assim

X
Il
|

N

“Como a nossa foi muito produtiva eu tive uma exelente idéia. Marca ai na agenda LPADLDLDLDLDL. Fazer uma redagdo
avaliagdo da aula de hoje”.

Todos da classe ficaram furiosos: “Ah, ndo, ndo, é muito”.
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“Cala boca, essa ligdo é para 22 feira e vai contar 50% da nota”.

La fui eu para casa fazer a estUpida redagdo avaliagdo sobre a estupida equagdo de 22 grau.

Peguei uma folha de monobloco, um lapis e comecei a escrever estava sem a minima criatividade, sem imaginagdo, entdo
comecei a escrever.

“Vocé sabe o que é uma equagdo de 22 grau?

—2%x* +3X+7 =08 UM Método C
A
Simplificando, esse método resume em: se vocé S
encontrar uma equagdo muito dificil, basta
simplifica-la até chegar em algo mais facil. C
A
T
A

EXEMPLO:

X' +6x+2=0

X' +6x+9=7 D .

« Meu Deus, como fazer isso?
(x+3)*=7 4/
X=7

Simples, minha cara...

FATORACAO

a a b m
+b?

~Up» =(a+b)’=a’+

b ab ab Q \

PRODUTO Isso determina o TQP.

Aha! Entdo é isso que fazer uma equagdo
se TQPzar pra facilitar a minha vida. Sendo

assim...
inserir desenho

X~ 10x+16=0
serd iggo um TQP? Claro que nadp. Vou te provar.

(x —4)= no way! Isso ndo dé x’— 10x + 16 = 0 nem na China.

Lembra da minha dica? Entdo I3 vai:
X'~ 10x+16 =0
( (x—5)"=x"—10x + 25=9 Joana, da onde vocé tirou 0 9?
Simples: 25
-16

9 _('> +9. Como a outra contadava0,0+9=0
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Entdo j4 utilizei o método cascata:
X~ 10x +16 =0
X—10x +25=9——> (x-5)*=9
x-=5)=3 -—>» x=8
ou
(x-5)=-3 v > x=-8
Nao se esqueca que para resolver qualquer conta, vocé tem que tomar certos
cuidados matematicos como:
1.  Nao se descabele ao ver uma conta, tenha paciéncia.
2. Procure fazer perguntas para a conta, tirando conclusdes e procurando niimeros
que satisfacam e respeitem todas as condigdes.
3. Veja se tem ou nao solugdo.

4.  Verifique!!!
Entdo, vamos la.

Resolvendo:

-1 inco gn itas

a) 4x’—4x—-48=0
b) x-26x+69=0 __» 2.41°.20=1°
(( 4x
a) 4x’—4x—-48=0
2x—-1)(2x - 1)=4x>-2x - 2x + |
2x—1=49  4x’—4x-48=0

Q2x—1)= 4x*—4x +1=49

2x =8
x=4ou 2x—-1=-7
2x =-8
0 que x=—4

ao quadrado da o resultado (no caso 49? R: 7)

Verificaga

4x*—4x —48=0

445444820 Yes!
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64 — 16 —48=0

——
48 — 48=0

b) x*—26x+69=0
26]2
(x —£3JQ;=
26

(x — 13) (x — 13) = x*— 13x — 13x + 169 = 100
) )
N %= 26x + 69 =0

(x — 13)* =100

(x—13)=10

23 —-13=10

x =23

Verificacao
232-2623+69=0
529 — 598 +69 =10 Yes!

\——H
—-69+69=0
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ANEXO 11

TEXTO 4 DE GABRIELA
SOBRE CONJUNTOS NUMERICOS

Gabriela R.A. n°9  8*B Matematica Redagdo Avaliagdo

Comecamos o ano com o estudo sobre o conjunto N dos nimeros naturais, que

abrange os nameros inteiros positivos:

N={0;1;2;3;4;5,6,7;8;9,10; ...}

Escrever um usando
a chave { }, significa
qgue os elementos do
conjunto devem
estar na ordem
indicada. No caso do
uso de parénteses (
), os elementos ndo
precisam ter uma

Citamos varias caracteristicas de N:
« N éinfinito.
o Tem zero (d) como elemento neutro da adigéo.

« 1 é elemento neutro da multiplicacdo.

« N é fechado em relacdo a adigdo e a multiplicagio — Um

conjunto ser fechado em relacdo a alguma operacdo
significa que: pegando dois ou mais elementos desse
conjunto, e operando, o resultado da operagdo vai estar

dentro do conjunto. Entao, se eu pegar dois niimeros de N
, multiplicarmos ou somarmos, o resultado estard contido

em N.

o N é enumeravel. A idéia de enumerével, quer dizer se

alguém pudesse escrever ou falar eternamente os
elementos de um conjunto, seria possivel “varrer” todos
0s numeros.
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« N ndo é denso — Um conjunto ndo deve ser denso,

significa que entre dois nimeros consecutivos, nao ha
nenhum outro namero.

Obs.: N tem mais algumas propriedades.

Antes de estudarmos o préoximo conjunto, aprendemos a escrever
MATEMATIQUES. A escrita matemadtica se da por simbolos:

Como se escreve, por exemplo:

€ —PERTENCE
& —NAO PERTENCE “Todo Natural (N) tem um sucessor”.
# — DIFERENTE em MATEMATIQUES?
V' —QUALQUER seneN=n+1eN
9 e
Box 2

Ainda sobre N.
O conjunto N* é 0
conjunto dos naturais, Discutimos em sala de aula, propriedades sobre subconjuntos
excluindo o 0 (zero).

N*={1,2,3,4,.) de N.

Alguns mateméaticos

O que sdo subconjuntos de N?

Sdo conjuntos que estao contidos em N.
Ex: PARES = {0; 2; 4; 6; 8; 10; ...}

Todos os elementos de PARES estdo presentes em N, mas ndo sao todos os

elementos de N que estao contidos em PARES (P).

Qual conjunto tem mais elementos: P ou N?

Nenhum dos dois, pois para cada elemento P tem um correspondente em IN.

Veja:
N P

0 - 0 Essa propriedade se chama “EQUIPOTENCIA”.
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1 - 2 Os pares e os naturais sao equipotentes.

3 - 4
4 - 6
5 - 8

7, nao ¢é denso.

Qualquer subconjunto de N do tipo M (n), — multiplo de n — sdo fechados em
relagcdo a adi¢do e a multiplicagao.

N é um subconjunto de Z. O conjunto Z abrange todos os naturais, mais os

inteiros negativos.
7.=1{4;-3;-2;,-1;0;1;2; 3;4; ...}
Em Z, todo o ntimero, exceto o 0 (zero), tem seu oposto.

7 é enumeravel:

Assim como N, Z tem 0 (zero) como elemento neutro da adi¢do e 1 como elemento neutro da multiplicagdo.

Z é fechado em relagdo a (+; —; x).
desenho

N ¢ um sub: Z.. Os subconjuntos de Nsao subconjuntos de 7.

Como N, Z ndo tem maior elemento. Mas diferentemente de N (que tem o (zero)

como menor elemento), Z ndo tem menor elemento.

N e Z sdo subconjuntos de Q. Este conjunto mais complexo, abrange todos os

P

nimeros que possam ser representados em forma de fracao do tipo q ouna

forma decimal: 0,5:

Como N e Z, Q ¢é fechado em relagdo a (+; —; x), mas também ¢ fechado em
relacdo a divisdo +. Q ndo é fechado em relagdo a v/ .

Q ¢ denso, pois entre dois numeros, ha infinitos outros numeros.
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18]
A
|
A
o
=
N

15 15 15 3 5
10 < 11 < 12 11
Média

30 30 30 \_\/30_/ aritmética
1 <— <1 | |
. W ]
60 < 63 < 66 3 11
180 180 180 7 30

2 20

7 etc.

20

Os ntimeros que nao podem ser representados por fracdo sao: raiz quadrada de

n° primos, ...

Dizimas periodicas (nimeros decimais com infinitas casas

6 0 nimero irracional depois da virgula) também podem ser racionais, isto €, podem

(que n&o pode ser .
representado por fragéo), fazer parte do conjunto Q.
mais famoso.

Q ¢ enumeravel, embora seja dificil de acreditar. Mas veja:

Como contar?

n —

0 |01 |02]0/3|0/4]|0/5 06|07

T A [ A2 [ 1B [ 174 (15 [ 16 | 17| desento

2 |21 2021213 |2/4)25)206 |27 0/1: 0/2:

3 |31 |32 |33 |34 | 35|36 |7 11 21 112

4 |41 | 412 | 43| A/A | 415 | 4I6 | 4T

5 | 51 |52 |5/3|5/4]|5/5| 56 |57
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&hm\w\m\m

6/5 | 6/6 | 6/7

Us pitagoricos
(seguidores de
Pitdgoras) acreditavam

que tudo era numero.

Mas: Qual é a \/5 ?

rircrAanana rai~aniannacl

V2-2=0

\/E . \/5 =2 — racional

\/§+\/§ =1 — racional

J2 é umntimero quefaz parte do conjunto IR dos irracionais.

IR ndo € enumeravel, ndo ¢ fechado em relagao a:

. adigao:

acional)

. subtracio:

- multiplicacio:

o divisao:

Como “construir” um namero irracional?

Seria preciso inventar um niimero que depois da virgula, teriam infinitos nimeros

ndo perioddicos.

Exemplo de uma expansao decimal infinita e ndo periodica:
0,100110001110000111100000111110000001111110000000...

Outros irracionais:

NES

0,200220002220000222200000...

Box 5

Os conjuntos Q e IR ndo
sao equipotentes, ou
seja, ndo tém
correspondéncia entre
seus elementos.

QUIR = R, ou seja, a unido dos conjuntos Q (dos racionais) e

IR (dos irracionais), resulta no conjunto R dos nimeros reais.

Pode-se ordenar os subconjuntos de R:

R

Um ntmero que

nao éreal v—1 E

um namero
COMPLEXO.




NUMEROS CONSTRUTIVEIS
O conjunto N é construtivel:

7. e Q também sdo construtiveis:

0%

S5 4 3 -2 - %1 2 3 4 5 6
A semireta N tem pequenos furos.

A reta Z também tem.

A reta Q tem menos furos que N e que Z, mas ainda tem pequenos furos.

R ndo tem quase nenhum furo, o tinico nimero que eu conheco que nao faz parte

deRé ~-1.

Como se constroi fragdes nas retas?

Como encontrar 5/7?
0 1
Transfere-se a medida :
0 1

H

Tragar outra linha em qualquer dire¢do partindo do 0 (zero):
Escolha qualquer abertura (ndo
muito grande) no compasso e
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marque 7 pontos da ltima

linha tragada.

Do 7° ponto, trace uma reta até o ponto 1 da 1? reta.
Entdo, trace linhas paralelas a
ultima reta e partindo dos
desenho pontos feitos na 2* reta.
Dai € so achar 5/7 na semireta
01 e transferir a medida para a

1? reta de nameros.

COMO ENCONTRAR O NUMERO \/5 ?

O niimero 2 ¢é a medida da diagonal de um quadrado 1x1. Isto facilita sua

localizagao.

Constroi-se um quadrado sobre a semireta 01 e traga-se sua diagonal. Entao,
com o compasso, transfere-se a medida da diagonal do quadrado 1x1 para a reta com o
compasso.

Dai fica facil localizar os pontos:

. 2\/5; 1+\/§;—x/§;
. 1+ (=+2)etc.

QUE CONJUNTO NUMERICO CONTEM A RETA R?

O conjunto C dos nimeros complexos, por exemplo.
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Sua construcao ¢ bem complexa (como ja diz o nome).

O conjunto C ¢ representado pelo plano cartesiano.

Neste plano ¢ possivel localizar, por

—+ exemplo, V—1 e os varios outros pontos

localizados no fora das retas.

P.S. da Autora: “Ap0s a correcdo deste trabalho, descobri infinitos numeros que

ndo sdo Reais: v—2; v=3; v—4..”

240



ANEXO 12
TEXTO 4 JOANA. CONJUNTOS NUMERICOS

19/03 . . p
/ BIGODE: o final da minha avaliagio esti

Joana 8B igualzinho a sua lousa: uma bagunca +
organizada. Foi em sua homenagem!!!

Redacdo Avaliacdo de Matematica

Tema: Conjuntos

Nesse 1° més de aula, estudamos varios tipos de conjuntos numéricos € suas
diversas propriedades. Alguns desses conjuntos, nds ja tinhamos visto € conhecido em
outras séries mas agora, na 8”, estamos olhando para esses conjuntos com outros olhos e
fazendo diferente andlises. Tudo isso ampliard nosso conhecimento numeérico.

E dificil conceituar de forma concreta o que sdo nameros. Desde crianga sabemos e
temos contato com eles e a cada ano aprendemos e crescemos mais no saber de lidar
com eles. Tem gente que até criou uma religido baseada em nimeros, onde eles sdo e
explicam tudo — os numeros tém varios conjuntos e subconjuntos até¢ infinitos, mas se
formos mapear o que vimos até agora, teremos:

N = conjunto dos niimeros naturais e algumas propriedades:

Esse conjunto ¢ formado pelos numeros inteiros, do “0” até o infinito. Ele ¢ enumeravel
(dé pra contar), tem uma certa seqiiéncia (0, 1, 2, 3, 4, 5 etc.) € fechado em relagdo a
adicao, multiplicagdo (isso significa que se somarmos ou multiplicarmos qualquer
nimero, o resultado serd um n°® do conjunto. O “0” ¢ o elemento neutro da adicdoe o 1 ¢
o elemento neutro da multiplicagdo (significa que eles ndo fazem diferenga em suas
operagdes, sdo neutros). Depois de um par, vem sempre um impar e dele podem ser

extraidos infinitos subconjuntos como o dos impares, pares, multiplos de 2, de 3 etc. ...

Z= conjunto dos nameros positivos e negativos (em outras palavras, é o conj. dos

inteiros)Ele é enumerdvel, infinito a direita e a esquerda, é fechado em relagdo a adigdo,
multiplicacdo e subtracdo, tem seqiliéncia que permite conta-lo sem esquecer de nenhum

nuamero (0, 1, -1, 2, -2 etc.) hd sempre 1 negativo para 1 positivo. Pode-se dizer que o conj. N

estad contido no conj. Z ou que o conj. Z esta contido em N n3do da porque os naturais (N) ndo

incluem negativos.
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IR = irracionais (nimeros que ndo podem ser “expressos” — escritos
IReQ=

— por fragdes) e Q= numeros que podem ser “expressos’ — escritos por fragdes, ou seja,

¢ conj. das fragdes.

Q ¢ denso? Sabe por que? Entre 2 nimeros quaisquer ha infinitos outros entre.

Ex:
o
%m 28 30 » entre esses 2 ha mais fragdes e entre
elas u
3 4 12 12 ha outras e assim por diante. Sera que
\_j ¢ enumeravel? Bom, acho que
nao...euso

sei que ha um jeito de mapear todos os racionais, passar por todos eles sem esquecer de

nenhum. E UMA TABELA mais ou menos assim:

1 2 3 4 5 6... vai para o infinito
/5 1/6

inteiros

Se eu fizer um zigue-
zague passarei por todos
os integrantes do

vai para o infinito

IR = sem duvida nenhuma, o irracional mais famoso é o 7!

Ele tem expansdo decimal infinita ndo periddica. Calma, eu to falando
portugués.

DiZIMA = 10* Parte

PERIODICA = que vareia

Se tenho um nimero decimal ndo infinito (depois da virgula, claro) ele pode ser
expresso por fragdo. Ex: se eu escrever 0,3333... no momento que eu parar de escrever
3, esse numero podera ser expresso por fracao.

Ex: 3,3333 = 3333 e

10000
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assim por diante.

Todos esses conjuntos sdo englobados por um outro conjuntio: o dos niumeros
reais!!! no bom matematiqués, linguagem que estamos aprendendo com o “Angeloide”,

1sso significa que:

IR, Q, Z e NER-ndao é a nossa moeda mas é quase, se chama REAL.

(— pertence)

Conj. dos numeros reais — tem propriedades dos outros conjuntos ja explicados.
Estdvamos pensando que esse era um superconjunto, afinal ele engloba todos os
outros, certo? Errado! Ha um conjunto chamado C ou (. (td bom assim moreno?) —

complexos — que engloba todos os conjuntos:
N, Z, Q, IR,R, e raiz quadrada de negativos!

Para ter uma idéia desse conjunto, farei aqui uma demonstracao através dos

numeros construtiveis (ja viu um niimero ser construido? Veja agora)

Y

AN

5.3 8
; EgEL = ele também inclui /2 . Basta
| SEE> 3
J Sy @® 2 tracar diagonal do famoso
d o P T E =« @
; ESZESe
. S&Eegageg quadrado 1x1 e transportar

essa
K\ diagonal que mede para a

reta!!!

PS: Isso te lembra aquela lousa

pessoa Salve Angela

a

infinita
repete-se a medida
varias vezes para frente e

para tras.

3/5 basta colocar isso na reta e

\

esta tracado as fracoes.
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PS: CURIOSIDADE

Em relagdo ao conj. IR.

V2-42 =0
Isso prova que ele NAO é fechado em relacdo a
V242 =1 essas operacdes
V2 +42 =242
V2 +(=42)=0
\/5 X \/E =2
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n°? Redac¢do Avaliacdo de Matematica SOBRE CONJUNTOS NUMERICOS

Nesse 1° més de aula, vimos que existem varios conjuntos numéricos. Ja
conheciamos os elementos desses conjuntos mas agora demos um mergulho mais fundo
nas diversas propriedades desses conjuntos. O curioso € que um conjunto ¢ englobado
por outro, que ¢ englobado por outro e hd um que engloba todos.

Estudamos esses conjuntos para podermos navegar com mais facilidade pela
logica, equagdes de 2° grau e n°s reais.

Também estamos aprendendo uma nova linguagem com o nosso professor
“Angeloide”.

MATEMATIQUES: LINGUAGEM DA TEORIA

e pertence 3 existe
¢ nao pertence 3\ nao existe
# diferente 3l existe um Unico

CONJUNTO N— naturais

E um conjunto ordenado (d4 pra ver qual é o maior e qual é o menor); é infinito,
“0” é elemento neutro da adicdo e da subtracdo, além de ser o menor elemento. O
conjunto, embora enumeravel*, ndo é limitado a direita, tem regularidades como

Z

“depois de um par vem um impar, depois de um impar vem um par e etc. O “1” é
elemento neutro da multiplicacdo.

* da pra contar
Subconjunto de elementos neutros da multiplicacao = conj. pares

da adicdo = conj. impares

Conj. pares/impares sdo subconjuntos de N.

Todos os elementos tém sucessor (se N eN= N + 1 €N). Todos, exceto o “0” tem

antecessor (se N eNeN=#0=N-1 eN).
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Existem infinitos subconjuntos, como o dos multiplos de 2, 3, 4 etc., ou 5, 6, 7,

8, 9 etc.

Esse conjunto é FECHADO em relacdo a multiplicacdo e adicdo. Isso significa que
se somarmos ou multiplicarmos 2 elementos quaisquer desse conjunto, o resultado sera
um ndmero pertencente ao conjunto dos naturais. Isso ndo acontece com a subtracdo e
a divisao porque se subtrairmos por exemplo 3 e 5 teremos —2 que pertence a outro

conjunto, o conjunto Z.

CONJUNTO Z— inteiros (negativos e positivos)

Nao ¢ limitado a direita nem a esquerda, ndo tem maior nem menor elemento, é

fechado em relagao a adicdo, multiplicacdo e subtracdo e contém N (Nesta contido em Z

2

)- “0” é elemento neutro da adicdo e da multiplicacdo e o “1” é elemento neutro da
multiplicagdo e da divisdo, é um conjunto enumerédvel, ordenado (sempre ha 1
negativo para 1 positivo).

Um conjunto diz-se enumerdavel se pode ser colocado em correspondéncia com N

<
&l * (esse asterisco informa que o “0” esta fora do
x = a tc ad + bc = ad+bc = ad
b d = bd bd bd
2 2
I . I Sendoque a < ¢
a/b c/d b d

E meio dificil falar sobre o conj. Qsem falar sobre...

DiZIMAS PERIODICAS —a 10® parte

dizima = forma decimal, 10? parte.
dizima famosa= 1 =0,3333 expansao infinita, periddica simples.
3

(Dizima com parte decimal de se repete)

DizZIMA PERIODICA COMPOSTA—> 2,54444... semi-periddica
2,545454...
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O PI (n de geometria) tem expansdo decimal infinita ndo periddica (todos os
nimeros com expansao decimal infinita ndo peridodica ndo podem ser expressos por
fragdes). Todos os decimais sdo infinitos.

1= 0,25 da pra tornar infinito com o zero 0,2500000 no momento em que eu

4 parar de escrever o zero ela podera ser expressada por fragdo, se eu
ndo parar ou colocar o tracinho em cima do zero (isso significa que ele se repete
infinitas vezes) esse nimero nao podera ser expressado por fragao.

EXEMPLOS DE FRAGCOES GERATRIZES DE DiZIMAS PERIODICAS NAO INFINITAS:

0,6 = 6 05 =3 04 =4

9 9 9
0,1 = 1 Fragdo geratriz de 0,1 ¢ 1.

9 9

Maseo009?09— 9 = 0,999... = @ ah!
9

0,13= 13 0,133 = 113

99 999

1,2 — para eliminar a parte decimal basta multiplicar por 10

a=12 10a=®

X = 0,232323 etc.
10x = 2,3232 etc.

100x =@23 etc.

“a deu!
100x —x =99x =23
x = 23
99 verif. 230 [99
198 0,232
Completar os tracos da conta — 2320
297
0230 etc.

0S NUMEROS QUE NAO PODEM SER EXPRESSOS COMO RAZAO DE DOIS

(;'JMEROS INTEIROS NAO SAO RACIONAIS.
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IRRACIONAIS:
g Ele ¢ o irracional mais famoso! O & tem expansdo decimal infinita e ndo
periodica.
0,348141838198340 Quando eu parar de escrever esse nimero ele sera racional.

Se tiver expansao infinita ¢ irracional.

OUTROS IRRACIONAIS = 2, /3, /5, 4/7 ... VP (primo)

Matematica claro, é cultura!
PERIODO PRE-SOCRATICO— depois do filésofo Socrates
Pitagoras vivia numa ilha da Grécia chamada Samor. Ele era muito rico e fazia

parte de uma ceita religiosa onde tudo ¢ nimero. Mesmo essa religido ndo conseguiu

explicar um niimero curioso: V2. Hoje sabemos que ele ¢ irracional.

d E=1+1
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O conjunto IR ¢ infinito, nao ¢ enumeravel, ¢ denso e nao ¢ fechado.
PROVAS:
V2 +(=12)=0 ¢ racional
V2-47 =0 o
22 .

= 1 13 2

5 |6

O SUPER CONJUNTO DOS NUMEROS REAIS

Esse conjunto é:

RACIONAIS + IRRACIONAIS @

(N, Z, Q) (Ir) ele ¢ tudo isso!

Q Z\ "R

S

IrR

RESUMINDO: E infinito, denso, ndo é enumeravel, é fechado (x, —, x € +) ndo ¢ fechado

em relagdoa y/ .
V—-1¢R
Suponha que V-1 €R

x=+-1=x*=-1

Suponho que x<0.x>0
x=0.x"=0
x <0 ¢ negativo x>0.x>0
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Posso imaginar todos esses conjuntos falados até aqui em uma reta continua

(sem buracos) e infinita. Sera que hd um conjunto que “tem” a reta? Acho que tem que

ser um conjunto que contenha R. Ele existe e se chama...

NUMEROS CONSTRUTIVOS— podem ser construidos com régua e compasso

Com régua, eu construo uma reta. Abrindo o compasso em uma certa distancia e

repetindo essa distancia varias vezes, terei minha unidade de medida.

Ja construi nameros positivos e negativos. Desenhei um quadrado 1x1 e
tracei a diagonal que ¢ igual a V2. Transportei a medida para a reta e obtive J2 , um
irracional. Com isso, podemos marcar multiplos de \/5 como: 2 \/5 , 3 \/5 , 4 \/5 , —\/E,
242 ete.

Marcando o conj. Q.

<« completar os tragos das retas

1/2 = ! 1

Ya Fazendo o mesmo com ': e 1 teremos Y4 € assim
por diante.
Para as demais fracdes...
Abrindo o compasso em uma medida, marcar pontos na reta e tragar

paralelamente uma outra reta: PARALELAS DO TRIANGULO.

—» = 3 e assim por diante. Assim, construo qualquer fragao e

5 soma de fragao.
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Temos aqui um novo conjunto que engloba todos os outros (naturais, negativos,

irracionais, racionais e raizes de naturais).

PLANO CARTESIANO:

Outro conjunto que contém IR. E uma tabela infinita nos lados, pra cima e pra

baixo.

A
raiz de negativos V-1 1+ -1

P.S: F1zZ ESSA REDACAO SEM O USO
DO LIVRO. USEI APENAS MEU

CADERNO E MINHA CABECA.
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ANEXO 13

TEXTO 5 DE GABRIELA SOBRE 4 ANOS
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ANEXO 14

TEXTO 5 JOANA SOBRE 4 ANOS
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ANEXO 15

ANALISIS DEL TEXTO DE GABRIELA
SOBRE PENTOMINOS
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Caraterizagao | Competéncia Consciéncia | Explicitando | Definicdo nominal por decomposi¢éo Pentaminds (penta = cinco 5 /
sintatica de rigor formalmente | etimologica do termo mind = quadrado ()
Defini¢éo por extens&o (enumeragéo dos | Aprendemos todos os tetraminés
objetos) [exibe todos através de desenhos]
Explicitando | Usa o termo retangulo como conceito Formar um retangulo 5x3
de forma dominado e representado pelas duas
coloquial medidas
Afirmacéo sé para mostrar Referéncia sem enumeragéo completa, | Até que chegamos nos pentaminos
dominio / saber exibe 5 casos que séo 12
Competéncia Consegue gerir elementos Usa desenhos para representar / -
semioticos, ... descrever pentaminés e para indicar
D atividades sobre sombras e
Metalinguistica transformagdes como reflexdo ,
translacéo e reflexdo
Usa cadigos de letras como nomes das
pecas, associado ao desenho
Consciéncia do propdsito dos
diferentes registros. -
Uso com indicio de -
apropriagdo e reconhecimento
de valor
Sistema e | Uso de conexdes | Faz elenco de conceitos Para falar dos movimentos faz referéncia | Rotagéo, translagao e reflexao
~ . conexos somente ao vivencial sem indicios de
Relagoes entre conceitos / dominio conceitual, sem conex&o
conceituais procedimentos | Explicita relagdes conceituais -
Implicitas sem apropriagéo
Explicita relagdes Identifica simetria como espelhagédo Vimos também simetria com
procedimentais [desenhos] espelhagédo
Conexao entre Explicita controle e valoragéo -
text do rigor
coniexios y Implicitas com indicios de
conceitos apropriagéo
Em conexdo interdisciplinar
Cultural, histérico
Centrado no raciocinio
Registros Situagdes Uso de exemplos Vimos também simetria com
- [desenhos] espelhagédo
referenciais
Area por contagem, quadradinhos como | Cercar um buraco com a maior area
unidade de quadradinhos
Referéncia a solugdes parciais do Depois do buraco, comegamos a
problema trabalhar com as sombras
formadas por pentaminds, veja:
[desenhos]
Valor dos exemplos / contra-
exemplos
Recontextualiza
reinterpretando
Tentativa de Evoca um processo iterativo (de forma | ... havia uma técnica, era s6
recontextualizagéo sem néo explicita) para a resolugdo de uma | acrescentar a pega |
sucesso por falta de conexdes | classe de problemas
explicitas entre contetdos e
experiéncias/referenciais
Contextos Local, o concreto o fisico o Descreve agdes de aula do ponto de Fizemos vérios exercicios ...
social e os intercambios. vista genérico
(marcas relevantes do texto
adotadas pelo grupo, do que Foi usado papel quadriculado, & caneta, | Minha classe conseguiu 124,
aconteceu visto pelo aluno) para escrever a RAv,
Cultural (relages explicitas Refere-se a resultados obtidos emuma | mas o maximo que ja conseguiram
com uma comunidade mais mesma classe da mesma escola foi com érea 128*
ampla)
Texto Marca da RAv como portadora de Gostaria de saber como se mexe
mensagem para o leitor (professor) com transferidor
Comentario Referéncia a problema explorado (formar retangulos) // Da pistas a estratégia utilizada // Cercar um buraco //

Exercicios sobre sombra //
O texto foi escrito diretamente para refletir as agdes principais que foram desenvolvidas, sem explicitacdo clara de relagdes conceituais
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ANEXO 16

ANALISIS TEXTO DE JOANA SOBRE
PENTOMINOS

procedimento
s

plano

Assume implicitamente que as figuras
planas tem perimetro e que sabe como
calcular o perimetro.

Caracterizacion | Competencia | Consciénciade | Explicitando Incorpora definigdo nominal (composigao | .. desenhar "tetraminés" (que foi
intati figor formalmente etimoldgica) pela caracteristica de explicado como dominé de 4
sintatica construgéo, usando analogia, sem pegas, pelo nome TETRA)
explicitagéo das condigdes. apareceram 12 pentaminés (1, X,
Definigdo por extensdo sem uso do "¢" C,W,...eY)
Explicitando de | Organiza una idéia sobre pentaminos Desenhamos pegas...refletimos
forma coloquial | sem reconhecer explicitamente que (ex..) ...reparar a sua reflexao
serve para caracterizar algumas pegas Fizemos uma pista de corrida, para
del conjunto saber qual era o perimetro
Perimetro como contorn .. para a pega rodar e chegar na
Caracterizagdo das pegas por mesma posi¢ao ... com excegao do
movimentos isométricos (indice de c
rotagdo), mediante exemplos sem
esgotar os casos.
Afirmagéo s6 para mostrar dominio /
saber
Competéncia | Consegue gerir elementos Ao usar a frase "deve ser substituida" da | Aprendi a palavra "ponta" deve ser
, , .. | semidticos, ... indicio de reflexdo sobre a necessidade | substituida por "vértices", ..
Metalmgu'St' de incorporar vocabulario novo, menos | TETRA.....PENTAMINOS...
ca coloquial e mais técnico ROTACAO, TRANSLAGCAO,
Usa palavras em mailsculo REFLEXAO
aparentemente como simbolo de DESAFIO ... DIFICULDADES
novidade APRENDIZADO, PROBLEMAS
Ou para realgar elementos distintos do
texto
Consciéncia do propdsito dos Unico desenho utilizado refere-se a Desenhamos pegas e as
diferentes registros. exemplificagdo de espelhamento de uma | repetimos no espelho ex. :
pega, acompanhando a descri¢ao verbal. | [desenho]
Usa codigos de letras para enunciaras | Apareceram 12 pentaminds (1, X,
pecas C,W,...eY)
Usa elementos simbdlicos proprios de ...sem repeticdo (+- 10)
uma linguagem abreviada atual [??]
Uso com indicio de apropriagéo e Reconhece o valor das palavras
reconhecimento de valor compostas (composicao etimolégica do
termo), resignificando cada parte do
termo.
Sistema e Uso de Faz elenco de conceitos conexos Aqui relacionado a projecao, vista Aprendemos a sombra
~ ~ (01,02,03...)
Relagoes conexoes Explicita relagdes conceituais (01 - | De forma categérica (classificatdria), Reflexdo...translagao...rotagao
conceituais entre 02) para representar classes, quando
conceitos / descreve possiveis movimentos del Fizemos, .. para saber qual era o

perimetro

Explicita relagdes procedimentais
(01-0P)

Evoca una relagéo (pentamind -
espelhamento) no contexto do que tem
acontecido na aula

Relacdo pegas desenho com
quantificagdo das possibilidades

Evoca uma relagdo pegas-movimentos
Relacéo pega-invariancia/rotagéo
Evoca a area dor contagem e busca de
maior area num contexto de
problematizagdo

Referéncia com intengdo de definir,
explicar o que significa

Desenhamos pegas e as refletimos
no espelho, ex.

Tivemos que desenhar pentaminds.
Apareceram 12 pentaminds
Aprendemos a mudar a posicéo,
mas sempre da mesma figura
formada

Vimos que para a pega rodar e
chegar na mesma posicéo

Cobrir um tabuleiro de xadrez, ...
area .. € de 64.

Cobrir um buraco com a maior area.
Reflexdo = espelho = reflete a peca
Translagao = move a pega
Rotagédo = que vira a peca ..
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Conexao Explicita controle e valoragéo do Apreciagdo e reconhecimento da .. exige rapidez e técnica em
t figor complexidade do objeto e dos problemas | desenhar a figura e exige calculos
entre a ele relacionados matematicos .. Eu desenvolvi muito
contextos e habilidade
conceitos Implicitas com indicios de 0 nome tetra-mino é usado com .. "tetraminés" (que foi explicado
apropriagao analogia a do-mino como veiculo para como dominé de 4 pecas, pelo
indicar que reconhece familias de nome TETRA)
objetos com carateristicas comuns
Implicitas sem apropriagdo Indica que paralelogramo e poligonos Né&o ficou claro para mim o sentido
sdo entidades diferentes, tenta achar da palavra paralelogramo e
relaco entre elas. poligonos
Em conexdo interdisciplinar
Cultural, histérico
Centrado no raciocinio Conecta com o valor didatico da APRENDIZADO
atividade Pentaminos .. exige a rapidez, ...
eu desenvolvi a habilidade, ... ¢ um
jogo muito divertido, ..
Registros Situagdes Uso de exemplos que mostram Evoca (néo explicitamente) o fato de que | Criamos uma familia de "cubos"
referenciais relagdes, idéias... do que deu 0s pentaminos foram definidos como (ainda ndo eram pentamings..)
sentido ao conceito parte de uma classe de figuras formadas | Desenhamos pegas e as refletimos
por 5 quadrados no espelho, ex. [desenho]
Reconhece que uma figura plana tem Fizemos ..... para saber qual era o
area e perimetro perimetro ...
Evoca uma situagdes problema da aula, | .. tivemos de formar retangulos
intimamente ligada ao conceito (e usando 3 .. com repeticdo e sem
valores do grupo), informa ordem de repeticéo, ...
grandeza do nimero de solugdes. Cobrir um tabuleiro de xadrez, ...
Chama alguns de "desafios" area..éde64..
Cobrir um buraco com a maior area
Faz referéncia ao titulo de uma atividade | .
de aula, cujo enunciado, textualmente Aprendemos a "sombra dos
incompleto com falta de condigdes sobre | pentaminés”...
a tarefa envolvida .
Valor dos exemplos / contra- A rotagéo de 1 e 1/2 volta para .. para a pega rodar e chegar na
exemplos caracterizar as pegas ... mesma posicao .. com excegdo do
Recontextualiza reinterpretando Ao usar a frase "deve ser ligada" da A palavra "medida", deve ser ligada
indicios de ampliagdo da idéia de medida | a palavra "area"
antes associada a linear. Reconhece que
0s objetos pentominds podem ser
medidos com foco na medida de area
por contagem
Tentativa de recontextualizagao Enuncia situagdo e/ou atividade A "sombra dos pentaminés” ...
sem sucesso por falta de conexdes | vivenciada com desconex&o das
explicitas entre contetdos e condicgdes precisas de construgdo
experiéncias/referenciais
Evidéncia de | Local, o concreto o fisico o social e | Associagéo metaférica perimetro > Fizemos uma "pista de corrida"
Contexto os intercdmbios. (marcas relevantes | "pista de corrida"

do texto adotadas pelo grupo, do
que aconteceu visto pelo aluno)

Férmula problema fazendo referéncia a
figura familiar usada como icone nas
aulas [metonimia ?7?]

Foi usado papel pautado, & lapis com
marcas de uso da borracha, para
escrever a RAv,

Seria possivel construir uma
casinha ..

Cultural (relages explicitas com
uma comunidade mais ampla)

Texto (tragos de informacéo
relevante para o aluno e elementos
conectados)
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ANEXO 17

ANALISIS TEXTO DE GABRIELA SOBRE

TANGRAM

283

Analisis. Texto y sus blogues Homhramiento, Atrihurian.
Cantesto Subjetivo del | Relsto i Ezplicacicn Tipos de Parficipantes | Papel delps | fipg de Acpiones
| Supugsty protagaonista glementos parficipantes | atribucion..
Aperiura i Otangram & um jogo Ohjeto [+ [5] Gifuaging cuftursl
dirests del tema chinés que tem 7 pecas.
Foram inventadas teddansos, oval e ate Formas [+ C1 Tiesrrician
outros tangrans com forma de
diferantes: coragin.
As pecas do tangram sAxZ A, 1A ZA Tn [Fomas AL Y] Enumeracion
que nés estamos e 1 [desenha].
trabalhando
Enungiacicn, Com essas pegas & Propriedade | C [+ Siluagion de
possivel ser fiitn 12 propriadade
figuras convexas,
ou.seis, figuras quetEm | Definipion [ C [+ Definicion
todos o5 vérices para o | figura com
lado de fora— [desenhal]. | propriedade
As figuras nao gue podem ser feitas com | Figuras [+ [+ Afimmacion. e facko
CONVEXSS. o tangram sda milheres | problema
As figuras nao convexas | Definicion C [+ definicion
{&m pelo menos 1 vérice | figura com
pars o lado de dentro. propriedads
ejs— [desenha].
g dividizsemos aslguma AL C A3 G2 Facto acsinn. .
pega a0 meio, 85 duss esultado
metades ficam iguais
— A = [desenha], A — [ [+ Enumeracion
[desenha), & —
[desenha], O =
[desenha] ou [desenha) &
[desenha] — [desenha]
ou [desenho] =
£558.pepa, chamada de | Simetria [+ g2 Definigian,
parslelograma por ter Propriedads W
todos o5 lados parslelos, prapriedade
& simefrica por rotagdo:
vejg
= [dezenhg] == nés A¥L C A2 B Faclo agsion. 2.
girdssemos & peca & [eswitads”
partir do ponto do meio,
chegaria uma hora em
que ela 52 encaixa.
Iss0 tambem pode C &2 Extension de




aconizcer com os propriedade
tridngulos & com o
quadrada.
Durante o trabalho Gy C G261 Situaginn vivencisl
com o tangram,
tzmbém discuimos
o5 Sngulos:
¢ angulo reto que tem [+ [+] Facto definicion
90%, o dngulo agudo que
& menor doque B0F, e o
angulo obtuso que maior
do gue 807,
[desenhag] C C1 Rapresentacion
Descobri em casa (nan. sei se e certo AL AZ €1 Situaginn de reflgxion
que: qualquer pega | iss0)
que tem frés dngulos
de gualquer tamanha
H =
Descobrimas que: dependendn de quantos | Propriedade | GG[A) C G G3 Descubrimienty
lados tem & pega, a soma | funcicnal Relzcion causa
dos dngulos intemos sdo AL efecto
determinadas: Um Ejemnplificacicn
quadrildtero (4 lados), 2 | Ejgmpla
soma de saus dngulos Busca de interacion
internos & 3607, 4 soma (Genaralizacidn
dos dngulos de um
pentégono & 540°, de um
hexégaonc & 7207,
Sevocd percebeu, tods | Einorisdad
VEZ que sumenta um
lado, sumenta 180°.
yings tambem area. [E] G2
Farasaber a aresdss | Medidz Area | CAZL B2 A2 Conszion
pegas do fangram.a explicagion
melhor unidede de
medida & o tridngulo
pequena, pois todas as
pecas sd0 formadas por
el
Vimos também de ousefa, Engulos iguais CEA) EEG: Situagitn vivencial
lados que se enire as pegas do
coincidem, tangram. Por exemplo:
[desenhos] O quadrado tem 4 Forma [ [+] facta
Sngulos de BF, o Propiedads
retéingula também tem 4
Snaulos de BIF. entdo o
quadrado & o retangulo.
Durante esse GA) G2 Canesion
frabalho com o
tangram frabalhamos
bastante com
frapdes,
Era preciso ser bem [ [desenhal CHA A2(02 Evaluscion personal
inteligente para seber de Iz tarea
quanto valia a fragdo |dentificacion de
dada. obstéculo
Eram fraggas Fara saber quanto & esta | Eragidn, Az0 A2E2 Espliciacion local
complicadas como 28 frapdo, & precizo fazer
asta uma subdivisdo.
Referencizl 8 | Uma ficha com 18 AL A2 Fitua temparaimente
o que ocurme | exercivios para Evaluacion parsonal
en clase sarem feitas, lguns de Iz tarea
exercicios eram bem
facsis, outros eram
dificil de s entender.
océ ssbe o que um =+ gag na0 E um Dhjel_u AxL C |AZER Interacion com &l
—— poligono poistemuma | propriedade lector
poligenc? gherturs, explicasicn
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Caraterizacion

Consciéncia

Competéncia
de rigor

sintatica

Explicitando
formalmente

Defini¢ao por
enumeragao

Caracterizagdo por
propried

Defini¢do nominal
(por propriedad

Caracterizacdo de
quadrado e
retangulo por
propried

Defini¢ao propria por
exemplificagdo

As pegas de tangram que
estamos trabalhando sa

Todas as pegas do tangram s&o
simétricas, ou seja, se
dividissemos ..

Angulo reto que tem 90°,
Angulo agudo que é menor do
que 90°, Angulo obtuso que é
maior do que 90°

O quadrado tem, 4 angulos de
90°,

O retangulo também tem 4
angulos de 90°

Vocé sabe o que € um poligono ?
Um poligono € uma forma que
tem todos os lados fechados,
sem nenhuma abertura, assim

Explicitando
de forma
coloquial

... figuras convexas, ou seja,
que tem todos as vertices para o
lado de fora

[desenho] isto ndo € um poligono
pois tem uma abertura

Afirmag&o s6 para mostrar
dominio / saber

Com essas pegas € possivel ser
feito 13 figuras convexas

Competéncia
semioticos,

Consegue gerir elementos

[desenhos e codigos |

Metalinguistica

dos diferentes

Consciéncia do propdsito

registros.

As pegas de tangram que
estamos trabalhando séo ...
[desenhos e codigos |

Todas as pegas do tangram ...
metades ficam iguais [desenhos]
Angulo reto, agudo, obtuso, ...
Fracdes [desenho] 2/8 ...

apropriagao e

Uso com indicio de

reconhecimento de valor

Sistema e
Relagbes
conceituais

Uso de
conexdes entre
conceitos /
procedimentos

Elenco de conceitos conexos

Convexidade, ndo convexidade, simetria,
metades

Paralelogramo

Rotagao, Ponto do meio

Triangulos, Quadrados, Pentagono
Hexagonos

Unidade de medida

Explicita relagdes conceituais

Lista caso a caso dos
quadrilateros ao hexagono
argumentagéo e
generalizacdo
argumentagao

associagdo implicita com

a area das pegas, com Tp
tomado como unidade de
medida

A soma dos angulos do .. &

Se vocé percebeu, toda vez que aumenta
um lado, aumenta 180°

Para saber a area das pegas de tangram
O quadrado tem, 4 &ngulos de 90°

O retangulo também tem 4 &ngulos de 90°
Durante o trabalho com o tangram
trabalhamos bastante com fragdes

Explicita relagdes procedimentais

Todas as pegas do tangram s&o simétricas,
ou seja, se dividissemos ..

Vimos também de lados que se coincidem,
ou seja, angulos iguais entre as ..

Conexdo entre
contextos e
conceitos

Explicita controle e valorag&o do rigor

Implicitas com indicios de apropriagao

Em conexdo interdisciplinar

Cultural, histérico

Centrado no raciocinio
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Registros

Situacdes
referenciais

Uso de exemplos

Enumeracéo de todas as
pecas

As pegas do tangram que estamos
trabalhando séo: [desenhos]

Todas as pegas do tangram ... metades
ficam iguais [desenhos]

.. 0U seja, angulos iguais entre as pegas do
tangram. Por exemplo: [desenhos]

Fragdes complicadas assim [desenho

Um poligono é uma forma que tem todos
os lados fechados, sem nenhuma abertura,
assim

Valor dos exemplos / contra-exemplos

[desenho] isto ndo € um poligono pois tem
uma abertura

Recontextualiza reinterpretando

Contextos

Local, o concreto o fisico o social e os
intercAmbios.

Foram inventados outros tangrans
diferentes: ..

Cultural Texto

O tangram é um jogo chinés
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ANEXO 18

ANALISIS TEXTO DE JOANA SOBRE
TANGRAM

(divisdo dalinha Defin. c c1 Definigdo
porigualjdeCeD Simetria
implicita
Como uma outra censigna GiA) = C G2 Situa ¢ vivencial
receita, mentamos construtive
as pecas do
tangram e
Caracterizacion Comecamos a contrato G(A)=>C G1 Gl N Acdo mental
estuda-las. relacionada ao
contrato
As pecas do tangram figuras C c1 Enumeracio Elenca,
sdo: 2 tridngulos determinado, os
pequenos, 2 tridngulos objetes de estudo
grandes1 tridngulo
médio.1 quadrado. e
um paralelograme
Peso Essas pecas variamne | Forma- c C3 Recenhecimento | Afirmagdo de
argumentative tamanhe propercienal | tamanheo de propriedade | caracteristicado
ac quadrade. objeto explorado
Com as pegas do Congruénciade Congruéncia | G{A) > C G262 " Referéncia a
tangram, dngulos, ou seja, lados exploragdc e sua
comecamos estudar de pecas que se conseqiéncias com
encaixam. a ampliagdo de
vecabularic e fatos
geométricos
A ponta do tridngulo Congruéncia | C c2 i Elenca fatos e
pequeno se encaixana |(dngules) relagies
pontado tridngulo aprendidos efou
grande. A parte de descobertos
baixo do tridngulo
pequenc se encaixana
lateral do tridngule
médic
e et At e A T | Texto y sus blog Nombrami Atrib
Contexto Subjetive del Relato Intercalacion Explicacién Tipes de Participantes | Papel de los |[fipo de Acciones
supuesto protagonista elementos particip antes | atribucién..
Abertura Posicienamente | Eu tinha uma {ainda tenha) Pesscal AC AE 12 singular
emrelacdc ac | grande curiosidade pessoal
conteddo sobre “tangram”.
estudado
Quando eu me interessei relate GA), A A1 G 1% pessca plural | Situa ¢ vivencial
COomecamos a muito. pessoal (fazer tarefa)
estudar, 1% sing
{apreciar)
Inicio del relato | Valorizagdo o MNos tivemos de a partir da receita, uma “linguagem Construgdo, |G(A)C G1C1 Aceitacde de Situa o vivencial e
aprendido montar o tangram, codigo™ muite legal objeto papéis Explicita uma idéia
institucionais noeva
assimétrices na
aula
Era gostosc de pois parecia uma Contrate AC AE 1% sing. (aprecia) | Usando analogias
montar coisas a espécie de "batalha implicito com centexte
partir da receita, tangranal” (batalha familiar
naval)
Havia uma receitae | Aprendemos com o ponto médio. Contrate G(A) C G2E2 i Evocacde de
a partir dela, isso, elemento da tarefa
tinhames de mentar \dentificacio
algo. conteido novo
Exercicio Esboce "a Consigna c c1 MNegociacde com | Descricdo
coisa” ABCD & um o leitor do analégicade
quadrado significade precedimente com
O E & o ponto médie O identificagdo e
F & ¢ ponto médio de F nomeagdo de
e E O ponte médio de A elementos
eCe&M. O ponto
médio deBe DEN.
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como [desenho] = o dngulo &igual c c2 Descricde mediante
proposito de desenho
convencer
Montames (com as | come um retdngule, Formas GA) > C G2 C1 i Acdo - resultado
pecas) figuras um quadrade, um
geométricas, tridngulo e outras.
Também formames | (que ndo eram GiA) =3 C G2E2 i Acdo - resultado
outras figuras conhecidas).
Quando a peca GA)>C G2 G2 Situagdo
estava formada Acdo > novo
Contamos quanto conteido
por quante” ele (relacionado a
eraflinhas) medida)
N&s também GiA)>C G2E2 12 pessoa plural | Reconhecimento
inventamos® descobrir Indicic de (com
tangrans: valoracdo) /¥
autonomia e
criatividade
UAU | Sdo figuras Formas A3C A2 62 Afirmacdo de
quadrilateras ! (gue tem descoberta
4 lados).
Mas aulas da mas, uma amiga me A A1 Sitwagdo vivencial
semana passada, falou um “alge™. institucional
eu faltei,
Vocés trabalharam ¢ dngulo reto tem 90 ¢ | Forma - AxG C A2 G2 G2 Reconhecimento
com os dngulos, dngule agudo tem 45° o | medida do institucional.
dngule obtuso tem 135° Elenco de fatos
estudados
A somainterna de um Propriedade [ C c2 Fixagdo de fato
tridgngule & 1807 descoberta
Quantes graus temum | Problema AL c AZ G2 Pergunta com o
Reténgulo retangulo? Propriedade proposite de exibir
Somando tudo esse cenhecimento
retdngulo tem 360°
Quanto tem cada Estratégia Explicagdo verbal
dngulo? Pergunta Resposta
Resp.: 360 « 4 =90° sintética simbélica
Desenlace Temadade Eu gostei muito de | s0 quere uma ajuda A A2 Avaliagdo
posigdo em aprender a mexer para recuperar o Pedido
relacde a ... com tangram, que eu perdi... No palno do
institucional
PROBLEMA Qual & a menor A3 PIG A2 G2 Tarefa
caixa que abriga
todas as pegas do
tangram?
(desenhe como o Bigode fez no P Dica/ sugestao
papel quadriculad o
t t A>L A2
:;;dnr:nqoialss A metade do quadrado,
meio uocélutilizou conta come 1 quadrado
)
ICaraterizacion Competéncia Consciéncia Explicitando Defini¢do nominal Figuras quadrilateras !
sintatica de rigor formalmente (que tem 4 lados)
Explicitando de forma | Indicio de usar definigdo por | Congruéncia de
coloquial construgao angulos, ou seja, lados
de pegas que se
encaixam
Afirmac&o s6 para mostrar dominio/ | ??? 0 angulo agudo tem 45°
saber 0 angulo obtuso tem 135°
Competéncia Consegue gerir elementos semiéticos, | Indicio de criagéo ou
fnan et aceitagdo de notagéo Exercicio, ABCD,
Metalinguistica v Gd0
geométrica para referir-se a | [desenho]
segmentos, poligonos e
pontos
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Consciéncia do propdsito dos
diferentes registros.

[uso generalizado de
desenhos como apoio a
proposicdes de fatos]

uso alternado de linguagem
formal e coloquial

Tivemos de montar o
"tangram" a partir da
receita, uma
"linguagemcédigo”, ..

a ponta do triangulos

Uso com indicio de apropriagéo e
reconhecimento de valor

Sistema e Uso de conexdes | Elenco de conceitos conexos De segmentos Ponto médio
Relagées entre conceitos / Enumeracéo das pecas do | Triangulos, Quadrado,
P . tangram Paralelogramo

conceituais | procedimentos
Tentativa de explicagdo do | comegamos a estudar a
significado, com desenhos e | congruéncia de angulos,
frases ... "a ponta do tridngulo
Ora como figura base ora pequeno se encaixa, ..
como figura meta na RP Reténgulo
Explicita relagdes conceituais Uso Essas pegas variam no
tamanho proporcional do
quadrado
Quando a figura estava
formada contamos
"quanto por quanto”
Pergunta resposta seguida | Soma interna de um
de explicagao triangulo é 180°
Reténgulo tem 360°
Explicita relagdes procedimentais Referéncia ao existencial, Havia uma receita e a
motivador de entrada na partir dela ...
atividade Montamos figuras
geomeétricas, como um
retangulo ..
Conexao entre Explicita controle e valoragéo do rigor
contextos e Implicitas com indicios de apropriagao
conceitos Em conexdo interdisciplinar
Cultural, histérico
Centrado no raciocinio
Registros Situagtes Uso de exemplos Descri¢do de atividade Exercicio: Esboce " a
referenciais realizada ou criada com o coisa" ...
propdsito de exercitar a
decodificagdo de uma
"receita” geométrica
Valor dos exemplos / contra-exemplos
Recontextualiza reinterpretando Associagao consciente e Parecia uma "batalha
explicita ao jogo "batalha tangranal" (batalha naval)
naval" em que se deve
"achar" algo através de
codigos
Contextos Local, o concreto o fisico o social e os | Referéncia a situagéo Desenhe como o Bigode

intercambios.

vivencial e material didatico

fez no papel quadriculado

Cultural

Texto

A parte de baixo do tridngulo pequeno ... // A metade do quadrado conta

como ...
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ANEXO 19

ANALISIS TEXTO DE GABRIELA SOBRE
ECUACIONES

Definigao

Afirmagéo para mostrar dominio / saber /

Para dar mais precisdo e refinamento do
texto

Para mediar e manter controle da
interpretacao do leitor/audiéncia com
sentido de dar coesao ao texto

Representagodes|
Simbologia,
terminologia,
notacdes, esquemas,
quadros, graficos,..]

Uso com indicio de apropriagao e
reconhecimento de valor

Eles a usavam para estudar figuras

Comunicando saber Naturalmente

Formalmente

Relagoes
conceituaisProprie
dades , classificagéo,
generalizagao ,etc.

Explicitas Para mostrar dominio para

uma audiéncia

Ja sabiamos resolver 4 casos

Com indicios de controle e
valoragéo do rigor

Implicitas com indicios de apropriagcéo

Sistema
(conexdes,
discriminagdes)

Uso em Conceitos conexos
conexao de
contextos
matematicos

Equacgdes do 2° grau
Quadrado perfeito

Numero negativo

Trindbmio Quadrado Perfeito
Raiz quadrada

Relagbes conceituais
envolvidas

Relagdes procedimentais
envolvidas

Uso em conexao interdisciplinar

Valor cultural, historico

Centrado no raciocinio / aspecto
metacognitivo

Situagoes
referenciais
(exemplos,
experiéncias,
recontextualizagoes ..)

Para comunicar saber

Ja sabiamos resolver 4 casos x° = n,
x*+n=0, (x+n)’=m x*+6x+9=0

Para explicar

XZ+6x+8=-1
X2+6x+2=0

Para dar mais legibilidade ao texto

X?+6x+2=0

Contextos
(LECKIE-TARRY, 1995)

Situacao
(Local, o concreto o fisico o social e os
intercambios)

Cultural
(global, ...)

Relagédo com civilizagdes antigas

Texto
(informagao e os elementos conectados)
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ANALISIS TEXTUAL DEL PROTOCOLO de GABRIELA SOBRELA ACTIVIDAD DE ECUACIONES

Analisis Textoy sus Nombramiento Atribucion
bloques
Contexto Subjetivo del protagonista Relato Intercalacion Explicacion Tipos de elementos Partici-pantes Papel de los tipo de atribucion... Acciones
supuesto Metodolégica participantes
Presentacion | Introduccion al tarea basada J Dia 14 de novembre INST Situacion temporal
en dados consultados a sus
registros o su agenda
valoracion y orgujo por el adiantando o Contrato implicito Fenomeno P—G | P1G1 Apreciacion de
adelantado del grupo assunto da 8a série acuerdo de futuro
informe con nombramiento | tivemos nossa 1a Tema matematico G(A)C G1C1 existencia Pasado vivencial
del tema aula sobre equagao nombramiento 1a
de 2° grau pers.plural
Nudo informe de accién A primeira coisa que Relato existencial P—G P1 beneficio Evocacion ilustrativa
0 de una interaccion
professorfezfoinosmo
strar
informe del objetcto del algumas equagdes Tipos de ecuacion Objetos C1 identificacion
estudio
comentario evaluativo con que a gente ja Fenémeno eliptico = G(A) G2 nombramiento 1a Autoevaluacion con
reforzo positivo sabiaresolver (algunas ecuaciones) pers.plural refuerzo positivo, sin
critica Implicacién
colectiva
Asume dominio sobre casos como por exemplo Ecuacion Rel. con Objetos C1 Ejemplificacion
particulares, reconocimiento x+y=14 ou x2=9 ou x2=0 | ejemplo Variables (no Tipificacion (“ou”)
implicito que ha ouxy=12x2=-1 explicito) Multiplicidad de casos
un universo desconocido de efc. .. Indicacion de no
agotamiento de casos
ecuaciones y sus métodos | ja sabiamosresolver 4 Fenomeno es sujeto G(A)C G2C1 nombramiento 1a Reconocimiento de
de resolucién casos de equagéo pers.plural dominio sobre
conocimientos
expresion en linguage Ado tipo x2=n, x2+ n =0, | Ecuaciones Objetos C1 Intento de integracion
algebraica de casos (x+nZ=m “‘incompletas” de un proceso de
generales, hierarquia generalizacion vivido,
implicita donde una situacion se
reduce a la anterior.
Tipologia clasificatoria
0 generalizadora ??7?
Ejemplificacion local
mediante formatos
Identificacion de un tipo del e um do tipo quadrado Caso especial C2 Nombramiento de una
0s casos especial perfeito — x2+6x+9 = 0 reduccién a ecuacion situacion particular
nombrados e ejemplificado de 1° grado mediante Valorizacion implicita
en linguaje aljebraica trinomio tipo (x+a)? de propiedad
algebraica
informe de acién, referencia | Dai o Contenido no explicito | P—>A P1 Al. beneficiario eliptico | Evocacion de un rol del
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a dinamica

professorpassou um
EXercicio

profesor

informe de evento, e surgem 2 métodos G Sujeto no C2 Tratamiento de Significacién del
referencia a consecuencia o | para resolve-lo definido “consecuencia” con ejercicio (i)
de los actos del maestro o “portanto” eliptico
del proceso natural de la
problematizacion
Descricon de métodos, 1°método +1 + 1 x2+6x | Métodos nomeacion Objetos C3 descricion sujerindo
ejemplificando y nombrando. +8=-1(método da de método nomeacion pasaje de una
Deja inplicita a posibilidade Balanga) x2+6x+9=0 | decaso ecuacion al otra
de poder llegar al TQP a —> (quadrado perfeito) (x equivalente
partir del “método da +3)2=0x+3=0x=-3
balanga”
2° método x2+6x+8= -1
(x+4)(+2) =-1
problematiza y investiga Hipotese: investigacion A3 simulacién indagacion
acerca de las subentendida
condiciones 1.-1=-1ou-1.1=-1 verificacion
Sex+4=1.—->x=-3e [ usode condicionante indagacion
sext2=-1 > x=-3
Referencia a dinamica de la Quemdescobriu sujeto no definido G G3 descobrimiento
aula relaciuonada a dos esse método, reconocimiento,
momentos temporales lembrou das aulas interpretacion
distintos sobre soma e
produto e resolveu
HISTORIA - Marcador textual
Incorporacion de A equagdo de 2° hechos historicos Objetos C2 Incorporacion de
informacion investigada o grau, ja era hechos aprendidos
recibida desde el aula conhecida pelas
civilizagbes antigas.
informa enriquecendo y Eles a usavam para Marca textual (grifo) Fenomeno (?) C3 (A3)
acentuando estudar figuras afirmativa de funcion
geométricas acepta como
importante
investigacion sobre las Sex+4=-1—>x=-5e [ecuacionesy Objetos C3
respuestas obtenidas, sex+2=1-—x=-1 procedimientos
agotando los casos
Incorpora vocabulario ABSURDO — O xdeve | asercion A (yo considero | A4 posicionamiento,
especifico para exibir su ser absurdo qué ..) conclusion
dominio conceptual
(x+1)24x2=(x+2)2 ecuaciones y Objetos C3

X2+ +x2=x2+4x+4 0 = -
3-2x+x2x2-2x-3=0x2
-2X-2=1X2-2x = 3 x2-2x
+1=4(x-1)2=4x-1=

2x=3ouse
x—=1=-2
x=-1

procedimientos
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Intencion didactica supuesta [7 flechas (..—) ligando | marcas textuales de | Objetos Ad explicacion justificacion
por la utilizacion de recursos 13linha com a 22, até control de la lectura (asociados a control orientacion
no verbales figuras, 72com a 8%, legendadas pasos, intencion didactica
ecuaciones, zetas de ayuda, com o texto recortado procedimientos) reconocimineto de
comments) para garantizar "desenvolveu-simplificou- pasos em um
su objetivo de expresion trocou-ordem;+1;+1;+1+1] procedimiento
Marco cultural considerado y | Quemestudava isso fenomeno A3 Intrepretacion do
valorado, Intrepretacion o nas civilizagdes W incorporacion de hecho
incorporacion de hecho antigas, ndo distante aprendido
aceitavam um temporalmente
nimero negativo.
aprendido a referencia y Eles ndo aceitavam
percepcion del conflito y algo que eles néo
obstaculos epistemoldgicos | pudessem
sobre numeros negativos representar com
supuestamiente acepta desenhos.
reconocimiento de la Na aula seguinte, ja procedimientos G(A) G3 nombramiento 1a. domino de
consecucion de los objetivos | tinhamos dominado o pers. plural procedimientos
didacticos (institucinales) método da "balanga seguridad
por el grupo quadrado perfeito"
informa e s6 resolvemos G G1 informacion
exercicios.
complementa Dominamos também G G3 reconocimiento de
0 método da cascata, dominio de
procedimientos
hace referencia al dinamica | que ja tinhamos visto G G3
na 1%aula.
nombreamiento del método Explicacdo do método A A4 explicacion
aprendido cascata:
ejercita para expresar, hace [equacdes] ecuaciones esquemas | A—L
uso de esquemas no
verbales
argumenta explicando paso A mudangado1®p/ao2°® justificativa
apaso degrau se da para
transformar o trinémio em
um trinémio quadrado
perfeito.
Manifesta os beneficios del Isso ajuda na hora de persuasion
método. Persuade simplificar
realcando
Conecta hacendo referencia 0 primeiro método A-LG percepcion conexion
a dinamica de un grupo. explicado na 1%folha, entre momentos
Confronta los métodos € 0 mesmo do distintos
conocidos hasta entonces, método cascata, s6
evalua que quando a
pessoa 0 explicou,
ela ndo sabia que o
método era o
cascata.
Evalua a partir de su Muita gente ndo G evaluacion desde fuera
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autoridade entendeu a
passagem:
X2+6x+2=0 — X2+ 6X ecuaciones C3 justificacion
+9=7 transformacion
acentua Explicacéo: marcador textual demarcaciom
[equacdes, recurso ecuaciones A-L C3
iconico] marcadores textuales
Se vocé soma 7 de um propriedade A4 atribuicion ejemplicicacion
lado, para equilibrar, justificacion
vocétem que somar 7 do
outro lado também.
Utiliza recursos de linguaje Do lado x2+6x+2 = 0, ecuaciones
no verbales y simultaneos soma e fica x2+6x+2+7 s6 | procedimientos
de tipo : Verbal, anal6gico y que 2+7=9 entdo fica consecuencia
algebraico para convencer. X2+6x+9, do outro lado, do
Hace narrrativa de lado 0, somando 7, fica 7.
simulacién de procedimiento
manipulativa
Incorpora papeles y habitos Licdo Marcador textual assignacion
del profesor,
proponiendo dos casos [propostas de equagdes] | ecuaciones Objetos C3
(resolviendolos) convidando particulares
el
lector a poner de manifiesto verific. procedimiento
sus
compreensiones [verificagdes] marco textual verificacion
CONTINUAGAO DA Marcador textual
REDACAOQ:
Ainda en el papel del Na hora de resolver A—L Ad atribuicion Pide atencion, intecion
profesor, encierra equacdes, lembre-se que didactica
dando dicas y reforzando Se vocéquersaber um atribuicion Orientacion
conocimeintos anteriores nuimero que ao quadrado
resulta 49, o resultado
pode ser 7 ou -7.
Mas se vocé tem que Casos especiales atribuicion
resolver algo do tipo
v49 , 0 resultado é
sempre 7 — v49 =7
—um numero que ao reforzo

quadrado resulta 49:
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ANEXO 20

ANALISIS TEXTO JOANA ECUACIONES
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Protocolo del texto de Joana sobre Eq. do 22 Grau

Andlisis Texto y sus bloques Nombramiento Atribucion
Contexto Subjetivo del Relato Intercalacion Explicacion Elementos Participantes | Papel de los | tipo de atribucion Acciones
supuesto protagonista participantes

Equacdes de 2° Grau
Que diabo é isso?
Foi a 12 coisa que Algo novo? Nao, Problemas que envolviam | Equagdes C Cc2
pensei. minha cara. equacdes de 2° grau A
foram encontrados em
papiros (papel feito com a
planta “Papirus”) no
antigo Egito.
Nossa, mas que Na verdade, também Problemas C Cc2
antigo! encontraram problemas A->
em placas da antiga
Babildnia. Egito,
Babilbnia...
nao importa. Isso s6 | quase todos os Problemas C Cc2
indica uma coisa: problemas caiam em solugdes
desde os mais solugbes equacionadas,
antigos tempos, elevadas ao quadrado
que resultavam em zero.
Em todos os Historia C C2
documentos, problemas | Méatodos

das vidas das
pessoaseramescritos e
resolvidos, sempre
estudados em casos
particulares, ndo tinham
um método geral que
pudessesolucionar
aqueles problemas.
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E entdo se iniciou a Era natural que E foi com muita pesquisa | Matematicos | C Cc2
“CAGA AO METODO sabiostivessem que no século X,
GERAL". Dois sabios | contato com ALKMOWARIZMIchegou a
matematicos equagoes. um método mais geral,
estudaram problemas que ainda precisava de
cotidianos que tinham ajustes. No século XIl,
solugdes particulares. BASKHARA também
chegou a um método
curioso e interessante,
que envolvia figuras
geomeétricas, mais
especificamente o
retangulo.
[Desenho de x* +10x = 39 Equagao C Cc2
retangulo]
Bom... grande coisa! | H4 infinitos retangulos Retangulos C C3
com area 39. area
E foi assim. ele foi caindo em muitas | Métodos C C3
Pesquisando, outras equagdes, ali
criando, investigando | chegamos na de 2° grau.
e perguntando,
EQUAGAO: Qualquer Definicao C C2
igualdade que s6 é
satisfeita para alguns
valores dos seus
dominios.
Mas porque a Simplesmente porque Forma CA>L C2
equagao é de 2° uma incognita é elevado | nomenclatura
grau? ao quadrado. Outro
detalhe: todas resultam
em 0.
Ah! Entédo ndo tem O grande desafio das Raiz C C3
sentido. Claro que equagoes desse tipo é (nimero)
tem. descobrir o valor de uma | solugao
incognita, de modo que
ele satisfaga certas
condigdes e que numa
certa conta, resulte em
zero
N&o entendeu? Veja | 2x*- 3x =0 Tipos de C c2
como é isso 3% +7=0 Equacéo AL
visualmente: P +2x=0
ax+bx+c=0
4°-3x+2=5
4°-3x-2=0
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0OBS.:NEM SEMPRE Forma de C C2
TERMINA (RESULTA) equagao
EMO.
EXEMPLOS: xX*=9 Exemplos CA->L C2
x=30ux=-3
Qual é a pergunta
indireta nessa equagao?
Simples. A pergunta é: qual Naturezado |CA->L C3
numero que elevado ao problema
quadrado da 9 e qual a
raiz quadrada de 9.
Mas atencéo:
TEORICAMENTE iSsO
acontece mas lembre-se
que -3 néo é raiz
quadrada de 9.
Método Simplificando, esse Novo formato | C C2
CASCATA método resume em:
se vocéencontrar uma Método CA->L Cc2
equagao muito dificil,
basta simplifica-la até
chegar em algo mais
facil.
EXEMPLO: X +6x+2=0 Exemplo C c2
X+6x+9=7 algébrico
(x+3)P%=7
XX=7
Meu Deus, como [DESENHO DE Representag |[CA->L C4 Consciéncia de Conexao
fazer isso? RETANGULOS] oes: valor do processo | intermatematica
Simples, minha i geométrica / Multiplicidade
cara... FATORAGCAO PRODUTO algébrica / representacional
verbal
(a+bf=a’+2ab +b?
Isso determina o TQP Caso TQP C C2
Aha! Entdo é isso Método CA C2
que vai fazer uma
equagao se TQPzar
pra facilitar a minha
vida. Sendo assim
desenho X~ 10x + 16 =0 Solugéo C C2
sera isso um TQP? (x-4)2= Solugéo CA->L C2

Claro que ndo. Vou
teprovar.

no way! Isso ndo da
x*~ 10x + 16 = 0 nem na
China.
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Lembra da minha x*— 10x + 16 = 0( Fatoragao CA->L C2
dica? Entéo la vai: X — 5 =x*— 10x+25=9
Joana, da onde vocé | Simples: 25 Verificagdo CA C2
tirou 0 9? -16
9->+49
Como a outra conta dava |/ C Cc2
0,0+9=0
Entéo ja utilizei o X~ 10x + 16 = | Método CA C2
método cascata: 0 cascata
X~ 10x + 25 =
9
(x-5)%=9
(x-5)=3>x=8
ou
(x-5)=-3>x=-8
N&o se esqueca que 1.Néo se Controle do CA->L .
para resolver descabele ao ver uma uso do
qualquer conta, vocé | conta, tenha paciéncia. método
tem que tomar certos 2.Procurefazer
cuidados perguntas para a conta,
matematicos como: tirando conclusdes e
procurando numeros que
satisfagam e respeitem
todas as condigcdes.
3.Veja se tem
ou nao solugao.
4.Verifique!!!
Entdo, vamos |a CA->L C2
Resolvendo: 9 4r-ax-ds=0 vy Resolugao C C2
b) 2-26x+69=0 » 2.4F 20210
a) 4x2-4x—48:0( ﬁ)_‘
(0= 1) (2x- 1) = HC- - 20+ 1
(20— 17 =49 HE-4x-48=0
(2x-1)= D@ dx+1=49
2%=8
x=4o0u g;]g -7
oque x=-4
ao quadrado da o Quadrarum | C C2
resultado (no caso 49?7 R: | nUmero

7)
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Verificagao: Verificagdo Cc2
4x°- 4x-48 = |Valor
0 ) numérico
4.4°—44-48 =
0
64-16-48=0
Yes!
48-48=0
C2
b) - 26x+69=0
[
(x=13p =
ot
[2]-13=10
Verificagao: Verificagdo Cc2
23%-26.23 + 69 | Valor
=0 numérico
529 — 598 + 69
=0 YES
-69+69=0

301




ANEXO 21
ANALISIS TEXTO GABRIELA SOBRE

CONJUNTOS

Caraterizagdo

Compe Consciéncia de rigor Explicitan | Definicdo nominal e por O conjunto N abrange os nimeros inteiros
ténci do extensdo positivos: N={0,; 1;2; 3;4;5;6; 7; ..}
encia formalme | Definigéo nominal O proximo conjunto a ser estudado foi 0
sintatic nte Caracteriza Z por conjunto Z dos niimeros inteiros positivos e
a enumerabilidade negativos
Definigdo nominal comfoco | Z={....}
em propriedade
Ainda n&o define .. ¢ enumeravel
formalmente com linguagem
simbdlica, expressa a Q é denso
generalidade do conteudo
(caso da densidade) Aidéia de ser fechado é que ...
Definigdo nominal com foco
em propriedade N é infinito
Ir é infinito ..
Carateriza subconjuntos p/ | N e Z —Q
pela inclusao
Explicitan | N&o expressa A idéia de um conjunto ser enumeravel ,
dode matematicamente a significa que se alguém ...
forma correspondéncia N <>
coloquial | conjunto Ser denso significa que entre dois ..
Definig&o por propriedade Z pode ser representado por uma reta com
furos...
Uso de recurso (analdgico,
..) ém conexao com
representacdo geométrica
Afirmag&o s6 para mostrar
dominio / saber
Compe Consegue gerir elementos Indicios de compreenséo do [tabela da enumerabilidade de Q] com baldo
ténci semiéticos, . procedimento de argumentagao da
encia enumerabilidade de Q
Metalin | Consciéncia do propésito Cujo simbolo & "N" estilizada
guistica dos diferentes registros. A utilizacdo da chave { } na escrita dos

Usa quadros para dar destaque

Carateriza subconjuntos p/ pela incluséo

Indicio de apropriagéo de notagao
matematica estipulada em contrato

conjuntos ... . Se usassemos parénteses () ...
[box]

epertence ...&.. N.. U.. =.. Yqualquer
c[box]

Junto com o conjunto N, .. simbolos
matematicos que ajudam .. Ex....axb e N
Ncz,

N é um subconjunto de Z

...em relagdo a (+, -, x)

[faz uso de diagrama de Venn-Euler para
mostrar relagdes de inclusdo

Uso com indicio de
apropriagao e
reconhecimento de valor

Carateriza subconjuntos p/
complementaridade e pela incluséo

O conjunto Ir dos .. abrange todos os
numeros que ndo podem ser
representados por

conjunto Q é aquele que abrange todos os
numeros que podem ser representados
por fracGes positivas ou negativas

conj. R dos reais abrange todos os
numeros do conjunto Qe Ir...
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Sistema e Uso de | Faz elenco de conceitos
Relagées conexd conexos (01,02,03...)
o Explicita relagdes Tem subconjuntos
ceituais €s conceituais .. & fechado em relagéo a adigéo e .
entre (01-02) N pode ser representado numa reta, ...
: Ncz
conceit . N é fechado em relagdo a (+, -, x)
os/ ° Z é fechado em relagdo a (+, -, x)
procedi e Qéfechado em relagdo a (+;-;x;+)
mentos .
Todos os elementos de Q tém antecessor e
sucessor...
conjunto Ir dos .. abrange todos os numeros que
ndo podem ser representados por .....
conj. Ir ndo é fechado em relagdo a nenhuma
operagdo...

Proposigao universal falsa conjunto Q é aquele que abrange todos os nimeros
que podem ser representados por fragdes positivas
ou negativas
conj. R dos reais abrange todos os nimeros do
conjunto Q e Ir, ou seja, .. todos os numeros menos
V-1
conjunto dos nimeros complexos representados
porCouC
Cengloba todos os nimeros Inclusive -1

Explicita relagdes Indicios de compreenséo do Para contar o conjunto Q, é preciso contéa-lo em
procedimentais (01-0P) procedimento de diagonal [box 0/0. 0/1, 0/2, ..]

argumentacgéo da

enumerabilidade de Q

Conex3 | Explicita controle e
valoragdo do rigor

oentre Implicitas com indicios de

context | apropriagio

ose Implicitas sem apropriagéo

conceit Em conexéotherdisciplinar
Cultural, histérico

0s Centrado no raciocinio

Registros Situagd | Uso de exemplos que Ex. V2, V37,

mostram relagdes, idéias...

es do que deu sentido ao

referen | conceito

ciais Valor dos exemplos / contra- Q néo é fechado em relagéo a radiciagéo
exemplo ndicio de embaralhamento de conceitos

e relagdes conceituais -1 ndo pertence a Ir

_ Mas Q nao contém V2, V3, V7, ., raiz

Desenyolve processo apmado na quadrada de numeros primos

determinagéo de uma média aritmética

entre os dois nimeros escolhidos. Entre 1/2 e 3/4 existe infinitos nimeros .. Ex.:

Recontextualiza Associagdo hiperbolica (??) A idéia de um conjunto ser enumeravel ,
reinterpretando significa que se alguém tivesse a capacidade ...
Tentativa de
recontextualizagéo sem
sucesso (falta de conexdes
explicitas entre contetdos e
experiéncias/ referenciais
Context | Local, o concreto o fisicoo | Furo como elemento metaférico para A reta Q teria menos furos porque Q é
0s social e os intercambios. apoiar a "visualizagdo" da representagdo | denso.

(marcas relevantes do texto
adotadas pelo grupo, do que
aconteceu visto pelo aluno)

Z pode ser representado por uma reta com
furos...

Cultural (relagdes explicitas
com uma comunidade mais
ampla)

Texto

Refere-se a falta de tempo de concluséo

da tarefa

Falta os construtiveis, seu mal.
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Analisis Texto y sus bloques Nombramiento Atribucion
Contexto Subjetivo del Relato Intercalacion Explicacion Tipos de Participantes Papel de los tipo de Acciones
supuesto protagonista elementos participantes atribucion...
Presentacion | Inicio Elencode | Comegamo | com o estudo que abrange os nimeros Tema G(A) G
eventos S 0 ano sobre o conjunto inteiros posiﬁvosz N={0;1;2 matematico
N 3;4;5;6;7;89;10; ..}
Nombramiento Citamos G(A) Accidn colectiva de | Aceptacion de
de tema varias enunciacion elementos
caracteristic conceptuales
asdeN
Referencial BOX N é fechado em relacdo a Una definiciéon | Objetos INST Reconocimiento de | Relacién directa
representativo Escrever um adicio e & multiplicacio - se acompafia que lo genérico com el objeto
negociado como usando a chave { }, | Um conjunto ser fechado em de casos puede ser matematico
destaque ionifi ~ - ejemplares explicado
‘ significa que os relacdo a alguma operacao niés s'?m les m(':diante ejemplo
elementos do significa que: pegando dois P d . J P Explicacion
conjunto devem ou mais elementos desse (en este caso,  operacion P
generales) Justificacion
estar na ordem conjunto, e operando, o
indicada. No caso | yesyltado da operagio vai
do uso de estar dentro do conjunto.
parénteses ( ), os Entdo, se eu pegar dois
elementos ndo .
. nameros de N,
precisam ter uma o
ordem multiplicarmos ou somarmos,
o resultado estara contido em
N.
Obs.: N tem Paréntesis A>L CON Destaca valor
. significativo semejantes a notas
mais algumas -
. de pie
propriedades
Antes de aprendemos a seneN=>n+1eN Lenguaje G(A) REF Incorporacion de un
estuda.rmos escrever . Objeto Objetos INT lenguaje del grupo
0 proximo MATEMATIQUES.
conjunto,
BOX Paréntesis Objetos INST
€ —PERTENCE representacion
¢ —NAOPERTENCE al
# —DIFERENTE
vV  —QUALQUER
3 —EXISTE
> —NAOEXISTE
3 —EXISTEUM
UNICO
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= —ENTAO

Ainda G(A) G2 Adjuncién
sobre Evocacién de
NDiscutimos reflexion colectiva
em sala de
aula,
BOX propriedades sobre Simbdlico Objetos INST Definicion Caracterizacion por
0 Canunto N*éo subconjuntos de N 0 Control extension de un
conjunto dos beon de N? redundante conjunto
naturais, excluindo o ue sdo subconjuntos de N? _
' q~ . ) . puntuando el habla | gjmyi3 interaccion
0 (zero). S&o conjuntos que estdo |
*={1,2,3,4, ..} ) com lector
P contidos em N. Ex: PARES =
{0; 2; 4; 6; 8; 10; ...}
BOX Alguns A-> RC Posible referencia | Usa un referencial
matematicos aluso onodel 0 en | externo cultural
usam este los naturales profesional
conjunto.
Todos os elementos de Nominacién Objetos y INST Atribucion légica Referencia a
PARESestdo presentes em N, mas propia relaciones en dos sentidos de | propiedades
ndo sdo todos os elementos de AcB inclusivas
N que estdo contidos em PARES
(N).
Qual conjunto tem mais Objetos y Problematizacion Control mediante
elementos: N ou P? relaciones autopregunta
Nenhum dos dois, pois para Explica Respuesta com
cada elemento N tem um justificacion
correspondente em P.
Veja
N->P Essa propriedade se chama Referencia a
“EQUIPOTENCIA” . propiedad
Z ndo é denso.
- Objetos y Ruptura de discurso
Qualquer subconjunto de N do relaciones —_—

tipo M (n), — mdltiplo de n — sdo
fechados em relagdo a adi¢do e
a multiplicagdo.

Introduce nuevo
objeto

N é um subconjunto de Z. O
conjunto Z abrange todos os
naturais, mais os inteiros
negativos.
Z=1{4;3;-2,-1,0;1;2;3; 4;
-}
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Em Z, todo o nimero, exceto
0 0 (zero), tem seu oposto.

Z é enumeravel:

Assim como N, Z tem 0 (zero)
como elemento neutro da
adi¢do e 1 como elemento
neutro da multiplicagdo.

Z é fechado em relagdo a (+;

- X).

N ¢ um subconjunto
de Z. Os subconjuntos de N sdo
subconjuntos de Z.

Como N, Z nado tem maior
elemento. Mas diferente
mente de N (que tem o (zero)
como menor elemento), Z ndo
tem menor elemento.

N e Z sdo subconjuntos de Q.
Este conjunto mais complexo,
abrange todos os numeros que
possam ser representados em
forma de fragdo do tipo a/b ou
na forma decimal: 0,5:

ComoNeZ Q¢
fechado em relagdo a (+; —; x),
mas também ¢ fechado em
relagdo a divisdo +. Q ndo ¢
fechado em relagdo a /.
Q é denso, pois entre dois
numeros, ha infinitos outros

ndmeros.
o

1=—= 12 A
kS & &
& < < 6 1 2
15 15 15 3 5
W= 11 < 12 1
20

a0 30 WU_/ a Media
@ aritmética

l<—=<1

a 30 1

60 < 83 < 86 3 n

180 180 180 z 30
) 20
7 ate. E/D
20
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Os nimeros que nao podem
ser representados por fragdo
sdo: raiz quadrada de n°
primos, ...

7 & 0 nimero
irracional (que ndo
pode ser
representado por

fragéo), mais famoso.

Dizimas periddicas (nimeros
decimais com infinitas casas
depois da virgula) também
podem ser racionais, isto €,
podem fazer parte do conjunto

Q.

Q é enumeravel, embora seja
dificil de acreditar.

Q é enumeravel, embora seja
dificil de acreditar.

Mas veja:

BOX

Os pitagoricos
(seguidores de
Pitagoras)
acreditavam que
tudo era nimero.
Mas: Qual é a

oY 2 2 ELES FORAM

ENGANADOS! Na
época deles, ndo
era possivel
resolver este
problema.

AL

rte

do conjunto IR dos irracionais.
IR ndo ¢é enumeravel, ndo ¢é
fechado em relag@o a:

adicdo:

\/EJr(—\/E):@a

(racional)
subtracio:

V22 -2

multiplicaciio:

\/5 . \/5 =2 —> racional

divisao:

\/E +\/§ =1 — racional

Como “construir” um nimero Pergunta
irracional?
Seria preciso inventar um Explica

ndmero que depois da virgula,
teriam infinitos nimeros ndo
periddicos.

Exemplo de uma expansdo
decimal infinita e ndo periddica:
0,1001100011100001111000001
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11110000001111110000000...
Outros irracionais: Vit

0,20022000222000022
2200000...

QUIR =R, ou seja, a unido dos
conjuntos Q (dos racionais) e
IR (dos irracionais), resulta no
conjunto R dos nimeros
reais.

BOX

Os conjuntos Q e IR
nao sao
equipotentes, ou
seja, ndo tém
correspondéncia
entre seus
elementos.

Pode-se ordenar os

subconjuntos de R:

@)~

BOX

Um namero que

nao é real \ — 1

E um namero
COMPLEXO.

Numeros Construtiveis
O conjunto N é construtivel:

pequenos furos.
A reta Z também tem.

Metafora

A reta Q tem menos furos
que N e que Z, mas ainda tem
pequenos furos.

R ndo tem quase nenhum
furo, o tinico nimero que eu
conheco que nio faz parte de

Rev—1.

Como se constrdi fragdes nas

Pergunta
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retas?

Como encontrar 5/7?

Pergunta

Transfere-se a medida

Explica
procedimento

Tragar outra linha em qualquer
diregdo partindo do O (zero):

Escolha qualquer abertura (ndo
muito grande) no compasso e
marque 7 pontos da Ultima linha
tragada.

Do 72 ponto, trace uma reta até
o ponto 1 da 12 reta.

Entdo, trace linhas paralelas a
Ultima reta e partindo dos
pontos feitos na 22 reta

Dai é sé achar 5/7 na semireta
01 e transferir a medida para a
12 reta de nimeros

Con 50

NUMERO \/2 ?

Pergunta

O nimero A/ 2 éamedida da
diagonal de um quadrado 1x1.
Isto facilita sua localizagdo

Inicia explicagdo

Cor Jadrado sobre
a se aga-se sua
diagonal. Entdo, com o
compasso, transfere-se a
medida da diagonal do
quadrado 1x1 para a reta com o
compasso

Explica
procedimento

Dai fica facil
localizar os pontos:

2\/5;
1+\/§;
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)
1+(—\/§)etc.

QUE CONJUNTO
NUMERICO CONTEM A RETA R?

O conjunto C dos
nameros complexos, por
exemplo.

Sua construgdo é bem
complexa (como ja diz o nome).
O conjunto C é representado
pelo plano cartesiano.

Pergunta -
responde

Neste plano é possivel localizar,

por exemplo, v/ — 1 eos

varios outros pontos localizados
no fora das retas r

P.S. da Autora: “Apds a correcdo
deste trabalho, descobri
infinitos nimeros que ndo sdo

Reais: '\/—2 ; \/—3;
=4 .

Indica que
continuou
pensando no texto
apos a tarefa
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ANEXO 22

ANALISIS TEXTO JOANA SOBRE CONJUNTOS

Caraterizagao

competéncia Consciéncia de Explicitando | Usa frases explicativas que indicam distincéo que Significa que eles ndo fazem
sintatica rigor dando formalment | carateriza elementos no conjunto diferencia... sdo neutros
precisdo e e ) . )
Aungque no defina formalmente com lenguaje Q é denso, sabe por qué? Entre
refinamento do . o . C ;
simbdlico, expresa la generabilidad del contenido dois numeros cualesquier tem
texto (caso de densidad) infinitos outros entre
Carateriza subconjuntos p/ complementariedade e
pela inclusao Irracionais, nim que no pueden
expresarse como fraccion...
Irracional como decimal Formado pelos num enteiros do 0
até infinito
Los naturales se definen por sus propiedades
Representa y simboliza relaciones elemento/conjunto | N = conj. dos num naturais é
por extension algumas propriedades
NZ,{}
Explicitando | No expresa matematicamente la correspondencia E enumeravel (significa que da
com C<& >N para caracterizar numerabilidad para contar)
Coloquialid | Mezcla de lenguajes Infinito representado por etc. Tem uma certa seqiiéncia N=
ade (0,1,2,3,4,5tc)
Afirmag&o s6 para mostrar
dominio / saber
competéncia Consegue gerir elementos Infinito representado por etc. (extension infinita) y "e

metalinguistica

semiéticos, ...

assim por diante" (proceso)
Usa diagramas de Venn para inclusiones y particion

Usa flechas para indicar procedimientos junto a los
objetos simbdlicos y verbales en el caso de encontrar
una fraccion intermedia

Usa representacion grafica, verbal , paréntesis (box)
y simbdlica para indicar el proceso de dibujar
numeros constructibles y para \ hablar de la
numerabilidad de Q

Usa constantemente metaforas (para frente , atras,
zigzag) de movimiento para indicar procedimientos
de infinitud, numerabilidad, construccion en recta
numérica,, finitud (para de escribir)

Q é denso! Sabe por que? ...

el

4

(.AJ'\I

Consciéncia do propdsito dos
diferentes registros.

Expresa, com énfasis, la idea de conjunto cerrado en
relacion a una operacion

Conecta la idea de decimal como necesidad
explicativa del irracional.

Intenta describir (no consiguiendo) el hecho de que
en la representacion decimal de un irracional si paro
de escribir tiene una representacion racional.

N ¢ fechado em relagéo a adigéo
e multiplicagao. Isso significa que
Se somarmos ou ... 0 resultado
sera um nimero do conjunto.

Z esta fechado em relagdo a
adicao, multiplicagéo e subtragdo

Dizima 10a. parte
Periodica - vareia
3,3333 = 33333/10000

Uso com indicio de apropriagao e
reconhecimento de valor

Valora y explicita los conj numéricos como lugar para
indicar proposiciones

777
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Sistema Uso de Elenco de conceitos conexos Elenco de subconjuntos Sem identificagdo que é + Ir,Q,R
Relagbes conexdes entre ndo ¢ = con; total
conceituais | conceitos/ Explicita relagdes conceituais Inclusion de conjuntos En N hay infinitos subconjuntos.
procedimentos IQent,iﬂca subconjuntos en N, Z, !dentifica inclusién o
sin simbolos, y no inclusion a la inversa entre Ny Z. | Formado pelos hum inteiros do 0
Identifica complementariedad Conecta la idea de até infinito
decimal como necesidad explicativa del irracional.
Z = positivos y negativos
Aceptacion de regularidades como propiedades
Después de un par viene un
impar Pone ejemplo
Explicita Relagdes Propiedad de numerabilidad com expresion de Z enumeravel.. sem esqueger
procedimentais algoritmo de construccién nenhdm numero...sempre um
negativo para um positivo
Densidad como propiedad importante de los Denso<-> entre dos nimeros
conjuntos numéricos. Construccion aritmética cualesquiera hay infinitos
Exhibe proceso de construccidin geométrica de raiz de 2
raices como numeros constructibles y fracciones fracciones
Conexdo entre | Explicita controle e valoragdo do | La numerabilidad es reconocida y dominada ( usa Para N (da para contar)
contextos e rigor palabras diferentes en momentos diferentes) como Para Z ( SIN QUE FALTA
conceitos una propiedad estructural que se repite, indicando NINGUNO)
que "mapea" el conjunto y es coherente com laidea | Para Q, sera que é numeravel ?
de conteo. describiendo un algoritmo de pasar por ..Eusei..
todos. Para ello usa metaforas (zigzag) flechas y
multiples representaciones. Es dificil conceptuar ... tenemos
contacto com ellos
Asume un proceso de reconceptualizacion Estamos olhando para esse
conjuntos com otros olhos
Conj. Numéricos com una "vision diferente” fazendo difrentes analises
Implicitas com indicios de Valoriza la simetria de Z en el momento de la el conteo de Z por simétricos 1,-
apropriagao numerabilidad. 12..
Conecta la idea de decimal como necesidad
explicativa del irracional.
em conexdo interdisciplinar
cultural, histdrico
Centrado no raciocinio Preedmbulo reflexivo sobre el valor y novedad del Desde crianga sabemos e temos
estudio de los conjuntos numéricos a partir de contato com eles.Com eles a
reconocer (no explicitamente) elementos y cada ano ...Os nimeros tem
estructuras en lenguaje conjuntista conjuntos e subconjuntos.
Registros Situagoes Uso de ejemplos Usa 1 para indicar la definicién de irracional I1...ele tem expanséo decimal

referenciais (

Exhibe proceso de construccidin geométrica de raiz
de 2y fracciones como "modelo de situacion
general"

infinita ndo periddica

Valor dos exemplos/
contraexemplos

Contrasta usualmente propiedades

Valor de certos elementos em um conjunto
Reconocimiento de propiedades que se dan en un
conjunto y no en outro Identifica Cerrado en Z en
contraposicién a N

Exhibe caso crucial de Ir respecto la propiedad de
conjunto cerrado respecto una operacion

Reflexiona sobre hechos como pruebas y
refutaciones Alude a que V-1 no esta en R.

Parece reconocer que las verdades matematicas no
son capturadas solo por la percepcion.,

..0 0 é o elemento neutro da....

Z é fechado em relagéo a ...

Z Infinito a direita e a izquerda
Z n@o esta contenido em N
Irracionais ...que néo podem...

2 ¢ construtivel

\2-\2=0, V2x\/2=2, ...isso prova
que ele néo é fechado em relacdo
a essas operagdes

Achasbamos que...
Numerabilidad de Q

Recontextualiza reinterpretando

Habla de numeros constructibles y de los complejos
como englobando los reales, aunque genera
confusion entre los tres conjuntos. Proceso en outro
proceso.

NUumeros constructibles.

Contextos

(LECKIE-
TARRY, 1995)

Local, o concreto o fisico o social
€ 0s intercambios.

Referencial de formas de representacion difrentes
nombro6 C de forma diferente

Referencial de un codigo utilizado en el aula de
portugués

Moreno escribi¢ C italico en lugar
de"C’

"Matematiques "! Estabamos
pensando..."superconjunto”
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Cultural

Incorpora una idea cultural de que nimeros y

"algunos até crean hasta una

(global, ...) nomerologia religion"...
Referencia a terminologia polisémica real ndo é a nossa moeda...
Constructibilidad no sélo ligada a medida, sino a
numero , explicitando la linea numérica positiva Y reta ------eremeemeeeneeen
NEGATIVA.
Interpretacién de un contrato implicito de que un Tales)
dibujo junto una explicacidn pueden ser suficientes
para mostrar un proceso (
Texto Los naturales sirven para contar Situa el problema delOy 1en N
(informag&o e os elementos Reconoce una idea ordinal (secuencia) como especiales., para hablar de
conectados) Incorpora el algoritmo de comun mult. den sélo elemento neutro

mostrando el primer paso.

Caracteriza R como el "conjuntazo" que engloba
todos.

C engloba todos asi como raiz de negativos

Habla de numeros constructibles para hablar de raiz
negativa

Habla de  como famoso que
queda caracterizado por tener
una expansion decimal infinflta.
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Analisis

Texto y sus
bloques

Nombra-
miento

Atribucion

Contexto
supuesto

Subjetivo del
protagonista

Relato

Intercalacion

Explicacion

Tipos de
elementos

Participantes

Papel de los
participantes

tipo de
atribucion...

Acciones

Situa

temporalmente

Exibe e se
posiciona

Nesse 1°
més de
aula,
estudamos
varios tipos
de
conjuntos
numéricos
e suas
diversas
propriedad
es.

Alguns desses
conjuntos, nods ja
tinhamos visto e
conhecido em
outras séries mas
agora, na 82,
estamos olhando
para esses
conjuntos com
outros olhos e
fazendo diferente
analises. Tudo
isso
ampliaranosso
conhecimento
numeérico.

E dificil conceituar de forma
concreta o que s&o numeros

Situacioén
temporal

CG(A)

Desde crianga
sabemos e temos
contato com eles €
a cada ano
aprendemos e
crescemos mais
no saber de lidar
com eles.
Temgente que até
criou uma religiao
baseada em
numeros, onde
eles séo e
explicam tudo

. — 0s numeros tém varios
conjuntos e subconjuntos até
infinitos, mas se
formosmapear o que vimos
até agora, teremos:

G(A)C

N = conjunto dos numeros
naturais e algumas
propriedades:

Esse conjunto é formado
pelos numeros inteiros, do “0”
até o infinito. Ele é
enumeravel (da pra contar),
tem uma certa sequéncia (0,

Ne
propriedades
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1,2, 3, 4, 5 etc.) é fechado
em relagado a adigao,
multiplicagao (isso significa
gue se somarmos ou
multiplicarmos qualquer
numero, o resultado sera um
n° do conjunto. O “0” é o
elemento neutro da adigédo e
0 1 é o elemento neutro da
multiplicacéo (significa que
eles nao fazem diferenga em
suas operagoes, sao
neutros). Depois de um par,
vem sempre um impar e dele
podem ser extraidos infinitos
subconjuntos como o dos
impares, pares, multiplos de
2,de 3 etc. ...

Z = conjunto dos numeros
positivos e negativos (em
outras palavras, € o conj. dos
inteiros)

Ele é enumeravel, infinito a
direita e a esquerda, é
fechado em relagao a adigao,
multiplicagao e subtragéo,
tem sequéncia que permite
conta-lo sem esquecer de
nenhum namero (0, 1, -1, 2,
-2 etc.) ha sempre 1 negativo
para 1 positivo. Pode-se dizer
que o conj. Nestacontido no
conj. Z ou que o conj. Z
estacontido em N ndo da

porque os naturais (N) ndo
incluem negativos.

Ze
propriedades

Faz afirmagéo e
justifica em
seguida coloca
hipéteses na boca
do leitor e refuta

IR e R = IR = irracionais
(nimeros que ndo podemser
“expressos” — escritos — por
fragbes) e R = numeros que
podem ser “expressos” —
escritos por fragbes, ou seja,
€ conj. das fracdes.

R, Ire
propriedades

Q é denso? Sabe por que?
Entre 2 nimeros quaisquer
ha infinitos outros entre.

AL

Interagdo com
leitor
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Ex: Explicacdo simbodlica C
7/3 e 10/4 > 28/12, 30/12
Entre esses 2 ha mais
fragbes e entre elas ha outras
e assim por diante.
Sera que é enumeravel? CA->L Simula
Bom, acho que n&o...eusé sei problematizagao
que ha um jeito de mapear propria de aula
todos os racionais, passar W
por todos eles sem esquecer reconhecendo
de nenhum. EUMA TABELA falta de elementos
mais ou menos assim:
C
Se eu fizer um zigue-zague A>LC Imagem
passarei por todos os metaforica
integrantes do conjunto.
IR = sem duvida nenhuma, o C
irracional mais famoso é o !
Ele tem expansao decimal
infinita n&o periddica.
Calma, Se tenho um C Proposicao
eu to falando numero decimal n&o infinito universal
portugués (depois da virgula, claro)

DizIMA=102 Parte
PERIODICA = que
vareia.

elepodeserexpresso por
fragdo. Ex: se eu escrever
0,3333... no momento que
euparar de escrever 3, esse
numero podera ser expresso
por fracao.

Ex: 3,3333 =

assim por diante.

3333 &

10000

Todos esses conjuntos
séoenglobados por um outro
conjuntdo: o dos numeros
reais!!! no bom
matematiqués, linguagem
que estamos aprendendo
com o “Angeloide,

Marca de cultura

da classe
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isso significa que: IR, Q, q e
CeR -

(— pertence) Conj. dos nimeros reais C Conex&o bem
ndo é a nossa —tem propriedades dos outros humorada
moeda mas & conjuntos ja explicados. associada a
quase, se chama cultura do pais
REAL.
Estavamos G(A)C Simulacao de
pensando interacdo com
que esse colocagao de
era um problema
superconju
nto, afinal
eleengloba
todos os
outros,
certo?
Errado! Ha um conjunto AL
chamado C ou C.
(t&d bom assim complexos — que engloba A>G COMETE ERRO
moreno?) — todos os conjuntos: N, Z, Q, C
IR, R, e raiz quadrada de
negativos!
Para ter uma idéia o \/_ A->L
desse conjunto, ele também incluiv/ 2 . C
farei aqui uma Basta tracar diagonal do
demonstracéo famoso quadrado 1x1 e
através dos transportar essa diagonal que
numeros mede para a reta!!!
construtiveis (ja
viu um numero ser|
construido? Veja
agora)
. C
reta infinita repete-se a
medida varias vezes para
frente e para tras
esta tragado as fragdes C
basta colocar isso na reta e
esta tracado as fragdes
Isso prova que eleNAoOé C
fechado em relagdo a essas
operacdes
Como construir fragbes: A>LC

TRAGAR medidas num
semitridngulo e tracar
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perpendiculares como no
desenho

PS: CURIOSIDADE Em
relacéo ao con;. IR.

PS: Isso telembra aquela
lousa 22 pessoa Salve Angela

Maravilhosa da ultima
aula??? VINGANGCA1

AS>P

Anotacéo lateral
na pg. 4

\2-42=0
V2 2 =1
V2 +2=2142
2+ (<V2)=0
V2 x\V2 =2
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