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Resumen

El trabajo de tesis doctoral “Conocimiento didactico matemdtico de una maestra en un
contexto de desarrollo del pensamiento numérico” constituye una aportacién a la
investigacion en Didactica de las Matematicas en el dominio del desarrollo profesional del
profesor. Se adopta un posicionamiento que considera la complejidad del conocimiento
profesional del maestro en relacién con el contenido, la ensefianza y los estudiantes. La
tesis estudia el caso de una maestra de primaria a lo largo de una intervencién formativa

que dura tres afos. El estudio busca responder a las siguientes preguntas:

¢Qué conocimiento diddctico matemdtico de una maestra acerca de la multiplicacion
podemos observar mediante contextos de reflexion sobre la prdctica vinculados a una

intervencion formativa?
¢Como esta intervencion formativa influye en el desarrollo de dicho conocimiento?

La respuesta a la primera pregunta se realiza en tres fases: la primera fase idéntica
contenidos matematicos relevantes relacionados con la multiplicacidn. El estudio ilustra
un incremento en la complejidad del conocimiento al articularse cada vez mas contenidos
matematicos relevantes. Sin embargo, se observa una diferencia entre la fundamentacion
de diferentes contenidos matematicos relevantes, siendo débil la conceptualizacion de la

multiplicacion.

La segunda fase desglosa el conocimiento didactico matematico utilizando una
codificacion fundamentada en datos. Esto lleva a una caracterizacién preliminar del
conocimiento en términos de la practica de la ensefianza y del conocimiento de los
estudiantes. Respecto a la ensefanza, hay una creciente identificaciéon y uso de
estrategias para ensenar contenidos asi como una reflexidon sobre qué ensefiar y cdmo
ensefiarlo. Respecto a los estudiantes, la maestra incrementa ligeramente Ila

identificacion de las relaciones entre el contenido y el conocimiento de los estudiantes.

Vi



La tercera fase define cuatro indicadores de desarrollo en orden a identificar cambios en
acercamiento de la maestra al contenido didactico. El estudio identifica un progreso en el
desarrollo profesional de la maestra fuertemente vinculado a la reflexién y a la practica
de la ensefianza.

Con respecto a la segunda pregunta el estudio muestra que cada instrumento formativo
propicia uno o mas de los indicadores de desarrollo siempre que se considere en conjunto
con el resto de instrumentos.

En conclusion, este estudio muestra que el éxito de una intervencidon formativa se vincula
a la habilidad de provocar preguntas sobre la practica de enseflanza que conduzcan a
incorporacién en la propia practica y promuevan nuevas preguntas y nuevas practicas;

creando una espiral de desarrollo del conocimiento didactico matematico.
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Abstract

The PhD Thesis “Didactic mathematical knowledge of a teacher in the context of the
development of numerical thinking” is a contribution to the research on Didactics of
Mathematics for the teacher’s professional development. The theoretical frame considers
three dimensions of complexity in the professional knowledge of the teacher: the
content, the pedagogy and the students. The thesis studies a case of a primary school
teacher during a formative intervention that lasts 3 years. The study aims to answer the

following questions:

Which didactic mathematical knowledge on the topic of multiplication can be observed
when a teacher is asked to reflect on the teaching practice during a formative

intervention?
How does this formative intervention affect the development of such knowledge?

The answer to the first question is done in three phases. The first phase identifies the
relevant mathematical contents on the topic of multiplication. The study shows that along
the duration of the intervention the teacher introduces more relevant mathematical
contents, illustrating an increment of her mathematical knowledge. However, it also
shows that some fundamental conceptualisations of the multiplication are weak or

absent.

The second phase decomposes the didactic mathematical knowledge using a codification
grounded on data. This leads to a preliminary characterisation of didactic knowledge both
in terms of teaching practices and the understanding of the students. The study finds an
increasing use of different teaching strategies as well as a reflexion on the choice of what
to teach and how the teach it. With respect to the students, the teacher becomes slightly

aware of the relationship between the content and the students’ understanding.

The third phase defines four development indicators in order to identify changes in the

teacher’s approach to the didactic content. The study identifies progress in the



professional development of the teacher that heavily relies on the reflexion and the

teaching practice.

With respect to the second question, the study shows that each formative instrument
increases one or more of the development indicators as long as such an instrument is

considered in conjunction to the rest of instruments.

In conclusion this study shows that the success of a formative intervention relies on the
ability of provoking questions over the teaching practice that will be later incorporated to
the practice itself and will lead to more questions and new practices, creating an spiral of

development on the didactics of mathematical knowledge.
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Introducciéon

La tesis doctoral Conocimiento diddctico matemdtico de una maestra en un contexto de
desarrollo del pensamiento numérico, se sitla en el area de investigaciéon en Educacién
Matematica, dentro del Programa de Doctorado en Diddactica de las Matemadtica y de las
Ciencias de la Universitat Autonoma de Barcelona. El trabajo se enmarca en la linea de
investigacion sobre desarrollo profesional del profesorado de matematicas, centrada en

el topico de estrategias de multiplicacion basadas en el sistema decimal posicional.

La dificultad de muchos estudiantes de bachillerato y universidad con las matematicas
hizo preguntarme por el origen de esa dificultad, que intuitivamente solia asociar a
conceptos bdsicos pertenecientes a los primeros cursos de ensefianza. Simultdneamente
a esta experiencia con estudiantes adolescentes, dos coordinadoras de estudios
correspondientes a los niveles de P5 de Infantil y los tres primeros cursos de Primaria me
pidieron orientacién para dotar de sentido a las matematicas que se ensefian en esas
edades. El trabajo con estas coordinadoras repercutia después en un trabajo con las
maestras de aula que eran las que llevaban a la practica esas orientaciones. Ahi se vieron
diferentes actitudes de las profesoras: el deseo de algunas de dotar de sentido a las
matematicas que ensefian, la reticencia al cambio de otras y, en todas, algunas
dificultades al incorporar cambios para los que muchas veces no se creen preparadas.
Esta dificultad se agrava con los continuos cambios curriculares que experimentan

bastantes paises, particularmente Espaiia.

Al iniciar los estudios de doctorado, se me propuso participar en un proyecto europeo
TRACES, Transformative Research Activities Cultural Diversities and Education in Science,
gue se desarrollaba en el seno del VIl Proyecto Marco de la Comision Europea “Science in
Society”. Su objetivo era analizar la distancia entre la investigacion educativa en ciencias y
matematicas y la practica docente, proponiendo actividades de investigacion
transformativas. En este sentido se pretendia, por un lado, ver hasta qué punto diferentes
propuestas para mejorar la enseifanza de las ciencias y matematicas, en base a la
investigacion en didactica, son transformativas de la practica educativa y, por otro,

estudiar condiciones que favorecen esta transformacién.



Capfitulo 1

Ese proyecto cuadraba con mi interés. Asi que decidi enmarcar la investigaciéon en el
campo de la formacion del profesor en ejercicio. Mas adelante, el estudio entré a formar
parte del conjunto de trabajos que se desarrollan en el Grupo de Investigacién en Practica
Educativa y Actividad Matematica —GIPEAM, 2014 SGR 972 de la Generalitat de
Catalunya; en particular, dentro de los Proyectos EDU2012-31464, “Analisis de entornos
colaborativos de aula desde la perspectiva de su mediacién en la construccién discursiva
de conocimiento matemadtico” y EDU2015-65378-P, “Construccién de conocimiento
matemadtico escolar. Discurso del profesor y actividad de ensefianza”, Gobierno de

Espana.

Los sucesivos proyectos de investigacidén del equipo a lo largo de estos afios han centrado
su interés en el andlisis de practicas de alumnos y profesores en el aula de matematicas,
en colaboracién con grupos de maestros y profesores de matematicas que permiten no
solo tomar datos en sus clases sino también aportar perspectivas complementarias en el
analisis. A raiz de esta colaboracion y de las demandas de maestros y profesores, se
incluyé en el grupo un nuevo centro de interés, el del desarrollo profesional del
profesorado en matematicas, que da origen a este estudio.

Mi experiencia con los profesores, previa a esta investigacion y la que he adquirido
durante la misma, me confirma en la complejidad del desarrollo profesional. Ponte (2009)
destaca la diferencia entre aprendizaje del profesor y su desarrollo profesional y se
pregunta la manera de dejarse iluminar por la investigacidon de manera que se encuentren
caminos formativos. En esta linea Ponte (2012) se pregunta sobre la posibilidad de una
formacién dirigida al desarrollo profesional que “articule las contribuciones derivadas de
la investigacién en educacidon matemadtica con lo que se sabe sobre la naturaleza del
desarrollo profesional” (p. 91). Este autor propone tres ideas clave para buscar formas
que favorezcan los procesos de desarrollo profesional: “Colaboracién, la practica como
punto de partida de la formacién y la investigacion sobre la practica como proceso clave
en la construccion de conocimiento” (p. 92). Esta tesis busca aportar un grano de arena

en este campo vastisimo y fundamental.

Para tratar de contribuir al estudio del desarrollo profesional, el primer capitulo plantea la
problematica y las preguntas de investigacion que guian el trabajo. El segundo capitulo
contiene dos partes: una aproximacién a los resultados de investigacidn sobre el tépico
matematico que articula el estudio; y una sintesis de investigaciones sobre desarrollo
profesional del profesor de matematicas, con énfasis en el conocimiento matematico del
profesor. Las dos partes de este capitulo iluminan el disefio de los instrumentos de

recogida y de analisis de datos; esto se expone en el tercer capitulo. Los resultados del
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anadlisis vienen recogidos en el cuarto capitulo. Siguen las conclusiones, en el quinto
capitulo, que permiten sintetizar lo logrado y formular respuestas a las cuestiones

iniciales, que a la vez abren nuevas preguntas y supuestos.

1.1. Probleméatica del estudio

El papel del profesor en el aula se ha considerado desde puntos de vista diferentes a lo
largo de la historia. Dentro de la diversidad de perspectivas, cada vez es mds reconocida
la importancia de la ensefianza y por ende en el aprendizaje (Adler, Ball, Krainer, Lin, y
Novotna, 2005; Lin y Rowland, 2016). En este sentido, el desarrollo profesional del
docente se ve unido al desarrollo de la educacidon y mejora del aprendizaje de los
estudiantes.

Krainer (1999) considera que el desarrollo profesional es consecuencia de una mayor
conciencia, por parte de los profesores, de los factores que influyen en los fenémenos
educativos. A esto contribuye una progresiva mejora en la comprensidon de su propia
practica profesional. Por ello, la reflexidén se considera un elemento clave en el desarrollo,
al asumirla como un medio por el cual los profesores contindan aprendiendo sobre la

ensefianza y sobre si mismos como profesores (Llinares y Krainer, 2006).

A lo largo de las ultimas décadas, numerosas investigaciones se han centrado en el papel
de la formacioén, inicial y permanente, del docente en el proceso de ensefianza vy
aprendizaje (Lin y Rowland, 2016; Llinares y Krainer, 2006; Villegas-Reimers, 2003). La
escasa formacion especifica que reciben los maestros de primaria, particularmente en
Espana, hace que se cuestione la adecuada comprensién de los contenidos y procesos
matemadticos en los maestros en ejercicio (Rico, Gdmez y Cainadas, 2014). Como sefialan
Adler, Ball, Krainer, Lin y Novotna (2005):

Por distintas razones, muchos profesores en ejercicio no han aprendido algunos de los
contenidos que estan obligados a ensefar o los han aprendido de manera limitada y
condicionada *..+Las diferentes reformas curriculares han llevado a que muchos profesores
tengan que ensefiar un curriculo muy distinto de aquel para el que fueron educados (p.
361).

Se pone de manifiesto la necesidad de una formaciéon permanente que potencie la
competencia docente. El papel de la formacién permanente del profesor como factor

determinante en el proceso de ensefianza y aprendizaje ha sido centro de numerosas
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investigaciones y de disposiciones legales (Guskey, 2002). Concretamente, en la Ley

Organica de Educacién de 2006 se dedica el Articulo 102 a la formacién permanente:

(1) La formacion permanente constituye un derecho y una obligacion de todo el
profesorado y una responsabilidad de las Administraciones educativas y de los propios
centros, (2) Los programas de formacién permanente, deberdn contemplar la adecuacién
de los conocimientos y métodos a la evolucidn de las ciencias y de las didacticas especificas,
* .+encaminados a mejorar la calidad de la ensefianza y el funcionamiento de los centros

(MEC, 2006, p. 17184).

El desarrollo profesional se puede estudiar de maneras diversas. Todas son
complementarias, pero no abarcables en profundidad en un solo estudio. La opcién que
aqui se propone es la de analizar aspectos del conocimiento didactico matematico
manifestado en contextos de reflexidon y colaboracién en comunidad. Contextos que

enriquecen el mismo conocimiento.

Shulman (1986, 1987) ha mostrado la complejidad del conocimiento profesional de los
profesores distinguiendo distintas componentes. El conocimiento profesional de los
maestros conjuga de manera especial la didactica y el contenido, por esto afirman Ponte
y Chapman (2006) que una profundizacion en los contenidos que busque mejorar
practicas de aula debe hacer énfasis en las matematicas a ensefar y su gestion. El
enfoque principal de esta tesis se centra en el conocimiento didactico matematico que se
manifiesta en la reflexidn sobre la practica. Como se vera a lo largo del estudio, se
considera que la identificacién de ciertas diferencias a la hora de manifestar un

conocimiento didactico matematico evidencia un desarrollo profesional del profesor.

1.2.  Preguntas de investigacion y objetivos

Para contribuir a la investigacion sobre desarrollo del conocimiento didactico
matematico, visto desde el horizonte del desarrollo profesional del profesor, se plantean

dos preguntas:

¢Qué conocimiento didactico matematico de una maestra acerca de Ia
multiplicacion podemos observar mediante contextos de reflexién sobre Ia

practica vinculados a una intervencion formativa?

éComo esta intervencion formativa influye en el desarrollo de dicho

conocimiento?



Introducciéon

Como pone de manifiesto la primera pregunta, para abordar el conocimiento didactico
del contenido se adopta una perspectiva de reflexién sobre la practica. No se entra a
observar y analizar la practica de aula, sino que nos ceflimos a una mirada sobre la

misma, ya sea en un ambiente de reflexién conjunta ya de reflexién individual.

El topico matematico de la investigacidon esta también parcialmente expuesto en la
primera pregunta: estrategias de multiplicacién basadas en el sistema decimal posicional.
Esta eleccidn lleva a centrar el estudio en los contenidos matematicos relacionados con la
multiplicacidn. Esta decision responde a la necesidad de acotar el analisis con el fin de
profundizar en la generacion de conocimiento para el drea. Otra motivacién de esta
eleccidon es la relevancia de esta operacién aritmética en el tercer curso de primaria,
donde se recogen los datos.

La segunda pregunta centra su interés en posibles influencias de la intervencidn formativa
en el desarrollo del conocimiento didactico matematico. La insercidon de esta pregunta
lleva a abrir nuevas perspectivas de investigacién en orden al disefio de formas de

formacién permanente que colaboren con el desarrollo profesional.

Las preguntas de investigacién se concretan con fines de aplicacién empirica; para ello se

definen tres objetivos especificos que permiten abordar respuestas en el siguiente orden:

1. ldentificar contenidos matematicos relevantes para el aprendizaje de la

multiplicacién desde la perspectiva de una maestra.

2. Caracterizar el conocimiento didactico matematico, relativo a ensefar la
multiplicacidn, que se identifica en la maestra en contextos de reflexidn sobre la

practica.

3. Discutir la influencia de una intervencion formativa en los contenidos identificados

y en el conocimiento caracterizado.

Los tres objetivos siguen un orden cronoldgico puesto que el analisis para lograr un
objetivo permite iniciar el estudio del siguiente. El primer objetivo estd centrado en Ia
consideracién del contenido matematico por parte de la maestra en orden a identificar
conocimiento del contenido en contraste con lo que la investigacién considera relevante
para el aprendizaje de la multiplicacidn. El énfasis esta en el andlisis de la identificacién y
profundizacién en los contenidos matematicos a partir de la diversificacién de fuentes de
datos. El segundo objetivo busca dar cuenta del conocimiento didactico matematico a

partir de la reflexion sobre la prdctica, ya sea de forma individual, ya en discusiones
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conjuntas. Finalmente, la consecucién del primer y segundo objetivo permite identificar
cambios en el conocimiento didactico de un contenido matematico de forma que se

puedan examinar las relaciones de esos cambios con la intervencién formativa.
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Este estudio de tesis articula las lineas de investigacién sobre conocimiento del profesor
de matemadticas y pensamiento numeérico. La tendencia mayoritaria de investigacién en el
conocimiento matematico para la ensefianza de los profesores es la de investigar la
naturaleza del conocimiento que poseen y las diferentes propuestas para apoyar el
desarrollo del conocimiento que tienen o carecen (Chapman, 2013). Pero el conocimiento
del profesor no se considera en abstracto; de ahi la linea de investigacion sobre
pensamiento numérico. Esta linea es la que orienta el estudio sobre el conocimiento del
profesor, en el sentido de informar sobre lo que es relevante saber: qué deberia conocer
el profesor sobre las matematicas que ensefia, qué secuencias o estrategias de ensefianza
considera la investigacion como Uutiles para el aprendizaje de los estudiantes, qué

dificultades generales encuentran los estudiantes con ciertos contenidos.

Sigue un primer apartado sobre pensamiento numérico, y en concreto, sobre la

aproximacion a la multiplicacion.

2.1.  Aproximacion a la multiplicacion en Educacion
Primaria

Las cuatro operaciones aritméticas constituyen un contenido basico de la Educacion
Primaria en la que comienza a desarrollarse el pensamiento numérico de los nifios. La
expresion pensamiento numeérico es relativamente reciente y no hay un claro consenso a
la hora de definir qué se entiende por pensamiento numérico. En general se considera
una forma de pensar y usar los numeros (Berch, 2005) que conlleva la capacidad para
usar de manera flexible conocimientos que implican varias capacidades, incluyendo
calculo mental, estimacion numérica y razonamiento -cuantitativo, emitir juicios
matematicos y desarrollar estrategias de resolucion de problemas complejos (Godino,
Font, Konic y Wilhelmi, 2009). Una persona con un pensamiento numérico desarrollado
refleja una inclinacion y habilidad en el uso de niUmeros y métodos cuantitativos a la hora

de comunicar, procesar o interpretar informacion.
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Berch (2005) ofrece una lista de 30 componentes que engloban una buena adquisicién del
pensamiento numérico; estas componentes van desde habilidades e intuiciones basicas
sobre numeros y operaciones hasta el desarrollo de relaciones, representaciones, nuevos
procedimientos de calculo y argumentos en base a los nimeros, sus aproximaciones,

propiedades o estructura.

Contreras, Carrillo, Zakaryan, Mufoz-Catalan y Climent (2012) examinan la competencia
numeérica de ninos y de estudiantes para profesor mediante la vertebraciéon de cuatro

categorias de pensamiento numérico, que describen en sintesis de la siguiente manera:

(1 Comprensién de los numeros y sus relaciones: comprensién del significado de
los numeros en diferentes contextos y las relaciones entre los nimeros, de la
estructura del sistema de numeracidn decimal y sus relaciones con los
algoritmos de operaciones basicas, de la composicion y descomposicidon
variable de los nimeros; habilidad para estimar el tamafio del nimero y para

encontrar patrones y propiedades numéricas.

() Comprensién del significado de las operaciones con los nimeros: comprension
de distintos significados asociados a las operaciones basicas, de situaciones
gue requieran la realizacidn de operaciones basicas, de las relaciones entre las
distintas operaciones, del efecto sobre los numeros de las distintas

operaciones, de las propiedades de las operaciones.

() Agilidad en el calculo mental y las estimaciones: realizacion correcta y fluida de
calculos, de estrategias de calculo flexibles y variables; habilidad para estimar y
juzgar la razonabilidad de resultados de los calculos; habilidad para usar o

desarrollar métodos o puntos de referencia para el calculo.

(V) Plantear y resolver problemas aritméticos: resolucién de problemas abiertos,
uso de estrategias para abordar la resolucidn de problemas, codificacién de los
datos del enunciado, capacidad para elegir y justificar caminos de resolucion y

para plantear problemas contextualizados.

El interés de este estudio se situa en la aplicacidn de conocimientos y habilidades con
numeros y operaciones en situaciones de calculo. A continuacién se detallan algunos de
los elementos mas caracteristicos que han influido en el contenido matematico basico de
la tesis.

12
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2.1.1. Sistema de numeracion decimal

La investigacién ha demostrado la importancia de las primeras edades en el desarrollo de
las matematicas (Clements y Sarama, 2009). El desarrollo en los nifios del concepto de
numero es complejo (Castro, Rico y Castro, 1995). En los primeros afos de la
escolarizacion, se suelen trabajar los primeros nimeros; mas tarde se introduce el cero y
poco tiempo después se introducen nimeros que se representan por escrito con varias
cifras, sin que comprendan muchas veces los fundamentos matematicos del sistema de
representacion de los nimeros. En todo este proceso de formacién de la nocién de

numero el maestro juega un papel destacado para que el aprendizaje sea significativo:

Parece que no hay duda de que es durante el periodo de la educacion infantil cuando se va
desarrollando lentamente la nocidon de ndmero y la escuela tiene influencia sobre los nifios durante
este periodo, por lo que los profesionales de la ensefianza han de estar preparados para ayudar a sus

alumnos en este aprendizaje de manera que se lleve a cabo de forma significativa (Castro et al., 1995,

p. 5).

Una expresiéon numérica adquiere sentido dentro de un contexto. La coordinacion de los
diferentes contextos en los que aparecen las palabras numéricas ayuda a formar en el
nifo el concepto de numero. Estos contextos son, en sintesis: el conteo, la comparacién,
la secuencia numérica, la ordinalidad, la cardinalidad y la medida (Zazkis y Mamolo,
2016).

El conocimiento temprano del nimero incluye cuatro aspectos interrelacionados segun
Clements y Sarama (2009): reconocer y nombrar cantidades en un pequefio conjunto de
objetos (cuando se efectua instantaneamente, se llama subitizacion); aprender los
nombres y ordenar la lista de palabras numéricas hasta el diez y mas alld; enumerar
objetos y comprender que la ultima palabra numérica dicha se corresponde al nUmero de
objetos contados. Estos aspectos, que se empiezan a experimentar por separado, se van

conectando a lo largo de las primeras edades.

El aprendizaje del cero, en particular, tampoco es trivial. El hecho de que la secuencia
numérica y el recuento suela comenzar desde el uno, y de que en el contexto de medida
no tenga sentido hablar de medida cero, aumenta la dificultad de su aprendizaje. El cero
adquiere sentido en el contexto cardinal al ser considerado como cardinal del conjunto
vacio (Castro et al., 1995). Segun las trayectorias de aprendizaje para el reconocimiento
de los numeros y la subitizacion propuestas por Clements y Sarama (2009), entre los 3y 4
afios los nifios suelen aprender a utilizar el cero para representar la ausencia de objetos,

aunque todavia estan lejos de comprender las reglas que conlleva este numero. El

13
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reconocimiento inmediato de los numeros hasta el 10, tanto perceptual como

conceptualmente, ocurre sobre los 5 afos.

Estos conceptos numeéricos adquiridos en los primeros afios —conteo de cantidades vy
reconocimiento de numeros— estdn en el origen del desarrollo de sistemas de
numeracion. En nuestro contexto, predomina el sistema posicional de origen indo
arabigo, originario de la India y traido a Europa por los drabes. Este sistema ha destacado
por ser una herramienta poderosa para la representacion de nimeros y para el calculo de
operaciones. El desarrollo histérico del sistema indo arabigo se puede establecer en
cuatro pasos segun Nataraj y Thomas (2009):

e Representacion verbal de nimeros. Por ejemplo, mil ciento diez. Los nimeros se

escriben con palabras sin usar el principio del valor de posicidn.

e Notacién de numeros con digitos para nimeros pequefios, mientras los grandes se
siguen representando con palabras. Antes del valor posicional, los numeros se

escriben con principios aditivos y multiplicativos del tipo 2x100+20+20+20+10+4.

e Principio de valor posicional. El sistema de valor posicional se desarrolla cuando
numeros de sucesivas potencias de diez se asocian con el valor de la posicion del

numero ordenado de derecha a izquierda.

Aparicion del cero. Se completa el valor posicional de las cifras.

El sistema de numeracidén decimal posicional actual se caracteriza por: el valor posicional
de sus cifras, el uso de la base diez, el uso del cero y la propiedad aditiva de los numeros
en su notacion (Tempier, 2016). Estas propiedades, que se explanan a continuacion,

hacen eficiente el sistema y contribuyen a desarrollar el pensamiento numérico.

Por valor posicional de las cifras se entiende que el valor de un digito depende de la
posicion que ocupe en el nimero, por ejemplo el 3 de 431 se llama tres decenas o treinta
y tiene un significado matematicamente diferente del 3 de 314. Un error tipico de los
estudiantes con dificultad en la comprensién del valor posicional de las cifras puede verse

reflejado en el célculo de la suma “con llevadas” (ver Figura 1).

Utilizar como base del sistema de numeracion la base diez implica que solo se requieren
diez cifras diferentes para representar cualquier nimero, con lo que el ejercicio de

memorizacion de simbolos es reducido.

El principio decimal consiste en que cada unidad de la numeracién (unidades, decenas,

centenas...) corresponde a diez unidades del orden inferior.

14
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Figura 1. Ejemplo de error en una operacion ligado al valor posicional

La propiedad aditiva de los niumeros en su notacidon permite representar un numero
como suma de unidades de diferente orden, por ejemplo, 341 es la suma de 300+40+1.
Verschaffel y De Corte (1996) confirman la necesidad de integrar el conocimiento del
nombre del nimero (trescientos cuarenta y uno), el del numeral (341) y las cantidades y
nombres de la base (3 centenas, 4 decenas y 1 unidad) para comprender el valor
posicional.

La elaboracién del esquema parte-todo, donde los nimeros son composiciones de
numeros, ayuda a desarrollar la comprensién del sistema de numeracion decimal. La
aplicacion del esquema parte-todo se aplica en términos de posicidn, viendo cada unidad
como compuesto de unidades de orden inferior. Construir la comprensién del esquema
parte-todo ensefia a los nifios a separar en partes los numeros segun diferentes
combinaciones. La adquisicion de este esquema permite entender la conmutatividad, la
propiedad aditiva y la asociatividad, con lo que supone el punto de partida para la

aritmética y el trabajo de estrategias (Clements y Sarama, 2009).

Resnick (1983) identifica tres fases en el desarrollo de la comprensidn del sistema decimal
posicional. Primero, solo se reconoce la descomposicién en unidades y decenas; vy
después en centenas, millares y otros érdenes; asi se cuenta de diez en diez, se sumany
restan decenas y se separa un numero en decenas y unidades. Luego, se reconocen otras
composiciones no candnicas de los numeros para lo que ayudan referentes concretos y
equivalencias de unidades de diferentes érdenes. Por ultimo, se aplica el esquema parte-
todo a la aritmética escrita, es decir, al uso de las propiedades de los nimeros para la
comprension de los algoritmos de operaciones con nimeros naturales. Esta tercera fase

introduce la relaciéon entre nimeros mediante operaciones.

2.1.2. Operaciones y algoritmos: la multiplicacion

El interés por los contextos numéricos no se agota con la expresion simbdlica de los

numeros. Hay una necesidad primordial diferente del recuento y la cantidad que son las
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acciones, relaciones y transformaciones cuantitativas que pueden realizarse con los
objetos. Estas acciones se ven reflejadas en las operaciones numéricas. Las operaciones
numéricas dan potencialidad al numero y establecen conexiones entre numeros

dotandolos de estructura.

Fischbein, Deri, Nello y Marino (1985) afirman que las operaciones aritméticas suelen ir
asociadas a un implicito modelo intuitivo que media y restringe la resolucién de
problemas. Castro, Rico y Castro (1995), basandose en resultados de la investigacion,
establecen seis etapas en el aprendizaje de las operaciones: 1) acciones vy
transformaciones en distintos contextos numéricos; Il) uso de modelos a partir de
relaciones y transformaciones de numeros; lll) simbolizacién de la operacion que
represente todos los modelos; IV) hechos numéricos y su expresién candnica en tablas; V)
algoritmos de calculo de la operacion de numeros; VI) aplicacion a la resolucidon de

problemas.

De las cuatro operaciones aritméticas bdsicas, este estudio se centra en la multiplicacién.

Algunas definiciones y representaciones de la multiplicacién son las siguientes:

Desde la teoria de conjuntos se define el nimero como el cardinal de los conjuntos
equipolentes entre ellos, con lo que el producto de dos niumeros naturales, es decir, el

producto de dos cardinales, se define como el cardinal del conjunto ‘producto cartesiano’.

Card(A)-Card(B) =Card(AxB)

Esta definicion se relaciona con la representacion de la multiplicacion segun un
rectangulo donde el resultado de la operacién es el area del rectangulo cuya base es el
multiplicando y la altura es el multiplicador (Castro et al., 1995). Esta representacién
permite extender la multiplicacién al conjunto de nimeros reales. La teoria de conjuntos
permite demostrar las propiedades de la multiplicacion, conmutativa, asociativa,
distributiva respecto de la adicion, existencia del elemento neutro 1 y del elemento

absorbente 0.

Otra definicion de la multiplicacion entre nimeros naturales consiste en la siguiente
recurrencia, relacionada con la representacién de la multiplicacién como una suma

repetida:

0-x=0
l-x=X
y paratodo n>0,(n+1)-Xx=n-X+X
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La representacidon de la suma repetida N-X=X+X+...+X es facil de contextualizar a

n.veces
partir de material concreto. Este modelo suele corresponderse al modelo intuitivo que
generalmente se utiliza para la multiplicacion (Fischbein et al., 1985). Sin embargo esta
definicion conlleva inconvenientes:

e Dificulta la demostracion de la propiedad conmutativa, puesto que 3 X5 =3+
3 + 3 + 3 4+ 3 tiene unainterpretacion diferentede 5 X3 =545+ 5.

e Dificulta la extension de la multiplicacién al conjunto de los nimeros reales: es

dificil comprender que significa sumar 0,59 veces el numero 3.

e Como consecuencia de tener que restringir el multiplicador a los nimeros enteros,
se facilita el supuesto de que el resultado de la multiplicacién es mayor que los

factores.

(a) Additive

AN
A m i

LD > T

(b) Multiplicative

Figura 2. Representacion de la multiplicacion como suma repetida y segun el esquema de correspondencia
(Clark y Kamii, 1996, p. 42)

El pensamiento multiplicativo conlleva un grado de abstraccién mayor que el
pensamiento aditivo. La estructura multiplicativa, si bien puede relacionarse en ocasiones
con la aditiva, no es reducible a aspectos aditivos, como por ejemplo en problemas de
producto cartesiano y de proporcionalidad (Fernandez vy Llinares, 2012). Las
investigaciones de Clark y Kamii (1996) y de Park y Nunes (2001) sostienen que la
operacion multiplicacion se basa en el esquema de correspondencia y afirman que
explicarlo de esta forma ayuda mdas a la comprensidn de la operaciéon por parte de los

estudiantes que la suma repetida.

Comprender la multiplicacion va mas alld de calcular. Se debe comprender que la
multiplicaciéon puede usarse en diferentes situaciones, ademas de comprender las

propiedades de la multiplicacién y las relaciones entre multiplicacion y suma o divisién.
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Un algoritmo se puede considerar como una serie finita de reglas y normas basadas en
principios matemadticos —que pueden no ser manifiestos en la ensefianza— que permiten
operar segln un orden cualquier pareja de numeros y cuya aplicacion garantiza la
obtencién de respuestas de un mismo tipo de problemas (Gallardo, 2004). Los algoritmos
se suelen utilizar en las operaciones con numeros grandes que dificultan el célculo
mental. El algoritmo se caracteriza segin Castro, Rico y Castro (1995) por la nitidez del
proceso mecdnico, por la eficacia en la obtencién del resultado tras un nimero finito de

pasos simples y por la universalidad en la aplicacién a situaciones de un mismo tipo.

La comprensién del valor posicional es necesaria para comprender, aprender y usar los
algoritmos de las operaciones aritméticas (Clements y Sarama, 2009). Sin embargo, la
forma habitual de ensefiar los algoritmos matematicos basicos en primaria suele vaciar de
valor posicional las cifras operando con cada digito como si fuesen unidades aisladas. Se
espera que el estudiante agilice el calculo y recupere el sentido del nimero completo al
terminar el algoritmo. Pero los resultados de la investigacion demuestran que muchas
veces el estudiante aprende una mecanica exenta de significado y no reconoce errores en
el procedimiento (Clements y Sarama, 2009).

Segun Sowder (1992), una escasa comprension del valor posicional es causa de la mayoria
de los errores computacionales en los algoritmos de las operaciones basicas con numeros
naturales e incluso, en niveles escolares superiores, de las dificultades de los estudiantes
en la comprensién de los nimeros decimales. Clements y Sarama (2009) afiaden la
importancia de un sélido conocimiento de las propiedades y procedimientos de conteo

como herramientas que facilitan el uso de algoritmos y su adaptacién a cada situacién.

El tema de la enseifianza de los algoritmos y, en concreto, del algoritmo de Ia
multiplicaciéon por nimeros de varios digitos, sigue teniendo interés en la investigacién
por varias razones. Por una parte, la generalidad del uso de estos procedimientos
operatorios en las escuelas de la gran mayoria de paises. Por otra, la constatacidon de que
muchos profesores o estudiantes para profesor no son capaces de explicar versiones no
habituales del algoritmo de la multiplicacién por dos digitos, hecho que puede indicar una
ausencia de comprensidon de las matemadticas necesarias para justificar el algoritmo
(Clivaz, 2012).

Existen multitud de algoritmos de la multiplicacion. Estos suelen compartir el uso de las
propiedades matematicas de la multiplicacidon, pero se distinguen por la disposicion de los
elementos. Considerando lo tratado en este estudio, se sefialan el algoritmo estandary la

multiplicacién en columna que se detallard mas adelante (ver Figura 3).
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123 123

X 4 X 4

12 12

8 + 80

4 400

492 492
Algoritmo estandar Multiplicacién en columnas

Figura 3. Calculo algoritmico

2.1.3. Estrategias de calculo

En este apartado se pretende establecer las bases que relacionan el cdlculo de la
multiplicacién con el sistema decimal posicional. Aunque entendemos que hay otras
formas validas y utiles de calcular la multiplicacién, que conviene desarrollar en los
estudiantes para ofrecerles una vision completa del célculo. En ocasiones se ha
distinguido entre estrategia, método y procedimiento en el cdlculo, en este estudio se

utilizan estas palabras de manera indistinta.

El interés por el desarrollo de estrategias de cdlculo mental, como afirma Gémez (2005),
viene de la ayuda que ofrece para dotar de sentido al concepto de numero y las
operaciones con los mismos. Ademds, Gémez (2005) considera el trabajo de estrategias
de cdlculo como un dominio privilegiado para el trabajo colectivo en clase de forma que
el maestro pueda acercarse al conocimiento y actividad matematica de sus estudiantes.
Este acercamiento permite observar los esquemas intuitivos del pensamiento
multiplicativo que poseen los estudiantes antes de la instruccion formal y que el profesor

deberia analizar para orientar la ensefianza (Zazkis y Mamolo, 2016).

Segun Sowder (1992), el calculo mental es un proceso no escrito de realizacién de una
operacion aritmética, consistente en procedimientos variables y flexibles, no uniformes
gue permiten adaptarse a las propiedades de los numeros en cuestién, asi como
procedimientos activos y constructivos. Frente al concepto de algoritmo, el de aritmética
es un calculo diestro y flexible basado en relaciones numéricas conocidas y caracteristicas
de los numeros. Se trata pues de un posicionamiento practico hacia los nUmeros donde se
trabaja con valores del nimero y no con digitos, se usan propiedades de calculos
elementales y relaciones numéricas tales como la propiedad conmutativa, distributiva,
asociativa o relaciones inversas de las operaciones, y donde se supone una comprension
de los numeros, hasta veinte y hasta cien (Buys, 2008). Por calculo flexible se entiende
gue la estrategia de resolucion escogida se adapta apropiadamente a las caracteristicas

del problema o tarea, que el cdlculo es rapido y correcto, y que da cuenta de una
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apropiacién de los elementos cognitivos que sustentan la estrategia de resolucion (Nunes,
Vargas, Lin y Rathgeb-Schnierer, 2016).

En Gémez (1995) se propone la reflexion sobre el uso de estrategias de célculo no
tradicional (método de columnas) para promover el énfasis en propiedades, lenguaje y
relaciones numéricas. Se afirma que asi se consigue mejorar el conocimiento de
procedimientos aritméticos como medio de expresién significativa y no automatica de
acciones sobre los numeros. Ademas, se considera la conveniencia de “discutir acerca de
las ventajas e inconvenientes de un método u otro, poner de relieve el significado o el
trasfondo de los pasos que se siguen, traducirlos al lenguaje horizontal de igualdades y
paréntesis para unificar la descripcion, la explicacién, y el ejemplo, facilitar el uso de los
hechos del sistema de numeracion, y aplicar las propiedades y alteraciones invariantes de
las cuatro operaciones” (Gémez, 2005, p. 24).

Una buena automatizacion de la multiplicacién que promueva su comprensiéon y el
desarrollo del pensamiento numérico, requiere por una parte de una explicitacion de las
agrupaciones y descomposiciones que se consideran en cada momento. Por otra parte, se
requiere identificar la cantidad que representa cada digito segln la posicidon que ocupa;
finalmente las propiedades de las operaciones (conmutativa, asociativa, distributiva y
elemento neutro) estan en la base de la creacién y eficacia de los algoritmos. La
investigacion demuestra que los estudiantes pueden trabajar las operaciones sin
comprender las propiedades, pero esta comprensién se ha de desarrollar para llegar a

comprender las operaciones y realizarlas de manera eficiente (Gdmez, 2005).

La multiplicacién por 10 es una operacidn reiterativa en la aplicacién de los algoritmos y
una estrategia frecuente en el cdlculo de operaciones. Segun (Clivaz, 2012), muchos
profesores utilizan la regla del cero explicando que multiplicar por 10 es afiadir un cero a
la derecha, aunque esta explicacion solo es valida con nimeros enteros. De forma
general, el calculo de la multiplicacion por 10 se basa en la descomposicion aditiva

canodnica y en las propiedades asociativa y distributiva.

escrito en la forma canbénica
Sia = ap-10°+a, - 10 + -+ a,, - 10™ entonces

propiedad distributiva
a 10 = (ay-10°+a, - 10* + -+ a, - 10™) - 10 =

propiedad asociativa
=qay-10°-10+a;-10'- 10+ -+ a, - 10™- 10 =
propiedades de las potencias
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puesto el numero en la forma canénica
=ay-10' +a; -10%2 + -+ q, - 10"t =

0-10° + ao-10' + -+ @, - 10!
Figura 4. Desarrollo polindmico de la multiplicacion por diez

Desde el punto de vista de la numeracidn puede considerarse como un aspecto
posicional, cada cifra aumenta de orden, (las unidades pasan a ser decenas, las decenas
pasan a ser centenas, etc.). Es decir, si consideramos la tabla de nimeros (ver Tabla 1),
multiplicar por 10 seria desplazar cada cifra a la columna de la izquierda. Si el nimero
fuese entero -con lo que queda vacia la cifra de unidad- se rellena con un cero la casilla de

unidades.

Centena Decena Unidad

: ' : Centena Decena Unidad Décima | Centésima | Milésima
de mil de mil de mil

100.000 | 10.000 1.000 100 10 1 0,1 0,01 0,001

Tabla 1. Nimeros en el sistema decimal posicional

Lemaire y Siegler (1995) consideran que la identificacion de los cambios en el uso de
estrategias permite dar cuenta de desarrollo en el aprendizaje de la multiplicacion. Estos
autores proponen dimensiones de cambio que informar en este sentido: qué estrategias
se usan y cuando, y cédmo se eligen y ejecutan. La identificacién de cambios en el uso,
frecuencia, ejecucidn y eleccidn de estrategias de calculo puede informar tanto sobre los

alumnos como sobre los profesores.

2.2. Aproximacion al conocimiento del profesor de
matematicas

Una vez expuesta brevemente la linea de investigacion sobre pensamiento numérico que
concierne al presente estudio, se expone a continuacion el posicionamiento tedrico de

esta tesis respecto del conocimiento del profesor.

Aunque las palabras profesor y maestro no son equivalentes y, en nuestro contexto, dan
a entender que su labor se dirige a estudiantes de diferentes edades; en este capitulo,
nos referimos indistintamente a profesor y maestro. Hacemos referencia a las
matematicas, aunque parte de lo que se dice se puede trasladar a otros campos del
saber.
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El desarrollo profesional influye en la calidad de la educacién y en la transformacion de
las practicas de aula. Esta idea se apoya en los resultados de la investigacion en didactica
de la matematica, que desde hace décadas han ido mostrando mayor interés por el

maestro como factor clave para la mejora de la educacién (Lin y Rowland, 2016).

El desarrollo profesional es un concepto amplio. Se considera un proceso de crecimiento
a lo largo de toda la vida que abarca multiples aspectos y que se puede impulsar desde la
formacién (Llinares y Krainer, 2006). Shulman y Shulman (2004) describen al profesor
experto como miembro de una comunidad profesional, preparado, dispuesto y

capacitado para ensefiar y aprender de su experiencia docente (p. 259).

Guskey (2002) enfatiza los procesos y actividades del desarrollo profesional en orden a
impulsar el conocimiento profesional, habilidades y actitudes de educadores de forma
gue estos puedan favorecer el aprendizaje de estudiantes. El hecho de que el crecimiento
continuado de los profesores se pueda impulsar desde la formacién ha provocado que a
menudo desarrollo profesional se haya considerado como sinédnimo de formacién del
profesorado. Sin embargo, desarrollo profesional y formacién son nociones préoximas
pero no equivalentes, aunque en la literatura parece haber confusion de términos (Ponte,
1998).

Carrillo, Climent, Contreras y Mufioz-Catalan (2007) comparan el desarrollo profesional
como una hélice por la que el profesor va moviéndose a lo largo de su ejercicio
profesional. En esta hélice el contexto de las intervenciones formativas proporciona
entornos de aprendizaje que permiten al profesor progresar en su profesién. La manera
de plantear las intervenciones formativas que buscan fomentar el desarrollo profesional,
sobre todo cuando se dirige a profesores en ejercicio, ha sufrido una transformacion
importante en los ultimos treinta afios. Hoy en dia, se entienden los programas de
desarrollo profesional como los esfuerzos sistematicos para lograr cambios en la practica
de los maestros, en sus actitudes y creencias y en los resultados del aprendizaje de los

alumnos (Guskey, 2002).

Llinares y Krainer (2006) compilan estudios del desarrollo profesional a lo largo de tres
décadas en el contexto del Grupo Internacional de Psicologia de la Educacion Matematica
(IGPME). Resumiendo los objetivos planteados para el desarrollo profesional en el sentido

de formacidn, destacamos los siguientes:

e Sensibilizar a los maestros con el contenido matematico y los procedimientos

matematicos de las tareas.

e Procurar cambios en las creencias y propuesta de tareas.
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e Promover la reflexion en la practica y el trabajo colaborativo que permita la

construccion de un conocimiento compartido.

Esta manera de entender la formacidn se caracteriza por considerar al profesor como un
aprendiz activo; ademads se concibe como un proceso formativo a largo término y situado
en un contexto determinado, basado en la reflexién y colaboracidn, y que parte de las
necesidades particulares de los profesores (Villegas-Reimers, 2003). En este ambito de
investigacion, se reconoce la relevancia de la relacién, en ambos sentidos, entre
comunidad profesional y profesor, tal como plantean Shulman y Shulman (2004). Segun
estos autores, las dimensiones individual y comunitaria estan en continua interaccion y se
determinan mutuamente de forma que el cambio de una de las dimensiones (individual o

comunitaria) influye y produce un cambio en la otra.

De acuerdo con esto, se entiende desarrollo profesional en matematicas como un
proceso de crecimiento en los aspectos que capacitan al profesor para mejorar la
ensefianza y el aprendizaje de sus estudiantes, como son conocimientos matematicos y
didacticos, gestion del aula y del conocimiento. Crecimiento que puede ser impulsado por

la formacidn, la reflexién y la relacion con la comunidad.

2.2.1. Conocimiento pedagogico del contenido

Gran parte de las investigaciones sobre desarrollo profesional centran su interés en
comprender cdmo aprenden los profesores, dadas qué oportunidades y bajo qué
condiciones; y, en consecuencia, en impulsar oportunidades de aprendizaje (Adler et al.,
2005; Chapman, 2013). Uno de los argumentos a favor del estudio de oportunidades de
aprendizaje de los profesores en ejercicio es el hecho de que los maestros de primaria en
formacién reciben una escasa formacion especifica en la universidad (Rico, Goémez y
Canadas, 2014). Esto cuestiona la adecuada comprensién de los contenidos y procesos
matematicos en los maestros en ejercicio. Esta comprensidn capacita a los maestros para
proponer tareas matemadticas idoneas para el aprendizaje significativo de sus alumnos;
aspecto crucial del quehacer del profesor que influye en el aprendizaje de los estudiantes

(Llinares y Krainer, 2006).

Cuando Shulman y Shulman (2004) describen al profesor experto, consideran que la
condicion de estar preparado se refiere a poseer una vision de la clase y del proceso de
ensefianza y aprendizaje en si y en cada alumno en particular. Ademads, suponen que
existe esa disposicion a mantener el esfuerzo para llevar a cabo la ensefianza y para
comprender conceptos y principios necesarios. Ahora bien, esta comprensién de los

contenidos es compleja y ha sido centro de numerosas investigaciones.
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La inclusién de la linea de investigacién sobre conocimiento del profesor en el campo de
la investigacion sobre el profesor de matemadticas es relativamente tardia. Una parte
considerablemente mayoritaria en la produccién de articulos dentro de esta linea se ven

influenciados por Lee Shulman y las categorias de conocimiento (Lin y Rowland, 2016).

Shulman (1986) destacd el cambio que se habia producido en la demanda cognitiva de los
profesores. Si al principio del siglo pasado se les evaluaba casi exclusivamente del
conocimiento sobre las materias a impartir, en los afos 80 las evaluaciones giraban en su
mayoria sobre una pedagogia general. Shulman reclama el paradigma de las didacticas
especificas cuestionando: cémo decide el maestro qué ensefar, como representar los
conceptos y qué preguntar a los estudiantes; como responde el profesor a la
incomprension de conceptos por parte de los estudiantes. Estas cuestiones abrieron la
puerta a un nuevo campo de investigacion centrado en el conocimiento pedagdgico del
contenido y mds en concreto a preguntarse cdmo crece este tipo de conocimiento.

Shulman (1986) propuso considerar tres componentes de conocimiento:

e Conocimiento del contenido: organizacion de los conocimientos en la mente del
profesor. Se incluyen contenidos y estructuras propias de la materia. Se debe

saber lo que es cierto y por qué. Se debe saber lo que es clave y por qué.

e Conocimiento pedagdgico del contenido: modos de representar y exponer el
conocimiento de forma comprensible para otros. Se incluyen maneras de ensefiar
un tema, de representar una idea, de exponer ejemplos o ilustraciones. Se debe
saber qué hace que un aprendizaje sea dificil o facil, ideas previas y errores de

estudiantes.

e Conocimiento curricular: organizacién horizontal y vertical de contenidos relativos
a un nivel escolar. Organizacién horizontal incluye la habilidad para relacionar el
contenido en diferentes materias o en diferentes temas de una materia.
Organizacidon vertical incluye la habilidad para relacionar un tema con

conocimientos de cursos precedentes y posteriores.

En un trabajo de continuidad, Shulman (1987) desglosé en siete componentes el
conocimiento necesario para el profesor: conocimiento del contenido; conocimiento
pedagdégico general con énfasis en organizacidn y manejo del aula; conocimiento
curricular; conocimiento pedagégico del contenido; conocimiento sobre los alumnos y sus
caracteristicas; conocimiento de los contextos educativos, como son la cultura y caracter
de la poblacién y de la escuela; conocimiento de los fines, objetivos y valores educativos,
de la filosofia e historia de la educacion. Este desglose del conocimiento del profesor
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viene a enfatizar que no basta con comprender un contenido para poderlo ensefiar

(Nunes, Vargas, Lin y Rathgeb-Schnierer, 2016).

Como afirma Shulman (1987), de un profesor se espera que entienda lo que enseiia, que
lo comprenda criticamente y, a ser posible, que lo sepa ver desde distintos puntos de
vista y relacionar con otras ideas dentro de las matematicas y también en relacién con
otras materias. Ademas, el profesor comprende esas ideas matematicas no para si
mismo, sino en orden a ensefarlas a otro, es decir, ha de transformarlas para hacerlas
asequibles a los estudiantes. Asi considera que las acciones que involucran el
conocimiento del profesor forman un ciclo y son comprender, transformar, ensefiar,

evaluar y reflexionar.

Al hablar de transformacion necesaria para que el conocimiento del contenido que posee
el profesor llegue al estudiante y genere procesos de aprendizaje, Shulman (2000)
desglosa la accién de transformar en cuatro: () La preparacién que supone una
interpretacion critica y anadlisis de los textos base, estructurar y segmentar el contenido,
asi como desarrollar el curriculo y clarificar objetivos. (ll) La representacién que supone
usar un repertorio de representaciones que incluya analogias, metdforas, ejemplos,
demonstraciones, explanaciones. (lll) La seleccién de formas de ensefiar, organizar el

aula, manejar el contenido. (V) La adaptacion a las caracteristicas de los estudiantes.

La aportacion de Shulman ha marcado una pauta importante en la investigacidén sobre el
profesor. Segun Abell (2008), la mayoria de los investigadores que han utilizado el marco
tedrico del conocimiento del profesor desarrollado por Shulman describen en sus trabajos
cuatro caracteristicas importantes del conocimiento pedagdgico del contenido. (a)
Categorizacidn: definicién de categorias discretas del conocimiento aplicadas a problemas
de la practica. Estas categorias resultan de especial utilidad para disefar protocolos y
cuestionarios que permitan “medir” conocimiento. Pero la diseccién del conocimiento
puede resultar artificial, ya que un profesor utiliza las distintas componentes del
conocimiento de forma integrada en su practica. (b) Dinamismo: conocimiento
pedagdgico del contenido visto como un conocimiento dindamico, no estdtico. Esta vision
responde a la conciencia de que el profesor va desarrollando su conocimiento pedagdgico
del contenido con el tiempo, ya sea por medio de oportunidades de desarrollo,
intervenciones formativas o por la experiencia adquirida. (c) Contenido: la percepcién del
contenido especifico como algo central en el conocimiento pedagdgico del contenido, ya
que este se manifiesta en un contexto de un contenido concreto. (d) Transformacién de
conocimientos: este conocimiento pedagdgico implica una transformaciéon en otros tipos
de conocimiento como el conocimiento del contenido, el conocimiento pedagdgico, el

conocimiento del contexto, que hacen viable la ensefianza.
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Se puede plantear la pregunta de si el marco tedrico propuesto por Shulman para
investigar sobre el conocimiento del profesor sigue siendo util. Abell (2008) responde con
claridad que si. Todavia falta mucho por saber acerca del conocimiento del profesor, de
como se apropia del mismo, qué contextos e instrumentos de recogida de datos permiten
evidenciar el conocimiento pedagdgico del contenido, entre otras cuestiones que se

podrian plantear.

Dada la centralidad del contenido, tiene sentido que, en lo que sigue, el texto se centre
en las matematicas y en los investigadores del drea que han seguido el marco propuesto

por Shulman.

2.2.2. Conocimiento pedagdgico del contenido
matematico

Tras la propuesta de Shulman de considerar diversas componentes del conocimiento del
profesor, no hay consenso en el area a la hora de estructurarlo. Muchas veces las
diferentes componentes se solapan, por ejemplo cuando los profesores tratan de
comprender por qué algunos conceptos matemadticos resultan especialmente dificiles
para los estudiantes (Nunes et al., 2016). A continuacién se exponen brevemente algunas
investigaciones que reestructuran las componentes de conocimiento del contenido de
Shulman, especialmente dentro del ambito de las matematicas. Por no salir del marco
gue ha orientado el estudio no se presentaran estudios que no se han tenido en cuenta

durante esta investigacion.

Una de las teorias que mas ha sido citada en los ultimos afos es la estructuracion que
propone el conocimiento matematico para la ensefianza (Ball, Phelps y Thames, 2008). El
equipo de la Universidad de Michigan, liderado por Deborah Ball, concreta el estudio de
Shulman al ver la necesidad de anclar el conocimiento pedagdgico del contenido dentro
de un darea del saber. Ball, Phelps y Thames contribuyen a adecuar la teoria de Shulman
dentro de las matematicas entendiendo por conocimiento matematico para la ensefianza
“los conocimientos matematicos necesarios para llevar a cabo la labor de ensefianza de
las matematicas *..+ Tiene que ver con las tareas de ensefanza y las exigencias
matematicas de esas tareas” (2008, p. 395). El conocimiento matemadtico para la
ensefianza divide en tres subdominios dos de las componentes del conocimiento
profesional de Shulman: el conocimiento del contenido y el conocimiento pedagdgico del
contenido (ver Figura 5). Esta separacion viene de no estar totalmente de acuerdo con lo
gue Shulman incluia en cada una de las componentes, por ejemplo considera que el

conocimiento de los estudiantes forma parte del conocimiento pedagdgico y adquiere
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entidad propia en un subdominio “conocimiento del contenido y de los estudiantes”,

pero que el conocimiento de las relaciones entre los temas de diversos cursos forma

parte del conocimiento del contenido dentro de lo que llaman “conocimiento del

horizonte del contenido”.

Conocimiento del contenido Conocimiento del contenido pedagdgico

//_\

Conocimiento
del contenido
y de los
estudiantes

onocimiento
comun del
contenido

Conocimiento Conocimiento
especializado del contenido
Conocimiento del contenido o y del
del horizonte Conoamle.nto curriculum
del contenido del contenido

ydela
ensefianza

\_/

Figura 5. Dominios del conocimiento matematico para la ensefianza (Ball et al., 2008)

Ball, Thames y Phelps (2008) postulan que el conocimiento necesario para la ensefianza

de las matematicas incluye lo siguiente:

Conocimiento del contenido

Conocimiento comun del contenido: Conocimiento matematico que se comparte
con el resto de profesiones que utilizan las matematicas, saber resolver

correctamente un problema o identificar una respuesta errénea.

Conocimiento especializado del contenido: Conocimiento especifico de los
profesores que permite realizar tareas de ensefanza de las matematicas: ver
patrones de error en estudiantes, saber presentar ideas matematicas, responder a
preguntas de estudiantes, reconocer la potencialidad de una representacion,
saber modificar tareas segun su dificultad, saber pronunciar preguntas

productivas.

Conocimiento del horizonte del contenido: Conocimiento de relaciones entre

contenidos matematicos y otras materias con atencién a futuros contenidos.

Conocimiento pedagégico del contenido

Conocimiento del contenido y de los estudiantes: Anticipar lo que los estudiantes
piensan y lo que pueden encontrar confuso. Estar familiarizado con errores tipicos
de estudiantes. Saber elegir ejemplos interesantes y motivadores, saber qué
tareas pueden resultar faciles, dificiles o estimulantes. Saber escuchar e
interpretar el pensamiento de los estudiantes.

27



Capitulo 2

e Conocimiento del contenido y de la enseflanza: Disefiar la instruccion
dependiendo del contenido, la eleccion de ejemplos, la evaluacion de ventajas y
desventajas de cada representacion de una idea, las maneras de abordar un tema

para ensefar.

e Conocimiento del contenido y del curriculum: Hacer énfasis en programas y

materiales que sirven de herramientas para la ensefianza.

Con este modelo, se diferenciar tipos de conocimiento matematico, pero a la hora de
llevar a cabo el andlisis de la practica docente este modelo ofrece también ciertas
dificultades (Ribeiro et al., 2014), de ahi que hayan surgido nuevas adaptaciones y

reestructuraciones del conocimiento matematico para la ensefianza.

El grupo liderado por José Carrillo en la Universidad de Huelva postula que el
conocimiento especializado afecta a todos los subdominios del conocimiento del
profesor. A su vez, todo él esta impregnado por las creencias y concepciones sobre la
matemadtica y su ensefianza y aprendizaje (Carrillo, Climent, Contreras y Muioz-Catalan,
2013). El modelo derivado propone dos dominios subdivididos en tres subdominios

respectivamente (ver Figura 6):

Conocimiento matematico

e Conocimiento de los temas: conocimiento de los contenidos matematicos a
ensefar y sus significados de manera fundamentada.

e Conocimiento de la estructura matematica: conocimiento de las relaciones entre
temas matematicos o conexiones entre conceptos.

e Conocimiento de la practica matematica: conocimiento de cémo explorar y
generar conocimiento en matematicas (argumentacion, razonamiento,

generalizacion, etc.).
Conocimiento didactico del contenido

e Conocimiento de las caracteristicas del aprendizaje: conocimiento del contenido
matematico como objeto de aprendizaje; modos de aprehensién asociados a la
naturaleza del contenido, fortalezas y dificultades asociadas al aprendizaje de los
estudiantes al abordar contenidos, expectativas e intereses relativos a
matematicas.

e Conocimiento de la ensefianza de la matemdtica: conocimiento de recursos,
materiales, representaciones, contextos y ejemplos, y su potencial para la

instruccion.
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e Conocimiento de los estandares de aprendizaje de las matematicas: conocimiento
de los contenidos matemadticos a ensefiar, hasta qué nivel de desarrollo
conceptual y procedimental y secuenciacidon de temas dentro del curso y respecto

a otros cursos.

Este modelo considera como fuente de conocimiento del profesor tanto la reflexién sobre

la propia practica como las aportaciones de la investigacién en educacién matematica.
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Figura 6. Dominios del conocimiento especializado del profesor de matematicas (Carrillo et al., 2013)

La tendencia actual de la investigacion en el conocimiento matematico del profesor en
orden a la ensefianza, es la de investigar la naturaleza del conocimiento que poseen y los
diferentes enfoques para apoyar el desarrollo del conocimiento que poseen y del que

carecen (Chapman, 2013).

Los dos modelos presentados se derivan de los estudios de Shulman y junto con Shulman
(1986) se consideran como inspiradores tedricos en este estudio. Sin embargo, se
comparte la duda planteada por Lin y Rowland (2016) sobre la real definicién de los

limites entre las diferentes categorias del conocimiento del profesor:

Aunque la organizacidon del conocimiento docente en categorias de un tipo u otro puede ser
conveniente para tratar de captar y articular distinciones entre tipos de conocimiento, los limites entre
diferentes categorias suelen ser difusos, promoviendo desde el principio disputas sobre qué caracteriza
exactamente diferentes tipos de conocimiento, y si de hecho si las supuestas fronteras existen en

absoluto. (p. 488)
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Por esto, en este estudio la distincién entre los diferentes tipos de conocimiento
matemadtico es de menor importancia que la manera en que se desarrolla el conocimiento
profesional del profesor. Se escogen de entre las teorias presentadas aspectos del
conocimiento didactico matematico que resultan ser la base cognitiva para el estudio del

desarrollo del conocimiento del profesor.

Sobre el contenido: Identificacion y fundamentacion de contenidos matemdticos: a la hora
de hablar del conocimiento del contenido, Shulman (1986) enfatiza el conocimiento de las
estructuras del contenido, las diferentes formas de abarcar un contenido y el conjunto de
hechos que establecen su validez o no (p. 9). A su vez, el conocimiento matematico para
la ensefianza parte del supuesto de que el profesor ha de saber las matematicas que
ensefa e identificar respuestas correctas de incorrectas tanto de los estudiantes como de
libros de texto (Ball et al., 2008). Por su parte, Carrillo et al. (2013) incluyen en el
conocimiento de los temas el conocimiento de los contenidos matematicos a ensenar y

sus significados de manera fundamentada.

Sobre la ensefianza del contenido: Identificacion y uso de estrategias para ensefiar un
contenido: “conocer las formas mas Utiles para representar las ideas, las analogias mds
potentes, ilustraciones, ejemplos explicacion y demostraciones” (Shulman, 1986, p. 9).
Con esta descripcidn explica Shulman la base del conocimiento pedagégico del contenido;
a su vez, este conocimiento es especifico del profesor no aplicable a otras profesiones
que utilicen las matematicas (Ball et al., 2008), pero se puede incluir a su vez en el
conocimiento del contenido y de la ensefianza en cuanto conoce elementos de ensefianza
y sus potencialidades o dificultades intrinsecas al tema (Carrillo et al., 2013). En este
aspecto de la ensefianza del contenido cabe incluir las relaciones entre los contenidos, en
cuanto conocer las diferentes formas de tratar un contenido desde las distintas materias
o temas matematicos. Igualmente conocer a qué contenidos posteriores preparan los
contenidos que se ensefian, o qué contenidos ya se han visto anteriormente, de forma
que la ensefanza se plantee en clave de continuidad (conocimiento curricular (Shulman,
1986), Conocimiento del horizonte del contenido (Ball et al., 2008), Conocimiento de los

estandares de aprendizaje de las matematicas (Carrillo et al., 2013)).

Sobre los estudiantes: Identificacion e interpretacion del conocimiento de los estudiantes:
La forma de aprender el contenido de los estudiantes, lo que les motiva y resulta
interesante, los errores tipicos en los que suelen caer; son conocimientos que el profesor
necesita saber para anticiparse a las dificultades que puedan tener sus alumnos e

interpretar sus respuestas incompletas o erréneas (Ball et al., 2008).
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Posicionados en estos aspectos del conocimiento del profesor, se pasa a exponer algunas
de las investigaciones que se han focalizado en el desarrollo del conocimiento didactico
matemadtico. Al mirar el desarrollo del conocimiento del profesor, se busca mirar cémo se
promueve mediante relaciones colaborativas para la mejora de la practica (Chapman,
2013). Lin y Rowland (2016) realizan una revisidn de la literatura de la dltima década que
versa sobre desarrollo profesional del profesor tras estudiar el conocimiento pedagégico

"

del docente. Estos autores enfatizan “el refinamiento de la practica docente,
especialmente de la practica influenciada por el nuevo conocimiento construido por el

profesor” (p. 499).

Llinares y Valls (2009) sefalan la influencia que tienen en el desarrollo del conocimiento
del profesor y de las habilidades necesarias para generar una mirada mas compleja sobre
el proceso de ensefianza las situaciones de colaboracién y de analisis y reflexién de la
practica. Estos autores definen cuatro niveles que les permite distinguir el grado de
complejidad de la mirada sobre el proceso de ensenanza: (I) descripcidn: cuando solo
describen diferentes partes de la ensefianza; (ll) retdrico: cuando hacen referencias
retdricas a la teoria sobre la ensefanza sin alusiones especificas al proceso de ensefianza
observado; (lll) integracién y sintesis: cuando comienzan a ligar algunos aspectos
especificos del proceso de ensefianza observado con las ideas tedricas recibidas; (IV)
teorizacién y conceptualizacidn: cuando tras integrar la teoria con aspectos especificos de
la practica observada realizan un proceso de conceptualizacion.

En esta linea, Llinares (2012b) afirma que el aprendizaje y desarrollo profesional del
profesor se puede entender como cambios en la participacién y comprensidn por parte
del profesor en las practicas matematicas de aula. Este autor caracteriza la practica de la
ensefianza de las matematicas como: (I) realizar unas “tareas” para lograr un fin, (Il) hacer

uso de unos “instrumentos”, y (lll) poder llegar a justificar su uso.

Por su parte, Carrillo y Climent (2011) afirman que el desarrollo de conocimientos
especializados exige una mayor comprension de la practica de ensefianza, con lo que se
requiere de un compromiso de reflexion sobre la propia practica. De hecho, la reflexion
sobre la propia préctica la consideran a la vez como una medida y un medio de desarrollo
profesional. Estos autores establecen unos indicadores de la comprensién de la practica
desde una visidon dindmica de proceso de mejora. Los indicadores que establecen son: (1y
2) La comprension del profesor sobre el proceso del aprendizaje y de la ensefianza de las
matematicas se ve aumentada con la incorporacion de una o mds variables de su
interpretacion del proceso. (3) El profesor establece nuevas conexiones entre variables
dentro de su interpretacién del proceso de ensefianza-aprendizaje. (4, 5 6) El profesor se
vuelve mas consciente de qué, por qué y como ensefia los contenidos matematicos. (7) El
profesor aprende nuevas estrategias y modos de actuar para conseguir objetivos
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particulares de ensefianza de las matematicas. (8) El profesor reflexiona sobre el
rendimiento de su clase. (9) El profesor adquiere mayor facilidad en explicar razones y
objetivos de su ensefanza y de las decisiones tomadas. (10) El profesor demuestra en su
practica la creacidon de conexiones entre constructos tedricos y sus acciones y creencias.
(11) El profesor adquiere un discurso profesional que le permite pensar y expresarse con
mayor precisién sobre la ensefianza y aprendizaje de las matematicas. (12) El profesor
gana conciencia de sus puntos fuertes y areas de mejora en la ensefanza. (13) El profesor
traza caminos de continuidad para aprender sobre la ensefianza y aprendizaje de las
matematicas. (14) El profesor pregunta nuevas cuestiones sobre la ensefianza vy
aprendizaje de las matematicas o reformula preguntas antiguas.

En este estudio se entiende el desarrollo en el conocimiento didactico matematico como
la profundizacién en contenidos matematicos relevantes para la comprension de la
ensefianza y del aprendizaje del estudiante. El conocimiento didactico matematico se
considera en la base de todo el desarrollo profesional, por lo que en este trabajo solo se
consideran otros aspectos de mejora de la ensefianza y aprendizaje en cuanto estan
relacionados con la matematica y su diddactica. Este posicionamiento implica un ejercicio
de reflexion que se enriquece con la comunicacidn dentro de una comunidad de

profesores y formadores.
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El marco tedrico introdujo el estudio en la linea de investigacién del conocimiento
didactico matematico. Ese capitulo marcé la ruta para llegar al fin planteado desde el
principio: profundizar en el conocimiento del profesor como un elemento clave, aunque
no aislado, en su desarrollo profesional. Siguiendo la metafora del camino, el presente
capitulo consiste en la hoja de ruta que permite distinguir el paisaje, reconocer las

especies y proporcionar las herramientas bdsicas para conseguir llegar a la meta.

En este capitulo, se explica el enfoque metodoldgico empleado, el contexto de la escuela
y de la intervencion formativa. A continuacién se exponen los instrumentos y métodos de
recogida de datos. Finalmente, se presentan los criterios para la seleccién y reduccion de

datos asi como la elaboracién de codificaciones como método principal de analisis.

3.1. Enfoque para el disefio de la experimentacién

De acuerdo con los objetivos de la investigacidn, se desea profundizar en el conocimiento
didactico del contenido de una maestra, a lo largo de un periodo de tiempo
suficientemente largo como para identificar cambios y buscar posibles influencias en los
cambios identificados del conocimiento del profesor. Por este motivo se plantea un

enfoque de andlisis cualitativo, descriptivo e interpretativo.

Se propone un estudio de caso con el fin de realizar un estudio intensivo de una maestra
participante en la formacién, de forma que se comprenda mejor la complejidad del
conocimiento didactico matematico, y buscar formas de desarrollarlo durante el ejercicio
de la profesién de maestros (Gerring, 2004). Para ello, el modo de aproximarse al caso ha

sido de tipo naturalista: sin hipdtesis previas ni deseo de contrastar teorias predisefiadas.

La forma de recoger la informacién ha sido variada y longitudinal, a lo largo de tres cursos
académicos, para responder a las preguntas de investigacidon. No todos los instrumentos

de recogida de datos se establecieron con anterioridad, sino que las necesidades surgidas
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en el proceso llevaron a utilizar diversos métodos con el fin de completar y triangular la

informacién que proporcionaban los datos.

El analisis ha adaptado algunos aspectos de la teoria fundamentada durante la reduccién
de datos y la asignacion y saturacidon de cddigos. Un primer analisis preliminar se ha
realizado simultaneamente a la recogida de datos para centrar el estudio y determinar
necesidades de informacién. El andlisis detallado ha sido posterior a la recogida de datos

pero manteniendo la relacién con la maestra para contrastar resultados.

Tras esta explicacion global, se entra a detallar el contexto del estudio, los instrumentos

de seleccién y recogida de datos y los métodos del andlisis.

3.2. Contexto de la escuela y seleccién del caso

Los datos de esta tesis se han tomado durante una intervencién formativa realizada en
una escuela concertada de la ciudad de Mataré (Barcelona). La escuela comprende las
etapas de educacién infantil, primaria y secundaria obligatoria; tiene una ratio de 25
alumnos por clase y dos lineas por curso. El grupo de participantes en la intervencion
formativa se compone de los maestros de primaria del centro. La intervencién durd tres
cursos escolares, incorporandose progresivamente los maestros de ciclo inicial, medio y

superior.

La formadora del grupo es investigadora en Diddctica de la Matematica en la Universitat
Autonoma de Barcelona con amplia experiencia docente: mas de veinte afios como
maestra de escuela primaria, profesora de matematicas de secundaria y a nivel
universitario, en concreto en el dmbito de la formacion de futuros maestros. Dada su
formacidn, en la intervencion dentro de la escuela se la considera como experta en
educaciéon matematica y asume el papel de formadora dentro de la comunidad. Ademas

es una de las codirectoras de la tesis doctoral.

Durante las intervenciones de la formadora, tres veces al afio (una sesién al inicio de cada
trimestre), los maestros participan como observadores en el desarrollo de la clase que
ella imparte con el grupo de alumnos de cada maestro. El equipo directivo del centro
favorece la participacion de todo el profesorado del ciclo adaptando los horarios y los
maestros estan dispuestos a participar coincida o no con su hora libre. Posteriormente,
todos los maestros del ciclo participan en la reflexién con la formadora sobre las practicas
de aula observadas. El nimero de participantes es de doce maestras tutoras, cuatro por

ciclo, a los que se unen en algunas ocasiones cuatro maestros especialistas o de refuerzo.
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Para la seleccion del caso se tuvieron en cuenta los siguientes criterios:

l. participacién continua durante todo el desarrollo de la intervencion

formativa;
. implicacion en las actividades de la formacion;

Il. iniciativa en el disefio de practicas matematicas

Solo una maestra de ciclo medio, que denominaremos en adelante Leire, cumplié estos
criterios: durante el primer afio de la intervencion impartia clase en el ciclo inicial, Gnico
ciclo que introdujo el proyecto de innovacidn en el aula; el segundo afio pasd al ciclo
medio que se incorporaba en ese momento al proyecto; el tercer curso fue nombrada
coordinadora del proyecto para toda primaria y asistia a las reuniones de la formadora

con el ciclo superior.

Al inicio de la formacion Leire llevaba 18 afios trabajando como maestra en la escuela.
Varios afios enseiid en tercero de primaria (alumnos de 8-9 afos), luego estuvo nueve
afios en segundo de primaria (7-8 afios), coincidiendo el ultimo con el inicio de la
intervencién formativa, y los siguientes afios ha vuelto a ensefiar en tercero de primaria.
Respecto a las matematicas, Leire reconoce que siempre le han gustado, aunque afirma
que le costé aprobarlas en secundaria. Estudié el Bachillerato de Ciencias y la
Diplomatura de Magisterio. Al momento de realizar la investigacion, Leire ocupa el puesto
de coordinadora del ciclo y, posteriormente, coordinadora del proyecto de innovacién

matematica propuesto por la intervencion formativa.

3.3. Caracterizacion de la intervencion formativa

En este apartado se describe la intervencion formativa, para contextualizar datos vy
resultados del estudio. La iniciativa de la intervencion formativa desarrollada en la
escuela parte de las maestras del claustro, que se ponen en contacto con la formadora
para que les ayude a profundizar en el calculo mental. Ellas —segun afirma Leire— solian
realizar los ejercicios de calculo que propone el libro de texto, pero solo si da tiempo. En

varias ocasiones se habian planteado la necesidad de mejorar esa practica de ensenanza.

La intervencidon formativa estd disefiada en torno a tres ejes intimamente relacionados
entre si. La Figura 7 muestra la intencionalidad e instrumentos que conforman los tres
ejes formativos que vertebran la intervencidn. En el circulo interior se muestran objetivos
de la formacién emprendida, que se describe en los siguientes parrafos. El anillo externo

presenta los instrumentos formativos utilizados:
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- Acercar la investigacion en didactica de las matematicas al aula

La literatura sefiala la diferencia en la naturaleza del conocimiento de los profesores
respecto al de los investigadores. Mientras los docentes basan su conocimiento
principalmente en la practica, los investigadores se focalizan en teorias a veces ajenas a la
practica de la escuela (Lampert, 2010). Esto sefiala la necesidad de acercar la
investigacion en didactica al aula. En esta intervencion esto se ha realizado mediante la

implementacidon de un proyecto de innovacidén basado en resultados de la investigacion

en didactica de las matematicas.
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Figura 7. Esquema de objetivos e instrumentos de la intervencién formativa

El Proyecto de Innovacion en pensamiento numérico y estrategias de calculo mental

pretende promover (Badillo

(1) el desarrollo del pensamiento numérico desde la comprensién del sistema decimal

posicional;

y Moreno, 2012):

(2) el uso fundamentado de las propiedades de los nimeros y de las operaciones;

(3) la identificacidén y uso del lenguaje matematico

(4) la diversificacion de representaciones de las estrategias de calculo en la resolucién

problemas contextualizados.
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Otra estrategia empleada para acercar los resultados de la investigacién en didactica al
aula ha sido la intervencidn tanto en el aula como, principalmente, en discusiones con las
maestras, de expertos en investigacion en didactica de las matematicas como son la
formadora y la investigadora. Esta forma de acercar la investigacion en didactica al aula

introduce los otros dos ejes formativos.
- Hacer emerger situaciones ricas en el aula

En la intervencién se han empleado diferentes instrumentos para hacer emerger
situaciones ricas que suceden en el aula de matemadticas y favorecer la reflexion

generadora de interrogantes diddcticos sobre la practica.

La_observacién de prdacticas de aula: principalmente son practicas realizadas por la

formadora en el aula de la maestra. La observaciéon de prdcticas de aula sirve para
mostrar las potencialidades de la investigacién educativa en el contexto real en el que
trabajan las maestras, es decir, una clase bien fundamentada en investigacién, que es
analizada para aprender de las fortalezas y debilidades de la misma. Por ejemplo, las
maestras pueden ver que es posible promover y gestionar estrategias en la resolucion de
problemas, observando la diversidad de estrategias que sus alumnos son capaces de
proponer. Ademas, el hecho de que la formadora se exponga a la observacién de otros
resulta un incentivo para que los maestros abran su practica a la reflexién con los
compaferos. Es decir, sirven para promover la reflexion sobre el conocimiento didactico
matematico y generar un clima de confianza entre los participantes de la formacidn.
Posteriormente se invita a que la maestra, coordinadora ya del proyecto, se introduzca en

el aula de sus compafieras para mostrar un trabajo con materiales manipulativos.

El analisis didactico de video-episodios de aula: estos video-episodios se caracterizan por

focalizar la mirada de los participantes en la formacién, ya que permiten resaltar
situaciones que podrian permanecer inadvertidas dentro de la totalidad de la hora de
clase (Sherin, Linsenmeier y van Es, 2009). El uso de video-episodios de aula ofrece
espacios para reflexionar sobre diferentes aspectos de la gestion, del proceso de
ensefianza y aprendizaje, del papel del docente y dificultades y potencialidades de los
alumnos de manera que los pensamientos generales de los maestros encuentren
alimento y sustento en evidencias empiricas (Llinares y Valls, 2009). Esta potencialidad del
video aumenta cuando los episodios se toman de la misma practica de los docentes
(Borko, Jacobs, Eiteljorg, y Pittman, 2008; van Es, 2012) ya que les permite ver qué hacen
bien y dénde convendria mejorar. A continuacién se describen los video-episodios

visualizados durante la formacidn.
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- Video-episodios extraidos de la practica de la formadora en el aula de 3.2 durante
la primera sesion de formacién del curso 2011-12 y que se visualizaron en la
segunda sesién del mismo curso.

En el primer episodio se gestiona la respuesta de una alumna a cudl es el triple de once.
En él se profundiza y construye con los alumnos el concepto de multiplicacién, como
suma repetida, a partir de la descomposicion del nimero (basada en el valor posicional
del sistema de numeraciéon decimal: decenas y unidades) y aplicando la propiedad
distributiva de la multiplicacidon respecto de la suma. La estrategia busca simplificar el
calculo del producto a operaciones mentales inmediatas de manera comprensiva para los
estudiantes (ver Tabla 2):

Transcripcion de la pizarra Transcripcion parcial del video-episodio M2, primera parte

Formadora: ¢Cémo lo haces, el triple de once?
Alumna: ¢Qué he pensado?

Formadora: Si

Alumna: Diez tres veces y pongo tres

* .+

33
(0 (0+10+10)+(1+1+1)

Formadora: Ella ha hecho muy bien, descompone las decenas vy las
unidades. Ella ha dicho: tres decenas es diez mas diez mas diez
[escribe (10+10+10)], porque tiene tres decenas. Y después ha hecho
tres unidades [escribe (1+1+1)], [...] uno mdas uno mas uno.

[...]

Formadora: El once [escribe 11], ha hecho: tres veces, [linea trazada
con el dedo que une el 1 de las decenas con 10+10+10] tres decenas
y tres veces, [linea que une 1 de las unidades con 1+1+1] tres
unidades

Tabla 2. Transcripcién parcial del video-episodio M2, primera parte

Transcripcion de la pizarra Transcripcion parcial del video-episodio M2, segunda parte

Formadora: 60 + 40 = 100 [lo escribe en la pizarra]. ¢Por qué lo hago
tan rapido?, éen qué me fijo? [...]
Alumno 1: En que seis mas cuatro son diez.

_ Formadora: ¢Qué seis?, éseis qué?
0 + 0 - 1 0 0 Alumno 1: Sesenta.

Formadora: Seis ...

Alumno 2: Seis decenas

Formadora: Seis decenas [recuadra el 6] mas cuatro decenas
[recuadra el 4], esto lo sabe todo el mundo, porque es de primero,
hacen diez [recuadra el 10] iqué?

Alumnos: Decenas.

Formadora: Decenas. Cien. Cien es diez decenas.

Tabla 3. Transcripcién parcial del video-episodio M2, segunda parte

El segundo episodio se centra en el sistema decimal posicional, considerando sus

propiedades (valor posicional y base diez) como estrategias facilitadoras para la suma de
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decenas exactas. A la vez, se trabaja repetidamente la propiedad conmutativa de la suma

como una herramienta para el calculo mental rapido (ver Tabla 3).

- Video-episodios seleccionados de la practica de aula de una maestra de 2.2 y de
Leire, pasados en la 3.2 sesién de formacion del curso 2011-12

El primer episodio, de la maestra de 2.2, muestra la variabilidad de estrategias de
resolucién propuestas por los estudiantes a los problemas calculo que plantea el proyecto
de innovacion y su gestién por parte de la maestra. Busca reflexionar sobre las
resoluciones de los estudiantes y el potencial matematico que encierran tanto las

resoluciones correctas como las erréneas como oportunidad de aprendizaje.

El segundo episodio, de la practica de Leire, muestra la explicacion de una estrategia de
calculo mental. Los conceptos matemadticos que trabaja son la estructura multiplicativa
como suma reiterada y la propiedad distributiva. Finalmente, se observa un error en el

uso del signo igual (ver Tabla 4).

Transcripcion e imagen de la pizarra Transcripcion parcial del video-episodio M3, segunda parte

Leire: Es multiplicar cualquier nimero por once. Si tengo que

12x11=12x10=120+12=132 multiplicar doce por once, ya no es tan facil. Seis por once es

S .
10 + 1 facil.

El: Sesentay seis.

Leire: Es sesenta y seis; pero doce por once es mas dificil. éQué
puedo hacer? Si en vez de once, el once lo descompongo en dos
ndmeros es mas facil. ¢éEn qué dos nimeros lo descompongo?
E2: En seis y cinco.

E3: En diez y uno.

Leire: Vale, en diez mas uno. Si hago doce por diez, icuanto es
doce por diez?, ¢os acorddis que multiplicar por diez es poner el
mismo numero y afiadir un cero? [En la pizarra escribe a medida
que habla lo siguiente 12x11=12x10=120+12=132]

E4: Ciento veinte.

Leire: Ciento veinte. Y ahora le tendré que sumar... uno no, un
doce que me falta por sumar...

[12+ 12 +12 +12 +12 +12 +12 +12 +12 +12J+ 12

Tabla 4. Transcripcion parcial del video-episodio M3, segunda parte

- Video-episodio seleccionado de la practica de aula de una maestra de 6.2, pasado

en la 2.2 sesion de formacion del curso 2012-13

Versa sobre una estrategia de multiplicar por 5 propuesta por una estudiante. Falta

argumentar por qué funciona, de forma que pueda generalizarse a todos los numeros.
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Transcripcion de la pizarra Transcripcion parcial del video-episodio M5
12 x5 = 60 Estudiante: Con los nimeros pares me ha funcionado
X2= Profesora: A ver. Ella distingue los nimeros pares de los que no lo son.
+ 7 E: Aqui, con los que son pares, para multiplicar por cinco, he hecho la
mitad del nimero y he afiadido un cero...

P: Ella ha hecho la mitad... y le ha afadido un cero. Y esto le ha
6 6 funcionado. ¢Cual mas hay?
E: Con todos los pares, funciona

Tabla 5. Transcripcién parcial del video-episodio M5

- Video-episodio seleccionado de la préctica de aula de Leire en 3.2, pasado en la 3.2

sesion de formacion del curso 2012-13

Este video-episodio se extrae de la sesidon que dirige Leire en su aula para trabajar el
sentido de la multiplicacion. Se caracteriza por ofrecer diversas representaciones que
responden a estructuras multiplicativas de manera que se vea la relacién entre ellas. Y
también que los alumnos puedan manifestar la representacion que ellos tienen del
concepto. Se visualiza una forma de trabajar en el aula diferente a la usual en la escuela:
en esta sesidon se trabaja por parejas y se pide a los alumnos que discutan entre ellos y
luego expliquen al resto de la clase. Finalmente, la practica trata de recoger lo que se ha

trabajado previamente sobre el concepto.

12x3 Base por
/ | \ Altura
12 +12 +12
12 (10+2)

-

w
[
o8]

+
[N W E]

= [ =)
w
@

Doce cosastresveces

12x3=(10+2)x3=10x3+2x3=30+6=36

12x3=3x12
12412412 34343434343434343434343

Figura 8. Representaciones de la multiplicacidn, video-episodio M6

El andlisis didactico de tareas matematicas: Estas tareas matematicas pretenden ofrecer

oportunidades para que la maestra reflexione sobre la ensefianza de las matematicas en
los diferentes niveles y contraste con expertos y con otros maestros la forma de
profundizar sobre los contenidos y situaciones de ensefianza que pueden generar en el
aula (Fried y Amit, 2005; Jaworski, 2005).
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- Propiciar situaciones colaborativas de reflexion sobre el contenido didactico

La intervencidn formativa da importancia a los momentos de reflexion conjunta entre los

maestros del ciclo y la formadora, en los que se persiguen tres objetivos:
(1) Observar, evaluar y analizar practicas concretas de aula.

(2) Progresar en el conocimiento como resultado de la reflexidon, individual y

colectiva, en, sobre y para la practica matematica en el aula.

(3) Construir instrumentos conceptuales y tecnolégicos para analizar y desarrollar
practicas matematicas de aula.

Esta reflexion conjunta se ha realizado en tres contextos de participacion diferentes. Por
un lado, la formadora ha propuesto y guiado reuniones periédicas con los maestros a
nivel de claustro, de ciclo y de curso escolar. En estas discusiones se ha perseguido la
generaciéon de conocimientos de los profesores como resultado de discutir la relacidn
entre teoria y prdactica. Por otro lado, con el objetivo de implementar conocimientos de
forma practica, los maestros se han reunido a nivel de ciclo para articular una
programacion vertical. Para que esta reflexion conjunta sea significativa en el cambio, se

requiere de momentos de reflexion individual (Llinares y Krainer, 2006).

1.5 Trimestre | | 2.° Trimestre - 3.°" Trimestre
Implementacion del

Implementacion del
Practica observada FICVEEEE-CREET) Practica observada O GCaek: EE1GE Practica observada
(2.2 de primaria) (2.2 de primaria) (2.2 de primaria)

introductoria

1.°" Trimestre

2.° Trimestre 3.%" Trimestre

A

g : Précticaobservada [EariC Rl Practica observada (25 RlEREUEEEEE] Practica observada (3.%)
2 g (3.9) proyecto de célculo O N R o o proyecto de calculo Anilisis video-episodio
% [Nl Discusion conjunta Discusion conjunta en Discusion conjunta en

ciclo medio ciclo medio

en ciclo medio

1.°" Trimestre 2.° Trimestre 3. Trimestre

©m
E E Practica observada I c LRl ECEEEEEECEE I | mplementacion del Practica observada
oy 6o oy g.o
] (5.2y6.9) proyecto de cilculo ) (5-2y 6.2) proyecto de cilculo : (5',' y 6.:2)
2 8 SisctisiGrcontn Anélisis video-episodio Anélisis video-episodio
o : ! i Discusidn conjunta en Discusidn conjunta en

en ciclo superior

ciclo superior ciclo superior

Figura 9. Fases y estrategias formativas en las que participa Leire
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La Figura 9 muestra el desarrollo de la intervencion formativa que siguié las fases de
introduccion, desarrollo y salida del escenario a lo largo de tres cursos escolares. En
concreto, muestra las estrategias formativas en las que Leire participa. En la fase
introductoria se comenzd en el ciclo inicial la implementacién del proyecto de innovacién
y la observacidn de practicas de aula de la formadora. En la fase de desarrollo, en los
ciclos inicial y medio, se afiadid la reunién de reflexién conjunta tras la observacion de las
practicas de aula de la formadora a la vez que se introducian el diario de reflexién y el
analisis de video-episodios de aula. En la fase de salida del escenario, los ciclos inicial y
medio siguieron implementando el proyecto de innovacién sin las reuniones conjuntas de
discusién ni la observacion de practicas de la formadora. A Leire, como coordinadora del
proyecto, se le invitd a participar en las sesiones que la formadora mantenia con las

maestras del ciclo superior.

3.4. Instrumentos de recogida de datos

Los instrumentos de recogida de datos estan insertados en la dindamica de la formacion y
se elaboraron de acuerdo con la formadora, que a su vez es codirectora de la tesis, con el
doble propésito de servir a la investigacion y de dar respuesta a los desafios con los que
se iba encontrando dia a dia la formacién. A fin de responder a la pregunta de
investigacion y aumentar la fiabilidad del analisis, se utilizaron diferentes instrumentos
para contrastar las fuentes. Inmersos en la tradicion cualitativa, los instrumentos de
recogida de datos siguen una estructura flexible, no determinados desde el inicio del
estudio, sino que se les ha ido dando forma segun emergian las necesidades (Glaser y
Holton, 2007). Se ha hecho uso de todo lo que pudiera ser Util para acceder a informacién
relevante. Por esta razdn, entre los instrumentos se encuentran grabaciones en video y/o
audio, cuestionarios de preguntas abiertas, guiones de reflexién y diarios personales de la
maestra, entrevistas semiestructuradas, documentos elaborados por la maestra y por el
centro y otros elaborados para la formacidon. Asi mismo ha habido una constante

comunicacion con Leire con caracter colaborativo.

Los datos se fueron recogiendo en diferentes momentos de la intervencion formativa. Los
primeros con la finalidad diagndstica de dar cuenta de un estado inicial. A partir de ahi, se
fueron elaborando tras una primera lectura de los datos ya recogidos y en colaboracion
con la formadora-codirectora de tesis. Todos los instrumentos de recogida de datos
fueron validados en reuniones de trabajo por las directoras y otros profesores del

Departamento. Estos instrumentos, resumidos en la Tabla 6, se describen a continuacién.
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Tipo de datos Registro Duracllon
aproximada

3 sesiones de discusion conjunta ciclo medio y formadora Video y audio | 1lh/sesion

3 sesiones de discusién conjunta ciclo superior y formadora Video y audio 1h/sesion

2 sesiones de clase con el proyecto de innovacion Video y audio | 45min/sesién

1 sesidn de clase modelo de Leire en un aula de 2.2 sobre multibase | Video 30 min

1 sesion de clase sobre multiplicaciéon Video y audio | 45min

4 entrevistas individuales semiestructuradas con la investigadora Audio 45min/entrevista

1 sesidn individual de analisis de tareas con la formadora Audio 45min

6 guiones de reflexion sobre practicas matematicas de aula Escrito

1 diario personal por sesidn de formacion Escrito

2 cuestionarios inicial y final Escrito

Correccion hecha por Leire de tareas matematicas propuestas Escrito

Correos electrénicos entre la investigadora y la maestra Escrito

Tabla 6. Datos recogidos sobre Leire

Por cuestiones de ética en la investigacidn, antes del inicio de la intervencién formativa y
de la investigacidn se solicitd permiso a maestras y representantes de los alumnos para

grabar.

Diario del profesor y correos electrénicos

Para el diario del profesor se ha utilizado un formato abierto con la Unica pregunta: "é¢Qué
has aprendido en la sesidn formativa?". Esta pregunta se planteaba para que respondiese
después de cada una de las seis sesiones formativas. Con ella se pretendia recoger la
reflexion individual sobre la practica y sobre su propio aprendizaje. Aunque la idea inicial
era la de rellenar en un espacio web este diario, de forma que tanto la maestra como la
investigadora pudiesen tener acceso, por dificultades con la tecnologia los diarios

terminaron mandandose por correo electrdénico.

A parte de los diarios, tras las sesiones formativas, en varias ocasiones se acudié al uso
del correo electrdénico para solicitar informaciones puntuales de la maestra o reflexiones

sobre otras practicas. Esta relacion se mantuvo a lo largo de todo el proceso de analisis.

Grabacion de las sesiones de discusion conjunta (3 en ciclo medio y 3 en ciclo superior)

Las grabaciones fueron hechas en video con una cdmara fija y con una grabadora en el
centro de la mesa para recoger mejor el sonido. Con estos datos se pretendia recoger
evidencias del conocimiento didactico matematico puesto de manifiesto en la reflexion

sobre la practica, propia o ajena, que Leire compartia con la formadora y el resto de
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maestros. En todas las sesiones de discusiéon conjunta se les presentd un guién de

reflexion sobre las practicas de aula observadas ese dia.

Guidén de reflexion sobre practicas matematicas de aula (3 con el ciclo medio y 3 con el

ciclo superior)

Los guiones de reflexion se pasaron en un papel al inicio de la discusién conjunta
mantenida tras la observacién de practicas de aula de la formadora. Estos guiones
pretendian centrar la reflexién individual y conjunta sobre la practica, el aprendizaje de
los estudiantes y la gestién del conocimiento. Los maestros respondieron al principio al

guién, pero lo iban completando si querian a lo largo de la discusién.

Los guiones pasados al inicio del primer trimestre de los dos afos reflexionan solo sobre
la practica de la formadora observada, por lo que se componen de cuatro preguntas

abiertas, para permitir ver qué identifica la maestra:

1. ¢Qué han hecho los alumnos que pueda ser significativo para su aprendizaje?

2. ¢Por qué ha pasado?

3. Nombra las diferentes estrategias de resolucién que utilizan los alumnos durante la
sesion

4. {De qué manera gestiona la profesora el aprendizaje de los alumnos en el aula de

matematicas?

Informacion que se

Preguntas planteadas
pretende recoger

Observemos el episodio 1y reflexionemos sobre las siguientes preguntas: Conocimiento del
1. ¢Qué destacarias de este episodio? contenido

2. ¢Qué resaltas como importante de este episodio para el desarrollo del

. . Conocimiento de los
pensamiento numérico de tus alumnos?

. — - p - estudiantes
3. ¢Qué cambiarias del episodio y cdmo se puede mejorar?

Conocimiento de la

4, iQué dificultades tendrias tuU como maestro para gestionar este episodio o .
¢Q parag P Y ensefianza del contenido

como consideras que las puedes superar?

Observemos el episodio 2 y reflexionemos sobre las siguientes preguntas: Conocimiento del
5.* {Qué semejanzas encuentras entre el episodio 1y 2? contenido
6.* ¢Qué diferencias encuentras entre el episodio 1y 2? Conocimiento de la

ensefianza del contenido

7. iQué te aporta a ti, como maestro, este tipo de discusiones o reflexiones
para mejorar tu practica de aula? Influencia de la

8. ¢Qué os aportan, como equipo docente, estas reflexiones en las reuniones de | formacion
ciclo o en la programacion con tu paralela? Y ¢qué problemas pueden surgir?

Tabla 7. Guién de reflexién pasado en el 2.2 y 3.% trimestre con los ciclos medio y superior

Tras la lectura de las respuestas del grupo de maestros al guion y durante la reflexiéon
conjunta, la formadora y la investigadora decidieron seleccionar video-episodios que
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ayudasen a centrar la discusién sobre el contenido matematico. Por este motivo, los

guiones de reflexion pasados en las sesiones del 2.2 y 3.°" trimestre siguen un formato

diferente. Las preguntas 5 y 6 estdn marcadas con un asterisco porque solo se pasaron en

enero de 2012, cuando se visualizaron dos episodios de la formadora y se pidid

compararlos

Entrevistas semiestructuradas (4 entrevistas y una sesién de analisis de tareas con la

formadora)

Pregunta

Subpreguntas o sugerencias

Sobre qué
informa

Este es un episodio de tu clase del otro dia
qgue me ha gustado especialmente, épor
qué crees que lo he escogido?

¢En qué te ayuda analizar este episodio
para tu practica en el aula?

¢Qué crees que les puede aportar a tus
compafieros?

¢Estas de acuerdo con que se proyecte
en la proxima sesién de reflexion?

¢Qué propones como guién que ayude a
la reflexién del resto de maestros para la
préxima sesidon de manera? (qué
destacarias)

¢Qué piensas de que se propongan
estrategias que involucren conceptos de
otros cursos?

Hay ideas en matematicas que pueden ser
complicadas, como la division. ¢Como crees
que influye el hecho de que se trabaje
problemas de repartoen 1.2y 2.2?

¢Ves posibles aplicaciones para otros
temas de matematicas?

(uso de paréntesis / propiedades de las
operaciones / uso de los enteros)

éSe te ocurren otros ejemplos de ideas
complicadas de cursos superiores que se
puedan trabajar en tu curso?

¢Y de otras materias que no sean
matematicas?

Conocimiento del
contenido

¢Qué piensas de la forma de explicar las
operaciones que propone el proyecto?

¢Qué otros aspectos de la forma de dar las
clases de la formadora te llaman la
atencion?

¢Hay algo en esta forma de explicar de
la formadora que te gustaria incorporar
(o que estas incorporando) a tus clases?
¢Por qué te gusta / disgusta?

Conocimiento de
la ensefianza del
contenido

¢Ves diferencias en los alumnos con
respecto a otros afios? y éa medida que
avanza el curso?

Conocimiento de
los estudiantes

¢Habias participado en otro tipo de
formacién permanente anteriormente?

¢Cémo definirias este programa de
formacion?

¢En qué crees que te puede ayudar a la
hora de preparar y dar clase?

¢Qué puntos te parecen positivos/
negativos en comparacion?

¢Qué te aporta la observacion de las
clases de la formadora?, éla reflexion
con los companferos?, évisualizar
episodios seleccionados de clases?
¢En qué momento te influye mas:
planificacidn, gestién, evaluacién?

Influencia de la
formacién

Tabla 8. Guidn de la entrevista de marzo de 2012

Las entrevistas

solo fueron grabadas en audio para no violentar a la maestra. Las

entrevistas son semiestructuradas, es decir, bajo un guién que permite reconducir la
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conversaciéon hacia los puntos de interés para investigacién, pero dando amplitud para

que la maestra pueda expresar su reflexion sobre la practica.

Tres de las entrevistas se planificaron en forma de preguntas guia y subpreguntas o
sugerencias para facilitar las respuestas. Estas sirvieron ante todo de guia para la
investigadora, pero no se formularon directamente.

Durante la entrevista de marzo de 2012 se vio un video-episodio seleccionado de la clase
de Leire y se pidid permiso para analizarlo en la discusion del 3.°" trimestre con la
formadora y maestros del claustro (ver Tabla 8). La sesién de analisis de tareas
matemadticas con la formadora se grabd en audio a principios de noviembre de 2012. La
formadora y Leire fueron repasando una a una las preguntas y problemas planteados en

las tareas matematicas propuestas que se explican mas adelante.

La entrevista de noviembre de 2012 se realizd para analizar unas tareas matematicas
preparadas para introducir material manipulativo multibase en el aula. La Tabla 9 muestra

el guidn de preguntas utilizado para guiar la conversacion.

Sobre qué

Pregunta informa

Subpreguntas o sugerencias

¢Cédmo se estan explicando las operaciones este
afo?

éCrees que la manera de trabajar en el proyecto
de calculo ha cambiado en algo las clases de
matematicas en ti y en tus companeros?

éTe gusta trabajar asi?

¢Cémo estas organizando la introduccién de
material manipulativo en el aula? Tienes mucha
facilidad y conoces bien a los nifios, étenias ya
experiencia de trabajar asi?

éCémo introduciras el material? iDe
ddnde vino la idea de introducirlo?
¢Lo haras tu en el aula de los
compafieros o se lo explicaras a ellos
para que ellos lo hagan?

En las reuniones de ciclo, ése siguen tratando
temas de contenido matematico?: écdmo explicar
algo para que esté en sintonia con lo que los
alumnos ya saben o con lo que verdn después...?

¢Quedais alguna vez para comentar
juntos los maestros de diferentes
cursos?

Conocimiento
dela
ensefianza del
contenido

¢Como han subido los nifios de curso?

éSe nota el trabajo de calculo y de
problemas de los cursos anteriores?

Conocimiento
de los
estudiantes

éCrees que la formacion del afio pasado te sirvié
para avanzar en tu profesion docente?, ien qué?

¢Cémo podrias resumir las reuniones
de ciclo que teniamos el curso
pasado con la formadora?

Influencia
formacién

Tabla 9. Guidn de la entrevista de noviembre de 2012

La entrevista de diciembre de 2012 es no estructurada, se realizé para recoger la reflexion

de Leire sobre la preparacion de las clases que ella habia preparado para introducir un
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material en el aula y derivé a reflexionar sobre unas pruebas de competencias basicas que

le habian llegado y estaba analizando.

En febrero de 2013, se pasa una ultima entrevista a la maestra, justo después de la
grabacidn en video de su clase durante la implementacién del proyecto y en una sesién

en la que pone a trabajar por parejas a los alumnos sobre el sentido de la multiplicacién.

Pregunta

Subpreguntas o sugerencias

Sobre qué
informa

éHas seguido introduciendo el multibase en el
aula? ¢Qué dificultades has tenido?

¢Cdmo se estan explicando las operaciones este
afo?

La nueva manera de explicar las matematicas,
¢ha cambiado en algo la manera de evaluarlas?
¢Has variado la manera de gestionar el aula y el
aprendizaje de los alumnos?

¢En qué sentido piensas que esta
manera de explicar las operaciones
puede ayudar a los alumnos?

¢Qué criterios de evaluacion sigues?
¢Qué te ha llevado a trabajar asi? ¢ Por
qué crees que puede ser bueno?

Conocimiento
dela
ensefianza del
contenido

éOs pusisteis de acuerdo para llevarlas
al aula?, ¢decidisteis hacer alguna
adaptacion? ¢Con qué dificultades os
habéis encontrado? ¢Cémo las habéis
resuelto?

Conocimiento
de los
estudiantes

¢Habéis empezado a introducir el material
competencial en las clases de matematicas?

Tabla 10. Guidn de la entrevista de febrero de 2013
Cuestionarios

Los tres cuestionarios que se pasaron, uno en septiembre de 2011, otro en abril de 2012 y
otro en octubre de 2015, pretenden dar una visidn estatica inicial y final del conocimiento
didactico matematico. Las preguntas y situaciones de los cuestionarios fueron disefiadas
por el grupo de investigacion tomando algunas respuestas de estudiantes presentadas en
los Principios y Estdndares de Educacién Matematica (NCTM, 2000) y en The
(1992)
cuestionario de septiembre de 2011 y de octubre de 2015 es exactamente el mismo, con

Mathematical Association sobre métodos mentales en matematicas. El
el fin de poder compararlos. El cuestionario de abril de 2012 varia ligeramente para
introducir la pregunta sobre estrategias de cdlculo en forma de pregunta abierta tal y
como se explica en la Tabla 11. Este cuestionario fue validado por un grupo de expertos
en investigacién en didactica y pasado a compafieros del master de investigacién en

didactica.

Grabacion de sesiones de clase de Leire (2 sesiones del proyecto, 1 de matematicas sobre

multiplicacién, 1 practica en el aula de una maestra de 2.2 para introducir el trabajo con

material manipulativo).
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Las grabaciones de clase se han realizado con una Unica cdmara, situada al final de la

clase para captar el aula en general y la pizarra. En ocasiones se mueve para enfocar el

trabajo de los alumnos cuando no interviene la profesora con el grupo clase. La grabacion

se refuerza con una grabadora de voz situada en la pizarra. Con estos datos se pretende

recoger evidencias del conocimiento didactico matematico manifestado durante la

practica de aula, con el fin de contrastar la informacién manifestada durante la reflexion

sobre la practica. También sirven para seleccionar video-episodios para analizarlos en la

reflexiéon conjunta.

Fecha Pregunta Sobre qué informa
Valora del 1 al 5 las respuestas de los siguientes alumnos y Conocimiento del contenido
Sept. 2011 justifica como maestra tu valoracion mds alta y la valoracion Conocimiento de los
mads baja estudiantes
Oct. 2015 . . . S o
Ejemplos de soluciones tomados del libro Principios y Conocimiento de la
Estandares de Educacion Matematica (NCTM, 2000) ensefianza del contenido
Observa los diferentes métodos de cdlculo que han utilizado los
alumnos para realizar los siguientes productos. ¢ Podrias
Sept. 2011 describir 'eln qu.é.se bc'Jsanl/c.)s alumnos o qué conocimientos de o .
Oct. 2015 | numeracion utilizan implicitamente? Conocimiento del contenido
Los ejemplos de estrategias o métodos de calculo mental
fueron tomados del libro Mental Methods in Mathematics: A
first resort. (The Mathematical Association, 1992)
é¢Consideras que algunos de los métodos anteriores son fdciles
para explicar oralmente, pero dificiles de escribirlos? ¢ Cudlesy | Conocimiento de los
Sept. 2011 | por qué? estudiantes
Oct. 2015 | ¢Consideras que algunos de los métodos anteriores son fdciles Conocimiento de la
de escribir en la pizarra, pero dificiles de explicar oralmente? ensefianza del contenido
éCudles y por qué?
Sept. 2011 é?rees que los numeros pgrticulares §eleccionados para los Conoc. de dificultades
Oct. 2015 calculos. de la tablla anterior Pueden ./nfluenc:lar el uso de matematicas de estudiantes
determinados métodos de cdlculo? i Por qué?
¢Qué estrategias de cdlculo mental propondrias a tus alumnos o
Abr. 2012 | para resolver estas operaciones? ¢ Te influyen los numeros para ConOflmlento dela .
. ensefianza del contenido
escoger la estrategia?
Sept. 2011 Anal{za .Ia respuestq [errc’mea’] escrita de alumnos de primaria a o
Abr. 2012 Iqs siguientes algor/tmos est.anc.ia.res: ' 5 Conoqmlento de los
Oct. 2015 Ejemplo tomado del libro Principios y Estdndares de Educacién | estudiantes
Matematica (NCTM, 2000)
Comenta y explica que hay detrds de cada método. ¢ Crees que
Sept. 2011 | se puede usar la calculadora? ¢ Qué relacion hay con
Abr. 2012 | 7x8=3x8+4x8? Conocimiento de la
Oct. 2015 | Ejemplo extraido del libro Mental Methods in N .
Mathematics(1992) ensefianza del contenido
Sept. 2011 | ¢Como valoras tus clases de matemdticas? ¢ Qué aspectos
Abr. 2012 | destacarias positivamente y cudles necesitarian mejorar?
Sept. 2011 Sefiala algunos temas/conceptos de matemdticas que tu
Abr. 2012 trabajas y que estdn relacionados con las matemdticas de otros | Conocimiento del contenido

cursos o con otras materias

Tabla 11. Cédigos sobre los que informan las preguntas de los cuestionarios
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3.5. Métodos de anélisis

Se expone a continuacion el camino realizado durante el estudio hasta la consecucién de
los resultados que se expondran en el siguiente capitulo. Este camino no ha sido lineal,
como se presenta, sino que ha estado lleno de incursiones en las que se ha topado con
callejones que no conducian a ninguna parte. Estos eran los momentos de retomar el
marco tedrico como mapa del camino, reflexionar sobre qué informan los datos vy
redefinir rutas.

Para todo el proceso de organizacién de datos se ha utilizado el programa informatico de
analisis cualitativo Atlas.ti dada la facilidad que ofrece para organizar multiples fuentes de

datos, codificar y revisar el analisis contrastandolo con los datos primarios.

3.5.1.  Reduccion preliminar de datos: Contenidos matematicos

relevantes

Seleccion de fuentes primarias

La primera reduccidn de datos es consecuencia de la seleccidn del caso de Leire. Por este
motivo, los datos recogidos de otros profesores o alumnos de otras aulas pasaron a
considerarse fuentes complementarias, no sujetas a un analisis sino utilizadas para
contextualizar. La segunda reduccién de datos se corresponde con la decisién de analizar
el conocimiento didactico matematico de Leire manifestado en la reflexién sobre la
practica, tanto individual como comunitaria. Por ello, los videos grabados de su practica
de aula y los correos electrénicos enviados tras la salida del escenario son considerados
como fuentes secundarias que sirven para triangular la informacién y refuerzan los
resultados del andlisis. Las narraciones realizadas por la investigadora que recogen el
contenido matematico tratado en cada sesién formativa constituyen otro elemento

contextualizador complementario (ver Tabla 12).

Transcripciones

En la transcripcion de datos escritos y orales, considerados fuentes primarias, se utilizan
pseudonimos para designar a los intervinientes. La lengua utilizada en los datos combina
catalan y castellano; para facilitar la comprensién y puesto que la lengua no constituye

una unidad de analisis en este estudio, los datos se presentan en castellano.
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Los datos escritos —diario de reflexién personal, guiones de reflexién y cuestionarios— se
transcriben de forma literal. Para datos orales —discusiones conjuntas y entrevistas— se
opta por realizar una transcripcion parcial en la que no se incorporan los didlogos sin
participacién de Leire ni los que versan sobre temas no considerados de interés para el
estudio como son caracteristicas psicoldgicas de estudiantes, recuerdos de la época de
estudiante de la maestra o relacién entre profesores. No se incluye informacién gestual
del lenguaje, limitdndonos a introducir entre corchetes la informacién necesaria cuando
cuesta entender la expresidon oral que se transcribe, por frases incompletas u otros
motivos. Los puntos suspensivos que se escriben corresponden a frases cortadas por el

interlocutor o silencios entre dos frases.

Tipo de datos Reduccion de datos
3 sesiones de discusion conjunta ciclo medio y formadora L .
Transcripcidn parcial
3 sesiones de discusion conjunta ciclo superior y formadora 2 Sin informacion gestual,
=z solo de las intervenciones
4 entrevistas individuales semiestructuradas con la investigadora <§E relacionadas con Leire y con
S - @ el contenido matematico
1 sesion individual de analisis de tareas con la formadora a
b
6 guiones de reflexion sobre practicas matematicas de aula E
w
. . . .7 3 . . .
1 diario personal por sesién de formacién L Transcripcion literal
2 cuestionarios inicial y final
2 sesiones de clase con el proyecto de innovacién -
<
1 sesion de clase modelo de Leire en un aula de 2.2 sobre multibase %
o
1 sesion de clase sobre multiplicacién 5 Transcripcion selectiva de
bre] los datos de apoyo a las
Correccidn de tareas matematicas propuestas 5 fuentes primarias
'_
1 cuestionario pasado en octubre de 2015 Z
)
IV . L
Correos electrdnicos

Tabla 12. Reduccion de datos

Identificacion de contenidos matematicos relevantes

Una vez transcritos los datos, se procede a sefialar lo relativo al contenido matematico
elegido en el estudio. Para ello se consideran aportaciones de los siguientes
investigadores explicados en el marco tedrico, que indican los contenidos matematicos

requeridos para:

e comprender la multiplicacién en columna segun Treffers, Nooteboom y Goeij (2008)
e trabajar los algoritmos segun Buys (2008)
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e usar las estrategias de calculo segin Lemaire y Siegler (1995)

La Tabla 13 enumera los Contenidos matematicos relevantes (CMR).

Abreviatura | Contenidos matematicos relevantes
Estructura del -
. VP valor posicional
sistema
decimal L, L .
. CD composicién y descomposicion de los numeros
posicional
Concepto de S o
. p ., EM estructura de la multiplicacién aritmética
multiplicacion
™ tablas de multiplicar
MD multiplicacién por diez
Calculo de la . . S
o, ALG algoritmos de las operaciones aritméticas
multiplicacion
PR propiedades de las operaciones
EC estrategias de calculo

Tabla 13. Contenidos matematicos relevantes

Tras la eleccidon de los contenidos matematicos relevantes se hizo una relectura de datos

buscando identificar la referencia o alusidn a estos contenidos. Cuando se identifica uno,

se delimitan las lineas de transcripcidn que inician y concluyen la conversacién (para

fuentes orales) o la reflexién (para fuentes escritas) sobre el contenido matematico

relevante identificado. Estos fragmentos de datos se denominan “citas”. Esas citas fueron

etiquetadas con las siglas de los contenidos matemadticos relevantes de los que

informaban.

La Figura 10 muestra un ejemplo del proceso de definicidon de citas para el andlisis. Tras la

transcripcion parcial de la discusidn conjunta, en una intervencion de Leire se identifican

dos contenidos matematicamente relevantes.

A& Tesis codificacién CDM - ATLAS ti =] -E-] =]

Proyecto Edicion Documentos Citas Cddigos Memos Redes  Analisis
Herramientas Visualizaciones Ventanas Ayuda

L-PH|-E-H| S~ wWHEHE~- T B

2

@) p3:Enero 201 » | Citas | v [ Cédigos | v [ Memo |

L | ] P3: Enero 2012

Q | |07 | Formadora: (Qué resaltarias de este episodio  *
o como importante para el desarrollo numeérico de
— los alumnos?

una alumna), aluciné. Con un problema con el
vemticnco que tenia que quitarle diez. E hizo: 25
es 10+10+5, si quito un 10, 15. Es verdad. v es
una nifia que le cuesta mucho.

019 -

P 3: Enere 2012 -» Mi biblioteca Tarnafio: . @ Texto rico Pre

018 | Leire: Que es muy importante la descomposicién LE D
de los mimeros... El otro dia, con [nombre de £ 1EC

B

Figura 10. Ejemplo de citas
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A la pregunta de la formadora sobre qué han identificado los maestros en el video-

episodio que sea relevante para el desarrollo numérico de los alumnos, Leire responde:

Que es muy importante la descomposicion de los nimeros... El otro dia, con [alumna],

aluciné. Con un problema con el veinticinco que tenia que quitarle diez. E hizo:

veinticinco es diez mds diez mas cinco, si quito un diez, quince. Es verdad y es una nifia

que le cuesta mucho. (Enero 2012)

Su respuesta sugiere que se resalta la descomposicion aditiva de los nimeros (CD) como

importante para el desarrollo numérico de los alumnos. Ademas se expone un ejemplo de

una alumna que utiliza una descomposicién numérica como estrategia de cdlculo (EC).

CMR | Cita Fecha
Yo tengo una pregunta. Cuando comenzamos a ensefiar a sumar, a restar..., o sea, yo
VP pienso que hacemos... cifras. No insistimos en, yo qué sé, por ejemplo, esto que ti has | 09/
dicho ahora: "ciento veintitrés mas catorce". Tu haces: tres mas cuatro, siete. Dos mas | 2011
uno...; pero no vemos que quedan “doce *de®nas+mas *una decena]", ¢ me explico?
D Algunos descomponen los niumeros para tener mas facilidad a la hora de hacer dobles, | 09/
los problemas... 2011
Estas dos nifias que me han subido ahora del otro grupo, ayer las hice salir a hacer la
multiplicacidn por la posicidn, no cuatro por dos, cuatro por veinte y muy bien. A
MD veces se olvidan del cero, porque como ahora ya lo hacen de las dos maneras, se 03/
olvidan. Si dices “Un cuarenta, équé tiene el cuarenta? Un cero. Pues ponlo primero, 2012
después multiplica”. O sea, a veces si, pero bueno, lo normal, éno? Yo también me los
dejaba, no sé.
EM Tienen que tener claro el concepto de multiplicacion como una suma de sumandos 03/
iguales. 2012
Otra cosa es que tu veas que estan haciendo multiplicaciones y no saben la tabla de
multiplicar. Es lo que me esta pasando ahora, como tienen muchas estrategias no se 03/
TM | las estudian. Tontos no son. Bueno ya les he dejado de margen para final de curso, 2012
porque también considero que se las tienen que saber, pero cogen el papel y
empiezan a hacerlas sumando y ya esta.
Hace afios que pienso que siempre pedimos a los nifos los algoritmos y si eso
ALG realmente es tan importante. Lo es, pero creo que tener el concepto claro lo es mucho | 03/
mas. Con mi compafiera, después de esa reunion decidimos ensefiar la multiplicacion 2012
aplicando la propiedad distributiva y los nifios y nifias lo entendieron en seguida.
Yo, cada vez que sale un problema de multiplicacidn, esto lo digo, en cada problema. 01/
PR | "No es lo mismo, el resultado es el mismo, pero esto quiere decir esto y eso quiere 2012
decir eso”. Entonces, pienso que poco a poco se irda quedando.
EC En las clases de mates utilizo mucho las estrategias de calculo mental. Dejo que los 04/
alumnos me expliquen cdmo han hecho las cosas. 2012

Tabla 14. Ejemplos de citas con contenidos matematicos relevantes
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La Tabla 14 muestra un ejemplo de cita o parte de una cita para cada contenido

matematico relevante de la Tabla 13.

3.5.2.  Reduccion avanzada de datos: Conocimiento didactico

matematico

Una vez definidas las citas que informan sobre contenidos matemadticos relevantes, se
procede al andlisis detallado de cada una con el propdsito de estudiar el conocimiento
didactico matematico de Leire.

Identificacion de cédigos tedricos

La primera elecciéon fue la de no seguir literalmente los cddigos tedricos de conocimiento
didactico matematico existentes, sino dejarse impregnar por las teorias estudiadas a fin
de que nuestros cédigos emergieran de la mirada organizada de datos (Strauss y Corbin,
2002). La accion de inducir cédigos de andlisis se enmarca en principios de la teoria

fundamentada.

Para el andlisis del conocimiento didactico matematico de Leire se realizé una nueva
lectura del marco tedrico con vistas a identificar aspectos del conocimiento del profesor
adecuados para comprender y explicar los datos del caso de Leire. Como se detallé en el
capitulo segundo, las componentes del conocimiento del profesor definidas por Shulman
(1986, 1987), el conocimiento matematico para la ensefianza definido por Ball et al.
(2008) y el conocimiento especializado del profesor de matematicas definido por Carrillo
et al. (2013), constituyen la base tedrica que permite acercarnos a los datos con una

mirada especifica (ver Figura 11).

Refinamiento de codigos y definicion de temas

Con esta base tedrica, se procede a la construccién de cddigos operativos para indagar el
conocimiento didactico matematico del profesor. Para la codificacion emergente inicial se
siguieron procedimientos de comparacion constante (Glaser y Holton, 2007). Las
intervenciones parecidas fueron etiquetadas con el mismo cddigo operativo. Como suele
suceder en los procesos iniciales de codificacidn, el resultado fue un nimero elevado de
cadigos, con repeticiones y sin proporcionar suficiente comprensién de las ideas que se
representaban. A continuacion se muestra el proceso de refinamiento de la codificacion y

la definicion asociada y emergente de temas finales.
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Principios teéricos Aspectos del conocimiento
didactico matematico

-
Componentes del conocimiento del profesor:
Conocimiento del contenido
Conocimiento pedagdgico del contenido
Conocimiento curricular

Identificaciony
fundamentacién de
contenidos matematicos

J/

/Cnnocimiento matemadtico parala enseﬁanza:\

del dsl pedagagico

Conecimienta
d=lcont=nide
y o los

=studiantes

fonodmienta
comun del

Identificacidény uso de
estrategias paraensefiar
un contenido

Conecimienta
delcantznids
ydela
=nssfianza

delcontenido

/Conocimiento especializado del profesorde\
matemdticas:

Identificacion e
interpretacion del
conocimiento de los
estudiantes

Figura 11. Principios tedricos del conocimiento didactico del contenido

Respecto del primer aspecto del conocimiento didactico matematico, identificacion y
fundamentacion de contenidos matemdticos, el analisis lleva a encontrar indicios de
conocimiento del contenido en los datos en los que se identifican los contenidos
matematicos relevantes, ya sea en contextos de reflexién sobre la ensefianza, como de
reflexion sobre el conocimiento de los estudiantes. Por ello, se decide analizar este
aspecto no por la definicion de cédigos sino por la identificacién de los contenidos que la
teoria muestra como relevantes (ver Tabla 13).

Respecto a los otros dos aspectos del conocimiento didactico matematico, identificacion y
uso de estrategias para ensefiar un contenido e identificacion e interpretacion del
conocimiento de los estudiantes, se procede de la siguiente manera. La lectura de datos
sugiere nombres o frases que ilustran estos aspectos del conocimiento del profesor. Las
denominaciones de algunos de los cédigos operativos comenzaron tomandose
directamente de las citas y se denominan “cddigos in vivo”, creados con el fin de destacar
el significado que evocan las palabras de la maestra (Strauss y Corbin, 2002). Otros
cddigos operativos emergen de los datos por sugerir una idea, por ejemplo error propio,
son los denominados “cddigos emergentes”. La comparacion constante y tedrica llevo a

sucesivos refinamientos hasta la definicion de quince “codigos refinados”. Finalmente, la
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agrupacion de los cddigos refinados que buscan dar respuesta a un fendmeno llevé a la
definicion de cuatro temas vinculados a los aspectos del conocimiento didactico
matemadtico del posicionamiento tedrico. A continuacion se muestra el proceso que llevd

a la definicidn de cada tema y cédigo refinado.

Identificacion y uso de estrategias para ensefiar un contenido

Una pregunta sugerente para indagar el conocimiento del profesor versa sobre el proceso
de ensefianza. Como las fuentes de datos analizadas no son précticas de aula sino
discusiones conjuntas, entrevistas, diarios y guiones de reflexion, las preguntas que se
plantean sobre la practica de aula son indirectas: ¢Qué sefiala la maestra de su practica
de aula?, ¢qué identifica en la prdctica de aula de otros que considere importante para su
propia practica?, équé identifica como importante para la ensefianza de los contenidos
matemadticos relevantes? El primer cédigo operativo in vivo viene sugerido por la cita

extraida de una discusidn conjunta, “si trabajamos esto”:

Formadora: ¢{Qué contenidos creéis? ¢ Creéis que son muchos a la larga o son pocos los
contenidos matematicos que hay de numeracion? ¢O creéis que es gestionable eso
de los contenidos?

Leire: Bien, yo creo que si trabajamos esto de la posicion y la distributiva, y ya esta.

(Septiembre 2011)

Leire identifica dos contenidos matematicos relevantes que considera importantes para
afianzar la numeracién en los alumnos de ciclo medio: VP y PR. La expresion “si
trabajamos esto”, referida a un contenido matematico relevante, se repite con ligeras
variaciones en numerosas ocasiones —“al trabajar”, “es muy importante trabajar”, “la
gran importancia de trabajar”— que fueron etiquetadas de la misma manera. Leire
también menciona la accién de trabajar respecto a los contenidos matematicos que los

estudiantes tienen que trabajar para afianzar la numeracion:

[¢Cémo tiene que responder el profesor?] Diciendo que 8+5 son 13 pero que después

tiene que sumar 20 + 30. Tiene que trabajar el valor posicional. (Abril 2012)

Al sefialar en el cuestionario final qué tiene que trabajar el estudiante en el contexto de la
cita, se sobreentiende qué tiene que trabajar el profesor para que el estudiante avance
en su desarrollo del pensamiento numérico. Al comparar las citas, todas coinciden en
identificar algin contenido matematico relevante que se considera importante que el
profesor trabaje para impactar en el desarrollo matematico de los estudiantes. La revision

tedrica habla del cddigo Saber qué ensenar y por qué. Se unen estos cddigos dando lugar
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al siguiente cddigo refinado: Identifica un contenido matemdtico que ensefar para

afianzar el conocimiento matemdtico de los estudiantes.

Distinguimos estas citas de aquellas donde se identifica una propuesta para trabajar un

contenido matematico relevante:

Formadora: Decidme cuando, o sea, écuando habéis visto que yo he utilizado una
estrategia para trabajar el valor posicional?

Leire: Cuando tenian que llegar a cien, en tercero. (Septiembre 2011)

El cddigo in vivo que sugiere esta cita es: Otro ha “utilizado una estrategia para trabajar”.
Aqui el énfasis no esta en el contenido sino en una manera de trabajarlo, la estrategia de
ensefianza que se ha utilizado otra persona y que Leire ha identificado como adecuada
para trabajar un contenido matematico relevante. Otro conjunto de citas que informan

de este conocimiento desde la percepcidn de la propia practica de ensefianza.

Hemos trabajado las operaciones trabajando el valor posicional de los nimeros, a
parte del algoritmo. En las clases de mates utilizo mucho las estrategias de calculo

mental. Dejo que los alumnos me expliquen cémo han hecho las cosas. (Abril 2012)

Esta respuesta del cuestionario final pone en evidencia la identificacién del trabajo de VP
y EC en la practica de Leire. El conjunto de citas reunidas bajo el fendmeno de percibir el
trabajo de los contenidos matematicos relevantes en su propia practica, no incluye las
citas en las que esos contenidos pertenecen al temario de otros cursos que se considerara
aparte. La teoria habla del cddigo: emplear distintas estrategias para ensefiar un
contenido, pero en este caso no se esta buscando la diversidad de estrategias de
ensefianza sino la identificacién de las mismas. La unidn de estos cédigos lleva a definir el

siguiente: Identifica prdcticas de ensefianza para trabajar un contenido matemadtico.

Los cdodigos tedricos “distinguir un contenido en textos” y “conocimiento de recursos”
llevan a prestar atencidn al uso que Leire hace de textos para la ensefianza. Por ejemplo,
en una discusion conjunta, Leire comienza manifestando su contradiccidon por la forma en

que los libros suelen responder a cuantas decenas tiene 148:

Es que aqui estd el problema: “Tengo cuatro decenas...” Todos los libros de mates. No

te dicen “Tengo catorce decenas”. (Septiembre 2012)

Leire identifica aqui el problema entre el valor de la cifra que esta en la posicién de
decenas y la cantidad de decenas que contiene el nimero 148 (VP). La caracteristica de
las citas dentro de estos cddigos es la mirada critica al libro de texto en cuanto a la
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manera de trabajar el contenido de este estudio. El cddigo refinado que se define es

considera el trabajo de los contenidos matemadticos en el libro de texto.

Los codigos anteriores coinciden en versar sobre el conocimiento de la ensefianza fijando
la atencidn en el contenido matematico. A consecuencia, se define el tema Conocimiento
de estrategias de enseiianza del contenido matemdtico que engloba los siguientes
codigos refinados:

e C(Considera el trabajo de los contenidos matemdticos en el libro de texto: alude a
una mirada critica, positiva o negativa, sobre el tratamiento de los contenidos
matematicos en los textos.

e [dentifica un contenido matemdtico que ensefiar para afianzar el conocimiento
matemdtico de los estudiantes: sefiala algun contenido matematico relevante que
se considera importante que el profesor trabaje para el desarrollo matematico de
los estudiantes

e [dentifica prdcticas de ensefianza para trabajar un contenido matemdtico: sefiala
una estrategia de ensefianza utilizada y que ha identificado como adecuada para

trabajar un contenido matematico relevante

Otra mirada sobre la ensefianza es la toma de conciencia de problemas en la practica de
ensefianza. Esta mirada parte de algunos cddigos in vivo definidos en la primera
codificacion. Un ejemplo se extrae de la lectura de la transcripcidn de la primera sesion de

discusién conjunta:

Leire: Yo tengo una pregunta. Cuando comenzamos a ensefiar a sumar, a restar..., o
sea, yo pienso que hacemos... cifras. No insistimos en, yo qué sé, por ejemplo, esto
gue tu has dicho ahora: "ciento veintitrés mas catorce". Tu haces: tres mds cuatro,
siete. Dos mas uno...; pero no vemos que quedan "doce [decenas] mas [una
decenal", éme explico?

Formadora: Ciento veintitrés..., por ejemplo. *..+

Formadora: Tres y cuatro, siete; dos y uno, tres...

Leire: Esto es lo que hacemos.

Formadora: Esto es lo que se hace, pero aqui no se trabaja el valor posicional.

Otros: Vale.

Leire: ¢COmo?, écomo lo podriamos hacer?, esto quiero yo. (Septiembre 2011)

Esta cita fue identificada por versar fundamentalmente sobre los contenidos VP y ALG,
detectado en la intervencién primera de Leire al plantear la ensefianza de los algoritmos

aritméticos basicos mediante operaciones con cifras exentas del valor numérico de cada
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digito. En la lectura de esta cita se destaca la pregunta final de Leire: ¢Como?, icomo lo
podriamos hacer? Por la expresividad de la frase se decide seleccionarla como cédigo in

vivo. Leire comienza con un cuestionamiento de una practica de ensefianza habitual en la

escuela y en su practica. A su vez, la pregunta final evidencia el interés por considerar un

cambio de practica. Ambas caracteristicas —cuestionamiento de una practica de

ensefianza habitual e interés por considerar un cambio de practica— aparecen en una

reflexidon posterior:

Personalmente, este cursillo me ha ayudado a plantearme muchas cosas: desde cémo
ensefio yo a los nifios y nifias, como poderlo hacer cada vez mejor, los errores que

cometo explicando... (Marzo 2012)

Con la lectura del resto de citas, el cédigo ¢Como?, icomo lo podriamos hacer? se vuelve
a utilizar en diversas ocasiones. La relectura de las citas etiquetadas con este cddigo
confirma el significado del cédigo de conocimiento de Leire y distingue las citas asi
codificadas de otras parecidas, pero que no responden a estas caracteristicas. Las
diferencias llevan a adoptar para el cédigo in vivo inicial la denominacién: Muestra interés

por un cambio de prdctica.

Otro planteamiento sobre la practica de ensefianza es aquel que responde a una
identificacion de una dificultad en la ensefianza. Dicha identificacion conlleva una
pregunta implicita sobre como realizar esa practica de ensefanza, pero no se manifiesta
una disposicion explicita al cambio. La diferencia con el cddigo anterior estd en la
ausencia de busqueda de una respuesta que produzca un cambio de practica. Por ejemplo

sobre los juegos matematicos para trabajar estrategias de calculo:

Si yo tengo que hacer estos juegos, yo que no los he hecho nunca, yo no domino, no

saco esas estrategias. (Abril 2013)
Asi se define el cédigo Manifiesta una dificultad para innovar una prdctica de ensefianza.

Otra manera de indagar es mediante las dificultades o errores hallados en el tratamiento
de los contenidos matemadticos relevantes. Por ejemplo, en el diario personal, tras el

analisis conjunto de un video-episodio de Leire, ella escribe:

Después de ver el video de mi actuacidon, me he dado cuenta del error que cometia
explicando la estrategia, referente al lenguaje matemadtico [12 X 11 =12 x 10 =
120 4+ 12 = 132]. De hecho, estos dias he detectado que algunos alumnos cometian
el mismo error y por tanto ya lo estoy corrigiendo. Estoy mucho mds atenta a este tipo

de errores. (Marzo 2012)
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La caracteristica que se sefiala para definir el codigo emergente es que identifica un error
suyo en el uso del signo igual, sin respetar que el valor numérico de las operaciones se
mantenga constante en cada lado de la igualdad; y utilizar incorrectamente la propiedad
distributiva que sostiene la estrategia de cdlculo empleada PR y EC. Por este motivo se

define el siguiente cédigo: identifica un error propio sobre un contenido matemdtico.

Los tres cddigos mencionados son distintos y relacionados entre si. Pertenecen al aspecto
de identificacion y uso de estrategias para ensefianza un contenido, pero con el matiz de
la conciencia de una dificultad. Ademas, al preguntar durante el analisis ‘équé pasa aqui?’
(Strauss y Corbin, 2002), se observa que describen el fendmeno de “cudl es la mirada de
la maestra sobre problematicas de la practica”. La consideracion de este fenémeno lleva a
definir el siguiente tema: Conocimiento de cuestiones problemdticas de la prdctica de
ensefianza. La definicidn de los cddigos refinados que engloba este tema es:

e Manifiesta una dificultad para innovar una prdctica de ensefianza: aqui se muestra
la percepciéon de Leire de tener alguna dificultad en la practica de ensefianza. En
general se refiere a formas de ensefianza que nunca ha utilizado, sin que estas
busquen sustituir a otras practicas habituales de ensefianza que no le convenzan.
Tampoco se manifiesta un interés concreto por considerar un cambio de practica.

e Identifica un error propio sobre un contenido matemdtico: identificacion y
correccion de un error propio en el trabajo matematico de los contenidos.

e Muestra interés por un cambio de prdctica: ldentifica una practica de ensefanza
gue se considera problematica, ya sea por no favorecer el trabajo de ciertos
contenidos matematicos que desea trabajar, ya por trabajarlos de una forma
nueva. Pone de manifiesto un deseo concreto de cambiar o incorporar a su

practica.

Finalmente, dentro del aspecto de Identificacion y uso de estrategias para ensefiar un
contenido, se considera que entra el conocimiento prdactico de las relaciones entre
contenidos, puesto que no se estda mirando desde una perspectiva puramente
matematica, sino desde una perspectiva de ensefianza en clave de continuidad. La
pregunta que se plantea durante el analisis de los datos es la relacidén en la ensefanza de

un contenido con otros contenidos de otros cursos o materias.

Investigadora: Me ha sorprendido porque ponen bien los paréntesis... écuando se hace
esto?

Leire: Esto, en cuarto se hace la propiedad distributiva. Pero claro, si hacemos asi la
multiplicacion es mucho mas facil, porque esto es lo que estan haciendo

mentalmente, lo Unico que aqui les hago que lo escriban, por eso se hacen un lio.
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Porque esto mentalmente, si, ya hacen tres por dos y tres por diez o tres por dos y

tres por una decena, ya que estamos insistiendo en esto. (Febrero 2013)

En esta entrevista, Leire identifica el trabajo que hace de un contenido matemadtico
relevante, PR, perteneciente al curriculum del curso siguiente al suyo. Se hace referencia
a la relacion entre su practica de ensefianza y el curriculum de cursos posteriores, por lo
gue se denomina al cédigo de conocimiento didactico matematico: identifica el trabajo de

contenidos matemdticos de cursos posteriores en su prdctica.

El conocimiento vertical (Shulman, 1986) dentro del conocimiento del curriculum incluye
el conocimiento de lo que se verd mas adelante y tiene relacion con lo que se hace en el
presente, ademas de la consideracion de lo ensefiado en cursos precedentes. Este
conocimiento permite por un lado no detenerse demasiado en la explicacion de lo
ensefiado, y por otro establecer puentes entre conocimientos previos y aquellos en
proceso de construccion. Hay indicios de este conocimiento si al comparar la practica
matemadtica de los estudiantes con practicas del curso anterior, se observa desarrollo del

pensamiento numérico.

De hecho, los nifios ya vienen con la resta. Yo no insisto mucho en eso. (Noviembre

2012)

Este ejemplo de una entrevista pone de relieve el conocimiento de la sustraccidon que
traen los estudiantes del curso anterior al que Leire imparte. Resta que ensefian
descomponiendo el minuendo en caso de necesidad. Denominamos este cddigo del

conocimiento identifica el trabajo de contenidos matemdticos en cursos precedentes.

Otra dimensiéon del conocimiento del curriculum es el conocimiento horizontal, es decir,
las relaciones entre los contenidos que se estudian en un curso académico: relaciona
contenidos intra/extramatemdticos con contenidos matemdticos. La siguiente cita

extraida de una entrevista es un ejemplo de este cédigo:

Leire: Y yo, veo esto, que si tu vas a trabajando la posicién de los nimeros, luego le es
mucho mas facil, todo. El razonamiento matematico es mucho mas sencillo.

Investigadora: Va todo unido, verdad.

Leire: Todo. Los kildmetros... Para pasar de kildbmetros a metros, a decimetros..., aquel

17

tema era un rollo y decias: “iMadre mia!”, no lo entendian, en ningin momento.
Investigadora: Si. ¢Y cdmo lo has hecho, o sea, cédmo lo explicabas?
Leire: Es que claro, como ha ido saliendo con los problemas de calculo mental. A ver,

pues mas bien, yo no sé explicar mucho en términos... vale, yo que sé: si un
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kildmetro son mil metros, pues cuatro kilbmetros son..., o sea, una regla de tres,

enseguida te lo pillan, también visualmente lo perciben. (Marzo 2012)

La relacién entre contenidos intramatematicos en esta cita se da entre unidades de

medida de longitud y sistema decimal posicional, en concreto con el VP.

El tema que engloba estos cddigos es el Conocimiento prdctico de las relaciones entre
contenidos matemdticos de diferentes materias/cursos. Los codigos se explican a

continuacion:

e Relaciona contenidos intra o extramatemdticos con contenidos matemdticos:
realiza en su practica conexiones entre los contenidos que se estudian en el curso
académico del nivel que ella imparte con contenidos matemadticos relevantes.

e [dentifica el trabajo de contenidos matemdticos en cursos precedentes: hace notar
lo que se vio o debe estudiarse en cursos precedentes y que le permite en Ila
practica de ensefianza no detenerse demasiado en su explicaciéon, o aprovechar
para repasar y afianzar.

e [dentifica el trabajo de contenidos matemdticos de cursos posteriores: sefiala el
trabajo en su practica de aula sobre un contenido matematico relevante con
percepcion de que el contenido pertenece al curriculum de cursos posteriores o

prepara a futuros contenidos.

Identificacion e interpretacion del conocimiento de los estudiantes

El aspecto del conocimiento sobre los estudiantes lleva a identificar nuevos cédigos.

El cédigo in vivo tomado de una expresion espontdnea de Leire durante una sesion de

discusidn conjunta “Esto no lo entienden para nada” es un ejemplo de este aspecto.

Formadora: Son diez decenas. O cien unidades. Ahora bien, en la posicién de las
unidades, éiqué cifra tenemos? Cero.

Leire: Esto no lo entienden para nada. (Septiembre 2011)

Esta cita habia sido identificada por versar sobre el contenido VP, al enfatizar la diferencia
entre el valor del nimero —cien unidades—y la cifra situada en la posicidon de unidades —
cero—. La expresidn de Leire Esto no lo entienden para nada, expresa la percepcion de una

dificultad generalizada entre los estudiantes al respecto.

La comparacién con la literatura llevé a fusionar este cdédigo con el cédigo tedrico
Distingue tareas dificiles/fdciles/estimulantes y con el de Conoce las fortalezas y
dificultades asociadas al aprendizaje. Al fusionar con estos cddigos tedricos se enfatiza el
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hecho de conocer de antemano la dificultad que puede ocasionar una tarea matematica,
o bien qué tarea puede resultar estimulante y/o facil. Sin embargo, la revision de las citas
no sugiere tanto interés en lo que resulta facil a los estudiantes, por saber unos
contenidos o procedimientos, sino mas bien en las tareas que facilitan la comprension de
un contenido matemadtico. Por lo que el nombre del cédigo refinado es distingue la

complejidad y/o potencial de una tarea.

Las caracteristicas mencionadas, conocer de antemano la dificultad y pensar que es una
dificultad generalizada entre los estudiantes, distinguen este cédigo de otro empleado en
el estudio: identifica qué contenido matemdtico no es comprendido por el alumno. Con
este codigo se enfatiza la identificacidon de la dificultad ajustandose a la tarea propuesta.
Ademads, se enfoca la dificultad identificada en contenidos matematicos relevantes
sefialados en la Tabla 13.

A continuacién se pone un ejemplo del cuestionario inicial en el que se identifica un

problema de comprensién del valor de los nimeros que resultan de una operacién, VP.

[Analiza la respuesta escrita de alumnos de primaria en los siguientes algoritmos

estandar]
28 54
Caso 1: 4+ 35 Caso 2: —28
513 34

[¢Qué le ha llevado a este error?]

Caso 1: No entiende que el 1 del 13 es una decena. (Septiembre 2011)

Otra mirada sobre la comprensién de los estudiantes sobre el contenido se obtiene de la
mirada a las respuestas correctas. Sigue un ejemplo donde Leire identifica que la
formadora estd hablando de una propiedad de las operaciones aritméticas al explicar en

una sesién de discusidn conjunta la estrategia de calculo de una estudiante.

Formadora: En el otro caso, esta nifia hace diez por tres, ahora digo una cosa. Esta nifia
hace diez por tres mds uno por tres. Propiedad distributiva.

Leire: Eso iba a decir yo, esto es una propiedad. La distributiva. (Septiembre 2011)

Leire identifica un contenido matematico relevante sin vinculacion a la ensefianza del
profesor ni a dificultades de los estudiantes. El hecho de no poder ajustar este cédigo a
cddigos establecidos marca su rasgo caracteristico. Esto es, se centra en la identificacién
de respuestas correctas de los estudiantes. Asi, el cédigo de conocimiento definido es
identifica un contenido matemadtico en la respuesta correcta de un estudiante, como paso

previo a una interpretacién que puede darse o no.
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El trabajo de refinar los distintos cédigos sigue con la identificacién de repeticiones en los
codigos operativos. Por ejemplo, el cdédigo describe estrategias utilizadas sugerido
durante el analisis de datos, indica dentro del foco del conocimiento del profesor, la
descripcién matemadtica de respuestas de estudiantes. Para distinguir este cédigo del
recién definido, se realizd una pregunta con la herramienta de consulta de Atlas.ti: ¢Qué
informacién ofrecen las citas codificadas con describe estrategias utilizadas Y NO
identifica un contenido matemadtico relevante en una respuesta correcta de un alumno? La
respuesta es que ninguna, pues siempre que describe alguna estrategia lo hace utilizando
alguno de los contenidos matematicos relevantes. Se decidié desechar el cddigo describe

estrategias utilizadas.

Otro ejemplo de duplicacién es el siguiente: se habia utilizado el cddigo tedrico detecta
enunciados erroneos como muestra de un conocimiento que capacita para evaluar la
validez de las respuestas de estudiantes. La lectura de datos sugirié el cddigo corrige la
prdactica de un alumno. La codificacidén inicial de las citas identificadas utiliz6 ambos
codigos. Pero al preguntar qué sabe Leire de los contenidos matematicos relevantes y
querer distinguir su conocimiento del contenido de la practica de enseifanza surge la
pregunta de si Leire identifica respuestas errdneas sin corregir la practica del alumno. Se
utilizé la herramienta de consulta de Atlas.ti para responder a esta pregunta y el
resultado fue que solo en el cuestionario inicial hay una cita en la que se identifica una
respuesta errénea sin corregirla, pese a que el cuestionario indagaba sobre la respuesta

por parte del profesor.

[Analiza la respuesta escrita de alumnos de primaria en los siguientes algoritmos

estandar]
28 54
Caso 1: 4+ 35 Caso 2: —28
513 34

[éQué le ha llevado a este error?]
Caso 1: No entiende que el 1 del 13 es una decena
Caso 2: Porque ha comenzado por el numero + grande
[¢Como ha de responder el profesor?]

Preguntando cdmo lo ha hecho. (Septiembre 2011)

Este analisis llevé a fusionar detecta enunciados erréneos y corrige la prdctica de un
alumno, a la vez que lleva al interés por como corrige, es decir, por el conocimiento sobre
estrategias de ensefianza que se puede indagar en los datos y que se explica mas

adelante.
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También se compard el cédigo tedrico ya fusionado detecta enunciados erréoneos con el
indicador definido en identifica qué contenido matemdtico no es comprendido por el
alumno. El analisis de las citas codificadas con estos indicadores volvia a mostrar

duplicacidn, por lo que se decidié desechar el cédigo tedrico.

Esta mirada sobre lo que Leire percibe del conocimiento del contenido en sus estudiantes
lleva a definir el siguiente tema: Conocimiento de las relaciones de los estudiantes con el
contenido matemadtico, y a considerar que se compone de los siguientes cddigos:

e Distingue la complejidad y/o potencial de una tarea: alude a conocer de antemano
una dificultad generalizada para los estudiantes, por lo que se reconocen tareas
matemadticas que causan dificultad o facilitan la comprension de los estudiantes.

e [dentifica qué contenido matemdtico no es comprendido por el alumno: muestra la
capacidad de identificar en una circunstancia concreta un contenido matematico
relevante que resulta confuso para un estudiante.

e [dentifica un contenido matemdtico en respuestas correctas de estudiantes:

identifica en las respuestas de estudiantes un contenido matematico relevante.

El resultado del proceso de codificacion es la identificacién de cuatro temas divididos en
quince codigos de conocimiento didactico matematico. Los tres primeros temas estan
relacionados con el aspecto de identificacién y uso de estrategias para la ensefanza del
contenido y el Ultimo con el aspecto de identificacidn e interpretacion del conocimiento

de los estudiantes tal y como muestra la Tabla 15.

3.5.3.  Reduccion Ultima de datos: Cambio en el conocimiento didactico
matematico

Chapman (2013) sugiere la investigacion sobre el conocimiento del profesor para

profundizar en el estudio de cdmo los maestros de matematicas se apropian vy

transforman ese conocimiento en la practica. Asi, tras el andlisis del conocimiento

didactico matematico, con vistas a responder al tercer objetivo de la investigacién que

busca posibles influencias de la intervencion formativa, se establecen los siguientes pasos

de analisis:
e |dentificar cambios en el conocimiento didactico matematico de Leire.

e Establecer relaciones entre la intervencion formativa y cambios identificados
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Cddigos operativos Cadigo refinado Tema
Codigo in vivo: “Si trabajamos esto” Identifica un contenido matematico que A
ensefiar para afianzar el conocimiento o S
Codigo tedrico: Saber qué ensefiar y por qué matematico de los estudiantes 2 o
Cddigo in vivo: “Utilizado una estrategia para g E %
H 2
trabajar Identifica practicas de ensefianza para g 2o
. . - SR
Cédigo tedrico: Emplear distintas estrategias para trabajar un contenido matematico =3 2
ensefiar un contenido © 3 g
D
2 @
5di Srico: Distinguir un conteni n tex . . . S 3
Cédigo tedrico: Distinguir un contenido en textos Considera el trabajo de los contenidos © 2
o - - Ati i o
Cddigo tedrico: Conocimiento de recursos mateméticos en libros de texto
s . o Manifiesta una dificultad para innovar
Cddigo emergente: Dificultad en la ensefianza L. . P g
una practica de ensefianza 23 o
=T o 3
QO g c g
s . Identifica un error propio sobre un Q e =
Cdédigo emergente: Error propio . ’p' P o & 3
contenido matemadtico 259 ®
2 &
3 a w O
o T . . P 4, , . , . Q.
Cddigo in vivo: “éComo?, éicdmo lo podriamos Muestra interés por un cambio de S g ®
N
hacer?” oY

practica

Cddigo tedrico: Relaciona un contenido matematico
presente en varias materias.

Cddigo tedrico: Relacionar temas matematicos

Relaciona contenidos
intra/extramatematicos con contenidos
matematicos relevantes

Cddigo tedrico: Detectar contenidos de cursos
precedentes que se relacionan con un contenido.

Identifica el trabajo de contenidos
matematicos en cursos precedentes

Cddigo tedrico: Detectar contenidos de cursos
posteriores que se relacionan con un contenido.

Identifica el trabajo de contenidos
matematicos de cursos posteriores

2J3Ud SBUOIDER3J SE|
ap 02110e4d 03UBIWIDOUO)

SOSJI’D/SEIJBJ.ELU S9luaJajIp
9p sodljewalew soplualuold

Cddigo tedrico: Describe estrategias utilizadas por
estudiantes

Identifica un contenido matematico en
una respuesta correcta de un alumno

Cddigo in vivo: “Esto no lo entienden para nada”

Cddigo tedrico: Distingue tareas
dificiles/faciles/estimulantes

Cddigo tedrico: Conoce las fortalezas y dificultades
asociadas al aprendizaje

Distingue la complejidad y/o potencial
de una tarea

Cddigo tedrico: Identifica caracteristicas de la
comprensién de los estudiantes sobre un contenido

Cddigo tedrico: Detecta enunciados erroneos

Codigo emergente: Corrige la practica de un alumno

Identifica qué contenido matematico no
es comprendido por el alumno

0odljewalew Oplualu0d |9 UOD sajuelpnlso
SO| 9p sauolde|aJl se| ap OjualWIdoouo)

Tabla 15. Temas y Cédigos refinados
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Para analizar este proceso, se definen indicadores de desarrollo del conocimiento

didactico del contenido. Los indicadores definidos a continuacion surgen de la atencién al

desarrollo cognitivo considerando su reflejo en la reflexion y la prdactica de ensefanza.

Son una adaptacion y ampliaciéon de los utilizados en una investigacién previa (Moreno,

2012). Esta definicién de indicadores esta influenciada por algunos de los indicadores de

la comprensién de la practica establecidos por Carrillo y Climent (2011) para la

identificacion de evidencias de desarrollo de los profesores.

Pregunta nuevas cuestiones sobre la

Cuestiona elementos de

ensefianza y aprendizaje de las

matematicas o reformula preguntas
antiguas
.

la préctica

Incorporacion de variables en la
interpretacion y comprensién del
proceso de ensefianza-aprendizaje

Valora contenidos
matematicos y estrategias de
ensefianza en relacion con el
proceso de ensefianza

aprendizaje

Aumenta la conciencia de qué, por qué

y cdmo ensefia contenidos
matematicos

.

~\

Incorpora elementos asu
préactica

.

-
Demuestra en su practica la creacion

de conexiones entre constructos

tedricos y sus acciones y creencias

Transfiere a nuevas practicas
reflexiones en torno a
contenidos matematicos

Figura 12. Influencia de indicadores tedricos en la definicién de indicadores de desarrollo

Los indicadores de desarrollo definidos son los siguientes:

Cuestiona elementos de la prdctica: afirma desconocer o se interroga sobre algun
contenido matematico relevante en relacién con la ensefianza y aprendizaje; esto
es: qué, por qué, cdmo o para qué ensenar un contenido en orden al aprendizaje.
Valora contenidos matemadticos y estrategias de ensefianza en relacion con el
proceso de ensefianza aprendizaje: emite un juicio de valor sobre algin contenido
matematico relevante en relacion con la ensefianza y el aprendizaje; esto es: qué,
por qué, cdmo o para qué ensefiar un contenido en orden al aprendizaje. O valora
una estrategia de ensefanza por los resultados que observa en relacién con el
aprendizaje de los alumnos.

Incorpora a su prdctica: refleja en su practica de aula actuaciones relativas a lo
previamente cuestionado o valorado. Se incluyen en este indicador las practicas
gue, una vez incorporadas, se mantienen a lo largo del tiempo. Se considera

importante la sostenibilidad del cambio, es decir, que la practica introducida tras
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el cuestionamiento o valoracién de su importancia, se mantenga a lo largo de un
periodo de tiempo relativamente extenso, superior a un curso escolar.

e Transfiere a nuevas prdcticas reflexiones sobre contenidos matemadticos: realiza
nuevas practicas de aula sobre unos contenidos que incorporan resultados de
reflexiones anteriores referentes a estrategias de ensefianza o a contenidos

distintos.

El siguiente paso de este andlisis es localizar secuencias de citas que estan relacionadas
por versar sobre el mismo contenido matemadtico relevante. La herramienta informatica
de analisis cualitativo Atlas.ti permite vincular las citas relacionadas. Para vincularlas se
definieron dos nuevas relaciones denominadas “Evidencia un cambio” y “Practica
mantenida” (ver Figura 13). Estas relaciones dan cuenta de una variacién en la
comprensiéon de la prdctica. El paso de un cuestionamiento sobre un elemento de la
practica a una valoracién o incorporacién a la practica “evidencia un cambio”. Si la
incorporacion a la prdactica de una estrategia de ensefianza referente a un contenido
concreto se mantiene a lo largo del tiempo, las citas que dan cuenta de esa sostenibilidad
en el tiempo se vinculan con la relacién “practica mantenida”.

<-PH A-# S~ wKS- " LB I U AN S R Y
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Figura 13. Ejemplo de cambio identificado y mantenido

El ejemplo de cambio identificado de la Figura 13 versa sobre el algoritmo de la suma
aritmética y el valor posicional de las cifras de los sumandos, ALG y VP. En septiembre de
2011, Leire cuestiona cdmo ensefar el algoritmo de la suma, pues identifica que su
practica habitual no se corresponde con el tratamiento de los contenidos que hace la
formadora. En noviembre de 2012, Leire expone su forma de trabajar el algoritmo de la

suma con sus alumnos, con lo que se evidencia que incorpora a su prdctica la explicacion
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proporcionada por la formadora en el 2011. También argumenta que lo hace asi para que
estos comprendan mejor el valor posicional de los niumeros, con lo que muestra que
valora el VP en relacion con el proceso de aprendizaje. En febrero de 2013, vuelve a
evidenciar el trabajo del valor posicional en el algoritmo de la suma, hablando de cémo
ayuda a su sobrina de primero de primaria. Por ello, se considera que la practica se

mantiene a lo largo del tiempo.

Una vez identificados los cambios en el conocimiento didactico de Leire, se consideran las
relaciones evidenciadas por Leire entre los instrumentos formativos utilizados durante la
intervencion y su apreciacion de un desarrollo en el conocimiento didactico matematico.
Estos instrumentos formativos fueron descritos a la hora de caracterizar la intervencién
formativa, en el segundo apartado del capitulo tercero. Se considera que una cita estd
vinculada a un instrumento formativo si: (I) menciona explicitamente la influencia de un
instrumento formativo; (Il) hace referencia a reflexiones o decisiones tomadas en las
discusiones conjuntas o con la formadora; (lll) incorpora a la practica estrategias de
ensefianza observadas o explicadas en los instrumentos formativos que afirma no haber

usado antes.

En el ejemplo de la Figura 13, Leire menciona la influencia de la formadora en su
comprensién del conocimiento del valor posicional. El contexto de la primera cita
mostrada indica la influencia de la discusién conjunta en la que Leire cuestiona a la

formadora sobre como ensefar el algoritmo.
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Anédlisis y Resultados

Se plantea a continuacidn el analisis en orden a la consecucidon de los objetivos para
responder a la pregunta de investigacion. No se pretende afirmar categéricamente qué
sabe la profesora, sino que se analizan los conocimientos que manifiesta en sus
intervenciones escritas u orales mediante una triangulacién de fuentes que permita hallar

indicios de un cierto conocimiento.

4.1. Identificacidon de contenidos matematicos
relevantes para el aprendizaje de la multiplicacién

Para abordar la pregunta de investigacién, se comienza identificando los contenidos
matematicos relevantes para el aprendizaje de la multiplicacién desde la comprensién del
sistema decimal posicional considerados por Leire en los datos recogidos. Esta primera
fase del analisis se corresponde con la consecucidn del primer objetivo. En este punto, la
presentacion del analisis por la que se opta gira sobre los contenidos matematicos,
buscando sefialar qué aspectos de los resefiados por la teoria como clave son
identificados y cuales no. La Tabla 13 presentada en el capitulo tercero enumera los
contenidos que en el marco tedrico se han indicado como matematicamente relevantes y
gue guian esta fase de analisis.

Segun la estructura de la Tabla 13, se divide el apartado en tres secciones
correspondientes al conocimiento de la estructura del sistema decimal posicional, el
concepto de multiplicacion y su calculo. La Tabla 16 da una visiéon general de los
contenidos identificados por Leire en los datos primarios recogidos. Esta Tabla 16 no
alude a la frecuencia de aparicion de cada contenido matematico relevante, puesto que

no se sefiala el niUmero de veces que aparece en una fuente de datos.

A continuacién se desglosan estos contenidos situandolos en su contexto dentro de la

intervencion formativa. Esto ayudara mas adelante a la discusidn de la posible influencia
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de la intervencion en los resultados sobre los dos primeros objetivos de identificacion y

caracterizacion.

Fecha Fuente de datos Contenidos matematicos relevantes
Mo Cuestionario inicial VP cb ALG PR EC
septiembre 2011

Discusion conjunta VP cb ALG PR EC

M1-1T . L.

2011-12 Guidn de reflexion cD EC
Diario personal EC
Discusion conjunta CcD ALG PR EC

M2 -2T L -

2011-12 Guion de reflexion VP CcD ALG
Diario personal VP ALG PR EC
Entrevista VP CcD EM ™ MD ALG PR EC
Discusion conjunta EM PR

M3 -3T L -

2011-12 Guidn de reflexion VP EM PR EC
Diario personal PR
Cuestionario final VP CcD PR EC
Discusion conjunta VP
Guion de reflexion VP CcDh EC

M4 - 1T .

2012-13 Entrevista (06/11) VP CcD ALG EC
Entrevista (16/11) VP CcD ™ ALG PR
Entrevista (10/12) ™ EC
Guidn de reflexion cD MD EC

M5 -2T -

2012-13 Diario personal VP CcD
Entrevista VP cb EM ™ MD ALG PR EC
Discusion conjunta VP Ccb EM ALG PR EC

M6 - 3T ) L

2012-13 Guidn de reflexion VP CcDh EM
Diario personal PR

Tabla 16. Identificacion de contenidos matematicos relevantes en las fuentes de datos

411 Aproximacion al sistema decimal posicional

Se presentan los resultados sobre contenidos matematicos relacionados con el sistema
decimal posicional que Leire da muestra de considerar relevantes. Segun el analisis
realizado, se recoge la frecuencia de documentos primarios en los que aparecen estos
contenidos. Esta frecuencia se mide segun aparezca o no en una fuente de datos
primaria, sin contabilizar la cantidad de menciones que hace de ese contenido en un

mismo documento.
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MO - M1-1T M2 - 2T M3 -3T M4 - 1T M5 - 2T M6 - 3T
Cuestionario 2011-12 2011-12 2011-12 2012-13 2012-13 2012-13
inicial

Figura 14. Aparicidn de los contenidos VP y CD en las fuentes de datos

La Figura 14 da cuenta de que el valor posicional y la composicidon y descomposicion
numeérica son elementos que se han mostrado presentes a lo largo de todo el proceso de
recogida de datos.

Valor posicional

En relaciéon con el sistema decimal posicional, se comienza analizando VP a fin de
identificar los elementos clave en la comprensién del valor posicional de los nimeros

considerados por Leire. Siguen ejemplos de cada elemento clave identificado.

- Principio posicional: Distincion entre digito y valor que representa dentro del

numero segun posicion

En la respuesta a la pregunta 7 del cuestionario inicial, pasado al principio del estudio,
Leire identifica la distincion entre el digito situado en la posicidn de las decenas, el uno, y

la cantidad que representa, una decena:
No entiende que el 1 del 13 es una decena. (Septiembre 2011)

Esta distincion aparece en varias ocasiones. A modo de ejemplo, se presenta otra cita del
curso siguiente, que muestra como Leire identifica que “cuatro” es la respuesta a la
pregunta de qué digito del nimero 143 esta en la posicién de decenas, mientras que la

respuesta a la pregunta de cuantas decenas tiene el nimero 143 es “catorce decenas”.

Bueno en el [ciclo] medio se puede hacer poniendo ciento cuarenta y tres y aqui esta,
hay catorce [decenas]... Cambiaria los niumeros... Claro, los nifios que ya te lo saben
hacer... Yo lo estoy haciendo en clase, ¢cuantas decenas hay? Hay catorce. 'Cuatro'.
No, cuatro es la cifra de las decenas... Yo afiadiria [la pregunta] ¢y cuantas unidades
hay? En el [ciclo] inicial serian unidades y en el [ciclo] medio pondria unidades,

decenas y centenas. (Noviembre 2012)
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En la cita que se presenta a continuacion, Leire no solo identifica el principio posicional
de los numeros sino que alude a que los estudiantes pueden utilizar los nombres de las

unidades de la numeracién sin asociar esos nombres a la cantidad que representa.

Intento hacerlo asi para que vean qué son las decenas, porque si no... unidades,
decenas, centenas, si de memoria lo ven, pero dénde estdn las decenas colocadas. Y
qué es cada cosa. Y lo que afiadia aqui también, porque yo esto no lo sabia, lo aprendi

con la formadora, el ciento veinticuatro tiene doce decenas. (Noviembre 2012)

La investigacion de Clivaz (2012) pone en evidencia que hay profesores que utilizan las
expresiones valor posicional, centenas, decenas... como nombres de columnas en las que
se organizan los nimeros sin dotarlas de significado matematico. La cita de Leire antes

sefalada evidencia el conocimiento de este contenido relevante.

- Principio decimal: una unidad de la numeracidon corresponde a diez unidades del

orden inferior

En la discusion mantenida entre la formadora y los maestros del ciclo medio, Leire

muestra conocer la relacidon entre unidades de distintos érdenes:

Formadora: Una centena, vale, pero si yo analizo hasta aqui el nUmero, mirad.

Otros: Una centena.

Leire: Son diez decenas.

Otros: Diez decenas.

Formadora: Son diez decenas. O cien unidades. Ahora bien, en la posicion de las

unidades, ¢qué cifra tenemos? Cero. (Septiembre 2011)

Mas explicitamente, Leire identifica el principio decimal en la revisién de tareas basadas

en el material manipulativo multibase:

Leire: Aqui puedes enganchar a muchos.

Formadora: Pero enganchar con errores de qué tipo.

Leire: Los que no tengan claro todavia que cada diez decenas es una centena, o que
cada diez unidades es una decena. Que son grupos de diez. Es que el que tiene

claro esto, que son grupos de diez, después... (Noviembre 2012)

Se evidencia la identificacién del principio decimal para la conversién de centenas a
decenas y de decenas a unidades, aunque en los datos no hay ejemplos de conversién
entre unidades de 6rdenes superiores. Al comenzar el analisis de las tareas basadas en el

material multibase, Leire identifica el problema de la escasez de cubos, piezas que
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simbolizan la unidad de mil. A esas alturas del curso, en tercero, comienzan a estudiar las
unidades y decenas de mil. Por eso ve una limitacién en el material, aunque piensa que
puede fabricar una ampliacion en la materia de plastica. Esta anotacién adquiere
importancia porque, segun Tempier (2016), los alumnos de estas edades pueden realizar
con éxito conversiones entre unidades de orden inferior sin garantizar su extensién

natural a conversiones de érdenes superiores.

El cero como ausencia de unidades de algun orden

Este elemento no se observa en los datos. Una de las tareas con material multibase
preparadas por la investigadora para que Leire revisase contenia la tarea: De manera
simbdlica [con numeros] representa la cantidad que representa esta combinacion de
piezas del multibase [cuatro placas y tres unidades]. Intencionadamente no aparecian
piezas de decenas, con lo que la representacién numérica 403 incluye el cero como
ausencia de unidades de segundo orden. Este elemento no fue identificado por la
maestra. Lo mismo sucedié con la siguiente propuesta: Representa manipulativamente
[con piezas del multibase] y simbdlicamente [con numeros] estas cantidades expresadas
de forma verbal. Mil setecientos dos. Tampoco aqui se resaltéd que no aparecerian barras
de decenas ni que el nimero, 1702, incluye la cifra cero en la posicién de decena para
simbolizar esa ausencia. Tempier (2016) da cuenta de la dificultad que encuentran
algunos nifios con la ausencia de unidades de cierto orden. Los que encuentran dificultad
aqui, tienden a recomponer por yuxtaposicion nimeros como 1UM 2C 3D 4U en 1234 y
generalizan esta forma de hacer a casos en los que no es valida, por la ausencia de
unidades de cierto orden: 1UM 2D 3U en 123 en vez de 1023.

Composicidn y descomposicion de los numeros

Un paso necesario para el desarrollo de procedimientos de calculo de las operaciones
aritméticas basicas es la comprensiéon del valor posicional de las cifras y la

descomposicion numérica (Gallardo, 2004).

- Composicidon y descomposicion aditiva candnica y ho candnica

La composicidon y descomposicion aditiva candnica, es decir, segln las unidades de la
numeracion (unidades, decenas, centenas...), es la descomposicién que habitualmente se
observa en los datos; por ejemplo, véase la siguiente cita de discusion entre Leire, Leonor

y Aida, maestras del ciclo superior:

77



Capfitulo 4

Leonor: Una pregunta, si en vez de un doce, es que claro, yo estoy aqui que no me
entero, si en vez de doce pones treinta y dos, équé les haces poner diez mas diez
mas diez?

Leire: No, ahi no.

Aida: No, treinta mas dos.

Leonor: Ah, no sé, es que yo no...

Leire: Por ejemplo, mil quinientos treinta y ocho, les dices que pongan mil mas
quinientos mas treinta mas ocho.

Leonor: Vale, lo descomponen asi. (Abril 2013)
Leire también identifica, en menor proporcion, descomposiciones no candnicas:

Leire: No se me habia ocurrido hacer el doble de siete, eso el doble de siete, hacerlo
como lo has hecho tu.
Formadora: Pero, équé hago ahi?

Leire: Cinco y cinco, y cuatro. (Septiembre 2011)

Este tipo de descomposiciones forman parte de los conocimientos que constituyen la
segunda fase en el desarrollo de la comprensién del sistema decimal posicional
planteadas por Resnick (1983) y que prepara la comprensién de los algoritmos de las

operaciones.

"éPuedes encontrar alguna manera mas de hacerlo?" [Pregunta de las tareas con

material multibase para el desarrollo del pensamiento numérico]

Leire: ¢éSi ya has puesto tres [decenas] y siete [unidades]? Bueno a lo mejor, puedes
dejarlo libre... Ya sé por dénde va: dos decenas y diecisiete unidades, y esto va bien
en el *ticlo+inicial para trabajar la resta llevando... O sea, para descomponer... Si un
nifio no..., tu le puedes explicar: ¢Y si cojo una decena y la desmonto? Y entonces

ya... (Noviembre 2012)

Esta cita identifica los contenidos matematicos que procuran el paso de la segunda a la
tercera fase de comprension del sistema decimal posicional de Resnick (1983). Primero se
plantea la oportunidad de la pregunta sobre encontrar alguna manera mas de
representar el nimero 37. Cuestién que surge por haber representado ya el 37 en su
descomposicion aditiva candnica, esto es, 3D 7U. Acto seguido, Leire identifica otra
posible descomposicidon aditiva no candnica, 2D 17U, y relaciona esta descomposicion con

el algoritmo de la resta con llevadas.

78



Anédlisis y Resultados

- Composicion y descomposicion factorial

Leire no siempre identifica la descomposicion factorial de los nimeros. Por ejemplo, la
pregunta 3 del cuestionario inicial pide describir en qué se basan los alumnos o qué
conocimientos de numeracién utilizan implicitamente para realizar unos determinados

productos. En la respuesta dada, Leire explica: Primero hace la mitad de 14, multiplica y

hace el doble (Septiembre 2011):
Gor)

TRif:
2 X 49

i

49 -
= 98

i

. K/.lué_todc i = =
,/Pn,‘mm l'" (4 51 M,‘-j .J;‘ A A /1,
§ :
’V‘m\\!}!l/: \ﬁ{;(& 2 f‘o‘ J c{‘I}J{t 3

Figura 15. Respuesta a la pregunta 3.1. del cuestionario inicial

En la respuesta de la Figura 15, Leire identifica las operaciones dividir y multiplicar por
dos como estrategia de cdlculo, pero no identifica la descomposicién factorial del 14 en
7%2. No identificar la descomposicion factorial no implica desconocimiento, por lo que se
decidié buscar en otras fuentes de datos posteriores. Al no aparecer en ninguna fuente
primaria, se acudié a una fuente secundaria donde se planted cuatro afios después la
misma pregunta a la maestra. La respuesta fue: Ha descompuesto el 14 en 7x2 y ha ido
multiplicando por partes (Octubre 2015). Aqui si se identifica la descomposicion factorial.
La débil identificacidn de este contenido matematico relevante no afecta tanto al calculo
de la multiplicacién mediante el algoritmo estdndar o mediante la multiplicacién en

columna, pero si podria afectar a la flexibilidad de las estrategias de calculo.

4.1.2. Aproximacion al concepto de multiplicacion

La multiplicacidn es el contenido matematico que centra este estudio. Los resultados que
se presentan a continuacidn muestran que Leire no teoriza sobre la operacién, sino que
utiliza modelos que subyacen al calculo de la multiplicacién. La Figura 16 recoge el
nimero de fuentes de datos en las que se hace referencia a alguna estructura
multiplicativa. Este grafico da cuenta de la escasa mencién de estructuras multiplicativas

en las fuentes de datos.
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Figura 16. Aparicién del contenido EM en las fuentes de datos

- Suma repetida

La suma repetida es el modelo de multiplicacién que aparece con mas frecuencia en los
datos. Leire considera importante este modelo y parece considerar que responde al

concepto de multiplicacién que han de saber los estudiantes:

Tienen que tener claro el concepto de multiplicacion como una suma de sumandos

iguales. (Marzo 2012)

Durante el primer curso, este es el unico modelo de multiplicacién utilizado y sobre el que

se enfatiza que tienen que aprender los estudiantes.

Me di cuenta, cuando estaba haciendo, que no entendian que era multiplicar por once.
Sé que saben lo que es la multiplicacién, que es una suma del mismo nimero; pero
cuando ya el nimero era muy grande me di cuenta de que no pillaban. Entonces, por
eso, se me ocurrido poner el doce mas doce mas doce mas... y entonces la mayoria
enseguida lo pillo, y de hecho ahora ya casi todos saben hacer esta estrategia. Ese dia
costé y como se repitid otra vez, la mayoria..., a lo mejor hay cinco que no, pero de

veinticinco ya esta. (Marzo 2012)

- Esquema de correspondencia

El esquema de correspondencia del que hablan Clark y Kamii (1996) como estructura que
ayuda mas a los estudiantes a formar el concepto de la estructura multiplicativa,
practicamente no aparece en los datos. Solo se identifica en una respuesta de unos
estudiantes. Leire se sorprende por el uso de la estrategia de ‘reparto’ que utilizan sus

alumnos:

He visto cosas aqui que me he quedado sorprendida. Con la formadora contdbamos
que hiciesen multiplicacidén y suma, pero han hecho esto, incluso reparto... (Febrero

2013)
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12x3

12+12+12

Figura 17. Fotograma de una clase de Leire. Esquema de correspondencia (Febrero 2013)

Esa identificacion no da evidencias suficientes para afirmar que dentro del pensamiento

multiplicativo de Leire hay un conocimiento del esquema de correspondencia.

- Esquema rectangular

En la grabacién sobre una clase de multiplicacién, se identifica el uso por parte de los
alumnos del esquema rectangular. Leire afirma haberlo explicado rdpidamente, pero sin

profundizar en él, esto es, sin identificar la multiplicacién con el drea del rectdngulo:

Investigadora: Y esto del sentido geométrico élo habiais hecho antes?

Leire: No, bueno, sabiendo que ibamos a hacer esto, algun dia les puse una muestra.
Pero no es como mas se ha trabajado. Pero no les he dicho que es la base y esto es
la altura. Primero me tengo que acordar yo. Esto lo hizo la formadora, bueno, lo
hemos hecho las dos. Estoy muy contenta, porque de lo que me esperaba que

hiciesen... Hasta se atreven a representarlo...

12+12+12 =

Figura 18. Fotograma de una clase de Leire. Esquema rectangular (Febrero 2013)

Tampoco en esta ocasion se puede afirmar que Leire considere en la practica el esquema
rectangular como correspondiente a la estructura de la multiplicacién.

La aproximacién al concepto de la multiplicacién que se observa en los datos durante el
curso 2011-2012 se realiza exclusivamente desde su representacién como suma repetida.
Este hecho refuerza la constatacién de Clivaz (2012), quien observa que este modelo es el
mas utilizado o incluso el Unico utilizado entre la mayor parte de los maestros. Sin

embargo, al curso siguiente se evidencian nuevas aproximaciones a la multiplicacién
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impulsadas por la preparacidn con la formadora de una clase dedicada al concepto de la
multiplicacién. Con todo, no se puede afirmar que Leire posea un conocimiento

matemadtico fundamentado sobre esas aproximaciones a la multiplicacién.

4.1.3. Aproximacion al calculo de la multiplicacion

A continuacidn, se presentan los resultados sobre los contenidos matematicos relevantes
para Leire acerca del calculo de la multiplicacién a partir del andlisis de su reflexidon sobre
la practica de aula. La Figura 19 presenta la aparicién de estos contenidos en las fuentes
de datos contabilizando el nimero de fuentes de datos en los que aparecen segun el
momento formativo. Este grafico da cuenta de la poca relevancia dada a las tablas de
multiplicar y a la estrategia de multiplicar por diez. El resto de contenidos, ALG, PR y EC,

estan presentes en todos los momentos formativos.

6 -
5 7 -t=TM
4 -
codes MD
3 -
2 ALG
o - J

1 - ’,»)..,..JL_,. <l —a— PR
O =1 T T .—l_ T T ’—\

MO - M1-1T M2 - 2T M3 -3T M4 - 1T M5 - 2T M6 - 3T e EC

Cuestionario 2011-12 2011-12 2011-12 2012-13 2012-13 2012-13
inicial

Figura 19. Aparicidn de los contenidos TM, MD, ALG, PRy EC en las fuentes de datos

Tablas de multiplicar

El conocimiento de los hechos numéricos basicos y su dominio constituye uno de los
objetivos curriculares de tercero. A continuacion se muestra cémo valora Leire el uso de

las tablas:

Otra cosa es que tu veas que estan haciendo multiplicaciones y no saben la tabla de
multiplicar. Es lo que me esta pasando ahora, como tienen muchas estrategias no se
las estudian. Tontos no son. Bueno ya les he dejado de margen para final de curso,
porque también considero que se las tienen que saber, pero cogen el papel y empiezan
a hacerlas sumando y ya esta... No, no, fui yo que se lo dije a ellos: “si alguna tabla no
os la sabéis, os dejo el papel y lo hacéis”. Porque claro, este trimestre hemos evaluado
si saben multiplicar o no... O sea, si saben los dos procesos que hemos ensefado, entre
otras cosas, éno? O sea, para mi no es objetivo aun; ahora, a final de curso si, si se

saben las tablas de multiplicar. (Marzo 2012)
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En la cita se evidencia que Leire da importancia al dominio de las tablas de multiplicar, a
la vez que propone el uso de estrategias para obtener los resultados que los alumnos no

han aprendido de memoria.

Multiplicacion por diez

La multiplicacién por diez estd en la base del algoritmo en columna que Leire enseia y
que se verd en el siguiente punto. Explicitamente Leire identifica la multiplicacién por diez

en algunas ocasiones, como por ejemplo:

Los hay que, por ejemplo, multiplican por diez, y lo hacen mecanicamente, es decir,
ponen el nimero y afiaden un cero, ya llegara un momento en el que... Bien, bien no
entienden el porqué, pero bueno, ya llegarda un momento en el que... si tienen la

mecanica. (Febrero 2013)

En esta cita, Leire identifica la regla del cero, “ponen el nimero y afiaden un cero”, como
mecanismo para multiplicar por diez (Clivaz, 2012). La cita anterior ofrece indicios de que
identifica que multiplicar por diez es mds que afiadir un cero a la derecha, pero no hay
evidencias mas explicitas del significado que da Leire a la multiplicacién por diez.

Algoritmos de las operaciones

Los datos dan cuenta de la ensefianza de algoritmos para el calculo de las operaciones.
Aunque el foco de interés sea la multiplicacion, se han considerado otras operaciones que
aparecen en los datos y permiten tener una vision mas completa del uso y valoracién de

los algoritmos en Leire.

- Algoritmos de la suma

Al inicio de la formacidn, Leire cuestiona a la formadora sobre la forma de ensefiar los

algoritmos:

Yo tengo una pregunta. Cuando comenzamos a ensefiar a sumar, a restar..., o sea, yo
pienso que hacemos... cifras. No insistimos en, yo qué sé, por ejemplo, esto que tu has
dicho ahora: "ciento veintitrés mas catorce". TU haces: tres mas cuatro, siete. Dos mas
uno...; pero no vemos que quedan "doce [decenas] mas [una decena]", ¢ime explico?

(Septiembre 2011)

En el ejemplo de Leire se evidencia que habitualmente las maestras han utilizado las
cifras que componen el nimero sin su significado posicional para el calculo algoritmico de

las operaciones. Este uso de los algoritmos que desposee de valor posicional a las cifras es
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una caracteristica de los algoritmos estandares ampliamente utilizados. Como se vera
mas adelante, tras este cuestionamiento hay evidencias de que Leire conoce el algoritmo
de la suma respetando el valor posicional

123 123
+ 14 + 14
7 (3+4) 7 (3+4)
3 (2+1) +
1 (1+0) 130 (120+10)
137 137

Figura 20. Algoritmo de la suma tradicional y respetando el valor posicional

- Algoritmo de la resta

En la fase introductoria de la intervencién formativa, cuando Leire daba clases en
segundo de primaria, la formadora mostré una nueva forma de explicar la resta llevando,
descomponiendo el minuendo en vez del algoritmo tradicional (Figura 21). El algoritmo de

la resta es un contenido al que se dedica mucho tiempo en segundo de primaria.

4
5,

1
w, «0
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w
o

=
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Figura 21. Algoritmo de la resta tradicional y resta descomponiendo el minuendo

Al curso siguiente, en la fase de desarrollo de la intervencion formativa, Leire es profesora

de tercero de primaria, con lo que se supone sabido por los alumnos el algoritmo de Ia
resta.

Investigadora: ¢Los algoritmos los estdis haciendo como el afio pasado la
multiplicacion?

Leire: No los hemos empezado todavia, pero si, lo haremos. Ya lo dijimos en la reunion
de padres; una de las cosas que hicimos fue explicar como hariamos la
multiplicacién y la divisidn. Claro, se quedan asi... “Ah, la resta ya era rara en
segundo.” Yo ahora ya no sé restar como restamos aqui *por descomposicién del
minuendo]. De hecho, los nifios ya vienen con la resta. Yo no insisto mucho en eso,
yo les enseiio como se hace de la otra manera [algoritmo tradicional], como hacen
los padres; pero si un nifio me tacha arriba épor qué le tengo que liar? Es mi
opinién, por qué le tengo que liar; ahora cambia para que lo haga de la otra

manera si ya lo ha aprendido asi, ya esta. (Noviembre 2012)
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En esta cita se observa que Leire se ha olvidado de la resta por descomposicidon del
minuendo y tiende a recordar el algoritmo tradicional. Mds adelante, el uso del material
manipulativo lleva a evidenciar que Leire si conoce la resta por descomposicion del

minuendo como se indicé en la descomposicién aditiva no candnica.

- Algoritmo de la multiplicacion

La siguiente cita da cuenta del conocimiento y trabajo de dos métodos de calculo

algoritmico de la multiplicacién, el tradicional y en columnas (Figura 22):

Hacemos multiplicaciones, salen a corregir —lo hago yo, se lo dije a mi compafiera, pero
no sé si lo hace o no, porque no voy a su clase—, pero yo pongo la misma multiplicacion
y uno lo hace tradicionalmente y el otro lo hace trabajando la posicion del nimero. Y
los dos ahi, tiqui, tiqui, tiqui, lo hacen fantastico. No sé, encuentro que es muy

interesante. (Marzo 2012)

123 123
X_4 X_ 4

12 (3x4) 12 (3x4)

8 (2x4) + 80 (20x)

4 (1x4) _400 (100x4)
492 492

Figura 22. Algoritmos tradicional y en columnas de la multiplicacion

- Algoritmo de la divisidon

En cuanto al algoritmo de la divisidn, Leire evidencia conocer el algoritmo abreviado y el

extendido que muestra las operaciones intermedias (Figura 23):

El otro dia, el Director [que es profesor de matematicas en la secundaria] les puso con
los de la ESO la divisidon con una resta. Y todos pusieron una cara, no sabian que era
una resta. Yo lo digo, yo venia aqui [de alumna] y yo aqui aprendi con la resta, y en
cambio, compafieras mias [maestras en la actualidad] que también vinieron aqui, ellas
no, porque ya vino la moda de que... A ver, los nifios ya hardn el clic después de que no
hace falta hacer la resta. Pero saben que hay una resta. Yo lo he sabido siempre. Al
nifio que le cuesta memorizar las tablas de multiplicar o... Hay nifios que no tienen
tanta memoria, tanta retentiva, y entonces no se imaginan el nimero, necesitan
escribirlo. Pues lo tienen alli escrito, entonces restan y ya estd. Quiero decir, el nifio
que lo necesite que lo haga y el que no, no. Nosotras ensefiamos el afio pasado en

tercero a dividir con la resta. (Noviembre 2012)
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256 |4 256 |4
16 64 250

0 16 +4

o 0, 64

Figura 23. Algoritmos abreviado y extendido de la division

Estas citas muestran que Leire valora el uso de algoritmos extensivos por la explicitacion
de las propiedades de los niUmeros y operaciones que facilitan la comprensiéon en los
estudiantes, pero no rechaza el uso de algoritmos tradicionales.

Propiedades de las operaciones

En el cuestionario inicial se pide describir unos métodos o estrategias de célculo. Para
realizar estas estrategias se necesitan diversos conocimientos numéricos ya que se
utilizan la descomposicién aditiva y factorial de los nimeros, asi como las propiedades
asociativa, distributiva y relacién inversa entre multiplicacién y divisién. Las soluciones
enunciadas en la pregunta de la Figura 24 utilizan implicitamente las siguientes

propiedades de las operaciones aritméticas:

1. Propiedad asociativa

2. Elemento neutro de la multiplicacién (utilizando 1 = g ) y la propiedad asociativa
3. Propiedad distributiva
4

Elemento neutro de la suma (utilizando 0 = 7 — 7 ) y la propiedad distributiva

7% 7=49 7 % 30 = 210
2%49 =98 ‘ Y% 0f210 = 105
[ Métode 1: Z [Métode 2: il
| 4 + bz P hp g
Bk mf,};f’ i | Tl w15 b
wdliees fo A Mk e oA g A
el [ s ly
— e
7 %17 | < 7%x19 )
7x10 =70 | 7 % 20 = 140
7x7=49 140 — 7 = 133
70 + 49 = 119 |
Métode 3: B T yik
Do Bcaned Wl AP W) | Fo wus cpoimasd o A
y Ja-,r:‘ wxutkfiin s Asene | "“L"’““ iy P R
Lttt = |,

Figura 24. Respuesta a la pregunta 3 del cuestionario inicial (Septiembre 2011)
La transcripcion de esta respuesta de Leire es:

1: Primero hace la mitad de 14, multiplica y hace el doble.
2: Hace el doble de 15, multiplica y después hace la %
3: Descomposicion del 17 (10+7) y después multiplica y suma los resultados.

4: Hace una aproximacion a la decena mas cercana y resta siete (Septiembre 2011)
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Esta respuesta muestra el uso implicito de las propiedades pero no explicita ninguna de
ellas. En otras ocasiones Leire da muestra de usar explicitamente las propiedades
distributiva y conmutativa, pero no hay datos explicitos de la asociativa ni del elemento

neutro:

Investigadora: Y el vocabulario también, he visto que utilizaban la propiedad...
Leire: Esto es de este afio también. La propiedad conmutativa, distributiva, eso si,
porque en segundo ya haciamos la conmutativa. La distributiva, claro, a la que tu

vas entendiendo mas, te atreves mas. (Febrero 2013)
La propiedad de las relaciones inversas entre operaciones también aparece en los datos:

Ahora yo cojo las de cuarto, porque ya, claro, las estrategias, ahora ya estamos
haciendo el tercer trimestre: son los juegos. Y aqui, équé hago si aun no hemos hecho
los juegos? Y a mi me pasd el otro dia, bueno era “Llegar a veinticuatro” “diez mas
cuatro son catorce”, pues les expliqué: “éCuanto hacen diez mas cuatro? -“catorce” -
“iCuanto falta para llegar a veinticuatro?” -“diez” -“Bien, pues poned el resultado”

(Marzo 2012)

Tenemos que repartir en cuatro grupos, tal y cual, cuantos hay. *..+“Di el nimero que

|n

multiplicado por cuatro se acerca al 25. Tal”. Como ya empiezan a saber las tablas.

(Marzo 2012)

En estas citas se muestra el uso de la relacién inversa entre suma y resta o divisiéon y

multiplicacién ensefiada por Leire como estrategia de calculo.

Finalmente, se considera la expresién simbdlica adecuada de las propiedades de las
operaciones. En abril de 2013, explicando a otras maestras una estrategia utilizada para
multiplicar por once, se observa un uso riguroso de la simbolizacidn horizontal de la
multiplicacion: buen uso del signo igual e incorporacidn de los paréntesis para el trabajo

de la propiedad distributiva.

Esto es descomponer el once en diez mas uno. [Escribe en la pizarra 23 x 11] Esta es la
tipica. [Sigue escribiendo = 23 x (10 + 1) = 230 + 23 = 253] Ya si lo pones asi, trabajas
ademads la propiedad distributiva. (Abril 2013)

Estrategias de calculo

En el uso de estrategias se mira la variabilidad, es decir, el reconocimiento de diferentes
estrategias de cdlculo para una misma situacién; y la flexibilidad, es decir, la adecuacion

de la estrategia segun los nimeros involucrados en las operaciones (Sowder, 1992).
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En este dmbito, Leire demuestra en varias ocasiones apertura a diferentes estrategias

planteadas por los estudiantes:

Tengo un nifio que me hace esto. Este siempre descompone, se lo monta para tener
siempre dieces, descompone cinco, cinco y a partir de aqui lo hace todo. (Septiembre

2012)

Incluso en ocasiones ella misma explica dos estrategias diferentes para realizar un célculo,

por ejemplo la multiplicacion por 11:

Yo el otro dia, explicando la estrategia del once, de multiplicar por once y yo el afio
pasado hice la de multiplicas por diez y sumas otra vez el numero. Y en el libro viene
otra, la segunda estrategia, que es la de sumar. Yo el afio pasado ni la vi esta

estrategia. Entonces dije, venga va, vamos a probar. (Abril 2013)

Esta apertura al uso de diferentes estrategias es signo de cierta variabilidad en el célculo.

7x 14 | 7x15

3 (1014) = AR Fu(to15)= #xi0+Fr5

__),.40'-7-’7:7(:‘2‘:{13 = 29'553/05
i 7x17 7x19 ;
b
“,h) = il 2 tona J{L%, A= 1<L0-B
b e, ok Pt s dho-R - 33
btk ne, ; o A ATTHENY

Fx@= #Irw-1
= t40-F =433

Figura 25. Respuesta a: “¢Qué estrategias de cdlculo mental propondrias a tus alumnos para resolver estas
operaciones?, ¢te influyen los nUmeros para escoger la estrategia?” (Abril 2012)

En cuanto a la flexibilidad, Leire no siempre demuestra una adecuacion de la estrategia de
calculo a los numeros, como indica la respuesta a la segunda pregunta del cuestionario
final. En esta respuesta siempre utiliza la propiedad distributiva, solo en la situacién de
7x19 se aproxima a la decena mas cercana para realizar el calculo. Con todo, en otras

ocasiones si aparece esa adecuacidn que persigue una mayor eficacia en el cdlculo:

Es como cuando hacemos los problemas de calculo mental, yo, cuando me dicen
cuatro mas cuatro mas cuatro mas cuatro..., pues esta bien, pero hagamos la

multiplicacién. (Noviembre 2012)
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Las citas referenciadas dan cuenta de la aproximacién al calculo de la multiplicacion. Leire
demuestra conocer las caracteristicas mas frecuentes del calculo de la multiplicacidn:
conoce y valora el uso de las tablas de multiplicar a la vez que permite el uso de
estrategias de cdlculo para los que no se las saben de memoria. Conoce vy utiliza
algoritmos de las operaciones, ensefia el algoritmo tradicional y otros algoritmos
extendidos como el algoritmo de multiplicar en columna. Utiliza las propiedades de las
operaciones, aunque tiende a hacer un uso implicito sin mencionar el elemento neutro o
la propiedad asociativa. Demuestra variabilidad de calculo al admitir el uso de diferentes
estrategias por parte de los estudiantes, aunque personalmente tiende a repetir las

mismas estrategias.

A modo de resumen de los resultados para la consecucidn del primer objetivo

El primer objetivo especifico planteado es identificar contenidos matematicos relevantes
para el aprendizaje de la multiplicacién desde la perspectiva de una maestra. Este
objetivo se planted en orden a identificar el conocimiento del contenido matematico en
Leire. No se habla de lo que desconoce, si no de lo que manifiesta conocer. Aunque la
frecuencia en el uso de los contenidos y su reflexiéon sobre ellos dan indicios de un

conocimiento mas o menos fundamentado.

La primera fase del analisis realizado permite afirmar que Leire conoce la estructura del
sistema decimal posicional. Este conocimiento lo manifiesta sobre todo en el valor
posicional y en la composicidon y descomposicion aditiva de los numeros. No se puede
hablar de desconocimiento de las descomposiciones factoriales, pero si de una menor

familiarizaciéon con ellas, que se manifiesta en que raramente las usa.

Su conocimiento sobre el concepto de la multiplicacidon se manifiesta débil, pues utiliza
casi exclusivamente la estructura de suma repetida para ensefiar la multiplicacion. Rara
vez hace mencidn a otras estructuras que la investigacion muestra como relevantes en la
formacion del concepto de multiplicaciéon, como son el modelo rectangular o el esquema
de correspondencia. Al usar estas estructuras, Leire reconoce que no esta familiarizada

con ellas y que necesita primero recordarlas.

En cuanto al calculo de esta operacion, el andlisis demuestra que conoce y valora el
sentido de las tablas de multiplicar y de los algoritmos, tanto tradicionales como aquellos
qgue respetan el significado del numero. No hay evidencias de cdmo entiende la
multiplicacién por diez; afirma que multiplicar por diez es poner el nimero y afiadir un
cero, pero sin dar una mayor explicacion que dé cuenta de conocer el fundamento de

estas acciones. La misma ausencia de evidencias de conocimiento del contenido se

89



Capfitulo 4

encuentra en alguna propiedad como la asociativa o el elemento neutro. Sin embargo la
propiedad conmutativa y la distributiva si son ampliamente trabajadas y fundamentadas
en los datos. Finalmente, en cuanto a las estrategias de calculo, Leire demuestra
variabilidad en las estrategias que propone o aprueba de los estudiantes, pero no siempre
demuestra en la practica la flexibilidad que lleva a escoger diferentes estrategias segun
los nimeros involucrados.

El analisis de la identificacion de los contenidos matematicos relevantes, aparte de dar
cuenta de las matematicas que conoce Leire, constituye la base para la segunda fase de

analisis, que es caracterizar el conocimiento didactico matematico.

4.72. Caracterizacidon del conocimiento didactico
matematico

En esta segunda fase del andlisis se presentan los resultados para la consecucién del
segundo objetivo especifico del estudio. Se indaga en el conocimiento didactico
matematico de Leire en orden a caracterizarlo, para lo que se establecieron cddigos que
se agruparon en temas segln el aspecto del conocimiento didactico matematico
estudiado: identificacion y fundamentaciéon de contenidos matematicos; identificacion y
uso de estrategias para ensefiar un contenido; identificacion e interpretacién de
conocimientos de los estudiantes. La presentacién del apartado se organiza de acuerdo

con estos tres aspectos del conocimiento didactico matematico.

La identificacién de contenidos matematicos se corresponde al analisis ya efectuado para
la consecucién del primer objetivo. Las evidencias de fundamentacién de los contenidos
estdn vinculadas a argumentos sobre la ensefianza y aprendizaje de los contenidos; no se
puede hablar propiamente de una fundamentacién matematica del contenido. El tipo de
intervencion formativa llevada a cabo y de los datos recogidos sitian la reflexién en la
practica de ensefanza. El hecho de no encontrar evidencias de fundamentacion
matematica sugiere que la indagacién en este aspecto del conocimiento didactico
matematico relacionado con el conocimiento del contenido requiere de otro tipo de

acercamiento al caso de estudio.

A la vez que se indaga sobre el conocimiento de Leire, se buscan relaciones entre la
intervencion formativa y dicho conocimiento. Al respecto, se prepara el andlisis asociado

a la consecucion del tercer objetivo.
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4.2.1. ldentificacion y uso de estrategias para ensefiar un contenido

Este aspecto del conocimiento diddctico matematico pertenece a la vez al conocimiento
pedagdgico del contenido y al conocimiento curricular. Centra su interés en la practica de
ensefianza, en relacion con las preguntas de Shulman (1986) sobre cémo el maestro
decide qué ensefiar y como. Para dar respuesta a estas preguntas contextualizandolas en

el estudio de esta investigacidn, se han definido los siguientes temas:

- el conocimiento de estrategias de ensefianza del contenido matematico,
- el conocimiento de cuestiones problematicas de la practica de ensefianza,
- el conocimiento practico de las relaciones entre contenidos matematicos de

diferentes materias / cursos.

Se desglosa ahora de forma extensa el andlisis de cada uno de los temas, mediante
ejemplos que ilustran los resultados.

Conocimiento de estrategias de ensefianza del contenido matematico

Los cédigos que engloban este tema se distinguen en el objeto de reflexion sobre la
ensefianza: el primer cddigo fija el interés en el contenido; el segundo y el tercero, en la
forma de enseiarlo, ya sea en la practica observada o practicada, ya sea en libros de

texto.

Identifica un contenido matematico que ensefar para afianzar el conocimiento

matematico de los estudiantes

Este cddigo responde a la pregunta de qué ensefiar para que los estudiantes avancen en
su conocimiento matematico. Dado el contexto de este estudio, el andlisis muestra los
contenidos matematicos que Leire considera importante ensefar para afianzar los tres
bloques de contenidos matematicos destacados: estructura del sistema decimal

posicional, concepto de multiplicacidn y calculo de la multiplicacién.

- Estructura del sistema decimal posicional

Leire relaciona el trabajo del valor posicional, VP, con el desarrollo del razonamiento

matematico de los estudiantes:

Y yo, veo esto, que si tu vas a trabajando la posicidn de los nimeros, luego le es mucho

mas facil, todo. El razonamiento matematico es mucho mas sencillo. (Marzo 2012)
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Esta relacidon le lleva a considerar la importancia de ensefiar bien el sistema decimal

posicional:

Creo que ahora todos somos muy conscientes que es muy importante trabajar muy

bien la numeracidn, su valor, la posicién... (Abril 2012)

Aunque en la cita anterior no se habla de la descomposicién numérica, en el guién de
reflexion de enero de 2012, al analizar dos video-episodios de la formadora, Leire

destaca:
Es muy importante la posicidén de los nimeros y la descomposicion. (Enero 2012)

A la hora de identificar qué ensefiar para facilitar la adquisicién de otros contenidos
matematicos por parte de los estudiantes, se observan aplicaciones directas. Leire asocia
la ensefianza del sistema decimal posicional, en concreto el valor posicional, con el

aprendizaje de los cambios de unidades de medida:

Esto de que diez decenas es una centena lo hacen mecanicamente, pero no entienden
lo que estan haciendo. Es que entonces, el sistema métrico decimal, o sea todo. Si es

que es siempre lo mismo... (Noviembre 2012)

También asocia el trabajo del valor posicional al aprendizaje de algoritmos basicos como

lasumay la resta:

[¢Cémo tiene que responder el profesor?] Diciendo que ocho mas cinco son trece pero
que después tiene que sumar veinte mas treinta. Tiene que trabajar el valor posicional.

(Abril 2012)

Dos decenas y diecisiete unidades, y esto va bien al inicial para trabajar la resta
llevando... O sea, para descomponer *..+Esto *actividades para trabajar con material
multibase] estd muy bien para lo que te decia de la resta llevando, o para lo que sea.
Que tengan claro que una decena son diez unidades, y que las puedo tener agrupadas

o no. (Noviembre 2012)

- Concepto de multiplicacion

Como se indico en el analisis del conocimiento matemadtico de Leire sobre contenidos
matematicos relevantes, esta maestra no teoriza sobre el concepto de la multiplicacion.
En una sesion de trabajo de la multiplicaciédn con sus estudiantes, Leire considera

diferentes representaciones de esta operacion. Sin embargo, la Estructura multiplicativa
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(EM) que enfatiza en su ensefianza para que sus alumnos comprendan la multiplicacion es

la estructura de suma repetida:

Tienen que tener claro el concepto de multiplicacion como una suma de sumandos

iguales. (Marzo 2012)

- Calculo de la multiplicacion

En cuanto al calculo de la multiplicacién, Leire identifica varios contenidos matematicos

relevantes y los relaciona con el desarrollo numérico de sus estudiantes:

Formadora: éQué contenidos creéis?, écreéis que son muchos a la larga o son pocos los
contenidos matematicos que hay de numeracion? O icreéis que es gestionable eso
de los contenidos?

Leire: Bien, yo creo que si trabajamos esto de la posicion y la distributiva, y ya esta.

(Septiembre 2011)

En esta cita se evidencia la identificacion de Leire del valor de posicién y de la propiedad
distributiva, VP y PR, como contenidos matematicos clave para el desarrollo de la
numeracion. También se relaciona el valor posicional con el desarrollo de estrategias de

cdlculo mental, EC:

He descubierto la gran importancia de trabajar la posicion de los nimeros; si los nifios

tienen claro esto les es mucho mas facil el cdlculo mental. (Marzo 2012)

Tras la visualizacién de un video-episodio de otra maestra del ciclo superior, Leire
identifica la estrategia de multiplicar por diez, MD, y la descomposicién numérica, CD,

como clave para que los estudiantes desarrollen su pensamiento numérico.

[¢Qué resaltas como importante en este episodio para el desarrollo del pensamiento
numérico de tus alumnos?] Tiene que tener muy claro multiplicar por diez y hacer

mitades de los nimeros. Y la descomposicidn del nimero. (Enero 2013)

Identifica practicas de ensefianza para trabajar un contenido matematico relevante

Este codigo responde al conocimiento sobre como ensefiar. El andlisis de este
conocimiento de Leire se fija en la reflexion sobre la practica propia o ajena. A

continuacion se muestran las estrategias de ensefianza que Leire identifica.
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- Repeticion de palabras referentes a los contenidos matematicos relevantes para la

apropiacion del contenido por parte de los estudiantes

Leire afirma que antes de la intervencién formativa no daba el nombre especifico del

contenido que estaba trabajando con los mas pequefios:

Yo soy maestra de educacion fisica, y en mis clases de educacidn fisica yo ya lo habia
hecho, desde siempre. Tenemos que repartir en cuatro grupos, tal y cual, cuantos hay.
Pero no habia dicho que era una divisidn; pues ahora es que: ¢ Qué tenemos que hacer?

Una division. ¢Cudl? Tal. Y ya estan dividiendo. (Marzo 2012)

Leire observd este uso de palabras especificas en las clases modelo realizadas por la
formadora el curso anterior. Ahi se enfatizaba el uso de las palabras referentes a las

unidades de la base del sistema decimal posicional, VP:

Me acuerdo de que, en segundo era, diez mds diez, veinte o dos decenas... No se me
hubiera ocurrido nunca decir veinte o dos decenas. Y ahora lo hago con decenas, y

ahora lo hago con unidades... Y claro, eso les da un bagaje a los nifios. (Marzo 2012)

Esta identificacidn lleva a Leire a incorporar el uso de palabras especificas en su practica
de ensefanza con la intencién manifiesta de que los alumnos se vayan apropiando del
contenido.

Se ha variado mucho la manera de hacer en clase. Antes hacias una suma *..4 tres mas
cuatro, siete; uno mas dos. No, una decena mas dos decenas. Intento hacerlo asi para
que vean que son las decenas, porque si no... unidades, decenas, centenas, si de
memoria lo ven, pero dénde estan las decenas colocadas. Y qué es cada cosa.

(Noviembre 2012)

Y lo que afadia aqui también, porque yo esto no lo sabia, lo aprendi con la formadora,
el ciento veinticuatro tiene doce decenas. Y esto también de tanto en tanto lo hago en
clase, lo hago yo, no sé si los otros lo hacen, ya te lo digo, pero lo hago, y Carla también

lo hace de tanto en tanto. (Noviembre 2012)

También se observa un trabajo deliberado de las palabras en el uso de las propiedades,
PR:

Yo, cada vez que sale un problema de multiplicacion, esto [propiedad conmutativa] lo
digo, en cada problema. No es lo mismo, el resultado es el mismo, pero esto quiere
decir esto y eso quiere decir eso. Entonces, pienso que poco a poco se ira quedando.

(Enero 2012)
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- Trabajo relacionado de varios contenidos matematicos relevantes

Cuando la formadora explicé en la discusion conjunta de enero de 2012 el algoritmo en
columnas basado en el valor posicional y la propiedad distributiva, Leire identificd en esa
practica de ensefanza el trabajo de la descomposicién numérica, CD y ALG:

Asi también tiene sentido la descomposicion que trabajamos siempre. (Enero 2012)

Leire incorpora a su ensefianza esta identificacion del trabajo de la descomposicién
numérica en la ensefanza de un algoritmo para el cdlculo de la multiplicacion. La
siguiente cita forma parte de la respuesta a la pregunta sobre algunos ejemplos de
cambios que han incorporado en el aula de calculo y de matematicas durante el curso
como resultado de la formacién:

Hemos trabajado las operaciones trabajando el valor posicional de los nimeros, a
parte del algoritmo. En las clases de mates utilizo mucho las estrategias de calculo

mental. Dejo que los alumnos me expliquen cémo han hecho las cosas. (Abril 2012)

Esta respuesta evidencia el trabajo del sistema decimal posicional dotando de significado
los algoritmos de las operaciones mediante la atencién a VP, CD y ALG y al uso de
estrategias de cdlculo, EC, trabajadas en el proyecto de innovacién en su clase de

matematicas. Esta relacidon se sostiene en el tiempo:

Es que ahora, al comienzo de la multiplicacién lo descomponemos todo, yo al menos lo
hago, supongo que Angel [maestro de apoyo en tercero] también. Pero llega un
momento en que los nifios ya no necesitan descomponer, porque ya lo hacen de

cabeza. (Abril 2013)

La relacion entre las estrategias de calculo, concretamente en el contexto de resolucién

de problemas, y el trabajo de las propiedades, queda manifiesto en la siguiente cita:

Aura: Esta mafiana, con el problema de las patas de las mesas y las sillas, has llegado a
la propiedad distributiva que yo he explicado mecdnicamente, mecanicamente en
el aula de matematicas, y yo no hubiese sabido relacionar ese problema con la
propiedad distributiva.

Leire: Esto pasa siempre que comienzas a hacer esto [el proyecto de innovacion de
calculo mental propuesto por la intervencién formativa], eh.

Aura: Una dificultad. Esta relacion no la hubiese encontrado *..+Claro, pero para mi, la

propiedad distributiva acabd el trimestre pasado cuando hicimos ese control, que
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ya estaba adquirida. Y hoy, cuando has sefialado la propiedad distributiva me he
quedado...

Leire: En mi clase salid ayer en un problema, la propiedad distributiva, me di cuenta y
la hice. Preguntandole a ella [la formadora] ées la propiedad distributiva?, porque

claro... (Enero 2012)

En esta cita, Aura, una maestra de cuarto, dice asombrarse del trabajo de la propiedad
distributiva en un problema de estrategias de calculo mental. Leire evidencia que ha
identificado en su propia practica el uso de los problemas de cdlculo como adecuado para
el trabajo de las propiedades de las operaciones, PRy EC.

Otra practica de ensefianza identificada por Leire para el trabajo de varios contenidos

matemadticos aparece en el calculo de la multiplicacién:

Otra cosa es que tu veas que estan haciendo multiplicaciones y no saben la tabla de
multiplicar. Es lo que me esta pasando ahora, como tienen muchas estrategias no se
las estudian. Tontos no son. Bueno ya les he dejado de margen para final de curso,
porque también considero que se las tienen que saber, pero cogen el papel y empiezan
a hacerlas sumando y ya esta. *..+No, no, fui yo que se lo dije a ellos: Si alguna tabla
no os la sabéis, os dejo el papel y lo hacéis. Porque claro, este trimestre hemos
evaluado si saben multiplicar o no. O sea, si saben los dos procesos que hemos
ensefado, entre otras cosas, éno? O sea, para mi no es objetivo aun; ahora a final de
curso si, si se saben las tablas de multiplicar. Vale, es eso, que siempre hay nifios que
no se las han sabido, pero como medimos si saben cdmo hacerlo para que al que le
cueste o0 que no tenga memoria pues que sepa una estrategia para poder hacer..., pues
a mi me parece fantastico, pero no todo el mundo piensa igual que yo, te lo digo.

(Marzo 2012)

Esta cita evidencia la relacién entre el calculo de la multiplicacion, las tablas de multiplicar
y las estrategias de calculo, TM y EC. Leire considera que el uso de las estrategias de
calculo es adecuado para trabajar las operaciones como paso previo a la memorizacion de

las tablas de multiplicar.

- Uso de diversas representaciones de contenidos matematicos relevantes

En la primera sesién de clase modelo en tercer curso, Leire observa que para facilitar la
estrategia de hallar el doble, la representaciéon con los dedos de la descomposicién

numeérica, CD, ayuda a los alumnos.
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Leire: Hombre, hacerlo visualmente, hay nifios que lo necesitan. *..+ No se me habia
ocurrido hacer el doble de siete, eso el doble de siete, hacerlo como lo has hecho
ta.

Formadora: Pero, équé hago ahi?

Leire: Cinco y cinco; y cuatro [saca en una mano los cinco dedos y los presenta dos

veces; en la otra mano saca dos dedos y los presenta dos veces]. (Septiembre 2011)

Leire considera también que el material manipulativo puede ser una representacion de
los contenidos matematicos que ayude a trabajar el sistema decimal posicional, VP y CD,

especialmente en el ciclo inicial de la etapa:

Y si lo haces con esto [con los dibujos del enunciado de la actividad preparada por
formadora e investigadora], los de inicial lo tienen que hacer manipulativamente. Y al
ciclo medio aqui también se puede poner..., porque claro aqui te sacaran todas las
piezas. ¢Puedo hacer grupos de 10 con esto? ¢Puedo tener menos piezas? Lo de antes.
A ver si te dicen... Aqui écuantos tienen entre los dos?, icomo quiero que me lo
representen? Podemos decir, represéntamelo con las piezas y represéntamelo con el

numero. (Noviembre 2012)

En relaciéon con la comprensidon de la multiplicacién, Leire identifica en su practica

diferentes maneras de trabajar la operacién para que sus alumnos la entiendan:

Por eso se lo hacia dibujar, porque muchos me hacian el tres por doce. "Dibujalo". "Ay,
no, no es esto". Pero es esta la prioridad, que se den cuenta, que sean conscientes de
lo que estdn haciendo. El primer dia, muchos me hacian doce mas tres igual quince.
"éEsto es una multiplicacion?", No, "Entonces" Y tuve que poner en la pizarra doce mds
doce mds doce, entonces si. Entonces ya lo entendieron. Quiero decir, haciendo vas

viendo distintas maneras de hacer, distintas estrategias. (Febrero 2013)

Estas maneras de trabajar se corresponden con dos formas de representacion, mediante
la suma repetida y “dibujandolo”, EM. La cita no indica a qué se refiere con el dibujo de Ia

operacion.

Leire utiliza una representacion de las operaciones mediante dibujos que muestren el

concepto en su ensefanza de la division.

Para mi ya no es tanto cambio, porque yo ya lo llevo haciendo varios cursos [el
proyecto de innovacidon propuesto por la intervencion formatival. Pero claro, por
ejemplo, la divisidon yo ya me la he planteado diferente. Yo no he empezado a explicar

la divisién tipica, sino que les he hecho dibujar la division: dibujadme circulos,
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repartidmelos en tres grupos y cuando ya sabian representar, entonces he hecho

representar y division. (Abril 2013)

También lo utiliza para ensefiar los nimeros decimales en la clase de apoyo que da para
estudiantes de cuarto de primaria:

Leire: Pero yo me he encontrado. Por ejemplo, estan haciendo los nimeros decimales,
en cuarto empiezan, y tengo a dos de cuarto que les doy clases de apoyo, y los he
cogido y se lo he dibujado. Claro con estos nifios no habiamos dibujado. Lo vierony
dijeron, ostras, ahora lo entendemos.

Formadora: ¢Y cémo lo has dibujado?

Leire: Si lo tienen en el libro, pero es que a veces estos dibujos te los saltas. Habia para
explicar las décimas habia diez tiras. Y tenian pintadas dos, pero como no tengo
pintada una entera, es cero coma... pero claro, que entendiesen que esto era un

cero, les costd. Cero coma tres, ées que tenemos una entera pintada? (Abril 2013)

Estas citas evidencian un uso creciente de representaciones para trabajar contenidos
matemadticos relevantes en la practica de Leire. Este uso comenzd observandose en
practicas ajenas, como por ejemplo en la clase modelo de la formadora. Leire no se limita

a repetir la practica observada sino que la traslada a la discusidn de otros contenidos.

Otro tipo de representacion es la contextualizada en una situacion de vida cotidiana. Por
ejemplo, a Leire se le presenta en las actividades preparadas para trabajar la numeracion
con el material de multibase una situacion de compra-venta en un mercado. En este
mercado las fichas representan el dinero y los estudiantes han de pagar y devolver el

cambio utilizando las fichas de centenas, decenas y unidades:

Leire: Podriamos probar un dia montar un mercado.

Investigadora: A los nifios les gusta mucho esto del mercado

Leire: A los nifios les gusta, pero claro, tU como maestro, también cuesta. Porque
teniamos euros y con euros, hacerlo... écdmo lo haces?, quiero decir, tienes que
tener las ideas muy claras. En esto que me has dado esta muy claro. Le das tanto a
cada niflo, ademas van por parejas para que se puedan ayudar, hay dos que venden
y dos que compran. Tampoco tienen claro que lo que compran es una suma o
tienes que restar para que te dé bien. Incluso en un papel, que esto no lo pone,

“apunta la operacion que...”. (Noviembre 2012)
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En esta practica propuesta para la ensefianza Leire identifica el trabajo de las operaciones
de sumar y restar. Para facilitar el aprendizaje propone utilizar un papel y apuntar cada

operacion.

El uso de representaciones diversas que llevan a abordar un contenido desde distintos
enfoques promueve en los estudiantes conexiones importantes para el aprendizaje (Orrill
y Kittleson, 2015). Leire reconoce que no le resulta facil esta practica de ensefianza, pero
sabe identificar el trabajo de contenidos matematicos en ella.

Considerar el trabajo de los contenidos matematicos relevantes en libros de texto

Los libros de texto suelen tener un papel importante, a veces exclusivo, en la planificacién
de la ensefianza de muchos maestros de primaria (Carrillo, Climent, Contreras y Muiioz-
Cataldn, 2007). A lo largo de la intervencién formativa, Leire menciona algunas
consideraciones sobre el tratamiento del contenido matematico en el libro de texto. El
anadlisis se focaliza en dos puntos relacionados con el trabajo de los contenidos
matemadticos relevantes: por una parte, cuando Leire decide proceder de una forma
distinta a la que plantea el libro de texto; por otra, cuando aprovecha recursos didacticos

que ofrece el libro.

- Distanciamiento de las propuestas del libro de texto

En la segunda sesidn de discusidn conjunta, la maestra paralela de Leire, Carla, plantea
una pregunta que cambia el tema tratado hasta entonces. Leire y Carla tienen que
comenzar a explicar la multiplicaciéon a sus alumnos de tercer curso y preguntan como

hacerlo:

Carla: También esto de compartir con los otros, por ejemplo: ahora con Leire
hablabamos, al empezar la multiplicacién, ¢como la hacemos? La podemos hacer
de las dos formas, para que los nifios sepan. Porque ya me imagino a los padres,
como algunos que vi el afio pasado con la resta llevando, que no les estabamos
ensefiando porque no se lo ensefidbamos como ellos sabian hacerla. Asi que
estabamos hablando de cémo hacerla, queriamos preguntarte cémo podemos
hacerla. De qué manera hacerla.

Formadora: ¢ Cuando empezaréis a ensefiarla?

Leire: Ya.

Carla: La semana que viene.

Formadora: Podriamos hablarlo.
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Leire: A los padres de segundo les enviamos un escrito explicando cdmo haciamos la
resta llevando.

Carla: Si, pero algunos ni...

Leire: Ni se lo leyeron, ya lo sé...

Carla: Lo que pasa es que como los de tercero ya algunos empiezan a hacer el cambio,
los nifios mismos. Algunos padres me dijeron: "éPuedo ensefarle ya de...?

Formadora: De mi manera.

Carla: Claro, lo que deciamos es que a algunos les serd mas facil aprenderla. Ya
después irdn haciendo lo otro.

Formadora: Para mi algo que es importante y, que aunque es muy evidente no se hace
en muchos coles, en muchos claustros, es que os planteéis este problema. Porque
lo facil es coger el libro y como lo dé el libro, esto quiere decir que hay cosas que
estan cambiando. Decir "Oye, Leire, tenemos que ponernos de acuerdo para ver
como ensefiamos esto..." Porque ya el contenido matematico es importante. No es
como lo hace el libro.

Leire: No, ya dijimos "esta pagina del libro no la haremos".

Carla: La pagina donde se ensefia a multiplicar no la haremos.

Leire: Se tiene que hacer en el cuaderno y lo haremos de la forma que decidamos

entre todos hacerlo. (Enero 2012)

Leire y Carla han mirado el libro de texto de matematicas en relacién a la explicacién de la
multiplicacidn y al algoritmo tradicional para multiplicar por varias cifras, EM y ALG. No
indican qué es lo que no les ha convencido de dicha explicaciéon, pero han decidido
plantearse otra forma de ensefanza. La cita muestra dos formas de plantear la ensefianza
de la multiplicacién: Carla desea mantener la explicacién contenida en el libro y afiadir la
nueva explicacién que propongan en la discusién conjunta: La podemos hacer de las dos
maneras. Sin embargo, en un principio parece que Leire se inclina a rechazar la
explicacion del libro: Esta pdgina del libro no la haremos. Se tiene que hacer en el

cuaderno y lo haremos de la forma que decidamos entre todos hacerlo.

Resulta interesante que acudan al conjunto de maestros y formadora para consultar esa
nueva forma de ensefianza. La pregunta ¢como lo hacemos?, planteada a la formadora y

maestros del ciclo, sugiere una apertura al aprendizaje y al cambio de practica.

La lectura critica de libros de texto aparece también con contenidos concretos como VP.
En la entrevista Leire comenta como discute con su maestra paralela el contenido

matematico que ensefian en clase:
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Leire: Es una manera diferente de empezar a ver las cosas, éno? Por ejemplo, el otro
dia cogimos el cuaderno de matematicas y, -eso es una duda que tengo yo- y ponia
-estamos trabajando la centena y decena mds cercana, évale?- y te ponia: treinta y
cinco. No, treinta y cuatro esta entre treinta y cuarenta. La centena y la decena mds
cercana es treinta. Yo decia, éla decena mas cercana es tres?, si hablas de decena,
la decena. ¢Sabes? Yo a mi compafiera se lo dije: he pensado esto. Digo, ies
verdad! Entonces le dijimos a los nifios si ponéis tres poned tres decenas, si ponéis
treinta pues treinta unidades, porque no estamos hablando de lo mismo. Se me
qguedaron asi. Y digo... jes verdad!, digo..., claro..., es que los que no han hecho este
cuaderno [el del proyecto de innovacidn asociado a la intervencién formativa], aqui
no han llegado. Supongo que lo hemos hecho bien porque dices: igual que la
centena étrescientos o cuatrocientos?, cuatrocientos, pues no, estamos hablando
de centenas, estamos hablando de unidades. Si pregunta la centena, la centena
mas cercana es cuatro. No es...

Investigadora: Es la unidad de criterio en todo, claro.

Leire: Claro, empiezas a ver cosas que dices: no lo haria asi. Claro los nifios se te
quedan asi. Les dices: los que habéis puesto treinta ya estd bien, pero pon
unidades. “jAh claro, porque son unidades! jObvio, son unidades!” “Si has puesto
tres, tres decenas”

Investigadora: Alli van aprendiendo también lo importante de la palabra.

Leire: Es que eso también nos ha costado a nosotros, jeh! No te pienses, porque claro,
yo nunca lo habia trabajado asi, ni nadie me lo habia ensefiado asi. Entonces claro,
si tu no lo sabes, tu vas haciendo miméticamente lo que hace todo el mundo.

(Marzo 2012)

Leire muestra el interés por el trabajo del valor posicional manteniendo la relacién entre
las unidades de la base y enfatizando el nombre de las mismas; esta relacidon es
considerada por Verschaffel y De Corte (1996) como clave para la comprension del
sistema decimal posicional. Leire detecta que el libro de texto no respeta esta relacion y
decide insistir a sus alumnos para que incluyan el nombre de la unidad de la base a la

respuesta que ofrecen a la hora de aproximar a la decena o centena mas cercana.

Esta forma de trabajar, basada en poner el nombre de la unidad junto al resultado
numeérico, se propicia en el apartado de resolucién de problemas del proyecto de
innovacion que Leire lleva afio y medio implementando en el aula a raiz de su
participacidén en la intervencion formativa. Esta puede ser una posible influencia, pues,
como afirma Leire: Yo nunca lo habia trabajado asi... si tu no lo sabes, tu vas haciendo

miméticamente lo que hace todo el mundo.
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La mirada critica al contenido matematico del libro de texto vuelve a aparecer en el curso
siguiente. Al inicio de la primera discusién conjunta con el ciclo superior, surge la
discusién sobre la practica de la formadora observada por los maestros. La formadora ha
trabajado los conceptos de cantidad y de posicién. Leire expone a la formadora el
problema que encuentra en el modo de trabajar el valor posicional, VP, de los libros de

texto:

Es que aqui estd el problema: “Tengo cuatro decenas...” Todos los libros de mates. No

te dicen “Tengo catorce decenas”. (Septiembre 2012)

En esta cita al igual que en la anterior, Leire cuestiona el contenido del libro de texto,
considerando que no afina con precisidon en el uso de algunos contenidos matematicos

relevantes.

- Aprovechamiento de los recursos propuestos por el libro de texto

Otro analisis realizado por Leire del trabajo de los contenidos matematicos en el libro de
texto se centra en los recursos que ofrece el libro, algunos de los cuales reconoce que no

los habia aprovechado en ocasiones anteriores.

En la discusién con la formadora y maestras del ciclo superior, Leire comenta estrategias

de calculo, EC, que ensefia a sus estudiantes:

Yo el otro dia, explicando la estrategia del once, de multiplicar por once, y yo el afo
pasado hice la de “multiplicas por diez y sumas otra vez el nimero”. Y al libro viene
otra, la segunda estrategia que es la de sumar. Yo el afio pasado ni la vi esta estrategia.

Entonces dije, venga va, vamos a probar. (Abril 2013)

La estrategia que Leire “no vio” el afio pasado y que ella explica al resto de maestras es:
Pones esto [escribe 23x11=2 3], sumas estos dos [escribe el cinco en la posicidn de las
decenas), y doscientos cincuenta y tres. Pones la centena, esta es la unidad, y dos mds tres
es cinco (Abril 2013). Esta estrategia se fundamenta en la descomposicion polinémica del

numero en las potencias de la base, que puede representarse asi:

sia=ag+a; 10 =

Propiedad distributiva
a-11=(apg+a;-10)-(1+10) =

Factorizacion
=a0+a0'10+a1'10+a1'102 = a0+(a0+a1)'10+a1'102
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Sin embargo, esta estrategia se habia mencionado en la primera discusidon conjunta del

curso anterior en la que la formadora explicé lo siguiente:

Formadora: Trece por once yo hago: ciento treinta mas trece, ciento cuarenta y tres. Y
luego te puedo decir artificios: siempre que multiplico un nimero por once, los dos
extremos quedan iguales y los sumo en el medio. Pero aqui no hay concepto, hay
un artificio. Trece por once son ciento cuarenta y tres y lo hago rapido. Si esta
escrito, yo ni pienso *..+Estrategias sin concepto.

Leire: Esto no lo sabia. (Septiembre 2011)

En el curso 2011-2012, Leire se habia centrado en la estrategia que ella conocia pasando
por alto la explicacién de otras estrategias. Sin embargo, en 2012-2013, propone a sus
alumnos la otra estrategia planteada en el cuaderno del proyecto de innovacién. En la
reflexion conjunta con las maestras del ciclo superior -Maria, Aida y Leonor-, Leire explica

la estrategia que el curso anterior afirmaba no conocer.

Leire: [escribe en la pizarra 23x11] Esto es descomponer el once en diez mas uno. Esta
es la tipica [sigue escribiendo =23x(10+1)=230+23=253]. Ya si lo pones asi trabajas
ademas la propiedad distributiva.

Formadora: Esta es la tradicional, doscientos treinta mas veintitrés...

Leire: Pero claro, siempre se equivocan y te suman uno. Esta es una de las que habia,
qgue es la que yo hice el afio pasado. Este afio me lei mejor el cuadernillo [del
proyecto de innovacién].

Maria: Has mejorado.

Leire: Si, o vas mas segura.

Formadora: ¢ Ofreces las dos?

Leire: Yo ofreci las dos, pero se quedaron con esta [la abreviada que explica a
continuacion]. Pones esto, sumas estos dos, y doscientos cincuenta y tres. Pones la

centena, esta es la unidad, y dos mas tres es cinco. (Abril 2013)

Esta cita da cuenta de un mayor dominio matematico en el uso de estrategias de calculo y
de las bases del sistema decimal posicional, EC y VP, que facilita a Leire el

aprovechamiento de los recursos didacticos propuestos por el libro de texto.

El andlisis de datos da cuenta de otra cita en la que Leire comienza a aprovechar un

recurso presentado por el libro de texto al que normalmente no prestaba atencion.

Leire: Pero yo me he encontrado: Por ejemplo, estan haciendo los numeros decimales

—en cuarto empiezan—y tengo a dos de cuarto que les doy clases de apoyo, y los he
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cogido y se lo he dibujado. Claro con estos nifios no habiamos dibujado. Lo vierony
dijeron: jOstras! jAhora lo entendemos!

Leonor: Pero si coges el material de multifuncion...

Leire: Si, pero tardas mas, y aqui quieren mucho, mucho, mucho... y rapido, répido,
rapido... y claro.

Formadora: ¢Y cémo lo has dibujado?

Leire: Si lo tienen en el libro, pero es que a veces estos dibujos te los saltas. Habia para
explicar las décimas, habia diez tiras. Y tenian pintadas dos, pero como no tengo
pintada una entera, es cero coma... pero claro, que entendiesen que esto era un

cero, les costd. Cero coma tres, ées que tenemos una entera pintada? (Abril 2013)

En este caso, el recurso aprovechado es la representacion de los niumeros decimales
tomando como fundamento la equivalencia entre las unidades de distinto orden en el

sistema decimal posicional, VP, es decir, una unidad son diez décimas o cien centésimas.

La mirada critica al libro de texto permite a Leire, por una parte, distanciarse de los
planteamientos y explicaciones que ahi se proponen y, por otra, aprovechar los recursos
que ofrece el libro. La comprension y el uso de estos recursos se profundizan con el
tiempo. En numerosas ocasiones Leire afirma que esa mirada critica es nueva en ellay la
relaciona con la implementacidén del proyecto de innovacién y la consulta a la formadora.
La mejora de la capacidad de andlisis didactico de los libros de texto es considerado por

Carrillo y otros (2007) como un indicio de desarrollo profesional.

M1-1T | M2-2T | M3-3T | M4-1T | M5-2T | M6-3T

LS 2011-12 | 2011-12 | 2011-12 | 2012-13 | 2012-13 | 2012-13
Identifica un contenido VP VP CD|VP CD|VP CD CD
matematico a ensefar para EM
afianzar el conocimiento
matematico de los ALG ALG i
estudiantes PR PR EC EC

Identifica practicas VP CD Ch|VvP CD |VP CD | VP VP CD

matematicas clave para j EM EM

trabajar un contenido - ALG ALG i ALG
matematico EC | PR PR EC EC EC | PR

VP VP VP VP

Considera el trabajo de los
contenidos matematicos en
libros de texto

ALG ALG
PR EC

Tabla 17. Evolucién del conocimiento de estrategias para la ensefianza del contenido

La Tabla 17 resume los contenidos matematicos relevantes que son objeto de este
conocimiento sobre qué y cdmo ensefiar en los diferentes momentos formativos. Esta

Tabla recoge los contenidos matematicos sobre los que versan las citas que han sido
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codificadas con los cédigos que integran el tema del conocimiento. Esta Tabla 17
evidencia un aumento de complejidad en el conocimiento de las estrategias para la
ensefianza a lo largo del tiempo. Mayor complejidad en el sentido de ir incorporando mas
contenidos matematicos en la reflexion. Durante los tres primeros momentos hay una
mayor consideracion de qué ensefiar, sin embargo, al curso siguiente se observa un
mayor énfasis en como ensefarlo. También se muestra que no hay evidencia de
consideracion del trabajo de los contenidos matematicos relevantes en los libros de texto
al principio de la intervencién formativa. Esta consideracién se inicia lentamente y tiene

mas fuerza en los dos Ultimos momentos de la intervencion.

En cuanto a los contenidos matematicos sobre los que se profundiza en este
conocimiento de estrategias para la enseianza, predominan el VP, CD, ALG, PR y EC. La
relevancia de estos contenidos puede responder al objeto matematico especifico de la
intervencion formativa, pensamiento numeérico y estrategias de cdlculo mental, pues

coincide con los elementos mas trabajados durante la formacion.

Conocimiento de cuestiones problematicas de la practica de ensefianza

El conocimiento de las cuestiones problematicas de la practica de ensefianza centra el
analisis en el conocimiento pedagdgico del contenido y, mds concretamente, en lo
relativo a la identificacidn de practicas de ensefianza. Dentro de la practica de ensefianza,
este tipo se focaliza en lo identificado como situaciones que plantean cuestiones sobre la
ensefianza y aprendizaje de las matemadticas que requieren buscar soluciones (Carrillo y
Climent, 2011). Esas situaciones se refieren a caminos para representar o exponer un
contenido de forma que se haga comprensible a otros. El analisis de este conocimiento se
detiene en considerar tres modos de conciencia de la problematica crecientes en

profundidad:

- Manifiesta una dificultad para innovar una practica de ensefianza
- Identifica un error propio sobre un contenido matematico

- Muestra interés por un cambio de practica

Manifiesta una dificultad para innovar una practica de ensefianza

Una primera profundizacidn en la problematica de la practica de ensefianza se da cuando
se identifica una nueva practica de ensefianza y se reconoce una dificultad para llevarla a
cabo, pero sin buscar soluciones. Los casos en los que si se considera ese cambio de

practica fueron considerados como un nivel mayor de profundizacion. El analisis que
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sigue se centra en varios aspectos de la practica de enseflanza discutidos durante la

formacion.

- Aprovechamiento de juegos matematicos

Sobre las estrategias de cdlculo, Leire encuentra especial dificultad en las estrategias que
encierran los juegos que plantea el proyecto de innovacién. La dificultad que identifica
viene provocada, segln su perspectiva, por una falta de dominio de esa forma de

trabajar:

Si yo tengo que hacer estos juegos, yo que no los he hecho nunca, yo no domino, no

saco esas estrategias. (Abril 2013)

Antes de observar la practica de aula en la que la formadora muestra cémo trabajar los
juegos, Leire no los pone en practica. Por esta falta de dominio Leire prefiere adelantar
estrategias de calculo correspondientes al curso siguiente antes de trabajar los juegos en

clase:

Ahora yo cojo las [estrategias de calculo] de cuarto, porque ya, claro, las estrategias.
Ahora ya estamos haciendo el tercer trimestre: son los juegos [en el cuaderno del
proyecto de innovacion propuesto por la intervencion formativa]. Y aqui, qué hago si

aun no hemos hecho los juegos. (Marzo 2013)

Como evidencia esta cita, por desconocimiento de la practica de ensefianza hay una
dificultad para aprovechar los contenidos matematicos involucrados en los juegos de
calculo. Este desconocimiento lleva a esperar a que la formadora los practique con los

alumnos:

Por mi parte, como siempre, stper agradecida de ver la clase modelo. Siempre me doy
cuenta de lo mucho que me falta por aprender, ya que la formadora sabe todas las
estrategias de estos juegos. Quizas seria bueno saberlas nosotras para sacar el maximo

provecho. (Mayo 2013)

Se plantea la conveniencia de conocer las estrategias que encierran los juegos, pero no

hay evidencias de acciones concretas para aprovechar mejor los juegos de célculo.

- Aprovechamiento de las intervenciones inesperadas de los alumnos

Otro ejemplo de dificultad en la practica de Leire aparece sobre el aprovechamiento de

intervenciones inesperadas de estudiantes. Leire reconoce que cuando esta pendiente de
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poner en practica una forma de ensefianza, le cuesta aprovechar las oportunidades que

ofrecen dichas intervenciones:

Formadora: También hemos dicho que para generalizar la descomposiciéon. Yo me
acuerdo de que el afio pasado te salid a la hora de multiplicar por once. Un nifio te
dijo cinco mas seis y tu dijiste no, diez mas uno. Porque en ese momento historico
estabas muy centrada en el valor posicional, pero lo chulo habria sido decir:
hagdamoslo de las dos maneras. Esto es lo que en la literatura se dice oportunidades
para que el niflo pueda aprender mas, con mas complejidad.

Leire: Cuando uno esta enfrascado en hacerlo de una manera, cuesta mucho cambiar.

Ahora, si estas dispuesto a cambiar... (Abril 2013)

En esta ocasién, Leire manifiesta su disposicion al cambio de practica, pero no profundiza
sobre la generalizacién de la descomposicién, CD, ni sobre el aprovechamiento de las
oportunidades de aprendizaje que ofrecen las intervenciones espontaneas de los

estudiantes.

Otro ejemplo se encuentra en la reflexion sobre la actividad de comprension de la
multiplicacién que lleva a cabo en su aula durante el curso 2012-2013. En este ejemplo se

observa una ensefanza poco fundamentada de ciertas estructuras multiplicativas, EM:

Investigadora: Y esto del sentido geométrico élo habiais hecho antes?

Leire: No, bueno, sabiendo que ibamos a hacer esto, algun dia les puse una muestra.
Pero no es como mas se ha trabajado. Pero no les he dicho que es la base y esto es
la altura. Primero me tengo que acordar yo. Esto lo hizo la formadora, bueno, lo
hemos hecho las dos. Estoy muy contenta, porque de lo que me esperaba que

hiciesen. Hasta se atreven a representarlo... (Febrero 2013)

Leire reconoce que ha mencionado en clase, con la ayuda de la formadora, las diferentes
estructuras multiplicativas, pero que no ha profundizado en todas ellas. En concreto,
alude al sentido geométrico de la multiplicacién como area de un rectangulo. Leire
manifiesta que no lo recuerda bien como para trabajarlo con profundidad en clase. Esta
identificacidon de una dificultad queda en el aire, sin indicios de reflexidn posterior sobre

ella.

Las practicas matematicas sobre las que versan estas dificultades suponen una innovacion
para la practica de Leire. El uso de estrategias matematicas en los juegos, estructuras

multiplicativas distintas de la suma repetida o descomposiciones no candnicas son
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contenidos que el andlisis de la identificacion del conocimiento del contenido de Leire

mostraba que eran poco o nada utilizados

Identifica un error propio sobre e un contenido matematico

Con este cédigo se pretende indagar en el conocimiento de didactico matematico sobre la
practica que resulta de identificar errores o dificultades propias en el tratamiento
matemadtico del contenido. Al igual que el andlisis del error en los estudiantes se
considera una oportunidad de aprendizaje para los mismos y para el grupo de la clase
(Munoz-Catalan, 2009), ahora se analiza si la identificacion de una dificultad o error ha

proporcionado indicios de conocimiento en Leire.

- Estrategias de cdlculo desconocidas y generalizacion

Durante la discusidn conjunta Leire identifica algunas estrategias, EC, que no le eran

familiares, por ejemplo la estrategia abreviada de multiplicacion por once:

Formadora: Trece por once yo hago: ciento treinta mas trece, ciento cuarenta y tres. Y
luego te puedo decir artificios: siempre que multiplico un nimero por once, los dos
extremos quedan iguales y los sumo en el medio. Pero aqui no hay concepto, hay
un artificio. Trece por once son ciento cuarenta y tres y lo hago rdpido. Si esta
escrito, yo ni pienso *..+Estrategias sin concepto.

Leire: Esto no lo sabia. (Septiembre 2011)

Al curso siguiente, Leire explica a sus compafieras del ciclo superior esta estrategia y

como la ha enseiado en clase:

Leire: Yo ofreci las dos, pero se quedaron con esta [la estrategia abreviada]. Pones
esto, sumas estos dos, y doscientos cincuenta y tres. Pones la centena, esta es la
unidad, y dos mas tres es cinco.

Leonor: éPero qué pasa...?

Leire: Con tres no.

*+

Leire: Yo lo expliqué de otra manera porque no la habia entendido. Habia entendido
qgue habia que poner... no sé qué, me lié. Me quedo asi y dije: no lo estoy haciendo
bien. Esta es la primera vez que lo hago...

Formadora: Hay un problema [escribe en la pizarra 82x11]

Leire: Cuando suman diez.

Leonor: Los mayores dicen ‘éY si suma mas de diez?’

Maria: Entonces, équé?
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Leire: A las centenas. Novecientos dos.

Formadora: Pero explicales cémo lo haces.

Leire: Ocho y dos, diez, se lo sumas a las centenas.

Leonor: Aqui va la otra. ¢Y si tiene tres cifras?

Leire: No funciona, lo he intentado, no funciona.

Investigadora: Si que funciona.

Formadora: Si que funciona.

Leire: A mi no, pero yo no soy muy...

[A continuacién la formadora e investigadora explican como funciona la estrategia
para cualquier numero, se enfatiza en la estimacion de cifras del nUmero resultante]

(Abril 2013)

Durante la discusion conjunta se observa que Leire ha asimilado la estrategia que decia
no conocer en septiembre de 2011, pero dice que esta estrategia solo funciona cuando se
multiplica once por un numero de dos cifras. Es decir, explica la estrategia como un
“truco” sin comprensién conceptual, por lo que no parece haber llegado a percibir Ia
matematica involucrada. La discusién conjunta ofrece la oportunidad de profundizar

sobre los elementos matematicos de la estrategia.

- Significado matematico de la igualdad aritmética

Otro ejemplo de toma de conciencia de un error matematico, que lleva a explicitar un
contenido y a ponerlo en practica a partir de entonces, se da en relaciéon a la correcta
simbolizacién de la propiedad distributiva, PR, en concreto en el sentido del signo igual

como equivalencia numérica entre dos expresiones aritméticas.

En febrero de 2012 se grabd una sesion de implementacion del proyecto de innovacion
impartida por Leire en su aula. La finalidad de esa grabacién era la seleccidon de un
episodio para la discusidon conjunta con el resto de maestros del ciclo durante la tercera

sesion de la intervencion formativa de ese curso.

Leire: Es multiplicar cualquier nimero por once. Si tengo que multiplicar doce por
once, ya no es tan facil. Seis por once es facil.

El: Sesenta y seis.

Leire: Es sesenta y seis; pero doce por once es mas dificil. ¢Qué puedo hacer? Si en vez
de once, el once lo descompongo en dos nimeros es mas facil. ¢En qué dos
numeros lo descompongo?

E2: En seis y cinco.

E3: En diez y uno.
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Leire: Vale, en [escribe] 10+1. Si hago [escribe] 12x10, ¢cuanto es doce por diez?, éos
acorddis que multiplicar por diez es poner el mismo ndmero y afiadir un cero?

Coro: Si.

E4: Ciento veinte.

Leire: [Escribe] 120. Y ahora le tendré que sumar... Uno no, un doce que me falta por
sumar

E1: Ah, vale.

E5: Ciento veintiuno.

Leire: E5, me puedes escuchar, que no estds escuchando lo que digo. A ver, esta
multiplicacién es tener: *escribe+12+12+12+12+12... ¢{ Cudntas veces?

Coro: Once.

Leire: Es esto, éno? A ver, lo cuento que he perdido la cuenta. Uno, dos, [cuenta]... diez
y once. Esta multiplicacién es esto, éno? ¢Si o no?

Coro: Si.

Leire: Si multiplico por diez, he hecho esto [cuenta 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9 y 10]. Tengo
esto. ¢ Cuantos me faltan por sumar?

E5: Doce.

Leire: [Escribe] 12.

E6: Ciento treinta y dos.

Leire: Esto es [escribe] 132. (Febrero 2012)

12x11=12x10=120+12=132

N\
10+ 1

[12+ 12412 +12 412 +12 +12 412 +12 +12]+ 12

El episodio seleccionado versaba sobre la explicacidn de una estrategia de cdlculo de Ia
multiplicacién por once por descomposicion y aplicacidon de la propiedad distributiva. En
la grabacidn (Figura 26) se visionaba un error en la explicaciéon de Leire. Este video-
episodio fue mostrado a Leire para su aprobacién antes de llevarlo a la reunién de
discusiéon. Como ella afirma, no observd nada raro en su actuacidn: Yo lo vi sola con ella y
me parecid que estaba bien. ... Mira que no me habia dado cuenta de este igual, ni
pensaba en él (Marzo 2012). Durante la sesién de discusién conjunta, se analizé
matematicamente este episodio, la estrategia que se utiliza, las propiedades de las

operaciones que aparecen y la importancia de la escritura matematica para que los

Figura 26. Transcripcién de la pizarra del video-episodio M3 (Febrero 2012)

estudiantes aprendan el lenguaje simbdlico matematico:
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Después de ver el video de mi actuacion, me he dado cuenta del error que cometia
explicando la estrategia, referente al lenguaje matematico. De hecho, estos dias he
detectado que algunos alumnos cometian el mismo error y por tanto ya lo estoy

corrigiendo. Estoy mucho mds atenta a este tipo de errores. (Marzo 2012)

Al curso siguiente, cuando Leire explica a las maestras del ciclo superior la estrategia de
multiplicar por once dice:

Leire: [escribe en la pizarra 23x11] Esto es descomponer el once en diez mas uno. Esta
es la tipica [sigue escribiendo =23x(10+1)=230+23=253]. Ya si lo pones asi trabajas
ademas la propiedad distributiva.

Formadora: Esta es la tradicional, doscientos treinta mas veintitrés...

Leire: Pero claro, siempre se equivocan y te suman uno. Esta es una de las que habia,

que es la que yo hice el afio pasado. (Abril 2013)

Burgell y Ochoviet (2015) afirman que de los multiples significados que posee el signo
igual, los estudiantes suelen adjudicarle el de operador o el de propuesta de actividad. En
el error inicial de Leire, se puede ver una causa de esa adjudicacion en los maestros de
primaria, que no suelen prestar atencidn a la notacién. Leire afirma, una vez identificado
su error, que muchos de sus estudiantes también lo cometen. En la explicacidon de una
estrategia que propone en la reunién de discusidn con las maestras del ciclo superior, se
observa que este error ya no se comete y, de hecho, Leire reconoce que asi se trabaja la

propiedad distributiva.

A diferencia del cddigo anterior, en este caso el conocimiento sobre cuestiones
problematicas de la practica de ensefanza se inicia con la identificacion de un error
propio en el tratamiento de contenidos matematicos durante la practica. El andlisis
muestra que estos errores identificados son ocasién para corregir o afinar un

conocimiento matematico.

Muestra interés por un cambio de practica

Dentro del conocimiento de cuestiones problematicas de la practica de ensefianza, se
analizan a continuacion las evidencias de una reflexion sobre la practica que mueve a la
accién, que busca un cambio o mejora en la practica sostenida en el tiempo. La capacidad
de aprender de las experiencias docentes promovidas por la reflexidon conjunta es una de
las caracteristicas del profesor competente segun Shulman y Shulman (2004). Esta
capacidad debe llevar a comprometerse en una revision pedagdgica de la practica, de

manera que promuevan una mejora de la practica sostenida en el tiempo.
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- Ensenanza de algoritmos gue respetan el valor posicional del niumero

En la primera sesidn de discusidn tras la practica observada, Leire cuestiona a la

formadora sobre la forma habitual que utilizan en la escuela para ensefiar los algoritmos:

Leire: Yo tengo una pregunta. Cuando comenzamos a ensefiar a sumar, a restar..., o
sea, yo pienso que hacemos... cifras. No insistimos en, yo qué sé, por ejemplo, esto
que tu has dicho ahora: "ciento veintitrés mas catorce". Tu haces: tres mas cuatro,
siete. Dos mas uno...; pero no vemos que quedan "doce [decenas] mas [una
decenal", éme explico?

Formadora: Ciento veintitrés..., por ejemplo.

Leire: Da igual.

Formadora: Esta muy bien, va, vamos a deducir.

Otros: Unidades mas unidades.

Leire: Que no se podria decir...

Formadora: Cifras, ella ha dicho cifras, jesta muy bien, eh!

Otros: Si.

Formadora: Tres y cuatro, siete; dos y uno, tres...

Leire: Esto es lo que hacemos.

Formadora: Esto es lo que se hace, pero aqui no se trabaja el valor posicional.

Otros: Vale.

Leire: ¢COmo?, éicomo lo podriamos hacer?, esto quiero yo. (Septiembre 2011)

En esta primera reunion, Leire se replantea la forma habitual de ensefianza de los
algoritmos, ALG, al contrastarlo con el trabajo del valor posicional en las estrategias de
calculo sobre el que insistia la formadora. Sin embargo, el diario de reflexién no indica
una repercusién sobre la practica de este cuestionamiento. Durante la segunda reunién
de discusién, Carla, la maestra paralela de Leire, plantea la pregunta de cémo enseiar el
algoritmo de la multiplicacion. Se evidencia que ha habido una reflexiéon entre las dos

maestras de tercero sobre la forma de ensefar a multiplicar:

Carla: También esto de compartir con los otros, por ejemplo: ahora con Leire
hablabamos, al empezar la multiplicacién, écdmo la hacemos? La podemos hacer
de las dos formas, para que los nifios sepan. *..+Asi que estdbamos hablando de
como hacerla, queriamos preguntarte cdmo podemos hacerla. De qué manera
hacerla.

Formadora: éCuando empezaréis a ensefiarla?

Leire: Ya. (Enero 2012)
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El guidén de reflexion que rellenan durante la reunidn indica lo siguiente sobre el

cuestionamiento de la practica:

[éQué os aporta como equipo docente estas reflexiones en las reuniones de ciclo o en
la programacion con tu maestra paralela, y qué problemas pueden surgir?]

A mi me hace cuestionarme muchas cosas: cdmo ensefiar los algoritmos. (Enero 2012)

En esta ocasidn, el diario de reflexién posterior a la reunidn si evidencia que ha habido un

cambio de practica y muestra el efecto percibido de este cambio en los estudiantes:

Hace afios que pienso que siempre pedimos a los nifios los algoritmos y si eso
realmente es tan importante. Lo es, pero creo que tener el concepto claro lo es mucho
mas. Con mi companiera, después de esa reunidn decidimos ensefar la multiplicacion

aplicando la propiedad distributiva y los nifios y nifias lo entendieron en seguida.

Com aprenem la multiplicacié?

cou TREBALLEM EL CONCEPTE

456
__x8
48 Nabis
400
4 3200 = 8 x 400 unitats

64 Trebaliem la posicié
Treballem la forma polinémica dels nombres
Treballem les propietats

(Marzo 2012).

Figura 27. Fragmento de la presentacién sobre cdmo ensefian matematicas en la Escuela (Marzo 2012)

Este cambio de practica se ve reflejado en la presentacidn que prepara Leire para explicar
como ensefian en la Escuela la multiplicacién (ver Figura 27) y en la practica sostenida en

el tiempo, como se refleja en la siguiente cita del curso 2012-2013.

Investigadora: ¢Los algoritmos los estais haciendo como el afio pasado la
multiplicacion?

Leire: No los hemos empezado todavia, pero si, lo haremos. Ya lo dijimos en la reunidn
de padres; una de las cosas que hicimos fue explicar como hariamos la
multiplicacién y la division. *..+ La multiplicaciéon la hacemos descomponiendo.

(Noviembre 2012)
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- Introduccion de material manipulativo en la ensefianza

Otro ejemplo de cuestionamiento sobre la practica del que hay evidencias que conduce a
un cambio de practica versa sobre la ensefianza de la numeracién mediante material
manipulativo. En la primera sesién de discusion, la formadora concluye la reunion

mostrando el material manipulativo de multibase:

Formadora: Esto, creéis que os sirve para algo, este material...
Leire: Yo con esto tengo un problema. Como no hemos manipulado como alumnos y

muchos... (Septiembre 2011)

Leire reconoce que al no haber aprendido la numeracidn utilizando este material cuando
ella era pequefia, no sabe como usarlo para ensefiar. En el cuestionario pasado en abril,
Leire reflexiona de la siguiente manera sobre los aspectos de sus clases de matematicas
que considera mejorables: Todavia falta manipulacion con diferentes materiales. Por

ejemplo, no hemos utilizado el material manipulable traido por vosotros (Abril 2012).

Al identificar esta dificultad, Leire pide ayuda para preparar unas clases para los ciclos
inicial y medio en las que se trabaje la numeraciéon manipulando. La formadora y la

investigadora preparan unas actividades que se le envian a Leire para que las analice:

El primer afio que trajeron esto yo estaba en segundo y no lo utilizamos, es lo que le
dije a la formadora, es que no sé cdmo utilizar este material. Me gustaria saber qué
puedo hacer. Por esto, la Ultima vez que vinisteis me hizo una clase. Porque le dije:
creo que es muy positivo, es decir, que con esto puedo trabajar mucho, pero no sé
como hacerlo. De aqui es de donde salié la idea esta. Asi, cuando lo tenga mas claro ya
hablaré con las maestras de primero, segundo, tercero y cuarto y a ver qué les parece,
porque claro, tampoco quiero imponer nada, pero bueno. Les diré, hay nifios que les
cuesta, pero hay nifios que podrian..., yo pienso que podrian entender mejor como

funciona la numeracién. (Noviembre 2012)

Leire intuye que su dificultad proviene de no dominar suficientemente la practica de
ensefianza con material manipulativo: Me da un poco de respeto, porque claro, como no

dominas. Bueno es como todo, me da cosa, pero bueno (Noviembre 2012).

Con las clases que prepara, Leire realiza una clase con la formadora en el ciclo inicial. En

su diario de reflexidn, Leire anota que se siente insegura:
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Tu [formadora], siempre vas mas alld y yo todavia no domino suficiente para poder
hacerlo tan bien. Supongo que necesito tiempo (yo y mis inseguridades, jajaja). (Enero

2013)
En la entrevista desglosa con mas detalle de dénde proviene su dificultad:

Investigadora: Al final, ¢habéis hecho la reunion de maestros para presentar lo del
trabajo de multibase?

Leire: No. Yo he hecho lo de las multibase en los dos terceros. Pero es que cuando vi a
la formadora en segundo, no me quedé muy convencida de mi misma. Quiero
decir. Le escribi a la formadora para que me mostrase el video que grabasteis, para
ver lo que hizo ella y lo que hice yo. Porque yo no me senti segura. Como no me
senti segura... Yo soy muy insegura en todo. Cuando me siento segura, vale, pero
cuando no estoy segura me echo para atras. Tengo mucho sentido del ridiculo.
Delante de las compaiieras, hacer una cosa de la que no estoy segura, me cuesta.
Entonces he dejado pasar. Tendria que ir a primero, segundo y cuarto, pero como
no estoy muy convencida yo. De cdmo hacerlo, no de que no esté bien la idea, ni
mucho menos. De enfrentarme delante de una clase... Noto que todavia tengo
carencias, y como tengo carencias...

Investigadora: Pero carencias, ien qué sentido? ¢En cédmo gestionar la clase en grupos
de cuatro?

Leire: Si, y yo veia que la formadora iba mas alld. Yo me quedaba en lo que me
mandaste tu, mirando siempre el papel, pero la soltura de: "Y ahora hagamos esto,
ahora esto" no la tengo todavia, y eso me coarta. Lo he hecho en mi clase y en el
otro tercero, es decir, con los alumnos con los que tengo mas trato, si. Pero, claro,
tendria que ir a las otras clases también. [...] Con ellos he trabajado la primera
ficha: apropiarse del material; y he hecho también restas llevando. *..+ Me siento
mas cdmoda haciendo operaciones. Creo que me es mas facil con el material. Yo le
veo mucha utilidad al material en si, pero no sé sacarle todo su jugo. (Febrero

2013)

Las citas anteriores sugieren que Leire comienza un cambio de practica sin perder la
sensacion de inseguridad y falta de dominio. Como Leire ha tardado mas de un afo en
incorporar a la practica del aula el material multibase, para buscar evidencias de si el
cambio de practica es sostenido en el tiempo se ha de recurrir a fuentes complementarias
de datos. En un correo electrénico en el que se preguntd a Leire sobre este punto, ella

contesta:
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El aflo pasado [curso 2012-2013] usé el material multibase en primero, segundo y
tercero. Este curso [2013-2014], la verdad, no lo he usado mucho. En alguna clase,

para aclarar algunos problemas (para recordar la resta llevando). (Abril 2014)

Esto contrasta con lo gue se expone en un correo posterior:

Este curso 2014-2015, he comenzado a utilizar el multibase de entrada en mis clases,
tanto en segundo como en tercero. En segundo estamos haciendo las decenas vy las
unidades y con el material les es mas sencillo, aunque a la vez plasmarlo en el papel les
cuesta mucho mas. En tercero hemos empezado explicando los nimeros de tres cifras
y creo que con este material les es mucho mas facil distinguir la posicion del nimero
respecto del valor posicional, sobre todo a aquellos alumnos que les cuesta la
abstraccidn. Este curso pienso llevar y utilizar el multibase a todas las clases que me

sea posible. (Septiembre 2014)

Aqui si se encuentran evidencias de un uso del material para la ensefianza de la
numeracion, ya no impulsado por la formacion que concluyé mds de un afio antes. Por

otra parte, este uso se ve fortalecido por la consideracion de los resultados sobre los

estudiantes.

Cédicos M1-1T M2 - 2T M3-3T | M4-1T M5 - 2T M6 - 3T
: 2011-12 2011-12 | 2011-12 | 2012-13 2012-13 |2012-13

Manifiesta una dificultad EM
para innovar una practica
de ensefianza

EC EC
VP CD | VP
Identifica un error propio
sobre e un contenido
matematico
EC PR EC EC
VP VP VP CD
Muestra interés por un
cambio de practica ALG ALG ALG

Tabla 18. Evolucidn del conocimiento de cuestiones problemadticas de practicas de ensefianza

La Tabla 18 resume los contenidos matematicos relevantes que son objeto de este
conocimiento sobre cuestiones problematicas sobre la practica segun los momentos
formativos en los que se han identificado. En esta Tabla se muestra la escasez de esta

problematizacion de la practica.
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La enseianza de los algoritmos respetando el sentido del valor posicional de los nimeros
y la introduccién de material manipulativo en el aula son ejemplos en los que se observa

un cambio sostenido en el tiempo. Estos ejemplos no son numerosos en los datos.

No todas las ocasiones en las que Leire demuestra identificar lo que para ella supone una
problemdtica sobre la practica han tenido la misma repercusién sobre la practica de
ensefianza. El argumento que tiende a aducir para justificar la dificultad de innovar ciertas
practicas es la falta de dominio o de conocimiento matematico. También considera un
problema el no haber aprendido de esa manera cuando ella era estudiante. En los casos
en los que inicia nuevas practicas en las que percibe la inseguridad por falta de dominio o
de experiencia previa, el tiempo que requiere para afianzar la practica innovada es largo:
en ocasiones se requieren de varios anos para mantener la practica y considerarla parte
de su propia practica de ensefianza. Sin embargo, se observa que cuando la identificacién
de nuevas practicas responde a un cuestionamiento sobre una practica habitual que
considera mejorable o una identificacion de un error propio, la transformacién de la
practica es rapida. Los datos evidencian que en menos de un afo llega a cambiarla y se

sostiene en los siguientes cursos.

Conocimiento practico de las relaciones entre contenidos matematicos de diferentes

materias / cursos

El analisis del conocimiento didactico matematico de Leire pasa por indagar sobre el
conocimiento de las relaciones de los contenidos matematicos relevantes con (1) otros
contenidos intra o extramatematicos y (2) las relaciones entre lo que los estudiantes
conocen de cursos anteriores o deben conocer para afrontar los contenidos que veran en
cursos posteriores. Es decir, el conocimiento curricular considerado por Shulman (1986)
en su doble vertiente horizontal y vertical, que tanto Ball, Phelps y Thames (2008) como
Carrillo, Climent, Contreras y Mufioz Catalan (2013) incluyen dentro del conocimiento

didactico.

Para abordar este analisis se define el tema Conocimiento prdctico de las relaciones entre

contenidos matemadticos de diferentes materias/cursos que engloba tres codigos:

- Relaciona contenidos intra/extramatematicos con contenidos matematicos
relevantes

- ldentifica el trabajo de contenidos matematicos en cursos precedentes

- ldentifica el trabajo de contenidos matematicos en cursos posteriores.
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Relaciona contenidos intra/extramatematicos con contenidos matematicos relevantes

Se busca identificar el conocimiento de las relaciones de los contenidos matematicos
relevantes con otros contenidos intra o extramatematicos que los estudiantes ven
simultaneamente.

El analisis de este cddigo ha consistido en identificar las citas en las que Leire trabaja los
contenidos matematicos relevantes estudiados en otros contextos ya sea porque surgen
en problemas contextualizados del proyecto de innovacién propuesto por la formacion,
ya porque se relaciona con otras asignaturas o contextos matematicos. Por ejemplo,
cuando en la asignatura de conocimiento del medio se estudian los desplazamientos,

aprovecha para trabajar las medidas y la conversiéon de medidas:

Estamos haciendo medio [conocimiento del medio], y me sale que se desplazan a no sé

cuantos kildmetros y... aprovecho para trabajar kildmetros, metros. (Marzo 2012)

En esta ocasion, Leire relaciona esta conversion de medidas con el conocimiento del
sistema decimal posicional, VP:

Leire: Y yo veo esto, que si tu vas a trabajando la posicion de los numeros, luego les es
mucho mas facil, todo. El razonamiento matematico es mucho mas sencillo.

Investigadora: Va todo unido, ¢verdad?

Leire: Todo. Los kildmetros... Para pasar de kilbmetros a metros, a decimetros..., aquel

17

tema era un rollo y decias: “iMadre mial”, no lo entendian, en ningin momento.

(Marzo 2012)

Encontramos otro ejemplo en la asignatura de educacién fisica en la que se forman
equipos con atencién al concepto y cdlculo de la divisidn mediante la propiedad de
relacion inversa de operaciones, aprovechando asi el conocimiento de las tablas de
multiplicar que estan estudiando los alumnos, PR y TM. Al respecto, Leire explica lo

siguiente:

Yo soy maestra de educacidn fisica, y en mis clases de educacidn fisica yo ya lo habia
hecho, desde siempre. Tenemos que repartir en cuatro grupos, tal y cual, ¢cuantos
hay? Pero no habia dicho que era una divisién; pues ahora es que: “¢Qué tenemos que
hacer? Una division. ¢Cual? Tal. Y ya estdn dividiendo. “Di el nUmero que multiplicado
por cuatro se acerca al veinticinco. Tal”. Como ya empiezan a saber las tablas... (Marzo

2012)
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Estas citas dan cuenta de ocasiones en las que Leire relaciona diferentes contextos
extramatematicos trabajados en otras asignaturas con contenidos matematicos
relevantes. En este Ultimo ejemplo, se observa que Leire estd acostumbrada a aprovechar
el contexto de reparto que se da en otras asignaturas, como el deporte, para trabajar la
division mediante el uso de la propiedad de relacién inversa entre las operaciones
multiplicacién y divisidn; sin embargo, alude como novedad el hecho de explicitar que lo

que se estd haciendo es una division.

Identifica el trabajo de contenidos matematicos en cursos precedentes

- Valor posicional

En cuanto a las relaciones con otros cursos, se busca primero identificar el conocimiento
de Leire sobre lo que sus estudiantes conocen o deberian trabajar en cursos precedentes
al suyo. Durante el curso 2010-2011, Leire impartia clase en segundo de primaria y
durante los cursos 2011-2012 y 2012-2013 imparte clase en tercero. Probablemente por
este motivo se encuentran numerosas citas sobre el trabajo de los contenidos

matemadticos en segundo. A modo de ejemplo se muestran las siguientes:

Me acuerdo de que, en segundo era: “diez mas diez, veinte o dos decenas...”. No se me
hubiera ocurrido nunca decir “veinte o dos decenas”. Y ahora lo hago con decenas, y

ahora lo hago con unidades... Y claro, eso les da un bagaje a los nifios. (Marzo, 2012)

Esta cita no solo muestra el trabajo del valor posicional de las cifras, VP, fomentado por
la formadora durante las clases modelo comenzadas en 2010-2011 con el ciclo inicial.
También se alude a fomentar el conocimiento de los estudiantes sobre el sistema de

numeracion.

- Algoritmo de la resta

En ocasiones, el trabajo de contenidos matematicos relevantes en cursos precedentes,
como son los algoritmos, ALG, es conocido, pero no continuado. La siguiente cita muestra
gue Leire conoce como se enseiia el algoritmo de la resta en segundo —fue ella quien lo
ensefid a sus alumnos el curso precedente cuando impartia clase en segundo—, pero

como ella no suele restar de esa manera, afirma no recordarlo:

Ya lo dijimos en la reunidn de padres; una de las cosas que hicimos fue explicar cémo
hariamos la multiplicacion y la division. Claro, se quedan asi... “Ah, la resta ya era rara
en segundo”. Yo ahora ya no sé restar como restamos aqui. De hecho, los nifios ya

vienen con la resta. Yo no insisto mucho en eso, yo les ensefio cdmo se hace de la otra
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manera, como hacen los padres; pero si un nifilo me tacha arriba épor qué le tengo que
liar? Es mi opinion, por qué le tengo que liar; ahora cambia para que lo haga de la otra

manera si ya lo ha aprendido asi, ya esta. (Noviembre 2012)

Leire dice reconocer el algoritmo de la resta que traen aprendido sus alumnos si un nifio
me tacha arriba. Sin embargo, ella ensefia el algoritmo tradicional como hacen los padres.
Con todo, respeta la forma de hacer de sus alumnos, reconociéndola como correcta.
Aunque en esta cita se evidencia ese abandono de la practica aprendida el primer afio de
la formacidn sobre la resta llevando, la introducciéon del material manipulativo, que se
analizé en el tema sobre el conocimiento de cuestiones problematicas de la practica de
ensefianza, pone de manifiesto que Leire llega a relacionar el trabajo de
descomposiciones variables del nimero con el algoritmo de la resta. El uso de material
manipulativo sobre el sistema decimal posicional la lleva trabajar de una forma nueva en

tercero los conocimientos previos de los estudiantes.

El aflo pasado [curso 2012-2013] usé el material multibase en primero, segundo y
tercero. Este curso [2013-2014], la verdad, no lo he usado mucho. En alguna clase,

para aclarar algunos problemas (para recordar la resta llevando). (Abril 2014)

Estas citas muestran un conocimiento del trabajo que realizan los estudiantes de la
escuela en segundo. Este conocimiento le lleva a utilizar los contenidos matematicos ya
aprendidos o respetar la forma de realizar cdlculos que aprendieron sus estudiantes,
aunque ella afirme haberse olvidado, o de buscar formas de representar conocimientos

previos.

Identifica el trabajo de contenidos matematicos de cursos posteriores

Las relaciones entre contenidos miran también a los conocimientos que los estudiantes
veran en cursos posteriores. Esta mirada hacia delante considera la familiaridad de la
maestra con los conocimientos que los estudiantes adquiriran en otros cursos y el
tratamiento de los contenidos que imparte de forma que preparen a una matematica mas

avanzada.

- Propiedad distributiva

Un ejemplo de tratamiento de contenidos matematicos que aparecen en su clase y que
Leire aprovecha para preparar futuros conocimientos es el del uso de la propiedad
distributiva, PR. Este contenido se ensefa formalmente en cuarto de primaria, pero
aparece en relacién con contenidos de tercero. En un primer momento, se ve que Leire

comienza a utilizarlo con cierta dificultad:
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Ayer, en mi clase salio la propiedad distributiva, y la hice. Preguntandole a ella

[formadora] ées la propiedad distributiva?, porque claro... (Enero 2012)

En esta sesion de discusion conjunta, Leire comenta que ha identificado la propiedad
distributiva en su clase y, previa consulta a la formadora, la ha utilizado. En esta misma
sesidn, preguntan a la formadora cémo ensefar el algoritmo de la multiplicacién y la
formadora muestra el algoritmo en columna explicitando la descomposicién numérica y

uso de la propiedad distributiva:

Hace afios que pienso que siempre pedimos a los nifios los algoritmos y si eso
realmente es tan importante. Lo es, pero creo que tener el concepto claro lo es mucho
mas. Con mi compafiera, después de esa reunidn decidimos ensefar la multiplicacién
aplicando la propiedad distributiva y los nifios y nifias lo entendieron en seguida.

(Marzo 2012)

Este primer paso de explicitacion de la propiedad distributiva que sostiene un contenido
impartido en tercero lleva a Leire a avanzar en la mirada matematica hacia adelante. Al
curso siguiente, Leire hizo trabajar por parejas a sus alumnos sobre el sentido de la
multiplicaciéon de doce por tres. Una pareja escribe en la pizarra lo siguiente: 12 X 3 =
(10+2)x3=10x3+2x%x3 =30+ 6 =36 (Figura 28).

Figura 28. Fotograma de una clase sobre multiplicacion (Febrero 2013)

En la entrevista posterior Leire explica el motivo de haber introducido la simbolizacién de
la multiplicacidon en horizontal en tercero, pese a ser un contenido propio de cuarto de

primaria:

Leire: Hay dos temas de matematicas que son de multiplicacién, como que la hacen
[en el libro de texto] tradicionalmente, el primer tema es sin llevarse nada vy el
segundo tema con llevadas. Pero como nosotros lo hacemos asi [algoritmo en
columnal, son dos temas de multiplicacion. Y pensé, ¢y si lo hacemos asi? Se me
ocurrié. Vamos a hacerlo en horizontal. Ya sé que no entenderéis mucho, pero
bueno. Hemos hecho unos cuantos. A veces dudan, é{qué tenemos que hacer,

multiplicar? Pero bueno.
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Investigadora: Me ha sorprendido porque ponen bien los paréntesis... écuando se hace
esto?

Leire: Esto, en cuarto se hace la propiedad distributiva. Pero claro, si hacemos asi la
multiplicacion es mucho mas facil, porque esto es lo que estan haciendo
mentalmente, lo Unico que aqui les hago que lo escriban, por eso se hacen un lio.
Porque esto mentalmente, si, ya hacen tres por dos y tres por diez o tres por dos y
tres por una decena, ya que estamos insistiendo en esto. Yo le he dicho a Carla, lo
hemos hecho en horizontal y han sido dos grupos lo que los han hecho. Solo han
sido dos grupos, pero ya han sido dos. Y los otros no les suena a chino, porque ya lo

han visto. (Febrero 2013)

- NuUmeros decimales

Esta cita introduce otro ejemplo donde se muestra cémo Leire aprovecha problemas en
contexto para preparar la introducciéon de contenidos en cursos superiores. Los nUmeros
decimales aparecen numerosas veces en el contexto de la vida de los alumnos y en los

problemas de cdlculo que trabajan en tercero.

Le encuentro aplicaciones [del proyecto de innovacion introducido por la intervencion
formativa] a todo. Y claro, que un nifio te sepa pues la propiedad distributiva, la
propiedad conmutativa, la propiedad asociativa que empezaremos a hacer, o sea, jes
fantastico! En mi clase salen nimeros decimales, me han salido fracciones..., y no
saben lo que es; si que saben si es la mitad de uno, pues es cero coma cinco. Entonces
“Ah claro, por eso yo veo en casa, o en no sé dénde, la coma”. “Pues eso quiere decir
que es medio”. “{Ah!”. O sea, y “También se puede escribir uno partido por dos”, tu lo

vas poniendo, el que lo pilla, lo pilla, y el que no, pues no. (Marzo 2012)

Esta cita muestra que Leire aprovecha la aparicién de numeros decimales para introducir
su notacién. No profundiza en la explicacion de los numeros, pues no corresponde a su
temario curricular y dice ser consciente de que hay alumnos que no lo entienden; pero si
introduce la notacién y el vocabulario, a fin de que los alumnos se vayan familiarizando

con esos contenidos.

Esta practica de ir introduciendo los nimeros decimales aprovechando problemas

contextualizados se mantiene al curso siguiente:

En los problemas que hacemos de célculo mental a veces te sale: siete y medio. Dices
es correcto poner 7,5, es correcto poner 7 y % . El nifio que lo pilla, pues fantastico, y el

que no, pues tampoco le toca, quiero decir, no pasa nada. (Abril 2013)
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En estas citas se observa la conciencia de ir preparando el terreno con su ensefianza para

que en cursos posteriores sus alumnos tengan facilidad para aprender ciertos contenidos.

La Tabla 19 resume los contenidos matematicos relevantes que son objeto de este
conocimiento practico de las relaciones entre contenidos que se estudian en el mismo

curso o en otros pero estdn vinculados a lo que ella ensefa.

Cédigos M1-1T | M2-2T | M3-3T | M4-1T | M5-2T | M6 -3T
& 2011-12 | 2011-12 | 2011-12 | 2012-13 | 2012-13 | 2012-13
VP VP
Relaciona contenidos
intra/ extramaticos con -
contenidos relevantes ALG
PR
VP VP CD
Identifica el trabajo de
contenidos matematicos
en cursos precedentes ALG
EC PR
VP VP VP
Identifica el trabajo de
contenidos matematicos
en cursos posteriores ALG ALG ALG
PR PR PR PR

Tabla 19. Evolucién del conocimiento practico de relaciones entre contenidos

Esta Tabla evidencia una escasa relacion entre contenidos intra o extramatematicos que
se estudian durante el mismo curso. Estas relaciones aparecen temporalmente tarde en

los datos y suelen estar relacionadas con problemas contextualizados.

Las relaciones con contenidos estudiados en otros cursos giran sobre todo en el ambito
del cdlculo, siendo notable la ausencia de relaciones en la estructura multiplicativa. Las
relaciones entre contenidos se dan en la mayoria de las citas analizadas por la
introduccidon de notacion matematica o el uso de vocabulario especifico que afianza
contenidos o prepara al aprendizaje de futuros contenidos. La introduccion de material
manipulativo también ha sido ocasién para el trabajo de contenidos ya vistos en orden a

facilitar su comprension significativa.

4.2.2. ldentificacion e interpretacion del conocimiento de los estudiantes

Dentro del conocimiento pedagdgico del contenido se considera el aspecto del
conocimiento didactico matematico que identifica e interpreta el conocimiento de los
estudiantes. Shulman (1986) considera el conocimiento comprensivo de lo que hace que
el aprendizaje de un contenido sea dificil o facil, las ideas previas tipicas de los
estudiantes y sus dificultades o errores. En esta linea del conocimiento pedagdgico se
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analiza el tema del conocimiento de las relaciones de los estudiantes con el contenido
matemadtico, que engloba tres cédigos, desde un conocimiento mas descriptivo a uno mas

interpretativo:

- Identifica un contenido matematico en una respuesta correcta de un alumno
- Distingue la complejidad y/o potencial de una tarea

- Identifica qué contenido matematico no es comprendido por el alumno

Identifica un contenido matematico en una respuesta correcta de un estudiante

El analisis del conocimiento de las relaciones de los estudiantes con el contenido lleva en
primer lugar a considerar las citas en las que identifica respuestas correctas, suponiendo
un conocimiento del contenido en los estudiantes que asi responden. Zapatera y Callejo
(2015) muestran que los maestros de primaria tienen mayor facilidad en identificar los
elementos matematicos usados por sus alumnos que en interpretar la comprensién de los

estudiantes.

Cuando Sherin, Linsenmeier y van Es (2009) describen las caracteristicas de un video-
episodio escogido para la discusidén entre profesores sobre la comprensién del contenido
por parte de los estudiantes, utilizan una gradacion en cuanto a la profundidad del
pensamiento de los alumnos que refleja el episodio. En las citas que se presentan a
continuacion no se trata de video-episodios previamente seleccionados, sino de
descripciones que realiza Leire sobre respuestas de los estudiantes. Pero se considera
valida la clasificacion entre: descripcién de tareas rutinarias hechas de memoria,
descripcién de hechos en los que el estudiante busca dar sentido a tareas rutinarias y
descripcién de tareas matemadticas no rutinarias realizadas por el estudiante para dar

sentido a sus acciones.

- Describe situaciones rutinarias

Pocos ejemplos hay de mera descripcidn de situaciones rutinarias en las que los alumnos
hacen uso de la memoria. Un ejemplo se encuentra en la descripcién que hace del video-

episodio de una compaiiera de segundo que se visualiza en la discusidon conjunta.

Hay alumnos que saben de memoria la mitad y, los que no, lo hacen graficamente.

(Marzo 2012)

Leire identifica que las respuestas de algunos alumnos son una muestra de un
conocimiento aprendido de memoria. Ademas sabe reconocer otras estrategias que

utilizan cuando les falla el recurso de la memoria.
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En otra ocasion, Leire identifica la relacion inversa entre las operaciones suma y resta en
la respuesta correcta de un estudiante que habia sido considerada incorrecta por parte de

su maestra:

Formadora: En el primer problema que va de repartir, icreéis que las soluciones
puestas en la pizarra y aceptadas como buenas por la maestras son adecuadas para
este problema de repartir o creéis que como el nifio ya lo tiene asumido que la
mitad es repartir solo comprueba aunque no tenga que ver con los datos del
problemas? La pregunta es cdmo hay que gestionarlo. éQué tenemos que trabajar
cuando trabajamos la resolucién de problemas?

Leire: Cuando la nifia pone cuatro mas seis igual a diez ella le ha dicho que no, para mi

si es correcta. En el fondo es cudnto le falta para llegar a diez. (Marzo 2012)

El problema que estdn comentando tiene este enunciado: “Marta tiene cuatro colores,
écuantos le faltan para llegar a una decena?”. En esta cita se evidencia que Leire
interpreta la respuesta de la estudiante que ha escrito 4 + 6 = 10 como resultado a
4+ _=10. En un comentario previo que realiza supone que la estudiante se sabe de

memoria los hechos basicos de la suma.

Este tipo de descripcidn se suele hallar en las respuestas a los guiones de reflexiéon en los
gue se pregunta por las diferentes estrategias de resolucién que utilizan los alumnos

durante las sesiones visualizadas.

- Describe situaciones rutinarias en las que los estudiantes dan sentido a la accidn

matematica

En el cuestionario inicial se pide valorar las respuestas de varios estudiantes y justificar
cual es “la mejor” matematicamente de entre ellas. La respuesta escrita del estudiante 1
de la Figura 29 es: ‘Mira, yo sé que treinta + veinte = cincuenta; siete + cinco=12;

cincuenta+12=62’; la justificacion de Leire a su valoracion es:

Porque entiende la suma y ademas utiliza la descomposicién. (Septiembre 2011)
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Figura 29. Respuesta mejor valorada por Leire (Septiembre 2011)
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Leire identifica en esta respuesta la descomposicidon aditiva por valor posicional, CD,
realizada por el estudiante 1. También interpreta la comprensién de la suma por el
correcto uso de un algoritmo no tradicional basado en las propiedades del sistema
decimal posicional. La descomposicion numérica aparece aqui como elemento clave del

algoritmo de la suma utilizado para dar cuenta del conocimiento del estudiante.

- Describe situaciones no rutinarias

Al hablar de situaciones no rutinarias, Leire hace referencia a acciones matemadticas que
le sorprenden. Los estudiantes inventan estrategias o procedimientos que muestran un

conocimiento matemadtico profundo de algunos contenidos matematicos relevantes.

La descomposiciéon numérica es un contenido recurrente en las descripciones que realiza
Leire de las producciones de los estudiantes. Tras la participacion en la primera clase
modelo y la reflexién conjunta, Leire responde a la pregunta de qué han hecho los

alumnos que pueda ser significativo para su aprendizaje:

Algunos descomponen los nimeros para tener mas facilidad a la hora de hacer dobles,

los problemas... (Septiembre 2011)

Aqui la descomposicién aditiva es una estrategia facilitadora del cdlculo. Esto mismo
identifica en su practica de aula:

Formadora: ¢Qué resaltarias de este episodio como importante para el desarrollo
numérico de los alumnos?

Leire: Que es muy importante la descomposicién de los nimeros... El otro dia, con
[nombre de una alumnal, aluciné. Con un problema con el veinticinco que tenia
que quitarle diez. E hizo: veinticinco es diez mas diez mas cinco, si quito un diez,

quince. Es verdad, y es una nifia que le cuesta mucho. (Enero 2012)

Al afio siguiente, Leire realiza una clase sobre multiplicacion de la que se analiza una parte
en la discusion con las maestras del ciclo superior. Ella destaca dos elementos
matematicos relevantes como importantes para el desarrollo del pensamiento numérico
de sus alumnos, CD y VP: La mayoria ha adquirido muy bien la descomposicion numérica y
el valor posicional. (Abril 2013). Este comentario que se ve desarrollado en la reflexién
conjunta:

Formadora: ¢{Qué mas hay aqui? Ademas de las propiedades, ademas del sentido

3trico, 3 v ici .éQué mé ui?, é ] 3
eométrico, ademas del valor posicional. ¢ Qué mas hay aqui?, {detectais mas cosas
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que se trabajan aqui para desarrollar el sentido numérico que queriamos
transmitir?

Leire: Quizas me repito, pero la descomposicién de los nimeros. *..+ Tengo un nifio
que me hace esto. *..+Este siempre descompone, se lo monta para tener siempre

dieces, descompone cinco, cinco y a partir de aqui lo hace todo. (Abril 2013)

Acerca de la estructura de la multiplicacion, EM, y de entre los modelos de multiplicacién
utilizados por sus alumnos en una clase, Leire resalta el esquema de correspondencia: He
visto cosas aqui que me he quedado sorprendida. Con la formadora contdbamos que
hiciesen multiplicacion y suma, pero han hecho esto, incluso reparto... (Febrero 2013). En

la sesion donde se analiza un video-episodio de esta clase, Leire vuelve a insistir:

Formadora: ¢No sé Leire tu qué puedes decir, en el episodio si se ve claramente la
diversidad?

Leire: Yo creo que si

Formadora: ¢Por qué?

Leire: A mi me ha sorprendido mucho esta, la del doce por tres, hace tres lineas. Si que
lo hemos trabajado, pero me ha sorprendido mucho esta forma de representarlo.
Se lo he comentado a Isabel [la investigadoral.

Formadora: La clave estd en dar la oportunidad de que cada nifio lo haga de una
manera distinta. No es “doce por tres, treinta y seis” porque te tienes que aprender
las tablas o el algoritmo. Hay distintos tipos de representacién, geométrica, la del

arbol, distintos algoritmos... (Abril 2013)

Leire también identifica estrategias de cdlculo de algunos estudiantes. Esto conlleva
varios contenidos matematicos relevantes, la relacién inversa entre la multiplicacién y la
divisién, la descomposicidn factorial del diez, las propiedades asociativa y conmutativa y
la estrategia de multiplicar por diez. Estos elementos no se ven explicitamente
identificados en el siguiente comentario escrito de Leire, pero si se destaca el uso de
estrategias de calculo:

[¢Qué destacarias de este episodio?]
- No habia pensado nunca que para multiplicar x5 la estrategia podia ser x10y :2.
- Me ha sorprendido la estrategia de Paula [alumna que primero halla la mitad del

numero y luego afiade un cero]. (Enero 2013)

Leire menciona pocos elementos matematicos relevantes. Aparece repetidamente la
composicidon y descomposicion de los nimeros, ligeramente el valor posicional y algunas
propiedades de las operaciones y estrategias de calculo. A excepcién de la estructura del
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sistema decimal posicional, se observa que Leire destaca los elementos que le resultan
mas novedosos o que trabaja menos en sus sesiones de clase como son ciertas estrategias
de calculo o la estructura de correspondencia en la multiplicacion. Sherin, Linsenmeier y
van Es (2009) afirman que los momentos de error o sorpresa son particularmente
educativos para los maestros; aqui no se han considerado los momentos de error, que se
veran mas adelante.

Distinguir la complejidad y/o potencial de una tarea

Este cddigo se formalizd para dar cuenta del conocimiento sobre los contenidos que
muestran dificultad para los estudiantes en general y las tareas matemadticas que pueden
facilitar la comprensién de dichos contenidos. El indicador no responde a una dificultad
concreta identificada en los estudiantes sino a una idea previa sobre las dificultades que
puede generar una tarea. El analisis de este conocimiento cobra mayor interés cuando se
observan variaciones en la apreciacion de Leire sobre la complejidad o el potencial de una
tarea.

En el cuestionario inicial Leire analiza cuatro estrategias de cdlculo (Figura 30):

I
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7% 7 =49 140 =~ 7 = 133 |
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Figura 30. Métodos 3 y 4 de la pregunta 3 del cuestionario inicial (Septiembre 2011)

[Pregunta 5. ¢ Consideras que algunos de los métodos anteriores son féciles de escribir
en la pizarra, pero dificiles de explicar oralmente? ¢Cudles y por qué?] Creo que el
método 3 y 4. Porque los alumnos no tienen tan claras las descomposiciones vy

aproximaciones. (Septiembre 2011)

Estos métodos 3 y 4 se refieren al uso de la descomposicion, aproximacién y propiedad
distributiva como estrategia de calculo. Leire afirma que el uso de las descomposiciones,
CD, y aproximaciones supone una dificultad generalizada para sus estudiantes, EC. Sin
embargo, tras la primera clase modelo de tercero, Leire observa el uso de la

descomposicidon como estrategia de calculo utilizada por sus estudiantes:
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Algunos descomponen los nimeros para tener mas facilidad a la hora de hacer dobles,

los problemas... (Septiembre 2011)

En este ejemplo se observa que la idea inicial de Leire sobre la dificultad generalizada
para los estudiantes ante una estrategia de cdlculo puede verse modificada al permitir el
uso espontaneo de estrategias y observar su uso. En esta ocasién, la observacién de una

practica ajena muestra un potencial contenido en la descomposicion numérica.

Otro ejemplo de reflexién sobre dificultades generalizadas para los estudiantes se halla
en el uso de algoritmos tradicionales. Leire reconoce que la falta de conocimiento de las
tablas de multiplicar puede suponer una dificultad para efectuar el algoritmo abreviado
de la divisién, ALG. Por eso considera que el uso del algoritmo extendido, que incorpora

las operaciones intermedias, es un facilitador para los estudiantes:

El otro dia, Pepe [Director de la escuela y profesor de matematicas en secundaria] les
puso con los de la ESO la divisidon con una resta. Y todos pusieron una cara, no sabian
que era una resta. Yo lo digo, yo venia aqui [de alumna] y yo aqui aprendi con la resta,
y en cambio, compafieras mias que también vinieron aqui, ellas no, porque ya vino la
moda de que... A ver, los nifios ya haran el clic después de que no hace falta hacer la
resta. Pero saben que hay una resta. Yo lo he sabido siempre. Al nifio que le cuesta
memorizar las tablas de multiplicar o... Hay niflos que no tienen tanta memoria, tanta
retentiva, y entonces no se imaginan el nimero, necesitan escribirlo. Pues lo tienen alli
escrito, entonces restan y ya esta. Quiero decir, el nifio que lo necesite que lo haga y el
que no, no. Nosotras ensefiamos el afio pasado en tercero a dividir con la resta.

(Noviembre 2012)

Una discusidn previa con los profesores sobre temas de matematicas permitié también a

Leire ampliar el potencial del algoritmo extendido de la division:

Y fue muy bien [la reuniéon de discusion con los maestros del proyecto de innovaciéon y
el Director] por eso, porque todo el mundo iba diciendo: “pues mira, yo encuentro
esto..., yo encuentro lo otro...”, y Pepe, que estd en la ESO, que no lo hace aun, pero
bueno, que esta en la ESO, dice: “A mi me va sUper bien esto porque luego en la ESO
hacemos esto, esto...”. Y claro es aquello que dices: “Ostras, ves”. Con la divisidn, por
ejemplo, la discusion que hay ahora, ¢no?: “éla hago con resta, o no la hago con
resta?”. iCon restal, al nifio que le cueste, ird mas seguro; y al que no ya llegara un
momento que la hara sin resta, pero empecemos. Y aqui dijo Pepe: “Claro, cuando yo
haga los polinomios, entonces me es mucho mas facil, porque me entienden, tal y

cual”. Claro aqui se acabd la discusién. Y tu dices: “Vale”. (Marzo 2012)
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En esta cita se observa que la discusién matematica con otros maestros permite a Leire
profundizar sobre el potencial de un tipo de algoritmo de division que evidencia
operaciones intermedias para facilitar la comprensién a los estudiantes. A la vez, la
discusién conjunta sirve para proyectar este procedimiento a la division de polinomios

que aprenderan en secundaria, y dota de mayor relevancia al algoritmo extendido.

Otro ejemplo reiterado a la hora de distinguir la complejidad de unas tareas se encuentra
en el andlisis de tareas matematicas que se presenta a Leire para introducir material

manipulativo en el aula.

Formadora: Yo lo que si que le dije es la idea que tu tenias de aprovechar un material
didactico para trabajar el valor posicional. Ella cogié lo que hemos venido hablado y
cred un material muy largo, con lo que ustedes pueden o no dar prioridad a una
parte... No sé, écomo lo viste?, ¢qué te parece?

Leire: No, bien. Lo que pasa es que es eso, hay cosas que veo muy claras para el ciclo

inicial y otras son mas complicadas. Pero bien, en principio bien. (Noviembre 2012)

El conocimiento que capacita a Leire para distinguir la complejidad y/o potencial de una
tarea matematica se manifiesta en numerosas ocasiones, pero cabe destacar que las
discusiones conjuntas sobre contenido matematico se evidencian como impulsoras de

este conocimiento.

Identificar qué contenido matematico relevante no es comprendido por el alumno

Con este cdodigo se analiza la practica a la que Leire hace referencia para reflexionar sobre
un contenido matematico relevante que resulta confuso para un estudiante en una
situacion concreta. El andlisis de este conocimiento busca profundizar en la identificacidn
de esas dificultades de los estudiantes y sus consecuencias desde la perspectiva de la

maestra.

Un ejemplo se encuentra en la explicacion de la estrategia de calculo de la multiplicacidn
por once, EC. Cuando Leire esta explicdndola, observa que hay estudiantes que no estdn

siguiendo:

Me di cuenta, cuando estaba haciendo, de que no me entendian que era multiplicar
por once. Sé que saben lo que es la multiplicacion, que es una suma del mismo
numero; pero cuando ya el nimero era muy grande me di cuenta de que no pillaban.
Entonces por eso se me ocurrié de poner el doce mas doce mas doce mds... y entonces

la mayoria enseguida lo pillé, y de hecho ahora ya casi todos saben hacer esta
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estrategia. Ese dia costd y como se repitio otra vez, la mayoria..., a lo mejor hay cinco

que no, pero de veinticinco ya esta. (Marzo 2012)

Esta cita evidencia una identificacion de la falta de comprensién en los estudiantes de la
operacion efectuada: 12x11. Muestra que Leire llega a identificar el contenido
matematico relevante no comprendido: la estructura de la multiplicacién como suma
repetida, EM. Y muestra, finalmente, una actuacién acorde a esa identificacidn: la
representacion de la operacion como sumando de once numeros iguales. Todos estos
elementos propios del conocimiento pedagdgico del contenido relacionado con la
identificacion de dificultades matematicas de los estudiantes se dan simultdaneamente en

esta cita.

Otro ejemplo de identificacién de dificultades para comprender un contenido matematico

relevante esta en la comprensién del sistema decimal posicional:

Claro, al trabajar la posicion de los nimeros, o sea, nunca en mi vida me habia
planteado eso. jEs verdad! Yo no entendia por qué un nifio no me entendia que
después del ciento noventa y nueve que venia doscientos, y que luego... O sea, hay una
serie de cosas de numeracién que al nifo le cuesta; dices pues, cdmo se lo explico,
pero si es que jes tan basico! Y yo, veo esto, que si tu vas a trabajando la posicién de
los nimeros, luego le es mucho mas facil, todo. El razonamiento matematico es mucho

mas sencillo. (Marzo 2012)

Esta cita evidencia un primer momento de identificacidon de la dificultad, pero no del
contenido matematico relevante que genera la dificultad: Yo no entendia por qué un nifo
no me entendia. También evidencia un segundo momento, el presente de la cita, en el
gue se identifica el valor posicional, VP, como clave que genera la dificultad en la
comprension del sistema decimal posicional de los estudiantes: Yo, veo esto, que si tu vas
trabajando la posicion de los numeros, luego le es mucho mds fdcil, todo. El elemento de
actuacion acorde con la dificultad identificada e interpretada aparece de forma genérica
en la cita. Al curso siguiente Leire se plantea el uso de material manipulativo para resolver
esta dificultad:

Me estoy encontrando a nifios ahora también que les cuestan las mates, pero que no
tienen muy clara la numeracién. Pienso que si se trabaja esto [material multibase+*..+
Claro, como no han manipulado de pequeiios, es lo que intuyo, pues no lo tienen claro.
Esto de que diez decenas es una centena, lo hacen mecanicamente, pero no entienden
lo que estdn haciendo. Es que entonces, el sistema métrico decimal, o sea todo. Si es

que es siempre lo mismo... (Noviembre 2012)
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Leire llega a implementar las actividades preparadas para trabajar con el material
multibase en su aula, con lo que puede observar dificultades relacionadas que emergen

en los estudiantes. Esto es, el trabajo del valor posicional en el algoritmo de la resta:

Lo he hecho en mi clase y en el otro tercero, es decir, con los alumnos con los que
tengo mas trato, si. [...] Con ellos he trabajado la primera ficha, apropiarse del
material, y he hecho también restas llevando. Cada dia una, hasta que se lo hacen casi
mecanicamente, pero verlo in situ, creo que les ayuda, bueno a algunos. Pero es eso
que dices: 'De aqui tienes que sacar dos centenas y no hay, écomo hacerlo?' Y pensar
que tenian que coger el cubo cambiarlo por diez [placas] les costaba. Pero lo acaban
haciendo y cuando acabaron les dices que estas haciendo una resta llevando. Te
miraban con cara de iqué dices!... pero qué has hecho, coges esto, lo cambias por diez.
Es eso... Me siento mas comoda haciendo operaciones. Creo que me es mas facil con el

material. (Febrero 2013)

Esta cita da cuenta del tiempo que Leire ha necesitado para mirar profesionalmente
(Jacobs, Lamb, y Philipp, 2010) la dificultad identificada antes de la intervencion

formativa.

No todas las citas etiquetadas con este cdédigo alcanzan la misma profundidad en la
reflexion de Leire. Solo a modo de ejemplo se muestra una cita en la que se identifica una

dificultad matematica, para la cual la actuacidén propuesta es dejar pasar el tiempo:

Los hay que, por ejemplo, multiplican por diez; y lo hacen mecdnicamente, es decir,
ponen el niumero y afiaden un cero. Ya llegard un momento en el que... Bien, bien no
entienden el porqué, pero bueno, ya llegarda un momento en el que... si tienen la

mecanica. (Febrero 2013)

La Tabla 20 resume los contenidos matematicos relevantes que son objeto de este
conocimiento sobre las dificultades de los estudiantes. En esta Tabla, se evidencia un
periodo de mayor reflexiéon sobre las dificultades de los estudiantes en el centro de la
intervencion formativa; esta coincidencia puede venir por el tipo de datos que se han
recogido en ese periodo. Las entrevistas semiestructuradas son instrumentos de recogida
de datos que permiten una mayor penetracion y variedad en los contenidos matematicos
al no ceiiirse a un contenido especifico. Estas entrevistas se pasaron al inicio del tercer
trimestre del curso 2011-2012, y durante el primer y segundo trimestres del curso 2012-
2013. Se evidencia en esos momentos formativos una gran variedad de identificaciones
de las relaciones de los estudiantes con el contenido matematico, especialmente sobre la

complejidad y/o potencial de una tarea.
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Codigos M1-1T | M2-2T | M3-3T | M4-1T | M5-2T | M6-3T
3 2011-12 | 2011-12 | 2011-12 | 2012-13 | 2012-13 | 2012-13
Identifica un contenido cDh CD CD CcD |vP CD
matemdtico en una EM EM
respuesta correcta de un -
alumno PR EC EC |PR EC EC EC EC
VP CD VP VP CD |VP
Distingue la complejidad EM - EM -
y/o potencial de una tarea ALG ALG ALG
EC EC [PR EC |PR EC (PR EC |PR
VP CD CD
Identifica qué contenido
matematico no es El - -l
comprendido ALG ALG
PR PR

Tabla 20. Evolucién del conocimiento de las relaciones de los estudiantes con el contenido matematico

El énfasis de la identificacidon de contenidos en respuestas correctas de los estudiantes se
vincula mayormente a los contenidos composicién y descomposicion numérica y a las
estrategias de calculo. En estos casos se observan evidencias de interpretacion del
conocimiento de los estudiantes por la forma no estandar de realizar estrategias de
calculo. Por el contrario, la identificacion de contenidos matemadticos que no son

comprendidos por los alumnos se centra mas en situaciones rutinarias de calculo.

A modo de resumen de los resultados para la consecucién del segundo objetivo

El segundo objetivo especifico que se ha planteado en este estudio es caracterizar el
conocimiento didactico matematico, relativo a ensenar la multiplicacidn, observable en
una maestra a lo largo de contextos de reflexidn sobre la practica. La divisién del
conocimiento didactico matematico en tres aspectos permite realizar una caracterizacion
del conocimiento de la maestra centrado en el contenido en tres ejes fundamentales:
respecto del contenido matematico en si, respecto de la ensefanza del contenido vy

respecto de su conocimiento de la relacién de los estudiantes con el contenido.

El primer aspecto del conocimiento, directamente relacionado con el conocimiento del
contenido, estad relacionado con el analisis del primer objetivo: identificacion y
fundamentacion de contenidos matematicos. Ya se indicod que el acercamiento a los datos
mediante reflexiones sobre la practica no ha propiciado las argumentaciones
matematicas. Shulman (1986), al hablar del conocimiento del contenido, enfatiza la
comprension que tiene el profesor del contenido matematico que ensefia: no solo ser
capaz de definir sino de decir porqué es verdadero. En el caso del estudio se puede
afirmar en Leire una buena comprension del sistema decimal posicional cuyas

propiedades vincula con el calculo de la multiplicacion en las diversas formas estudiadas:
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algoritmos, propiedades y estrategias de calculo. Estos vinculos entre el sistema decimal
posicional y el calculo de la multiplicacion van en aumento a lo largo de los datos
recogidos. Por otra parte, se evidencia una identificaciéon de diversas estructuras
multiplicativas, pero solo se observa soltura en el uso y explicacion de la estructura de

suma repetida, en concordancia con la investigacion realizada por Clivaz (2012).

En cuanto al segundo aspecto, identificacién y uso de estrategias para ensefar un
contenido, el andlisis se ha detenido en el conocimiento de estrategias de ensefianza
fundamentadas en el contenido matematico, de cuestiones problematicas de la practicay
el conocimiento practico de relaciones entre contenidos. Sobre el conocimiento de
estrategias de ensefanza, se evidencia una creciente identificacion de contenidos a
trabajar y de formas de trabajarlos en el aula. Entre las estrategias de ensenanza
identificadas, se observa un distanciamiento critico de propuestas de libros de texto a la
vez que un mejor aprovechamiento de recursos que presentan. Sobre el conocimiento de
cuestiones problematicas de la ensefianza, el andlisis se ha centrado en la identificacién
de dificultades propias, por falta de dominio, por error o por la identificacién de practicas
habituales de ensefianza que considera que han de mejorar. La identificacion de
dificultades propias, centradas en el aprovechamiento de las intervenciones inesperadas
de los alumnos y en el aprovechamiento de las estrategias matematicas que encierran los
juegos, se evidencia una escasa relevancia que no ofrece indicios de desarrollo. Al
contrario —la identificacion de errores propios en la ensefianza—, sobre todo cuando se
tratan en discusiones conjuntas lleva a la correccion del error que se sostiene en el
tiempo. Igualmente, la identificacion de practicas habituales de ensefianza que se
cuestionan como problematicas por el tratamiento del contenido matematico lleva a un
planteamiento efectivo de cambio de practica. Sobre el conocimiento practico de las
relaciones entre contenidos, estas relaciones se concretan mayormente en torno al valor
posicional, los algoritmos y las propiedades. La introduccién de notacidon y vocabulario
especificos con la consideracion de que ayuda a afianzar conocimientos anteriores o
prepara el aprendizaje para contenidos posteriores es una de las evidencias de este
conocimiento. Para el trabajo de los algoritmos vistos previamente o que introducen
contenidos posteriores, Leire tiende a utilizar algoritmos extendidos no tradicionales,

pues explicitan las operaciones que subyacen al algoritmo.

Finalmente, en cuanto al aspecto de identificacién e interpretacion del conocimiento de
los estudiantes, se evidencia una vinculacion de todos los contenidos matematicos
relevantes con el aprendizaje de los estudiantes, ya por identificar respuestas correctas,
ya por identificar dificultades generales o potencialidades de tareas matematicas, ya por
identificar contenidos que no son comprendidos por un estudiante. Esta variedad se
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produce en el analisis de tareas matematicas para la evaluacion de complejidad y
potencialidad de las mismas. Respecto a la interpretacién del conocimiento de los
estudiantes, las situaciones mds rutinarias de cdlculo permiten a Leire identificar
dificultades de comprension. Las situaciones mas creativas de invencidn de estrategias no
estandares son las que producen mayor riqueza de evidencias en cuanto a la

identificacion de contenidos conocidos y usados correctamente por los estudiantes.

4.3. Discusion de la influencia de la intervenciéon
formativa

En esta tercera fase del andlisis se indagan las posibles influencias de la intervencion
formativa en el desarrollo de conocimiento diddctico matematico de Leire para la
consecucion del tercer objetivo de la investigacion. Se busca, pues, responder a cémo se
apropia la maestra de las matematicas y transforma ese conocimiento en la practica de

ensefianza (Chapman, 2013).

El analisis de la influencia de la intervencién formativa esta motivado por citas en las que
Leire reflexiona sobre los cambios que ha habido en su practica. En algunas de ellas, Leire
se refiere directamente a instrumentos formativos utilizados durante la intervencion

realizada en la escuela:

Se ha variado mucho la manera de hacer en clase. *..+Y lo que afiadia aqui también,

porque yo esto no lo sabia, lo aprendi con la formadora. (Noviembre 2012)

Para realizar esta tercera fase de anadlisis se comienza codificando todas las citas
sefialadas con los indicadores de desarrollo definidos en el capitulo 3. La Tabla 21 recoge
lo mostrado en las Tabla 17, Tabla 18, Tabla 19 y Tabla 20 dando diferente intensidad de
color a los contenidos matematicos segun el indicador de desarrollo que lo considere. La
intensidad de color mas fuerte se corresponde a la transferencia a otras prdcticas.
Gradualmente baja la intensidad cuando la cita esta codificada con incorpora a su
prdctica, valora un contenido o estrategia de ensefianza, hasta llegar a la intensidad mas
leve que se refiere al cuestionamiento de elementos de la prdctica sobre ese contenido.

Los sefialados sin color de fondo no hacen alusién a ningun indicador de desarrollo.

La Tabla 21 permite varias lecturas de interpretacién. Si se hace un barrido cronoldgico,
de izquierda a derecha, observando la intensidad de colores, se evidencia la necesidad de
un largo periodo de tiempo para dar cuenta de desarrollo profesional. El primer momento

contiene cuestionamientos sobre elementos de la practica. El segundo y tercer momentos
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tienen valoraciones positivas sobre contenidos matematicos y estrategias de ensefianza,

ademas de incorporaciones a la practica de algunos elementos valorados anteriormente.

Temas Cédigos M1-1T | M2-2T | M3-3T | M4-1T | M5-2T | M6-3T
& 2011-12 | 2011-12 | 2011-12 | 2012-13 | 2012-13 | 2012-13
_ Identifica un contenido VP VP CcD VP CcD VP CcD CcD
S matematico a ensefar para EM
E afianzar el conocimiento ALG
% matematico de los estudiantes | pr ! EC EC
% 8 Identifica practicas VP CD cD CD cD VP
© 'QEJ matematicas clave para EM EM
g ‘g’ trabajar un contenido MD
a o matematico EC | PR EC EC | PR
©
o VP VP
f’go Considera el trabajo de los
g contenidos matematicos en
i libros de texto ALG ! !
© Manifiesta una dificultad para M
g innovar una practica de
@ 8 ensefianza . e
(s}
55 ve BN »
QEJ 2 Identifica un error propio
% by sobre un contenido
5o matematico
g é EC EC
5 ¢ VP VP VP
5 2 | Muestra interés por un cambio
3 de practica ALG ALG
. - L BT
Relaciona contenidos intra/ ™
1%]
o extramaticos con contenidos
o ALG
c relevantes
] PR
S 8 VP VP Ccb
o3 Identifica el trabajo de
o @© . sae
< £ | contenidos matematicos en
S o ALG
- B cursos precedentes
EC
5 e
o
] Identifica el trabajo de
2 contenidos matematicos en
. ALG ALG
cursos posteriores
PR PR
CcD CD
S Identifica un contenido
5 o | matemdtico en una respuesta
2 3 correcta de un alumno
52 PR EC EC | PR EC
§ € Distingue la complejidad EM T™M
K=l § y/o potencial de una tarea ALG
[}
S 3 EC EC | PR__EC
=
20 . 3 ) VP CD
o ° Identifica qué contenido EM
® @ matematico no es
(] .
[~ comprendido -

Tabla 21. Resumen del cruce de codificaciones relativas a las tres fases de analisis
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Pero para llegar a transferir los conocimientos que se han ido incorporando y valorando a
nuevas practicas se ha de esperar a los momentos 5y 6, es decir, 2.2 y 3.* trimestre del
curso 2012-13.

Si el barrido cronolégico se realiza deteniéndose en cada uno de los cddigos del
conocimiento, se observan qué aspectos del conocimiento didactico matematico han ido
ganando complejidad al incorporar mayor numero de contenidos matematicos relevantes
para la enseflanza de la multiplicacién. Dentro del conocimiento y uso de estrategias de
ensefianza, la identificacién de prdcticas de ensefianza no solo considera todos los
contenidos matematicos sefialados, sino que dichas practicas son valoradas, incorporadas
a su practica y en algunos casos la maestra es capaz de proponer nuevas practicas
haciendo una transferencia de lo aprendido. En el aspecto de identifica e interpreta el
conocimiento de los estudiantes, se observa un énfasis en la distincién de la complejidad
y/o potencial de tareas matematicas en la fase central de la formacidon, momentos 3, 4y
5, considerando todos los contenidos matematicos sefialados. También aqui llega a
incorporar a la practica y transferir a otras practicas como, por ejemplo, cuando considera
la multiplicacion en horizontal. Primero, Leire identifica que el algoritmo en columnas que
han empezado a ensefiar es una tarea que encierra un potencial al contener en si la
descomposicidon numérica y la propiedad distributiva. A esto se une el considerar que el
libro de texto resulta redundante al ofrecer dos capitulos completos sobre multiplicacion,
sin llevadas primero y luego con llevadas. Asi Leire decide ensefiar la simbolizacion de la
propiedad distributiva con el uso de paréntesis, reconociendo que puede resultar

complicado para algunos estudiantes y que no corresponde al temario de tercero.

Otra lectura de esta Tabla es la vertical por momentos formativos. La Tabla 21 da cuenta
de la riqueza de identificacion tanto de contenidos matematicos como de conocimiento
didactico de los momentos centrales de la formacidon. También en estos momentos se
concentran la mayoria de los indicadores de desarrollo profesional. Como se ha indicado
antes, este resultado evidencia la importancia de intervenciones formativas de larga
duracion, si pretenden ser formaciones que produzcan desarrollo profesional en los

maestros.

Finalmente, se puede hacer una lectura selectiva de la Tabla 21 seglin cada uno de los
contenidos matematicos considerados como relevantes en este estudio. EI Valor
posicional es el contenido que mas aparece, solo estd ausente en la manifestacion de
dificultades por parte de la maestra. Es decir, este contenido, que esta en la base de la
ensefianza y comprension de la multiplicacion en columnas, es un contenido que la

maestra considera que domina. Ademas se observa que realiza un desarrollo por la
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variedad de aspectos del conocimiento desde los cuales considera este contenido y por la
progresiva profundizacién e incorporacidén a la prdactica de ese conocimiento. Otro
contenido basico del sistema decimal posicional es la Composicion y descomposicion
numérica. Este contenido también se considera en todo momento formativo, pero con
bastante menor variedad de aspectos del conocimiento didactico involucrados. La
profundizacidon en cuanto a valoracion e incorporacién a la préctica de este contenido

esta vinculada al analisis e incorporacion de material manipulativo.

La Estructura multiplicativa es un contenido bastante ausente en los datos. Solo se
observa una pequena evolucién en cuanto a la incorporacién a la practica de estructuras
multiplicativas diferentes de la suma repetida en el momento 5, pero no se profundiza
mas en esas estructuras. Al contrario del Valor posicional, Leire reconoce no dominar

estructuras diferentes como el esquema rectangular o el de correspondencia.

En cuanto al célculo de la multiplicacion, las Tablas de multiplicar y la Multiplicacién por
diez son contenidos practicamente ausentes. Los Algoritmos tienen su relevancia
principalmente en las estrategias de ensefianza y en la relacién de los estudiantes con el
contenido. Los indicios de desarrollo del conocimiento didactico relacionado con este
contenido aparecen desde el primer momento por el planteamiento de cuestiones sobre
la practica de enseflanza de los algoritmos. En relacién con las Propiedades de las
operaciones, el conocimiento didactico de Leire sigue también un proceso de desarrollo
desde la valoracién a la transferencia a otras practicas. Principalmente este desarrollo se
centra en la propiedad distributiva. Finalmente, en cuanto a las Estrategias de cdlculo, se
observa que Leire las abarca desde diferentes aspectos del conocimiento didactico, pero
los indicios de incorporaciéon a la practica de nuevos conocimientos valorados o

cuestionados son escasos.

Una vez codificadas las citas con los indicadores de desarrollo, se procede a identificar
secuencias relacionadas entre si por versar sobre el mismo contenido matematico.
Secuencias que informan de influencias de la formacién en los cambios de conocimiento

didactico matematico observados.

A modo de ejemplo de andlisis de la influencia en la intervencion formativa se presentan

los cambios identificados en torno al contenido matematico ALG.

La ensenanza de los algoritmos en el calculo de las operaciones.

En el guién de reflexidon de enero de 2012, a la pregunta sobre qué les aportan como

equipo docente las reflexiones en las reuniones de ciclo o en la programacién con la
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maestra paralela y qué problemas pueden surgir, Leire responde: A mi me hace

cuestionarme muchas cosas: como ensefiar los algoritmos.

Tomando pie de este cuestionamiento general sobre la ensefianza de los algoritmos a raiz
de la discusion conjunta entre la formadora y las maestras del ciclo, se han elaborado
unas tablas con las citas vinculadas a la ensefianza del algoritmo de cada operacion

aritmética basica.

) Instrumento
. . . Indicador de .
Citas relacionadas con el algoritmo de la suma formativo
desarrollo .
relacionado
Leire: Yo tengo una pregunta. Cuando comenzamos a ensefiar a sumar, a
restar..., o sea, yo pienso que hacemos... cifras. No insistimos en, yo qué sé,
por ejemplo, esto que tu has dicho ahora: "ciento veintitrés mas catorce". Tu
haces: tres mas cuatro, siete. Dos mas uno...; pero no vemos que quedan Practicas
"doce [decenas] mas [una decena]", éme explico? Cuestiona observadas
* elementos de
Formadora: Tres y cuatro, siete; dos y uno, tres... la practica Discusion
Leire: Esto es lo que hacemos. conjunta
Formadora: Esto es lo que se hace, pero aqui no se trabaja el valor posicional.
Otros: Vale.
Leire: ¢Como?, écdmo lo podriamos hacer?, esto quiero yo. (Septiembre 2011)
Se ha variado mucho la manera de hacer en clase. Antes hacias una suma, ahora
gue estamos haciendo tantas sumas, tres mas cuatro, siete; uno mas dos. No una
decena mas dos decenas. Intento hacerlo asi para que vean que son las decenas,
porque si no... unidades, decenas, centenas, si de memoria lo ven, pero dénde | Valora
estan las decenas colocadas. Y qué es cada cosa. Y lo que afiadia aqui también, Didlogo con la
porque yo esto no lo sabia, lo aprendi con la formadora, el ciento veinticuatro | Incorporaasu | formadora
tiene doce decenas. Y esto también de tanto en tanto lo hago en clase, lo hago | practica
yo, no sé si los otros lo hacen, ya te lo digo, pero lo hago, y Carla también lo hace
de tanto en tanto. Son cosas que tenemos que unificar mas, pero bueno,
bastante es lo que se esta haciendo. (Noviembre 2012)
Yo por ejemplo, mi sobrina hace primero y le dije a mi hermana: trae deberes de .
5 - Mantiene su
sumas, una unidad con tres unidades y una decena con cuatro decenas. Hablo ..
. . . practica
asi. Y dices, si, lo hace sola. (Febrero 2013)

Tabla 22. Cambio identificado respecto al algoritmo de la suma

La Tabla 22 muestra un cuestionamiento inicial suscitado por la discusién conjunta sobre
la ensefianza del algoritmo de la suma. La identificacién del trabajo del valor posicional en
la forma de expresarse la formadora para hablar de la suma provoca al menos dos
reacciones: identificar que en su practica habitual de ensefianza de este algoritmo no se
trabaja el valor posicional de los sumandos; cuestionarse cémo ensefar el algoritmo para
trabajar el contenido matematico relevante VP. En la entrevista de noviembre de 2012,
Leire habla de la ensefianza del algoritmo de la suma evidenciando el trabajo explicito del
valor posicional y valorando ese trabajo para el aprendizaje de sus alumnos. En febrero de
2013, se evidencia que esta practica se mantiene cuando Leire habla fuera del contexto

del aula de como ayuda a su sobrina pequefia. Esta practica mantenida en otro contexto
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da cuenta de haber hecho propia la forma de proceder que sefiala en la cita de noviembre
de 2012.

La Figura 31 muestra, mediante una red de trabajo de Atlas.ti, las relaciones vinculadas a
las citas identificadas en el desarrollo del conocimiento didactico de Leire respecto al
algoritmo de la suma. Estas citas estan codificadas con los cddigos del conocimiento
didactico del contenido. El desarrollo que se evidencia no estd relacionado directamente
con la complejidad del conocimiento didactico sino con la profundizacion en la practica de
este conocimiento que si se ha visto modificado tras el cuestionamiento de la discusion
conjunta inicial. Las relaciones puestas en evidencia por la misma maestra con la
intervencion formativa estdn focalizadas en el eje de propiciar situaciones colaborativas

de reflexion sobre la practica.
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Figura 31. Red de desarrollo del conocimiento didactico del algoritmo de la suma

Respecto al algoritmo de la resta, la evidencia de cambio encontrada ha sido de caracter
distinto a la del algoritmo de la suma. La expresion utilizada en la entrevista de noviembre
de 2012 da a entender que en el curso 2010-2011, cuando Leire estaba en segundo, se
introdujo una nueva manera de proceder para el cdlculo de la resta con llevadas. Si un
niio me tacha arriba alude al nuevo algoritmo basado en la descomposicidon del
minuendo. Leire afirma que ya no recuerda como se hacia, lo cual da cuenta de una
escasa asimilacion del contenido matematico relevante trabajado el curso anterior. En

otra entrevista del mismo mes, pero analizando actividades matematicas, Leire identifica
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una practica matematica util para trabajar el algoritmo de la resta, la descomposicién no

candnica de los niumeros, CD, con el material manipulativo multibase.

. Instrumento
. . . Indicador de .

Citas relacionadas con el algoritmo de la resta formativo

desarrollo X

relacionado

Yo ahora ya no sé restar como restamos aqui. De hecho, los nifios ya vienen con | No reflexiona,
la resta. Yo no insisto mucho en eso, yo les ensefio como se hace de la otra | da cuenta de
manera, como hacen los padres; pero si un nifio me tacha arriba ¢por qué le | haber
tengo que liar? Es mi opinidn, por qué le tengo que liar; ahora cambia para que | olvidado una
lo haga de la otra manera si ya lo ha aprendido asi, ya estd. (Noviembre 2012) practica
"éPuedes encontrar alguna manera mas de hacerlo?" ¢Si ya has puesto tres
[decenas] y siete [unidades]? Bueno a lo mejor, puedes dejarlo libre... Ya sé por Analisis de
donde va: dos decenas y diecisiete unidades, y esto va bien al inicial para tareas
trabajar la resta llevando... O sea, para descomponer... Si un nifio no... tu le Valora
puedes explicar: ¢Y si cojo una decena y la desmonto? Y entonces ya... *..+ Diversificacion
Esto esta muy bien para lo que te decia de la resta llevando, o para lo que sea. de representa-
Que tengan claro que una decena son diez unidades, y que las puedo tener ciones
agrupadas o no. (Noviembre 2012)
Con ellos he trabajado la primera ficha, apropiarse del material, y he hecho
también restas llevando. Cada dia una, hasta que se lo hacen casi | Cuestiona
mecanicamente, pero verlo in situ, creo que les ayuda, bueno a algunos. Pero | elementos de | Practicas
es eso que dices: 'De aqui tienes que sacar dos centenas y no hay, icodmo | la practica observadas
hacerlo?' Y pensar que tenian que coger el cubo cambiarlo por 10 les costaba.
Pero lo acaban haciendo y cuando acabaron les dices que estas haciendo una | Valora Diversificacion

resta llevando. Te miraban con cara de iqué dices!... pero qué has hecho, coges
esto, lo cambias por diez. Es eso.. Me siento mds coémoda haciendo
operaciones. Creo que me es mas facil con el material. Yo le veo mucha utilidad
al material en si, pero no sé sacarle todo su jugo. (Febrero 2013)

Incorpora a su
practica

de representa-
ciones

El afio pasado usé el material multibase en primero, segundo y tercero. Este
curso, la verdad, no lo he usado mucho. En alguna clase, para aclarar algunos
problemas (para recordar la resta llevando). (Abril 2014)

Se puede utilizar material como el multibase para que vean que si tengo 4
unidades no puedo sacar 8, pero si que puedo cambiar 1D en unidades
(Octubre 2015)

Incorpora a su
practica

Valora

Diversificacién
de representa-
ciones

Tabla 23. Cambio identificado respecto al algoritmo de la resta

Hay evidencias de incorporacién de la ensefianza del algoritmo de la resta con material
manipulativo a su practica matematica. Esta practica es identificada como adecuada para
trabajar la resta con llevadas, a la vez que se presenta acompafiada de dudas sobre cémo
aprovechar ese material: Me siento mds comoda haciendo operaciones. Creo que me es
mds fdcil con el material. Yo le veo mucha utilidad al material en si, pero no sé sacarle
todo su jugo (febrero 2013). Tras finalizar la intervencion formativa, Leire afirma que
sigue utilizando el material para trabajar la resta con llevadas. En esta evolucién se
percibe la necesidad de un tiempo prolongado para afianzar el conocimiento didactico

matematico de Leire respecto al algoritmo de la resta.

La Figura 32 muestra la relacién del cambio identificado respecto al algoritmo de la resta
con los cédigos del conocimiento didactico del contenido. Los instrumentos formativos

gue Leire menciona como influyentes en este cambio pertenecen a aquellos que buscan
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acercar los resultados de la investigacion en didactica al aula y los que pretenden hacer
emerger situaciones matemadticamente ricas en el aula. Se observa una mayor
complejidad en el conocimiento didactico principalmente en las citas en las que Leire esta
analizando unas tareas propuestas para la ensefianza del sistema decimal posicional
mediante la diversificacion de sus representaciones con material manipulativo. De ahi
que se establezcan relaciones entre el analisis de tareas y la evidencia de cambio en la
complejidad del conocimiento didactico matematico sobre el algoritmo de la resta. La
evidencia de desarrollo se da cuando ademds se incorpora a la practica. Para esta
incorporacién a la practica, la cita de febrero de 2013 muestra poca seguridad en la
practica. Leire requiere la observacidon de practicas de la formadora, pero de hecho no

hay evidencias de una prdctica sostenida en el tiempo hasta abril de 2014.

ﬁ Algoritmao resta EI@

Red Modes Vincules Disefio Presentacién Especiales Ayuda

H a-4QEP| £e#naq @x2%ar -7

[% IF andlisis de tareas~ ] [% IF practicas Dbsemadas]l’% IF diverisficacion de
. Y P iones
‘iﬁ’ 3 incorpora a
su practica —

‘%’ 2 valora un CMR. |

¥ 1 cuestiona |«
elementos de la
practica

‘iﬁ’ Olvida una practica le
introducida

749 @ 365 100%

Figura 32. Red de desarrollo del conocimiento didactico del algoritmo de la resta

El contenido matematico principal sobre el que se ha trabajado en la investigacion es la
multiplicacién. Este contenido surgié de un cuestionamiento que se plantearon Leire y
Carla, su maestra paralela, a la hora de ensefiar la multiplicacion en tercero. En la
explicacion de la formadora sobre la ensefianza del algoritmo en columnas, Leire
identifica el trabajo de la descomposicidn numérica, CD. Las citas dan cuenta de la
realizacion sostenida de la practica propuesta en la discusidén conjunta para la ensefianza

de la multiplicacion.

La Tabla 24 evidencia también la consideracién de la facilidad que esta forma de operar
supone para el aprendizaje. En febrero de 2013, se observa una transferencia a otras

practicas de ensefianza. Leire no se limita a ensefiar lo que le mostro la formadora un afio
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antes sino que decide introducir la escritura de la propiedad distributiva mediante el uso

de paréntesis. Este contenido matemadtico corresponde a cursos superiores, pero Leire

reconoce su uso implicito en el calculo del algoritmo en columnas de la multiplicacién y

decide explicitarlo mediante un lenguaje matemadtico simbdlico.

Citas relacionadas con el algoritmo de la multiplicacion

Indicador de
desarrollo

Instrumento
formativo
relacionado

Carla: También esto de compartir con los otros, por ejemplo: ahora con Leire
hablabamos, al empezar la multiplicacidon, écomo la hacemos? La podemos
hacer de las dos formas, para que los nifios sepan. *..+

Leire: No, ya dijimos "esta pagina del libro no la haremos".

Carla: La pagina donde se ensefia a multiplicar no la haremos.

Leire: Se tiene que hacer en el cuaderno y lo haremos de la forma que decidamos
entre todos hacerlo. [La formadora explica la multiplicacion]

Leire: Asi también tiene sentido la descomposicién que trabajamos siempre.
(Enero 2012)

Cuestiona
elementos de
la practica

Discusidn
conjunta

Hacemos multiplicaciones, salen a corregir -lo hago yo, se lo dije a mi compafiera,
pero no sé si lo hace o no, porque no voy a su clase-, pero yo pongo la misma
multiplicacién y uno lo hace tradicionalmente y el otro lo hace trabajando la
posicion del nimero. Y los dos ahi, tiqui, tiqui, tiqui, lo hacen fantasticos. No sé,
encuentro que es muy interesante. (Marzo 2012)

Incorpora a su
practica

Leire: La multiplicacion la hacemos descomponiendo. Incluso hubo una madre, la
mujer del Director que tengo a su hija, me dijo, “Ostras, si a mi me hubiesen
explicado las mates asi, no me hubiesen costado tanto”. Claro porque al ver:
esto es cien por tres, esto veinte por... Ostras.

Investigadora: Es mas facil

Leire: Pero bastante mas. (Noviembre 2012)

Valora

Incorpora a su
practica

Leire: Hay dos temas de matemadticas que son de multiplicacién, como que [en el
libro] la hacen tradicionalmente, el primer tema es sin llevarse nada y el
segundo tema con llevadas. Pero como nosotros lo hacemos asi, son dos temas
de multiplicacion. Y pensé, éy si lo hacemos asi? Se me ocurrid. “Vamos a
hacerlo en horizontal. Ya sé que no entenderéis mucho”. Pero bueno, hemos
hecho unos cuantos. A veces dudan, équé tenemos que hacer, multiplicar?
Pero bueno.

Investigadora: Me ha sorprendido porque ponen bien los paréntesis... écuando se
hace esto?

Leire: Esto, en cuarto se hace la propiedad distributiva. Pero claro, si hacemos asi
la multiplicacion es mucho mas facil, porque esto es lo que estan haciendo
mentalmente, lo Unico que aqui les hago que lo escriban, por eso se hacen un
lio. Porque esto mentalmente, si, ya hacen tres por dos y tres por diez o tres
por dos y tres por una decena, ya que estamos insistiendo en esto. (Febrero
2013)

Valora

Incorpora a su
practica

Transfiere a
otras
practicas

Analisis de
video-episodios
Discusidn
conjunta

Tabla 24. Cambio identificado respecto al algoritmo de la multiplicacién

En esta operacion se dan los cuatro

indicadores de desarrollo

considerados

proporcionando mayores evidencias de desarrollo en cuanto a profundizacién en el

conocimiento didactico y puesta en practica de los elementos aprendidos.

La Figura 33 afiade a la Tabla anterior los cddigos de conocimiento didactico de estas citas

y las relaciones con la intervencion formativa. El cuestionamiento de la practica, que sirve

de detonante para el cambio identificado, esta vinculado a los entornos colaborativos de

143




Capfitulo 4

reflexion sobre el contenido didactico. La transferencia a otras practicas esta vinculada al
analisis de video-episodios llevado a cabo en la discusidn conjunta del tercer trimestre de
2012, pues en ellos se identificd un error en la practica de Leire sobre la simbolizacidn
matemadtica de la igualdad y de la propiedad distributiva. La subsanacion de ese error
queda de manifiesto no solo en las practicas inmediatamente posteriores, sino en la
explicacion que ofrece en la cita de febrero de 2013 aqui presentada. La manera de
utilizar la propiedad distributiva con el uso de paréntesis responde a lo tratado en esta
discusion.
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Figura 33. Red de desarrollo del conocimiento didactico del algoritmo de la multiplicacion

La Figura 33 evidencia también un amplio espectro de cédigos del conocimiento didactico
matematico vinculados principalmente a las citas en las que se evidencia un

cuestionamiento sobre elementos de la practica y una transferencia a otras practicas.

La cuarta operacion aritmética basica es un ejemplo de transferencia de practicas. En la
formacion no se ha tratado explicitamente la divisidn, pero la discusidon conjunta con las
maestras que participan en la formacion lleva a plantearse la forma de explicarlo. En la
Tabla 25 se observa como Leire muestra el cuestionamiento que se ha planteado el
claustro y valora que el algoritmo extendido, escribiendo la resta, facilita el calculo a los
alumnos. Aqui, el cuestionamiento de la practica esta directamente relacionado con la
discusion sobre el contenido matemdatico mantenida en el claustro de profesores. La
evidencia de incorporacién a la ensefianza del algoritmo extendido en la practica de Leire
esta unida a su valoracion como facilitador del aprendizaje de los estudiantes. Tras la

incorporacion de material en el algoritmo de la resta (ver Figura 32), se transfiere la
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diversificacion de representaciones a la ensefianza de la divisidn, el reparto de material
de cantidades como introduccién al algoritmo de la division (ver Figura 34). Leire afirma
que esta es una practica novedosa para ella, y la relaciona con llevar tres afios realizando
la formacidn. La transferencia a otras practicas pone de manifiesto que el acercamiento
de la investigacion en diddactica de las matematicas al aula que procura la formacion

resulta de influencia en el desarrollo del conocimiento didactico matematico.

. Instrumento

. . . ... Indicador de .

Citas relacionadas con el algoritmo de la division formativo
desarrollo X
relacionado

Y fue muy bien por eso, porque todo el mundo iba diciendo: “pues mira, yo
encuentro esto..., yo encuentro lo otro...”, y Joan, que estd en la ESO, que no lo
hace aun, pero bueno, que estad en la ESO, dice: “A mi me va sUper bien esto
porque luego en la ESO hacemos esto, esto...”. Y claro es aquello que dices: | Cuestiona
“Ostras, ves”. Con la divisidn, por ejemplo, la discusidon que hay ahora, éno?: “éla | elementos de
hago con resta, o no la hago con resta?”. iCon restal, al nifio que le cueste, ird | la practica Discusidn
mas seguro; y al que no ya llegarda un momento que la hard sin resta, pero conjunta
empecemos. Y aqui dijo Joan: “Claro, cuando yo haga los polinomios, entonces | Valora un
me es mucho mas facil, porque me entienden, tal y cual”. Claro aqui se acabd la | CMR
discusion. Y tu dices: “Vale”. O sea, yo encuentro que va muy bien eso éno?,
como claustro ir diciendo lo que tu vas haciendo, que los demas lo sepan. (Marzo
2012)
El otro dia, (el Director que es profesor de mates en la ESO) les puso con los de la
ESO la divisidon con una resta. Y todos pusieron una cara, no sabian que era una
resta. Yo lo digo, yo venia aqui (de alumna) y yo aqui aprendi con la resta, y en
cambio, compaieras mias que también vinieron aqui, ellas no, porque ya vino la | Incorpora a su
moda de que... A ver, los nifios ya haran el clic después de que no hace falta hacer | practica Discusion
la resta. Pero saben que hay una resta. Yo lo he sabido siempre. Al nifio que le .
cuesta memorizar las tablas de multiplicar o... Hay nifios que no tienen tanta | Valora un conjunta
memoria, tanta retentiva, y entonces no se imaginan el numero, necesitan | CMR

escribirlo. Pues lo tienen alli escrito, entonces restan y ya estd. Quiero decir, el
nifio que lo necesite que lo haga y el que no, no. Nosotras ensefiamos el afio
pasado en tercero a dividir con la resta. (Noviembre 2012)

Para mi ya no es tanto cambio, porque yo ya lo llevo haciendo varios cursos
[intervencion formativa]. Pero claro, por ejemplo, la division yo ya me la he
planteado diferente. Yo no he empezado a explicar la divisidn tipica, sino que les
he hecho dibujar la divisidn: dibujadme circulos, repartidmelos en tres grupos y
cuando ya sabian representar, entonces he hecho representar y division. (Abril
2013)

Transfiere a
otras
practicas

Intervencion
formativa en
general

Diversificacién
de representa-
ciones

Tabla 25. Cambio identificado respecto al algoritmo de la divisidon

Sin embargo, no se observa un conocimiento didactico matematico complejo, como
muestra la escasez de cddigos vinculados a estas citas de la Figura 34. El conocimiento de
practicas matematicas de cursos posteriores a las que prepara la practica de aula de Leire
viene influenciado por la discusidn entre las maestras que participan en la formacién con

el Director que es profesor de matematicas de secundaria.
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Figura 34. Red de desarrollo del conocimiento didactico del algoritmo de la divisidn

En resumen, se percibe una mayor evolucidon en los algoritmos correspondientes al
curriculo de tercero de primaria, la multiplicacién y la divisién, en los que se da una
transferencia de conocimiento mas alla de lo tratado en la intervencién formativa. Los
instrumentos formativos mencionados tienen relacion con el acercamiento de la
investigacidn didactica al aula, es decir, la introduccién del proyecto de innovacién y la
introduccidn de diversas representaciones de las operaciones con material multibase y
dibujos. También se observa influencia de las situaciones colaborativas de discusién sobre
el contenido didactico, ya sean las discusiones conjuntas con la formadora, ya las
discusiones entre los maestros que participan en la formacién. Estas situaciones
colaborativas proporcionan oportunidades para plantearse cuestionamientos sobre la
practica que resultan ser iniciadores de desarrollo en la maestra. La transferencia a otras
practicas no se da hasta momentos formativos tardios y suele llevar a un aumento de

complejidad del conocimiento didactico.

De forma mas esquematica se presentan las evidencias de cambio en el conocimiento
didactico matematico en las secuencias relacionadas con los diferentes contenidos
matematicos. Las Tabla 26, Tabla 27 y Tabla 28 recogen los contenidos matematicos
relevantes que confeccionan la trama de las secuencias de citas relacionadas. Sefalan los
momentos formativos en los que se dan esas citas y la codificacion tanto del
conocimiento didactico matematico como de los indicadores de desarrollo. Finalmente,
en la ultima columna, estas tablas recogen los instrumentos formativos que se relacionan
con estas citas. Instrumentos coloreados segun el eje formativo de la Figura 7: en color

azul se sefalan los instrumentos utilizados para acercar la investigacion en didactica de
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las matematicas al aula; en color verde los utilizados para hacer emerger situaciones ricas

de aula; en color naranja los utilizados para propiciar situaciones colaborativas de

reflexion sobre el contenido didactico.

CMR Momer.ito Cadigo ’d.e conocimiento didactico Indicador de desarrollo Instrun.1ento
formativo | matematico formativo
- o B - o B Précticas
. Identl.flca practlca's de ensi-:-r)anza para | e Identl'flca practicas de ensefianza para observadas
M1-1T trabajar un contenido matematico trabajar el VP . e s
2011-12 e Manifiesta interés por un cambio de | e Cuestiona la forma de utilizar material Diversificacion
prdctica manipulativo de .
representaciones
M2 — 2T . Ident~ifica un con.tenido mateméti‘co‘ que | o Valor’a la ensefianza de VP para afi:?mzar Analisis de
ensefiar para afianzar el conocimiento el cdlculo mental y el razonamiento . ..
2011-12 - ) o - video-episodios
matematico de los estudiantes matemadtico de los estudiantes.
e Cuestiona el trabajo del VP propuesto . .,
e Considera el trabajo de los contenidos por el libro de texto. Discusion
matematicos en libros de texto e Valora el trabajo del VP del proyecto de conjunta
e |dentifica préacticas de ensefianza para innovacion y el observado en la clase de
traba!'a‘r un contenido materr?ético la form.ad(.)ra como positivo para el Dilogo con la
o |dentifica un error propio sobre un aprendizaje de los alumnos. formadora
M3 -3T contenido matematico e Valora la ensefianza del VP enfatizando
2011-12 o |dentifica el trabajo de contenidos las palabras de las unidades de la base en
matematicos en cursos precedentes 2.9, Proyecto de
o |dentifica el trabajo de contenidos | e Incorpora a su practica el trabajo de innovacion
matematicos en cursos posteriores numeros decimales cuando aparecen en
e Identifica qué contenido matemdtico no es los problemas de calculo Préacticas
comprendido por el alumno e Incorpora a la practica la forma de [ gpcaryadas
trabajar observada en la formadora.
VP e Considera el trabajo de los contenidos Dialogo con la
matematicos en libros de texto . Cuestiqna el trabajo del VP propuesto formadora
e Manifiesta una dificultad para innovar una por el libro de texto.
practica de ensefianza e Cuestiona la forma de utilizar material . ..
M4 -1T o |dentifica un contenido matematico que manipulativo para afianzar la numeracion Practicas
2012-13 ensefiar para afianzar el conocimiento de los alumnos con mayor dificultad. observadas
matematico de los estudiantes e Valora la comprensién del VP para . L
e Relaciona contenidos intra/extramatema- afianzar la numeracién y el cambio de Diversificacion
ticos con contenidos matematicos unidades de medida. de
relevantes representaciones
e |dentifica préacticas de ensefianza para
M5 - 2T trabajar un contenido matematico e Mantiene en el tiempo practicas de
2012-13 e |dentifica el trabajo de contenidos ensefianza del VP.
matematicos en cursos precedentes
e Incorpora a la practica recursos
. Identi.fica préctica.s de enster”)anza para didécticos para el trabajo de rTl]meros Proyecto de
trabajar un contenido matematico decimales, propuestos en el libro de | . .,
X . . Innovacion
e Considera el trabajo de los contenidos texto
M6 - 3T matematicos en libros de texto e Mantiene la practica de introducir la
2012-13 e |dentifica el trabajo de contenidos notacion de los numeros decimales
matematicos en cursos posteriores cuando aparece en los problemas de | Diversificacion
e Distingue la complejidad y/o potencial de célculo de
una tarea e Transfiere el uso de material multibase al | representaciones
trabajo de los nimeros decimales.
Tabla 26. Influencia de la formacién en el desarrollo del conocimiento didactico sobre VP
Sobre el Valor posicional los cambios giran en torno a la diversificacién de

representaciones: la introduccién en el aula de material manipulativo multibase. En la

introduccidon de este material se observa un arranque lento al pasar afno y medio afio

hasta que se lleva a la practica. Esto no ocurre sin cuestionamientos sobre cémo
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aprovechar el material a la vez que se valora como herramienta util para comprender que

cada unidad de la base estd compuesta por diez unidades del orden inferior.

El analisis de tareas matematicas, las practicas observadas y el analisis de grabaciones de
aula son instrumentos formativos que Leire relaciona con su desarrollo en este contenido
matematico (ver Tabla 26). Se llama la atencidén sobre el salto que se observa una vez que
Leire lleva a la practica el uso del material. En abril de 2013, Leire aplica el contenido del
principio decimal a los nimeros decimales e identifica el dibujo y la manipulacién como
facilitadores para la comprensién de los decimales en los alumnos de cuarto de primaria
gue tienen dificultades. Por otro lado, en septiembre de 2014, aifio y medio después, Leire

escribe en un correo electrénico:

Este curso 2014-2015, he comenzado a utilizar el multibase de entrada en mis clases,
tanto en 2.2 como en 3.2. En 2.2 estamos haciendo las decenas y las unidades y con el
material les es mas sencillo, aunque a la vez plasmarlo en el papel les cuesta mucho
mas. En 3.2 hemos empezado explicando los nimeros de tres cifras y creo que con este
material les es mucho mas facil distinguir la posicion del nimero respecto del valor
posicional, sobre todo a aquellos alumnos que les cuesta la abstraccidon. Este curso
pienso llevar y utilizar el multibase a todas las clases que me sea posible. (Septiembre

2014)

Esta dltima cita, que une el principio decimal y el principio posicional, evidencia una
practica mantenida a lo largo del tiempo. El principio posicional se traté en la formacion
desde el principio. Como se indicé en el analisis del conocimiento de los contenidos

matematicos relevantes, Leire reconoce haber aprendido de la formadora:

Se ha variado mucho la manera de hacer en clase. *..+Y lo que afiadia aqui también,
porque yo esto no lo sabia, lo aprendi con la formadora, el ciento veinticuatro tiene
doce decenas. Y esto también de tanto en tanto lo hago en clase, lo hago yo, no sé si
los otros lo hacen, ya te lo digo, pero lo hago, y Carla también lo hace de tanto en

tanto. (Noviembre 2012)

La Tabla 26 da cuenta de la cantidad de cddigos de conocimiento didactico relacionados

con los principios del valor posicional y de las practicas mantenidas a lo largo del tiempo.

En cuanto a la Composicion y descomposicion numérica, los cambios identificados
respecto al uso de descomposiciones factoriales o aditivas no candnicas no son notables
ni se pueden adjudicar directamente a la influencia de la intervencidon formativa. Si se

observa un uso deliberado de la descomposicidén aditiva candnica en el algoritmo de la
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multiplicacién tras la explicacion de la multiplicacion en columnas por parte de la
formadora: Asi también tiene sentido la descomposicion que trabajamos siempre. (Enero

2012). Ese uso deliberado se mantiene a lo largo de los cursos siguientes:

Es que ahora, al comienzo de la multiplicacién lo descomponemos todo, yo al menos lo
hago, supongo que Alberto [profesor que aplica el proyecto de innovacién en la otra
clase de tercero] también. Pero llega un momento en que los nifios ya no necesitan

descomponer, porque ya lo hacen de cabeza. (Abril 2013)

La descomposicidn aditiva no candnica se ve potenciada también por el andlisis de tareas
matemadticas respecto de la diversificacion de representaciones del sistema decimal
posicional con material manipulativo. En cuanto al conocimiento didactico de este
contenido matematico, los tres ejes formativos sirven para potenciarlo, pero no destaca
ninguln instrumento en particular sino que todos se van complementando a lo largo de la

intervencion.

Como ya se dijo, Leire no profundiza en la Estructura multiplicativa. Desde el principio
considera que los estudiantes han de dominar la multiplicacién como suma repetida y
esto se mantiene a lo largo de toda la formacién. Solo cuando Leire prepara con la
formadora una actividad para trabajar el concepto de la multiplicacién en el aula, esta
maestra comienza a evidenciar un ligero conocimiento del esquema de correspondencia y
del esquema rectangular que identifica en las respuestas de sus alumnos. Pero los datos
no permiten hablar de un desconocimiento previo a la intervencién de la formadora, solo

manifiestan su influencia para la emergencia en el aula de estos conceptos.

Los datos tampoco evidencian una evolucion en el uso de las Tablas de multiplicar ni en la
estrategia de Multiplicar por diez, considerada por separado del resto de estrategias por

su relevancia en el calculo de la multiplicacién.

En el uso de las Propiedades de las operaciones, las evidencias de cambio identificadas
giran en torno a la propiedad distributiva. Ya se mostré la evolucién en el uso de esta
propiedad para el calculo del algoritmo en columnas de la multiplicacién. La Tabla 27
evidencia una primera consulta a la formadora del uso de la propiedad distributiva para
llevarla al aula. Pero el gran salto en la evolucién de la simbolizacién se evidencia tras la
discusidon conjunta del video-episodio de Leire en el que aparece una simbolizacién
errénea de la propiedad distributiva, al utilizar el signo igual como un operador, sin
respetar la igualdad numérica. Tras la identificacion de ese error, Leire comienza a
trabajar en el aula la correcta simbolizacion de la propiedad con el uso de paréntesis. En
el desarrollo del conocimiento de este contenido evidenciado en los datos, el andlisis de
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video-episodios, no aisladamente sino en entornos de reflexion colaborativos, resulta

especialmente potente para la identificacién de errores e incorporacién de practicas de

ensefianza.
Momento | Cédigo de conocimiento didactico . Instrumento
CMR : : ... Indicador de desarrollo .
formativo | matematico formativo
e Cuestiona a la formadora sobre la | Didlogo conla
M2 -2T o |dentifica el trabajo de contenidos propiedad distributiva que aparece en los | formadora
2011-12 matematicos en cursos posteriores problemas de célculo del proyecto para | Proyecto de
3.0 innovacién
* ldentifica un error propio sobre un e |dentifica el error en el uso del signo igual i i4
contenido matematico en la estrategia de multiplicar ogr oncge DISC.USIOFI
M3 -3T e |dentifica el trabajo de contenidos ) gla de murtip P ) conjunta
. ) e Corrige su practica incorporando una
2011-12 matematicos en cursos posteriores : o, .
. . ; (o correcta simbolizacion de la propiedad [ Andlisis de
o |dentifica qué contenido matematico no es distributiva 5 : .
comprendido por el alumno ' video-episodios
M5 - 2T e Identifica el trabajo de contenidos | e Incorpora el uso del lenguaje especifico
PR 2012-13 matematicos en cursos posteriores para nombrar la propiedad distributiva

Sostiene la préactica de ensefianza de las

ropiedades, utilizando lenguaje e
propiec 8uale 1 Andlisis de
- . ™. especifico para nombrarlas. . : .
e Identifica un contenido matematico en , video-episodios
e Valora su uso al observar cémo

respuestas correctas de un estudiante

M6 - 3T e |dentifica el trabajo de contenidos
2012-13 matematicos en cursos posteriores
Distingue la complejidad y/o potencial de
una tarea

reaccionan maestras del ciclo superior al
visionar su practica de aula

Transfiere el trabajo de la propiedad
distributiva a la ensefianza de la | Discusion
simbolizacién de la propiedad mediante | conjunta
el uso de paréntesis: “multiplicacion en
horizontal”.

Tabla 27. Influencia de la formacién en el desarrollo del conocimiento didactico sobre PR

Finalmente, en cuanto a las Estrategias de cdlculo, la Tabla 28 muestra la identificacién de
dificultades y problematicas en la practica evidenciadas por los instrumentos que hacen
emerger situaciones ricas de aula. Esta identificacion de dificultades no suele ir
acompafada de un cuestionamiento que mueva a buscar soluciones, aunque en algunos
casos si se evidencian cambios a lo largo de la intervencién. En esta Tabla también se
evidencia una practica mantenida en la variabilidad de estrategias, influidas sobre todo

por el proyecto de innovacidn y las practicas observadas.

Se observan cambios en el aprendizaje y ensefanza de diferentes estrategias para
multiplicar por once; Leire reconoce desconocer en septiembre de 2011 alguna de esas
estrategias que ensefia en abril de 2013. El desarrollo de este conocimiento didactico se
ve impulsado por la discusidn conjunta, tanto para identificar la estrategia en septiembre

de 2011, como para generalizarla a todos los casos en abril de 2013.

En cuanto a las estrategias que aparecen en los juegos, Leire se cuestiona la manera de
sacar mayor provecho a las estrategias que encierran los juegos, pero no hay evidencia de
desarrollo tras ese cuestionamiento por ausencia de evidencia de incorporacién al aula

independientemente de las practicas impuestas por el proyecto de innovacién.
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Momento | Cédigo de conocimiento didactico . Instrumento
CMR : & L. Indicador de desarrollo .
formativo | matematico formativo
e |dentifica practicas de enseflanza para
trabajar un contenido matematico
M1-1T e Manifiesta una dificultad para innovar una | e Identifica el trabajo de CD en las EC Practicas
2011-12 prdactica de ensefianza e Valora las estrategias observadas observadas
o Distingue la complejidad y/o potencial de
una tarea
o |dentifica un contenido matematico que | e Cuestiona como ayudar a los alumnos . .,
ensefiar para afianzar el conocimiento que les cuestan las EC. Discusion
M2 — 2T matematico de los estudiantes e Valora la ensefianza de VP y CD para | conjunta
2011-12 e |dentifica un contenido matematico en afianzar el célculo mental.
i respuestas correctas de un estudiante e Valora la ensefianza de EC para el Proyecto de
o Distingue la complejidad y/o potencial de desarrollo del razonamiento matematico. iR EVEEER
una tarea e Incorpora el trabajo de PR en las EC
o |dentifica prdacticas de ensefianza para
trabajar un contenido matematico
e Relaciona contenidos intra/extramatema- | e Valora que los alumnos expliquen cémo Proyecto de
ticos con contenidos  matematicos han hecho las cosas. innovacién
relevantes e Incorpora el uso del lenguaje especifico
M3 — 3T o |dentifica el trabajo de contenidos en su prdctica de ensefianza.
matematicos en cursos precedentes e Retoma el trabajo del calculo mental en
2011-12 e . . . :
o |dentifica el trabajo de contenidos otras asignaturas relacionadas.
matematicos en cursos posteriores e Incorpora a la practica la variabilidad de . .
EC o |dentifica qué contenido matematico no es estrategias propuestas y explicadas por Practicas
comprendido por el alumno los alumnos. observadas
o Distingue la complejidad y/o potencial de
una tarea
o |dentifica prdacticas de enseflanza para L
trabaiar unr::ontenido matemstico P e Valora la comprension del VP y CD para .Proyectf) de
M4 - 1T la : . la aplicacidn a estrategias de célculo. Innovacion
o |dentifica un contenido matematico que o .
2012-13 " . . e Incorpora la ensefianza flexible de | Practicas
ensefiar para afianzar el conocimiento estratesias de calculo
matematico de los estudiantes g observadas
e |dentifica préacticas de ensefianza para
" Valora el MD como EC, aun
M5 -2T trabajar un contenido matematico * Yelora el uso de como EC, aunque Proyecto de
i . . . identifica que algunos alumnos no la | . .,
2012-13 e |dentifica qué contenido matematico no es entienden innovacion
comprendido por el alumno '
. P o e Cuestiona su capacidad para sacar Acti
o |dentifica practicas de enseflanza para rovecho a las estrapte ias de E)S Lemos Practicas
trabajar un contenido matematico P ) o & ; Juegos. observadas
: . . e Valora la disposiciéon para innovar vy
e Considera el trabajo de los contenidos . .
(o . reconoce la dificultad en variar | Proyecto de
M6 - 3T matematicos en libros de texto estrategias de célculo que no domina innovacion
2012-13 e Manifiesta una dificultad para innovar una L 3
L N e Incorpora a la practica EC desconocidas
practica de ensefianza anteriormente . .,
* Identifica un error propio sobre un | T o I.as EC ol trabaio de las Discusion
contenido matemético ) conjunta

propiedades y su correcta simbolizacion

Tabla 28. Influencia de la formacidon en el desarrollo del conocimiento didactico sobre EC

Este contenido matematico, junto con la EM, ponen de manifiesto la dificultad que se

observa para el desarrollo del conocimiento didactico matematico cuando el contenido

matematico concreto supone de por si una dificultad para la maestra.

A modo de resumen de los resultados para la consecucion del tercer objetivo

Para dar respuesta al tercer objetivo de la investigacidon, que proponia discutir la

influencia de una intervencién formativa en los contenidos identificados y en el

conocimiento caracterizado, se crea la Tabla 29 que resume las relaciones explicitas que
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se dan entre los instrumentos formativos con los indicadores de desarrollo definidos

segln los diferentes momentos formativos.

Instrumentos M1-1T M2 - 2T M3 -3T M4 - 1T M5 - 2T M6 - 3T
formativos 2011-12 2011-12 2011-12 2012-13 2012-13 2012-13
Cuestiona | Cuestiona Cuestiona
Proyecto de Valora Valora Valora
innovacién Incorpora Incorpora
Cuestiona Cuestiona | Cuestiona
Diversificacién de Valora Valora
representaciones Incorpora | Incorpora | Incorpora
Transfiere
Cuestiona
e Valora
Andlisis de tareas
Incorpora
Valora Cuestiona Cuestiona
Andlisis de video- Incorpora Valora
episodios Incorpora
Transfiere
Cuestiona Cuestiona | Cuestiona | Cuestiona
Practicas Valora Valora Valora Valora
observadas Incorpora
Cuestiona Cuestiona | Cuestiona
Didlogo con la Valora
formadora Incorpora
Cuestiona | Cuestiona | Cuestiona
Discusion Valora Valora Valora Valora Valora
conjunta Incorpora | Incorpora | Incorpora | Incorpora | Incorpora
Transfiere

Tabla 29. Influencia de los instrumentos formativos en el desarrollo del conocimiento

Las observaciones realizadas hasta ahora, junto con esta Tabla, sirven para visualizar la
relevancia que tienen las situaciones colaborativas de reflexion sobre el contenido
didactico para el cuestionamiento de elementos de la practica de ensefianza (el didlogo
con la formadora y discusiones conjuntas), pero sobre todo para facilitar la incorporacion
de nuevas practicas a la ensefianza de la maestra (discusiones conjuntas). Con todo, estos
instrumentos resultan de mas influencia a partir del momento 2, en el que se incorporan

el trabajo prolongado del proyecto de innovacién y el andlisis de video-episodios.

Los instrumentos utilizados para acercar la investigacion en didactica de las matematicas
al aula proporcionan una practica prolongada de ensefanza que lleva al cuestionamiento
de elementos de la practica que se identifican como problematicos durante la misma
realizacion del proyecto de innovacion o incorporacion de nuevas representaciones de los

contenidos matematicos. El caracter practico de estos instrumentos, en el sentido de que
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se llevan a cabo directamente en el aula trabajando con los estudiantes, permite valorar
los resultados de la practica del conocimiento didactico adquirido en el aprendizaje de los
estudiantes.

El eje formativo que busca hacer emerger situaciones ricas en el aula resulta sobre todo
de apoyo para potenciar otros instrumentos formativos que llevan a un desarrollo del
conocimiento didactico. Es decir, el analisis de video-episodios resulta un instrumento
clave para identificar practicas de ensefianza o errores en las mismas cuando esta
acompafado de la discusién conjunta con sus companeros y la formadora, pues por si
solos no producen ese aprendizaje (como se evidencia en la entrevista realizada en la que
se pide a la maestra que analice el episodio sin ningin comentario por parte de la
investigadora).

Finalmente, se puede afirmar que los tres ejes formativos suponen una trama que influye
en el desarrollo del conocimiento didactico, pero no de forma aislada. La coordinacién de
diferentes instrumentos formativos resulta clave para suscitar cuestionamientos sobre la
practica, valoracion de la ensefianza y aprendizaje e incorporacion a la propia practica. A
la hora de transferir a otras practicas, las referencias a la formaciéon por parte de la
maestra son mas genéricas, pero se observan indicios evidentes de influencia de

momentos formativos anteriores.

En cuanto a la influencia de la formacion sobre los contenidos identificados, se observa
un mayor desarrollo del conocimiento didactico matematico a cerca de los contenidos
mas trabajados durante la formacidn. Estos son el calculo de las operaciones mediante
algoritmos basados en el valor posicional y las estrategias de cdlculo basadas en las

propiedades de las operaciones y la descomposicion numérica.
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Conclusiones y Aportaciones de la Investigacion

En este capitulo se presentan las conclusiones de la investigacion y se aportan reflexiones
sobre el desarrollo profesional extraidas del estudio. En el primer y segundo apartados se
responde a las dos preguntas de investigacion. El tercer apartado presenta reflexiones
mas generales sobre desarrollo profesional en entornos formativos para el maestro en
ejercicio, junto con perspectivas que abre el estudio e ideas sobre posibles maneras de

abordar futuras investigaciones en desarrollo profesional.

5.1. Desarrollo del conocimiento didactico matematico
acerca de la multiplicacion

Los resultados del estudio buscan contribuir al conocimiento cientifico dentro de la linea
del desarrollo profesional y, mas en concreto, del conocimiento del profesor. Shulman y
Shulman (2004), tras definir al profesor experto como aquel miembro de una comunidad
profesional que esta preparado, dispuesto y capacitado para ensefar y aprender de su
experiencia docente, invitan a investigar sobre qué impulsa la mejora del profesor en su
vision, comprensidn, practica, motivacion, reflexion y pertenencia a la comunidad; y en
este sentido, qué tipo de formacion favorece la mejora de estas disposiciones. Sin
pretender reducir el desarrollo profesional al caracter cognitivo, este estudio se ha
centrado especificamente en el conocimiento del profesor con intencion de aportar

alguna respuesta parcial a estas preguntas planteadas por Lee y Judith Shulman.

El conocimiento didactico matematico se ha visto desde tres aspectos: identificacién y
fundamentacidon de contenidos matematicos; identificacion y uso de estrategias para
ensefiar un contenido; identificacidn e interpretaciéon del conocimiento de los
estudiantes. Esta distincion permite dar respuesta a la primera pregunta de investigacion:
¢Qué conocimiento diddctico matemdtico de una maestra acerca de la multiplicacion
podemos observar mediante contextos de reflexion sobre la prdctica vinculados a una

intervencion formativa?
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Distinguir el objeto del conocimiento didactico matematico segun el contenido, la
ensefianza o el conocimiento de los estudiantes ha permitido caracterizar de forma
estatica este conocimiento a la vez que distinguir aspectos del conocimiento didactico
matemadtico que se han desarrollado y aspectos que emergen, pero permanecen estables

a lo largo del tiempo.

Respecto al conocimiento del contenido, se caracteriza la identificacién y fundamentacion
de los contenidos matematicos relevantes como medio para indagar sobre la
comprension del contenido. Tras distinguir los contenidos matematicos relevantes acerca
de la multiplicacidn, los resultados muestran que la identificacion de los elementos clave
del sistema decimal posicional es constante. A su vez, las relaciones de estos elementos
con la ensefianza y con el conocimiento de los estudiantes son numerosas. Esto da cuenta

de una comprensién amplia y enfocada a la practica del sistema decimal posicional.

La escasez de identificaciones relativas al concepto de la multiplicacién confirma los
resultados de Clivaz (2012) sobre el conocimiento de los maestros acerca de este
concepto. Este autor afirma que gran parte de los maestros de primaria utilizan de forma
predominante y casi Unica la estructura de suma repetida. La utilizacién de este modelo
de multiplicacién ha sido correcta y se ha evidenciado la conciencia del problema que
supone este modelo a la hora de explicar la propiedad conmutativa del producto. Sin
embargo, la diversidad de representaciones que corresponde al conocimiento de la
estructura del concepto es una caracteristica del conocimiento del contenido que se ha
manifestado débil: “pensar adecuadamente sobre el conocimiento del contenido requiere
profundizar en el conocimiento de los hechos o conceptos de un dominio. Requiere
comprender las estructuras del contenido del que se trata” (Shulman, 1986, p. 9). El
contraste entre los resultados referentes al sistema decimal posicional y los referentes al
concepto de la multiplicacidon confirma la relacidon entre profundizar en el conocimiento
del concepto y actuar en el aula, especialmente a la hora de utilizar diversas
representaciones y comenzar a usar de forma critica el libro de texto, tanto para alejarse
de la forma de exponer los contenidos como para aprovechar las propuestas que ofrece.
Este avance en el uso critico y auténomo del libro de texto es indicador de conocimiento

del contenido matematico y signo de desarrollo profesional (Carrillo et al., 2007).

En cuanto al desarrollo o profundizaciéon en el conocimiento sobre el contenido, los
resultados llevan a relacionar este desarrollo con la problematizacién de los contenidos y
su valoracion. Este resultado va en la linea de la relacién entre una mayor comprension
de la practica y las acciones y decisiones de los profesores (Carrillo y Climent, 2011).
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El conocimiento didactico matematico relativo a los estudiantes va emergiendo a lo largo
del tiempo segun los instrumentos formativos utilizados, sin que se observe desarrollo.
Las reflexiones, que empiezan de forma superficial en cuanto a la relacién entre
contenidos y conocimiento de los estudiantes, se van concretando. Estas relaciones se
quedan mas en el dmbito tedrico que en la prdactica de una interpretacion de respuestas
de los alumnos. Informan mas sobre el conocimiento del contenido de la maestra que del
mismo conocimiento de los estudiantes, como afirman Lin y Rowland (2016) “la
capacidad de reconocer los errores de los estudiantes depende mds fuertemente del

conocimiento del contenido que del conocimiento pedagdgico” (p. 489).

La habilidad para reconocer los elementos matematicos utilizados por los alumnos en sus
respuestas esta vinculada al tipo de tareas, enlazando la identificacidon de contenidos que
llevan a un error en las tareas rutinarias y la identificacién de contenidos y de

conocimiento del estudiante en el uso de estrategias creativas por parte de los alumnos.

No se puede hablar propiamente de evidencias de un crecimiento en la interpretacién de
la comprensién del contenido por parte de los estudiantes a partir de respuestas
concretas. Pero si podemos observar un analisis mdas evidente de las dificultades
genéricas de aprendizaje de los alumnos respecto a contenidos matematicos especificos,
lo que supone un indicio de ampliacién en el conocimiento didactico del contenido,

puesto que da cuenta de una mayor complejidad del mismo (Climent, 2002).

El aspecto del conocimiento didactico matematico mas desarrollado en el caso de este
estudio es el relativo a la practica de ensefanza. La creciente identificacién y uso de
estrategias para ensefiar un contenido comienza centrandose en qué ensefiar para ir
fijandose paulatinamente mas en cdmo enseiarlo enfatizando el caracter practico de la
reflexion sobre la practica que se ha llevado a cabo. Estos resultados estdn en
concordancia con la afirmaciéon de Climent (2002) sobre la reflexién y modificacién de la

practica como la verdadera fuerza motriz del desarrollo profesional del maestro.

La identificacion de dificultades o errores propios sobre un contenido matematico
relevante concreto ha conducido también a un desarrollo manifestado en nuevas
practicas de ensefianza sostenidas en el tiempo. Se puede afirmar que la percepcién de
gue un error en la maestra potencia errores en los estudiantes enfatiza la conciencia por

parte del maestro de la importancia del conocimiento del contenido (Climent, 2002).

En conclusidn, la identificacidn de contenidos, practicas o dificultades revela la existencia

de un aspecto de conocimiento didactico. De forma global se puede afirmar lo siguiente:
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El conocimiento didactico va ganando complejidad con el tiempo, en el sentido de ir
involucrando simultdaneamente diversos cédigos de conocimiento y contenidos

matemadticos relevantes para la ensefianza y aprendizaje de la multiplicacion.

Por otra parte, se han evidenciado incorporaciones a la practica que no se mantienen en
el tiempo. Estas practicas de ensefianza han sido propuestas por otros, pero que sin
vinculacidon a un cuestionamiento propio sobre la practica ni valoracion de su influencia
en el aprendizaje de los estudiantes. Este hecho confirma que no se cambia por adoptar
acriticamente recomendaciones externas sin problematizarlas, sino que se requiere de la

comprobacién en la propia préctica de los beneficios del cambio (Climent, 2002).

Los resultados muestran un desarrollo profesional cuando la estrategia de ensefianza
identificada y valorada conlleva una incorporacién a la practica mantenida en el tiempo.
Esta incorporacion a la practica se ve enriquecida en algunos ejemplos con la aplicacién a
practicas ajenas a la intervencion formativa. Esta transferencia evidencia una apropiacion
del conocimiento que lleva a innovar mas alla de lo observado y discutido en la formacidn
y es fuente de nuevos cuestionamientos. Esa apropiacion da cuenta de desarrollo

profesional con indicios de afianzarse sin aportacidon continuada de formacién.

Los diferentes aspectos de conocimiento, cuando estan vinculados a un cuestionamiento
sobre la practica, llevan con mas frecuencia a un cambio estable en la practica de
ensefianza. Pero para que se efectule ese desarrollo profesional se requiere tiempo, por lo
gue se puede cuestionar la eficacia de intervenciones formativas puntuales de cara al

desarrollo profesional del maestro en ejercicio.

Este estudio evidencia desarrollo profesional del conocimiento didactico del contenido
cuando el maestro entra en una espiral que enlaza cuestionamiento sobre elementos de
la practica, valoraciéon de contenidos matematicos y/o estrategias de ensefianza, e
incorporacion a la practica. Este desarrollo se ve reforzado cuando dicho movimiento

provoca nuevos cuestionamientos o transferencia a nuevas practicas.

Carrillo, Climent, Contreras y Mufioz-Cataldn (2007) hablan de una hélice de desarrollo
profesional cuyo contenido es el conocimiento profesional visto en toda su complejidad,
cuya forma viene dada por la reflexidn sobre la prdctica. Los resultados de esta tesis
vienen a confirmar la necesidad de que la comprension de la practica y su actuacién
integren el conocimiento profesional del profesor. Es decir, que el analisis didactico se
vea enriquecido por un conocimiento didactico matematico cada vez mds complejo, que
integre mas aspectos. Se podria establecer alguna relacidn entre las fases de desarrollo

profesional consideradas por estos autores y las propuestas en este estudio, aunque el
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enfoque es distinto. La fase de interiorizacidn considerada como la problematizacion de la
ensefianza se puede traducir en un cuestionamiento sobre la practica. Las fases de
condensacién y cosificacion, contempladas desde un punto de vista reflexivo que lleva a
distanciarse de la situacion concreta para percibir la problematica desde un punto de
vista general y con una creciente complejidad, no estan en relacién directa con las fases
de valoracién, incorporacion a la prdactica y transferencia a otras practicas. La
transferencia a otras practicas da cuenta, desde la practica, de ese distanciamiento de la
situacion concreta que deriva en nuevas situaciones contempladas desde un

conocimiento didactico matematico mds complejo.

Shulman y Shulman (2004) incluyen en la categoria de “Comprensién”, dentro de su
definicion de profesional competente, el conocimiento profundo del contenido en el
curriculum, las diferentes formas de acercar ese contenido a los alumnos, la capacidad de
identificar la comprensién de los estudiantes, entre otros requisitos como la capacidad de
involucrarse con la comunidad en una reflexion sobre el contenido orientada a la practica.
Es decir, para estos autores, comprender vincula todos los aspectos del conocimiento
didactico del contenido. Este estudio ha evidenciado que los contenidos matematicos en
los que se efectia un mayor desarrollo en todos los aspectos del conocimiento didactico
matematico son aquellos que la maestra considera que domina mds en cuanto al
conocimiento del contenido. Esto lleva a reconsiderar el caracter del vinculo entre

conocimiento del contenido y desarrollo profesional.

La evidencia de la relacidn entre el contenido y el desarrollo profesional puede explicar
por qué en la investigacidn sobre desarrollo profesional siguen abundando los estudios de

enfoque cognitivo (Lin y Rowland, 2016).

5.2. Influencia de la intervencion formativa en el
conocimiento didactico matematico

En este apartado se responde a la pregunta ¢como la intervencion formativa influye en el
desarrollo del conocimiento diddctico matemdtico? La intervencidn formativa llevada a
cabo giraba sobre tres ejes: hacer emerger situaciones ricas en el aula, propiciar
situaciones colaborativas sobre el contenido diddctico y acercar la investigacion en
didactica de las matematicas al aula. Para cada eje se utilizaban diversos instrumentos

formativos. Resumiendo la respuesta a la pregunta, se concluye que cada uno de los ejes
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formativos ha jugado un papel relevante y distinto en el desarrollo del conocimiento

didactico observado, pero que se necesitan entre si para favorecer dicho desarrollo.

El eje de hacer emerger situaciones ricas en el aula ha resultado clave para propiciar
interrogantes sobre la practica. La discusion de resultados sobre conocimiento didactico
matematico ha evidenciado la importancia que supone un cuestionamiento sobre la
practica para mover a un cambio sostenido en el tiempo. Tanto la observacién de
practicas ajenas como el andlisis de video-episodios han suscitado interrogantes
concretos sobre el contenido matematico y practicas de ensefianza. Esto confirma la
afirmacion de Lin y Rowland (2016) “la capacidad de observar adecuadamente las
situaciones del aula y razonar apropiadamente, esta fuertemente relacionada con ambos

aspectos del conocimiento disciplinario (tanto matematico como pedagdgico)” (p. 489).

Muir (2010) afirma la relacidn entre la posibilidad de éxito en el aprendizaje del profesor
y la proximidad de la formaciéon al contexto del profesor, entendiendo por éxito la
sostenibilidad de las mejoras introducidas durante la formacién. Esta efectividad la
ratifican Borko, Jacobs, Eiteljorg y Pittman (2008) al considerar que el uso de video-
episodios extraidos de la propia prdactica de los profesores o de sus compafieros de
escuela facilita mejor identificar el curriculum y el grupo clase de alumnos que el uso de
grabaciones descontextualizadas. En este estudio, la observacidn de practicas ajenas en la
propia aula y el analisis de video-episodios propios o en otras aulas de la misma escuela

evidencian la proximidad de la formacién al contexto del profesor.

Estos instrumentos formativos han servido para identificar estrategias de ensefianza que
contrastan con la practica habitual de la maestra y provocan cuestionamientos sobre la
practica con intenciéon de cambiar. El uso de video-episodios se ha mostrado util para
centrar la reflexion sobre el contenido didactico, sobre estrategias de ensefianza —algunas
de ellas con errores de contenido— y sobre estrategias de calculo de los estudiantes que
habian pasado desapercibidas previamente (Geiger, Muir y Lamb, 2016). Esas estrategias
didacticas grabadas que encierran un error de contenido han desencadenado reflexiones
que evidencian todos los indicadores definidos de desarrollo profesional. En estos
ejemplos, la sostenibilidad de las mejoras se ha evidenciado hasta el final de la formacién

y en los aiios posteriores, en los que se ha mantenido relacién con la maestra estudiada.

Ahora bien, esta emergencia de situaciones ricas en el aula no alcanza tanta influencia si
estd separada de la discusion conjunta. La verificacién de la no-identificacion de errores
de la practica en la reflexién individual al visionar un video-episodio pone de manifiesto el
papel de las situaciones colaborativas de reflexion. Esta evidencia esta en concordancia

con la afirmacion de Carrillo y Climent (2011) que consideran clave para el desarrollo del
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conocimiento del profesor en sus diferentes vertientes la posibilidad de examinar la
propia profesion y ensefianza mediante una reflexion personal y compartida con colegas.
En este sentido, el uso de video-episodios se ha evidenciado potente para propiciar
discusiones ricas en contenido matematico y pedagdgico, pero insuficiente para generar

conocimiento didactico si se utiliza de forma aislada.

Aunque la peticién de utilizar estos instrumentos formativos en contextos ajenos a la
formacidn es sefial de la influencia en la maestra, no hay indicios de pervivencia del uso
de estos instrumentos independiente de la intervencién formativa con vistas a una
formacién continua. Probablemente sea necesario otro tipo de intervencion formativa si

se desea que los maestros se apropien de ese estilo de formacién continua.

Las situaciones colaborativas de reflexion sobre contenido diddctico han resultado clave
para profundizar sobre las practicas observadas o el analisis de video-episodios. La
discusién conjunta de practicas observadas permite interpretar de diferentes maneras los
hechos, con lo que amplia la capacidad comprensiva de la prdctica y proporciona
concrecion a reflexiones sobre la ensefianza y el aprendizaje para que no se queden en

generalidades (Carrillo y Climent, 2011).

Estas situaciones de reflexiéon conjunta han servido para propiciar el cuestionamiento y
para profundizar en un contenido que ha llevado a una valoracién positiva del mismo. La
reflexion sobre la practica con otros compafieros y la formadora ha llevado una toma de
conciencia de la practica con sus fortalezas y debilidades que ha provocado

desplazamiento en la espiral de desarrollo profesional mencionada anteriormente.

En la presente investigacion, la reflexidn sobre la practica en situaciones colaborativas ha
propiciado en algunos ejemplos el paso hacia una toma de conciencia de la dificultad v,
tras la puesta en practica, la evidencia de una competencia consciente. Cambios que
evidencian un desarrollo profesional donde el papel de la formadora como facilitadora

gue promueve una reflexién critica ha resultado crucial (Geiger, Muir y Lamb, 2016).

Pese a lo bien valoradas que han sido las situaciones colaborativas de reflexiéon por todos
los profesores, estos instrumentos tampoco dan muestra de pervivencia en el tiempo. No
hay evidencias de que a nivel de la escuela se haya asentado una cultura de aprovechar
las reuniones de claustro para discutir sobre el contenido matematico y la practica de
ensefianza especifica de las materias. Como afirma la maestra, se tiende a discutir mas las

actitudes de los alumnos o la organizacién de actividades extracurriculares.
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La evidencia del cambio que provocan en la maestra las reflexiones colaborativas y de la
ausencia de apropiacion de estos instrumentos, lleva a cuestionarse sobre posibles
intervenciones formativas que generen no solo desarrollo profesional sino desarrollo de
la comunidad profesional segun categorias de andlisis similares a las que se estudian a

nivel individual (Shulman y Shulman, 2004).

El tercer eje formativo, que busca acercar la investigacion en diddctica de las
matemdticas al aula, ha tenido una influencia evidente a la hora de mantener cambios de

practicas y, por tanto, de llevar a un desarrollo sostenido.

La influencia de la introduccion de diversas representaciones ha sido patente pero lenta.
Patente no por la abundancia de esta introduccion sino por la novedad y dificultad que ha
supuesto a la maestra. A veces no se ha dado hasta después de dos afios de finalizar la
intervencién formativa. La dificultad que demuestran muchos profesores en promover
esas representaciones evidencia la necesidad de profundizar en el conocimiento

matemadtico (Orrill y Kittleson, 2015).

Los resultados se contraponen con la apreciacién de Carrillo y Climent (2011) sobre la
introduccidon de nuevos materiales de ensefianza con vistas a implementar un cambio.
Estos autores afirman su impacto limitado ya que muchos profesores toleran la
incongruencia entre esos materiales y sus creencias sobre la matematica a ensefar. El
caso estudiado muestra el papel del proyecto de innovacién para sostener una practica
gue convierte la mirada sobre el libro de texto en una mirada cada vez mas critica y con
capacidad de aprovechar los recursos que ofrece. Esto comenzd restringiéndose a lo
pautado en el libro y observado en la practica de la formadora. El resultado concuerda
con resultados de Lin y Rowland (2016) en los que materiales curriculares concebidos
como guias para apoyo de los maestros trabajados colaborativamente proporcionan

caminos sostenibles para el desarrollo del conocimiento del profesor de matematicas.

Los resultados de esta investigacion muestran que el trabajo sistematico de un proyecto
de innovacién ha permitido dar continuidad a nuevas practicas de ensefianza. Estas
practicas no han producido desarrollo profesional por si solas. Pero unidas a una reflexion
conjunta han provocado un esfuerzo para profundizar en el aprendizaje matematico y en
practicas de ensefianza coherentes. Esta reflexion ha repercutido en otros contenidos
matematicos no tratados en el proyecto produciendo una transferencia de conocimiento

a otras practicas que se ha considerado indicio de desarrollo profesional.

Los resultados sobre la influencia del proyecto de innovacion van en la linea de proponer

una forma en la que el profesor se implica en un aprendizaje activo, de larga duracion e
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interactuando con sus colegas mediante una discusién regular centrada en su trabajo y el
aprendizaje de los estudiantes, para desarrollar conocimiento sobre el pensamiento y

aprendizaje de los estudiantes (Desimone, Porter, Garet, Yoon y Birman, 2002).

Los instrumentos de este tercer bloque son los que dan mayores indicios de pervivencia
tras la intervenciéon formativa. Esto confirma los resultados de Zehetmeier y Krainer
(2011) en los que observan mayor sostenibilidad a los cambios incorporados en practicas
matematicas concretas y conocimiento didactico del profesor que en las redes de trabajo

comunitario para reflexionar sobre la practica.

Se concluye que la intervencion formativa ha resultado de influencia en el desarrollo
identificado en la maestra. Los instrumentos formativos considerados aisladamente
resultan de corta relevancia para propiciar un cambio sostenido en el tiempo, pero la
conjugacién de los tres ejes ha ofrecido un resultado interesante en el campo del
desarrollo profesional. Si se utiliza la imagen del fuego, la emergencia de situaciones ricas
de aula se podria comparar a la chispa necesaria pero insuficiente para encender un
fuego. La reflexién colaborativa es comparable al viento que atiza la llama y permite
profundizar y prender nuevos fuegos. Y los medios utilizados para acercar la investigacion
en didactica al aula, proyecto de innovacion y diversificacidn de las representaciones, son

como los troncos gruesos de madera que sostienen el fuego a lo largo del tiempo.

Con todo, el alcance de una intervencién formativa siempre resulta limitado en cuanto a
los contenidos tratados y al desarrollo alcanzado. Limitado también en cuanto que la
intervencion estudiada requiere de una alta dedicaciéon por parte del formador, y esto
reduce el numero de profesores al que se puede llegar con un tipo de intervencion

formativa como la presentada en esta tesis.

5.3. Perspectiva de futuro sobre el desarrollo de
profesores en gjercicio

El desarrollo profesional del maestro no se limita al conocimiento didactico del contenido.
Por desarrollo profesional en matematicas se entiende un proceso de crecimiento en los
aspectos que capacitan al profesor para mejorar la ensefianza y el aprendizaje de sus
estudiantes. Las investigaciones en Espafia en el campo del desarrollo profesional se han
enfocado principalmente en la formacién inicial (Montes, Escudero-Avila, Flores-
Medrano, Munoz-Catalan y Carrillo, 2015). La facilidad de recoger datos entre estudiantes
para profesor es uno de los motivos, otro es que el resultado de las investigaciones lleva a

proponer modos de hacer en la formacion de los futuros profesores para impulsar desde
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el inicio el desarrollo profesional. Sin embargo, la implicacién de los profesores en su
desarrollo profesional es un factor determinante en la mejora de la ensefianza y no puede

limitarse la instruccién formal impartida desde la Universidad.

En este estudio se ha representado la idea de desarrollo profesional como una espiral en
la que la reflexion sobre la practica permite ir pasando de un cuestionamiento a una
valoracion e incorporacion a la practica que provoca nuevas preguntas y practicas. El
movimiento sobre esta espiral puede ser impulsado por intervenciones formativas
(Carrillo et al., 2007). Asi, se plantea la necesidad de investigar sobre la forma de llevar a
cabo intervenciones formativas que generen cuestionamientos en los profesores. Pues

dar una respuesta cuando no se ha planteado una pregunta no parece razonable.

Los entornos formativos revisados, aunque centran su analisis en algin aspecto del
conocimiento didactico matematico, enfatizan el papel de la reflexion y de la
colaboracién. El estudio que aqui se presenta apuesta también por el uso de algun
material que permita una practica activa y continuada por parte del docente y que
acerque la investigacion en diddctica al aula. Este estudio muestra, en un caso particular,
la conveniencia de coordinar estos tres elementos para lograr un desarrollo profesional
sostenido a lo largo del tiempo. Partiendo de los resultados discutidos, se considera que
una intervencién formativa en matematicas ha de propiciar situaciones colaborativas de
reflexion entre profesores e investigadores sobre el contenido diddactico, acercando la
investigacidn en diddactica de las matematicas al aula real y haciendo emerger situaciones
ricas de aula que propicien el cuestionamiento de la practica y permitan al maestro hacer

suyas las reflexiones emitidas y llevarlas a la practica.

En esta presentacién de intervenciones formativas subyace una idea de desarrollo

profesional que entrelaza cuatro elementos clave:

(1) Conocimiento didactico matematico, entendido como profundizacién en contenidos
matematicos relevantes para la comprension del aprendizaje del estudiante, para el

disefio de la ensefianza y para la gestidn de la practica matematica en el aula.

(2) Reflexion sobre la practica, entendida como la interpretacion razonada y el
cuestionamiento sobre la practica matematica de aula con busqueda de propuestas

relativas a la ensefianza.

(3) Colaboracién en comunidad, entendida como discusién entre profesores y expertos

sobre conocimiento didactico matematico para reflexionar sobre la practica.
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(4) Empoderamiento en la accién, entendido como implementacidon de cambios en la
practica matemadtica de aula, fundamentados en la reflexion y la colaboracién, para

mejorar la ensefianza y potencialmente el aprendizaje del estudiante.

Estos elementos forman una trama progresiva en la que cada uno influye y potencia los
otros. Nétese, ademas, que la definicion de estos elementos es independiente de

cualquier posible intervencién formativa.

La limitaciéon del tiempo y necesidad de centrar el estudio en un marco acotado de
investigacion no ha permitido abarcar dicha idea de desarrollo, aunque se han hallado
indicios que fundamentan en los datos las definiciones propuestas. Por esto, surgen para
futuras investigaciones cuestiones interesantes que tocan a los diferentes elementos del

desarrollo profesional.

Los aspectos de conocimiento didactico matemadtico definidos, fundamentados en los
datos, requieren de una triangulacion con la prdactica de aula de Leire que no se ha dado;
los resultados presentados se basan en los datos sobre la reflexidon sobre la practica
propia o ajena de la maestra y no sobre la préctica directamente considerada.
Seguramente, tras la grabacién y andlisis de la practica de Leire, los cdédigos de cada

aspecto de conocimiento se verian aumentados y refinados.

Ademads, este estudio se ha centrado en un contenido matematico especifico: el
pensamiento numérico, mas concretamente la multiplicacion. Para futuras
investigaciones sobre el desarrollo profesional, seria interesante ver si las dindmicas de
evolucion halladas se dan con otros contenidos no tan cercanos al conocimiento de la
maestra. Por ejemplo, antes de concluir la formacién, el claustro se puso de acuerdo para
pedir ayuda a la formadora sobre el bloque de geometria; blogue que Leire afirma en
numerosas ocasiones que no domina. Los cuestionamientos que ella comienza a plantear,
ése quedan en un nivel tedrico o apuntan a un interés por el cambio de practica?, élas
practicas innovadoras sobre este contenido se sostienen en el tiempo?, ése llegan a
transferir los conocimientos didacticos de este contenido trabajados con la formadora a
otras practicas introducidas por la maestra? Es decir, ése pueden validar los indicadores

de desarrollo que han marcado el dinamismo de desarrollo profesional en este estudio?

Este estudio no ha pretendido realizar un analisis de la reflexion, aunque ha trabajado
sobre ella. Asi, cabria continuar el caso estudiado profundizando en un andlisis de este
elemento del desarrollo profesional, en orden a encontrar no solo una caracterizacion de

la reflexion de la maestra, sino indicadores de desarrollo especificos para este elemento.
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Capitulo 5

Pese a la influencia evidenciada de las situaciones colaborativas de reflexidn sobre el
contenido matematico en el desarrollo profesional, tampoco se ha realizado una
caracterizacion de la colaboracion en comunidad ni se han definido indicadores de
desarrollo. Un estudio sobre este elemento llevaria a cuestionar preguntas como: équé
tipo de participacién realiza Leire en las discusiones conjuntas?, ése evidencia alguna

variacion?, iqué puede propiciar esas variaciones?

Estas cuestiones llevarian a plantear una reflexién sobre la intervencion formativa, de
gran interés en el campo de la formacién continua del maestro. Los datos no dan indicio
de haberse creado una comunidad de aprendizaje en el claustro independiente de la
intervencion formativa. Asi pues: équé elementos habria que enfatizar durante la
intervencion formativa para propiciar la continuidad de reuniones de claustro o de ciclo
centradas en contenidos especificos con vistas a la ensefianza y aprendizaje de los
estudiantes? No estd claro si se ha llegado a generar una cultura que permita seguir
trabajando el desarrollo profesional independiente de una intervencién formativa
especifica, pero es razonable pensar que una cultura en este sentido ha sido iniciada.
¢Qué habria que introducir, enfatizar o eliminar en la intervencion formativa con vistas a

generar un empoderamiento en el desarrollo profesional del maestro?
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