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Resolución de las
tareas

A

A.1. Tarea 1: La araña y la mosca

Una araña está situada en medio de una de las paredes más pequeñas de mi salón

y una mosca está en la ventana de la pared opuesta, 1.5 m por encima del suelo y

0.5 m de la pared adyacente (pared con cuadros).

La sala mide 5 m de largo, 4 m de ancho y 2.5 m de alto.

¿Cuál es el camino más corto que la araña deberá recorrer para cazar a la mosca?

Suponed que la araña no utiliza telarañas para desplazarse, lo hace caminado por

las paredes.

Hi ha 4 candidats a ser el camí més curt des de l'aranya fins la mosca: pel sostre,

pel terra i per les dues parets. Tenint en compte que estan a altures diferents, és

clar que la trajectòria no podrà estar formada per segments paral·lels a les arestes

de l'habitació, sinó que haurà de ser oblíqua. Podem fer el càlcul en cada cas, usant

el teorema de Pitàgores.

Abans, però, notem que en qualsevol trajectòria possible passarem per: la paret

on hi ha inicialment l'aranya, la paret on hi ha inicialment la mosca, i una de les 4
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parets restants: sostre, terra o les altres dues parets laterals, és a dir, per 3 parets.

Així podem visualitzar la nostra trajectòria desplegant sobre un pla 3 costats del

paral·lelogram que és l'habitació.

Els quatre casos són molt similars.

1. En el cas de la trajectòria pel sostre, podem pintar la trajectòria en un pla

on la x sigui la distància en horitzontal en l'habitació, al llarg del sostre i

parets, i la y sigui la distància mesurada des de la paret del fons en el dibuix,

perpendicularment a aquest. Obtenim el següent esquema:

La distància que hem de calcular en aquest cas surt del teorema de Pitàgores

sobre el triangle rectangle d'hipotenusa d,

d2 = (1 + 5 + 1,25)2 + (2− 0,5)2,

per tant

d = 7, 404 m.

2. Per la trajectòria pel terra, l'esquema següent mostra el càlcul a efectuar (que

obtenim de forma similar al de dalt),
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i aquí

d2 = (1,5 + 5 + 1,25)2 + (1,5)2,

per tant

d = 7, 8938 m.

3. En el cas de la paret, només cal calcular la distància de la trajectòria corres-

ponent a la del fons en l'esquema de l'enunciat, atès que la mosca està més

aprop d'aquesta que de l'altra. De manera similar obtenim l'esquema següent,

on ara la distància a calcular satisfà

d2 = (5 + 2 + 0,5)2 + 0,252,

per tantd = 7,504 m.

Veiem, doncs, que la distància més curta és la corresponent a anar pel sostre.
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Ampliació: Si la mosca se situa en qualsevol punt entre la posició inicial i el terra, hi

ha algun punt d’aquests on sigui millor que l’aranya canvií la seva ruta (respecte

la ruta que has triat en l’apartat anterior)? Justifica la teva resposta.

Aquí se'ns pregunta si, en modificar verticalment i cap a baix la posició de la

mosca, la trajectòria pel sostre continua essent la més ràpida.

En primer lloc, cal dir que el fet que, en la situació anterior, la mosca estés a

1m del sostre feia que la trajectòria pel sostre fos la més curta. Ara, és clar que si

aquesta està a 1.25m del sostre (i del terra), la distància serà la mateixa pel sostre

i pel terra, i en cas que l'altura sigui, comptada des del terra, menor a 1.25m, la

trajectòria pel terra serà la més curta. Ara, les solucions per les parets poden ser

més curtes que les solucions del sostre i del terra en altures intermitges. Es dóna

aquest cas?

Anomenem h la altura de la mosca, comptada des del terra. La distància a re-

córrer per la paret dp del fons en el dibuix inicial (que és la més curta d'entre les

dues) té la següent expressió (que s'obté de forma similar a la de dalt)

d2p = 7,52 + (h− 1,25)2

mentre que les distàncies pel sostre ds i terra dt són

d2s = (8,75− h)2 + 1,52, d2t = (6,25 + h)2 + 1,52

Si comparem les distàncies pel sostre i la paret (h > 1,25),

d2s ≤ d2p

(8,75− h)2 + 1,52 ≤ 7,52 + (h− 1,25)2

h ≤ 7,52 + 1,252 − 8,752 − 1,52

15
= 1,4 m
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Per tant, és més ràpid anar pel sostre sempre que h > 1,4m, si h = 1,4m és igual

de ràpid anar pel sostre que per la paret, i és més ràpid per la paret si 1,25 <

h < 1,4m. Similarment, comparant dt amb dp per h < 1,25m, trobarem que per

1,25 > h > 1,1m és més ràpid per la paret, per h = 1,1 és igual de ràpid per la

paret i pel terra i per h < 1,1, la trajectòria pel terra és la més curta.

A.2. Tarea 2: Empaquetando vasos

Disponemos de 12 vasos. Cada vaso mide 92 mm de altura y 74 mm de diáme-

tro del borde por donde se bebe. Queremos construir una caja lo más econó-

mica posible que contenga los 12 vasos.

Además, queremos que:

- La base de la caja sea rectangular.

- Los vasos estén mirando hacia arriba en la caja.

- Los vasos no estén situados uno dentro de otro.

Con las restricciones anteriores, ¿qué hace falta minimizar para construir la

caja más económica posible? Razona tu respuesta.

Anomenem d el diàmetre dels gots, i h la seva altura. Tenim 3 opcions per a

fer la caixa:

1. Posant les 12 en una mateixa fila,

2. disposant-les en 2 files de 6 gots, i

3. disposant-les en 3 files de 4 gots.

Solucions analítiques: Calculem l'àrea en cada un dels 4 casos.
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1. Si disposem els 12 gots en fila en un paral·lelogram, L'àrea de cartró que

necessitarem serà

Àrea total = 2× Àrea base + 2× Àrea cosat llarg + 2× Àrea cosat curt.

Es pot veure fàcilment que, com que els gots són tangents entre elles i als

costats del paral·lelogram, l'àrea total serà:

Àrea total = 2× (12d2 + 12dh+ dh) = 2× (12d2 + 13dh) = 24d2 + 26dh.

2. Si les disposem en un paral·lelogram en dues files de 6 gots, l'àrea de cartró

que necessitem té la mateixa expressió que en el cas anterior, i en termes de

d i h s'escriu

Àrea total = 2× (12d2 + 6dh+ 2dh) = 2× (12d2 + 8dh) = 24d2 + 16dh.

3. Finalment, en un paral·lelogram en tres files de 4 gots, l'àrea de cartró que

necessitem torna a tenir la mateixa expressió que en primer cas, i en termes

de d i h s'escriu
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Àrea total = 2× (12d2 + 4dh+ 3dh) = 2× (12d2 + 7dh) = 24d2 + 14dh.

Amb el càlcul analític ja es veu que la solució que minimitza l'àrea és la de la

caixa 4×3.

Solucions numèriques: Aquí usarem els valors d = 74mm i h = 92mm.

1. Àrea total=308432 mm2.

2. Àrea total=240352 mm2.

3. Àrea total=226736mm2.

Per tant, la caixa que dóna una àrea mínima d'entre les proposades és aquella

en què els gots estan disposats en 3 files de 4 gots, tal i com es mostra a la següent

figura.
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Instrumento
Horizontal

B

El instrumento Horizontal muestra qué contenido matemático se re-expresa y có-

mo mediante revoicing. Consiste en una tabla con cuatro columnas. En la primera

columna se enumeran los turnos transcritos y se señalan aquellos con revoicing

(verde). En la segunda columna figura la transcripción multimodal con los tur-

nos de origen (cursiva) de aquellos con revoicing (verde). Así se marcan parejas

de turnos de origen y turnos con revoicing. Identificamos auto-revoicing (asteris-

co) cuando la misma persona comunica los turnos con revoicing y los de origen.

La tercera columna donde se indican las formas lingüísticas. En un mismo turno

con revoicing se puede identificar más de una forma lingüística. Finalmente, en la

cuarta columna se indican las funciones discursivas del turno con revoicing (entre

paréntesis).
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B.1. Instrumento Horizontal aplicado en T1 de PA
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Instrumento Vertical C

El instrumento Vertical consiste en una tabla con seis columnas. En la primera y

segunda columna aparece la numeración de los turnos con revoicing y sus expre-

siones clave, respectivamente. En la tercera columna se retoman los complementos

matemáticos de las funciones discursivas. En la cuarta y quinta columna se indi-

can las expresiones clave de los turnos intermedios entre turnos con revoicing

expresados por alumnos y la numeración de estos turnos, respectivamente. En la

sexta columna se indica la numeración de episodios y se nombran con un título

explicativo según la actividad matemática en la agrupación de turnos.
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C.1. Instrumento Vertical aplicado en T1 de PA
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# EXPRESIONES CLAVE COMPLEMENTO 
MATEMÁTICO 

EXPRESIONES CLAVE # ei 

   

pugés u vint-i-cinc, 
després cinc metres de 
llarg 
després un metre per 
arribar a la mosca. 

2 
e1| D

istancia entre dos puntos del plano 

3 aranya puja u vint-i-cinc 
camina cinc pel sostre 

concatenación de dos 
movimientos de un 

camino 

baixa un metre per agafar 
a la mosca 4 

5 

aranya  
puja 

camina cinc metres 
sostre 

baixa vaig com al mig 
baixa  

no coincidencia entre 
punto final del camino 

y coordenadas de 
mosca 

dos metres en línia recta 
diagonal  8 

9 

pujava aranya  
camina cinc metres 

baixa un metre 
encara ha d'anar cap aquí  

aranya vagi recte  
en comptes de fer  escaleta 

en  
diagonal 

aquest tros recte, aquet 
tros recte i diagonal  

movimientos 
horizontales y 

verticales - 
movimientos oblicuos 

una diagonal tota ella 10 

 movimiento oblicuo 
respecto a los ejes 

11 una diagonal tota ella  movimiento único 
oblicuo   

13 aquesta (una diagonal) 
recte, baixar i recte 

movimientos 
horizontales y oblicuo 
– movimiento único 

oblicuo 

recte 14 

15 
distància més curta entre 

dos punts 
recta 

distancia entre dos 
puntos del plano   

   sostre 16 

e2| D
esarrollos ortoedro.  

C
orrespondencia desarrollo- cam

ino 

17 pel sostre 

movimientos por 
otras caras de un 

ortoedro orientado: 
techo 

anar en diagonal passant 
pel sostre 
fins a la mosca 

18 

19 

desplegada 
passar pel sostre 

el més curt entre dos 
punts  

línia recta 

movimientos 
curvilíneos 

Els costats per dalt 20 

la mateixa (habitació) 
parets de maneres 
diferents 

24 

camino óptimo: línea 
recta 

semblants 28 

iguals 29 

30 habitacions iguals desarrollos del 
ortoedro hexaminós diferents 31 

32 

dos hexaminós diferents 
desplegaments del cub 

diferents desplegat 
desplegat així 
les pestanyes 

aquí desplegat d'una altra 

hexaminós y ortoedro   
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manera 
paret dels quadres  

sostre  
enganxarem les parets al 

costat del sostre  
línia recta.  

correspondencia entre 
movimientos y 

desarrollo óptimo 

34 més opcions ampliación de 
caminos solución 

terra 
mosca està més a prop 
sostre serà més curt terra 

35 

e3| C
am

inos favorables 

36 anar pel terra 
dues parets 

movimientos por 
otras caras de un 

ortoedro orientado: 
suelo 

a baix (coser las paredes) 37 

38 aquí orientación de caras 
de mosca y araña 

està més amunt (mosca) 
no cal  

39 
 

40 una altre opció ampliación de 
caminos solución 

altre costat 41 

altre costat que no té 
quadres  
està (mosca) més a prop 
dels quadres  
no cal fer-ho 

42 

43 més a prop d'ell  
paret de quadres o sostre posición de mosca   

45 
paret de quadres 

mesurava d'ample 
cinc 

cálculo de la distancia 
por una cara de un 
ortoedro orientado: 
pared con cuadros 

cinc 46 

e4| T
eorem

a de P
itágoras 

47 cinc metres identificación de las 
longitudes de la tarea  

a la meitat 48 

dos de la paret de quadres 50 

51 dos metres interpretación de las 
longitudes de la tarea 

zero coma cinc 52 

53 zero coma cinc triangle rectangle 54 

55 triangle rectangle així 
triángulo rectángulo 
cuya hipotenusa da la 
longitud del camino 

zero vint-i-cinc  56 

57 zero vint-i-cinc  

interpretación de la 
longitud de una altura 

del triángulo 
rectángulo  

set coma cinc 60 

61 set coma cinc 

interpretación de la 
longitud de una base 

del triángulo 
rectángulo 

cinc més dos 62 

63 

cinc més dos  
més zero coma cinc 

caminant en diagonal  
mosca per la paret de 

recte, en diagonal i recte 

longitud de una base 
del triángulo 
rectángulo 

pel sostre és menys  64 longitud de un 
camino candidato a 

solución con Teorema 
de Pitágoras 

| 65



65 menys 

cálculo de la longitud 
del camino por una 
cara de un ortoedro 

orientado: techo  
pel sostre 68 

67 

dues opcions 
set coma cinc zero quatre 

per la paret de quadres 
set coma quatre zero tres 

pel sostre  

comparación de 
longitudes: por pared 
con cuadros - techo 

69 

sostre 
altres opcions  

pitjors 
 no cal calcular-les  

dues millors fent tots els 
càlculs  

menor longitud 

  
posición de mosca 

medida de caminos 

71 
línia recta es la millor 

diferents desplegaments 
pel sostre, paret 

diferentes desarrollos 
de un ortoedro paret i sostre 76 

e5| D
esarrollos favorables 

77 

un mica paret finestra 
un mica paret de quadres 

un mica sostre 
un mica de l'altra  

movimientos por más 
de tres cares de un 
ortoedro orientado 

pitjor 78 
 

79 

encara pitjor 
desplegaments  

dues oposades sempre 
dalt 
aquí 

 escalonada segur que no 

camino por menor 
número de caras 

  
adecuación de 
desarrollos en 

relación a la tarea 
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# EXPRESIONES CLAVE CONTENDIOS 
MATEMÁTICO 

EXPRESIONES CLAVE # ei 

   así 2 
e1| D

esarrollos ortoedro 

3 así determinación de un 
desarrollo 

distància d'aquí dintre 4 

aquesta d'arriba 6 

pel sostre 8 

9 pel sostre  
ubicación caras de un 
ortoedro orientado: 

techo 
sí  10 

11 per aquí 
movimientos por una 
cara de un ortoedro 

orientado: techo 
  

   

longitud fins el punt de la 
mosca 
distància del punt d'això 
hasta la mosca  
Pitàgores.   

12 

e2| D
istancia entre dos puntos del plano 

   
el camí recte des de 
l'aranya hasta la mosca 16 

17 el camí recte des de 
l'aranya hasta la mosca 

movimiento único y 
rectilíneo hasta el cuadro 18 

19 hasta el cuadro ubicación del punto 
final el mío esta cortado 20 

21 primer camí 
pel sostre 

movimientos por una 
cara de un ortoedro 

orientado: techo 

d'aquí fins aquí 
d'aquí fins aquí 
d'aquí fins aquí 

22 

lo mismo pero en la otra 24 

25 està així desmuntada 
correspondencia entre 

movimientos y 
desarrollo óptimo 

pared 26 

d'aquí fins aquí 
així i un mica més amunt 30 

31 

aranya 
recte recte recte 

després puja por paret de 
quadros 

recte recte per aquí 
després puja 

concatenación de 
movimientos 

horizontales y 
verticales por la pared 

de cuadros 

diagonal aquí 
passa aquí 
després aquí 

34 

35 diagonal aquí movimiento oblicuo 
respecto a los ejes 

diagonal aquí 
passa per aquí 
després aquí 

36 

37 una diagonal, recte i 
diagonal 

concatenación de 
movimientos 

horizontales y 
oblicuos respecto a las 

aristas 

sí 38 
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39 dos diagonals dos movimientos 
oblicuos   

   quatre camins 46 
e3| C

am
inos favorables 

47 

sostre  
quadros  

un altre camí 
camí 

movimientos por el 
techo - movimientos 

por la pared de 
cuadros 

  

50  sostre movimientos por el 
techo no 51 

52 
camí més curt 

diagonal 
un altre camí 

movimiento oblicuo 

els altre són més llargs 54 ampliación de posibles 
camino solución 

55 els altre són més llargs longitud de caminos 
candidatos a solución 

fa volta 56 

fa menys  57 

puja i baixa 58 

59 
camina pels quadros 

camina pel sostre 
altres possibilitats 

ampliación de posibles 
camino solución ir por debajo 60 

61 por el suelo 

movimientos por 
otras caras de un  

ortoedro orientado: 
suelo 

per l'altra pared 62 

63 
por la otra pared 

terra o l'altra paret és més 
llarg 

movimientos por 
otras caras de un  

ortoedro orientado: 
otra pared 

mosca situada 
más cerca de la pared 64 

està més lluny 65 longitud de caminos 
por el suelo y la otra 

pared 

66 mosca posición de la mosca més iguals  67 

70 està més a prop   posición de la mosca del sostre que del terra 71 

72 del sostre posición de la mosca: 
techo-suelo de la paret de quadres 73 

74 altra paret 
sostre i paret de quadros  

posición de la mosca: 
pared cuadros-otra 

pared 

no  75 movimientos por el 
techo - movimientos 

por la pared de 
cuadros 

76 els quatre camins  movimientos por el 
suelo y la otra pared 

fer tots 77 

para comprovar  78 

79 Para comprovar  movimientos por el 
suelo y la otra pared   
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85 

la teoria de dos  
més curt 

la línia recta és més curt 
línia recta 

entrebancs  
més llarga  

concatenación de dos 
movimientos oblicuos 

  
e4| D

irección 
cam

ino 

   el primer 86  

87 
sostre 

paret de quadros 
camí més curt 

movimientos por el 
techo - movimientos 

por la pared de 
cuadros paret quadres 88 

e5| T
eorem

a de P
itágoras 

 
camino óptimo 

98 

paret de quadros 
sostre es triga menys 

paret (quadres) 
sostre, sostre i sostre 

camí 
camí és hipotenusa de un 

triangle 
més curt 

movimientos por el 
techo - movimientos 

por la pared de 
cuadros 

sostre 90 

sostre 91 

sostre 93 

sostre 95 

camino óptimo 
movimientos por la 

pared de cuadros 

al revés  97 

 99 

camino solución 
coincide con la 

hipotenusa de un 
triángulo rectángulo 

camino óptimo según 
su longitud numérica 

100 
diferencia pel sostre i paret 

de quadros 
quant de tros 

longitud de los 
caminos por el techo-

pared de cuadros 
set coma quatre 101 

102 set coma quatre 
sostre 

longitud de un camino 
por el techo set coma quatre 104 

105 set coma quatre longitud de un camino 
por el techo set coma cinc 106 

107 set coma cinc 
molt per l'aranya 

longitud de un camino 
por la pared de 

cuadros 
em surt diferent 114 longitud del camino 

solución y 
dimensiones de los 

animales 

115 te surt diferent camino por la pared 
de cuadros més petit, més petit  116 

117 més petit camino por la pared 
de cuadros més petit que pel sostre 120 

121 més petit que anar pel 
sostre   

camino por la pared 
de cuadros 

la solució 
quant surt 122 
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C.3. Instrumento Vertical aplicado en T2 de PA
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# EXPRESIONES CLAVE CONTENDIOS 
MATEMÁTICO 

EXPRESIONES CLAVE # ei 

   

capsa tres per quatre 
quadrat 
ocupa menys espai 
altura u 
costat tres 
tres per u 
àrea d'una cara 
l'altre costat 
sumes 

2 

e1| Á
rea de un ortoedro 

3 

capsa tres per quatre 
gots 

no mil·límetres  
no metres 

tres per quatre gots 
minimitzar la capsa 

distribución vasos en 
tres filas de cuatro, 

3x4 tres centímetres 
multipliquem per un 
centímetre 

4 unidad de medida 

optimización de 
material 

5 multipliquem per un  
altura un 

longitud altura caja 
3x4 

multiplicar per dos  
àrea   
tres 

6 

7 

tres per u 
aquesta àrea 

aquesta paret 
tres per u 

multiplicar per dos 
parets d'aquestes  

dos  

área paredes laterales 
caja 3x4 

l'altra banda  
al mateix 8 

9 quatre per u  área paredes laterales 
caja 3x4 sí 10 

11 quatre per u 
d'aquestes n'hi ha dos 

área paredes laterales 
caja 3x4 dos tapes 14 

15 dos tapes 
terra i dalt área bases caja 3x4 dotze 16 

17 dotze 
tres per quatre 

área de una base caja 
3x4 

dos i sis 
és més 18 

sis dos 20 

21 tres i quatre 
dos i sis 

distribución de los 
vasos en dos filas de 

seis, 2x6 
dotze i u 21 

23 
dotze i u 

àrea 
més petita 

distribución de los 
vasos en una fila de 

doce, 1x12   

área de las tres cajas 

   

dotze gots seguits 
cantonades 
toquen 
dos menys 
toquen amb tres 
tres parets 

24 

e2| O
ptim

ización caras por vaso 
 cada got toca  

baix i dalt 26 

27 cada got posición relativa de 
un vaso tocaria 28 

29 tocaria a fora 
aquí i aquí 

paredes laterales que 
están en contacto con 

un vaso 
el de la cantonada també 30 
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31 el de la cantonada 
toca amb tres 

paredes laterales que 
están en contacto con 

un vaso 

molta cartolina 
tres quatre 
gots sense tocar cantonada 

32 

33 

aquest no toca 
carregar-se el màxim de 

parets 
dotze gots 

tres per quatre 
got aquí 

parets anul·lades 
no formen part de la capsa 

agafaré el de fora 
quatre cantonades en dos 

dos pestanyes 
una cantonada 

el mig 
cap paret 

paredes laterales que 
están en contacto con 

un vaso 

  

minimizar contacto de 
los vasos con paredes 
laterales de una caja 

número paredes 
según la posición de 

un vaso 

   

àrea general 
àrea de dalt sempre serà la 
mateixa 
la de les tapes 
sempre seran els mateixos 
gots 

34 

e3| Invariancia de ortoedros favorables: área base 

35 àrea área total caja 

són els mateixos gots 36 

tapes sempre mateixes 
àrees mateixos gots 
tapes de dalt i baix 
no cal que comptis 
sempre seran iguals 

38 

39 
sempre seran iguals 

aquesta tapa i aquesta tapa 
sempre seran iguals 

igualdad en área de 
bases de todas las 

cajas 

mateixa àrea 40 

mil·límetres 42 

43 
setanta-quatre 

mil·límetres 
zero coma setanta-quatre 

diámetro vaso   

45 

tapa o base caps llarga 
mateixa àrea que taronja 

encaixen  
aquesta cartolina, aquesta 
i aquesta són iguals d'àrea 

forma no 
no contribueixen a 

minimitzar 
podem treure de sobre 

parets 

igualdad en área de 
bases de todas las 

cajas 
  

| 73



   
 

no cal calcular àrea 
cal calcular perímetre dels 
quadrats 
doni menys 

46 

e4| P
erím

etro base ortoedro 
àrees tapes iguals 48 

només una tira 
u pel perímetre 
aconseguir la cara  
color blau 

50 

51 aconseguir aquesta variación perímetro 
bases cajas multiplicar u pel costat 52 

53 per l'altura del got correspondencia 
número-magnitud noranta-dos 54 

55 
noranta-dos 

àrea d'aquesta paret 
sempre noranta-dos 

altura vaso 
part de dalt 56 

part de dalt 58 

59 

no contribueix 
serà la mateixa 

tapa de dalt d'aquesta i 
d'aquella 

igualdad en área de 
bases de todas las 

cajas 

menys 60 

menys 61 

62 molt menys perímetros cajas 2x6 - 
1x12 encara menys 63 

64 encara menys perímetros cajas 2x6 - 
3x4 s'assembla més a la verda 65 

66 s'assembla més a la verda 
més petita 

perímetros cajas 2x6 - 
3x4 

cent menys 
perímetre 
cent mil·límetres 
mil trenta-sis mil·límetres 

67 
caja con menor 
perímetro: 3x4 

68 mil trenta-sis perímetro caja 3x4 sí 69 

70 mil·límetres de perímetre correspondencia 
unidades-magnitud 

de perímetre 71 

mil cent vuitanta-quatre 73 

mil cent vuitanta-quatre 75 

mil nou-cents vint-i-
quatre 77 

   àrea també dóna 79 e5| O
ptim

ización de vasos en el 
contorno  

80 

àrees segur que donen 
estalviàvem parets 

parets d'aquestes en 
necessitem catorze 

necessitem setze 
necessitem vint-i-sis 

cálculo área 
quants menys gots 
estiguin tocant 
més petit 

81 
optimización paredes 

según posición 
relativa vasos 

número de paredes 
laterales para cada 
caja según posición 

vasos 

més quadrat 82 

més comprimit 84 

85 
menys gots toquin parets 

més petit el que hem de 
gastar 

optimización 
perímetro paredes 

laterales 
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   les botelles de Veri 88 

e6| O
ptim

ización m
odificando condiciones iniciales  

89 les botelles de Veri relación con otras 
tareas similares 

no 90 

una rodona 92 

una rodona 94 

95 una rodona 
circumferència 

término 'redonda' 
ai 96 término 

circunferencia 

97 una circumferència 
rodona 

caja óptima: 
distribución en 
circunferencia 

és menys 98 distribución en 
circunferencia 

condicionada al 
número de vasos 

99 el més petit possible 
circunferencia, figura 
con menor área entre 

sus isométricas 

no cal tot els gots mirant 
cap amunt 100 

101 

si no cal 
cap i culats 

got boca a baix i got boca 
dalt 

vasos intercalados: 
boca arriba-boca abajo un dins de l'altre 102 

103 apilar-los vasos apilados 
un donut 104 

un donut 106 

107 un donut distribución en forma 
de corona posar com dos 108 

109 
doble paret 

paret per fora i paret per 
dintre 

paredes caja con 
forma de corona 

sí 110 

no surt a compte 112 
millor que no hi hagi forat 
tota l'àrea 
tot el perímetre 

114 

115 

si omples el forat millor 
contra menys gots toquin 

la vora 
millor 

pared interior caja 
con forma de corona 

  optimización paredes 
por vaso 
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# EXPRESIONES CLAVE CONTENDIOS 
MATEMÁTICO 

EXPRESIONES CLAVE # ei 

   la del mig 2 
e1| E

spacios entre vasos 

3 

 
 

la del mig 
 

distribución de los 
vasos en tres filas de 

cuatro, 3x4 més lògic 4 

elección caja 3x4 

5 més lògic razonamiento 
intuitivo más, més, estrecha 6 

7 més lògic razonamiento 
intuitivo més normal 8 

9 més normal razonamiento 
intuitivo ocupa menos espacio 9 

12 ocupa menos espacio razonamiento 
intuitivo gasta menys 14 

15 gasta menys razonamiento 
intuitivo 

menys no 
es la misma 
son las mismas 

16 

l'última de allí 18 

19 millor 
aquesta última 

distribución de los 
vasos en una fila de 

doce, 1x12 
la blau 20 

21 la blava caja 1x12 

tenemos más espacios  
verde y naranja 
más espacios libres 

24 

hay lo mismo 25 

en la otra 
todos rectos 
un mismo 

26 

27 hi ha quatre...  
espais queden buits  

espacios vacíos entre 
los vasos de las cajas 

1x12; 2x6 y 3x4 

allí lo mismo 
juntas 
te queda igual 

29 

poses totes juntes 31 

juntes serà lo mateix 32 
és lo mateix 33 
también hay en el otro 35 

36 la blava 
té menos espais 

espacios vacíos caja 
1x12 sí 37 

38 té menos espais espacios vacíos caja 
1x12   
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la primera 
igual nombre de gots 
són igual aqunque esten 
així o així  

39 
e2| Invariancia entre ortoedros: área y 

volum
en 

 
40 les tres són iguals similitudes entres 

cajas de todo 44 

45 de todo cajas idénticas 
àrea 49 

de área, de área 52 

53 de área, de área cajas idénticas volumen 54 

55 de volumen igualdad de volumen es lo mismo 56 

59 
conceptos diferentes 

área 
volumen 

área y volumen son 
magnitudes diferentes   

   noventa y dos 62 

e3| Á
rea de bases 

63 noventa y dos 
consideración de la 

altura en vez del 
diámetro del vaso 

setenta y cuatro 64 

65 doce por setenta y cuatro diámetro del vaso tiene dos 
doce vasos 69 

70 área de la base  
caja azul 

área de una base de la 
caja 1x12 

la base 73 

la base 75 

76 la base 
determinación del 

área de una base de la 
caja 1x12 

doce por setenta y cuatro 77 

doce por 79 

80 doce por número de vasos setenta y cuatro 81 

82 setenta y cuatro 
diámetro de un vaso 

vuit cents vuitanta vuit 83 área de una base de la 
caja 1x12 

84 vuit cents área de una base de la 
caja 1x12 vuit cents vuitanta vuit 85 

86 vuit cents vuitanta vuit unidades de medida 
mil·límetres 87 

setanta quatre 89 

90 

aquest tros 
es un got 

un got de part a part 
un vaso de parte a parte 

altura de una base de 
la caja 1x12   

94 
área de esta base 

área de la base de un 
rectángulo 

determinación del 
área de un rectángulo base por altura 95 

96 base por altura 
la base 

área de un 
paralelogramo 

setenta y cuatro 97 

setenta y cuatro 99 

noventa y dos 101 
cuatrocientos cuarenta y 
cuatro 105 
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106 cuatrocientos cuarenta y 
cuatro número incorrecto 

setenta y cuatro por 
setenta y cinco mil 107 

seixanta-cinc mil set-cents 
dotze 109 

seixanta-cinc mil set-cents 
dotze 110 

mil·límetres quadrats 112 

117 sesenta y cinco mil 
setecientos doce 

área de una base de la 
caja 1x12 noventa y dos 118 

119 esto unidades de medida milímetros 120 

121 milímetros 
esto 

incoherencia entre 
unidad-magnitud milímetros cuadrados 122 

125 una área 
mide 

unidades de medida milímetros cuadrados 126 

127 una área 
cuadrados 

unidades asociadas a 
áreas dos por setenta y cuatro 128 

129 ciento cuarenta y longitud arista de una 
base de la caja 2x6 

cuatro 130 

ciento cuarenta y cuatro 133 

134 ciento cuarenta resultado numérico 
incorrecto 

y cuatro 
seis 
ciento cuarenta y seis 

135 

setenta y cuatro por dos 137 

138 setenta y cuatro por dos diámetro de un vaso y 
cantidad de vasos sis por setenta y quatre 143 

144 sis per setanta quatre diámetro de un vaso y 
cantidad de vasos 

quatre cents cuarenta 
quatre 145 

146 quatre cents quaranta 
quatre 

longitud arista de una 
base de la  
caja 2x6 

mil·límetres 147 

cent quaranta vuit per 
quatre cents quaranta 
quatre 

149 

seixanta cinc 151 

152 seixanta cinc área de una base de la 
caja 2x6 mil set cents dotze 153 

154 mil set cents dotze unidades de medida 

mil·límetres cuadrados 155 
lo mismo 157 
també 158 
es igual es igual 159 

160 la naranja 
la más pequeña 

área de una base de la 
caja candidata a 

solución, 3x4 

setenta y cuatro por tres 161 

doscientos veintidós 165 

166 dos cents vint-i-dos longitud arista de una 
base de la caja 3x4 mil·límetres 167 

168 mil·límetres unidades asociadas a 
longitudes setanta-quatre per quatre 169 

170 per quatre número de vasos por 
fila de la caja 3x4 dos-cents noranta sis 171 

172 dos-cents noranta sis longitud arista de una 
base de la caja 3x4 mil·límetres 173 
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174 mil·límetres unidades asociadas a 
longitudes 

dos-cents vint-i-dos 175 
dos-cents noranta sis 177 
seixanta-cinc mil set-cents 
dotze 179 

són iguals 181 
tots iguals 183 

184 les tres iguales 

igualdad del área de 
las bases de las cajas 
seleccionadas, 1x12, 

2x6 y 3x4 

  

   

tres por cuatro 185 

e4|  

resulta familiar 187 

188 resulta familiar razonamiento 
intuitivo caja así 189 

190 còmode 
més familiar 

distribución de vasos 
usada en contextos 

cuotidianos 
todas (las cajas) 191 

192 todas 
volum volumen de las cajas 

es diferente 193 

e5| V
olum

en ortoedro 

área de la base por altura 195 

área por eso de la altura 199 

200 área por eso de la altura volumen caja con 
forma de ortoedro 

área por altura partido por 
dos 203 

noranta-dos 207 

208 altura de los vasos determinación de la 
altura de un vaso noranta-dos 209 

210 altura de los vasos determinación de la 
altura de un vaso noranta dos 210 

   
la base es setenta y cuatro 
la otra es diferente 
más amplia 

217 

e6| D
iám

etro vaso 

218 diámetro de setenta y 
cuatro 

diámetro superior o 
inferior de un vaso superior  219 

220 superior diámetro superior de 
un vaso lo pone aquí 222 

223 

si no, no caben 
setenta y cuatro parte 

inferior 
no cabrían 

mayor diámetro de un 
vaso para garantizar 
volumen suficiente 

lo pone aquí 224 

ni idea 228 

229 ni idea diámetro de la base 
inferior de un vaso la regla y lo mides 230 
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cinco 
cinco centímetros 234 

   

la naranja 236 
e7| P

erím
etro ortoedro 

la naranja 237 

la verde 238 

lo mismo 239 

240 
lo mismo en volumen  

en área de la base 
diferencia 

igualdad en volumen 
de las cajas y áreas de 

las bases 

más estrecha 241 

la gordura 242 

243 diferencia 
alrededor 

diferencias entre las 
cajas seleccionadas perímetro 244 

perímetro perimètre 246 

247 perímetre 
lazo alrededor de esta caja 

perímetro 
la naranja 248 

longitud de lazos para 
rodear cada caja la naranja 249 

250 

la naranja 
le das la vuelta 

doscientos noventa y seis 
más doscientos veintidós 

más doscientos noventa y 
seis más doscientos 

veintidós 

caja óptima: 3x4 

menys perímetre 251 

perímetro de la caja 
3x4 

252 menys caja óptima tiene 
menor perímetro 

té menys perímetre 257 
les unitats 259 
eso y eso 261 

262 eso y eso 
selección de la caja 
3x4 como solución 

óptima 

en una hay cuatro 
en otro seis 
otro ocho 

263 

hay mucha diferencia 265 

266 hay mucha diferencia diferencia numérica   

   todos tocan la caja 276 

e8| V
asos contacto pared  lateral 

277 todos 

contacto entre los 
vasos y las paredes 
laterales de la caja 

1x12 

tres 278 

solamente, solamente 280 

hay dos que no 281 

282 hay dos que no tocan 

contacto entre los 
vasos y las paredes 
laterales de la caja 

3x4 

podemos poner cosas 
dentro 283 

284 podemos poner cosas 
dentro 

rellenar vasos es 
irrelevante para 

determinar la caja 
óptima 

dos vasos no tocan 
hay menos perímetro 285 

286 estos dos vasos no tocan 
más familiar 

vasos que no 
contribuyen al 

perímetro 
más fácil de doblar 287 
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razonamiento 
intuitivo 

288 más fácil de doblar facilidad para rodear 
la caja los huevos vienen así 289 

290 los huevos vienen así 
distribución de vasos 
usada en contextos 

cuotidianos 
vienen en la verde 291 

292 los huevos 
en la verde 

no hay ejemplos en 
contextos cuotidianos 

vienen así 293 
algunos en la verde 294 
si son seis así 
pero si son doce así 295 
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Instrumento Turnos
origen

D

El instrumento Turnos origen muestra las relaciones entre episodios mediante la

identificación de los turnos origen de cada episodio. Consiste en una tabla en cuya

primera columna se indica la numeración de los turnos ordenados cronológica-

mente y se señalan aquellos con revoicing (verde). En las demás columnas se pre-

sentan los episodios identificados mediante el instrumento Vertical. Tomamos los

subíndices asociados a cada forma que indican los turnos origen que corresponden

a cada turno con revoicing. Para cada episodio se señala la numeración correspon-

diente a turnos de origen (gris claro) y se resaltan turnos origen re-expresados en

más de un episodio (gris oscuro).
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D.1. Instrumento Turnos origen aplicado en T1 de PA
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# episodio 1 episodio 2 episodio 3 episodio 4 episodio 5
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79

e5
e4

e1
e3

e2
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D.2. Instrumento Turnos origen aplicado en T1 de PB
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# episodio 1 episodio 2 episodio 3 episodio 4 episodio 5
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76
77
78
79
80

e1
e2

e3
e490 |



81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123

e4
e5
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D.3. Instrumento Turnos origen aplicado en T2 de PA
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# episodio 1 episodio 2 episodio 3 episodio 4 episodio 5 episodio 6
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76

e1
e3

e4
e2
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77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115

e6
e4

e5
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D.4. Instrumento Turnos origen aplicado en T2 de PB

| 97



# episodio 1 episodio 2 episodio 3 episodio 4 episodio 5 episodio 6 episodio 7 episodio 8
1
2
3
4
5
6
7
8
9
10
11
12
13
14
15
16
17
18
19
20
21
22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62
63
64
65
66
67
68
69
70
71
72
73
74
75
76

e3
e1

e2
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77
78
79
80
81
82
83
84
85
86
87
88
89
90
91
92
93
94
95
96
97
98
99
100
101
102
103
104
105
106
107
108
109
110
111
112
113
114
115
116
117
118
119
120
121
122
123
124
125
126
127
128
129
130
131
132
133
134
135
136
137
138
139
140
141
142
143
144
145
146
147
148
149
150
151
152
153
154

e3
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155
156
157
158
159
160
161
162
163
164
165
166
167
168
169
170
171
172
173
174
175
176
177
178
179
180
181
182
183
184
185
186
187
188
189
190
191
192
193
194
195
196
197
198
199
200
201
202
203
204
205
206
207
208
209
210
211
212
213
214
215
216
217
218
219
220
221
222
223
224
225
226
227
228
229
230
231
232

e4
e5

e6
e3

100 |



233
234
235
236
237
238
239
240
241
242
243
244
245
246
247
248
249
250
251
252
253
254
255
256
257
258
259
260
261
262
263
264
265
266
267
268
269
270
271
272
273
274
275
276
277
278
279
280
281
282
283
284
285
286
287
288
289
290
291
292
293
294
295
296

e6
e7

e8
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Instrumento
Conectividad

E

El instrumento Conectividad muestra conexiones entre episodios según la activi-

dad matemática. Consiste en un esquema donde se indican las conexiones entre

episodios mediante los turnos origen compartidos a raíz del instrumento Turnos

origen. La construcción del instrumento parte del primer episodio (e1). Se coloca

una etiqueta con la numeración del episodio y se le asigna un color. Si el siguiente

episodio (e2) no tiene turnos origen en su anterior (e1), se coloca la etiqueta del

nuevo episodio debajo; en caso contrario, se sitúa a su lado derecho y se enlazan

ambos episodios con una flecha (color de e1) en la que se indican la numeración de

turnos compartidos y una referencia que resume las ideas que comunican dichos

turnos.
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E.1. Instrumento Conectividad aplicado en T1 de PA
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E.2. Instrumento Conectividad aplicado en T1 de PB
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E.3. Instrumento Conectividad aplicado en T2 de PA
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E.4. Instrumento Conectividad aplicado en T2 de PB
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