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1. La enseñanza del álgebra elemental: evolución de la transposición didáctica 

La Teoría Antropológica de lo Didáctico (TAD) nació en los años 80 con los trabajos 

del investigador francés Yves Chevallard sobre los procesos de transposición didáctica 

(Chevallard, 1985) y se desarrolló posteriormente dando lugar al enfoque antropológico 

en didáctica (Chevallard, 1992a, 1999) en el que trabajamos hoy en día un grupo 

importante de investigadores europeos y americanos.
1
 

Desde la TAD se asume explícitamente que las matemáticas son un saber que nace y 

crece en ciertos “lugares” determinados de la sociedad y que las necesidades sociales de 

transmisión, uso y difusión, hacen que este saber deba vivir también en otros lugares de 

la sociedad. Para que los saberes puedan vivir “lejos” de sus lugares de producción es 

necesario que sufran transformaciones que los adapten a las condiciones y restricciones 

que imponen las diferentes instituciones para su uso, es decir, es preciso que se adapten 

a la ecología
2
 “local” correspondiente. El análisis de las transformaciones que modifican 

un saber desde su lugar de origen hasta que llega a la institución donde debe ser 

estudiado, es el objeto de estudio de la teoría de la transposición didáctica.
3
 

En términos generales podemos afirmar que en toda problemática didáctica existen 

siempre, aunque a veces de forma no explícita, tres componentes fundamentales que 

conforman el sistema didáctico S(X;Y;O): un colectivo X que se propone estudiar un 

contenido específico O (una “obra” o construcción humana, que puede ser simplemente 

una cuestión) con la ayuda de otro colectivo Y. Según encontramos en las primeras 

formulaciones de la transposición didáctica (Chevallard, 1998, p. 15): 

El didacta de las matemáticas se interesa por el juego que se realiza [...] entre un docente, 

los alumnos y un saber matemático. Tres lugares, pues: es el sistema didáctico. 

El estudio de los distintos tipos de sistemas didácticos que se generan alrededor de 

cuestiones o saberes matemáticos debe considerar de forma especial los sistemas que se 

                                                            
1 Para una visión actual de este campo de investigación en didáctica de las matemáticas, remitimos a las 

actas del I Congreso Internacional de la Teoría Antropológica de lo Didáctico (Estepa, García & Ruiz-

Higueras, 2006).  
2 La ecología se ocupa del estudio científico de las interrelaciones entre los organismos y sus entornos, y 

por tanto de los factores físicos y biológicos que influyen en estas relaciones y son influidos por ellas. Si 

analizamos la etimología de la palabra ecología (oikos logos) encontramos que, en griego oikos significa 

“lugar para vivir”, por lo tanto literalmente es el estudio de los organismos (en nuestro caso serán los 

saberes) “en su hogar”, en su entorno (en nuestro caso sería en la institución concreta). 
3 Se debe tener presente que la noción de transposición didáctica es aplicable a todo proceso didáctico de 

un saber, sea matemático o no. Existen estudios sobre la transposición didáctica de la lengua, de la 

educación física, de la música, de la tecnología y de las nuevas tecnologías, de las ciencias sociales, de la 

biología e, incluso, del ajedrez! (Bosch & Gascón, 2006) 
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crean en las instituciones escolares, es decir aquéllas cuya principal misión es la 

difusión del conocimiento a través la formación de sistemas didácticos regulares. El 

análisis de los sistemas didácticos escolares mostró muy pronto la necesidad de tomar 

en consideración las características específicas de los diferentes saberes que se enseñan, 

en función de la institución donde se encuentran, poniendo así en evidencia la 

relatividad institucional del saber matemático y su evolución en una institución 

didáctica:  

¿Qué es entonces aquello que, en el sistema didáctico, se coloca bajo el estandarte del 

Saber? El “saber enseñado” que concretamente encuentra el observador, ¿qué relación 

entabla con lo que se proclama de él fuera de ese ámbito? ¿Y qué relación entabla 

entonces con el “saber sabio”, el de los matemáticos? ¿Qué distancias existen entre unos 

y otros? (Ibíd.) 

Surgen, por tanto, las nociones de “saber sabio” (que corresponde al saber producido 

por los matemáticos o otros científicos o “sabios”), de “saber a enseñar” (lo que se 

pretende enseñar, gestionado por la “noosfera” o “esfera de los que piensan sobre la 

enseñanza”, que normalmente se concreta en los documentos curriculares y los libros de 

texto), de “saber enseñado” (que es el producido en el aula y corresponde a la actividad 

matemática desarrollada en ésta) y de “saber aprendido” (que es el construido por el 

grupo de alumnos como consecuencia del proceso de enseñanza-aprendizaje y que se 

supone disponible para los próximos procesos de estudio). La figura 1 ilustra las 

diferentes etapas de la transposición didáctica. Las flechas en doble dirección indican 

que las transposiciones tienen lugar en múltiples sentidos y que las evoluciones de cada 

saber se ven condicionadas por las de los demás:  

 

 

 

 

En el proceso de transposición se pueden diferenciar cuatro etapas: la primera etapa 

tiene lugar dentro de la propia comunidad “sabia”, dado que la organización de los 

elementos que constituyen una obra dependen de las exigencias impuestas por la 

comunidad productora: cómo se agrupan los diferentes problemas entre ellos, cómo se 

presentan y justifican los resultados, cómo se constituyen y diferencian las áreas y 

Fig. 1 
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sectores que componen las matemáticas en su conjunto, etc. Esta construcción interna 

permite también facilitar su visibilidad y difusión a otras instituciones. 

La segunda etapa de la transposición didáctica aparece cuando se designa una obra 

matemática para ser enseñada en una institución didáctica concreta, seleccionando los 

ingredientes y la organización que habría de adoptar. En el caso de la enseñanza 

secundaria, esto se acaba plasmando en los programas oficiales, libros de texto, 

recomendaciones a profesores, materiales didácticos, etc.  

La tercera etapa se desarrolla dentro de la institución escolar, juntamente con el propio 

proceso de estudio, y puede originar transformaciones importantes en la obra 

matemática en cuestión debido a la imposición de restricciones (a nivel escolar, 

pedagógico o didáctico), por ejemplo la agrupación de alumnos por edades, la 

compartimentación del saber en asignaturas, la distribución del curso escolar en 

trimestres, en clases de 50 o 90 minutos, con un profesor especialista en cada materia, 

etc. Finalmente, la cuarta etapa de la transposición llega con la utilización no 

problemática de la obra matemática por parte de la comunidad de estudio para estudiar 

nuevas obras. Asimismo, la transposición de un saber comporta una recreación del 

saber en cada una de las instituciones. Por esto, y siempre desde el punto de vista de la 

TAD, el estudio de cualquier fenómeno didáctico
4
 debe tomar en consideración las 

diferentes etapas de la transposición.  

En este primer apartado llevaremos a cabo una revisión de las “restricciones 

transpositivas” que provienen del saber sabio y de la noosfera (vía los programas y 

currículos oficiales) en relación a la enseñanza del álgebra elemental en Secundaria. 

Mostraremos en particular la evolución que ha sufrido el álgebra como saber a enseñar 

en el sistema de educación español desde finales del siglo XIX hasta la actualidad.  

 

1.1. El álgebra elemental en la enseñanza tradicional de las matemáticas 

Antes de la reforma de las matemáticas modernas, en los años 60, el álgebra 

representaba, en el currículum escolar, la entrada a las “matemáticas avanzadas”. Las 

                                                            
4 Utilizaremos la noción de “fenómeno didáctico” como una noción primitiva tal como suele hacerse 

cuando se habla de “fenómenos físicos”, “fenómenos biológicos” o “fenómenos sociológicos”. El análisis 

de la forma cómo una teoría didáctica construye los fenómenos didácticos y cómo los utiliza merece un 

estudio en profundidad que no podemos hacer aquí. Para un inicio de la explicitación de esta noción ver 

Artigue, Bosch & Gascón (en prensa). 
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matemáticas de la enseñanza primaria –o “primera enseñanza” como se designó a partir 

de la Ley Moyano de 1857– se limitaban al corpus tradicional de la aritmética práctica, 

con sus cuatro reglas y el sistema legal de medidas, las fracciones o quebrados y el 

universo de las razones y proporciones junto con la regla de tres. Se le añadían en la 

primaria superior, principios de geometría, dibujo lineal y agrimesura. La enseñanza del 

álgebra no llegaba hasta el segundo curso de secundaria, donde la matemática se dividía 

en los tres bloques tradicionales de aritmética, álgebra y geometría
5
. Ésta es la 

organización clásica de las matemáticas elementales, que encontramos en la mayoría de 

sistemas educativos occidentales anteriores a la reforma de las “Matemáticas 

Modernas”, estructura que en España pervivió durante más de 100 años, hasta la 

aparición de la Ley General de Educación de 1970. 

En esta enseñanza clásica, el álgebra mantiene habitualmente una estructura estándar 

que incluye una introducción al cálculo algebraico, el tratamiento de las ecuaciones de 

primer grado y los problemas asociados, el cálculo de potencias y raíces de expresiones 

algebraicas, el tratamiento de las ecuaciones de segundo grado y los problemas 

asociados. Aparecen también algunos otros temas como las proporciones y 

progresiones, los logaritmos, la regla de falsa posición, etc. En el Tratado de Álgebra 

elemental de J. Cortazar (1881) encontramos una buena representación de la estructura 

anterior: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

                                                            
5 Ley de instrucción pública del 9 de septiembre de 1857 (Ley Moyano), ver anexo A1. 

Fig. 2 
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Y lo mismo ocurre posteriormente con el Tratado de álgebra elemental de M. M. 

Contreras (1902)
6
: 

 

 

Fig. 3 

                                                            
6 http://ia310834.us.archive.org/3/items/tratadodelgebr00contuoft/tratadodelgebr00contuoft.pdf  

Acceso el 31 Junio 2010. 

http://ia310834.us.archive.org/3/items/tratadodelgebr00contuoft/tratadodelgebr00contuoft.pdf
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Tal como muestra Chevallard (1984), esta organización clásica del álgebra es la misma, 

con algunas variantes, en la mayoría de países occidentales. Por ejemplo, el Elementary 

Algebra de E. Oberg (1914) presenta la siguiente organización
7
: 

 

Fig. 4 

 

1.2. La reforma de las matemáticas modernas 

La estructura tradicional de la matemática enseñada en los tres bloques de aritmética, 

álgebra y geometría respondía a una visión de las matemáticas como “ciencia de la 

cantidad”. En esta concepción, la aritmética corresponde al estudio de las “cantidades 

discretas”, la geometría al de las “cantidades continuas” y el álgebra se presenta como 

“la ciencia que trata de la cantidad en general” (Vallejo, 1835). Así lo expresa, por 

ejemplo, A. F. Vallín y Bustillo, en sus Elementos de matemáticas de 1861 (p. 24): 

Las matemáticas puras se dividen en tres tratados, Aritmética o ciencia de los números, 

Geometría o ciencia de la extensión y Álgebra que trata de las leyes generales de toda 

cantidad. 

De todas formas, es conocida la filiación directa del álgebra con la aritmética. En su 

libro “Lecciones de matemática” de 1758, el jesuita catalán Tomás Cerdá, importante 

impulsor de la enseñanza moderna de la ciencia (especialmente la física y las 

matemáticas) en la España del siglo XVIII e introductor en el país de la matemática 

europea del momento, expresa la vinculación entre la aritmética o “ciencia que trata de 

los números” y el álgebra o “aritmética universal” (la Arithmetica Universalis de Isaac 

Newton) en los términos siguientes (Op. cit. p. 6):
 8
 

La parte de la Arithmetica, que se sirve de las expresiones universales, è indeterminadas, 

a, b, c, etc. se llama Algebra, ò Arithmetica Universal, pero entrambas se fundan en unos 

                                                            
7 http://ia311524.us.archive.org/3/items/elementaryalgebr00oberrich/elementaryalgebr00oberrich.pdf  

Acceso el 31 Junio 2010. 
8 http://www.archive.org/stream/licionesdemathe00cerdgoog#page/n11/mode/1up  

Acceso el 20 Octubre 2010. 

http://ia311524.us.archive.org/3/items/elementaryalgebr00oberrich/elementaryalgebr00oberrich.pdf
http://www.archive.org/stream/licionesdemathe00cerdgoog#page/n11/mode/1up
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mismos principios, aunque el modo de obrar es algo diferente el uno del otro; el del 

Algebra es mas fácil, y expedíto, porque no está atado à tantas leyes, y circunstancias, el 

de la Arithmetica es mas difícil, y penoso. 

El profesor Vallejo citado anteriormente, indica sin embargo que la filiación de la 

aritmética con el álgebra parece resultar más de una estrategia de difusión y 

organización de los tratados de matemáticas que de su propia naturaleza. Así lo indica 

críticamente en los términos siguientes (Vallejo, 1835, p. 3): 

El álgebra se ha aplicado con más frecuencia a la determinación de las leyes de los 

números; esta es la razón porque, ordinariamente, este tratado sigue a la Aritmética. 

Nosotros no nos apartaremos de este uso aunque lo creemos fundamentado en ideas poco 

exactas del carácter elevado y trascendental del álgebra. 

Esta misma compartimentación, aunque con nuevos matices, la encontramos expresada 

en la sección de preliminares del manual de matemáticas de Jose Dalmau de Aritmética 

Razonada y nociones de álgebra de 1938 en el que se definen las matemáticas como 

“las ciencias que exponen las leyes de la cantidad y de la extensión”, añadiendo que 

éstas se dividen en puras y mixtas. Las matemáticas puras se caracterizan por considerar 

la cantidad y la extensión en abstracto, independientemente de las demás cantidades que 

pueden afectar a los seres. Las ramas que la constituyen se agrupan en dos ámbitos, uno 

dedicado al estudio de la extensión y otro al estudio de la cantidad. El primero está 

formado por las geometrías métrica, analítica, de la posición y la descriptiva, y el 

segundo por Aritmética, Álgebra y “Cálculos infinitesimales”. Posteriormente 

puntualiza que la aritmética es la “parte de las ciencias matemáticas que trata de la 

expresión, cálculo y propiedades de los números” y que el álgebra es la “ciencia que 

trata de la cantidad en general”. Las matemáticas mixtas se dedican al estudio de las 

leyes del número y de la extensión aplicadas a otras propiedades de los cuerpos, como el 

equilibrio, el movimiento, el curso de los astros, etc. También en este caso se catalogan 

dos ámbitos de estudio, el dedicado a la aplicación de sus principios a los fenómenos de 

la naturaleza (Mecánica, Astronomía, Óptica, Acústica, etc.) y el de las aplicaciones a 

los objetos del arte (Agrimesura, Geodesia, Navegación, Arquitectura, etc.).  
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Con la llegada de la reforma de las matemáticas modernas, la organización tradicional 

de las matemáticas sufre un fuerte descalabro. De la “ciencia de la cantidad” organizada 

en tres bloques, se pasa a una nueva concepción del edificio matemático como conjunto 

de estructuras y se reconstruye la matemática enseñada a partir de principios lógicos 

totalmente distintos. De este modo, en los nuevos programas del bachillerato (o 

enseñanza secundaria) publicados en 1967 ya no se encuentra ningún rastro de los tres 

bloques de contenido tradicionales y sólo se indica una serie lineal de lecciones o temas 

sin ninguna agrupación aparente (ver anexo A2). La tabla 1 muestra, a modo de 

ilustración, las cuatro primeras lecciones de cada curso: 

 Lección 1 Lección 2 Lección 3 Lección 4 

P
ri

m
er

 c
u

rs
o
 

La noción de conjunto 

a partir de situaciones. 

Notación y 

representaciones 

gráficas. Pertenencia de 

un elemento a un 

conjunto. Conjunto 

unitario. 

Partes de un 

conjunto: 

Subconjuntos. 

Inclusión. Notación 

y representación 

gráfica. 

Intersección de dos 

conjuntos. Notación 

y representación 

gráfica. Conjunto 

vacío. Intersección 

de varios conjuntos. 

Unión de dos conjuntos. 

Notación y representación 

gráfica. Conjuntos disjuntos. 

Unión de varios conjuntos 

S
eg

u
n

d
o

 c
u

rs
o

 Propiedades de la 

intersección y de la 

unión de conjuntos. 

Representaciones 

gráficas. 

Producto de dos 

conjuntos. 

Correspondencias 

entre dos conjuntos. 

Representaciones 

gráficas. 

Producto de un 

conjunto por sí 

mismo. Pares 

ordenados. 

Relaciones binarias.  

Relaciones de equivalencia. 

Clasificación de los 

elementos de un conjunto. 

Conjunto de clases. 

T
er

ce
r 

cu
rs

o
 Revisión de la noción 

de correspondencia. 

Revisión del concepto 

de relación binaria. 

Propiedades de las 

relaciones binarias. 

Relaciones de 

equivalencia. 

Clasificación. 

Conjunto parcial. 

Relaciones de 

orden. Ordenación 

total. Ordenación 

parcial. 

Fracciones. Equivalencia de 

fracciones. El número 

racional como clase de 

fracciones de equivalentes. 

C
u

ar
to

 c
u

rs
o
 Polinomios de una 

indeterminada con 

coeficientes racionales. 

Definiciones y 

nomenclaturas. 

Adición de 

polinomios. 

Propiedades. El 

polinomio nulo. 

Sustracción de 

polinomios.  

Multiplicación de 

polinomios. 

Propiedades. 

Casos particulares: (x + a)2; 

(x – a)·(x + a); etcétera. 

Tabla 1 

Como indica Mª Teresa González Astudillo en un estudio sobre la matemática moderna 

en España (2006, pp. 66-67): 

La distribución de las materias se hizo por curso agrupando los temas alrededor de las 

estructuras algebraicas fundamentales y prescindiendo por lo tanto de la tradicional 

separación entre Aritmética y Geometría. Así, en primero la estructura dominante es la de 

grupo (números naturales y segmentos); en segundo, el grupo y el anillo (números 

enteros, segmentos orientados, movimientos, ángulos como giros); en el tercero, aparece 

la estructura de cuerpo con los números racionales; finalmente en cuarto como ya están 
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las estructuras necesarias se hace énfasis en la sedimentación y revisión de todo lo 

incluido en el ciclo y se introducen algunas nociones de polinomios. 

Esta misma autora describe la evolución curricular que se produjo en la recepción de la 

reforma de las matemáticas modernas (Op. cit., p. 68): 

La primera vez que se hace referencia a la Matemática Moderna en la Enseñanza Primaria 

es a través de la Ley General de Educación en 1970, así el 2 de diciembre de 1970 se 

aprueban por Orden ministerial de Villar Palasí, las Orientaciones Pedagógicas para la 

Enseñanza General Básica. Para facilitar la creación de estructuras mentales se introduce 

la Matemática Moderna desde la primera etapa (6-10 años de edad). Esto permite, por 

ejemplo, la construcción de los números como una propiedad de los conjuntos, facilita la 

comprensión de estos conceptos antes de introducir los mecanismos correspondientes a 

las operaciones y evita el aprendizaje memorístico. En la segunda etapa (10-14 años) se 

insiste en los aspectos más formales y formativos en las matemáticas y se pretende que el 

alumno logre claridad, rigor y precisión en el pensamiento. Se concedió gran importancia 

al estudio de conjuntos y estructuras algebraicas, que se consideraron como un fin en sí 

mismos. 

Esta Ley General de Educación, los programas correspondientes a los últimos cursos de 

la Enseñanza Básica
9
 (que corresponden a los primeros del bachillerato antiguo) indican 

que a lo largo de los diferentes niveles de la EGB la enseñanza de la matemática debe 

centrarse en el proceso de matematización de los problemas y la creación de sistemas 

formales. En particular marcan como objetivo de la segunda etapa de la EGB como 

sigue: 

La segunda etapa de E.G.B. pretende ir hacia una mayor profundidad en el formalismo 

matemático. Se atendrá más bien a criterios formativos que informativos en la elección de 

objetivos, contenidos, actividades y niveles. En la vertiente formativa el alumno debe 

lograr claridad, rigor y precisión en el pensamiento, paralelamente al desarrollo de los 

poderes de expresión, traduciendo cada vez más las ideas en símbolos, logrando códigos 

de significación de creciente complejidad. La información llegará como resultado de 

considerar situaciones y problemas concretos de los distintos campos de la matemática. 

Se concretan de la forma siguiente las “estructuras formales” a trabajar en los últimos 

cursos: 

Sexto nivel: 

- Aplicaciones inyectivas. Aplicaciones suprayectivas. Relaciones de igualdad. 

- Construcción del conjunto de números racionales positivos. 

- Suma y producto de números racionales positivos. El grupo multiplicativo de los 

números racionales positivos. 

- Números decimales. Estructura multiplicativa,. 

                                                            
9 ver anexo A3. 
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- Segmentos generales. Ángulos generales. 

- Igualdad de triángulos. 

- Circunferencia. Círculo. 

- Estudio experimental del paralelismo y perpendicular en el espacio. 

- Operaciones con segmentos y ángulos generales: suma y producto por un número 

natural. 

- Áreas de figuras planas. 

- Estudio descriptivo de poliedros regulares y cuerpos redondos. La esfera. 

Séptimo nivel: 

- Construcción del conjunto de números enteros. 

- Suma de números enteros. El grupo aditivo de los números enteros. 

- Producto de números enteros. El anillo de los números enteros. 

- Funciones de variable entera. Gráficas. Ecuaciones. 

- Concepto de volumen. Unidades. Volúmenes de cuerpos estudiados. 

-  Proporcionalidad de magnitudes. Aplicaciones: interés, repartos proporcionales, 

etc. 

- Nociones de estadística. 

Octavo nivel: 

- Construcción del conjunto de números racionales. 

- Suma de números racionales. Grupo aditivo. 

- Producto de números racionales. El cuerpo de los números racionales. 

- Funciones de variable racional. Gráficas. Ecuaciones. 

- Proporcionalidad de segmentos. Semejanzas. 

- Funciones polinómicas. Polinomios. 

- La ecuación de 2.º grado. Parábola. 

- Estudio descriptivo de la hipérbola. 

En esta nueva organización de los contenidos no se mencionan para nada las 

expresiones algebraicas que, a diferencia de los polinomios, no se saben inscribir en 

ninguna estructura conjuntista concreta. La noción de aplicación entre conjuntos y de 

función numérica ocupa una posición central, al que quedaría supeditado el cálculo 

ecuacional. Permanecen sin embargo algunos vestigios de la antigua organización 

matemática como la noción de proporcionalidad (de magnitud y de segmentos) que 

coexistirá durante años con la de aplicación lineal. 

 

1.3. La estructura curricular de la matemática “postmoderna” en España 

Unos años más tarde, en la propuesta curricular que fija las enseñanzas mínimas para el 

ciclo superior de la Educación General Básica (lo que corresponde a los primeros cursos 

de la ESO actual), la matemática enseñada adquiere una nueva estructuración en ocho 

bloques de contenidos: Conjuntos numéricos, Divisibilidad en ℕ, Geometría plana, 

Funciones, Proporcionalidad de magnitudes, Geometría del espacio, Estadística 

descriptiva e Informática. En esa nueva división, los temas que tradicionalmente 

correspondían al álgebra quedan esparcidos por los distintos bloques. Los números 

enteros pasan a formar parte del bloque de conjuntos numéricos y el trabajo con 
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expresiones algebraicas y ecuaciones se incluye en el apartado de las funciones que 

queda detallado como sigue:
10

 

Bloque temático 4: Funciones 

4.1. Adquirir el concepto de función, distinguiendo dominio y rango. Representar 

funciones lineales. 

4.2. Sumar, restar y multiplicar expresiones algebraicas correspondientes a funciones 

lineales y cuadráticas. 

4.3. Adquirir los automatismos necesarios para la resolución de ecuaciones de primer y 

segundo grado y de sistemas lineales de dos ecuaciones con dos incógnitas (siempre con 

coeficientes y solución en ℚ). 

4.4. Enunciar, plantear y resolver problemas. 

En los programas que se desarrollan a partir de la Ley Orgánica General del Sistema 

Educativo (LOGSE) de 1990, la definición del currículum de la ESO pasa a ser 

competencia de los gobiernos de las distintas comunidades autónomas. Aparece un 

cambio formal importante en la manera de presentar los contenidos al distinguir entre 

“Hechos, conceptos y sistemas conceptuales”, “Procedimientos” y “Valores, normas y 

actitudes”. El Real Decreto 1007/1991, de 14 de junio, por el que se establecen las 

enseñanzas mínimas correspondientes a la Educación Secundaria Obligatoria
11

, propone 

la siguiente estructura de los contenidos (Ibíd. anexo, pp. 34-35): 

1. Números y operaciones: significados, estrategias y simbolización. 

2. Medida, estimación y cálculo de magnitudes. 

3. Representación y organización en el espacio. 

4. Interpretación, representación y tratamiento de la información. 

5. Tratamiento del azar. 

En el primer bloque aparece especificado, como quinto y último punto del apartado de 

“Conceptos”, el “Significado y uso de las letras para representar números. Fórmulas y 

ecuaciones”. En el apartado de “Procedimientos” se especifican dos puntos que se 

pueden relacionar claramente con el álgebra elemental: 

7. Resolución de ecuaciones de primer grado por transformación algebraica y de otras 

ecuaciones por métodos numéricos y gráficos. 

8. Búsqueda y expresión de propiedades, relaciones y regularidades en conjuntos de 

números. 

                                                            
10 Real Decreto 3087/1982, de 12 de noviembre, por el que se fijan las enseñanzas mínimas para el ciclo 

superior de Educación General Básica. Boletín Oficial del Estado, 22 de noviembre 1982, núm. 280, 

p. 32013.  
11 Boletín Oficial del Estado, 26 de junio 1991, núm. 152, p. 21193 
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A los que se pueden añadir los dos últimos apartados, cuya relación con el álgebra 

resulta sin embargo más ambigua: 

9. Formulación y comprobación de conjeturas sobre situaciones y problemas. 

10. Utilización del método de análisis-síntesis para resolver problemas numéricos. 

El cuarto bloque (“Interpretación, representación y tratamiento de la información”) 

incluye tres apartados de “Conceptos”: 

1. Características globales de las gráficas: continuidad, crecimiento, valores extremos, 

periodicidad, tendencia. 

2. Fenómenos y gráficos lineales, cuadráticos, exponenciales y periódicos. 

3. Tratamiento de datos estadísticos: parámetros centrales y de dispersión. 

Aparece, por primera vez, el término de “expresión algebraica” en uno de los seis 

“Procedimientos” especificados: 

2. Utilización de expresiones algebraicas para describir gráficas en casos sencillos. 

Pero no aparece como un “lenguaje de naturaleza matemática” en la descripción de la 

tercera de las “Actitudes” a desarrollar: 

3. Sensibilidad, interés y valoración crítica del uso de los lenguajes de naturaleza 

matemática (gráfico, estadístico, etc.) en informaciones y argumentaciones. 

Finalmente, en el apartado de “Criterios de evaluación”, sí se mencionan las expresiones 

algebraicas en relación con la interpretación de las relaciones funcionales 

(correspondientes al cuarto bloque indicado): 

4. Interpretar relaciones funcionales dadas en forma de tabla o a través de una expresión 

algebraica sencilla y representarlas utilizando gráficas cartesianas. 

Y también aparecen posteriormente las ecuaciones como herramienta de resolución de 

problemas: 

5. Resolver problemas de la vida cotidiana por medio de la simbolización de las 

relaciones que puedan distinguirse en ellos y, en su caso, de la resolución de ecuaciones 

de primer grado. 

Pero en el siguiente comentario, se evita dar cualquier tipo de preponderancia a la 

manipulación de expresiones algebraicas: 

Este criterio va dirigido a comprobar que el alumno es capaz de utilizar las herramientas 

algebraicas básicas en la resolución de problemas. Para ello, ha de poner en juego la 

capacidad de utilizar los símbolos con las convenciones de notación habituales, para el 
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planteamiento de ecuaciones, y resolver esas ecuaciones por algún medio fiable que no 

necesariamente ha de ser la manipulación algebraica de las expresiones. 

A pesar de haberse producido un cambio neto respecto a los currículos anteriores, tanto 

en el tipo de contenidos como en el de actividad matemática que se propone enseñar, la 

matemática “postmoderna” rompe definitivamente con la estructura tripartita clásica de 

la aritmética-álgebra-geometría. A diferencia de la aritmética clásica, la medida aparece 

aquí mucho más desvinculada de la construcción de lo numérico – que la precede – y el 

universo de las funciones adquiere, en cierto sentido, el papel de entrada a la 

“matemática superior” que anteriormente correspondía al álgebra. Ésta no aparece 

mencionada en el bloque de geometría (designado como “Representación y 

organización en el espacio”) que, por lo tanto, sólo se supone que incluye la geometría 

sin coordenadas. Mencionemos finalmente, aunque el tema no tenga mucha relación con 

el álgebra, que, curiosamente, la estadística también se separa de la problemática de la 

medida para vincularla con el “tratamiento de la información”, separándola además del 

bloque de “Tratamiento del azar”.  

La escasa mención de contenidos tradicionalmente asignados al álgebra se repite en el 

desarrollo del currículum que se realiza en Catalunya (DOGC núm. 1593 – 13/05/1992). 

Aparecen sin embargo en éste algunas diferencias interesantes respecto al currículum de 

enseñanzas mínimas estatal. Por ejemplo, la expresión “lenguaje algebraico” sí tiene 

aquí cabida en la descripción de los “Objetivos generales” de fin de etapa. Así, de los 

nueve puntos propuestos, el sexto y el octavo indican (la traducción es nuestra): 

6. Utilizar, cuando convenga, diferentes lenguajes matemáticos (algebraico, estadístico, 

geométrico, gráfico, etc.) para que sus posibilidades expresivas y de razonamiento 

mejoren en rigor y precisión. 

8. Analizar un conjunto de datos y encontrar posibles relaciones, haciendo uso de 

modelos matemáticos elementales (estadísticos, funcionales, algebraicos, etc.). 

El apartado de “Contenidos: procedimientos” queda organizado en cuatro bloques: 

1. Lenguajes y procesos. 

2. Técnicas para la medida y el cálculo. 

3. Uso de modelos geométricos. 

4. Representación y análisis de la información. 

En el segundo bloque se especifica claramente: 
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2.4. Planteamiento y cálculo de expresiones numéricas y algebraicas sobre problemas 

concretos. 

2.5 Técnicas elementales de resolución de ecuaciones e inecuaciones. 

En el cuarto bloque, se indica como cuarto punto: 

4.4. Elaboración de fórmulas que relacionen variables. 

El tema de las ecuaciones e inecuaciones aparece sin más en el apartado de 

“Contenidos: hechos, conceptos y sistemas conceptuales” dentro del primer bloque 

dedicado a los números, al que le siguen los bloques de “El plano y el espacio”, “La 

dependencia entre variables” (donde se incluyen las coordenadas cartesianas y los 

distintos tipos de funciones), “La estadística elemental y el azar” y “Elementos de 

historia de la matemática”. 

 

1.4. El álgebra elemental en los currículos actuales 

En España, la última reforma curricular corresponde a la Ley Orgánica 2/2006, del 3 de 

mayo del 2006, de Educación (LOE)
12

 que propone una nueva distribución de los 

contenidos presentada en los términos siguientes (Ibíd. p. 750): 

En todos los cursos se ha incluido un bloque de contenidos comunes que constituye el eje 

transversal vertebrador de los conocimientos matemáticos que abarca. Este bloque hace 

referencia expresa, entre otros, a un tema básico del currículo: la resolución de problemas. 

[…] El resto de los contenidos se han distribuido en cinco bloques: Números, Álgebra, 

Geometría, Funciones y gráficas, y Estadística y probabilidad.  

Vemos pues que el álgebra vuelve a adquirir derecho de ciudadanía en el reino de las 

matemáticas enseñadas que parecen retomar la estructura clásica aritmética-álgebra-

geometría, ampliándola con la herramienta funcional y la estadística y probabilidad. El 

texto se toma la molestia de precisar, a continuación, que la estructura en bloques no 

significa desconexión entre contenidos: 

Es preciso indicar que es sólo una forma de organizarlos. No se trata de crear 

compartimentos estancos: en todos los bloques se utilizan técnicas numéricas y 

algebraicas, y en cualquiera de ellos puede ser útil confeccionar una tabla, generar una 

gráfica o suscitar una situación de incertidumbre probabilística. 

En relación a la LOGSE, ha desaparecido la estructura de los contenidos en 

“procedimientos”, “hechos-conceptos-sistemas conceptuales” y “actitudes-valores-

                                                            
12 Boletín Oficial del Estado, 5 de enero del 2007, núm. 5, p. 677. 
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normas”. Además, en la especificación de los contenidos de cada bloque, mucho más 

detallados, se distinguen los cuatro cursos de las ESO. Las tablas 2 y 3 resumen los 

correspondientes contenidos al bloque 3 de álgebra: 

Primera etapa 

1.º curso 2.º curso 

Empleo de letras para simbolizar números 

inicialmente desconocidos y números sin 

concretar. Utilidad de la simbolización para 

expresar cantidades en distintos contextos. 

Traducción de expresiones del lenguaje 

cotidiano al algebraico y viceversa. Búsqueda 

y expresión de propiedades, relaciones y 

regularidades en secuencias numéricas. 

Obtención de valores numéricos con fórmulas 

sencillas.  

Valoración de la precisión y simplicidad del 

lenguaje algebraico para representar y 

comunicar diferentes situaciones de la vida 

cotidiana 

El lenguaje algebraico para generalizar 

propiedades y simbolizar relaciones. 

Obtención de fórmulas y términos generales 

basada en la observación de pautas y 

regularidades. 

Obtención del valor numérico de una 

expresión algebraica. 

Significado de las ecuaciones y de las 

soluciones de una ecuación. 

Resolución de ecuaciones de primer grado. 

Transformación de ecuaciones en otras 

equivalentes. Interpretación de la solución. 

Utilización de las ecuaciones para la 

resolución de problemas. Resolución de estos 

mismos problemas por métodos no 

algebraicos: ensayo y error dirigido. 
Tabla 2 

Segunda etapa 

3.º curso 4.º curso 

Análisis de sucesiones numéricas. 

Progresiones aritméticas y geométricas. 

Sucesiones recurrentes. Las progresiones 

como sucesiones recurrentes. 

Curiosidades e interés por investigar las 

regularidades, relaciones y propiedades que 

aparecen en conjuntos de números. 

Traducción de situaciones del lenguaje verbal 

al algebraico. 

Transformación de expresiones algebraicas. 

Igualdades notables.  

Resolución de ecuaciones de primer y 

segundo grado con una incógnita. Sistemas de 

dos ecuaciones lineales con dos incógnitas.  

Resolución de problemas mediante la 

utilización de ecuaciones, sistemas y otros 

métodos personales. Valoración de la 

precisión, simplicidad y utilidad del lenguaje 

algebraico para resolver diferentes situaciones 

de la vida cotidiana. 

Opción A 

Manejo de expresiones literales para la 

obtención de valores concretos de fórmulas y 

ecuaciones en diferentes contextos. 

Resolución gráfica y algebraica de los 

sistemas de ecuaciones. Resolución de 

problemas cotidianos y de otras áreas de 

conocimiento mediante ecuaciones y sistemas.  

Resolución de otros tipos de ecuaciones 

mediante ensayo-error o a partir de métodos 

gráficos con ayuda de los medios 

tecnológicos. 

 

Opción B 

Manejo de expresiones literales. Utilización 

de igualdades notables. 

Resolución gráfica y algebraica de los 

sistemas de ecuaciones. Resolución de 

problemas cotidianos y de otras áreas de 

conocimiento mediante ecuaciones y sistemas.  

Resolución de otros tipos de ecuaciones 

mediante ensayo-error o a partir de métodos 

gráficos con ayuda de los medios 

tecnológicos. 

Resolución de inecuaciones. Interpretación 

gráfica. Planteamiento y resolución de 

problemas en diferentes contextos utilizando 

inecuaciones. 

Tabla 3 
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En la primera etapa de la ESO se propone una visión del álgebra más centrada en su 

faceta como lenguaje algebraico y es en la segunda etapa de la ESO en la que se amplía 

esta visión del álgebra como herramienta para resolver problemas, investigar, 

demostrar, etc. Se indica además que el trabajo algebraico debe ser retomado en cada 

curso y ampliado: 

La consolidación de los contenidos complejos se realizará de forma gradual y cíclica, 

planteando situaciones que permitan abordarlos desde perspectivas más amplias o en 

conexión a nuevos contenidos. [...] Las destrezas algebraicas se desarrollan a través de un 

aumento progresivo en el uso y manejo de símbolos y expresiones desde el primer año de 

secundaria al último, poniendo especial atención en la lectura, simbolización y 

planteamiento que se realiza a partir del enunciado de cada problema.  

Para la organización de los contenidos de álgebra se ha tenido en cuenta que su estudio 

resulta, con demasiada frecuencia, difícil a muchos alumnos. La construcción del 

conocimiento algebraico ha de partir de la representación y transformación de cantidades. 

El trabajo con patrones y relaciones, la simbolización y la traducción entre lenguajes son 

fundamentales en los primeros cursos.  

Encontramos, al igual que en la LOGSE, una reiteración de la importancia otorgada a la 

resolución de problemas: 

Los nuevos conocimientos que se pretende que el alumno construya han de apoyarse en 

los que ya posee, tratando siempre de relacionarlos con su propia experiencia y de 

presentarlos preferentemente en un contexto de resolución de problemas. Algunos 

conceptos deben ser abordados desde situaciones preferiblemente intuitivas y cercanas al 

alumnado para luego ser retomados desde nuevos puntos de vista que añadan elementos 

de complejidad. 

De todas formas, al considerar el desarrollo curricular correspondiente a Catalunya 

(DOGC núm. 4915, 29/6/2007), el cambio respecto al currículum anterior no se 

manifiesta demasiado en la descripción de los bloques de contenidos. Encontramos, en 

efecto, los cinco mismos bloques comunes a los cuatro cursos de la ESO, sin ninguna 

referencia explícita al álgebra: 

Numeración y cálculo. 

Cambio y relaciones. 

Espacio y forma. 

Medida. 

Estadística y azar. 
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Los contenidos tradicionalmente asignados al álgebra elemental se ubican mayormente 

en el bloque de “Cambio y relaciones”, tal como resumen las tablas 4 y 5 (la traducción 

es nuestra): 

Primera etapa 

1.º curso 2.º curso 

Comprender patrones, relaciones y funciones. 

Representación, análisis y generalización de 

patrones diversos a partir de tablas, gráficas, 

palabras y, cuando sea posible, reglas simbólicas. 

[…] 

Representar y analizar situaciones y estructuras 

matemáticas utilizando símbolos algebraicos. 

Introducción a la comprensión de los diferentes 

significados de las variables. 

Utilizar modelos matemáticos para representar y 

comprender relaciones cuantitativas. [...] 

Comprender patrones, relaciones y funciones. 

Comparación entre diferentes formas de 

representación de una misma relación. […] 

Representar y analizar situaciones y estructuras 

matemáticas utilizando símbolos algebraicos. 

Exploración de relaciones entre expresiones 

verbales, tablas y gráficas, en situaciones de 

proporcionalidad directa e inversa. 

Utilización del álgebra simbólica en la 

representación de situaciones y la resolución de 

problemas particularmente los que presentan 

relaciones de proporcionalidad directa e inversa.  

Identificación y utilización de formas 

equivalentes de expresiones algebraicas sencillas 

y resolución de ecuaciones lineales.  

Identificación de variables en situaciones donde 

las variables no están, necesariamente, aisladas. 

Utilizar modelos matemáticos para representar y 

comprender relaciones cuantitativas. 

Modelización y resolución de problemas 

utilizando representaciones diversas, como 

expresiones verbales, tablas, gráficas (y 

expresiones algebraicas muy simples). […] 

Tabla 4 

Segunda etapa 

3.º curso 4.º curso 

[…] Construcción de una gráfica de una expresión 

simbólica, a partir de una gráfica más simple. 

Representar y analizar situaciones y estructuras 

matemáticas utilizando símbolos algebraicos. 

Relación entre expresiones simbólicas y gráficas 

lineales, poniendo especial atención en el significado 

de la ordenada al origen y del pendiente. 

Resolución de ecuaciones de 1r.º y 2.º grado y 

sistemas de ecuaciones lineales con fluidez. […]  

Práctica del cálculo mental en la resolución de 

ecuaciones, en la manipulación de expresiones 

algebraicas y en la aceptación de los resultados 

obtenidos con medios tecnológicos. 

Utilización del álgebra simbólica en la representación 

de situaciones y en la resolución de problemas, 

particularmente los que presenten relaciones lineales.   

Utilizar modelos matemáticos para representar y 

comprender relaciones cuantitativas. […]  

Uso de expresiones simbólicas, particularmente 

lineales, para representar relaciones que provienen de 

diferentes contextos. 

[…] Utilización de las TIC13 en la 

generación de gráficos y de expresiones 

simbólicas de las funciones. 

Representar y analizar situaciones y 

estructuras matemáticas utilizando 

símbolos algebraicos. […]  

Uso del álgebra para la representación y 

expresión de relaciones matemáticas. […] 

Práctica del cálculo mental en la resolución 

de ecuaciones, en la manipulación de 

expresiones algebraicas y en la aceptación 

de los resultados obtenidos con medios 

tecnológicos. 

Utilizar modelos matemáticos para 

representar y comprender relaciones 

cuantitativas. […]  

Uso de expresiones simbólicas para la 

representación de relaciones que provienen 

de diferentes contextos. […] 

Tabla 5 

                                                            
13 Tecnología de la Información y la Comunicación.  
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Como respuesta a las dificultades de aprendizaje del álgebra que se mencionan en los 

documentos curriculares estatales se plantea un contacto paulatino con las expresiones 

algebraicas a través de la introducción al mundo funcional. En los primeros cursos se 

insiste en el uso de diversas formas de representación: verbales, tablas, gráficas y, en 

casos excepcionales, las expresiones algebraicas; se observa a medida que avanzamos 

en los cursos de la secundaria obligatoria como el álgebra asume un papel principal, y 

casi exclusivo, de medio de representación del mundo matemático. 

También se hace una mención explícita, y bastante frecuente, a la noción de 

modelización relacionándola y completando la de resolución de problemas: 

1.º curso 2.º curso 3.º curso 4.º curso 

Modelización y 

resolución de problemas 

utilizando expresiones 

verbales, tablas y 

gráficas. […] 

Utilizar la 

visualización, el 

razonamiento 

matemático y la 

modelización 

geométrica para 

resolver problemas. 

Modelización y resolución 

de problemas utilizando 

representaciones verbales, 

tablas, gráficas (y 

expresiones algebraicas 

muy simples). […] 

Utilizar la visualización, el 

razonamiento matemático 

y la modelización 

geométrica para resolver 

problemas. 

Utilizar la 

visualización, el 

razonamiento 

matemático y la 

modelización 

geométrica para 

resolver problemas. 

Utilizar la 

visualización, el 

razonamiento 

matemático y la 

modelización 

geométrica para 

resolver problemas. 

Tabla 6 

A pesar de no aparecer como bloque de contenido, la presencia de un discurso general 

sobre los orígenes del álgebra y su relación con la geometría aparece explícitamente en 

el apartado de “Contextos históricos” relativo al tercer curso: 

- Los orígenes del álgebra simbólica (Mundo árabe, Renacimiento). 

- Relación entre geometría y álgebra e introducción de las coordenadas cartesianas. 

- La resolución geométrica de ecuaciones (Grecia, India, Mundo árabe). 

Indiquemos, para finalizar este breve recorrido, que, en la introducción al conjunto de 

contenidos de toda la etapa, la “competencia matemática”
14

 se presenta como la cuarta 

“competencia básica” dentro de un conjunto de ocho. En su descripción detallada, tanto 

en la introducción general como al inicio del apartado de “Matemáticas”, las únicas 

referencias al manejo de expresiones o del lenguaje algebraico aparecen en los términos 

siguientes: 

                                                            
14 Un análisis de la noción de competencias desde una perspectiva antropológica se encuentra en 

Gascón (en prensa_a).  
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Competencia en comunicación lingüística. Las matemáticas contribuyen en esta 

competencia aportando el conocimiento de un lenguaje específico, necesario en el 

desarrollo de las ciencias (y en general del conocimiento) y en la resolución de muchos 

problemas cuotidianos. [...]  

Se debe potenciar el uso de diferentes formas de representación para comunicar aquello 

que se quiere expresar, a partir de la verbalización hasta llegar, de forma progresiva, al 

lenguaje simbólico. Este proceso favorece la incorporación gradual del lenguaje 

específico de las matemáticas y se convierte en una herramienta de resolución de 

problemas. [...] 

También el lenguaje algebraico, importante en los dos últimos cursos de esta etapa, se 

debe relacionar con aspectos numéricos, geométricos, de medida y funcionales. 

Vemos pues que, a diferencia de la propuesta estatal expresada en el texto de la LOE, la 

opción del gobierno catalán en su descripción de la matemática a enseñar ha sido la de 

mantener una terminología en la que el vocabulario básico del álgebra elemental no 

presenta ningún protagonismo. 

 

1.5. Restricciones transpositivas: del saber sabio al saber enseñado  

1.5.1. Evolución del saber sabio  

Acabamos de ver cómo el saber sobre el álgebra elemental que se propone para ser 

enseñado desde la noosfera y plasmado en los sucesivos documentos curriculares ha ido 

evolucionando a lo largo de las últimas décadas. En este apartado mostraremos que, 

para explicar muchos de los cambios observados debemos recurrir a los efectos 

provocados por las restricciones transpositivas. Empezaremos por escribir los cambios 

que se han producido históricamente en el propio saber sabio y que han ido 

constituyendo este ámbito evolutivo que designamos como “álgebra elemental”. 

Un primer examen del saber sabio pone en evidencia un punto esencial: el “núcleo 

primario” del álgebra es la teoría de ecuaciones tal como la crea, en la primera parte del 

siglo IX, al-Khwarizmi. La traducción de Rosen (1986) de las palabras de al-Khwarizmi 

describiendo los fines del texto Hisab al-jabr w’al-muqabala, que se considera uno de 

los primeros tratados de álgebra, dan cuenta de sus intenciones como técnica de 

resolución de “problemas prácticos”: 

[…] aquello que es fácil y más útil en aritmética, tal que los hombres lo requieren 

constantemente en casos de herencia, legados, particiones, juicios, y comercio, y en todos 
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sus tratados con los demás, o cuando se trata de la mensura de tierras, la excavación de 

canales, cálculos geométricos, y otros objetos de varias clases y tipos. 

Recordemos que en esa época la aritmética se entiende como el arte del cálculo 

mediante artilugios como el ábaco, la tabla de contar, la caja de arena, etc.  

A al-Karaji (c.953- c.1029) se le atribuye la substitución en el álgebra de las 

operaciones geométricas por las operaciones aritméticas que constituyen el corazón del 

álgebra actual. Fue el primero en definir los monomios y proporcionar reglas para sus 

productos, en concreto el teorema de los binomios. A al- Samawal (c.1130- c.1180), 

uno de los discípulos de la escuela fundada por al-Karaji, se le atribuye la definición del 

método algebraico como aquello que se ocupa “de operar sobre la incógnita usando 

todas las herramientas aritméticas, de la misma forma que el aritmético opera sobre lo 

conocido” (Chaparro, 2002). 

La utilización del método algebraico supone por lo tanto el dominio, más allá de las 

reglas del cálculo ecuacional (al-jbr o cambio de miembro de un término y al-muqabala 

o reducción de términos del mismo tipo) de todo un cálculo algebraico que se desarrolla 

fuera del marco estricto de las manipulaciones de ecuaciones, directamente sobre las 

expresiones algebraicas. Como señala el matemático, filósofo e historiador Roshdi 

Rashed (1984): 

Los sucesores de al-Khwarizmi emprendieron una aplicación sistemática de la aritmética 

al álgebra, del álgebra a la aritmética, de ambas a la trigonometría, y de la geometría al 

álgebra. Fue así como se crearon el álgebra polinomial, el análisis combinatorio, el 

análisis numérico, la solución numérica de ecuaciones, la nueva teoría elemental de 

números, y la construcción geométrica de ecuaciones. 

Siguiendo a Chevallard (1986), y desde el punto de vista que adoptamos aquí, la 

evolución histórica del álgebra sabia se puede esquematizar en tres grandes etapas, 

dejando de lado los problemas del simbolismo algebraico que se zanjan esencialmente 

entre finales del XVI y principios del XVII, aunque no se resolverán completamente 

hasta el siglo XIX con la construcción formal de los sistemas de números. 

Como acabamos de ver, la primera etapa corresponde a la identificación del álgebra 

como sector de las matemáticas sabias con la resolución de “problemas aritméticos” 

(expresables de forma retórica). Esta identificación no progresa más allá del 

Renacimiento porqué estos problemas, exceptuando los del corpus diofántico (que 

seguirán alimentando la reflexión matemática), se resuelven teóricamente quedando 

reducidos a simples aplicaciones comerciales. Es lo que da lugar a la aritmética práctica 
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o comercial, del que un ilustre ejemplar sería la Arithmetica Universalis de Newton 

(1707), y que, como hemos dicho en la primera sección de este capítulo, conforman el 

corazón del corpus tradicional de la aritmética enseñada clásica que pervivirá en 

nuestros sistemas de enseñanza hasta la reforma de las matemáticas modernas. 

La segunda etapa corresponde al desarrollo de la teoría de ecuaciones que ocupará a los 

algebristas europeos desde el Renacimiento hasta Descartes y su geometría (1673). Los 

algebristas italianos del siglo XVI (Scipione del Ferro, Tartaglia, Cardano, Bombelli, 

etc.) resolvieron las ecuaciones generales de grados 3 y 4 (los matemáticos árabes no lo 

habían conseguido); sus sucesores chocarán durante tiempo con las ecuaciones de grado 

superior hasta que, entre finales del XVIII (Vandermonde, Lagrange) y principios del 

XIX (Abel, Galois), se llega a una respuesta negativa (imposibilidad de resolver 

algebraicamente, “por radicales”, las ecuaciones de grado superior o igual a 5). De este 

trabajo surgirán, como es bien sabido, los primeros conceptos del álgebra moderna 

(cuerpos, anillos, etc.) que inician un nuevo periodo de desarrollo de la matemática 

sabia. Esta “teoría de las ecuaciones” sólo se difundirá en los niveles más altos de la 

educación (secundaria superior y universidad). En nuestro rápido recorrido de los 

programas educativos, podemos constatar que su “transposición” a la Secundaria 

obligatoria se hará de forma muy parcial, básicamente para organizar y describir la 

resolución de ecuaciones de primer y segundo grado.  

Si en la primera etapa la razón de ser del álgebra era básicamente la generalización de 

las técnicas de resolución de los problemas aritméticos, en este segundo periodo de 

evolución histórica, el álgebra se desmarca claramente de la aritmética. En el estudio 

histórico del simbolismo algebraico que presenta Elsa Malisani (1999), se identifica en 

la obra de Rafael Bombelli (c. 1526 – c. 1572) una transformación del lenguaje 

algebraico, que hasta el momento se había limitado a abreviaturas de palabras del 

lenguaje natural, con la introducción de símbolos especiales para representar la 

incógnita y sus potencias. Es lo que G.H.F. Nesselman (1842) identificó como lenguaje 

sincopado (por oposición al retórico y al simbólico) que combina el lenguaje natural y 

con el simbolismo algebraico. A modo de ejemplo mostramos la imagen original de la 

resolución de la ecuación x
3
 = 15 x + 4 en Bombelli (1572): 
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Bombelli justified his 

procedure using the two-

dimensional and three-

dimensional geometrical 

constructions (1966, pp. 

296-298, fig. 6 and fig. 7, 

respectively).  

 

(Space limitations prevent a detailed discussion of theses. The 

reader is referred to Bombelli: Bombelli, 1966).  

 

Como vemos en este ejemplo, los cálculos algebraicos requieren aquí todavía 

explicaciones “extra-algebraicas” (retóricas o geométricas) para demostrar la validez de 

las igualdades implicadas en los diversos tipos de ecuaciones. En este sentido se 

considera que el lenguaje sincopado-avanzado no es autosuficiente, en el sentido de 

herramienta demostrativa por sí misma. Es con la logística especiosa de François Viète 

(1540-1603), que se contrapone a la logística numerosa, que el álgebra aparece ya 

como un método completo para operar sobre las especies o las formas de las cosas, y la 

aritmética, la numerosa, como una técnica que se ocupaba de los números. El álgebra se 

transformó así en el estudio de los tipos generales de formas y de ecuaciones, tomando 

como objeto de estudio el propio cálculo algebraico y constituyéndose como una nueva 

área de las matemáticas. En otras palabras podemos decir que la evolución de las 

técnicas algebraicas lleva al estudio tecnológico de los métodos numéricos.  

En la tercera etapa que distinguimos aquí, la herramienta que constituye el cálculo 

algebraico bajo su forma simbólica moderna penetra todo los ámbitos de la matemática 

y encuentra nuevos campos de aplicación, primero en la geometría (a partir de 

Fig. 5 

Fig. 6 

Fig. 7 
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Descartes) y la teoría de números (con Fermat) y después en el análisis matemático (que 

inicialmente se designaba como “análisis algebraico”) con la creación, a finales del 

siglo XVII, del cálculo infinitesimal. En este periodo moderno que llega hasta hoy día, 

podemos decir, siguiendo a Bolea (2003), que todos los ámbitos de la matemática sabia 

actual están completamente algebrizados en el sentido de que es difícil encontrar 

actividades que se desarrollen sin recurrir al simbolismo algebraico. Y es también esta 

matemática completamente algebrizada la que los alumnos acabarán por frecuentar, de 

forma abrupta, al final de la educación secundaria. 

 

1.5.2. Características del álgebra como saber enseñado  

Hemos visto como la evolución histórica de la transposición didáctica hizo desaparecer 

durante muchos años el álgebra como área de las matemáticas enseñadas para 

reintroducirla recientemente, en algunos casos con la aritmética, en otros con las 

funciones, pero raras veces como un bloque de contenido con entidad propia. Un rápido 

examen de los libros de texto más utilizados muestra que, en la Secundaria española 

actual, el álgebra elemental se identifica básicamente con la resolución de ecuaciones. 

Este ámbito se ve a veces precedido por una “introducción al lenguaje algebraico”, que 

sirve principalmente para introducir la terminología específica del cálculo ecuacional: 

expresión algebraica; valor numérico de una expresión; términos, miembros y 

coeficientes; términos semejantes; igualdades, identidades y ecuaciones; identidades 

notables.  

Una breve encuesta pasada recientemente a profesores de matemáticas de Secundaria en 

activo, siguiendo el modelo propuesto en Chevallard (1986) a la pregunta: “Una persona 

que ha hecho estudios científicos pero que ha perdido contacto con la enseñanza 

secundaria actual os pide qué se enseña hoy día en álgebra en secundaria. ¿Qué le 

contestáis?”
15

 La mayoría de profesores citan las ecuaciones, algunos nombran las 

técnicas para el cálculo algebraico y quedan algunas menciones al lenguaje algebraico, 

cálculo con números y letras y polinomios.  

Por lo tanto, una descripción muy rápida del álgebra enseñada en la ESO consistiría en 

decir que el álgebra consiste en resolver ecuaciones (de primer y segundo grado y 

sistemas de ecuaciones lineales con dos incógnitas) y aprender a manipular expresiones 

                                                            
15 En el anexo A4 pueden consultarse todas las respuestas. 
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algebraicas (básicamente polinomios y fracciones de polinomios). La articulación entre 

el universo de las ecuaciones y el de las funciones queda, generalmente, en el aire. Y, 

una vez en el Bachillerato, la matemática que se enseña hace un uso pleno del 

formalismo algebraico – aunque, como veremos, algunas limitaciones se mantienen de 

forma casi endémica.  

Hemos visto que el desarrollo del cálculo algebraico está ligado históricamente a la 

teoría de ecuaciones. Pero la enseñanza actual presenta una desproporción sorprendente 

entre los ejercicios de cálculo algebraico propuestos a los alumnos y los cálculos 

algebraicos efectivamente exigidos en la resolución de ecuaciones: éstos son en general 

mucho más simples que aquéllos. El tema de las ecuaciones no basta pues para justificar 

la importancia dada al cálculo algebraico. Y tampoco encontramos otros ámbitos que, 

como ha ocurrido en el pasado con la geometría o el cálculo funcional, podrían requerir 

un dominio más avanzado del cálculo algebraico.  

El estudio de estos ámbitos se sitúa más propiamente en el Bachillerato, cuando el 

alumno se encuentra con una matemática “totalmente algebrizada”. Un primer beneficio 

de las inversiones realizadas en el cálculo algebraico de Secundaria, se recoge 

efectivamente con el cálculo de límites y de derivadas, en particular cuando se trabaja 

con funciones racionales. Pero, a falta de otro ámbito de intervención adaptado, el 

cálculo algebraico se hace siempre en el vacío, de manera intrínseca, sin relación con un 

objetivo matemático que convertiría el cálculo en un medio (y no un fin en sí mismo) y 

que daría pertinencia a las manipulaciones efectuadas sobre las expresiones algebraicas. 

Además, cuando el alumno se encuentra efectivamente con estos ámbitos de aplicación, 

el dominio manipulativo que ha adquirido sobre el vacío, es decir como automatismos 

que se deben interiorizar, no lo sabe transportar tal cual a la especificidad de la tarea. 

Tomemos por ejemplo el cálculo de la derivada de una función racional y de sus 

asíntotas que se puede encontrar en cualquier libro de Bachillerato: 

Sea f(x) = 
x3 + 3x – 8

 x2 + 1
 . La mayoría de los estudiantes usaran para el cálculo de la 

derivada, directamente la fórmula del cociente y, para el cálculo de las asíntotas de f(x) 

una secuencia de pasos “algorítmicos” (límite cuando x tiende a infinito; cálculo de límite 

de f(x)/x; etc.). No se les ha enseñado a “manipular” previamente la expresión de la 

función, mediante técnicas algebraicas conocidas como la división de polinomios, para 

obtener una expresión más sencilla de derivar y más adecuada para determinar las 

asíntotas: f(x) = x + 
2x – 8

 x2 + 1
 .  
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En resumen, el primer aprendizaje del cálculo algebraico se hace en un marco formal y 

no funcional, en el que el alumno aprende a “desarrollar”, “factorizar”, “simplificar” 

expresiones porque se le pide hacerlo, no porque ello le permita resolver o facilitar 

alguna tarea. En consecuencia, las adquisiciones de estos primeros aprendizajes 

generales se pondrán a prueba en un ámbito nuevo donde el alumno tendrá que aprender 

sin que se le enseñe específicamente aquello que no aprendió anteriormente. El 

aprendizaje de las reglas formales del cálculo algebraico no puede hacerse de manera 

formal del mismo modo que el aprendizaje de las reglas del ajedrez debe hacerse con la 

utilización efectiva de estas reglas para jugar. Es en la práctica matemática efectiva, y 

con un objetivo concreto, que el alumno podrá aprender a elegir la mejor regla para cada 

“jugada”. 

Este aprendizaje “formal” o “en el vacío” posee dos limitaciones importantes: 

(1) Se aprende implícitamente en referencia a la aritmética y al cálculo con números, 

cuando en realidad el cálculo algebraico se rige por unas reglas sintácticas 

totalmente distintas a las del cálculo aritmético. En particular, el cálculo aritmético 

tiende a simplificar cualquier operación realizada antes de pasar al cálculo siguiente. 

En cambio el álgebra se basa en la no reducción – en incluso en la 

“complexificación” – ostensiva de los cálculos y manipulaciones realizadas (Bosch, 

1994). 

(2) El aprendizaje formal es incapaz de recrear toda la variedad de manipulaciones que 

el alumno puede necesitar en el momento en que deba hacer un uso funcional de la 

herramienta. Surge así todo un vocabulario ligado a la necesidad de disponer de 

consignas que se refieren a las distintas manipulaciones formales (“calcular”, 

“simplificar”, “desarrollar”, “factorizar” y todas sus variantes) que, no sólo no 

permiten generar muchas manipulaciones algebraicas fundamentales, sino que 

además impiden que el alumno se enfrente al problema de tener que elegir cuál es, 

en el caso considerado, es decir, para llegar al fin propuesto, la transformación 

formal más adecuada. Consideremos por ejemplo el siguiente problema: 

¿Bajo qué condiciones la suma de dos positivos impares consecutivos será 

múltiplo de 3?  

Para responder a esta cuestión podemos designar los impares consecutivos por 

2n + 1 y (2n + 1) + 2. Ante una expresión como 2n + 1 + (2n + 1) + 2, el alumno 

actual sólo sabe hacer dos cosas: “desarrollarla” para obtener 4n + 4 y 
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“factorizarla” para encontrar 4(n + 1). Esta última expresión nos permite afirmar 

que el resultado de nuestra operación será siempre un número par y múltiplo de 

4, pero no permite dar una respuesta a nuestro objetivo inicial. Por el contrario, 

una manipulación “funcional” de esta expresión – es decir dirigida a resolver el 

problema propuesto – requiere que se intente sacar un 3 factor común, 

“complexificando” la expresión reducida 4n + 4 mediante la igualdad: 

 (2n + 1) + ((2n + 1) + 2) = 4(n + 1) = 3(n + 1) + (n + 1) 

Que nos permite afirmar que la suma de dos impares consecutivos es múltiplo de 

tres cuando la parte entera de la mitad del segundo impar es múltiplo de 3. 

Vemos pues cómo el proceso de transposición didáctica, si bien permite que algunos 

objetos de la matemática sabia penetren en el sistema de enseñanza, deja fuera muchos 

otros, creando en la escuela unas organizaciones de saber con una lógica propia cuyo 

origen no es fácil de desentrañar. El propio sistema de enseñanza creará un discurso 

para legitimar esta ecología escolar particular y defender su “autenticidad” en relación 

al saber sabio. Por ejemplo se suele declarar que la diferencia entre el álgebra enseñada 

y el álgebra sabia es una cuestión de “nivel” (la manipulación formal sería lo básico, la 

funcional lo avanzado), pero no una diferencia esencial: lo formal va antes de lo 

funcional. Esta creencia justifica que un alumno sólo deba conocer un número reducido 

de expresiones notables, cuando un matemático profesional necesita muchas más.  

Pero no es sólo la escuela –con su noosfera– la responsable de los procesos 

transpositivos. Las críticas a la matemática enseñada surgen a menudo desde fuera, 

incluso desde la propia matemática sabia, por ejemplo cuando se condena la enseñanza 

tildándola de arcaica, en el sentido de no actualizada. En su análisis de la transposición 

didáctica del álgebra elemental, Chevallard (1986) describía esta crítica, movida en 

particular por la necesidad de “aproximar” la matemática elemental a la matemática 

sabia que la legitima, en los términos siguientes (la traducción es nuestra): 

El álgebra enseñada contrasta con el álgebra sabia – y lo mismo ocurre con muchos otros 

sectores de las matemáticas – en lo que la primera se distingue de la segunda por su 

arcaísmo, por su retraso histórico, que una reforma necesaria y una puesta al día permitiría 

resolver. Esta necesidad de “modernización” es lo que condujo a introducir en la enseñanza 

algunas nociones emblemáticas del álgebra moderna (las de grupo, anillo, etc.) dejando 

intacto el problema de la enseñanza del cálculo algebraico.  

Porque, como ya hemos visto, la necesidad de modernización que motivó la gran 

reforma de las matemáticas modernas prácticamente no incidió en la enseñanza del 
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cálculo algebraico elemental más que en hacer desaparecer su visibilidad, a falta de 

nociones “nobles” de la matemática sabia que permitieran instrumentalizarla. 

 

2. El problema didáctico del álgebra elemental 

Las investigaciones relativas al álgebra elemental han estado siempre presentes, desde 

los primeros trabajos de Yves Chevallard sobre la transposición didáctica, en el 

desarrollo de la TAD.
16

 Las retomaremos aquí brevemente ya que conforman el marco 

de referencia y el punto de partida de nuestro problema de investigación. Utilizaremos 

como contrapunto algunas de las principales investigaciones sobre el aprendizaje del 

álgebra que se han desarrollado en otros enfoques, dentro de una problemática 

esencialmente “cognitiva” (siguiendo la terminología propuesta por Gascón (1998)). 

Esto nos permitirá mostrar la especificidad del enfoque antropológico en la manera de 

abordar el problema. Veremos que las aportaciones del enfoque cognitivo al problema 

del álgebra se concentran especialmente en las cuestiones en torno a la relación del 

álgebra con la aritmética que trataremos en la §4.2. 

 

2.1. El problema de la ecología del álgebra elemental 

En sus primeros estudios sobre el fenómeno de la transposición didáctica, Chevallard 

(1984, 1986, 1989a, 1989b, 1990a, 1990b) consideró el caso del álgebra elemental 

como un ejemplo paradigmático de construcción, evolución y “difuminación” de un 

saber en el cuerpo de las matemáticas enseñadas. Como acabamos de ver, la evolución 

curricular, tanto en España como en otros países europeos permite en primer lugar 

identificar el origen y la razón de ser de la constitución de un área de las matemáticas 

escolares que se designó inicialmente como álgebra o aritmética universal. Este área 

mantenía unos determinados vínculos con la aritmética elemental, la del trabajo con 

números y magnitudes concretas, al tiempo que se distinguía de ella y marcaba la 

entrada a la enseñanza superior. Ya hemos visto cómo la reforma de las matemáticas  

 

                                                            
16 En su Note de synthèse pour l’habilitation à diriger des recherches (Chevallard, 1990b) se puede 

encontrar una presentación de la línea de investigación sobre el álgebra elemental abierta por este autor. 
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modernas transformó bruscamente esta organización curricular para acercarla más a la 

matemática sabia del momento (de ahí el adjetivo de “moderna”), adoptando una nueva 

lógica organizativa de las matemáticas basada en la construcción de estructuras 

(numéricas, geométricas, funcionales, etc.). Pero el cambio operado no sobrevivió 

muchos años. La nueva propuesta no consiguió destruir completamente la antigua 

organización – no pudo acabar con las “razones y proporciones”, por ejemplo, aunque sí 

con el trabajo con magnitudes concretas que tanto importaba a la aritmética clásica – ni 

supo realizar una verdadera “modernización” de la manera de hacer matemáticas en la 

escuela (Chevallard, 1992b). La “contrareforma” se basó en una potenciación de los 

aspectos numéricos, como consecuencia de la gran insistencia sobre el retorno a lo 

concreto (entendido como retorno a lo extra-matemático) y a la apertura de la escuela a 

la vida real. Por ejemplo, y como ya hemos visto, en España los programas oficiales 

posteriores a 1980 se organizaron en torno a cuatro bloques fundamentales (aspectos 

geométricos, aspectos aritméticos, organización y gestión de datos, funciones) 

desapareciendo inicialmente casi toda referencia explícita al álgebra. Una revisión más 

actual de estos currículos muestra que el álgebra reaparece primero explícitamente 

dentro del bloque numérico, aunque en la última reforma se ha reubicado en el bloque 

de “cambio y relaciones”. De hecho, en los currículos actuales, de los contenidos que 

conformaban el “álgebra” clásica sólo quedan algunos temas, bastante independientes 

entre sí, centrados en: la noción de ecuación de primer y segundo grado; el cálculo con 

expresiones algebraicas (factorización, simplificación, “igualdades notables”); los 

polinomios y algunas inecuaciones. La relación con las magnitudes y con la 

construcción de los sistemas de números es prácticamente inexistente, la relación entre 

el cálculo ecuacional y el funcional bastante limitada y generalmente unidireccional. 

La originalidad del enfoque antropológico, frente a la mayoría de investigaciones 

didácticas basadas en otras perspectivas, es la de tomar como objeto de estudio todo el 

proceso de transposición didáctica, sin dar por sentado qué es el álgebra que se enseña, 

cuál es su origen y razón de ser, y poniendo de manifiesto las condiciones ecológicas 

que permiten que algunos objetos del saber se mantengan en la escuela según unos 

modos particulares de funcionamiento, otros desaparezcan en algunos momentos y 

reaparezcan después bajo otros nombres o en otras configuraciones, algunos no 

consigan penetrar nunca en la enseñanza y otros no se puedan erradicar. 
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Civilización 

⇕ 

Sociedad 

⇕ 

Escuela 

⇕ 

Pedagogía 

⇕ 

Didáctica Disciplina 

⇕ 

Área 

⇕ 

Sector 

⇕ 

Tema 

⇕ 

Cuestión 

Para analizar las condiciones ecológicas que permiten que determinados objetos y 

actividades puedan existir en la escuela, Yves Chevallard (2001, 2002a, 2002b, 2007a) 

introdujo la noción de escala de niveles de codeterminación didáctica que amplía y al 

mismo tiempo estructura el ámbito empírico que el investigador en didáctica debe 

examinar. La manera de organizar los contenidos matemáticos (que llamaremos más 

adelante organizaciones matemáticas
17

) y los dispositivos y gestos que se necesitan para 

su enseñanza (las organizaciones didácticas) se 

requiere que éstos cumplan una serie de condiciones 

muy específicas sobre estos contenidos – por ejemplo 

que exista un tema dentro de un sector y un área de las 

matemáticas enseñadas donde poder ubicar las 

cuestiones que uno quiere enseñar – y también unas 

condiciones genéricas sobre la manera de organizar las 

actividades de enseñanza y aprendizaje en la escuela, 

los roles que se asigna a la escuela en la sociedad, etc. 

Estas condiciones se estructuran de forma jerárquica 

según muestra el esquema de la figura 8. En cada uno 

de los niveles se introducen condiciones particulares 

donde se pone de manifiesto la determinación 

recíproca entre las organizaciones matemáticas y las 

didácticas: la forma de estructurar las organizaciones 

matemáticas en los “subniveles” de la jerarquía (área, 

sector, tema y cuestión) condiciona las diversas formas 

de organizar el estudio; pero, recíprocamente, los 

dispositivos didácticos en cada nivel (el social, escolar o pedagógico) determinan a la 

vez, en gran medida, el tipo de actividades matemáticas que será posible construir en el 

aula. Las condiciones que se imponen en los distintos niveles de codeterminación 

didáctica, a la vez que hacen posible el desarrollo de determinadas actividades, también 

restringen el universo de acciones posibles. 

Muchos de los trabajos sobre la enseñanza del álgebra elemental realizados en la TAD 

han permitido identificar importantes restricciones en casi todos los diferentes niveles 

de la jerarquía de codeterminación, incluyendo los niveles superiores, de la civilización 

                                                            
17 Ver anexo G. 

Fig. 8 
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y la sociedad. En cambio, la mayoría de las demás perspectivas en investigación 

didáctica parten siempre de una delimitación empírica de los fenómenos didácticos que 

se circunscribe al ámbito del tema o incluso de ciertas cuestiones más o menos 

articuladas entre ellas, asumiendo el status quo impuesto por los demás niveles de 

codeterminación como algo “natural”, transparente e inamovible por incuestionable. 

 

2.2. El nivel de la civilización: la percepción del simbolismo escrito en la cultura 

occidental 

La teoría de la transposición didáctica parte de la constatación de que la sociedad tiende 

a exigir del sistema de enseñanza que el saber que es propuesto para ser enseñado al 

ciudadano sea compatible tanto con el saber sabio que lo legitima como con la 

epistemología cultural corriente. En nuestro caso, la cultura occidental se sustenta sobre 

la postura metafísica del logocentrismo (según el término acuñado por el filósofo 

francés Jacques Derrida (1967)) que asume, más o menos explícitamente, que el 

pensamiento reside en la cabeza, que éste se expresa en voz alta por medio de la palabra 

y se conserva posteriormente mediante la escritura. Por lo tanto, la escritura es vista 

como una “degradación” del pensamiento o, a lo sumo, como un producto secundario 

del mismo: primero se piensa y se “concibe”; después se plasma el pensamiento en el 

papel (o la pantalla). Desde este punto de vista, no se valora suficiente el papel que 

pueden desempeñar los formalismos científicos (productos primariamente escritos y que 

se “oralizan” posteriormente) como instrumentos de pensamiento científico. No se 

entiende la necesidad de recurrir a grafismos que no son abreviaciones de conceptos 

verbales, sino signos escritos productores de significados por sí mismos. Y el álgebra 

constituye, en cierto sentido, el primer producto de esta escritura matemática primaria. 

El cálculo algebraico, el trabajo con expresiones algebraicas no es así una obra 

fácilmente “culturizable” ya que constituye un formalismo que ha nacido como 

lenguaje escrito y no tiene siempre un referente claro en el discurso verbal.  

La investigación doctoral de Marianna Bosch (1994) profundizó en este tipo de 

fenómenos, mostrando la ruptura que se generaba en el paso de la aritmética clásica, 

obra fundamentalmente discursiva y, por lo tanto, “razonada”, en la que los cálculos 

numéricos se enlazan perfectamente con el discurso oral, mostrando así la progresión 

del razonamiento, con el álgebra universal en la que todo se puede resolver a través de 
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la manipulación formal de expresiones escritas, sin que una interpretación discursiva 

pueda siempre acompañar los cálculos que se realizan.  

No desarrollaremos más aquí esta fuente de incomprensión cultural hacia la importancia 

de la “instrumentalidad” del formalismo científico como herramienta de pensamiento, 

que encontramos bajo distintas expresiones, en diversos ámbitos sociales.
18

 Las obras de 

divulgación con títulos como “Física sin matemáticas” o incluso “La estadística sin 

fórmulas” ya hablan por sí solas. Lo que sí subrayamos es su importancia en los niveles 

inferiores de codeterminación didáctica, donde el alumno no podrá ver reconocidos sus 

cálculos como “razonamientos” y el profesor deberá 

siempre buscar nuevos “significados” a esta herramienta 

que aparece siempre como una pura “sintaxis” sin una 

“semántica” propia. Esta situación de peyoración cultural 

del álgebra queda claramente reflejada en esta cita del 

eminente geómetra británico contemporáneo Michael 

Atiyah (2002, pp. 42-43, la cursiva es nuestra): 

El Álgebra es la oferta que el diablo hace a los matemáticos. El diablo dice: Te daré esta 

poderosa máquina que responderá a cualquier pregunta que desees. Todo lo que 

necesitas hacer es darme tu alma, olvídate de la Geometría y te daré esta maravillosa 

máquina. Por supuesto nos gustaría tener ambas cosas […]. No obstante el daño a 

nuestra alma está ahí, porque cuando entras en cálculos algebraicos esencialmente 

dejas de pensar geométricamente, dejas de pensar en el significado.  

Es interesante apuntar que muchas de las investigaciones didácticas sobre las 

dificultades en el aprendizaje del álgebra elemental no escapan a este logocentrismo 

occidental. De ahí que, durante muchos años, una problemática frecuente de estas 

investigaciones se haya centrado en estudiar los “significados” que los alumnos 

atribuyen al simbolismo algebraico. Así, por ejemplo, encontramos un gran número de 

trabajos dedicados al estudio de las dificultades de los alumnos para “entender” – es 

decir, verbalizar – nociones como las de ecuación, igualdad, identidad, parámetro, etc. 

o, más ampliamente, el estudio de las concepciones espontáneas de los alumnos 

respecto a conceptos fundamentales del álgebra, como por ejemplo: los signos “+”, “–“ 

y “=” (Behr, Erlwanger & Nichols, 1980; Kieran, 1981), las letras utilizadas para 

                                                            
18 Incluso la comunidad de investigadores en Didáctica es a menudo reacia al uso que algunos hacemos de 

determinados simbolismos muy elementales para describir los componentes de las organizaciones 

matemáticas y de los procesos didácticos. 

Fig. 9 
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designar las incógnitas, variables o parámetros (Küchemann, 1981; Matz 1982; Wagner 

1981, 1983; Trigueros et al., 1996; Blanco & Garrote, 2007; Malisani & Spagnolo, 

2009), los distintos tipos de “expresiones algebraicas” (Subramanian & Banerjee, 2004) 

o de ecuaciones (Filloy & Rojano, 1984). 

 

2.3. El nivel de la escuela y la pedagogía 

Al principio del capítulo hemos descrito las fases del proceso de la transposición 

didáctica que sufre un saber “sabio” para convertirse en un saber a enseñar en una 

institución escolar. Las primeras restricciones transpositivas que se estudiaron como 

resultado de este proceso se sitúan principalmente en los niveles de la escuela, la 

pedagogía y la disciplina. En el caso de la enseñanza del álgebra en la Secundaria 

actual, el trabajo de Bolea, Bosch & Gascón (2001a), que retoma los primeros estudios 

sobre la transposición didáctica del álgebra elemental de Chevallard (1984), sintetiza 

estas restricciones en los puntos siguientes: 

- Restricciones que provienen de la necesidad de adecuar las actividades matemáticas 

escolares a la representación institucional del saber objeto de enseñanza, es decir, 

aquello que el sistema escolar considera que es hacer matemáticas y a lo que se 

entiende por aprender y enseñar matemáticas.  

- Restricciones provocadas por la necesidad de evaluar la eficacia de los procesos de 

enseñanza y aprendizaje de las matemáticas en una institución. Esta necesidad 

tiende a provocar una diferenciación y atomización interna del corpus enseñado, y a 

una algoritmización mayor de sus técnicas, con la pérdida del sentido funcional de 

la actividad matemática. 

- Restricciones que provienen de la necesidad que todo saber enseñado aparezca 

como definitivo e incuestionable. Estas restricciones surgen de la dinámica de los 

procesos de estudio basados en reconsiderar las organizaciones matemáticas 

previamente estudiadas y, mostrando sus limitaciones y contradicciones, 

reestructurarlas e integrarlas en organizaciones más amplias y complejas. 

- Restricciones impuestas por el tiempo didáctico. Podemos destacar tres tipos de 

restricciones, la primera es la obligación de estructurar el conocimiento enseñado en 

una serie de temas, esto provoca un envejecimiento del sistema de enseñanza que 

produce la necesidad de reformas constantes, es decir, se produce una obsolescencia 
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interna del proceso didáctico (Artigue, 1986). La segunda hace referencia a la 

necesidad de aprender muy rápidamente o en un período de tiempo muy corto (el 

cuál podría incluso conducir a la ilusión de aprendizaje instantáneo). Y finalmente, 

la tercera se refiere a las dificultades que aparecen en relación a la disponibilidad de 

la memoria didáctica del sistema (Brousseau & Centeno, 1991), que hace referencia 

a la necesidad de retomar una actividad (concepto, técnica, etc.) que fue introducida 

en otro instante e incluso puede ser que se llevara a cabo en otra comunidad de 

estudio y en otra institución. 

Estas restricciones constituyen una base fundamental para explicar el porqué de la 

evolución curricular que ha sufrido el álgebra desde la reforma de las matemáticas 

modernas. En efecto, parece que las organizaciones matemáticas que mejor se 

mantienen en el sistema de enseñanza son aquellas que son fácilmente “linealizables”, 

“evaluables” y “elementalizables”. Y, como veremos más adelante, este conjunto de 

restricciones van a jugar un papel capital en los análisis que propondremos. 

 

2.4. El nivel de la disciplina: la relación del álgebra con la aritmética 

La vinculación del álgebra con lo numérico está condicionada por considerar que el 

estudio de la aritmética debe situarse en el currículo escolar antes que el estudio del 

álgebra. Uno de los argumentos sobre los que se sustenta esta decisión es la 

consideración de la aritmética como “más concreta” y, por lo tanto, más fácil que el 

álgebra, siendo ésta segunda más “abstracta”. Los defensores de ésta cronología 

temporal entre las dos áreas de la matemática argumentan que el estudio del álgebra 

requiere un pensamiento formal y que este tipo de pensamiento se desarrolla en etapas 

avanzadas de evolución del alumno, justificando así el estudio del álgebra después de la 

aritmética (Lins & Kaput, 2004). Surge aquí una de las primeras cuestiones planteadas 

por Chevallard en su trabajo: 

¿Cuáles son las relaciones posibles entre lo algebraico y lo numérico en la Enseñanza 

Obligatoria? ¿Es posible la introducción del álgebra elemental en un marco diferente del 

marco aritmético habitual en el que lo algebraico es considerado como un epifenómeno 

de lo numérico? 

Es este propio autor (Chevallard 1989a, p. 56) quien muestra que la función principal 

del álgebra no es la de generalizar la aritmética, como se ha esbozado en la sección 
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anterior con la evolución del saber sabio, sino la de modelizar sistemas intra-

matemáticos o extra-matemáticos, y por tanto, quien establece el camino a seguir para 

responder a esta cuestión. Afirma que la enseñanza del álgebra debe promover una 

dialéctica entre el manejo formal del cálculo algebraico y el contenido de los sistemas 

numéricos. Este objetivo se deriva en una doble consideración: no podemos tener un 

dominio del cálculo algebraico, de una forma funcional, sin ponerlo en funcionamiento 

como una herramienta útil
19

; y no podemos poner en funcionamiento esta herramienta 

sin instaurar una verdadera dialéctica entre lo numérico y lo algebraico.  

Puntualizamos que esta función modelizadora no niega la relación fundamental que 

existe entre el álgebra y la aritmética, pero sí la jerarquía unidireccional preestablecida 

entre estos dos ámbitos matemáticos. Desde esta nueva interpretación, la aritmética, o al 

menos parte de ella, constituye un sistema intra-matemático, entre otros, que el 

instrumento algebraico puede modelizar. 

Diversas investigaciones en el seno de la TAD (Chevallard, 1990a; Bolea, Bosch, & 

Gascón, 1998) han cuestionado explícitamente el modelo epistemológico-didáctico del 

álgebra dominante en las instituciones escolares. En su tesis, Pilar Bolea (2003), a partir 

de la revisión de documentos oficiales de la LOGSE y diversos libros de texto, 

caracteriza la interpretación epistemológica del álgebra escolar con una aritmética 

generalizada. Ésta consiste en la identificación del álgebra elemental con el 

“simbolismo algebraico” (o lenguaje algebraico), frente a un supuesto “lenguaje 

aritmético”. En el mismo trabajo se destacan algunas de las características principales 

de esta interpretación del álgebra que recordamos concisamente a continuación: 

a) El álgebra escolar se construye en un contexto exclusivamente numérico, a 

modo de generalización de los cálculos con números y de la traducción de 

expresiones numérico-verbales. Se la considera como un mero epifenómeno de 

la aritmética.  

b) Se considera, de manera simplista, que las expresiones algebraicas surgen ante 

la necesidad de representar y manipular números desconocidos, se supone que 

ésta es su razón de ser.  

                                                            
19 Que permita obtener información del modelo intra-matemático o extra-matemático con el que 

trabajamos. 
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c) Las tareas específicamente “algebraicas” se reducen a la manipulación formal de 

expresiones algebraicas con letras y números (lo que se suele denominar 

“cálculo algebraico”) y a la resolución de ecuaciones.  

d) En la escritura y manipulación de expresiones algebraicas, la aritmética 

generalizada hace una distinción absoluta entre los datos conocidos (valores 

numéricos) por un lado y las incógnitas por otro. 

e) Una ecuación se interpreta como una igualdad numérica que se cumple para 

algunos valores concretos de las incógnitas.  

Encontramos un gran número de investigaciones en didáctica que asumen como propia 

(o por lo menos sin cuestionar) esta visión del álgebra como aritmética generalizada, 

toman como objeto de estudio los obstáculos que surgen en el paso de la aritmética al 

álgebra. Por ejemplo, las perspectivas psicolingüísticas, que adoptan como modelo de 

referencia la lingüística general, estudian el paso del “lenguaje aritmético” al “lenguaje 

algebraico” así como la influencia del “lenguaje natural” en dicho tránsito, siempre 

enmarcado en una actividad conceptual (Clement, 1982; Cooper, 1984, etc.) o bien, el 

problema de la traducción al lenguaje algebraico de proposiciones numéricas 

enunciadas en lenguaje natural (Bell & Malone, 1993; Burton, 1988; Kaput, 1983). Los 

trabajos de Carpenter & Franke (2001) y los de Warren (2001, 2004) indican que 

muchos alumnos experimentan dificultades al pasar de la aritmética al álgebra debido a 

la falta de una base aritmética adecuada y a la desconexión entre sus conocimientos 

aritméticos y sus conocimientos algebraicos. 

Para salvar las dificultades surgidas en el paso entre estas dos áreas de la matemática 

enseñada algunos investigadores proponen llevar a cabo una algebrización de la 

aritmética, es decir, introducir progresivamente (y de manera formal) en el cálculo con 

números la sintaxis propia del cálculo algebraico (Kaput, 2000). Estudios recientes en 

esta misma línea postulan que la adquisición en edad temprana del pensamiento 

algebraico evitaría muchas de las dificultades que muestran los alumnos en Secundaria. 

Dicha creencia ha dado fuerza a la propuesta de cambio curricular llamada Early-

Algebra que se desarrolla actualmente con fuerza en el mundo anglosajón. La Early-

Algebra propone la introducción del pensamiento algebraico
20

 desde los primeros 

                                                            
20 Más concretamente, se propone el desarrollo de ciertos aspectos del pensamiento algebraico, entre los 

que se encuentran: la comprensión del signo igual, la observación y generalización de relaciones 
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cursos escolares, de forma integrada con la actividad matemática relativa a las 

diferentes áreas de la matemática en esta etapa. En particular, autores como David W. 

Carraher, Analúcia D. Schliemann y Bárbara M. Brizuela (Carraher et al., 2000, 2006), 

James J. Kaput (2000), Nicolina A. Malara (2003), K. (Ravi) Subramaniam (2004) y 

Elizabeth Warren (2004) han centrado su investigación en el pensamiento algebraico 

que puede ser promovido en el contexto numérico a partir actividades que faciliten la 

transición entre el álgebra y la aritmética. En sus investigaciones proponen adoptar un 

enfoque estructural para romper con el énfasis computacional que predomina en los 

primeros cursos escolares y favorecer el desarrollo de modos de pensamiento 

algebraico, ayudando así a los alumnos a familiarizarse con las estructuras que subyacen 

en las operaciones matemáticas y sus propiedades. Este enfoque consiste básicamente 

en proponer a los alumnos problemas en los que se deben extraer patrones numéricos y 

relaciones funcionales expresadas verbalmente. 

 

2.5. El álgebra como instrumento de modelización 

En lugar de circunscribir el álgebra en un único sector o área de las matemáticas 

escolares, en esta memoria, siguiendo a Bolea, Bosch & Gascón (1998), identificaremos 

el álgebra con el proceso de algebrización, es decir que la consideraremos como una 

herramienta para llevar a cabo una actividad de modelización que acaba por afectar a 

todos los sectores de la matemática. Al avanzar en el currículum escolar, la matemática 

acaba por estar totalmente algebrizada. De ahí que el álgebra no aparezca como un 

contenido más de la enseñanza obligatoria al mismo nivel de las demás organizaciones 

matemáticas que se estudian en la escuela (como la geometría o la aritmética) y de las 

cuales podemos describir sus componentes. Tiene más sentido considerarla como un 

instrumento genérico de modelización de todas las organizaciones matemáticas (OM) 

escolares, es decir, como una herramienta para modelizar sistemas previamente 

matematizados dando lugar a lo que los autores anteriores han denominado un proceso 

de algebrización de las organizaciones matemáticas.   

Si asumimos la interpretación del álgebra como un instrumento de modelización, es 

necesario explicitar que se entiende por modelización
21

 y, en particular, por 

                                                                                                                                                                              
numéricas y la elaboración y representación simbólica de conjeturas. Todo ello en un contexto de 

igualdades numéricas y simbólicas. 
21 Remitimos al anexo G, para una visión más precisa de la noción de modelización en la TAD. 
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modelización algebraica dentro de la TAD. Es nuevamente en el trabajo de Bolea 

(2003) donde encontramos dos rasgos característicos de la modelización algebraica que 

permiten aclarar este aspecto (op. cit., p. 85): 

RMA1: [Las modelizaciones algebraicas] Modelizan explícitamente y materialmente las 

técnicas matemáticas que forman parte de la organización matemática que juega el papel 

de sistema a modelizar. Esta condición comporta que, una vez modelizadas 

algebraicamente, las técnicas pueden ser manipuladas como nuevos objetos matemáticos, 

lo que posibilita y hasta provoca el rápido desarrollo de las mismas. 

RMA2: [Las modelizaciones algebraicas] Modelizan íntegramente todos los componentes 

de la organización matemática que hace el papel de sistema, en lugar de limitarse a 

modelizar aisladamente algunos de dichos componentes. Veremos que esta modelización 

global permite, en muchos casos, considerar que el modelo algebraico, como nueva 

organización matemática, constituye una extensión de la organización–sistema inicial.  

Para caracterizar el álgebra escolar como instrumento de modelización, Bolea (2003, pp. 

89-90) propone trece indicadores: 

MA1: El álgebra escolar es un instrumento para resolver problemas acerca de sistemas 

matemáticos o extra-matemáticos: aritméticos, geométricos, físicos, comerciales, de la 

vida cotidiana, etc. 

MA2: El proceso de modelización algebraica es una herramienta potente para describir, 

generalizar y justificar procedimientos y propiedades de los sistemas estudiados (papel 

tecnológico del álgebra). 

MA3: El instrumento algebraico permite planear y resolver problemas de diferentes 

ámbitos matemáticos (aritméticos, geométricos, combinatorios, comerciales, etc.) que son 

muy difíciles de plantear y de resolver sin álgebra. 

MA4: El álgebra permite unificar tipos de problemas que aparecen aislados en cada 

bloque temático de la organización matemática escolar, e incluso entre diferentes bloques. 

MA5: Algunas de las mejores situaciones para introducir el álgebra escolar son los 

“problemas inversos”, esto es, problemas en los que se invierten los datos e incógnitas y 

que, por ello, no pueden resolverse mediante técnicas directas aritméticas o geométricas. 

MA6: Dado que el álgebra escolar surge inicialmente como herramienta de modelización 

de sistemas matemáticos o extra-matemáticos, es necesario conocer mínimamente el 

sistema que se quiere modelizar y, en particular, las limitaciones del trabajo del sistema. 

MA7: Dado que la modelización algebraica destaca la existencia de diferentes tipos de 

magnitudes es importante la familiaridad con estas magnitudes, familiaridad que no debe 

reducirse al simple cálculo aritmético (magnitudes equivalentes, magnitudes continuas y 

discretas, asignación de unidades, relación entre magnitudes, etc.) 
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MA8: Una primera etapa importante del trabajo algebraico (y también una de las más 

difíciles) radica en la construcción de modelos de sistemas extra o intra-matemáticos. 

MA9: Los modelos algebraicos (ecuaciones y fórmulas) se construyen generalmente 

expresando de dos maneras diferentes una misma cantidad de magnitud del sistema 

estudiado. 

MA10: La potencia del instrumento algebraico se basa en su capacidad para no 

diferenciar los datos conocidos de las incógnitas (juego entre parámetros y variables). 

MA11: Un tipo importante de modelos algebraicos viene dado por determinadas 

funciones (modelos funcionales). Por ello, el álgebra escolar debe estar fuertemente 

vinculada al estudio de funciones elementales. 

MA12: Una fase importante del trabajo algebraico es la manipulación del modelo en 

sentido estricto (ecuación o fórmula) y su posterior interpretación y justificación en 

términos del sistema estudiado.  

MA13: La última fase del trabajo de modelización consiste en la formulación de nuevos 

problemas acerca del sistema estudiado, problemas que no se podrían plantear antes de la 

construcción del modelo.  

En resumen, la modelización algebraica debería conducir a una ampliación y 

transformación progresiva del sistema inicial que se estudia, con la incorporación de 

nuevos tipos de problemas, nuevas técnicas de resolución, nuevas interpretaciones y 

nuevos vínculos con otros sistemas. 

 

3. Formulación del problema de investigación 

Trabajos anteriores en el ámbito de la TAD (Gascón, 1993, 1993-94, 1999) han 

analizado el fenómeno de la aritmetización escolar del álgebra, mostrando que dicho 

fenómeno responde a la interpretación dominante en la institución escolar del álgebra 

elemental como aritmética generalizada. Bolea, Bosch & Gascón (2004) muestran que 

una de las consecuencias de la aritmetización escolar del álgebra elemental es la 

ausencia del álgebra como instrumento de modelización en las matemáticas que se 

estudian en la Educación Secundaria Obligatoria (ESO), planteando la cuestión 

siguiente:  

¿Es posible y didácticamente viable, en el actual Sistema de Enseñanza de 

las Matemáticas, diseñar un currículum de matemáticas en el que tenga 

cabida el álgebra escolar como instrumento de modelización?  
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Un primer objetivo de esta memoria es contribuir a este problema de investigación 

abierto. Para ello será necesario determinar una posible “razón de ser” del álgebra 

elemental en la enseñanza actual, esto es, explicitar y dar visibilidad institucional a un 

tipo de cuestiones que, postulamos, son las cuestiones que viene a resolver la 

modelización algebraica y las que dan sentido a su introducción. Además, dado que 

pretendemos iniciar a los alumnos en el uso de la modelización algebraica, deberemos 

elegir un sistema inicial para modelizar. Dicho sistema deberá cumplir fuertes 

restricciones institucionales puesto que situamos la citada introducción en la primera 

etapa de la ESO (en concreto en el segundo curso, 13-14 años). Surgen aquí una serie de 

cuestiones que enmarcan la problemática que abordaremos más allá de la mera 

introducción del álgebra como instrumento de modelización:  

¿Es didácticamente viable, en el actual Sistema de Enseñanza de las 

Matemáticas, iniciar a los alumnos de la primera etapa de la ESO en el uso 

del instrumento algebraico? ¿Qué organización matemática puede tomarse 

como sistema inicial a modelizar? ¿Qué cuestiones problemáticas pueden 

dar sentido y guiar dicho proceso de estudio?  

Una vez que los alumnos estén en posesión del instrumento algebraico, ¿qué 

ampliaciones progresivas de dicha organización matemática se requerirán 

para avanzar en las sucesivas etapas del proceso de algebrización? ¿Qué 

nuevos dispositivos didácticos se requerirán para llevarlo a cabo?  

A medida que avance el proceso de algebrización, ¿cómo se modificará el 

estudio del resto de las organizaciones matemáticas escolares, desde la 

construcción de lo numérico, la divisibilidad, la geometría sintética, la 

probabilidad y la estadística, hasta el estudio de las relaciones funcionales 

entre magnitudes y la introducción del cálculo diferencial e integral?  

Para dar una respuesta a las cuestiones planteadas se requiere un proyecto de ingeniería 

matemática y didáctica global del proceso de algebrización de las OM a lo largo de toda 

la Secundaria. No pretendemos en esta memoria llevar a cabo una tarea de tal 

envergadura, pero sí realizar unas primeras aportaciones en esta línea, a partir del diseño 

y experimentación de procesos de estudio ubicados en algunas etapas cruciales del 

proceso de algebrización. 
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En estos últimos años, el problema de la viabilidad de la modelización algebraica en 

Secundaria ha dado lugar a diferentes estudios relacionados con el análisis de las 

restricciones didácticas que afectan el desarrollo de los procesos de algebrización. Se 

han propuesto algunas respuestas parciales que describiremos en los párrafos siguientes 

y que constituirán, en este sentido, el punto de partida de nuestra investigación. 

En la tesis de Pilar Bolea (2003) se aborda esta cuestión proponiendo algebrizaciones 

potenciales de tres OM para ejemplificar algunas de las funciones didácticas del proceso 

de algebrización. Así, la algebrización de una OM en torno a la divisibilidad numérica 

muestra la potencia del álgebra para articular y conectar distintos tipos de problemas 

(OM puntuales) para formar una organización más amplia y completa alrededor de la 

resolución de ecuaciones diofánticas.  

La algebrización de una segunda organización matemática en torno a la 

proporcionalidad permitió sugerir la incidencia del carácter pre-algebraico de la 

matemática escolar sobre la desarticulación de la matemática enseñada. En particular se 

postuló que la algebrización de la proporcionalidad podría ser un camino para articular 

los diferentes tipos de relaciones funcionales que aparecen en el Bachillerato. Ésta sería 

otra importante función didáctica del proceso de algebrización que fue estudiada con 

más detalle en la tesis de Fco. Javier García (2005). 

Finalmente, la propuesta de considerar el proceso de algebrización de una OM en torno 

a los Programas de Cálculo Aritmético (PCA), tal como sugiere Chevallard (2002a, 

2007b), permite delimitar un sistema inicial cuya algebrización permitiría dar sentido y 

reconstruir los principales ingredientes del cálculo algebraico elemental. 

En esta memoria retomaremos, desarrollaremos y contrastaremos empíricamente las 

hipótesis relativas a la reinterpretación del cálculo algebraico mediante los PCA y, 

también, a la extensión de la modelización algebraica mediante la que denominamos 

modelización algebraico-funcional. 

Algunas de las respuestas parciales citadas sugieren diferentes tipos de consecuencias 

no deseadas del carácter pre-algebraico de la matemática de la ESO que provocan la 

necesidad de llevar a cabo un análisis más sistemático de dichas consecuencias. Surge 

así un tercer tipo de cuestiones: 

¿Qué consecuencias trae consigo, en términos de fenómenos didácticos 

emergentes a lo largo de los diferentes niveles educativos, en la propia ESO, 



 
3. Formulación del problema de investigación 

 

61 

en el Bachillerato y en el paso de Secundaria a la Universidad, el citado 

carácter pre-algebraico de la matemática de la ESO? Y, en particular, ¿cómo 

incide sobre la ecología de la modelización algebraico-funcional 

imprescindible para dar sentido al cálculo del bachillerato y más allá? 

Se trata de una cuestión muy amplia y ambiciosa que ha sido tratada parcialmente en las 

tesis de Cecilio Fonseca (2004) y Javier García (2005). En el caso de la tesis de Javier 

García se construye un modelo epistemológico de referencia en torno a la modelización 

de los sistemas de variación entre magnitudes que permite diseñar y gestionar una 

organización didáctica con el objetivo de reducir los efectos de la desarticulación de las 

relaciones funcionales tal como aparecen en el currículum de Secundaria. Pero en este 

trabajo no aparece todavía la necesidad de explicitar con precisión la noción de 

modelización algebraico funcional, se la considera simplemente como un desarrollo 

natural de la modelización algebraica tal como fue definida en su día por Pilar Bolea.  

Surge aquí otro de los problemas centrales de esta memoria: el problema de la ecología 

de la modelización algebraico funcional en el Bachillerato. Para abordarlo se requerirá, 

entre otras cosas, definir con precisión los diferentes niveles de modelización 

algebraico-funcional de una OM y relacionarlos con los grados o etapas de 

algebrización que deberán ser redefinidos. 

Una vez introducida la línea de investigación sobre el álgebra elemental que define la 

Teoría Antropológica de lo Didáctico y formulado a grandes rasgos el problema de 

investigación que abordamos en esta memoria, presentaremos brevemente el contenido 

de los restantes capítulos de este trabajo. Los capítulos 2 y 3 se centran en el problema 

de la introducción del álgebra elemental en Secundaria como herramienta de 

modelización de un sistema determinado: el de los programas de cálculo aritméticos. 

Empezaremos presentando el modelo epistemológico de referencia que adoptamos para 

interpretar el álgebra elemental y su desarrollo hacia la modelización funcional (capítulo 

2). Le seguirá el diseño a priori y la experimentación de algunas actividades de estudio 

e investigación centradas en dos etapas cruciales del proceso de algebrización: la 

introducción de la herramienta algebraica y la transición a la modelización funcional 

(capítulo 3). Los capítulos 4 y 5 siguientes abordan más frontalmente el problema de la 

enseñanza de la modelización algebraico-funcional, retomando nuestro trabajo de DEA 

(Ruiz-Munzón, 2006). Finalmente, el capítulo 6 que concluye esta memoria aportará 

una visión global de nuestra investigación, destilando los principales resultados 
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obtenidos y las cuestiones que quedan abiertas, a partir de una propuesta de 

“contextualización” de los problemas didácticos abordados.  

Finalmente la memoria se completa con varios anexos. Los anexos A recogen aquellos 

documentos oficiales que han sido objeto de estudio en el capítulo 1. Los anexos B 

contienen los materiales de trabajo (ejercicios, exámenes, cuestionarios, etc.) de las 

diferentes experimentaciones que se describen y analizan en el capítulo 3, así como las 

descripciones sesión a sesión del desarrollo efectivo de dichas experimentaciones. El 

anexo C contiene la resolución en detalle de ciertas cuestiones que se describen a lo 

largo del capítulo 4. Los anexos D corresponden a diversos materiales utilizados por los 

alumnos en el proceso de estudio en torno a la modelización funcional que se diseña en 

el capítulo 4. Los anexos E están constituidos por los diarios de sesiones de las 

experimentaciones realizadas en el Bachillerato que se describen y analizan a lo largo 

del capítulo 5. El anexo F contiene una copia de la resolución de los exámenes de 

estudiantes de la última experimentación en torno a la modelización funcional. 

Finalmente, en el anexo G se realiza una pequeña introducción a las nociones básicas de 

la TAD que usaremos en esta memoria.  
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CAPÍTULO 2  

MODELO EPISTEMOLÓGICO DE REFERENCIA DE LA MODELIZACIÓN 

ALGEBRAICO-FUNCIONAL 

 

En este capítulo se presenta la construcción de un modelo epistemológico de referencia 

del álgebra elemental entendida como un proceso de modelización, así como de su 

posible desarrollo hacia la modelización funcional. Los dos procesos de modelización 

(el algebraico y el funcional) constan cada uno de tres fases articuladas que, tomando 

como sistema inicial la aritmética elemental, permiten abarcar la mayoría de actividades 

algebraicas y funcionales de la enseñanza secundaria.  
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1. Necesidad de una emancipación epistemológica 

Como hemos visto en el capítulo 1, la mayoría de investigaciones en didáctica tienden a 

inscribirse en la última etapa del proceso transpositivo
1
, es decir, se centran en el 

estudio de las actividades matemáticas que se llevan a cabo en el aula, incluyendo como 

mucho algunos aspectos del nivel transpositivo anterior, es decir, el de la institución 

escolar y la noosfera (instrucciones curriculares, programas, libros de texto, etc.). Los 

estudios sobre la naturaleza del álgebra, sobre su emergencia como saber a enseñar y 

sobre las transformaciones que ha padecido a lo largo de la evolución del sistema 

educativo son mucho menos frecuentes y las que existen no suelen relacionarse con las 

dificultades que plantea su enseñanza actualmente. 

Cuando se pretende tener en cuenta todas las etapas de la transposición didáctica de un 

saber matemático, el investigador debe situarse en una posición externa en relación a las 

diversas instituciones que forman parte de su objeto de estudio. Este “movimiento” se 

concreta en la TAD mediante la elaboración de un modelo epistemológico de referencia 

(MER) del saber matemático en cuestión. Este modelo constituye una herramienta 

fundamental para la emancipación epistemológica e institucional del análisis didáctico. 

Como afirma Chevallard (2006, la traducción es nuestra): 

Lo que dice la teoría de la transposición didáctica […] es que no hay un “sistema de 

referencia privilegiado” desde el cual observar, analizar, juzgar el mundo de los saberes y, 

más ampliamente, de las praxeologías. El “saber sabio” es una función y no una sustancia, 

respecto a la cual el didacta se debe descentrar expresamente. De aquí se desprende que 

el trabajo del didacta consista, cada vez, en la construcción de un sistema de referencia 

nunca definitivo desde el cual analizar las praxeologías de las cuales estudia la difusión. 

En la TAD, la descripción del MER de una actividad matemática se realiza en términos 

de praxeologías. Y, de hecho, como postula Tomás Sierra en su tesis doctoral (Sierra, 

2006, p. 47): 

El MER puede expresarse en forma de una sucesión de praxeologías que corresponden a 

la elaboración de respuestas parciales a una cuestión problemática inicial. Cada 

praxeología de la sucesión surge como ampliación o desarrollo de la praxeología anterior, 

ante las limitaciones de ésta para aportar respuestas a las cuestiones que se plantean. 

Así, dado un proceso didáctico en una determinada institución en relación a un 

contenido matemático específico, el MER permite disponer de una descripción propia 

del saber matemático en juego. Este modelo suele tomar la forma de una sucesión de 

                                                      
1 Ver figura 1 de la §1. del capítulo 1. 
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praxeologías de complejidad creciente. Los componentes que lo conforman, y que 

podemos denominar la “anatomía” de la actividad matemática considerada, 

corresponden a los componentes del “saber matemático” entendido como organización 

teórica que emerge de la actividad matemática a la vez que la instrumenta. Cualquier 

MER está implícitamente vinculado a una o varias instituciones de referencia aunque, 

en principio, esté libre de restricciones o limitaciones de “tipo didáctico”. Por lo tanto, 

la descripción del MER debe completarse con la descripción de su reconstrucción 

institucional, lo que requiere, en particular, que se especifiquen los medios de que se 

dispone o se debería disponer  en esta institución para poder concretar un diseño a priori 

de un proceso de estudio de este saber. 

La transposición didáctica es una herramienta especialmente útil para guiar la mirada 

del investigador a través de las diferentes instituciones involucradas en el proceso de 

estudio (en particular, la comunidad productora del saber sabio y la noosfera). Permite 

además poner en evidencia las restricciones institucionales a las que se ven sometidas 

las “praxeologías a enseñar” para poder convertirse en “praxeologías efectivamente 

enseñadas”. 

Este capítulo corresponde a la presentación del modelo epistemológico de referencia del 

álgebra elemental que hemos elaborado para esta investigación, basado en la 

interpretación del álgebra como actividad de modelización.  

 

2. Descripción de las etapas del proceso de algebrización  

En esta sección realizaremos una descripción praxeológica de las diferentes etapas del 

proceso de algebrización y de lo que entendemos por modelización algebraica, 

poniendo énfasis en los cambios progresivos que provocan el paso de una etapa a la 

siguiente. Elegimos como sistema inicial una organización matemática (en adelante, 

OM) en torno a los “problemas aritméticos” escolares y la modelizaremos para estudiar 

cuestiones que surgen a propósito de estos problemas. Partimos de la noción clásica de 

“problema aritmético” que considera aquellos problemas que pueden resolverse 

mediante una cadena de operaciones aritméticas (sumas, restas, productos, divisiones, 

etc.) ejecutables a partir de los datos del problema, datos que acostumbran a ser 

cantidades conocidas de ciertas magnitudes (discretas o continuas). Se puede añadir la 

condición adicional de que cada uno de los resultados “intermedios” de la cadena de 
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operaciones pueda interpretarse en el contexto del enunciado del problema, aunque esta 

variación no afecta al modelo propuesto aquí. 

Consideramos por lo tanto la organización matemática generada por los problemas 

aritméticos (que pueden considerarse como las tareas problemáticas de partida). Las 

técnicas de esta OM se materializan en discursos verbales que, partiendo de los datos y 

mediante una cadena de operaciones aritméticas, permiten calcular la cantidad 

incógnita. Siguiendo la propuesta de Chevallard (2005), a dicho proceso de resolución o 

cadena estructurada y jerarquizada de operaciones aritméticas lo denominaremos 

programa de cálculo aritmético (en adelante, PCA)
2
. Los elementos tecnológico-

teóricos que permiten describir, justificar e interpretar esta práctica “aritmética” 

elemental se reducen esencialmente a las propiedades de las magnitudes y de los 

diferentes sistemas de números utilizados para su medida, de las operaciones y 

relaciones entre ellos, a los que se podría añadir, en el nivel teórico, el discurso lógico 

implícito que subyace al patrón de Análisis-Síntesis (A-S).  

Podemos considerar en efecto, siguiendo a Gascón (1993), que el patrón clásico de A-S 

constituye el principio básico de las técnicas de resolución de los problemas aritméticos. 

Una descripción general de dicho patrón basada en la versión tradicional de Pappus, se 

encuentra en Heath (1925, vol. I, pp.138-139, citado por Lakatos, 1978, pp. 107-108):  

El análisis [...] considera aquello que se busca como si fuera algo aceptado y pasa desde 

ello, a través de sus consecuencias sucesivas, a algo que pueda ser aceptado como punto 

de partida para una síntesis: pues en el análisis damos por supuesto aquello que se busca 

como si (ya) estuviera dado, e inquirimos qué es aquello de lo cual resulta esto y a su vez 

cuál es la causa antecedente de lo posterior, y así sucesivamente, hasta que volviendo así 

sobre nuestros pasos, lleguemos a algo ya conocido o que pertenece a la clase de los 

primeros principios, y a un tal método lo llamaremos análisis por ser una solución hacia 

atrás. 

Pero en la síntesis, invirtiendo el proceso, tomamos como ya dado aquello a lo que 

llegamos en último término en el análisis y, alineando en su orden natural como 

consecuencias lo que antes eran antecedentes, y conectándolas unas con otras 

sucesivamente, llegamos finalmente a la construcción de los que se buscaba; y a esto 

llamamos síntesis. 

Podemos interpretar entonces los PCA como la síntesis de un proceso de resolución de 

un problema aritmético: se parte de una cantidad conocida y se van obteniendo 

                                                      
2 Esta noción inicial de PCA será generalizada progresivamente a lo largo del desarrollo de las etapas del 

proceso de algebrización. 
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sucesivamente, mediante operaciones elementales, una cadena de cantidades que acaba 

con la respuesta al problema. 

Presentamos a continuación un proceso prototípico de modelización algebraica tomando 

como sistema de estudio inicial la OM en torno a los problemas aritméticos. Dado que a 

cada problema aritmético le podemos asociar un PCA, podemos describir el proceso que 

sigue como la algebrización progresiva de la OM en torno a los programas de cálculo 

aritmético. Para ejemplificar el proceso partiremos de ciertos sistemas particulares: 

juegos de “matemagia”, triángulos isósceles inscritos en una circunferencia, planes de 

inversión en una entidad bancaria y reparto de gastos, es decir, partiremos de 

determinados tipos de problemas aritméticos concretos, con las ventajas e 

inconvenientes que siempre provoca el empleo de ejemplos presuntamente genéricos. 

De acuerdo con Bolea (2003) identificamos el álgebra elemental como un proceso de 

algebrización que permite ampliar de manera progresiva el campo de los problemas 

aritméticos a partir de un cuestionamiento tecnológico (en el sentido de la TAD) de sus 

técnicas de resolución. Entendiendo la tecnología como un discurso (logos) sobre la 

técnica (technè), este cuestionamiento se genera al considerar y tratar las técnicas o 

procesos de resolución como objetos de estudio en sí mismos, para describirlos, 

explicarlos, generalizarlos o justificarlos. Para llevar a cabo dicho cuestionamiento se 

requiere una objetivación del proceso de resolución de un problema aritmético, que 

describiremos apoyándonos en la noción de PCA. 

Tal como indica Chevallard (2005), los PCA aparecen y se ejecutan en el trabajo 

matemático de los alumnos desde los inicios de la enseñanza primaria, pero nunca se 

tematizan, esto es, nunca se toman como objetos de estudio en sí mismos puesto que 

nunca se plantean cuestiones tecnológicas sobre su descripción, justificación, alcance, ni 

tampoco es posible enunciar propiedades relativas a los mismos. Dicho en otros 

términos, los PCA constituyen el núcleo principal de la práctica matemática de la 

enseñanza primaria pero se tratan siempre como objetos no matematizados o 

paramatemáticos: los PCA son cadenas de operaciones que se ejecutan paso a paso, 

pero no objetos que se consideren globalmente. En particular, en la resolución de un 

problema aritmético, en cada paso de la cadena, sólo se opera con dos cantidades. La 

concatenación de más de dos operaciones se puede verbalizar pero su efectuación se 

realiza siempre por pares de cantidades. 
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Como hemos dicho, tomaremos como sistema inicial a modelizar la OM generada por 

los problemas aritméticos con sus técnicas de resolución o PCA asociados y el entorno 

tecnológico teórico correspondiente. Un ejemplo típico de problema aritmético, que 

consideraremos aquí en una forma “estilizada” formulándolo directamente en términos 

de la ejecución de un PCA, podría ser el siguiente: 

P0: Gabriel piensa un número, le suma 25, divide el resultado entre 2, le resta 8 y lo multiplica todo 

por 3. Si al final obtiene 21, ¿qué número pensó Gabriel?  

La resolución aritmética (verbal) de este problema, que se apoyaría implícitamente en 

un proceso de “Análisis” de la situación (en el sentido del patrón A-S), sería:  

Si al final obtiene 21, antes de multiplicar por 3 tenía 7, antes de restarle 8 tenía 15, antes de dividir 

entre 2 tenía 30 y antes de sumar 25 tenía 5. Luego Gabriel pensó el número 5. 

Una vez hallado la respuesta al problema podemos comprobar mediante una “Síntesis” 

que corresponde efectivamente al número pedido: 

Si pensó el 5, al sumar 25 obtuvo 30, al dividirlo entre 2 le dio 15, al restar 8, obtuvo 7 y al 

multiplicarlo por 3, llegó a 21. 

Notemos que los problemas “aritméticos” pueden enunciarse en cualquier tipo de 

contexto: numérico, geométrico, comercial, físico, etc. en función del tipo de 

magnitudes que intervengan en el enunciado. Aunque la cultura escolar tiende a 

separarlos, distinguiendo por ejemplo los problemas de geometría de los problemas de 

proporcionalidad o de divisibilidad, nosotros los consideraremos como integrando esta 

gran OM que designaremos como “problemas aritméticos”. 

Veamos otros ejemplos de estos problemas y de sus posibles resoluciones mediante la 

ejecución de PCA: 

B0: En un banco nos proponen el siguiente plan de inversiones: nos dan un 1.5% de interés 

compuesto cada trimestre y nos descuentan un 1% sobre el capital en la cuenta a final de cada año 

en concepto de comisión. ¿Cuál será el capital al final del año si la inversión inicial ha sido de 

1000 €? ¿Y dentro de 3 años?  

La resolución aritmética para la primera cuestión puede formularse como sigue: “1000 € es el capital 

inicial, el año tiene 4 trimestres, por lo tanto 1000 multiplicado cuatro veces por 1.015 nos da el 

capital con los intereses añadidos después del primer año, o sea, 1061.37. Ahora, descontamos la 

comisión del banco multiplicando la cantidad anterior por 0.99, llegando al valor 1050.76. Luego el 

capital que tendremos al final del año será de 1050.76 €. 
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Para hallar el capital al cabo de tres años podemos repetir las operaciones realizadas para resolver la 

primera cuestión tres veces consecutivas, llegando finalmente a que el capital final después de tres 

años será de 1160.12 €. 

G0: Un triángulo isósceles está inscrito en una circunferencia de radio 6 cm. Si la altura relativa al 

lado desigual del triángulo mide 9 cm. ¿Cuánto vale el área del triángulo?  

La resolución mediante el patrón A-S se apoyaría en la figura 1 

(suponer el problema resuelto) y sería la siguiente: para calcular el 

área necesitamos una base y la altura correspondiente (9 cm). Para 

calcular la base, necesitamos la altura del triangulo rectángulo de 

hipotenusa el radio de la circunferencia (6 cm). Ésta se obtiene 

restando el radio a la altura del triángulo isósceles (9 cm – 6 cm = 

3 cm). Una vez realizado el análisis, la síntesis nos lleva a calcular la 

base del triángulo isósceles (utilizando el teorema de Pitágoras: es 2·  62 – 32 cm, 

es decir 2· 27 cm). Finalmente el área del triángulo se obtiene de multiplicar la longitud de la base      

(2 27 cm) por la altura (9 cm) y dividirla entre dos. Obtenemos por lo tanto que el área del 

triángulo mide 9 27  cm2.  

T0: Un grupo de 18 amigos cenan juntos y a la hora de pagar resulta que tres de ellos no llevan 

suficiente dinero. Esto comporta que cada uno de los restantes pague 76.80 € y los que no llevan 

suficiente dinero hagan una aportación de 6 € por cabeza. ¿Cuánto costó la cena?  

La resolución aritmética (verbal) sería la siguiente: hay 3 comensales que pagaron 6 €, por tanto 

entre los tres aportaron 18 €, y los 15 comensales que pagaron 76.80 € aportaron en total 1152 €. El 

importe de la factura se obtiene al sumar estas dos cantidades, es decir 1170 € fue el coste de la 

cena. 

Los problemas anteriores son ilustraciones de las tareas que componen la OM que 

tomamos como sistema inicial y que denominamos S: 

  

Como ya hemos dicho, veremos que en S (y en los sucesivos modelos de S) surgirán 

cuestiones de naturaleza tecnológica (esto es, cuestiones relativas al porqué se obtiene 

cierto tipo de resultado, a la interpretación de estos resultados, al alcance o dominio de 

validez de las técnicas, a la delimitación de los tipos de problemas que se resuelven con 

un mismo PCA, etc.) que provocarán la necesidad de ampliar el sistema inicial 

mediante progresivas modelizaciones que caracterizaremos a continuación. 

 

S = OM en torno a problemas aritméticos + ejecución de PCA 

(en forma retórica) + patrón de Análisis-Síntesis. 

Fig. 1 
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2.1. Primera etapa del proceso de algebrización 

Para ejemplificar un primer tipo de incompletitud de la OM inicial en torno a los 

problemas aritméticos, podemos considerar un problema (que también formularemos en 

términos de la ejecución de un PCA) como el siguiente:  

Pa1: Piensa un número, súmale el doble de su consecutivo, suma 15 al resultado y, por último, resta 

el triple del número pensado inicialmente. ¿Qué resultado has obtenido? Repite el proceso con otro 

número diferente ¿Cómo se modifica el resultado final? ¿Puedes explicarlo?3  

La estructura de este problema se puede representar mediante el PCA: 

PCA(a, b, c, d):= a + b(a + 1) + c – d·a. 

En el caso en que b sea igual a 2, c sea 15, d sea 3 y a sea el número pensado, tenemos el problema 

particular propuesto.  

Si a es 49, se obtiene: PCA(49, 2, 15, 3):= 49 + 2·50 + 15 – 3·49 = 17. Si se toma a igual a 10, se 

obtiene: PCA(10, 2, 15, 3):= 10 + 2·11 + 15 – 3·10 = 17. Obtenemos siempre el resultado de 17 pero 

no podemos explicar el porqué.  

En este PCA, la variable a actúa como parámetro y la incógnita del problema planteado 

corresponde al resultado obtenido al ejecutar el PCA. La resolución aritmética de este 

problema, es decir la ejecución del PCA indicado, proporciona siempre el mismo 

resultado numérico (17), independientemente del número pensado inicialmente. 

Aparece, por lo tanto, una cuestión tecnológica: “¿Por qué se obtiene el mismo 

resultado independientemente del número pensado?” que no se puede responder 

fácilmente con las técnicas aritméticas de la OM inicial
4
.  

Para responder a este tipo de cuestiones se requerirá considerar el PCA como un todo, 

por ejemplo traduciendo la formulación retórica del PCA a una formulación escrita, y 

construir nuevas técnicas, esencialmente de simplificación de expresiones algebraicas, 

para trabajar sobre éste. 

Esta necesidad de considerar la estructura del PCA de forma global es también uno de 

los fundamentos de las propuestas de enseñanza desde el movimiento Early-Algebra, 

como lo expone Marta Molina (2006, p. 24) en su tesis doctoral:  

Siguiendo las propuestas de Early-Algebra, diversas investigaciones se han centrado en el 

pensamiento algebraico que puede ser promovido en el contexto de la aritmética. Siendo 

                                                      
3 Modificando la formulación de esta tarea se obtiene un problema de “matemagia”, en el que el mago 

adivina el resultado final sin conocer el número pensado.  
4 Aunque es cierto que la simplificación puede hacerse oralmente en casos sencillos como el que aquí 

presentamos, es fácil complicar el PCA para hacer que la técnica oral de simplificación sea impracticable. 
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conscientes de que la separación del álgebra y la aritmética acentúa y prolonga las 

dificultades de los alumnos, numerosos investigadores proponen trabajar con actividades 

que faciliten la transición entre ambas subáreas (álgebra y aritmética) de las matemáticas 

(Carraher et al. 2000, Carraher et al. 2006, Kaput, 2000, Malara, 2003, Subramaniam, 

2004, Warren, 2004). Los autores de dichas investigaciones proponen un enfoque 

estructural que rompa con el énfasis computacional predominante en los primeros cursos 

escolares, y que favorezca el desarrollo de modos de pensamiento algebraicos. Dicho 

énfasis […], es señalado como causa de la falta de conciencia de los alumnos sobre las 

estructuras que subyacen a las operaciones aritméticas y sus propiedades.  

Podemos considerar que una expresión algebraica es la formulación escrita (simbólica) 

de un PCA, es decir una cadena de cantidades y de operaciones sobre estas cantidades. 

Como tal escritura, permite representar tanto el proceso de resolución de un problema 

aritmético como su estructura, y permite además manipular esta estructura mediante un 

conjunto de reglas que llamamos el “cálculo algebraico”.  

Podemos ampliar la noción de PCA por la de programa de cálculo (PC) designando 

cualquier función de variables x1, …, xm, a1, …, ak que se pueda representar mediante 

una expresión analítica
5
 PC(x1, …, xm, a1, …, ak) donde las xi son los argumentos de la 

función que hacen el papel de parámetro o de incógnita y las aj son los argumentos que 

toman valores numéricos concretos.  

En el caso de que y = PC(x1,…, xm, a1,…, ak) se pueda definir implícitamente por la 

ecuación F(x1,.., xm, a1,…, ak, y) = 0, donde F es un polinomio de argumentos 

x1,..., xm e y, diremos que este programa de cálculo es un programa de cálculo 

aritmético y lo indicaremos por PCA(x1,…, xm, a1,…, ak). Por ejemplo, el programa de 

cálculo P(x, 2):= 2
x
 no es un programa de cálculo aritmético, por el contrario 

Q(x, 4):=  
x – 4

x + 4
  sí sería un programa de cálculo aritmético, debido a que x e 

y = Q(x, 4) pueden relacionarse mediante la ecuación F(x, 4, y) = y
2
x + 4y

2
 – x + 4 = 0 

donde F es un polinomio de variables x e y. 

Llamamos valor numérico de una expresión algebraica o PCA, al número que se 

obtiene al sustituir cada argumento por un valor numérico concreto y efectuar las 

operaciones indicadas, es decir, el resultado de “ejecutar el PCA”. Diremos que dos 

                                                      
5 En su trabajo de historia de las matemáticas, Sastre Vázquez, Rey & Boubée (2008) indican que el 

término “expresión analítica” fue introducido por Euler (1707-1783), aunque su definición formal no 

aconteció hasta el siglo XIX como: “expresiones admisibles son las que contienen las cuatro operaciones 

elementales, raíces, exponentes, logaritmos, funciones trigonométricas, derivadas e integrales”, siendo 

ésta la definición que tomamos.  
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programas de cálculo aritmético, P(x1,…, xm, a1,…, ak) y Q(x1, …, xm, b1, …, bs), son 

equivalentes en un cierto dominio D si y sólo si  

P(x1,…, xm, a1,…, ak) = Q(x1, …, xm, b1, …, bs) xiD. 

Denotaremos esta relación mediante el símbolo “”: 

P(x1,…, xm, a1,…, ak)  Q(x1, …, xm, b1, …, bs), 

haciendo abstracción del dominio D en el que ambos programas de cálculo toman el 

mismo valor numérico, siempre que esto no produzca confusión (por omisión se 

entenderá en este trabajo que D = ℝ).  

Por simplificar un PCA
6
 se entiende la operación de transformarlo en otro equivalente y 

que, en cierto sentido, sea más “sencillo”, más “adaptado” o más “adecuado” para 

utilizarlo en una actividad matemática concreta. 

El paso de la formulación verbal o gráfica de un PCA a su formulación simbólica 

requiere, en primer lugar, la introducción de nuevos símbolos: además de las escrituras 

de los números y de sus operaciones, se necesitan las letras del alfabeto (u otros 

caracteres) para identificar y explicitar los argumentos que juegan el papel de 

parámetros o incógnitas del PCA y cuyo ámbito numérico debe delimitarse. En segundo 

lugar es necesario escribir la secuencia de operaciones en una única línea explicitando 

su estructura de forma global y, por lo tanto, deben tomarse en consideración la 

jerarquía de las operaciones, las reglas del uso de paréntesis y las propiedades de las 

relaciones entre ellas. Estas técnicas de manipulación y los elementos tecnológicos 

asociados constituyen el “cálculo algebraico” al que nos hemos referido más arriba. 

Así, en el ejemplo Pa1 aparece una única variable o parámetro cuyo ámbito numérico lo 

constituyen los números naturales: 

PCA(x, 2, 15, 3):= x + 2·(x + 1) + 15 – 3·x. 

Utilizando las técnicas del cálculo algebraico se puede transformar en un PCA 

equivalente y “más sencillo”:  

PCA(x, 2, 15, 3):= x + 2·(x + 1) + 15 – 3·x ≡ x + 2x + 2 + 15 – 3x ≡ 3x – 3x + 17 ≡ 17. 

Esta serie de operaciones permite justificar que el resultado obtenido al ejecutar el PCA 

propuesto no depende del número pensado x, y que es siempre 17. 

                                                      
6 Todas las definiciones que daremos en términos de PCA admiten una extensión para programas de 

cálculo no específicamente aritméticos que realizaremos en los momentos oportunos. 
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Esta primera etapa del proceso de algebrización requiere trabajar en una nueva OM que 

denominamos M1 y que puede interpretarse como un primer modelo del sistema inicial 

S. Los tipos de problemas situados en M1 son aquellos cuyo planteamiento o resolución 

aritmética pueden ser traducidos a una igualdad del tipo  

PCA(x, a1,…, ak) = y, 

donde PCA es un programa de cálculo aritmético con una sola incógnita o parámetro x. 

Observemos que la respuesta a un problema situado en la primera etapa del proceso de 

algebrización no tiene por qué limitarse a un resultado numérico, sino que puede ser una 

relación entre dos de los argumentos del PCA (enseguida veremos un ejemplo). En M1 

se pueden resolver problemas similares a P0 donde, a partir de pequeñas modificaciones 

en la elección de los argumentos que serán considerados como “datos” o “variables”
7
, se 

obtienen problemas que no son abordables estrictamente en S porque requieren un 

trabajo de “simplificación” del programa de cálculo aritmético asociado. Por lo tanto, la 

organización matemática que hemos denominado M1 constituye una ampliación del 

sistema inicial S, que afecta a todos sus componentes:  

 

 

 

Recalquemos que en esta etapa los elementos tecnológico-teóricos se amplían y el 

significado de algunos ostensivos (signo +, =, etc.) se ve modificado puesto que para 

justificar la nueva práctica matemática no es suficiente con las propiedades de las 

operaciones entre cantidades de magnitudes y las relaciones entre ellas.  

Veamos otro ejemplo que muestra efectivamente la inclusión estricta de S en M1 e 

ilustra cómo la combinación de la técnica de “simplificación” y el patrón de Análisis-

Síntesis amplían efectivamente el campo de problemas: 

Pb1: Marta piensa un número. Le suma el doble de su consecutivo, resta 17 al resultado y, por 

último, lo divide todo entre 3. Si el resultado final es 25, ¿qué número pensó Marta? 

Si intentamos aplicar el patrón de A-S, nos quedaríamos “encallados” en el penúltimo 

paso del análisis:  

                                                      
7 La elección de los datos a modificar es relativamente arbitraria y, evidentemente, no es única. 

Fig. 2 

 

S = OM en torno a problemas 

aritméticos + PCA (en forma retórica) 

+ patrón de Análisis-Síntesis. 

M1: Problemas que requieren la manipulación 

escrita de PCA del tipo P(x, a1,…, ak )  

+ técnicas de escritura y de simplificación de 

expresiones algebraicas. 
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Para obtener el resultado final (25), antes tenía 3 veces más (25·3 = 75), antes 17 unidades más (75 

+ 17 = 92) que es igual a la suma del número pensado y del doble de su consecutivo…  

La escritura del PCA permite, en cierto sentido, realizar una “Síntesis directa” del 

problema, sin tener que recurrir al Análisis: 

       + 2(n + 1)                     – 17               3            

n  → n + 2·(n + 1)  →  n + 2·(n + 1) – 17  →  (n + 2·(n + 1) – 17)/3 (dato) 

se obtiene así la igualdad PCA(n, 2, 15, 3):= (n + 2(n + 1) – 17)/3 = 25. Utilizando las 

técnicas de simplificación se puede transformar en el PCA equivalente: 

PCA(n, 2, 15, 3):= (n + 2(n + 1) – 17)/3 ≡ n – 5. 

Y ahora la igualdad n – 5 = 25 ya se puede resolver con la técnica inversa (análisis) y 

constituye un problema resoluble en S:  

El problema se reduce a hallar un número que al restarle 5 dé 25. Por lo tanto el número que Marta 

pensó fue el 30. 

Veamos otro ejemplo de problema formulado en S que requiere el paso a M1: 

Pc1: Piensa un número, multiplícalo por 2, súmale 2 al resultado, multiplica el resultado por 5, 

súmale 12, multiplica el resultado por 10 y, finalmente, réstale 220. ¡El número que obtienes 

empieza con el número que habías pensado! ¿Puedes estar seguro que esto será siempre verdad?  

Si pensamos el número 3 y ejecutamos el matejuego obtenemos: 

PCA(3, 2, 2, 5, 12, 10, 220):= ((3·2 + 2)·5+12)·10 – 220 = 300, 

se verifica que el número resultado empieza con el número pensado, el 3. Este cálculo parece indicar 

que la afirmación es cierta pero no es ni mucho menos una prueba definitiva. Para ello debemos 

realizar el cálculo sin determinar explícitamente el número pensado. Denotaremos por n al número 

pensado, el cálculo del matejuego se puede escribir siguiendo la estructura del programa de cálculo 

aritmético anterior como:  

PCA(n, 2, 2, 5, 12, 10, 220):= ((n·2 + 2)·5+12)·10 – 220, 

utilizando las técnicas de simplificación se puede transformar en un PCA equivalente:  

PCA(n, 2, 2, 5, 12, 10, 220):= ((n·2 + 2)·5+12)·10 – 220 ≡ 100n. 

Ahora sí hemos obtenido una verdadera prueba de que el resultado del matejuego empezará siempre 

con el número pensado inicialmente, apoyada en la estructura del sistema de numeración posicional 

en base 10. 

Los tres ejemplos considerados, Pa1, Pb1 y Pc1, permiten poner en evidencia diferentes 

tipos de cuestiones difíciles de resolver en S y que se pueden abordar en la primera 

etapa del proceso de algebrización: son, por un lado, cuestiones relativas a la 
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interpretación y justificación de la “forma” del número que se obtiene al ejecutar un 

PCA (mediante la producción de un PCA equivalente a uno dado) y, por otro, 

cuestiones cuya respuesta requiere ampliar la técnica de Análisis-Síntesis mediante la 

explicitación y posterior simplificación del programa de cálculo aritmético. 

Éstas no son obviamente las únicas cuestiones planteables en S cuya resolución requiere 

trabajar en M1 y, por lo tanto, acceder a la primera etapa del proceso de algebrización. 

Se pueden plantear por ejemplo cuestiones tecnológicas cuya respuesta requiera ampliar 

explícitamente el ámbito numérico subyacente a los problemas aritméticos 

considerados. En el trabajo de Cid & Bolea (2010) se formulan algunas de dichas 

cuestiones y se muestra que los números negativos son imprescindibles desde la primera 

etapa del proceso de algebrización y, por tanto, deben introducirse simultáneamente a la 

introducción del instrumento algebraico. Forma parte del proyecto de tesis de Eva Cid 

la articulación de las etapas de algebrización que estamos desarrollando en esta 

memoria con el proceso de construcción de los números negativos, problema en el que 

no entraremos aquí. 

Notemos que en P0 los argumentos de los que depende el PCA son datos numéricos 

conocidos y el dato desconocido es otro número. En los problemas Pa1, Pb1 y Pc1 no 

todos los datos son numéricos (algunos son relaciones como “el consecutivo del número 

pensado”) ni la respuesta es siempre un resultado numérico, por lo que no es posible 

una “resolución aritmética”.  

Veamos ahora una variación del problema G0 cuya resolución también requiere situarse 

en la organización matemática M1: 

G1: Un triángulo isósceles está inscrito en una circunferencia y la altura relativa al lado desigual 

del triángulo mide 3/2 del radio de la circunferencia. ¿Cómo depende el área del triángulo del 

radio de la circunferencia circunscrita? 

En el ejemplo G0 al conocer la longitud del radio (R = 6) y la altura relativa al lado desigual (9) 

podíamos obtener el área al ejecutar el programa de cálculo aritmético que se expresa como:  

PCA(6, 9):= 
9·( )2· (6)2 – (9 – 6)2

2
 = 9 27  cm2. 

En G0 los argumentos de los que depende el PCA son datos numéricos conocidos y el área del 

triángulo es la incógnita. Por el contrario, en G1 los datos no son numéricos y, por lo tanto, no es 

posible la resolución aritmética anterior. Pero se puede utilizar la escritura en línea del PCA 

substituyendo, en el lugar de las longitudes dadas, letras que representen dichas longitudes y, por 

medio de la simplificación, responder a la cuestión planteada: 
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PCA(R, 3R/2):= 

3·R

2 





2· (R)2 – 



3·R

2
 – R

2

 

2
  ≡ 

3· 3·R2

4
  . 

El área del triángulo es el valor del radio de la circunferencia circunscrita al cuadrado multiplicado 

por 3· 3  y dividido entre cuatro. 

Si, como es habitual, designamos por “ecuación” una igualdad entre dos PCA que 

contengan (al menos uno de ellos) una incógnita, entonces en esta primera etapa del 

proceso de algebrización podemos situar, en particular, aquellos problemas cuya 

resolución requiere resolver una ecuación donde la incógnita aparece únicamente en 

uno de sus miembros. Denotamos por M1’ a la organización matemática que contiene 

este tipo de problemas y que está contenida en M1. En términos de los PCA, M1’ incluye 

aquellos problemas aritméticos que se pueden resolver utilizando una igualdad del tipo: 

PCA(x, a1,…, ak) = c,  donde c es un dato conocido. 

Cuando se identifica la introducción del álgebra con la resolución de este tipo de 

problemas (cuya respuesta siempre es una respuesta numérica), se tiende a reducir 

abusivamente el álgebra a una técnica de resolución más económica que la numérico-

verbal de la aritmética, sin considerar su función esencial de herramienta de descripción 

y explicitación (función tecnológica) de la técnica del cálculo aritmético.  

El problema Pb1 es un ejemplo de problema situado en M1’, veamos un ejemplo más en 

el que la respuesta es un valor numérico y la resolución consiste en aplicar la técnica 

inversa precedida por la técnica de simplificación, es decir, cuya resolución se sitúa en 

M1’: 

G’1: Un triángulo isósceles está inscrito en una circunferencia, la altura relativa al lado desigual 

del triángulo mide 3/2 del radio de la circunferencia y el área del triángulo es de 3· 3 cm2. 

¿Cuánto mide el radio de la circunferencia circunscrita?  

Partimos del PCA escrito y simplificado del problema G1 donde A denota el área del triángulo: 

A = 3· 3 = PCA(R, 3R/2):=  

3R

2 





2 (R)2 – 



3R

2
 – R

2

 

2
  ≡ 

3· 3·R2

4
 ; 

3· 3 = 
3· 3·R2

4
 .  

Aplicando la técnica inversa a la ecuación anterior: 

          × 4               3· 3          2              

3· 3   →  12· 3    →    4   →   2. 

Se obtiene que el valor del radio R es de 2 cm.  
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Es importante puntualizar que en M1 no existe propiamente una técnica general de 

resolución de ecuaciones. Pero sí que es posible en M1 (concretamente en M1’ ⊂ M1), 

como hemos visto, realizar la resolución de ciertas ecuaciones muy estereotipadas, 

denotadas y caracterizadas por no tener que “manipular la incógnita” porque ésta 

aparece únicamente en uno de los miembros de la ecuación. Siguiendo la terminología 

clásica del cálculo ecuacional, diríamos que en M1 se incluye la técnica de 

simplificación de ecuaciones que Al-Khwarizmi (c.780 – c.850) designó por al-

muqabala, pero no la operación fundamental de “restauración”, “cancelación” o al-jabr, 

palabra árabe que da nombre al álgebra y que consiste en transformar simultáneamente 

los dos PCA (los dos miembros de la ecuación) para obtener una nueva ecuación (o 

igualdad de dos PCA) equivalente a la anterior.
8
 Las manipulaciones de técnicas de 

simplificación y cancelación de ecuaciones es lo que designamos como “cálculo 

ecuacional”. Y las técnicas ecuacionales corresponden a aquellas transformaciones 

sobre los dos miembros de una ecuación que permiten obtener ecuaciones equivalentes. 

 

2.2. Segunda etapa del proceso de algebrización 

Una manera de ampliar el tipo de problemas al que pertenece Pb1, consiste en 

transformar en parámetro el resultado de ejecutar el PCA, que en Pb1 era 25. Un posible 

enunciado del problema resultante sería el siguiente: 

Pb2: Laura piensa un número, le suma el doble de su consecutivo, resta 17 al resultado y, por 

último, lo divide todo entre 3. Si el resultado final es:  

(a) un sexto del número que había pensado  ¿qué número pensó Laura? 

(b) el número pensado disminuido en una unidad ¿qué número pensó Laura? 

Sea n el número pensado por Laura. Como hemos mostrado en la resolución del problema Pb1, este 

problema no es resoluble directamente con la técnica inversa sino que requiere una simplificación 

previa: PCA(n, 2, 15, 3):= (n + 2·(n + 1) – 17)/3 ≡ n – 5. Veamos cómo, habiendo simplificado el 

PCA, la técnica del patrón de Análisis-Síntesis fracasa puesto que no consigue reducir la incógnita a 

los datos: “Para conocer un sexto del número pensado, hay que conocer… el número pensado” 

Ahora bien, si utilizamos la posibilidad que nos da la escritura de los PCA, obtenemos una ecuación 

sobre la que trabajar: 

                                                      
8 Filloy, Puig & Rojano (2008) designan como “ecuaciones algebraicas” aquellas que requieren 

“manipular la incógnita” entre ambos miembros de la ecuación, aunque ésta no es la definición habitual 

de ecuación algebraica de la matemática sabia. Estos autores denominan “ecuaciones aritméticas” 

aquellas en las que la incógnita sólo aparece en uno de sus miembros.  
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n – 5 = n/6, 

Para resolver esta tarea se requiere de la técnica ecuacional de “reducción” (o al-jabr), también 

conocida escolarmente como técnica de cancelación: 

n – 5 – n/6 = n/6 – n/6; 

 5·n/6 + 5 = 0; 

5n/6 – 5 + 5 = +5; 

 (5·n/6)·6 = (5)·6; 

 5· n 

 5 
  = 

 30 

 5 
 ; 

n = 6. 

Por lo tanto el número que Laura pensó fue el 6. 

Observemos que a partir de la segunda ecuación obtenida, 5n/6 – 5 = 0, ya se podría trabajar con la 

“técnica inversa” en S, argumentando que si 5/6 del número pensado menos 5 es cero, 1/6 del 

número es 1 y, por lo tanto, el número buscado es 6.La respuesta al apartado (b) se reduce a resolver 

la ecuación: 

n – 5 = n – 1; 

n – 5 – n  = n – 1– n; 

 – 5 =  – 1. 

Por lo tanto, en el ámbito numérico con el que estamos trabajando, no existe ningún número natural 

que satisfaga la igualdad9.  

En el problema anterior ha aparecido la necesidad de nuevas técnicas que denominamos 

técnicas ecuacionales. Situamos este problema, por tanto, en la segunda etapa del 

proceso de algebrización que definiremos, sin embargo, de forma mucho más amplia 

por razones que explicitaremos más adelante.  

El paso a la segunda etapa del proceso de algebrización se identifica con la necesidad de 

igualar dos programas de cálculo que contienen las dos
10

 mismas incógnitas o 

parámetros (x1, x2): 

P(x1, x2, a1,…, ak) = Q(x1, x2, b1,…, bs). 

En esta etapa se necesitan nuevas técnicas para resolver las tareas, las denominadas 

técnicas ecuacionales y, en particular, la técnica de cancelación, que precisa de la 

transformación global de la igualdad de los dos programas de cálculo, esto es, 

manipular este nuevo objeto matemático que se denomina “ecuación”, mediante nuevas 

                                                      
9 Si el ámbito numérico del problema fuera ℤ/4ℤ, el problema tendría como solución a toda una clase de 

equivalencia: [3].    
10 Veremos más adelante el motivo de considerar aquí PCA con dos argumentos iguales, y no solamente 

uno. 
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técnicas cuya operación fundamental es la “restauración” o al-jabr. Por lo tanto, las 

técnicas ecuacionales tienen por objetivo la obtención de ecuaciones equivalentes y no 

sólo PC equivalentes como pasaba con la técnica de simplificación característica de M1. 

Veamos un ejemplo de tarea situada plenamente en esta segunda etapa:
11

 

Eva y Bernardo juegan a un juego de cartas en el que se apuestan fichas de dos colores: rojas y 

blancas. Las fichas de un mismo color tienen los mismos puntos. Al acabar la partida, Eva tiene 20 

fichas blancas y 90 fichas rojas y Bernardo tiene 40 fichas blancas y 60 rojas. ¿Qué relación debe 

darse entre los puntos de las fichas blancas y rojas si: 

(a) al final Eva y Bernardo empatan (tienen el mismo número de puntos)? 

(b) al final Eva tiene 10 puntos más que Bernardo? 

Sea b el número de puntos de las fichas blancas y r el número de puntos de las fichas rojas. El 

programa de cálculo aritmético que nos proporciona los puntos de Eva es PCA1(b, 20, r, 90):= 20·b 

+ 90·r, y él de los puntos de Bernardo es PCA2(b, 40, r, 60):= 40·b + 60·r. Para responder a la 

primera cuestión del problema se requiere la igualdad entre los dos PCA,  

PCA1(b, 20, r, 90):= 20·b + 90·r = 40·b + 60·r =:PCA2(b, 40, r, 60). 

Para determinar la relación entre el valor de b y r para los cuales los dos PCA dados 

toman el mismo valor numérico, no basta con simplificar por separado cada uno de los 

PCA (en nuestro caso ya están simplificados al máximo) y aplicar a continuación la 

técnica inversa. Se requiere un trabajo ecuacional en el que interviene la técnica de 

cancelación:  

20·b + 90·r = 40·b + 60·r; 

20·b + 90·r  – 20·b – 60·r = 40·b + 60·r – 20·b – 60·r; 

 30·r = 20·b; 

 30· r 

 20 
  = 

 20· b 

 20 
 ; 

b = 
 3· r 

 2 
 . 

Para obtener los mismos puntos, el valor de las fichas blancas deber ser 1,5 veces mayor que el de 

las fichas rojas.  

Para responder a la segunda cuestión, la igualación entre PCA será: 

20·b + 90·r = 40·b + 60·r + 10. 

Aplicando las técnicas de cancelación y simplificación obtenemos: 

20·b + 90·r  – 20·b – 60·r = 40·b + 60·r + 10 – 20·b – 60·r; 

                                                      
11 Reiteramos que los casos particulares deben ser tomados como representantes de tipos de problemas. 

Podría parecer que un problema de comparación de costes para una empresa en función del origen de la 

fábrica de la materia prima es un problema más interesante y rico, pero, realmente, una vez realizada la 

traducción a lenguaje algebraico y construido el modelo matemático estaremos manipulando un PC. 
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M1: Problemas que requieren la 

manipulación escrita de PCA del tipo  

P(x, a1,…, ak )  

+ técnicas de escritura y de simplificación 

de expresiones algebraicas. 

M2: Problemas que requieren establecer una 

igualdad entre dos PCA con los dos mismos 

argumentos no numéricos (x1, x2) 

P(x1, x2, a1,…, ak) = Q(x1, x2, b1,…, bs)  

+ reglas del cálculo algebraico (cancelación). 

 30·r –  10 = 20·b + 10 –  10; 

 30· r – 10 

 20 
  =  

 20· b 

 20 
 ; 

b = 
 3· r 

 2 
 –  

 1

 2 
 , 

por consiguiente para que al final Eva tenga 10 puntos más que Bernardo el número de puntos de las 

fichas blancas deber ser 1,5 veces mayor que el de las fichas rojas disminuido además en media 

unidad. 

La relación obtenida entre b y r permite plantear a nuevas preguntas de carácter 

tecnológico, como por ejemplo, si r es un número natural, ¿en qué condiciones b 

también será natural? Si r es un número racional cualquiera, ¿existe siempre una 

combinación de puntos que verifique las hipótesis? Etc. 

En cuanto a los nuevos objetos matemáticos que surgen en esta segunda etapa del 

proceso de algebrización hay que señalar que se empiezan a construir de manera 

funcional las técnicas algebraicas que modifican profundamente el uso de los signos y, 

en particular, del ostensivo “=”. Aparece el nuevo significado del signo igual, ya no sólo 

como indicador de una relación de equivalencia entre dos expresiones o como signo que 

conecta una operación indicada con su resultado, sino como expresión de una 

equivalencia condicional
12

 (ecuación) ya que la igualdad entre PCA sólo es cierta para 

algún o algunos valores de los parámetros en un dominio concreto que, eventualmente, 

puede ser vacío.  

Por lo tanto, esta segunda etapa del proceso de algebrización nos conduce a una nueva 

OM con nuevas técnicas obtenidas a partir del desarrollo de las técnicas de M1, con la 

aparición de nuevos objetos matemáticos (como la noción de “ecuación”, 

transformaciones de los miembros, etc.) y de un nuevo discurso tecnológico-teórico. En 

resumen podemos decir que M2 surge de la necesidad de plantear cuestiones 

expresables mediante relaciones de dos PCA cuya respuesta debe darse en términos de 

relaciones entre las variables de dichos PCA (o viceversa).  

                                                      
12 Para otros significados del signo igual (propuesta de actividad de cálculo, operador, separador, 

expresión de una relación funcional, aproximación, etc.) ver Molina, Castro & Castro (2007).  

Fig. 3 
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Veamos como, partiendo de los ejemplos trabajados en M1 y mediante el intercambio de 

datos conocidos y parámetros, se pueden obtener problemas que requieren técnicas 

algebraicas más sofisticadas y, en consecuencia, problemas que se sitúan plenamente en 

M2. Veamos un par de ejemplos de estos problemas de M2 y que serán recuperados para 

el desarrollo de la tercera etapa de algebrización: 

Pd2: Judit piensa dos números diferentes y realiza dos cálculos. En primer lugar al triple del número 

mayor le resta la diferencia entre ambos. En segundo lugar al menor le suma el mayor, a 

continuación le suma el triple del menor y finalmente suma 2 al resultado. Si el resultado de las dos 

secuencias de operaciones coincide, ¿se pueden determinar los dos números? 

Sea n el número mayor y m el menor, el primer cálculo que hace Judit se puede escribir como: 

PCA1(n, 3, m):= 3n – (n – m) ≡ m + 2n. 

El segundo cálculo es: 

PCA2 (m, n, 3, 2):= m + n + 3m + 2 ≡ 4m + n + 2.  

En este caso, no conocemos el resultado numérico de ejecutar cada uno de los programas de cálculo, 

pero sí podemos expresar la condición del problema como una igualdad entre dos PCA:  

2n + m = 4m + n + 2. 

Aplicando las técnicas de cancelación se obtiene: 

2n + m – m – n = 4m + n + 2 – m – n; 

n = 3m + 2;  

acabamos de encontrar una relación entre las variables m y n. 

T2: Un grupo de amigos cenan juntos y a la hora de pagar resulta que 3 de ellos no llevan dinero. 

Esto comporta que cada uno de los restantes pague 13 € más de lo que le correspondería. ¿Qué 

relación existe entre el número de amigos que han ido a la cena y el importe de la factura de la 

cena?  

Para responder a la cuestión es necesario explicitar el total a pagar por cada comensal usando dos 

programas de cálculo aritmético no equivalentes: 

PCA1(f, x, 13):= 
 f 

 x 
 + 13  y  PCA2(f, 3, x):= 

 f 

 x – 3 
,  

donde x indica el número de comensales que fueron a cenar y f el importe de la factura. Igualando 

las dos expresiones obtenemos la ecuación: 

 f 

 x 
 + 13 = 

 f 

 x – 3 
, 

y a partir de manipulaciones algebraicas utilizando las técnicas del cálculo algebraico se llega a la 

relación entre el importe de la factura y el número de comensales:  
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13·x2 – 39·x = 3·f, 

x = 
 39 ± 1521 + 156·f 

 26
; 

debido a que 1521 = 392 de las dos soluciones sólo tiene sentido la de raíz positiva, así la relación 

entre el número x de comensales y el importe f de la factura es: 

x = 
 39 + 1521 + 156·f 

 26
. 

A continuación describiremos una organización matemática incluida en M2 que tiene 

una presencia muy destacada en la matemática escolar y que nos será útil para diseñar 

un proceso de estudio que posibilite la introducción funcional del álgebra en la ESO. La 

denominaremos M2' (⊂ M2) y tiene la misma relación con M2 que M1’ tenía con M1. Se 

trata de la organización matemática que contiene las tareas resolubles con una ecuación 

que depende de una incógnita.  

El problema Pb2 que hemos presentado anteriormente es un ejemplo de tarea que 

pertenece a M2’, a continuación mostramos otros ejemplos:  

Pd2’: Judit piensa dos números diferentes y realiza dos cálculos. En primer lugar al triple del 

número mayor le resta la diferencia entre ambos. En el segundo lugar al menor le suma el mayor, le 

suma el triple del menor y finalmente suma 2 al resultado. Si el resultado de las dos secuencias de 

operaciones es 18, ¿se pueden determinar los dos números? 

Partiendo de la resolución del problema Pd2 tenemos: 

2n + m = 18   y   4m + n + 2 = 18; 

Para determinar el valor de n y m para el cual dos PCA dados toman el mismo valor 

numérico,
13

 no basta con simplificar por separado cada uno de los PCA y aplicar a 

continuación el patrón de Análisis-Síntesis (no es por lo tanto un problema situado 

estrictamente en M1’), sino que es necesario el uso del cálculo algebraico, es decir, se 

sitúa en M2’. Volviendo a la resolución del problema Pd2’: 

De la primera ecuación 2n + m = 18, se obtiene una nueva relación m = 18 – 2n. Y substituyendo 

esta relación en el lugar que ocupa m en la segunda ecuación llegamos a: 

4·(18 – 2n)+ n + 2 = 18; 

74 – 7n = 18; 

n = 8.  

                                                      
13 Determinar si existe algún par de valores (n1, n2) para los argumento x1, x2 de manera que los resultados 

de aplicar los dos PCA no equivalentes sean iguales, es decir, P1(n1, n2, a1,…, ak) = P2(n1, n2, b1,…, bs).   
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Finalmente m = 2 y n = 8, estamos en disposición de responder a la pregunta formulada: Judit pensó 

los números 2 y 8.  

Uno de los rasgos que caracterizan este tipo de problemas (como también pasaba en 

M1’) es el hecho de que la solución del problema es siempre un valor numérico 

concreto. Veamos como puede transformarse el ejemplo T2 anterior para situarlo en 

M2’: 

T2’: Un grupo de amigos cenan juntos y a la hora de pagar resulta que 3 de ellos no llevan dinero. 

Esto comporta que cada uno de los restantes pague 13 € más de lo que le correspondería. Si 

sabemos que la cena costó 1170 €. ¿Cuántos amigos han ido a la cena?  

Para responder a esta cuestión podemos tomar la relación encontrada en T2: 

13·x2 – 39·x = 3·f 

si substituimos el valor de f por 1170 y resolvemos la ecuación de segundo grado se obtienen dos 

soluciones x = 18 y x = – 15, donde la segunda respuesta no tiene sentido en este contexto, es decir, 

son 18 los amigos que fueron de cena. 

Puede pasar incluso que la nueva formulación del problema deje de responder a un 

programa de cálculo aritmético, es decir, la estructura sigue siendo la de un programa de 

cálculo pero cuya expresión ya no es algebraica
14

, ampliaremos este aspecto más 

adelante. 

Queremos subrayar que existe el peligro de identificar la razón de ser del álgebra 

escolar con la resolución de los problemas situados en M2’. Habitualmente, debido en 

parte al modelo dominante del álgebra escolar como aritmética generalizada y la 

correspondiente obligación de que el resultado de una tarea sea numérico, el álgebra 

escolar se reduce de forma más o menos explícita al trabajo en M2’, esto es, a la 

traducción del enunciado de un problema expresado en lenguaje natural al lenguaje 

algebraico y a la resolución de ecuaciones con una incógnita. Nuestro modelo 

epistemológico propone un proceso de algebrización mucho más amplio que no sólo 

incluye las tareas de M2, que contiene ampliamente a M2’ (puesto que los problemas de 

M2’ se pueden obtener sin más que dar un valor numérico concreto a una de las 

variables que en M2 hacia el papel de parámetro o incógnita) sino que, como veremos, 

culmina en la tercera etapa del proceso de algebrización que, a su vez, contiene 

ampliamente a las tareas de M2.  

                                                      
14 Es decir un caso en el que y = PC(x1,…, xm, a1,…, ak) o bien no se pueda definir implícitamente por la 

ecuación F(x1,.., xm, a1,…, ak, y) = 0 o bien F no sea un polinomio de argumentos x1,..., xm, y. En este caso 

estaremos trabajando con una expresión analítica. 
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2.3. Tercera etapa del proceso de algebrización  

La tercera etapa del proceso de algebrización corresponde al momento en que se 

requiere una nueva  generalización del cálculo algebraico debido a la necesidad de 

responder a cuestiones que requieren no limitar el número de variables y no hacer 

ningún tipo de distinción entre incógnitas y parámetros. El tipo de cuestiones que 

provoca esta ampliación tiene relación con el estudio de la variación conjunta de dos o 

más variables y su repercusión sobre la variación del PCA. Una posible formulación 

general podría ser la siguiente: ¿Qué relación debe darse entre determinadas variables 

del sistema a fin de que se cumpla cierta propiedad del mismo? Por ejemplo, ¿Qué 

relaciones deben darse entre los datos de un problema aritmético para que el problema 

tenga solución? ¿Y para que la solución sea única? Dependiendo de la naturaleza del 

problema y del contexto en el que se formulen, las cuestiones de este tipo pueden 

multiplicarse. 

Las técnicas para abordar estas cuestiones en el ámbito puramente algebraico son 

bastante limitadas. Son eficaces en casos sencillos: por ejemplo, si sabemos que 

R = xy/z, podemos afirmar que el valor de R aumenta cuando x o y aumentan y que 

disminuye cuando z aumenta. Pero cuando el programa de cálculo es más complejo 

aparecen fórmulas mucho más difíciles de analizar si sólo disponemos de las técnicas 

ecuacionales. Mostraremos a continuación, a título de ejemplo, una variación del 

problema T2 cuya resolución requiere situarse en la tercera etapa de algebrización:  

T3: Un grupo de amigos cenan juntos y a la hora de pagar resulta que algunos de ellos no llevan 

dinero. Esto comporta que cada uno de los restantes pague un dinero extra más de lo que le 

correspondía. El número de amigos que paga la cena es proporcional (con constante de 

proporcionalidad igual a k) al número de amigos que no paga ¿Cómo depende el dinero extra que 

deberán pagar algunos comensales de la factura?  

Si denotamos el número de amigos que van a cenar por x, el número de los que no pagan por d, el 

dinero extra que tendrá que aportar cada comensal por E y el coste de la factura de la cena por f, 

aprovechando la relación determinada en el problema T2 obtenemos la ecuación de segundo grado 

en términos de x:  

E·x2 – d·E·x – f·d = 0. 

Que el número de amigos que paga sea proporcional a los que no pagan se traduce a que x = 

(k + 1)·d, esta relación transforma la ecuación anterior en: 

(k 2 + k) E·d 2 – f·d = 0. 
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M2: Problemas que requieren establecer una 

igualdad entre dos PCA con los dos mismos 

argumentos no numéricos (x1, x2) 

P(x1, x2, a1,…, ak) = Q(x1, x2, b1,…, bs)  

+ reglas del cálculo algebraico (cancelación). 

M3: Problemas que se resuelven mediante una 

fórmula algebraica sin limitar el número de 

variables y sin diferenciar las incógnitas de los 

parámetros. PCA(x1, …, xm, a1, …, ak) = 0 

Técnicas para estudiar cómo depende cada 

variable de las restantes. 

De la resolución de la ecuación anterior tenemos E = 
 f 

 (k 2 + k)d 
 = 

 1 

 k(k + 1)d 
·f. El dinero extra a 

pagar será un 
 100 

 k(k + 1)d 
 % de la factura total f.  Ahora usando de nuevo la relación entre x y d se 

obtiene una información igual de interesante que la anterior,  

E = 
1

k
·
 f  

 x 
. 

Se llega a la afirmación que el dinero extra será proporcional a lo que debía pagar cada comensal 

inicialmente, con constante de proporcionalidad 1/k. 

Tenemos en definitiva, una nueva organización matemática, M3, que contiene M2 y que 

constituye una completación relativa de ésta, al tiempo que debe considerarse como una 

praxeología matemática más algebrizada puesto que acepta una mayor unificación de 

los tipos de problemas, técnicas y elementos tecnológicos, incluye tareas relativas a la 

interpretación del resultado obtenido y contiene tipos de problemas cada vez más 

independientes del sistema inicial (Bolea, Bosch & Gascón, 2001a). En M3 surge la 

necesidad de no limitar el número de variables (que pueden hacer el papel de 

“parámetros” o de “incógnitas”) y de mostrar la dependencia entre variables. Es en esta 

tercera etapa donde se encuentran las fórmulas y donde culmina la modelización 

algebraica.  

 

2.4. Síntesis del proceso de algebrización como completación progresiva de las 

praxeologías matemáticas 

En resumen, hemos indicado cómo puede utilizarse el instrumento algebraico para 

llevar a cabo un proceso de algebrización progresivo (que hemos esquematizado en tres 

etapas sucesivas) partiendo del sistema de los problemas aritméticos. 

Identificando la primera etapa del proceso de algebrización con el momento en que es 

necesario considerar y tratar las técnicas o procesos de resolución de los problemas 

aritméticos como objetos de estudio en sí mismos, es decir, traducir la formulación 

retórica del PCA a una formulación escrita en línea (simbólica). Esta necesidad surge 

en particular con la aparición de un cuestionamiento tecnológico sobre las técnicas 

Fig. 4 
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aritméticas. En la enseñanza Secundaria actual, debido en  particular a la carencia del 

citado cuestionamiento tecnológico (se “hacen” cosas pero no se requieren 

justificaciones), para introducir el cálculo algebraico se plantean habitualmente 

situaciones cuya problemática es meramente formal y cuyo objetivo se agota en la 

propia traducción del lenguaje natural al lenguaje algebraico. 

En esta primera etapa de nuestro modelo del proceso de algebrización aparece la 

necesidad de construir nuevas técnicas, esencialmente de “simplificación”, para trabajar 

sobre las expresiones algebraicas. Aparecen asimismo nuevos tipos de tareas cuyos 

datos y cuya respuesta pueden ser relaciones entre variables (no tiene por qué ser 

necesariamente cantidades de magnitud).  

En esta etapa se produce también un cambio de las valencias de los ostensivos, en 

especial del signo “+”, “–” e “=”. En el nivel de justificación de la actividad se moviliza 

la jerarquía de las operaciones, las reglas de uso de paréntesis y las propiedades de las 

operaciones aritméticas. Recordemos que en esta primera etapa de algebrización 

podemos situar, en particular, aquellos problemas cuya resolución requiere resolver una 

ecuación de primer grado donde la variable aparece únicamente en uno de los 

miembros. 

En esta primera etapa del proceso se pone de manifiesto de manera incipiente uno de los 

rasgos característicos y diferenciadores del álgebra respecto a la aritmética: el álgebra 

permite realizar un estudio de ciertas relaciones universales independientemente de la 

naturaleza de los objetos relacionados. Como consecuencia, se obtienen resoluciones 

“generalizadas”, es decir de todo un tipo de problemas, no únicamente la respuesta 

asociada a un problema aislado como ocurre en aritmética. Por tanto, postulamos que 

una primera razón de ser del álgebra (que ya se pone de manifiesto en la primera etapa 

del proceso de algebrización) es la de agrupar las tareas e introducir la idea de 

generalización del proceso de resolución. Este planteamiento rompe con la idea 

dominante en el actual sistema de enseñanza secundaria, y un tanto simplista, según la 

cual la principal razón de ser del álgebra escolar consistiría sólo en simplificar la 

solución aritmética “pura” (discursiva) de los problemas mediante el cálculo algebraico. 

En efecto, en la matemática escolar de la Enseñanza Secundaria, el objetivo final del 

estudio del álgebra escolar consiste en traducir el enunciado de un problema al lenguaje 

algebraico y resolverlo mediante el planteamiento de una ecuación con una incógnita. 

Por ejemplo, en el libro de 1.º de la ESO Vèrtex Matemàtiques Primer curs (Pancarbo, 
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2008) se indica como objetivos didácticos del tema “Àlgebra”: resolver ecuaciones de 

primer grado y aplicar el álgebra a la resolución de problemas. En Matemàtiques 1 ESO 

(Álvarez & et al., 2009) en el tema titulado: “Iniciació a l’àlgebra” indica como último 

objetivo esencial de la unidad la resolución de un problema mediante ecuaciones.  

El tomar la resolución de problemas con ecuaciones como la culminación de la 

introducción del álgebra escolar, permite que el álgebra no se distancie mucho del que 

era también uno de los objetivos de la aritmética escolar. Esta resistencia a abandonar 

el ámbito aritmético es también evidenciada por Sessa en los términos siguientes (2005, 

pp.67-68): 

Los problemas que se presentan suelen hablar de un número desconocido pero dado, que 

cumple con ciertas condiciones que se expresan por una ecuación15. En esta presentación, 

la ecuación es asimilada a una igualdad (numérica) verdadera, de la cual no se conoce 

una parte (un número o una incógnita). 

Al definir la ecuación como una “igualdad con incógnita”, se acerca el objeto al campo 

de la aritmética: es como una cuenta, de la cual se desconoce un término. La concepción 

que se cristaliza de este modo, asimila el concepto de ecuación al de “ecuación en una 

sola variable y con solución única”. Al enseñar los procedimientos de resolución de las 

ecuaciones, el docente suele reafirmar esta concepción desde su discurso: “si sumamos a 

ambos miembros el mismo número, se conserva la igualdad”, y omite decir que lo que se 

conserva es el conjunto solución de la ecuación. 

Desde esta concepción que interpreta la ecuación como una igualdad entre números no 

pueden comprenderse las ecuaciones lineales de una variable sin solución o con infinitas 

soluciones. Menos aún las ecuaciones cuadráticas o las ecuaciones en dos o más 

variables. 

Esta crítica al reduccionismo de lo algebraico a lo aritmético es compartida también por 

otras líneas de investigación que no aceptan la interpretación epistemológica del álgebra 

escolar como una aritmética generalizada (Radford, 2001; Carraher, Schliemann & 

Brizuela, 2001). 

Es evidente que el uso del álgebra simplifica enormemente la resolución de problemas 

aritméticos, pero dicha simplificación no es tan importante en sí misma cómo el cambio 

que provoca en el tipo de actividad matemática que permite desarrollar. Por un lado, 

facilita como hemos dicho, una resolución genérica para todo un tipo de tareas y, por 

                                                      
15 Nota de la autora: Suelen ser escasos los problemas en que se pregunta por la posible existencia de una 

solución y bastante inusuales los problemas que tienen infinitas soluciones o ninguna. 



 

2. Descripción de las etapas del proceso de algebrización

 

89 

otro lado, posibilita la emergencia de cuestiones que no eran planteables en el marco 

aritmético.  

Hemos identificado la segunda etapa del proceso de algebrización con el momento en 

que para responder a las nuevas cuestiones que aparecen se requiere la igualación de dos 

expresiones algebraicas o programas de cálculo aritmético. Se introduce un nuevo 

objeto matemático, la ecuación (en principio con dos incógnitas) y una nueva técnica, la 

cancelación que transforma ecuaciones en ecuaciones equivalentes en un cierto 

dominio. La tecnología que justifica esta nueva técnica de transformaciones de 

ecuaciones tiene un origen funcional. Una condición suficiente para que una 

transformación de una ecuación deje invariante el conjunto de soluciones es que sea una 

aplicación inyectiva. A continuación presentamos una demostración analítica de que 

este tipo de transformaciones mantiene invariable el conjunto de soluciones. 

Dada la ecuación  

P(x1,…, xm) 

)1(

  Q(x1,…, xm) 

Definimos las funciones de varias variables P: D → E y Q: D → E,16 así como el conjunto de 

soluciones D1 = {(x1,.., xm) ∈ D, para los que la igualdad algebraica (1) se verifica}. 

Ahora sea T: D × {Im(P)∪Im(Q)} → E una aplicación inyectiva. Definimos dos nuevas funciones 

p,q: D → D × E dadas por p(x1,.., xm) = (x1,.., xm, P(x1,.., xm)) y q(x1,.., xm) = (x1,.., xm, Q(x1,.., xm)), 

respectivamente. Consideramos la ecuación que surge de la composición de la función T con las 2 

funciones que acabamos de definir: 

T(x1,…, xm, P(x1,…, xm)) 

)2(

  T(x1,…, xm, Q(x1,…, xm)); 

definimos el conjunto: D2 = {(x1,.., xm) ∈ D, para los que la igualdad algebraica (2) se verifica}. 

Si x


∈ D1, se verifica que P( x


) = Q( x


) y tenemos así que ( x


, P( x


)) = ( x


, Q( x


)), ahora por ser T 

una aplicación, la imagen para todo valor dado es única, así T( x


, P( x


)) = T( x


, Q( x


)), por lo tanto 

x


∈ D2, es decir D1 ⊆ D2.  

A continuación si x


∈ D2, se verifica que T( x


, P( x


)) = T( x


, Q( x


)), por ser T una aplicación 

inyectiva tenemos que la anti-imagen para toda imagen fijada es única, así ( x


, P( x


)) = ( x


, Q( x


)), 

en particular, P( x


) = Q( x


), por lo tanto x


∈ D1, es decir D2 ⊆ D1. Tomando en consideración las dos 

inclusiones obtenidas podemos afirmar que la aplicación T mantiene invariante el conjunto de 

soluciones, es decir, D1 = D2.(Q.E.D.) 

Algunos ejemplos de transformaciones inyectivas son:  

T( x
 , PC( x

 )) = ln(PC( x
 )), en este caso el nuevo programa de cálculo que se obtendrá no será 

aritmético. 

T(n, PCA(n)) = PCA(n) – n/6  que fue aplicada en la resolución del problema Pb2. 

                                                      
16 En el trabajo que presentamos podemos limitarnos a conjuntos que verifiquen D ⊆ ℝ

m
 y E ⊆ ℝ. 
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Es importante observar que las técnicas de cancelación están fuertemente relacionadas 

con el espacio sobre el cual se define la ecuación, por ejemplo si E = ℤ, no será posible 

realizar transformaciones del tipo T( x


, PC( x


)) = 
 PC( x


)

 a
 ∈ E para algunos valores de 

a ∈ ℤ.  

Como fue constatado por Bolea (2003) la ausencia de una manipulación sistemática de 

la estructura global de los problemas en Secundaria se ve reflejada en el hecho de que 

las “letras” que forman parte de una expresión algebraica juegan únicamente el papel de 

incógnitas (en las ecuaciones) o únicamente el papel de variables (en el lenguaje 

funcional), pero los parámetros están prácticamente ausentes. En cualquier caso, el 

juego sistemático entre las diferentes funciones de los símbolos literales es ignorado 

completamente. Es en este aspecto que afirmamos que el álgebra escolar tal como se 

presenta en la ESO española (cuyo objetivo final consiste esencialmente en la 

traducción de un enunciado del lenguaje natural al lenguaje algebraico y la resolución 

de problemas con ecuaciones con una incógnita, como expresan explícitamente los 

libros de texto) se ubica completamente en un trabajo en el modelo que hemos 

caracterizado como M2’. Por tanto, no es de extrañar que en la Secundaria actual no 

encontremos tareas situadas en el complementario M2\M2’ y, en consecuencia, una de 

las principales razones de ser del álgebra (la manipulación de la estructura global) es 

olvidada y, en su lugar, se toma como razón de ser del álgebra elemental el aprendizaje 

de la sintaxis, es decir, del conjunto de reglas del lenguaje algebraico. 

Hemos identificado la tercera etapa del proceso de algebrización con el momento en 

que se requiere una fuerte generalización del tipo de actividad matemática que se debe 

llevar a cabo debido a la necesidad de responder a cuestiones que requieren no limitar el 

número de variables y no hacer ningún tipo de distinción entre incógnitas y parámetros. 

Es también en esta tercera etapa, donde aparece plenamente el trabajo con las fórmulas 

algebraicas y donde consideramos que culmina el proceso de algebrización elemental. 

Es en esta etapa en la que se hace patente la razón de ser del álgebra y en la que surge 

claramente la necesidad de articular el trabajo algebraico con las técnicas del cálculo 

diferencial e integral. 

Llegados a este punto, el proceso de estudio que estamos describiendo puede tomar 

diferentes rumbos, únicamente haremos una pequeña descripción de ellos pero no los 

desarrollaremos en este trabajo. Una posible continuación consistiría en partir de la 
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comparación de dos PCA, es decir, introducir problemas en los que intervienen 

desigualdades, utilizando las técnicas gráficas para justificar los resultados obtenidos 

(los PCA aceptan una representación gráfica) y empezar así el estudio de ciertas 

funciones y el tratamiento de las desigualdades mediante técnicas gráficas. También 

podría proponerse el estudio de las reglas de divisibilidad de los números, llevando a 

cabo un trabajo en el que se utilizaría la descomposición compleja de un número 

(n = 100·a + 10·b + c) para abordar problemas de múltiplos y divisores, o el estudio de 

ecuaciones diofánticas, etc. (Bolea, 2003). En cualquier caso, el paso a la tercera etapa 

de algebrización (que puede hacerse por múltiples caminos) supone un cambio radical 

de la actividad matemática y la puerta de entrada a la modelización algebraico-funcional 

debido a que las técnicas algebraicas disponibles son bastantes “limitadas” para 

responder cuestiones en torno a las fórmulas y las desigualdades. Aparece así la 

necesidad de introducir nuevas técnicas, en particular funcionales, lo que consideramos 

como el paso hacia la modelización algebraico-funcional. 

 

3. El desarrollo del instrumento algebraico: emergencia de la modelización 

algebraico-funcional 

La actividad matemática aparece, a partir de cierto nivel de desarrollo, plenamente 

algebrizada. También en la escuela (generalmente en el Bachillerato o incluso antes), se 

requiere a veces la funcionalidad completa del instrumento algebraico, aunque éste 

pueda quedar implícito. Por lo tanto, hemos de postular la existencia de un proceso de 

algebrización de las matemáticas escolares que se inicia en la enseñanza Primaria, 

continúa a lo largo de la ESO y el Bachillerato y culmina en la Universidad.  

Se trata de un proceso que, a medida que avanzamos en el nivel educativo, modifica 

progresivamente todas y cada una de las OM que integran la matemática escolar.  

Aunque no siempre se vea reconocido de manera explícita por los actores de las 

correspondientes instituciones. Lo que se constata en los trabajos de Gascón (1999), 

Bolea, Bosch & Gascón (2001a) y Bolea (2003) es el hecho de que las matemáticas de 

la ESO tienden a mantener un carácter marcadamente prealgebraico (en el sentido que 

hemos explicitado en el capítulo 1) y que existen múltiples restricciones transpositivas 

que dificultan el proceso de algebrización e impiden que éste se lleve a cabo de forma 

progresiva, coherente y global con el grado que correspondería a cada uno de los niveles 

educativos (Bolea, Bosch & Gascón, 2004).  
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En el caso particular de la proporcionalidad de magnitudes en la ESO, los trabajos 

citados muestran que se ha producido un proceso de algebrización desigual e irregular. 

El tema “proporcionalidad de magnitudes”, tal como aparece en el currículum actual de 

la ESO, contiene elementos mezclados que provienen de praxeologías que se encuentran 

en diferentes niveles de algebrización, con la supervivencia de elementos arcaicos de la 

OM clásica alrededor de la proporcionalidad (conservando el lenguaje de “razones y 

proporciones”) al lado de otros que provienen de OM más algebrizadas (las aplicaciones 

lineales) y con la ausencia completamente injustificada de otros elementos como, por 

ejemplo, las técnicas algebraicas elementales o la relación entre las proporciones y las 

ecuaciones de primer grado.  

Una de las consecuencias más importantes de esta transposición didáctica desigual de la 

organización matemática en torno a la proporcionalidad de magnitudes lo constituye el 

aislamiento escolar actual de la relación de proporcionalidad respecto del resto de 

relaciones funcionales entre magnitudes. El análisis de este fenómeno y la 

reinterpretación dentro del gran problema didáctico de la articulación de la matemática 

escolar ha sido el objetivo del trabajo de tesis doctoral de Fco. Javier García (2005). En 

este trabajo se construye explícitamente un modelo epistemológico de referencia en 

torno de la modelización de los sistemas de variación entre magnitudes que permite 

diseñar y gestionar una organización didáctica con el objetivo de reducir los efectos de 

la desarticulación de las relaciones funcionales observados en la educación secundaria. 

Podríamos considerar que esta organización didáctica, juntamente con el MER que lo 

sustenta, constituye un ejemplo paradigmático del papel que hipotéticamente podría 

jugar la modelización algebraico-funcional en la articulación de la matemática de la 

ESO. 

En el trabajo de García (2005) no aparece la necesidad de explicitar con precisión la 

noción general de “modelización algebraico-funcional”: se la considera simplemente 

como el desarrollo natural de la modelización algebraica. Debido a que el dominio 

institucional de la investigación mencionada se reducía al ámbito de la ESO, no se 

analizaron las implicaciones de la presencia o ausencia de la modelización algebraico-

funcional más allá de esta etapa educativa ni, en particular, la potencial importancia de 

este tipo de actividad matemática en el paso de la ESO al Bachillerato, ni en las 

relaciones entre el álgebra elemental y el cálculo diferencial escolar.  
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En esta memoria, retomando estas cuestiones, describiremos la modelización 

algebraico-funcional y mostraremos en qué sentido representa un desarrollo del 

instrumento algebraico articulado en las tres etapas del proceso de algebrización.  

En la evolución histórica de las matemáticas el arte analítico de Viète de finales del 

siglo XVI constituye una primera formalización del cálculo ecuacional, como indica en 

el fragmento siguiente P. M. G. Urbaneja 1992, p. 56):  

Mediante el concurso del Álgebra simbólica, Viète dirige el Análisis antiguo hacia un 

Análisis algebraico o Doctrina de las ecuaciones que, actuando sobre el Análisis 

geométrico clásico, preparará el camino hacia las Geometrías analíticas de Fermat y 

Descartes y, en particular, determinará toda la producción matemática de ambos. 

El principio fundamental de la nueva geometría analítica consiste en el descubrimiento 

de que las ecuaciones (en principio, algebraicas) indeterminadas con dos incógnitas:  

f(x, y) = 0 

se corresponden con lugares geométricos determinados por los puntos cuyas 

coordenadas satisfacen dicha ecuación. Esta interpretación introduce no sólo la 

geometría analítica sino también la idea fundamental de variable algebraica, básica 

para el desarrollo del Cálculo tal como tuvo lugar a lo largo del siglo XVII (Urbaneja, 

1992).  

Consideraremos este tipo de modelización (donde las variables algebraicas x e y miden 

magnitudes continuas) como el germen de la modelización que hemos denominado 

algebraico-funcional. En las secciones siguientes daremos una breve descripción de los 

tres niveles en los que el modelo epistemológico de referencia que proponemos 

estructura la modelización algebraico-funcional y será en el capítulo 4 donde 

describiremos con mayor profundidad los elementos (tareas, técnicas, teoría, etc.) de 

cada uno estos niveles.  

 

3.1. Primer nivel de modelización “algebraico-funcional” de una OM  

Uno de los indicadores del carácter prealgebraico de la matemática escolar lo constituye 

la separación de los lenguajes “algebraico” y “funcional”, lo que se pone especialmente 

de manifiesto en el pobre papel que juegan las fórmulas. Éstas aparecen en geometría, 

en matemática comercial, en combinatoria e, incluso, en los diferentes bloques en que se 

estructura el corpus del álgebra escolar (como, por ejemplo, las “igualdades notables”, 
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los polinomios o el binomio de segundo grado) haciendo exclusivamente el papel de 

reglas dadas (instrucciones para realizar un cálculo), que no hay que construir, y que 

sólo sirven para realizar determinados cálculos numéricos substituyendo las letras por 

valores numéricos. Las fórmulas son, en este sentido, escrituras abreviadas de reglas de 

cálculo. Las fórmulas no se interpretan nunca como modelos funcionales que se 

construyen para estudiar propiedades de los objetos modelizados usando el lenguaje 

funcional y las técnicas matemáticas asociadas. No se interpretan como relaciones 

funcionales entre variables. 

Así, por ejemplo, en educación secundaria no se estudia la variación del área de los 

rectángulos isoperimétricos (perímetro constante) ni la variación del perímetro de los 

rectángulos equivalentes (área constante). La fórmula del área de un triángulo, además 

de para calcular el área, sólo sirve para calcular el valor de la base dados la altura y el 

área de un rectángulo o bien encontrar la altura de un triángulo si conocemos el valor de 

la base y del área.  

El estudio de las fórmulas como modelos funcionales de ciertos sistemas podría 

generalizarse a la geometría del espacio estudiando, por ejemplo, la variación de la 

superficie lateral de un cilindro si su volumen se mantiene constante, o la variación de la 

superficie total de un cono de generatriz constante. Se trataría del germen de lo que 

Emma Castelnuovo llama la “geometría dinámica” (Castelnuovo, 1981) y que, 

obviamente, podría generalizarse a la matemática comercial, a la combinatoria, a la 

física y a todas las ramas de la matemática escolar. De hecho, la separación entre el 

“lenguaje algebraico” escolar (que queda encerrado en fórmulas rígidas) y el “lenguaje 

funcional”, tiene relación con el fenómeno didáctico del autismo temático
17

 que 

dificulta enormemente integrar, en la práctica matemática escolar, objetos matemáticos 

que provengan de “temas” curricularmente diferentes. En el caso de la “geometría 

dinámica” y en el resto de los casos citados, la herramienta esencial para desarrollar este 

                                                      
17 El “encierro en los temas” constituyen un fenómeno didáctico que Chevallard denota como “autismo 

temático” del profesor. El profesor sólo puede expresar sus preocupaciones en referencia a aspectos 

relacionados con el nivel disciplinar y, en algunos casos, de los niveles escolar y social, aunque 

únicamente como “opiniones” personales o como una reivindicación política o sindical. En particular, la 

consecuencia más impresionante de este aislamiento del profesor en los temas (dentro de la jerarquía de 

los niveles de codeterminación didáctica) se encuentra en la desaparición de las razones de ser de las OM 

enseñadas en el nivel temático (Chevallard, 2001). Como consecuencia la mayoría de las cuestiones 

matemáticas que se proponen para ser estudiadas en la escuela surgen en el nivel temático y sólo están 

conectadas nominalmente a los niveles superiores de organización (sectores, áreas y disciplina) que son 

transparentes e incuestionables. 
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tipo de trabajo sería la modelización mediante una función y, lo que es más importante, 

la plena utilización de las técnicas específicas para estudiar funciones. 

Denominamos primer nivel de modelización “algebraico-funcional” de un sistema el 

que se materializa en modelos que se expresan mediante funciones aisladas de una 

única variable y las correspondientes ecuaciones (e inecuaciones) asociadas. En el 

nivel escolar en el que nos situamos es suficiente restringirse a las funciones 

“algebraicas”. Tomaremos la definición de funciones algebraicas y trascendentes 

propuesta por los autores Courant & John (1974, p. 229):  

El concepto de función implícita nos permite dar una definición de función algebraica. 

Decimos que y = f (x1,.., xn) es una función algebraica de variables independientes x1,…, 

xn, si puede ser definida implícitamente por una ecuación F (x1,.., xn, y) = 0, donde F es 

un polinomio de argumentos x1,.., xn, y. […] Todas las funciones que no cumplan la 

propiedad anterior se dice que son trascendentes. 

El paso al primer nivel de modelización algebraico-funcional es provocado por tipos de 

cuestiones que hacen referencia a la variación de una magnitud del sistema en función 

de otra. Dichas cuestiones pueden surgir del trabajo en el modelo M2 (segunda etapa del 

proceso de algebrización) aunque no son completamente resolubles con las técnicas 

disponibles en él ni, tampoco, en su completación “algebraica” en M3. Requieren el uso 

de nuevas técnicas (que llamaremos “funcionales” y “gráficas”) y que se sitúan en una 

nueva ampliación praxeológica de M2 que designaremos en adelante por OMf(x). 

Podemos pensar que los PCA se retoman desde una perspectiva gráfica que hace 

aparecer, por ejemplo, el concepto de continuidad, la derivabilidad, el trabajo en torno a 

las inecuaciones, etc. Además se redefinen o especifican nociones como la variación 

entre magnitudes, es decir, crecimiento, decrecimiento, máximo, mínimo, etc. En otras 

palabras, las relaciones internas entre los elementos de una función y el análisis del 

comportamiento global de la misma. 

 

 

 

 

Para ejemplificar el tipo de actividad matemática que tiene lugar en este primer nivel de 

modelización algebraico-funcional seleccionaremos tres sistemas, que ya han sido 

Fig. 5 

M2: Problemas que requieren establecer 

una igualdad entre dos PCA con los dos 

mismos argumentos no numéricos (x1, x2) 

P(x1, x2, a1,…, ak) = Q(x1, x2, b1,…, bs)  

+ reglas del cálculo algebraico 

(cancelación). 

 

 

OMf(x): Problemas que requieren la explicitación de 

funciones aisladas de una única variable + técnicas 

gráficas + cálculo diferencial en una variable 

f(x, y) = P(x, y, a1,…, ak) – Q(x, y, b1,…,bs) = 0 

donde f es una función concreta (sin parámetros) en 

la que una de las variables puede aislarse 

localmente de manera explícita: y = F(x). 
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estudiados en la primera sección de este capítulo. Formularemos nuevas cuestiones 

relativas a dichos sistemas y mostraremos la ampliación progresiva del tipo de 

problemas y en qué medida la modelización algebraico-funcional permite desarrollar las 

técnicas algebraicas, ampliando aún más los tipos de problemas y, en definitiva, 

“completando” las sucesivas praxeologías u organizaciones matemáticas. 

B4: En un banco nos proponen el siguiente plan de inversiones: nos dan un cierto interés cada 

trimestre y nos descuentan un 1% a final de año en concepto de comisión. Queremos que nuestro 

capital aumente en 1000 € pasado un año. ¿Podemos determinar siempre un capital inicial mínimo 

de inversión para una rentabilidad fijada? 

Para determinar la mínima inversión inicial para una rentabilidad trimestral r fijada, trabajaremos 

con el programa de cálculo aritmético: 

Cf = PCA(C0, r, 0.99, 1):= C0·(1 + r)4·0.99. 

Donde C0 indica el capital inicial invertido y Cf el capital final después de un año. Queremos 

conseguir un aumento de 1000 € en relación al capital inicial C0. Esta condición se traduce en la 

ecuación 1000 + C0 = C0·(1 + r )4·0.99. Aislando C0 obtenemos la función: 

C0(r) = 
 1000

 (1 + r)4·0.99 – 1
 . 

Un método rápido que nos permite responder a la cuestión planteada se basa en el estudio de dicha 

función a partir de su gráfica (ver fig. 6). En ella se puede observar que existe una asíntota vertical, 

es decir, que para un valor de r mayor al valor correspondiente a la asíntota vertical podemos 

determinar siempre una inversión mínima para lograr nuestro objetivo de aumentar en 1000 € el 

capital inicial. 

 
Fig. 6 

Gráficamente, como se observa en la figura 7, podemos dar 

una respuesta aproximada al valor mínimo de C0, así como 

de todos los posibles valores para la inversión inicial. 

Por el contrario no existe ningún valor posible de capital 

inicial si la rentabilidad se sitúa por debajo del valor de la 

asíntota vertical.  
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Valor fijado de r  
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Fig. 7 
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A fijado 

h1 h2 

Para determinar el lugar donde está situada la asíntota vertical es necesario igualar a cero el 

denominador de nuestra función, (1 + r )4·0.99 – 1 = 0, y despejar la variable r, llegando a que 

r = 
4

 
1

0.99
 – 1 ≈ 0.002516, es decir, 0.25% es la mínima rentabilidad que el banco debe ofrecernos 

si queremos que se cumpla la condición de que exista siempre un capital inicial mínimo con el que 

conseguir un aumento de 1000 € con una comisión del 1%. También se observa, a partir del gráfico 

de la fig. 7, que para rentabilidades cercanas al 0.25% el capital inicial a invertir (si queremos que 

aumente 1000 € en un año) será muy elevado.  

G4: Un triángulo isósceles está inscrito en una circunferencias de radio R = 2 cm. ¿Qué 

dimensiones tendrá el triángulo de área máxima? ¿Cuántos triángulos inscritos en la circunferencia 

de radio 2 existen que tengan un área A dada?  

Para determinar el triángulo de área máxima inscrito en la circunferencia, trabajaremos con una 

variación del programa de cálculo aritmético del ejemplo G0 de la §2: 

A = PCA(2, h):= 
h·2 22 – (h – 2)2 

2
  ≡  h  4h –  h2 . 

Debido a que R = 2 es un parámetro fijado por el enunciado podemos pensar que el área A es una 

función que depende de h, la altura relativa al lado desigual:  

A(h) = h  4h –  h2 . 

Usando una técnica gráfica,18 podemos determinar de forma aproximada el valor máximo del área, 

que se alcanza cuando h = 3 cm (y b = 2 3 ) y es A(3) = 6 3 cm2. Observamos que el valor c de 

cada uno de los lados iguales, que se obtiene de la igualdad h2 + (b/2)2 = c2, mide 2 3 cm, es decir, 

coincide con la base del triángulo, así el triángulo de área máxima es un 

triángulo equilátero.  

La gráfica de la función A(h) también nos permite responder a la 

segunda cuestión planteada: para un valor A fijado del área, menor que el 

valor del área máxima, existen dos posibles alturas de triángulos (h1 y h2) 

como se indica en la figura 8, es decir, existen dos triángulos isósceles 

diferentes inscritos en la circunferencia de radio 2 con la misma área19. 

 

T4: Carlos ha quedado para cenar con 17 amigos en el mismo restaurante de cada mes. Sabe que 

siempre a la hora de pagar resulta que algunos de ellos no llevan dinero suficiente, así que decide 

coger un dinero extra antes de salir de casa. ¿Cuánto dinero extra debería coger si sabe que el 

importe total de la cena será de 1170 €? 

                                                      
18 También podría usarse la técnica de derivación y calcular A’(h) e igualar la función resultante a cero.  
19 Se podría llegar a la misma conclusión a partir del estudio del signo de la derivada de la función y 

usando algunos de los teoremas de continuidad de funciones de variable real. Con el uso de técnicas de 

aproximación numéricas para el cálculo de raíces (método de bisección, de Newton-Raphson, etc.) es 

posible calcular h1 y h2 para cada valor concreto de A > 0. 

Fig. 8 
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Amigos que no pagan Dinero extra 

10 81.25 € 

11 102.14 € 

12 130 € 

13 169 € 

14 227.5 € 

15 325 € 

16 520 € 

17 1105 € 

 

Amigos que no pagan Dinero extra 

1 3.82 € 

2 8,12 € 

3 13 € 

4 18.57 € 

5 25 € 

6 32.5 € 

7 41.36 € 

8 52 € 

9 65 € 

 

Una primera estrategia, que se situaría en S, para responder a la cuestión planteada sería hacer la 

media del dinero extra en el caso de que haya un comensal que no pague, dos comensales, tres, etc.  

La siguiente tabla recoge todos los casos desde 1 amigo que no lleva dinero hasta 17 amigos sin 

dinero: 

 

 

 

 

 

 

Si decide coger la media de los valores, deberá tomar: 

E = 
3.82 + 8.125 + 13 + ...+ 1105 

17
 = 171.72 €. 

Esta estrategia no es la más adecuada ya que el enunciado del problema dice que algunos 

comensales de la cena “no llevan suficiente dinero”, esto significa que pueden aportar, por ejemplo, 

la mitad de la cantidad que les correspondería pagar o un tercio o nada. Por lo tanto, podemos pensar 

que no estamos ante un problema de variable discreta, sino un problema de variable continua, por 

ejemplo, si hay tres amigos que sólo pagan la mitad de lo que les tocaría (es decir, 32.5 €) el valor 

del parámetro d será de 1.5. 

Bajo esta nueva premisa, a partir de la fórmula obtenida en T3 de la §2.3., podemos definir la 

función:  

E(d) = 
1170·d

18·(18 – d)
 , 

donde E corresponde al dinero extra que deberá aportar cada 

comensal y d es el “número de amigos que no aportan nada de 

dinero” (un número real entre 0 y 17). Para realizar el cálculo de la 

media de esta función necesitamos calcular el área que delimita 

nuestra función con el eje de abscisas como se resalta en la figura 9, 

para ello será necesario calcular la siguiente integral: 

  93.133
17 

0 
17

65
17

0
18·17

1170
17

0

18·ln18
18

18
1

)18(18

·1170

17

1
 




  ddd
d

d
d

d
ddE €. 

Concluimos finalmente que si Carlos quiere ser previsor debe coger 133.93 € extras de casa (o tal 

vez un poco más…). 

En este punto podemos volver a plantearnos si el resultado parece el más adecuado, en definitiva, si 

es posible crear un modelo más apropiado del sistema, y por lo tanto obtener una mejor estrategia. 

Fig. 9 
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Existe la posibilidad de derivar el estudio hacia el ámbito de la Probabilidad y la Estadística, a partir 

de reinterpretar nuestra función como una función de densidad y calcular la esperanza matemática, 

desviación típica, intervalos de confianza, etc. Aunque también sería posible derivar el estudio hacia 

el ámbito del Análisis Matemático introduciendo el problema de “la medida” del conjunto sobre el 

que estamos realizando el cálculo de la integral, ya que nuestra función E(d) está definida realmente 

sobre ℚ y no sobre ℝ. No desarrollaremos en este trabajo ninguna de las opciones ya que ello nos 

alejaría de nuestro objetivo principal. 

En el nivel escolar de la ESO las técnicas de las cuales se dispone para el estudio de 

funciones aisladas son muy limitadas y se reducen a la representación e interpretación 

de la gráfica de la función (siempre que ésta sea muy elemental: afines, cuadráticas o 

hiperbólicas) y la resolución de las ecuaciones asociadas. Además las inecuaciones 

(exclusivamente lineales) en la Secundaria obligatoria se vinculan esencialmente con las 

técnicas algebraicas ecuacionales, añadiendo algunas reglas como por ejemplo, cambiar 

el signo > por < si se pasa multiplicando un valor negativo; pero nunca se relacionan 

con las funciones. En definitiva las inecuaciones son tratadas como un epifenómeno de 

las ecuaciones, donde la ampliación principal de la actividad matemática consiste en 

aceptar que las soluciones de una inecuación pueden ser todos los puntos de uno o 

varios intervalos. 

En el Bachillerato se amplían los tipos de funciones (exponenciales y logarítmicas) y se 

dispone de técnicas más sofisticadas – especialmente el cálculo de límites y el cálculo 

diferencial – para llevar a cabo un estudio local de la función, para representarla 

gráficamente y, también, para resolver las ecuaciones asociadas. Las técnicas de 

resolución de inecuaciones se mantienen desvinculadas del mundo funcional, excepto 

en el tema de Programación Lineal donde sí encontramos una interpretación geométrica 

de la solución del sistema de inecuaciones en el plano cartesiano. Esto comporta que en 

el Bachillerato los modelos matemáticos situados en este primer nivel generen OM 

relativamente más completas ya que pueden incluir tareas y tipos de problemas (como, 

por ejemplo, la determinación de extremos locales o la comparación entre la tasa 

instantánea de crecimiento entre dos puntos determinados) que no podían ser planteados 

en la ESO. 

De todas formas, ni siquiera en el Bachillerato se lleva a cabo un uso sistemático de las 

técnicas funcionales. Así, las gráficas aparecen siempre como el objetivo final, nunca 

como un instrumento para conseguir otra finalidad como, por ejemplo, resolver 

cuestiones relativas al sistema modelizado por la función. 
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Otra limitación del tipo de actividad que actualmente se realiza en Secundaria con las 

funciones proviene del hecho de que éstas aparecen descontextualizadas de los sistemas 

que las hacen emerger. Únicamente en algunos tipos de problemas como, por ejemplo, 

los “problemas de optimización” y los de matemática comercial, las funciones aparecen 

relativamente contextualizadas aunque de una manera muy estereotipada.  

 

3.2. Segundo nivel de modelización “algebraico-funcional” de una OM  

En la enseñanza secundaria los símbolos literales que forman parte de una expresión 

algebraica juegan únicamente el papel de incógnitas (en las ecuaciones) o únicamente el 

papel de variables (en el lenguaje funcional), y los parámetros están prácticamente 

ausentes. En cualquier caso, el juego sistemático entre las diferentes funciones de las 

“variables” está completamente ignorado. Además, la actividad de denominación y 

redenominación de las variables (es decir, la introducción de nuevas letras en el curso 

del trabajo matemático), que es esencial en el trabajo algebraico, sólo aparece en 

algunas actividades completamente estereotipadas de “cambio de variable” como, por 

ejemplo, en la resolución de ecuaciones bicuadradas o en la fórmula de integración por 

partes. 

Esta situación se prolonga a lo largo de todo el Bachillerato y dificulta enormemente el 

paso del trabajo con las expresiones analíticas de funciones elementales al estudio de 

familias de funciones y al uso de estas familias como modelos de sistemas en los cuales 

aparecen relaciones entre magnitudes. Postulamos que estas dificultades para estudiar 

sistemáticamente familias de funciones constituyen una de las principales causas de la 

desaparición de la “razón de ser” del cálculo (diferencial e integral) del Bachillerato y, 

en consecuencia, uno de los principales obstáculos para dar sentido al Análisis que se 

estudia a nivel universitario.  

Denominamos segundo nivel de modelización “algebraico-funcional” de un sistema el 

que se materializa en modelos que se expresan precisamente mediante familias de 

funciones de una variable y las correspondientes ecuaciones (e inecuaciones) 

paramétricas asociadas. En este segundo nivel de modelización se distingue claramente 

entre “parámetros” y “variables” de tal forma que sus papeles no son (es decir, no se 

consideran aún en este nivel de modelización) intercambiables. Se estudian familias de 

funciones de una variable pero no funciones de varias variables.  
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El estudio de la variación de alguno de los parámetros del sistema y su efecto sobre las 

características del sistema puede plantearse en los modelos trabajados en OMf(x) 

aunque, como en el caso anterior, no existen técnicas que permitan su resolución en el 

primer nivel de modelización algebraico-funcional. Se requiere una nueva ampliación 

que designaremos mediante OMfp(x). En particular se requieren técnicas para el estudio 

familias de funciones reales de una variable que se apoyarán en la teoría de 

transformaciones elementales y dilataciones así como en las propiedades (forma de las 

gráficas, variabilidad, etc.) de los tipos de familia de funciones. 

 

 

 

 

Aparece como en el caso de M2, un tipo de problemas cuya formulación y resolución 

requiere ir más allá de las técnicas algebraicas y del uso de técnicas funcionales. 

Veamos las variaciones de los ejemplos anteriormente estudiados que se sitúan en este 

nivel. El primero requiere el uso de funciones no algebraicas, pero permite la aplicación 

del Teorema de la función implícita: 

B5: Queremos rentabilizar 3000 €, para ello nuestro banco nos propone un plan de inversiones 

donde nos dan un cierto interés durante un cierto periodo y nos descuentan un 1% a final de año en 

concepto de comisión. ¿Cómo comparar entre diferentes planes de inversión, con tipos de interés y 

periodos diferentes? ¿Cuál nos es más favorable? 

A partir del modelo en el problema B4 de la §3.1. se obtiene la siguiente relación entre Cf, que 

recordemos es el capital final, la rentabilidad r, el número de periodos en los que se aplica la 

rentabilidad en un año k y los años de inversión t: 

Cf = 3000·((1 + r )k·0.99)t, 

con algunas manipulaciones algebraicas20 se puede expresar el tiempo de inversión t en función de 

los otros parámetros: 

t = 
ln(Cf) – ln(3000)

k·ln(1+ r) + ln(0.99)
 . 

Para comparar planes de inversiones con diferentes k y r podemos reformular la cuestión en los 

siguientes términos: ¿cuánto tiempo debemos esperar para obtener un capital Cf fijado?  

                                                      
20 En la §2.4. hemos descrito un tipo de transformaciones ecuacionales que dejan invariante el conjunto 

de soluciones, en particular, T( x
 , PC( x

 )) = ln(PC( x
 )) es un ejemplo de este tipo de transformaciones.  

OMfp(x): Problemas que requieren el 

trabajo con una familia de funciones 

fp(x, y) = 0, donde una de las variables 

puede aislarse y = Fp(x) + teoría de 

familias de funciones de una variable. 

OMf(x): Problemas que requieren la explicitación 

de funciones aisladas de una única variable + 

técnicas gráficas + cálculo diferencial en una 

variable f(x, y) = P(x, y, a1,…, ak) – Q(x, y, b1,…,bs) 

= 0 donde f es una función concreta (sin 

parámetros) en la que una de las variables puede 

aislarse localmente de manera explícita: y = F(x). 

 
Fig. 10 
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Gráficas de la función tk(r) para 

           k  = {1, 2, 3, 4, 12} 

Por ejemplo, para un valor de Cf = 4000 podemos definir la función  

tk(r) = 
ln(4000) – ln(3000)

k·ln(1+ r) + ln(0.99)
 ; 

recordemos que k es el periodo sobre el que se aplicará el 

interés del plan de inversiones, es decir, k toma por 

ejemplo el valor 12, si el interés es mensual, el valor 4, si el 

interés es trimestral, etc. Podemos dibujar las gráficas de la 

familia de curvas de la función anterior para diferentes 

valores de k. 

En primera instancia se observa que para una misma rentabilidad, cuanto menor es la diferencia de 

tiempo entre un periodo y el siguiente, más disminuye el tiempo de inversión necesario para obtener 

un capital final de 4000 €, es decir el tiempo que se requiere es menor si el interés es mensual que si 

es trimestral o semestral.  

También se puede observar que si fijamos un tiempo de inversión, por ejemplo después de un año 

(t = 1), existen diferentes planes de inversión, es decir, diferentes combinaciones de r y k, que nos 

aportan el mismo capital final (en este caso 4000 €): 

 

 

 

    

 

Llegados a este punto podemos preguntarnos si existe alguna relación entre estos valores de r y k: la 

respuesta es que sí. Calculemos para los cinco ejemplos dados el tipo de interés anual equivalente 

(TAE21) de cada uno de los planes, en todos se obtiene como resultado el valor 1.0202, que coincide 

con el rédito para el caso de la rentabilidad anual.  

Para explicar el porqué de este resultado es suficiente con igualar las expresiones de las funciones 

que representan dos planes de inversiones, el primero con una rentabilidad en periodo k y el segundo 

con una rentabilidad anual ra: 

tk(r) = 
ln(Cf) – ln(C0)

k·ln(1+ r) + ln(0.99)
   y t1(ra) = 

ln(Cf) – ln(C0)

ln(1+ ra) + ln(0.99)
  

ln(Cf) – ln(C0)

k·ln(1+ r) + ln(0.99)
  =  

ln(Cf) – ln(C0)

ln(1+ ra) + ln(0.99)
  

k·ln(1+ r) + ln(0.99) = ln(1+ ra) + ln(0.99) 

k·ln(1+ r) = ln(1+ ra) 

                                                      
21 TAE = (1 + r)k – 1 para un tipo de interés compuesto. 

k = 4 

 r = 0.1922 

k = 12 

 r = 0.06035 

k = 3 

 r = 0.26415 

k = 2 

 r = 0.4213 

k = 1 

 r = 1.0202 

Cf = 4000 

1 
Cf = 4000 

1 

Cf = 4000 

1 

Cf = 4000 

1 
Cf = 4000 

1 

Fig. 11 

Fig. 12 
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ra = (1 + r)k – 1 

Llegamos así a deducir la fórmula del TAE, sea cual sea el capital inicial, el final y el tiempo de 

inversión. Hemos obtenido finalmente un criterio para determinar entre diferentes rentabilidades y 

periodos: el mejor plan de inversión será aquel con mayor TAE asociado.  

G5: ¿El perímetro y el área de un triángulo isósceles determinan sus dimensiones?  

Para dar respuesta a esta cuestión se requiere explicitar la ecuación del problema en función de los 

parámetros A (área) y P (perímetro). De la definición de perímetro obtenemos la relación  

c = (P – b)/2, 

donde b representa la longitud del lado desigual y c la longitud de los otros dos lados del triángulo 

isósceles. 

Utilizando la relación que se obtiene de la definición del área (A = h·b/2, es decir, h = 2A/b) y la 

usada en el problema G4 de la §3.1. (h2 + (b/2)2 = c2) llegamos a: 

– 2·P·b3 + P2·b2 – 16·A2 = 0. 

No parece sencillo, a partir de aquí, estudiar con técnicas algebraicas cómo depende b de los valores 

de A y P, situación que motiva el uso de estrategias funcionales para abordar el problema planteado, 

utilizando la familia de funciones  

fA,(P,b) = – 2·P·b3 + P2·b2 – 16·A2. 

Ahora el problema se convierte en el estudio siguiente: fijados A y P, 

¿cuántos valores de b verifican fA(P, b) = 0? Como se observa en la figura 

13, el problema puede resolverse calculando la derivada parcial de f 

respecto de la variable b:  

 
∂fA(P,b)

 ∂b
  = – 6·P·b2 + 2·P2·b 

 

 

e igualando esta derivada a cero, deducimos que en b = 0 se sitúa el mínimo relativo de la función y, 

por lo tanto, nunca existirán tres triángulos isósceles diferentes con un perímetro P y un área A 

dados, ya que existe siempre un punto de corte negativo con el eje de abscisas.  

En b = P/3 hay un máximo relativo para el que se tiene: fA(P,P/3) = P4/27 – 16·A2. Si 

fA(P,P/3) = P4/27 – 16·A2 = 0, es decir si A = 
P2

 12· 3
 , existe un único triángulo isósceles (que será 

también equilátero) con área A y perímetro P. Si A > 
P2

 12· 3
 no existe ningún triangulo isósceles y 

si A < 
P2

 12· 3
 existen dos triángulos isósceles. 

T5: Carlos ha quedado para cenar con unos amigos en el mismo restaurante de cada mes. Sabe que 

siempre a la hora de pagar resulta que algunos de ellos no llevan dinero suficiente, así que decide 

coger un dinero extra antes de salir de casa. ¿Cuánto dinero extra debería coger si sabe que el 

importe total de la cena será de 1170 €?  

Fig. 13 

Gráficas de la función fA(P,b) para 

A = {100, 625· 3/9, 140} y P = 50 



Capítulo 2    

Modelo epistemológico de referencia de la modelización algebraico-funcional 

 

104 

Gráficas de la función mx(k) 

para x = {18, 25, 50, 200} 

A diferencia del problema T4 de la sección anterior, no sabemos la cantidad de amigos que asisten a 

la cena: le asignaremos la letra x. Para abordar este problema trabajaremos con porcentajes, es decir, 

sea k el porcentaje de amigos que no llevan suficiente dinero para pagar 



k = 

d

x
 , y sea m el 

porcentaje de dinero extra respecto a la factura total 



m = 

E

1170
  que Carlos deberá coger de casa. 

Estamos en disposición de modificar la función obtenida en T4 para designar el dinero extra 

introduciendo estas nuevas variables:  

E = m·1170 = 
1170·k·x

x·(x – k·x)
 ; 

m = 
k

x·(1 – k)
 . 

Definimos la familia de funciones mx(k) = 
k

x·(1 – k)
  con k ∈ [0, 

x – 1

x
 ] 

De la expresión de la función mx(k) se deduce que el porcentaje de 

dinero extra no depende del valor de la factura de la cena. También se 

observa en el gráfico de la figura 14 que el valor del área (la media del 

porcentaje m) disminuye cuando el valor de x, es decir, el número de 

comensales de la cena, aumenta.  

Para corroborar esta información calculemos efectivamente m en algunos casos particulares:  

Si x = 18;  

 
11447.0

1

17

1ln

1

1
1

17)1(1818/17

1
18/17 

0 

18
17
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17

00







 
kk

k
k

k
k

k
ddm . 

Concluimos que si Carlos quiere ser previsor debe coger extra por lo menos un 11.45% de lo que 

costará la cena, es decir, 133.93 €.  

Si x = 25;  

09412.0

25
24

0
)1(2525/24

1
  

k
k

k
dm . 

Concluimos que si Carlos quiere ser previsor debe coger extra un 9.42% de lo que costará la cena, es 

decir, 110.13 €. 

Si x = 200;  

021625.0

200
199

0
)1(200200/199

1
  

k
k

k
dm . 

Concluimos que si Carlos quiere ser previsor debe coger extra un 2.17% de lo que costará la cena, es 

decir, 25.31€. 

Fig. 14 



 

3 El desarrollo del instrumento algebraico: emergencia de la modelización algebraico-funcional 

 

105 

En resumen esta nueva praxeología matemática, OMfp(x), incluye todas las tareas y 

técnicas necesarias para el estudio de familias de funciones reales de una variable y para 

resolver ecuaciones e inecuaciones con un parámetro. Sin entrar en detalles, se puede 

afirmar que se trata de tareas y técnicas que están prácticamente ausentes en la 

enseñanza secundaria actual. En el caso de considerar familias de curvas planas 

cualesquiera f(x, y) = 0, entonces la escasez de técnicas para tratar estos modelos es 

todavía más absoluta en la enseñanza secundaria. 

 

3.3. Tercer nivel de modelización “algebraico-funcional” de una OM  

En la enseñanza secundaria las fórmulas (situadas en la tercera etapa del proceso de 

modelización algebraica descritas en la §2.3.) no se construyen nunca como resultado de 

un trabajo algebraico ni juegan propiamente el papel de verdaderos “modelos 

algebraicos” en los cuales las variables de cualquier tipo (sean parámetros o incógnitas) 

son intercambiables. 

Denominamos tercer nivel de modelización “algebraico-funcional” de un sistema el que 

se materializa en modelos que se expresan mediante familias de funciones de dos o más 

variables y las correspondientes formulas asociadas. En este tercer nivel de 

modelización el papel de los “parámetros” y de las “variables” es intercambiable. Se 

estudia cómo repercute la variación conjunta de dos o más variables sobre la variación 

de una función, esta tarea puede plantearse a partir de los modelos trabajados en OMfp(x) 

aunque, como ha pasado en los casos predecesores, no existen técnicas en este modelo 

que permitan su resolución. Llegamos así, finalmente, a la culminación de la 

modelización algebraico-funcional mediante la tercera organización matemática 

funcional que designaremos en adelante por OMf(x1,…xn). 

 

 

 

Veamos a continuación tres ejemplos de problemas que se situarían en el tercer nivel de 

modelización algebraico-funcional y cuyos enunciados se obtienen mediante 

modificaciones de los ejemplos anteriores: 

OMfp(x): Problemas que requieren el 

trabajo con una familia de funciones 

fp(x, y) = 0, donde una de las variables 

puede aislarse y = Fp(x) + teoría de 

familias de funciones de una variable. 
 

OMf(x1,…xn): Problemas que requieren 

el trabajo con funciones de dos o 

más variables + cálculo diferencial 

de funciones de varias variables. 

Fig. 15 
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B6: En un banco nos proponen el siguiente plan de inversiones: nos dan un cierto interés cada 

trimestre y nos descuentan un 1% a final de año en concepto de comisión. ¿Cuál es la mínima 

rentabilidad que tenemos que pedir al banco en función del capital inicial y del capital final 

deseado? 

La estrategia puede consistir en ajustar la rentabilidad trimestral en función del capital final deseado. 

Por ejemplo, si el capital inicial es 1000 € y queremos un capital a final de año de 1203.4 €, 

negociaríamos con el banco  

r = 
4  Cf 

 C0·0.99
  – 1= 

4  1203.4

 1000·0.99
  – 1 = 0.05 

una rentabilidad superior al 5%. Supongamos que el banco no está dispuesto a ofrecer esta 

rentabilidad, ¿Cómo retomamos nuestra negociación? ¿Qué estrategia haría disminuir la rentabilidad 

más rápidamente: un aumento del capital inicial o una disminución del capital final?  

A partir de la ecuación Cf = C0 (1 + r )4·0.99 (r = rentabilidad trimestral que ofrece el banco, Cf el 

capital final que deseamos y C0 el capital inicial que invertimos) podemos definir una función que 

depende de dos variables:  

r(Cf, C0) = 
4  Cf 

 C0·0.99
  – 1. 

Calculando las derivadas parciales respecto de cada una de las variables: 
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y evaluándolas a continuación en el punto (1203.4, 1000), obtenemos 

fC

r



 )1000,4.1203(
 = 0.00022  y       

0

)1000,4.1203(

C

r




 = – 0.00026; 

que forman las componentes del vector gradiente y se interpretan como sigue: “la rentabilidad 

disminuiría en 0.022% para cada euro de disminución del capital final deseado y en 0.026% por 

unidad de aumento del capital inicial.” En resumen un aumento del capital inicial provoca una 

disminución mayor del valor de la rentabilidad a negociar con el banco, por lo tanto la estrategia que 

hace disminuir más rápido la rentabilidad consiste en invertir más capital. 

G6: Dado un triángulo isósceles de área A inscrito en una circunferencia de radio R, estudiar la 

variación de la altura relativa al lado desigual en función de los parámetros A y R. 

Tomamos la relación encontrada en el problema G4 de la §3.1. en genérico: 

A = h· 2Rh – h2 , 

que es equivalente a la ecuación: 

h4 – 2Rh3 + A2 = 0, 

siguiendo los pasos de la resolución del problema G4 el valor del área máxima corresponde a los 

valores hmax = 3R/2 y Amax = 3 3 R2/2.  
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Cuando el valor del área A es menor que Amax existen dos triángulos con área A inscritos en la 

circunferencia de radio R, con alturas h1 y h2 respectivamente que verifican la relación:  

h1 < 3R/2< h2. 

Para determinar qué parámetro influye más en la variación de la altura, vamos a calcular las 

derivadas parciales de h respecto a las variables A y R de la ecuación h4 – 2Rh3 + A2 = 0 (equivalente 

a la relación A = h· 2Rh – h2 ), mediante la técnica de derivación implícita: 

4h3 
R

ARh



 ),( – 2h3 – 6Rh2

R

ARh



 ),(  = 0  y  4h3 
A

ARh



 ),( – 6Rh2

A

ARh



 ),( + 2A = 0. 

Aislando cada una de las derivadas parciales obtenemos: 
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La comparación, en valor absoluto, de las anteriores expresiones se reduce a estudiar cuándo se 

cumple la desigualdad: 

1
2

4

2




h

hRh
. 

Por ejemplo, después del estudio del signo de la función FR(h) = h4 + h2 –2Rh se llega a las 

siguientes conclusiones: si 0 < R < 2/ 27 , para el triángulo de altura h1 (< 3R/2) una variación de 

una unidad en la variable A provoca una mayor variación a h1, pero en cambio para el triángulo de 

altura h2 (> 3R/2) no podemos dar una respuesta única ya que dependerá del resultado numérico. Si 

R > 2/ 27 , para el triángulo de altura h2 (> 3R/2) una variación de una unidad en la variable R 

provoca una mayor variación de h2, pero en cambio en este caso para el triángulo de altura 

h1 (< 3R/2) no podemos dar una respuesta única. Finalmente si R = 2/ 27  para el triángulo de altura 

h1 (< 3R/2) una variación de una unidad en la variable A provoca una mayor variación de h1 y para el 

triángulo de altura h2 (> 3R/2) una variación de una unidad en la variable R provoca una variación 

mayor de h2. 

Para finalizar el estudio sólo nos falta abordar en principio el caso de h1 = h2, pero para este caso el 

valor del área A queda determinado unívocamente por el valor del radio R, por lo tanto, la pregunta 

formulada en el problema para este caso carece de sentido. 

T6: Carlos ha quedado para cenar con unos amigos en el mismo restaurante de cada mes. Sabe que 

siempre a la hora de pagar resulta que un cierto porcentaje k de ellos no lleva dinero suficiente, así 

que decide coger un cierto porcentaje m de dinero extra respecto a la factura total. ¿Qué provoca 

una mayor disminución de porcentaje m: aumentar el número de comensales o reducir el porcentaje 

de comensales que no pagaran totalmente la cena?  

Basándonos en las conclusiones del problema T5 a partir del trabajo con la familia de funciones  

mx(k) = 
k

x·(1 – k)
  con k ∈ [0, x – 1

x
 ], 

habíamos deducido que el porcentaje de dinero extra (m) disminuye cuando el valor de x, es decir, el 

número de comensales de la cena, aumenta. Aunque esta observación no nos permite responder a la 
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cuestión planteada. Para responderla podemos comparar las derivadas parciales respecto cada 

variable: 

)1(

),(
2 kx

k

x

kxm









  y  

2)1(

1),(

kk

kxm







. 

Finalmente se obtiene que la variable que más hace disminuir el porcentaje extra m, para cualquier 

valor de los parámetros, es la disminución del porcentaje de comensales k que no lleva suficiente 

dinero. 

Dado que las funciones de dos o más variables han estado explícitamente apartadas de 

la enseñanza secundaria, podemos afirmar sin ningún tipo de reserva que la actividad 

matemática que se debe realizar para construir, utilizar, estudiar e interpretar estos tipos 

de modelos matemáticos está completamente ausente en la actual enseñanza secundaria 

actual. 

 

4. La modelización funcional como desarrollo del proceso de algebrización 

Como hemos visto, la línea de evolución del proceso de estudio nos ha llevado a la 

construcción de funciones de varias variables. Es importante remarcar que muchos de 

los problemas que se sitúan en OMf(x1,…xn), esto es, en el tercer nivel de modelización 

algebraico-funcional, pueden expresarse mediante un programa de cálculo, que en 

general no será un programa de cálculo aritmético, formalmente similar al de los 

problemas de la tercera etapa del proceso de modelización algebraica (M3), esto es, 

mediante una expresión del tipo: 

PC(x1, …, xm, a1, …, ak ) = 0. 

Debemos remarcar que en el MER de las etapas de modelización algebraica nos hemos 

limitado a la actividad matemática que trata con problemas cuya estructura es descrita 

con un PCA, en lugar de trabajar de forma más amplia con PC, debido a un motivo de 

adecuación de nuestro proyecto al actual sistema de enseñanza secundaria. Creemos que 

una introducción al instrumento algebraico debe realizarse con PCA, dejando el trabajo 

con PC para un desarrollo posterior del proceso de algebrización. Además la ampliación 

de los tipos de técnicas que provoca el trabajo con PC cualesquiera queda abierta para 

futuras investigaciones. 

Así, considerada como organización matemática, OMf(x1,…xn) contiene y completa 

ampliamente a M3 por dos motivos principales. En primer lugar, porque OMf(x1,…xn) 
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incluye el trabajo con funciones de varias variables que no son “algebraicas” (por 

ejemplo aquellas definidas mediante la composición de funciones logarítmicas, 

exponenciales, circulares, etc.).Y, en segundo lugar, aunque nos restrinjamos dentro de 

OMf(x1,…xn) a problemas definidos mediante funciones “algebraicas y trascendentes”, no 

hay que olvidar que OMf(x1,…xn) contiene tareas, técnicas matemáticas y elementos 

tecnológico-teóricos que no existen en M3 y, por lo tanto, permite plantear (y responder) 

cuestiones matemáticas no abordables con los instrumentos matemáticos de M3. En 

términos generales podríamos decir que, mientras las tareas propias de la modelización 

algebraica se caracterizan por el hecho de que los datos son relaciones analíticas entre 

variables y la “incógnita” es también una relación analítica, las tareas específicas de la 

modelización funcional se caracterizan por incluir el estudio de la variación continua de 

una variable respecto de otra u otras, lo que requiere el uso de técnicas funcionales y, en 

particular, de las técnicas y el discurso tecnológico-teórico que proporciona el cálculo 

diferencial.  

El esquema siguiente permite dar una visión general de la ampliación de las diferentes 

praxeologías, mediante la introducción progresiva de nuevas técnicas y de nuevos tipos 

de problemas, durante todo el proceso de modelización algebraico-funcional desde su 

origen en la modelización algebraica: 
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Acabamos de describir un modelo epistemológico de referencia como herramienta para 

el diseño y análisis posterior de diferentes propuestas didácticas integradas para llevar a 

cabo la génesis didáctica y el desarrollo posterior del álgebra como instrumento de 

modelización en la enseñanza secundaria. El mapa general que acabamos de esbozar 

será necesario tanto para el análisis a priori como para el análisis a posteriori de las 

diferentes experimentaciones que se desarrollarán en los capítulos posteriores. En éstos 

se llevará a cabo un diseño de dos tipos de procesos de estudio, así como su 

experimentación y evaluación posterior. El primero se centra en el desarrollo de una 

actividad matemática que posibilite la introducción funcional, en los primeros cursos de 

Secundaria, del instrumento algebraico y que, a la vez, articule las dos primeras etapas 

de modelización algebraica. El segundo se centra en el desarrollo de una actividad 

matemática, para los cursos de Bachillerato, situada en los dos primeros niveles de 

modelización algebraico-funcional.  

Fig. 16 

 

 

 
 

M1’: Problemas que 

requieren manipular 

P(x,a1..,ak) = c + 

técnicas de 

simplificación. 

M1: Problemas que requieren 

la manipulación escrita de 

P(x,a1..,ak) + técnicas de 

escritura y simplificación. 

S: OM en torno a 

problemas 

aritméticos + A-S. 
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M2: Problemas que requieren 

establecer la igualdad entre PCA 

P(x1,x2,a1..,ak) = Q(x1,x2,b1..,bs) + 

técnicas de cálculo algebraico. 

M2’: Problemas que requieren 

P(x1,a1..,ak) = Q(x1,b1..,bs) + 

técnicas algebraicas (cancelación). 

M3: Problemas que se 

resuelven con fórmulas 

algebraicas del tipo 

P(x1,…,xm,a1..,ak) = 0 + 

técnicas de estudio de la 

relación entre variables.  

OMf(x): Problemas que requieren la 

explicitación de funciones aisladas de 

una variable f(x,y) = 0 + técnicas 

gráficas + cálculo diferencial de una 

variable. 

OMfp(x): Problemas que requieren el 

trabajo con una familia de funciones 

fp(x,y) = 0 + teoría de familias de 

funciones de una variable. 
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diferencial de funciones de 

varias variables. 
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CAPÍTULO 3  

LA INTRODUCCIÓN DEL ÁLGEBRA EN SECUNDARIA: DISEÑO Y 

EXPERIMENTACIÓN DE UN PROCESO DE ESTUDIO 

 

El capítulo anterior presenta un trabajo de ingeniería matemática donde se ha 

especificado un modelo epistemológico de referencia relativo a la modelización 

algebraica y algebraico-funcional. En este capítulo, completaremos el modelo anterior 

para obtener un diseño a priori de tres procesos de estudio que permitan introducir la 

modelización algebraica y abrir el paso a la modelización algebraico-funcional en la 

secundaria obligatoria. Veremos que cada propuesta pretende enfatizar alguna etapa del 

proceso de modelización algebraica: la primera se focaliza en la introducción funcional 

del álgebra para los primeros cursos de la ESO y las otras dos en posibles desarrollos 

del instrumento algebraico como preparación a la modelización funcional. El análisis 

clínico de estas tres propuestas didácticas, tal como se experimentaron durante varios 

cursos escolares, aportará algunos elementos importantes de su viabilidad y ecología en 

los actuales sistemas de enseñanza.  
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1. Propuesta de una organización didáctica local: Actividades de Estudio e 

Investigación 

Uno de los principales postulados de la TAD, es que “toute activité humaine 

régulièrement accomplie peu être subsumée sous un modèle unique, que résume ici le 

mot de praxéologie” (Chevallard, 1999). La noción de praxeología constituye así la 

herramienta fundamental para describir cualquier actividad humana y, en particular, la 

actividad matemática. De ahí que el modelo epistemológico de referencia que hemos 

propuesto en el capítulo 2 para definir lo que entendemos por “álgebra elemental” se 

haya formulado en términos de praxeologías y de relaciones entre ellas. 

Otro de los postulados de la TAD es que no hay praxeología sin un proceso de estudio 

que la origine, pero tampoco puede existir un proceso de estudio sin praxeologías 

previamente disponibles. Esta afirmación hace aparecer un nuevo elemento necesario 

para analizar los procesos didácticos: las praxeologías u organizaciones didácticas (en 

adelante OD). Todo proceso de enseñanza se debe poder describir como la puesta en 

práctica de un conjunto de praxeologías didácticas en la cual son protagonistas tanto los 

alumnos como los profesores. 

Para poder instaurar el proceso de estudio que desarrollaremos en las secciones 

ulteriores, es necesario encontrar una organización didáctica “viable” en la enseñanza 

secundaria española, así como adecuada para llevar a cabo un proceso de estudio donde 

la modelización algebraica y algebraico-funcional jueguen un papel esencial. Desde la 

TAD se han desarrollado, hasta el momento, tres tipos de organizaciones didácticas 

(Bosch & Gascón, 2010): los talleres de prácticas matemáticas (Chevallard, 1985; 

Bosch & Gascón, 1994), los recorridos de estudio e investigación (REI) y las 

actividades de estudio e investigación (AEI).  

En su origen los talleres de prácticas matemáticas se diseñaron como un nuevo 

dispositivo didáctico cuya principal función era la de legitimar, institucionalizar y hacer 

visible el momento de la técnica
1
 dentro de los distintos procesos didácticos escolares. 

Se experimentaron por primera vez en la enseñanza universitaria de las matemáticas con 

la perspectiva de superar las limitaciones intrínsecas a la estructura binaria (“clase de 

teoría”/“clase de problemas”) de los modelos docentes habituales en este nivel 

educativo. En general la dinámica de los talleres de prácticas matemáticas se basa en 

                                                      
1 Cf. anexo G. 
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retomar una organización matemática (OM) puntual previamente establecida – es decir 

un tipo de problemas previamente explorado por el grupo de estudiantes y para el que se 

dispone de un embrión de técnica de estudio – y desarrollar esta OM “haciendo 

trabajar” la técnica disponible con el objetivo de enriquecer todos sus componentes 

praxeológicos (con nuevos problemas, nuevos ingredientes técnicos y tecnológico-

teóricos), construyendo así una OM local más amplia y completa. 

En el caso de la enseñanza del álgebra como instrumento de modelización en 

Secundaria, nuestras primeras experimentaciones (Ruiz-Munzón, 2006) se plantearon 

como taller de prácticas matemáticas. El análisis a posteriori reveló ciertas dificultades 

para el desarrollo del proceso de estudio propuesto en el taller. Una de las más 

destacadas fue la dificultad por parte de la comunidad de estudio de mantener vivo el 

objetivo del taller, así como la excesiva guía por parte del material didáctico sobre el 

rumbo que el proceso de estudio debía tomar: cuestiones y subcuestiones a plantear, el 

orden de la secuencia de aparición de las OM, etc., obstaculizando el traspaso de 

responsabilidades didácticas a los alumnos e impidiéndoles que fueran más allá del 

trabajo aislado sesión por sesión y, en ocasiones, de problema en problema.  

Los recorridos de estudio e investigación (REI) fueron introducidos por Chevallard 

(2004b, 2006, 2007a, 2009a) en la perspectiva de la construcción de una epistemología 

escolar que pusiera más énfasis en el planteamiento y estudio de cuestiones 

problemáticas en contraposición a un estudio “monumentalista” de las obras en el que la 

escuela funciona más como un lugar en el que se “visitan” los saberes que un sitio 

donde se cuestionan. El fundamento principal en el que se sustentan los REI es la 

necesidad de situar en el corazón de las organizaciones didácticas escolares el estudio 

de cuestiones problemáticas, que sean a la vez “vivas” (tanto en el sentido de “reales” 

como de “candentes”) y fecundas, es decir, que requieran como respuesta la 

construcción o reconstrucción de organizaciones matemáticas relativamente completas 

(Fonseca, 2004). Para que un REI pueda desarrollarse, la cuestión generatriz debe 

considerarse “seriamente” por la comunidad de estudio para conseguir que se mantenga 

viva durante todo el proceso y pueda ser el motor de éste. Además la actividad 

matemática que de ella se deriva debe propiciar nuevas cuestiones derivadas, que 

soliciten un amplio número de saberes, adquiriendo a menudo un carácter 

multidisciplinar, es decir, sobrepasando el ámbito estrictamente matemático. 
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A diferencia de lo que sucede en la mayoría de organizaciones didácticas escolares, la 

cuestión generatriz de un REI debe mantener siempre el protagonismo y no convertirse 

en la excusa para construir tal o cual organización matemática. En consecuencia, un REI 

no puede estar nunca completamente determinado de antemano. Se puede saber, dada 

una cuestión inicial particular, qué tipo de organizaciones matemáticas serán muy 

probablemente necesarias para construir la respuesta deseada, pero no se sabe de 

antemano en qué consistirá esta respuesta. La problematización de la cuestión y la 

creación de la respuesta forman parte del proceso de estudio y deben ser consensuadas, 

realizadas, evaluadas y modificadas por la propia comunidad de estudio. Esta 

comunidad, que incluye a los alumnos y al profesor o profesores, ha de negociar su 

propio contrato de estudio, es decir, el reparto de responsabilidades en la toma de 

decisiones. Así, es importante que los alumnos puedan ser, en cada uno de los 

momentos, tan autónomos como sea posible, trabajando bajo la guía de los profesores o 

directores de estudio. Para que esto sea posible, es necesario, como decíamos 

anteriormente, que el motor del recorrido sea siempre la voluntad de responder a la 

cuestión problemática inicial y que existan medios disponibles en manos de los alumnos 

para asegurar el desarrollo del proceso de estudio. 

En el caso que nos ocupa, el de la introducción de la modelización algebraica en 

Secundaria, partimos de un determinado “saber a enseñar” (la evolución de praxeologías 

que hemos presentado en el capítulo anterior) para el que queremos diseñar procesos 

didácticos que faciliten su estudio, bajo ciertas condiciones institucionales dadas. La 

situación es pues inversa a la de los REI, en los que es la cuestión inicial y no la 

respuesta (el saber a enseñar) lo que debe primar en todo momento. Decidimos por lo 

tanto tomar como organización didáctica las actividades de estudio e investigación 

(AEI), que mantienen de alguna manera lo que podríamos llamar “el espíritu del REI” y 

responden a la restricción que nos hemos impuesto de partir, no del estudio de una 

cuestión, sino del estudio de un “contenido”. Esto no significa que no se deban buscar 

cuestiones problemáticas que motiven el estudio y otorguen a las praxeologías que se 

quieren estudiar una funcionalidad o razón de ser. 

En efecto, las AEI parten de una “situación del mundo” en la que aparece una cuestión 

problemática propuesta por el profesor en el aula, cuya resolución debería permitir, o 

incluso requiera, la reconstrucción de las praxeologías que se quieran enseñar. Bosch & 
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Gascón (2010) matizan al respecto las principales características de las AEI de la forma 

siguiente: 

En el caso de las actividades de estudio e investigación es importante subrayar que el 

momento del primer encuentro se retrotrae a una cuestión generatriz “en bruto”, en lugar 

de iniciarse con una tarea escolar ya depurada. Esto significa que la cuestión generatriz de 

una AEI, aunque sea sugerida por el profesor, no está permanentemente formulada sino 

que deberá evolucionar y “refinarse” a medida que es abordada por la comunidad de 

estudio. Tampoco es una cuestión que pueda resolverse llevando a cabo una tarea escolar 

previamente establecida y con una respuesta predeterminada. De hecho, las respuestas 

tentativas que vayan surgiendo deberán poder ser contrastadas por la propia comunidad 

de estudio, en lugar de delegar al profesor la responsabilidad de dicha evaluación. Este 

carácter adidáctico de la situación se refleja especialmente a lo largo del momento 

exploratorio que, a pesar de estar más o menos dirigido por el profesor, debe estar 

“guiado”, en todo caso, por la propia construcción de las respuestas tentativas y por la 

interacción con un medio adidáctico capaz de contrastar la validez de éstas, siguiendo la 

“dialéctica de los media y los medios”, fundamental en todo proceso de estudio.  

Sin embargo, no se deben olvidar las limitaciones que la implantación generalizada de 

este dispositivo puede acarrear. En Barquero (2009) se apuntan algunas: 

Llegados a este punto debemos destacar algunas limitaciones de las AEI: dado que el 

objetivo último de una AEI es la construcción de una OML [organización matemática 

local] previamente establecida, la cuestión generatriz es propuesta por el profesor en 

función de la OML “objetivo”. Ésta es, por lo tanto, una cuestión impuesta por 

necesidades didácticas y corre el riesgo de perder sentido, de subordinarse a la OML. 

Debemos destacar también que los alumnos no participan en el planteamiento y 

formulación de la cuestión; esta responsabilidad recae en la figura del profesor que elige 

la cuestión generatriz en base a una OML que considera como objetivo. 

En el caso del proceso de modelización algebraica que nos ocupa, podemos considerar 

que el MER presentado en el capítulo anterior constituye una primera descripción del 

saber a enseñar. Dado que este MER incluye contenidos matemáticos que se enseñan a 

lo largo de toda la educación secundaria, el diseño y experimentación de procesos de 

estudio basados en él toma aquí la forma de cuatro actividades de estudio e 

investigación que hemos experimentado en distintos cursos de secundaria, tal como se 

indica brevemente a continuación: 

1) Juegos de magia  

Este proceso de estudio se experimentó con alumnos de 2.º de ESO (13-14 años). Se distribuye 

en dos bloques, cada uno de ellos con un objetivo especifico. En el primer bloque se trabaja el 
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paso del ámbito aritmético a la primera etapa de modelización algebraica, es decir, la 

organización matemática que hemos denominado M1 en el capítulo 2. En el segundo bloque se 

trabaja el paso de M1 a las técnicas ecuacionales (M2’).  

2) Vamos de compras  

Este proceso de estudio se experimentó con alumnos de 2.º y 3.º de ESO (13-15 años) con el 

objetivo de mostrar una nueva forma de organizar el paso de la modelización algebraica a la 

modelización algebraico-funcional sin parámetros. La idea principal sobre la que se fundamenta 

la actividad matemática es la comparación de programas de cálculo sin el uso de técnicas 

algebraicas para resolver inecuaciones. Se retoma la noción de programa de cálculo aritmético 

desde una perspectiva de correspondencia (o aplicación) en lugar de como fórmula algebraica, al 

igual que ocurre en los juegos de magia. 

3) Estudio de un plan de ahorro 

Este proceso de estudio se experimentó con alumnos de 4.º de ESO (15-16 años) con el objetivo 

de mostrar una forma de organizar el desarrollo hacia la modelización algebraica con parámetros 

(M3). La actividad matemática consistió en la construcción de una fórmula que permite 

determinar el ahorro cuando, en un principio, todos los parámetros están fijados. Ante la 

imposibilidad de obtener el ahorro deseado, se tienen que modificar estos parámetros que 

asumen entonces también el papel de variables. 

4) Compra y venta de camisetas  

Este proceso de estudio se experimentó con alumnos de 1.º y 2.º de Bachillerato (16-18 años). El 

objetivo es determinar una descripción del posible paso entre los diferentes niveles de 

modelización algebraico-funcional. Debido a que esta experimentación se sitúa en la etapa de la 

secundaria no obligatoria, y su relación es más cercana al cálculo diferencial que al cálculo 

aritmético, el diseño matemático-didáctico del estudio, la descripción de las experimentaciones y 

su posterior evaluación no se desarrollarán en este capítulo sino que serán objeto de estudio en 

los capítulos 4 y 5.  

Utilizaremos tres niveles para describir el diseño de cada uno de los proceso de estudio 

mencionados. El primer nivel corresponde al de diseño matemático a priori y consiste 

en la concreción del modelo epistemológico de referencia (MER) que hemos presentado 

a lo largo del capítulo 2. El segundo nivel corresponde al de diseño didáctico y consiste 

en la descripción a priori del juego entre cuestiones y respuestas provisionales 

esperadas, así como la forma de organizar el estudio de este mapa de cuestiones en la 

institución considerada (la clase). En este segundo nivel prestaremos especial atención a 

tres aspectos básicos del cualquier proceso de estudio: cómo se hacen evolucionar las 

cuestiones, las respuestas y los elementos de estudio; cómo se gestiona la dialéctica de 
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los medios y los media, es decir, el acceso a nuevas informaciones (media) y la 

confrontación experimental de los resultados parciales que se van obteniendo en base a 

aquellos resultados que se consideran como “seguros”, “validos” y “estables” (medios); 

y, finalmente, cuál es la distribución de las responsabilidades entre los actores, profesor 

y estudiantes, del proceso de estudio. El juego entre cuestiones y respuestas 

provisionales permitirá dar visibilidad a la potencia de la situación problemática de 

partida, cuya descripción se apoyará en el primer nivel de diseño (MER).  

Finalmente, el tercer nivel de descripción corresponde a lo que podríamos llamar el 

nivel de observación clínica y consiste en la descripción y el análisis de la 

experimentación llevada a cabo. De este último nivel debe surgir una evaluación y 

revisión de las propuestas de los dos primeros niveles y, como consecuencia, una 

completación y mejora tanto del MER como del diseño a priori de las AEI.  

A lo largo de este capítulo, empezaremos describiendo las condiciones generales en las 

que se han llevado a cabo las experimentaciones. Presentaremos a continuación el 

diseño a priori y la experimentación de distintos procesos de estudio centrados en las 

dos primeras etapas del proceso de algebrización. Dedicaremos la cuarta sección al 

diseño y experimentación de un último proceso de estudio, que culmina en la tercera 

etapa del proceso de modelización algebraica y que en cierta forma permitiría articular 

el paso a la modelización algebraico-funcional, tema que abordaremos con mayor 

profundidad en los dos capítulos siguientes. Acabaremos con algunas conclusiones 

provisionales que se derivan de las distintas observaciones clínicas realizadas. 

 

2. Condiciones generales de las experimentaciones 

Los frutos de nuestra investigación van más allá de los resultados que podamos plasmar 

en esta memoria, ya que a lo largo de la elaboración de la misma se ha constituido y 

afianzando un grupo de investigación integrado por profesores de secundaria y de 

universidad, investigadores en didáctica de la matemática y la empresa Maths For More 

(www.mathsformore.com), creadora y desarrolladora de la Calculadora Simbólica Wiris 

(en adelante CSW). Esto ha sido posible gracias al proyecto de innovación docente de 

“Ajut pel desenvolupament de projectes de Recerca i Innovació en matèria educativa i 

d’Ensenyament formal i no formal” (ARIE) otorgado por la Generalitat de Catalunya 

dentro de la temática: “Les noves tecnologies com a eina vehicular de l’aprenentatge” 

http://www.mathsformore.com/
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para el curso 2004/05. Este proyecto nos proporcionó en primera instancia un equipo de 

profesores y de centros educativos para llevar a cabo las experimentaciones, que sigue 

funcionando a día de hoy y que ha crecido en número de profesores y centros. 

El objetivo del proyecto ARIE consistía en establecer un trabajo de diseño, 

implantación, análisis y contraste experimental de procesos didácticos que integraran la 

CSW y que, basados en un fundamento didáctico riguroso, garantizasen su viabilidad y 

eficacia, como paso previo para su difusión. Es importante destacar que la mayoría de 

los profesores que participan en el proyecto conocían previamente la CSW
2
 y algunos la 

usaban esporádicamente en sus clases, hecho que apoyaba la elección del instrumento 

informático a integrar en el aula.  

Señalamos aquí que la CSW es un software educativo cerrado, es decir, que no permite 

al usuario modificar su estructura ni sus funciones. Existen investigaciones que apoyan 

el uso de software abierto (Lewis, Brand, Cherry & Rader, 1998), argumentando que un 

software cerrado potencia las “cajas negras”, que ocultan los pasos intermedios en la 

realización de una tarea matemática, lo que comporta que el proceso de resolución sea 

esencialmente opaco para el estudiante. En nuestro caso este problema no se plantea, ya 

que en algunos casos los alumnos utilizan la CSW para llevar a cabo tareas que ya saben 

resolver con lápiz y papel y, por lo tanto, son conscientes de los pasos que ésta está 

realizando. Y, en otros casos, el papel otorgado a la CSW es el de medio para contrastar 

información o el de media que proporciona información para ser justificada y replicada 

por la comunidad de estudio. Dicho en otras palabras, en nuestras experimentaciones la 

CSW se integra como parte del instrumental matemático usado al lado del cálculo con 

lápiz y papel. 

La calculadora Wiris combina la potencia del cálculo simbólico de programas como 

Mathematica, Maple o Derive con una gran sencillez de uso, ya que estuvo inicialmente 

diseñada para ser utilizada en Secundaria. Los comandos son muy cercanos al lenguaje 

natural y a la sintaxis matemática escrita. Esto permite que los estudiantes puedan 

utilizarla sin demasiadas trabas. Éste es uno de los principales motivos para su elección 

como herramienta informática en la experimentación, además de por su difusión en la 

enseñanza secundaria en Cataluña, facilitada por su libre acceso (puede ser utilizada de 

                                                      
2 La mayoría habían realizado un curso de aprendizaje de la Calculadora Simbólica Wiris promovido por 

la Generalitat de Catalunya impartido por el profesor Antoni Gomà.  
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forma gratuita vía internet) y por la política gubernamental de apoyo a la herramienta
3
, 

que incluye formación específica para los profesores, material disponible para la 

comunidad educativa, ayudas a la innovación, etc. Artigue (2002), entre otros, ha 

mostrado la necesidad de que, desde la investigación, se tenga la posibilidad de 

modificar las herramientas informáticas para orientarlas a la enseñanza. En esta línea, el 

hecho de trabajar conjuntamente con los creadores de la CSW es una oportunidad para 

adecuar, mucho más, la CSW a la enseñanza de las matemáticas. 

La cohesión e infraestructura del grupo de investigación nos ha dado la posibilidad de 

realizar, aún y cuando el proyecto ARIE había finalizado, experimentaciones en 

diferentes centros de forma simultánea, permitiendo adaptar, parcialmente, el material 

en función de dificultades debidas a las características del grupo de clase o de 

restricciones impuestas por cada centro (interrupciones por motivos propios del centro 

como fiestas o excursiones, disponibilidad del aula de informática, etc.).  

Otro aspecto importante a destacar es la propia evolución de los profesores responsables 

de realizar las experimentaciones. A partir de las reuniones, puestas en común y 

descripción de experimentaciones previas, los profesores se han familiarizado con 

fenómenos didácticos a los que como agentes de la institución están sujetos; en 

definitiva, han ampliado su visión de la didáctica de la matemática como ciencia y la 

consecuencia más importante de este hecho es su capacidad para actuar en el aula en 

coherencia al objeto de investigación, improvisando acertadamente cuando aparece una 

dificultad no prevista en el diseño de los procesos de estudio.  

Para ayudar al lector a tener una visión global de todas las experiencias a las que nos 

referiremos, describiremos a continuación la situación y rasgos particulares de tres 

centros educativos donde se realizaron experimentaciones con observadores de forma 

más o menos sistemática y que serán las que nos permitirán un análisis más profundo a 

posteriori. Asimismo, existen otros centros educativos (IES Vall Hebrón, IES Pau 

Casals, IES Federica Montseny, etc.) que a lo largo de los años han participado en las 

experimentaciones, y a los que nos referiremos en los momentos apropiados. Estos 

últimos son los que se han tomado como grupos de validación de las experimentaciones 

que podríamos llamar “controladas”. 

                                                      
3 Estas condiciones de acceso libre se mantuvieron a lo largo de todos los periodos de experimentación de 

esta memoria que se extienden entre los cursos 2005/06 y 2008/2009. 
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Los Institutos de Enseñanza Secundaria de las proximidades de Barcelona en donde se 

realizaron de forma sistemática experimentaciones fueron el “IES Sant Andreu”
4
, con 

los profesores SA1 y SA2, el “IES Serra de Marina”
5
, con el profesor SM1 y el “IES 

Costa i Llobera”
6
, con los profesores CL1, CL2 y CL3. 

Los centros IES Sant Andreu y IES Serra de Marina comparten características similares 

en relación al tipo de alumnado y profesorado. El IES Sant Andreu nació en plena 

época de transición política. Su construcción como instituto público finalmente se 

produjo en 1976, aunque se gestó desde 1971 en plena época franquista. Fue un largo 

camino para conseguir un centro de Secundaria en uno de los distritos de clase obrera 

más poblados de la Ciudad Condal y que acogió a una gran mayoría de los inmigrantes 

llegados a Barcelona entre los años 50 y 70. Actualmente el centro acoge alumnos de 

entre 12 y 18 años, con un porcentaje elevado de alumnos inmigrantes de procedencia 

latinoamericana mayoritariamente. 

Por su parte el IES Serra de Marina es “más joven”, nació en el curso 1985-86 como 

extensión de un instituto público ya existente en el municipio de Vilassar de Mar. 

Actualmente el centro acoge alumnos de entre 12 y 18 años, y posee un porcentaje 

menor de alumnos inmigrantes en comparación al IES Sant Andreu.  

Finalmente, del IES Costa i Llobera creemos conveniente dar algunos rasgos más 

precisos en relación a su historia. La derrota de la República en la guerra civil no sólo 

provocó en Cataluña la pérdida de su identidad cultural y política, sino también la 

destrucción de la red de escuelas públicas y privadas que durante los años treinta habían 

fomentado una gran renovación pedagógica. El centro Costa i Llobera se fundó en 1958 

por un grupo de jóvenes cristianos en pleno franquismo, como una alternativa a la 

escuela pública estatal y con la idea de continuar la labor del movimiento de 

renovación. En el curso de 1988-1989 el centro se convirtió en un centro público. Las 

palabras de uno de los fundadores, para un reportaje conmemorativo por su décimo 

aniversario como centro público, expresan de forma clara la filosofía de este centro:
7
 

Durante todos estos años, la escuela se ha convertido en un símbolo de la nueva escuela 

catalana con vocación de servicio público y a la vez de cierto elitismo. 

                                                      
4 http://ies-santandreu.xtec.es/ 
5 http://www.xtec.es/ies-serra-marina/portada.htm 
6 http://www.costaillobera.org/ 
7 Publicado el 31/01/1999 en el diario el País de Catalunya. 

http://ies-santandreu.xtec.es/
http://www.xtec.es/ies-serra-marina/portada.htm
http://www.costaillobera.org/
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Aún y siendo actualmente un centro público, debido a su situación geográfica, el perfil 

predominante entre el alumnado corresponde a un nivel económico y cultural alto o de 

clase media. No existiendo así una gran diversidad social, pero sí cultural e intelectual, 

ya que el porcentaje de alumnos con discapacidades es más elevado que en la media de 

centros privados. El centro tiene dos ventajas heredadas de la escuela privada:  

- Su carácter experimental y sus aportaciones en programas piloto, le han 

permitido mantenerse como centro integral que abarca la formación educativa de 

los 3 a los 18 años, donde aproximadamente el 70% de los alumnos que finalizan 

el Bachillerato empezaron con 3 años en el centro.  

- Su capacidad para seleccionar al profesorado por medio de un sistema de 

concurso de méritos restringido, que le ha permitido seguir teniendo un equipo 

docente cohesionado. 

Además el IES Costa i Llobera posee un plan estratégico para la autonomía de centro
8
 

donde se define como objetivo:  

Mejorar la calidad del centro avanzando en los aspectos de cohesión y coordinación 

mediante la profundización de la gestión integrada (3-18 años) y de la organización de las 

etapas de Infantil, Primaria y Secundaria, haciendo incidencia específica en los cinco 

ámbitos del trabajo del Plan estratégico (Tecnología de la Información y la 

Comunicación(TIC), Lectura-biblioteca, Paso de etapa, Orientación y Educación medio-

ambiental y de la salud). 

 

3. Introducción al álgebra: primera y segunda etapa de la modelización algebraica 

En el primer apartado de esta sección mostraremos un posible estudio matemático a 

priori donde, además de explicitar las OM que aparecerán en el proceso de estudio 

según su caracterización en el capítulo 2, se mostrará qué tipo de cuestiones y 

problemas provocan la (re)construcción de cada OM. Esto nos proporcionará el material 

matemático mínimo para presentar el diseño de los procesos de estudio de los tipos de 

problemas considerados y de las experimentaciones que se desarrollarán a lo largo 

 

                                                      
8 El plan estratégico de un centro educativo es la concreción de sus objetivos durante un período de 

cuatro cursos escolares consecutivos, en el marco de su proyecto educativo y curricular y de los 

procedimientos de evaluación que provienen del plan de evaluación interna. Los centros que tienen un 

plan estratégico pueden disponer de una mayor autonomía para fijar sus objetivos, la forma de 

conseguirlos y los recursos necesarios.  
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de esta sección. Presentaremos inicialmente dos grandes tipos de procesos: uno en 

torno a la primera etapa del proceso de algebrización y otro en torno a la segunda. En 

ambos casos veremos una experimentación “piloto” que nos permitirá mejorar el 

diseño a priori para obtener una tercera propuesta más definitiva que se experimentó 

en los dos cursos escolares posteriores.  

 

3.1. Diseño a priori de una organización didáctica 

Tomaremos como sistema matemático inicial (S) una pequeña parte del sistema de 

los problemas aritméticos, limitándonos a los que llamaremos PCA “lineales” y cuya 

estructura puede asociarse a un programa de cálculo aritmético (PCA) que, una vez 

simplificado, puede expresarse simbólicamente en la forma canónica:  

PCA(n, a1,…ak) ≡ a·n + b  con a1,…ak, a, b, n ℚ. 

En el sistema S inicialmente considerado, los PCA son sólo procesos de cálculo que 

se ejecutan. Para provocar la transición de S a M1, primera etapa del proceso de 

algebrización descrita en la §2.1. del capítulo 2, hay que plantear cuestiones 

problemáticas que requieran considerar los PCA como objetos que se manipulan 

como un todo. Como hemos dicho anteriormente, el uso funcional del instrumento 

algebraico requiere poder situarse en M1 de manera habitual, pero no creemos que el 

tránsito de S a M1 sea inmediato ni “espontáneo”. Para ello, utilizaremos un tipo de 

problemas aritméticos formulados en un contexto particular y cuya resolución 

requiera de manera imprescindible el trabajo en M1.  

Consideramos un cierto tipo de “juegos de magia matemática” que se basan en la 

ejecución de un PCA dictado por un “mago”. Existen dos modalidades de juego:  

(i) Piensa un número y ejecuta el PCA que dicta el mago. Éste adivinará el resultado 

de la ejecución del PCA sin conocer el número pensado. Por ejemplo: 

Piensa un número, súmale el doble de su consecutivo, suma 15 al resultado y, por último, resta 

el triple del número pensado inicialmente. El mago adivina que has obtenido 17. ¿Cómo lo ha 

hecho?
 9

 

(ii) Piensa un número y ejecuta el PCA que dicta el mago. Si le dices el resultado 

obtenido, el mago adivinará el número pensado. Por ejemplo: 

                                                      
9 Ejemplo Pa1 de la §2.1. del capítulo 2. 
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Gabriel piensa un número, le suma 25, divide el resultado entre 2, resta 8 y lo multiplica todo 

por 3. Si al final obtiene 21, ¿qué número pensó Gabriel?
10

 

En ambas modalidades, para explicar el “truco del mago” hay que responder 

cuestiones tecnológicas que requieren la construcción y el trabajo en un modelo 

algebraico de los PCA considerados. Tomamos ambas modalidades de juegos de 

matemagia como punto de partida de un proceso de estudio para iniciar a los 

alumnos en el uso funcional del instrumento algebraico. La elección de este sistema 

“puramente aritmético” nos permitirá salvar posibles dificultades derivadas del 

“contexto”, es decir, de las distintas formulaciones concretas de los problemas 

abordados, que podrían convertirse en una fuente distorsionadora que enmascarase 

los verdaderos obstáculos así como el ajuste y pertinencia del diseño a priori al 

proceso de estudio. 

 

3.1.1. La simplificación como técnica explicativa 

El tipo de tareas problemáticas iniciales que hace el papel de cuestión generatriz del 

proceso de estudio puede formularse en los siguientes términos:  

T0: Dado un conjunto de juegos en los que el mago adivina el resultado de la 

ejecución del PCA (es decir, juegos del tipo (i)), ¿cómo explicar el truco que emplea 

el mago? ¿Cómo construir nuevos juegos para proponer a los compañeros?  

A partir de la indicación “Piensa un número” se plantean juegos como los siguientes: 

(1) Al número pensado, sumar el doble del número, sumar luego 75, dividir el resultado entre 3 y 

restar ahora el número pensado. ¡El resultado es 25! 

(2) Multiplicar el número pensado por 4, al resultado sumarle 684, dividir el resultado entre 2 y 

restarle el doble del número pensado. ¡El resultado es 342!  

Para dar respuesta a T0, aparece la necesidad de expresar por escrito el PCA para 

manipularlo y descubrir el truco. Después de los primeros conatos, se pone de 

manifiesto la importancia de que la expresión escrita del PCA no dependa del 

número concreto pensado, ya que el resultado final no depende de éste.
11

 La 

                                                      
10 Ejemplo P0 de la §2. del capítulo 2. 
11 De todas formas, como se observa en la sesión 3 del diario de sesiones de SM1 (cf. anexo B3) o en 

la sesión 1 del diario de sesiones de SA1 (cf. anexo B4), los alumnos se convencen demasiado 

rápidamente de dicha independencia ejecutando el PCA con algunos números concretos y viendo que 

siempre se obtiene el mismo resultado. La necesidad de establecer una prueba general debe entonces 

plantearla con énfasis el profesor. 
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secuencia de técnicas que permite escribir los PCA es operar paso a paso el PCA y, a 

continuación, escribir en línea todas las operaciones para calcular el resultado en un 

único paso.  

En estos juegos, el PCA asociado es equivalente a uno del tipo PCA(n, a1,…, ak) ≡ c. 

Para descubrir el truco es necesaria la manipulación del programa de cálculo 

aritmético mediante simplificación, que se convierte así en una herramienta 

explicativa y no en una tarea formal. El trabajo matemático se enmarca plenamente 

en M1, esto es, en la primera etapa del proceso de algebrización. 

 

 

 

Una vez caracterizados los PCA asociados a los juegos de magia de este primer tipo 

(PCA(n, a1,…, ak) ≡ c) se está en condiciones de empezar a abordar un nuevo tipo de 

tareas que consiste en inventar juegos propios y dictarlos a los compañeros. Este 

tipo de tareas permite institucionalizar la técnica de cancelación de términos, que 

surge para explicar los trucos de los juegos anteriores, y que aparece aquí como una 

herramienta “productiva de juegos”. Se basa en partir de las equivalencias básicas n 

– n ≡ 0 y n/n ≡ 1 y en generar juegos “simplicísimos” como: 

PCA(n, a):= n + a – n ≡ a  o bien  PCA(n, a):= (n a)/n ≡ a. 

A partir de estas expresiones se pueden construir PCA equivalentes de escritura 

inicial más compleja. Como hemos indicado anteriormente, las técnicas necesarias 

para este trabajo de “expansión ostensiva” de las expresiones de un PCA se basan 

esencialmente en la cancelación de términos y en las propiedades de las operaciones 

inversas (suma y resta, multiplicación y división). También es imprescindible para 

llevar a cabo este nuevo tipo de tareas, dominar la técnica de verbalización de los 

PCA, esto es, la técnica que permite enunciarlos verbalmente.  

 

3.1.2. Primeras limitaciones de la técnica de Análisis-Síntesis 

El recorrido de estudio continúa mediante la consideración de un nuevo tipo de tareas 

problemáticas que puede considerarse como un desarrollo de T0: 

 

M1’: Problemas que requieren la 

manipulación escrita de  

P(x,a1..,ak) = c + técnicas de 

simplificación. 

M1: Problemas que requieren 

la manipulación escrita de 

P(x,a1..,ak) + técnicas de 

escritura y simplificación. 

S: OM en torno a 

problemas 

aritméticos + A-S. 

 

 
Fig. 1 
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T1: Dado un conjunto de juegos en los que el “mago” adivina el número pensado a 

partir del conocimiento explícito del resultado de la ejecución del PCA (es decir, 

juegos del tipo (ii)), ¿cómo explicar el “truco” que emplea el mago en dichos juegos? 

¿Cómo construir nuevos juegos de este tipo para proponer a los compañeros? 

Aparece aquí, como en el caso anterior, la necesidad de escribir simbólicamente los 

PCA, lo que significa situarse en M1 o, para ser más precisos, en M1’. 

En efecto, se requiere escribir en línea todas las operaciones puesto que, 

formalmente, se trata de resolver una ecuación aritmética en donde la variable 

aparece únicamente en uno de los miembros:  

PCA(x, a1,…, ak) = c 

donde x hace el papel de incógnita y c es un dato conocido.  

Usando la técnica de ensayo-error podemos ejecutar el programa de cálculo 

aritmético, PCA(x, a1,…, ak), con algunos números concretos. Esta técnica es poco 

económica y puede llevarnos mucho tiempo antes de llegar a la solución, suponiendo 

que ésta exista. Para resolver este tipo de cuestiones es más eficaz aplicar la 

combinación de la técnica inversa (o de Análisis-Síntesis) y la técnica de 

simplificación. Es en este sentido que dichas técnicas pueden considerarse el germen 

de las técnicas ecuacionales. 

Ahora, aparece de nuevo un cuestionamiento tecnológico en torno a las condiciones 

de existencia de solución, rango posible para los parámetros y relaciones entre los 

parámetros y las incógnitas. En este punto pueden plantearse nuevas cuestiones de 

tipo tecnológico como por ejemplo:  

T1’: ¿Cuántos juegos diferentes (es decir, no equivalentes) podemos construir con las operaciones 

sumar 3, restar 12, multiplicar por 2 y dividir entre 3? 

Aparece la necesidad de establecer la forma canónica de los PCA lineales como 

herramienta para discernir cuándo dos juegos son diferentes, esto es, cuándo sus 

formas canónicas no son equivalentes. Surge así una nueva función de la forma 

canónica de un PCA que permite empezar a responder al problema de la jerarquía de 

las operaciones. Además, la noción de forma canónica permite dar a los alumnos 

criterios para saber cuándo se ha acabado de simplificar. 
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Este tipo de tareas tiene una doble función, por un lado, pretende ser útil para hacer 

un recordatorio/repaso de las “reglas básicas de simplificación” basadas en las 

propiedades conmutativa, asociativa y distributiva de las operaciones. Y por otro 

lado tiene la función de ampliar la razón de ser, dar un nuevo sentido, a la técnica de 

simplificación ya que permite dar respuesta a la nueva cuestión planteada. 

 

3.1.3. Comparar dos PCA: introducción al uso funcional del cálculo algebraico 

En la producción de “juegos de magia”, surge el problema de determinar si dos PCA 

son equivalentes (P(n, a1,…, ak)  Q(n, b1,…, bs)) o sólo iguales para determinados 

valores de n: (P(n0, a1,…, ak) = Q(n0, b1,…, bs) para algún n0). Ocurre así cuando 

algún alumno propone un juego de magia del tipo (i) que sólo es válido para el 

número que él ha pensado. Por ejemplo, al pretender que (2n + 5n + 20)/5 ≡ 11 

cuando, en realidad, la igualdad sólo es válida para n = 5. Podemos pues plantear un 

nuevo tipo de tareas: 

T2: Dados dos PCA, P(n, a1,…, ak) y Q(n, b1,…, bs),  

- ¿Cómo decidir si son equivalentes o no lo son?  

- En el caso de que no sean equivalentes, ¿pueden coincidir para algún valor de n?  

- ¿Cómo determinar, si existe, un valor n0 para el que P(n0, a1,…, ak) = 

Q(n0, b1,…, bs)?  

- En general, ¿para qué valores de n se tiene P(n, a1, …, ak) < Q(n, b1, …, bs)? 

Para responder a estas cuestiones no es suficiente con la comprobación para algunos 

casos particulares. Si nos restringimos al caso en que los dos PCA sean lineales y 

puedan simplificarse separadamente hasta expresarse en la forma canónica elemental 

a·n + b, entonces el trabajo de decidir si son o no equivalentes puede llevarse a cabo 

comparando las dos formas canónicas sin salirse de M1 y sin entrar en M2, que 

constituye el ámbito de la segunda etapa del proceso de algebrización descrita en la 

§2.2. del capítulo 2.  

 

 

 

M1: Problemas que requieren 

la manipulación escrita de 

P(x,a1..,ak) + técnicas de 

escritura y simplificación. 

M2: Problemas que requieren la 

igualación de dos PCA 

P(x1,x2,a1..,ak) = Q(x1,x2,b1..,bs) + 

técnicas de cálculo algebraico. 

 

 

M2’: Problemas que requieren  

P(x1,a1..,ak) = Q(x1,b1..,bs) + 

 técnicas de algebraicas (cancelación). 

Fig. 2 
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En el caso en que los PCA lineales no sean equivalentes, entonces la simplificación 

por separado de ambos PCA no es suficiente para responder a la cuestión T2 y es 

necesario recurrir al cálculo algebraico.  

En este momento se empiezan a construir de manera funcional las técnicas 

algebraicas que modifican profundamente el uso de los signos y, en particular, el 

significado del ostensivo “=”, entendido hasta el momento como indicador del 

resultado de ejecutar un PCA y que pasa ahora a representar un cierto tipo de 

equivalencia entre dos PCA.  

Aparecerá entonces en el proceso de estudio la necesidad de institucionalizar el 

concepto de ecuación, entendido como la igualdad entre dos PCA. Es importante 

mostrar que el objetivo de la actividad matemática no se centra en la resolución de la 

ecuación sino que ésta se plantea como una herramienta útil para responder a las 

tareas de T2. Es en este sentido que nos referimos a la introducción funcional del 

instrumento algebraico. 

En general, la justificación de las técnicas ecuacionales en la escuela se realiza en 

base a modelos concretos como pueden ser los modelos geométricos, la regla de las 

balanzas, etc. (Filloy, 1993; Rivero, 1987, entre otros). La mayoría de estos modelos 

tiene limitaciones, por ejemplo, acerca del ámbito numérico de los parámetros que 

configuran las ecuaciones. No abordaremos en este trabajo la dificultad que 

comporta la introducción del cálculo ecuacional, que se debe a la necesidad de 

modificar al mismo tiempo los dos miembros de la ecuación. Dejamos pendiente, 

para futuras investigaciones articular el trabajo aquí propuesto con la introducción 

del cálculo ecuacional. En las experimentaciones llevadas a cabo, este problema ha 

quedado a cargo de los profesores involucrados en la investigación. Creemos que 

este trabajo no debe realizarse al margen del tratamiento de los negativos que está 

desarrollando actualmente Eva Cid en su trabajo de tesis (Cid & Bolea, 2010). 

Llegados a este punto, el proceso de estudio que estamos describiendo puede tomar 

diferentes rumbos que sólo describiremos brevemente en este trabajo. Una de las vías 

a explorar es tomar las propiedades aritméticas y los sistemas de numeración como 

objeto de estudio, por ejemplo, proponiendo el estudio de las reglas de divisibilidad 

de los números, lo que requiere llevar a cabo una actividad en la que se utilizará la 

descomposición compleja de un número (n = 100·a + 10·b + c) para abordar 
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problemas de múltiplos y divisores. También se puede realizar un cuestionamiento 

acerca del dominio de resolución de las ecuaciones: ¿la solución siempre será un 

entero? ¿un racional? etc. Otra posibilidad sería iniciar un trabajo de modelización 

algebraica de sistemas extra-matemáticos, por ejemplo a partir de la construcción de 

fórmulas para describir patrones geométricos, sociales, etc. En Sessa (2005) 

encontramos una posible aproximación a estos desarrollos. La autora clasifica sus 

propuestas en dos temáticas: por un lado la “formulación y validación de conjeturas 

sobre los números y las operaciones”; y por otro lado la “producción de fórmulas 

para contar colecciones”.  

Otro camino potencial para el desarrollo del instrumento algebraico se basa en 

concebir los PCA, no sólo como un todo, sino como una estructura funcional (de 

correspondencia) que permite generar parejas de valores. Si retomamos la 

comparación de PCA contextualizados y nos preguntamos cuándo el valor numérico 

de un PCA es superior al del otro, la respuesta puede construirse a partir de la 

elaboración de una tabla comparativa. Los valores elegidos para construir la tabla son 

arbitrarios y suscitan nuevas preguntas como por ejemplo, ¿qué valores debo usar 

para las pruebas? ¿Cuántos debo calcular? ¿Cómo podemos saber si la tendencia 

cambiará? Todo ello nos lleva a la conclusión de que las tablas comparativas 

constituyen una herramienta limitada. 

Las gráficas de los PCA en unos mismos ejes permiten justificar los resultados de la 

tabla y dar respuesta a algunas de las cuestiones anteriores. Para dibujar las gráficas 

puede usarse, por ejemplo, una herramienta informática ya que proporciona 

fiabilidad y economía en las representaciones. En este trabajo, al menos inicialmente, 

la elaboración de las gráficas tiene un papel paramatemático, lo que significa que no 

se debe tomar la elaboración de una gráfica como objeto de estudio, es decir, como 

una tarea problemática. Los ejemplos siguientes muestran contextos donde la 

comparación de PCA aparece como una técnica para abordar la cuestión:  

(1) Dos tiendas de ropa del barrio han publicitado nuevas ofertas. En superfashion sobre el 

precio del artículo nos hacen una rebaja de 50 €, después un recargo del 12 % y finalmente un 

descuento de 6 €. En últimamoda sobre el precio del artículo nos realizan un aumento de 130 €, 

después un descuento del 23 % y finalmente un recargo de 8 € ¿Dónde es mejor ir a comprar? 

La oferta de superfashion se puede expresar con el PCA: P1(p, 50, 12%, 6):= (p – 50)·1.12 

– 6, donde p es el precio del artículo. De igual modo la oferta de últimamoda se puede 

expresar como: P2(p, 130, 23%, 8) := (p + 130)·0.77 + 8. 
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Fig. 3 

Gráfica de P1(p, 50, 12%, 8) y P2(p, 130, 23%, 6) 

A continuación construimos una tabla comparativa para diferentes precios: 

Precio Superfashion Últimamoda Ir a  

300.00 € 294.00 € 339.10 € Superfashion 

350.00 € 354.00 € 377.60 € Superfashion 

400.00 € 414.00 € 416.10 € Superfashion 

450.00 € 474.00 € 454.60 € Últimamoda 

500.00 € 534.00 € 493.10 € Últimamoda 

Tabla 1 

Obtenemos, con paciencia y unas cuantas pruebas más, una primera respuesta a la cuestión 

de qué tienda es mejor: para un artículo con precio menor a 486 €, la tienda Superfashion 

nos ofrece un precio final menor ahora si el precio inicial del artículo es mayor a 486 € es 

mejor ir a Últimamoda. Evidentemente el valor del precio 

de cambio se puede obtener también con la igualación de 

los dos PCA, así las ecuaciones son herramientas para 

obtener información pero por sí mismas no resuelven la 

cuestión formulada. Ahora parece lícito preguntarse ¿Cómo 

podemos estar seguros que esta tendencia no volverá a 

cambiar? La gráfica conjunta de los programas de cálculo 

aritmético (fig.3) permite corroborar que la tendencia no 

cambiará, apoyándonos en un razonamiento en términos del 

pendiente de las rectas.12 Además las gráficas permiten, fijado un precio inicial del artículo 

(p0), obtener de forma aproximada el valor del precio final de ventas para cada 

establecimiento. 

(2) Quiero invertir 200 €. El banco A me ofrece un 10 % del capital inicial y me hace un 

descuento de un 1 % en concepto de comisión a final de año sobre el capital de la cuenta. Por 

otro lado el banco B me ofrece un 1 % cada trimestre, me descuentan un 0.5 % a final de año en 

concepto de comisión sobre el capital final y me cobran 100 € de costes de gestión por la 

obertura de la cuenta. ¿Dónde es mejor abrir un plan de ahorro? 

La oferta del banco A se puede expresar con el PCA: 

PA(200, 10%, 1%):= 200·1.10t·0.99 t, donde t son los 

años de rendimiento del capital inicial. La oferta del 

banco B se puede expresar como:  

PB(200, 1%, 0.5%):= 200·1.0112t·0.995 t – 100 

La gráfica de cada uno de los programas de cálculo 

(fig. 4) permite dar una respuesta en función del 

tiempo de rendimiento del capital: si han pasado menos de 8 años el banco más rentable es 

el A, si han pasado 8 años o más, el banco más rentable es el B. Así que la decisión 

                                                      
12 En el ejemplo particular la explicación de la monotonía se puede realizar a partir de la expresión 

algebraica del PCA, pero en casos donde el PCA no sea lineal esta justificación no es válida. 

p0 

P1(p0) 

P2(p0) 

PA(C0, 10%, 1%) 

PB(C0, 1%, 0.5%) 

Fig. 4 



 

3. Introducción al álgebra: primera y segunda etapa de la modelización algebraica  

 

131 

depende de las expectativas de la persona que desea invertir y sus planes a futuro, en 

definitiva de cuándo tiene intención de cancelar el plan de ahorros. 

En cualquier caso, el paso a la tercera etapa de algebrización (que puede hacerse por 

múltiples caminos) supondrá un cambio radical de la actividad matemática y, como 

hemos descrito, puede ser la puerta de entrada a la modelización algebraico-

funcional. 

 

3.2. Síntesis del proceso de estudio para el curso 2006/07: la experiencia piloto 

En el curso 2006/07 se realizaron tres experimentaciones o Talleres en torno a los 

programas de cálculo. Cada experimentación permitió mejorar el diseño a priori de 

las posteriores experiencias, hecho que complica la descripción de la organización 

didáctico-matemática a priori. Además hubo que tomar en consideración dos grandes 

restricciones a las que tuvimos que someter el diseño del proceso de estudio: una es 

la adecuación del trabajo matemático con las imposiciones del currículum del primer 

ciclo de secundaria y otra es el bagaje algebraico que los alumnos adquieren en 1.º de 

ESO que es diferente según el centro educativo. 

Para evitar redundancias en la descripción del diseño a priori y la descripción de las 

experimentaciones, realizaremos esta tarea de forma conjunta. El proceso que 

describiremos a continuación debe ubicarse entre los apartados 3.1.1. y 3.1.2. del 

diseño matemático-didáctico descrito en la sección anterior.  

 

3.2.1. La introducción del álgebra: de los programas de cálculo a las ecuaciones 

La primera experimentación tuvo lugar con un grupo de alumnos de 2.º de la ESO 

del IES Costa i Llobera, a cargo de la profesora CL1. La experiencia se realizó 

dedicando tres sesiones semanales de un Crédito Variable
13

 de matemáticas del 

primer trimestre. Se inició el 20 de octubre del 2006 y finalizó el 27 de noviembre 

del 2006.
14

 De las tres sesiones semanales dos se realizaron en el aula de informática 

del centro agrupando a los alumnos por parejas. No se planteó el Taller como una 

                                                      
13 El DOGC núm. 1593 del 13.05.1992 en su artículo 9 caracteriza la noción de Crédito Variable 

como unidades cerradas e independientes, en general del resto de créditos. Indicando que estos 

créditos tiene la finalidad de que los alumnos consoliden y amplíen las capacidades y los 

conocimientos propios, atendiendo a su diversidad y teniendo presente los objetivos generales de la 

etapa y del área.  
14 Ver material de trabajo y diario de sesiones en el anexo B1. 



Capítulo 3    

La introducción del álgebra en Secundaria: diseño y experimentación de un proceso de estudio 

 

132 

actividad extraordinaria sino que se integró en el propio Crédito Variable. Es 

importante remarcar que no todos los alumnos de 2.º de ESO realizan este Crédito 

Variable, por lo tanto, este dispositivo puede usarse para trabajar conceptos o 

procedimientos que serán posteriormente reintroducidos en las clases de matemáticas 

habituales o bien que ya fueron estudiados. 

El esqueleto didáctico-matemático que siguió el Taller puede esquematizarse en tres 

grandes bloques donde cada uno de ellos responde al estudio de una cuestión 

problemática (Q0, Q1 y Q2). Pasamos a describir cada uno de los bloques diseñados a 

priori y su desarrollo empírico posterior. 

 

La simplificación (aritmética) como técnica explicativa  

Cuestión inicial Q0:  

Dado un programa de cálculo aritmético PCA, encontrar un PCA equivalente con el menor  

número de operaciones posible. 

No se puede plantear Q0 directamente: 

Q01: Pensad n y calculad PCA(n) “paso a paso” con la calculadora Wiris. 

Q02: Calculad PCA(n) “en una única línea” con Wiris y comprobad el resultado. 

Q03: Calculad PCA(n) “con el menor número posible de operaciones” en una única línea. 

Técnicas previstas: 

 Ejecución del PCA paso a paso con Wiris. 

 Ejecución del PCA “en una sola línea” con Wiris, trabajo con paréntesis y propiedades de las 

operaciones. 

 Simplificación del PCA. 

Gestos didácticos: 

 La noción de PCA equivalente funciona aquí de forma implícita. 

Desarrollo de la experimentación 

Antes de iniciar el Taller, los alumnos realizaron dos sesiones de introducción a la 

Calculadora Simbólica Wiris, básicamente sobre cómo entrar, cómo poner 

fracciones, etc. Asimismo, realizaron algunas otras sesiones de cálculo mental. 

En la primera sesión se trabajaron a la vez las cuestiones Q01 y Q02. La profesora 

dictó algunos PCA y los alumnos no tuvieron dificultad en pensar un número y 
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ejecutar cada orden paso a paso. Cuando se les pidió que escribieran las órdenes en 

una única línea, de manera que con un único “intro” en la CSW se realizasen todas 

las operaciones, los alumnos se inclinan por utilizar paréntesis en exceso.  

Se observa cómo la CSW se convierte en un medio de validación de las expresiones, 

al recaer sobre los alumnos la responsabilidad de corregir la respuesta y no sobre el 

profesor, como es habitual. Para ilustrar este hecho mostramos la pantalla de un 

alumno donde se observa en primer lugar la realización paso a paso de las 

operaciones; en segundo lugar, una escritura en línea errónea al no coincidir con el 

resultado esperado; en tercer lugar, la corrección de dicha expresión y su posterior 

comprobación trabajando con números decimales:  

El PCA dictado es: “piensa un número, súmale 7, multiplica el resultado por 5, 

réstale 18 y divide el resultado por 15”. 

 

También aparecieron diferentes escrituras usando la fracción para representar la 

operación de dividir permitiendo ahorrar paréntesis:  

 

En las sesiones segunda, tercera y cuarta se trató la cuestión Q03, se detectaron 

problemas en relación a la aplicación correcta de la jerarquía de las operaciones, los 

paréntesis y, en general, las técnicas de simplificación.
15

 Todo este trabajo se realizó 

sin introducir ningún símbolo no numérico. 

 

                                                      
15 Estos alumnos a finales de 1.º de ESO y principios de 2.º de ESO realizaron un trabajo de 

simplificación de expresiones aritméticas (trabajo con número negativos, simplificación de fracciones, 

etc.) y estaban por lo tanto familiarizados con estas técnicas.  

ejecución paso a paso, copiando 

manualmente en cada paso el 

resultado anterior 

1er intento de escritura en línea 

≠ 

2do intento de escritura en línea 

escritura en línea con nº decimales 
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La simplificación (algebraica) y el fracaso de la técnica de Análisis-Síntesis  

Cuestión Q1: 

Dado PCA y conociendo que PCA(n) = k, determinar n. 

Técnicas previstas: 

 Aplicar la técnica inversa (deshacer las operaciones del PCA). 

 Realizar pruebas (técnica funcional de bisección). 

 Simplificar el PCA y aplicar la técnica inversa. (Nota: Si se utiliza la CSW para simplificar se 

obtiene la forma canónica de la escritura polinómica de PCA(n)= a0+a1n + a2n
2 +…) 

Surgen nuevas cuestiones debido a que, en algunos casos: 

(1) Q1 no tiene solución: PCA(n) ≡ h ≠ k para todo valor de n ∈ ℤ.  

(2) Q1 tiene infinitas soluciones: PCA(n) ≡ k para todo valor de n ∈ ℤ. 

Nuevas cuestiones: 

Q11: Encontrad diferentes PCA de forma que PCA(n) ≡ k para toda n ∈ ℤ. 

Q12: Si queremos que PCA1(n) = PCA2(n), determinad para qué valores de n∈ ℤ es cierto. 

Técnicas previstas: 

 Introducción de la técnica de cancelación de términos.  

 Uso de la técnica combinada: simplificar, “cancelar” y técnica inversa. 

Desarrollo de la experimentación 

Desde la quinta hasta la decimotercera sesión se trabajó alrededor de la cuestión Q1. 

Ya en el transcurso de la quinta sesión apareció la necesidad de designar el número 

que buscamos por una letra en el momento que la técnica inversa fracasa. Esto se 

produjo cuando se planteó a los alumnos el problema: 

Encontrad un número tal que si a su cuádruple le sumamos 10 y al resultado le sumamos el 

doble del número, nos da 88. 

Los alumnos observaron, haciendo referencia a la simplificación verbal, que “el 10 

está en medio y así es muy difícil”, refiriéndose a la dificultad de obtener 

verbalmente la equivalencia “4n + 10 + 2n = 6n + 10” debido a la posición del 10 

entre los dos monomios con n. Se realizó entonces un trabajo paralelo de 

simplificación a mano y su corroboración con la CSW. 

En la octava sesión se puso de manifiesto la concepción del símbolo no numérico, 

que habían adquirido los alumnos, como variable o parámetro y no únicamente 
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como número concreto desconocido. Como tarea en casa para esta sesión los 

alumnos debían proponer PCA que dieran como resultado 50 (cuestión Q11). Para 

ello se les había proporcionado en la sesión anterior el ejemplo: “Piensa un número, 

súmale 50 y al resultado réstale el número que pensaste. ¿Qué obtienes?”  

Entre las propuestas de los alumnos aparecieron PCA que no eran equivalentes a 50 

sino que sólo cumplían la igualdad para un valor concreto de n. El uso de las técnicas 

de simplificación permitió determinar si los PCA inventados cumplían lo que se 

pedía. Para los ejemplos que no eran equivalentes a 50, se planteó el añadir o 

eliminar operaciones con el fin de convertirlo en el tipo de problema deseado. En 

este proceso los alumnos exploraron el juego entre operaciones contrarias (suma y 

resta, multiplicación y división) y el proceso de cancelación de términos.  

Gracias al uso de la CSW apareció de forma natural el cambio de los símbolos “×” y 

“:” utilizados en aritmética por la notación algebraica “·” y “/”. El siguiente dossier 

de una alumna ilustra la confusión a la que conduce la antigua notación, por ejemplo 

entre el signo multiplicativo y la letra x (fig. 5): 

 
Fig. 5 

Esta misma alumna transformó su escritura para el uso adecuado de la CSW del 

modo siguiente:  

 

La introducción de la nueva notación no es un proceso trivial. Por ejemplo aparece la 

dificultad de determinar cuándo puede omitirse el símbolo de la operación de 

multiplicación y cuándo no, dificultad que ilustra la siguiente sucesión errónea de 

operaciones que los alumnos supieron corregir:  

 
Los alumnos escribieron 8033 en lugar de 80·33 y 7833 en lugar de 78·33 

Se advierte aquí uno de los aspectos más importantes consecuencia del empleo de la 

CSW: las reglas de manipulación de los símbolos de las expresiones algebraicas no 

aparecen como una imposición del profesor, sino que responden a la necesidad de 
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adoptar unas convenciones de escritura estándar para hacernos “entender” por la 

calculadora.  

Es también en esta octava sesión cuando se plantearon ejercicios relacionados con 

Q12. Para justificar la técnica de cancelación la profesora recurrió al ámbito de la 

aritmética:
16

 

Profesora: Ahora nos molesta la n de 2n +10 = n +50, ¿cómo la podemos quitar? 

Alumno: Con el opuesto. 

Profesora: Restando n, 

2n +10 – n = n + 50 – n, 

2n – n +10 = n – n + 50, 

1·n +10 = 50, 

n = 40. 

Una alumna no lo entiende y la profesora expone el ejemplo numérico siguiente:  

8 = 8 

      -3 

?  = 5 

Profesora: hay que restar 3 también al otro lado, sino no daría igual. 

En la novena sesión se llevó a cabo la institucionalización del concepto de ecuación. 

No fue el objetivo del Taller en ningún momento introducir todas las técnicas de 

resolución de ecuaciones,
17

 pero sí un primer encuentro con las técnicas más básicas. 

La mayoría de alumnos al principio resuelven las ecuaciones por tanteo, aunque se 

puso de manifiesto en la decima sesión que esta estrategia podía no ser útil con el 

ejemplo siguiente:  

Hallar un número tal que si calculamos su triple da igual que su consecutivo: 

3n = n +1 

3n – n = n + 1 – n 

2n = 1 

n = 0.5 

Los alumnos que usaban la técnica de tanteo no hallaron esta solución ya que usaban 

únicamente números enteros, poniendo así de manifiesto las limitaciones de esta 

técnica. 

                                                      
16 A lo largo del capítulo 3 hemos traducido al castellano los episodios de clase, respuestas de los 

alumnos a los cuestionarios y el material de trabajo del Taller que fueron originariamente en catalán, 

ya que esto no comporta ninguna alteración en nuestro análisis y creemos facilita la lectura de la 

memoria.  
17 Recordemos que el Taller se desarrolló dentro de un Crédito Variable no cursado por todo el grupo 

de clase. Entre el primer y segundo trimestre estaba prevista la introducción y aprendizaje del cálculo 

ecuacional para todos los alumnos de 2.º ESO. 
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Pero la importancia de esta tarea fue más allá, ya que como indicó la profesora el 

valor obtenido no era una solución válida, debido a que no tiene sentido hablar del 

consecutivo de 0.5. Por lo tanto la respuesta final es que no existe ningún número 

entero que sea solución. 

Es importante remarcar que el trabajo en secuencias verticales que se realizó con la 

CSW dio lugar a una nueva estrategia para resolver ecuaciones con fracciones. En el 

proceso de estudio a esta técnica se la designó con el nombre de: “subir y bajar”. 

Veamos un ejemplo: 

Hallar un número tal que al multiplicarlo por 2, sumarle 20 y dividir el resultado 

obtenido entre 3 da el número pensado. 

La técnica de “subir y bajar” consiste en obtener la siguiente serie de ecuaciones 

equivalentes:  

 N         =     
3N – 20

2
  

    ↓ × 2                     ↑ ÷ 2 

   2N       =    3N – 20 

 ↓ + 20                                ↑ – 20 

        2N + 20   =       3N       es la más sencilla para trabajar ⇒ N = 20 

 ↓ ÷ 3                         ↑ × 3 

       
2N +20

3
     =        N 

Se elige la igualdad que parece más fácil de resolver (por ejemplo con la técnica 

inversa o por simple tanteo) y se obtiene la solución. 

En síntesis el estudio de la cuestión Q1 ha permitido introducir los principios 

generales de la técnica de cancelación, las nuevas convenciones de la escritura 

algebraica y el trabajo con ecuaciones equivalentes.  

 

Comparación de dos programas de cálculo aritmético  

Cuestión Q2:  

Dados PCA1 y PCA2 “contextualizados” (es decir, formulados a partir de situaciones  

extramatemáticas), determinar n tal que PCA1(n) = PCA2(n) 

Técnicas previstas: 

 Técnicas aritméticas (son útiles en algunos casos). 

 Identificación de las magnitudes de la situación, selección de la cantidad incógnita n, planteo de 

la igualdad entre PCA, resolución e interpretación. 

 Comparación de diferentes estrategias (diferentes ecuaciones para un mismo problema). 
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Nueva cuestión: 

Q21: ¿Cómo determinar si PCA1(n) ≡ PCA2(n)?  

Desarrollo de la experimentación 

Desde la decimocuarta hasta la decimosexta sesión se resolvieron problemas de 

planteo muy clásicos, sobre situaciones diversas, la mayoría en un entorno 

económico: edades, precios, descuentos, etc. (ver anexo B1). La profesora observó 

que aquellos alumnos que empiezan a escribir la ecuación en forma de árbol parece 

que tienen más facilidad para resolverla que con las reglas heurísticas de resolución 

de ecuaciones que ella daba habitualmente.
18

 También tuvo la sensación que los 

alumnos aprendieron más rápidamente las técnicas básicas para plantear los 

problemas. 

La decisión didáctica de que la mayoría de problemas de contexto fueran de 

naturaleza económica fue acertada, ya que permitió a los alumnos interpretar las 

operaciones intermedias y el trabajo con diferentes ecuaciones equivalentes para 

resolver un mismo problema. Se detectaron dificultades con las operaciones donde 

intervienen números negativos y en la resolución de ecuaciones cuando la incógnita 

aparece en los dos miembros de la ecuación. 

En la decimoséptima sesión, y última, se realizó una valoración oral del Taller. A 

continuación mostramos algunos de los comentarios que dieron los alumnos: 

o ¿Demasiado largo? NO. Debería ser más largo, habríamos aprendido más cosas, porque 

en un Crédito “rápido” como el que hemos hecho, algunas cosas te piensas que ya las 

sabes y después cuando las has de poner a prueba te das cuenta que no las sabes. No 

hemos “machacado” suficiente la resolución de ecuaciones. 

o ¿Os han quedado cosas por aprender? Algunas, la parte de la Wiris de las ecuaciones.19 
o ¿Habríais entendido todo igual si hubiésemos empezado con el Taller o, ha ido bien hacer 

primero cálculo mental? Ha ido bien hacer cálculo mental, no lo habríamos entendido 

igual. 
o Los alumnos comentan que han usado la CSW para hacer ejercicios de clase (que había puesto la 

profesora de deberes), algunos la han enseñado a otros compañeros de clases o hermanos 

mayores. Wiris te dice donde te equivocas y puedes rehacer los cálculos fácilmente.  

 

                                                      
18 Esta profesora hace más de 30 años que se dedica a la docencia del primer ciclo de Secundaria. 
19 La CSW dispone de un comando especial para resolver ecuaciones que la profesora no introdujo en 

clase pero que los alumnos podían utilizar si querían. 
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Resumen del cuestionario 

En el cuestionario que rellenaron los alumnos en la última sesión (ver anexo B1), se 

preguntó qué cosas les había ayudado a hacer la CSW y cuáles les habían costado 

más. Las respuestas de los alumnos a esta última cuestión son diversas: 

- Organizar las operaciones. Encontrar los signos. 

- El punto decimal al hacer divisiones para obtener el resultado en forma decimal y no en 

forma de fracción. 

- Encontrar el número para saber toda la operación [escritura en línea]. 

- El tema de las N.  

- Lo de las N que se habían de sumar o restar. 

- Hacer ecuaciones. 

- Resolver algunos problemas. 

En la segunda pregunta del cuestionario se les pedía que resolvieran un mismo 

problema con y sin la CSW. Se propusieron dos tipos de tareas, la primera 

correspondía a un problema del tipo PCA(n) = k y la segunda a uno del tipo PCA1(n) 

= PCA2(n). Las figuras 6 y 7 resumen las técnicas usadas en cada caso por los 

alumnos: 

 

 

 

 

 

 

 

En el caso de la resolución sin CSW, se observa que la técnica de “subir y bajar” se 

ha implementado con fuerza (13 de 15 alumnos) y que menos de la mitad resuelven 

los ejercicios correctamente. En la resolución con CSW, casi todos utilizan el 

comando de resolución de ecuaciones que les permite obtener automáticamente la 

respuesta correcta, y aparecen menos errores de escritura en línea.  

 Tarea sin la CSW   Fig. 6 Tarea con la CSW  Fig. 7 
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Citamos finalmente algunos de los comentarios de los alumnos en relación al Crédito 

Variable que completan los que surgieron en la valoración oral del último día: 

- El horario del curso lo cambiaría.20 

- La Wiris es una calculadora muy fácil y cómoda.  

- La Wiris me ha ayudado a hacer los deberes de las clases normales. 

- He aprendido a hacer ecuaciones y a entenderlas más o menos. 

- A veces el trabajo era bastante fácil. 

- He tenido que pensar bastante. 

- El final lo he encontrado complicado. 

- Cambiaría la velocidad en que se explican las cosas. 

- Querría hacer más cosas variadas con Wiris. 

En resumen se obtiene una valoración positiva de la herramienta informática y, 

aunque se ha puesto de manifiesto que el material y la organización temporal del 

Taller requieren cambios, se observa la impresión de mejora en la comprensión de 

los alumnos de las técnicas algebraicas. 

 

3.2.2. De los programas de cálculo aritmético al lenguaje funcional 

La experimentación tuvo lugar con un grupo de alumnos de 3.º de ESO del IES Costa 

i Llobera, a cargo del profesor CL2 La experiencia se realizó dedicando tres sesiones 

semanales de un Crédito Variable de matemáticas del segundo trimestre. Se inició el 

8 de enero del 2007 y finalizó el 6 de febrero del 2007.
21

 Todas las sesiones se 

realizaron en el aula de informática con un alumno por ordenador. No se planteó el 

Taller como una actividad extraordinaria sino que se integró en el propio Crédito 

Variable. Es importante remarcar que no todos los alumnos de 3.º de ESO realizaron 

este Crédito Variable. 

El esqueleto didáctico-matemático que siguió el Taller puede esquematizarse en 

cuatro grandes bloques donde cada uno de ellos responde al estudio de una cuestión 

                                                      
20 Era los lunes a primera hora (9h), los viernes a la última (15h50) y los jueves a media mañana 

(10h30).  
21 Ver material y diario de sesiones en el anexo B2. 
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problemática (Q0, Q1, Q2 y Q3)
22

. Pasamos a describir el diseño a priori de cada uno 

de los bloques y cuál fue su desarrollo real. 

 

La simplificación algebraica y la forma del número 

Cuestión inicial Q0:  

Dado un número entero n y un programa de cálculo aritmético PCA, ¿el resultado de  

PCA(n) será siempre un número entero? 

Tipos de tareas que se pueden plantear: 

 Q01: Proponer un PCA tal que PCA(n)  ℕ para toda n.  

 Q02: Proponer un PCA tal que PCA(n) no sea siempre un natural. 

Técnicas previstas: 

 Escritura del PCA, simplificación y expresión canónica (a·n + b, con a, b  ℚ). 

 Criterios de divisibilidad para estudiar en qué casos PCA(n) ≡ a·n + b ℤ.  

 Las primeras respuestas se sitúan en M1, es decir, usando técnicas aritméticas y las técnicas de 

simplificación. 

Gestos didácticos:  

 Es importante explicitar o acordar qué será admitido por la comunidad de estudio como prueba. 

Desarrollo de la experimentación 

Antes de iniciar el Taller, los alumnos realizaron algunas sesiones de introducción a 

la Calculadora Simbólica Wiris. 

En la primera sesión se presentó el Taller a los alumnos con el título: introducción al 

álgebra a partir de operaciones matemáticas: los programas de cálculo. Se decidió 

hablar explícitamente de “programas de cálculo”
23

 a causa de las dificultades que se 

detectaron, en la experimentación piloto anterior en 2.º de ESO, para gestionar la 

actividad. Dichas dificultades se ocasionaron al no disponer de un término para 

designar las tareas que se proponían a los alumnos. Por ejemplo, para designar los 

distintos PCA, la profesora decía: “veamos otro de esos”, “vamos hacer uno más 

como los del otro día”, etc.  

                                                      
22 Estas cuestiones no tienen relación directa con las presentadas en la §3.2.1. de este mismo capítulo. 
23 Omitimos “aritméticos” para evitar posibles confusiones a los alumnos y facilitar la comunicación 

oral de la comunidad de estudio. 
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El profesor dicta los PCA, los alumnos primero ejecutan paso a paso partiendo de un 

número concreto y, después en línea usando únicamente números. Se hicieron 

comentarios en relación al uso de los paréntesis, la jerarquía de operaciones, etc.  

A la vista de las producciones de los alumnos el profesor planteó la cuestión de 

determinar si el resultado del PCA es o no siempre un número entero (Q0). Así, en el 

segundo ejercicio (“Piensa un número, súmale 5, divide el resultado entre 3, 

multiplícalo por 4 y finalmente multiplica el resultado por 9”) aparecieron diferentes 

resultados, la mayoría enteros, excepto en el caso de algún alumno que al realizar las 

operaciones paso a paso y copiar los resultados parciales decimales, había ido 

perdiendo precisión:
24

  

 

Este caso en particular admite una justificación en forma verbal de por qué siempre 

el resultado será entero: 

No será decimal, ya que dividimos por 3 y luego multiplicamos por 9. 

El profesor planteó a los alumnos considerar el problema “en general”. Para ello era 

necesario no escoger un número en particular, así que propuso designarlo por n y 

realizar la comprobación de que la escritura en línea era correcta, usando la CSW. 

A lo largo de las sesiones segunda, tercera y cuarta se propusieron diferentes PCA y 

los alumnos debían ejecutarlos primero paso a paso, posteriormente escribirlos de 

forma genérica en línea y comprobar la validez de la escritura. En este último punto 

la CSW jugó un papel principal, ya que permitió salvar las diferencias entre las 

habilidades de los alumnos. Aquellos más inseguros, o que simplemente no 

dominaban suficientemente las técnicas de simplificación, tenían la ocasión de 

corregir por sí mismos su trabajo. No obstante, algunos alumnos, pocos, no 

realizaban la simplificación y copiaban directamente el resultado que mostraba en 

pantalla la CSW. En general, se detectó que los errores de los alumnos se basaron en 

una incorrecta aplicación de la propiedad distributiva del producto o de la división.  

                                                      
24 Esta situación podría derivar hacia un estudio de propagación de errores de representación del uso 

de las herramientas informáticas. Por no ser uno de los objetivos del Taller, sólo se indicó a los 

alumnos que siempre es mejor trabajar con fracciones para no perder información. 
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En el transcurso del proceso de estudio el profesor introdujo de forma imprevista 

para los observadores la noción de forma canónica (a·n + b) de un PCA lineal que, 

como veremos, fue adquiriendo gran importancia en el desarrollo del Taller. 

 

Comparación de la equivalencia de dos programas de cálculo aritmético  

Cuestión inicial Q1:  

Si PCA1(n) y PCA2(n) son dos programas de cálculo aritmético con las mismas operaciones  

presentadas en orden diferente, ¿en qué casos estos dos PCA son equivalentes? 

Tipos de tareas que se pueden plantear: 

 Buscar más variaciones de los PCA: decir si son equivalentes o no. 

 Buscar más PCA equivalentes a: “Pensar un número, súmale 3, réstale 12, multiplica el resultado 

por 2 y finalmente divide el resultado entre 3”. 

Técnicas previstas: 

 Simplificación de PCA (jerarquía de las operaciones, etc.), noción de expresión canónica o 

criterios de comparación (el criterio de comparación de dos PCA es el de igualdad de 

polinomios), organización y conteo de las forma canónicas obtenidas.  

Desarrollo de la experimentación 

En la quinta sesión se presentó a los alumnos diferentes PCA y se les preguntó si 

siempre darían el mismo resultado o no, sin olvidar la cuestión Q0 que se mantuvo 

viva y permitió un cuestionamiento de tipo tecnológico alrededor de la expresión 

canónica de cada PCA. 

A partir de tener en la pizarra: 

(N + 3 – 12)·2

3
  = 

(N – 9)·2

3
  = 

2·N – 18

3
  = 

2

3
 N – 

18

3
  = 

2

3
 N – 6;  

El profesor recuerda: primero los paréntesis, aplicamos la propiedad distributiva, 

simplificamos, ¿el 3 a quien divide? Los alumnos dicen que al 2 y al 18. A continuación 

pregunta cuando dará un número entero. Los alumnos empiezan a responder que cuando 

es par, un alumno dice que no es verdad ya que él había pensado el 8 y le había dado 

decimal. Otro dice que él había probado con el 9 y le daba cero. El profesor dirige la 

discusión recordando que en la forma reducida la división es quien decide si el número 

será decimal o no. Un alumno comprueba que 8/3 no es decimal […] Finalmente el 

profesor pregunta si pueden encontrar una regla, un alumno responde que el número debe 

ser divisible por 3. 
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Al final de la quinta sesión se institucionalizó la noción de programas de cálculo 

equivalentes como aquellos que tienen la misma expresión reducida o “forma 

canónica”.  

Durante las sesiones sexta y séptima los alumnos inventaron programas de cálculo 

equivalentes y se llevó a cabo una puesta en común del trabajo de comprobación de 

dicha propiedad. Cabe comentar que algunos alumnos perfeccionan sus 

comprobaciones con la CSW, ya que no verifican únicamente el resultado final del 

PCA, sino cada una de las sucesivas simplificaciones. Por ejemplo, para verificar si 

los pasos  

(n + 156 –3·n )·3 = (–2·n + 156)·3 = – 6·n + 468 

son correctos escriben en la CSW las órdenes:  

 

corroborando así el proceso de simplificación manual. 

En la octava, novena y parte de la décima sesión se contextualizaron los PCA en 

torno a los juegos de magia, donde el resultado de la ejecución del PCA era el 

número pensado o un número concreto. Para transcribir algunas de las órdenes a la 

CSW se requirió un trabajo explícito de la forma algebraica de nuestro sistema de 

numeración, por ejemplo en el juego de magia siguiente: piensa un número, 

multiplícalo por 2, suma 5 al resultado, multiplica la suma por 5, elimina la cifra de 

la derecha y finalmente resta 2 al número obtenido. ¡Te da el número pensado! La 

expresión algebraica de este PCA vendría dada por: 

PCA(n, 2, 5, 5, 2):= (n·2 + 5)·5 – eliminar la cifra de la derecha –  2 

el paso de “elimina la cifra de la derecha” es equivalente, en nuestro sistema de 

numeración, a decir “elimina la cifra de las unidades”. Así tras la simplificación de 

los primeros pasos del PCA se obtiene: 10·n· + 25  10·(n + 2) + 5, en esta expresión 

la eliminación de la posición las unidades se traduce en las operaciones aritméticas: 

resta 5 y divide entre 10, llegando a PCA(n, 2, 5, 5, 2):= ((n·2 + 5)·5 – 5)/10 –  2  n, 

justificando finalmente el truco del juego de magia. 

Los alumnos finalmente inventaron juegos de magia con alguna condición 

predeterminada. 
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Comparación de la igualdad condicionada de dos programas de cálculo 

aritmético  

Cuestión inicial Q2: 

Si PCA1(n) y PCA2(n) son dos programas de cálculo aritmético, ¿en qué casos estos dos PCA 

son equivalentes? 

Tipos de tareas que se pueden plantear: 

 Buscar más PCA equivalentes a uno dado. 

Técnicas previstas: 

 Simplificación de PCA (jerarquía de las operaciones, etc.). 

 Establecer criterios de equivalencia. En el caso de que no sean equivalentes (que será lo habitual) 

estudiar: (a) Si existe algún valor de n para el cual PCA1(n) = PCA2(n). Encontrar este valor y 

comprobar la igualdad; (b) En caso contrario, justificar por qué PCA1(n) y PCA2(n) son siempre 

diferentes. 

Desarrollo de la experimentación 

La cuestión Q2 no se planteó en el Taller. 

 

Comparación de dos programas de cálculo aritmético  

Cuestión inicial Q3:  

Plantear problemas que se resuelvan con una misma igualdad entre PCA, por ejemplo a  

partir de situaciones geométricas o económicas. 

Técnicas previstas: 

 Modelización de la situación mediante la expresión literal de dos PCA e igualación de estos.  

 Técnicas de resolución: simplificación, cancelación, etc. 

 Reinterpretación del resultado en términos del sistema inicial.  

Nueva cuestión: 

Q31: Pasar de los PCA a las funciones mediante la representación gráfica de los PCA (rectas  

iguales, rectas secantes o rectas paralelas)  

Desarrollo de la experimentación 

Durante la décima y principios de la decimoprimera sesión se repartió a los alumnos 

una tabla con la información de dos bancos para decidir en cuál de ellos era 
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preferible abrir un plan de ahorros. Un trabajo anterior con porcentajes ayudó a 

plantear el PCA asociado al rendimiento de las diferentes opciones de libretas donde 

se aplicaba un interés en diferentes periodos (anual, mensual,...). 

A finales de la decimoprimera, decimosegunda y decimotercera sesiones se llevó a 

cabo la comparación de ofertas de dos tiendas con el objetivo de decidir dónde era 

mejor comprar. En los primeros ejercicios las respuestas se apoyaron en la 

comparación de las expresiones canónicas:  

Tienda A Tienda B 

0.9·n + 3 (n + 10)·0.9 = 0.9·n + 9 

En aquellos casos en donde las formas canónicas eran equivalentes, se decidió que 

los criterios serían no matemáticos, como por ejemplo, la tienda que esté más cerca o 

la del dependiente más simpático. 

Finalmente los ejercicios donde no existe una respuesta general, sino que depende 

del precio del producto que vamos a comprar, se pidió en primera instancia rellenar 

una tabla para entender mejor la situación: 

 n PA PB  

100 

200 

300 

400 

500 

600 

50 

162 

274 

368 

498 

610 

185.1 

262.1 

339.1 

416.1 

493.1 

570.1 

PA < PB 

PA < PB 

PA < PB 

PA < PB 

PA > PB se ha invertido el signo 

PA > PB 

Tabla 2: Algunos alumnos actuando por bisección acotan que el precio a partir 

del que es más provechoso ir a la tienda A corresponde a 486 €. 

De la mano del profesor, los alumnos dibujaron los programas de cálculo asociados 

al precio de cada tienda y se realizó un trabajo de descripción e interpretación. Fue 

sorprendente la facilidad con la que los alumnos identificaron a qué magnitud 

correspondía cada uno de los ejes y la espontaneidad con la que interpretaron el 

punto de contacto con el momento en que el precio de las dos tiendas era el mismo. 

A lo largo de este proceso de estudio, las ecuaciones aparecieron como una 

herramienta más, sin especial relevancia para determinar el objetivo general de 

comparación de precios. Para finalizar se realizó un cuestionario-control que duró 

dos sesiones de clase.  
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Resumen del cuestionario-control 

En el cuestionario-control
25

 que rellenaron los alumnos en la última sesión, se les 

preguntó sobre qué cosas les había ayudado a hacer la CSW y cuáles les habían 

costado más. A la última de estas preguntas contestaron lo siguiente: 

- Los porcentajes y el cuadrado perfecto. 

- Los tanto por cientos semanales, mensuales, trimestrales,... 

- Los problemas del apartado de “tiendas” y algunas operaciones en general. 

- A veces tardaba mucho en escribir las operaciones. 

- Escribir los pasos, Wiris sólo da los resultados. 

- Entender las ecuaciones con Wiris.26  

- Hacer las tablas-gráficos y el sistema de guardar de Wiris. 

- Plantear los problemas. 

El uso principal de la CSW que hicieron los 12 alumnos del crédito variable fue de 

tipo operacional (calcular más rápido, hacer cálculos difíciles, operaciones grandes, 

con decimales,...). Son varios los alumnos que exteriorizan que el Taller les ha 

ayudado a entender mejor algunas cosas de matemáticas (ecuaciones, porcentajes,...). 

Sorprende el comentario de un alumno (no muy “exitosos” en matemáticas): 

Me ha ayudado a calcular más rápido, a controlar un poco más el ordenador e incluso 

a gustarme más las matemáticas. 

La segunda pregunta del cuestionario-control tenía dos partes, en la primera se pedía 

la construcción de un programa equivalente a uno dado y en la segunda, también se 

pedía un programa de cálculo equivalente pero con la restricción de que contuviese, 

como mínimo una vez, todas las operaciones aritméticas(+, –, /, ): 

 

 

 

 

                                                      
25 Ver anexo B2. 
26 Para que la CSW resuelva una ecuación no es suficiente escribir 3·x = 6, sino que debe usarse el 

comando resol(3·x = 6).   
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Problema equivalente              Problema equivalente con (+, –, /, )  

Observamos (figuras 8 y 9) que la mayoría de alumnos son capaces de responder 

correctamente a las dos cuestiones utilizando la CSW de forma apropiada. En el 

primer caso, algunos todavía se quedan en la ejecución de un PCA particular, 

mientras que en el segundo ya ninguno lo hace. En este segundo caso, la mayoría de 

alumnos (9 de 12) son capaces de establecer la forma canónica del PCA que 

proponen y algunos indican la formulación verbal del PCA como resultado final, 

siguiendo los ejemplos vistos en clase. 

La tercera pregunta del cuestionario-control era la comprobación de la veracidad o 

falsedad de la conclusión (“truco”) de un problema de “matemagia” que afirmaba 

que el resultado era siempre un número concreto. El gráfico siguiente (fig. 10) 

muestra las técnicas de los alumnos para probar la afirmación, ya que en general 

combinaron diferentes estrategias: 

 

Fig. 10 

Se observa que los alumnos no se limitan a una comprobación para un caso 

particular, sino que tienen en cuenta que la comprobación requiere del trabajo con la 

estructura algebraica adyacente al problema. 

En la cuarta pregunta del cuestionario-control se pedía a los alumnos la elección de 

un banco y una tienda entre dos propuestas posibles. Los alumnos usan la misma 

estrategia para resolver los dos problemas. En general las estrategias usadas son: 

Fig. 9 Fig. 8 
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(a) Ejecutan los PCA con algún valor concreto. 

(b) Crean los PCA, los reducen a su forma canónica (con Wiris o a mano) y 

realizan una tabla de valores para corroborar o ajustar su decisión. 

(c) Crean los PCA, los reducen a su forma canónica (con Wiris o a mano), 

resuelven la ecuación que surge de igualar los dos PCA y realizan una tabla 

de valores. 

Para acabar se pedía de forma optativa que se representaran en unos ejes de 

coordenadas los PCA, esta cuestión fue respondida por 7 de los 12 alumnos, uno de 

ellos indicó el significado de los ejes. 

Finalmente los alumnos hicieron algunos comentarios en relación al Crédito 

Variable: 

- Me ha gustado el tener un ordenador para cada uno. 

- He aprendido a usar la Wiris, es una pena que no haga todos los pasos.  

- Wiris hacía más fáciles las mates, lo entendías antes. 

- Te hace pensar, entiendes mejor las mates. 

- Me ha gustado trabajar con la Wiris y también los problemas de magia y eso de pensar un 

número. 

- Además de repasar lo que trabajamos en clases también hemos aprendido cosas nuevas. 

- Me gustaría más variedad de ejercicios. 

En resumen se obtiene nuevamente una valoración positiva de la herramienta 

informática y también queda plasmado en el proceso la adecuación de este Taller 

para realizar el paso hacia el mundo funcional, así como la constatación de que las 

ecuaciones son un caso particular de la comparación entre expresiones y, por lo 

tanto, no tienen un “estatus superior”, corroborando que el segundo nivel de 

algebrización no debe situarse en M2’ sino en M2. 

Queremos comentar un hecho que consideramos muy significativo. Tanto en esta 

experimentación como en la anterior, los profesores tomaron decisiones que 

modificaron en cierto sentido el diseño a priori inicialmente previsto. En el primer 

caso la profesora introdujo la técnica de “subir y bajar” que resultó muy productiva 

en la práctica (especialmente en la introducción del cálculo ecuacional). En este 

segundo caso la noción de “forma canónica” (de un PCA lineal) introducida por el 
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profesor en el análisis del resultado (entero o no) de un PCA, constituyó una 

expresión muy apropiada para institucionalizar posteriormente la técnica de 

comparación de PCA. 

 

3.2.3. Del álgebra al lenguaje funcional  

En esta sección describiremos brevemente la tercera experimentación piloto que tuvo 

lugar con un grupo de alumnos de 2.º de la ESO del IES Serra de Marina, a cargo del 

profesor SM1. La experiencia se realizó dedicando dos sesiones semanales de un 

Crédito Variable de matemáticas del segundo trimestre. Se inició el 7 de febrero del 

2007 y finalizó el 2 de mayo del 2007.
27

 La mayoría de las sesiones de puesta en 

común se realizaron en el aula de clase habitual y el resto en el aula de informática, 

donde se asignó un ordenador por parejas. No se planteó el Taller como una 

actividad extraordinaria sino que, al igual que en las experiencias anteriores, se 

integró en el propio Crédito Variable. 

El objetivo inicial de esta experimentación era mejorar el diseño de la organización 

didáctica del Taller de 2.º de ESO a la vista del análisis de las experimentaciones 

anteriores en el IES Costa i Llobera.  

Se empezó presentando a los alumnos las cuestiones Q01 y Q02 descritas en el diseño 

a priori de la §3.2.1.de este capítulo. Durante las sesiones primera, segunda y tercera 

los alumnos pusieron en juego el conocimiento sobre jerarquía de operaciones, 

paréntesis, el uso inadecuado del signo “=”, etc. Estas sesiones se desarrollaron de 

forma muy similar a las de las experimentaciones predecesoras. 

En la cuarta sesión se planteó a los alumnos que adivinasen el resultado de un PCA 

(cuestión Q1 descrita en el diseño a priori de la §3.2.1.). Para llevar a cabo esta tarea 

se requirió la introducción de un símbolo (“□”) o letra que permitiese simplificar la 

expresión algebraica del PCA.  

A lo largo de la quinta y la sexta sesión se realizó el momento de trabajo de la 

técnica de simplificación.  

En la séptima sesión se planteó el problema de determinar cuándo dos PCA son 

equivalentes (cuestión Q12 descrita en el diseño a priori de la §3.2.1.).  

                                                      
27 Ver material y diario de sesiones en el anexo B3. 
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De la octava hasta la decimotercera sesión la actividad de los alumnos giró en torno 

a la resolución de ecuaciones, es decir, la combinación de la técnica inversa y las 

técnicas de cancelación. Fue en este instante donde el Taller sufrió una distorsión no 

prevista a priori, debido a que los alumnos, de forma paralela y no coordinada con 

nuestra actividad en el Taller, empezaron a estudiar con el profesor habitual (distinto 

del profesor del Taller) el cálculo ecuacional. Así, los alumnos del Taller también 

estaban realizando en las clases de matemáticas habituales un trabajo de cálculo 

algebraico algorítmico, siguiendo lo establecido en el currículum escolar de esta 

etapa educativa, con instrucciones del tipo: pasar restando o sumando al otro lado del 

signo igual, “tachar” las x, eliminar denominadores, etc. Esto provocó en los alumnos 

una confusión entre técnicas y una mixtura de éstas, además de una pérdida del 

sentido global del trabajo que se les pedía en el Taller. El profesor del Taller intentó 

insistir en la dimensión más “justificativa” del trabajo realizado, pero los alumnos se 

resistieron a ello: “¿si ya sé hacerlo directamente porque tengo que explicar nada? 

Esto que hacemos es más largo y llegamos a lo mismo…”  

Se pensó que con los problemas de contexto se podría hacer resurgir el interés y la 

razón de ser del Taller. Después de la decimotercera, decimocuarta y decimoquinta 

sesiones vimos que esto no había sido así.  

Las dificultades con las que nos encontramos fueron de tal envergadura que no ha 

sido posible una revisión crítica del material de los alumnos, por no poder discernir 

con seguridad cuales eran las causas del fracaso en la resolución de ecuaciones por 

una gran parte de los alumnos. 

En las sesiones decimosexta
28

, decimoctava, decimonovena y vigésima, con la 

intención de redireccionar el Taller, se decidió tomar como nuevo objetivo la 

introducción al lenguaje funcional, es decir, se planteó a los alumnos la cuestión Q3 

descrita en el diseño a priori de la §3.2.2. del Taller que se realizó con los de 3.º de 

ESO. Se realizó un repaso de porcentajes y se llevó a cabo una comparación del 

mejor comercio donde ir a comprar, siguiendo una estructura casi idéntica a la de la 

experimentación de 3.º de ESO del IES Costa i Llobera.  

En resumen, se observó que el nuevo material de 2.º de ESO era adecuado para la 

introducción del símbolo no numérico, que el trabajo de justificación permite dar 

                                                      
28 La decimosexta sesión se destinó a la realización de un examen.   
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sentido al trabajo con expresiones algebraicas y facilitar su desarrollo hacia las 

desigualdades más que hacia las ecuaciones, apareciendo éstas como un caso 

particular del proceso de comparación como hemos dicho antes. Queda pendiente, 

como ya indicamos anteriormente (§3.1.3.), una revisión del material y el diseño de 

una organización didáctica más amplia que permita articular la introducción al 

álgebra con el cálculo ecuacional. 

 

Resumen del examen 

Al final de proceso de estudio se realizó un examen por parejas donde las tres 

primeras preguntas consistían en responder a la cuestión de si dos PCA podían dar o 

no el mismo resultado. Un análisis de las técnicas usadas por los alumnos muestra 

que 8 de los 9 grupos escriben los PCA en genérico con un cuadrado en lugar de una 

letra para designar el número pensado y sin un uso excesivo de paréntesis. En general 

los alumnos resuelven las ecuaciones de forma manual y 6 de los 9 grupos dan una 

respuesta correcta. El gráfico de la figura 11 resume las técnicas usadas por los 

grupos en cada ejercicio.  

La cuarta pregunta del examen consistía 

en inventar un juego de magia fijando 

cual debía ser el truco. En general, 8 de 

los 9 grupos escriben con palabras el 

juego de magia, aunque sólo 3 verifican 

con la forma canónica que se cumple la 

condición impuesta, el resto se conforma 

con la comprobación para un valor 

numérico concreto. Finalmente la quinta 

pregunta correspondió a una comparación 

de PCA en un contexto económico, sólo 5 

grupos respondieron a esta cuestión, 

aunque únicamente 2 de forma correcta.  

 

Fig. 11 
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3.2.4. Conclusiones preliminares en relación al diseño a priori 

En general, podemos considerar que la progresión de actividades propuestas se 

revela apropiada para nuestro objeto de estudio. Aunque se requiere una 

modificación del primer encuentro con los PCA introduciendo alguna noción como 

la de “juego de magia” o de “trabajo con programas de cálculo”, se observa que los 

tipos de tareas planteados provocan suficientes necesidades para justificar el trabajo 

de simplificación o de “complexificación” de expresiones, así como un mayor 

énfasis en las cuestiones que organizan las actividades.  

La decisión de mantener los PCA lo más “puros” posible, es decir, sin contexto 

extramatemático que pueda añadir dificultades de modelización también nos parece 

una decisión acertada. El trabajo con juegos de magia cumple este requisito y parece 

ser una buena herramienta para legitimar el trabajo de justificación. En efecto, al 

principio del proceso de estudio, el profesor debe guiar el consenso sobre qué será 

aceptado por la comunidad de estudio como “demostración”. De ahí la importancia 

del juego de magia que requiere una explicación convincente: ¿cómo puede ser que 

el mago adivine el resultado? ¿Cómo lo hace? ¿Sabré hacerlo yo? ¿Seguro que el 

truco me saldrá siempre, en todos los casos? 

De este modo, la tarea de inventar juegos de magia con alguna propiedad fijada tuvo 

dos grandes repercusiones. Por un lado, permitió hacer vivir la cuestión generatriz y 

mantenerse como motor del proceso de estudio. El trabajo de simplificación no fue 

una imposición del profesor sino que respondió a restricciones “externas” al contrato 

didáctico, por ejemplo para determinar el “tipo” de resultado (entero o no) de un 

PCA o cuando la simplificación de un juego muestra que éste sólo funciona para un 

número concreto y no para cualquier número pensado. Por otro lado, enfrentó a los 

alumnos a lo que podemos llamar la “técnica inversa de simplificación” o técnica de 

“ampliación ostensiva”, manteniendo estos dos sentidos fundamentales del cálculo 

algebraico – simplificación y “complexificación” – en el trabajo de transformación 

de escrituras. 

Aparece como aspecto importante, que no habíamos anticipado lo suficiente, la 

necesidad de nuevos ostensivos, en particular verbales, para llevar a cabo el trabajo 

propuesto en el Taller. La propia noción de PCA requería una expresión especial 
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para poder estructurar y comentar el trabajo realizado, la de “expresión reducida” o 

“forma canónica”. Volveremos más adelante sobre este punto. 

Como especificamos en el diseño del MER del capítulo 2, la introducción del trabajo 

algebraico necesita ampliar los significados de algunos ostensivos (como, por 

ejemplo, el signo “=”) y la substitución de algunos símbolos operacionales de la 

aritmética. Este cambio apareció como obstáculo didáctico debido a algunos hábitos 

“anticuados” de los profesores, por ejemplo, el uso de “:” o la barra “/” provocó 

confusión entre los números racionales y las expresiones racionales. De nuevo la 

noción de expresión canónica que surgió en boca del profesor CL2 nos parece una 

herramienta importante para tratar este tema.  

Creemos significativa la aportación de la profesora CL1 sobre la impresión de que el 

trabajo con juegos de magia ayudaba a los alumnos a plantear e interpretar mejor 

algunos “problemas de planteo”. Pero debemos tomar esta aportación con gran 

prudencia, por tratarse de un caso muy particular y aislado.  

Finalmente, no debemos olvidar que las experimentaciones anteriores fueron 

realizadas con pequeños grupos de alumnos y fuera de las clases de matemáticas 

habituales (en los llamados “Créditos Variables”). Creímos por lo tanto importante 

analizar el efecto que tendría esta forma de organizar la enseñanza en condiciones 

normales de clase. En la sección siguiente describiremos el nuevo diseño propuesto 

de la AEI y las experiencias realizadas en otras clases de matemáticas en distintos 

institutos. 

 

3.3. Síntesis del proceso de estudio para el curso 2007/08 

Con el objetivo de volver a poner a prueba el material rediseñado en el curso 2006/07 

se realizaron dos nuevas experimentaciones del Taller de introducción al álgebra, 

ambas con alumnos de 2.º de ESO.  

Los centros en los que se llevaron a cabo dichas experiencias fueron el IES San 

Fernando de la Comunidad Autónoma de Madrid a cargo del profesor SF1 y el IES 

Sant Andreu a cargo del profesor SA1. De la primera disponemos del diario de 

algunas de las sesiones escrito por el propio profesor. La segunda contó con un 

observador externo para la mayoría de sesiones (excepto las tres últimas). Por este 
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motivo analizaremos exclusivamente el desarrollo de esta última experiencia, aunque 

internamente la hemos ido contrastando con la primera.  

La experiencia en el IES Sant Andreu se realizó dedicando las cuatro sesiones 

semanales de la asignatura común de matemáticas en las tres líneas (A, B, C) de 2.º 

de ESO que tiene el centro. Nos limitaremos a describir la experiencia de uno de los 

grupos constituido por 28 alumnos. El Taller se inició el 8 de enero del 2008 y 

finalizó el 11 de febrero del 2008.
29

  

Algunas sesiones se desarrollaron en el aula habitual y otras en el aula de informática 

con un ordenador por alumno. En las sesiones en el aula de informática se dividía el 

grupo de clase en dos subgrupos, uno realizaba la sesión los miércoles y el otro los 

viernes. 

El esqueleto didáctico-matemático que siguió el Taller puede esquematizarse en 

cuatro grandes bloques donde cada uno de ellos respondía al estudio de una cuestión 

problemática (Q0, Q1 Q2 y Q3). Pasamos a describir cada uno de los bloques 

diseñados a priori y cuál fue su desarrollo real posterior. 

 

La simplificación algebraica como técnica explicativa:  

¿Cómo explicar los trucos de magia? 

Cuestión inicial Q0:  

Dado un juego de matemagia en el que se adivina el resultado sin conocer el número 

pensado. ¿Cómo explicar el “truco”? ¿Cómo adivinar el resultado? 

Tipo de tareas que se pueden plantear: 

En este tipo de juegos, se incluyen los casos: 

 

 

 

 

Técnica prevista (con Wiris) 

                                                      
29 Ver material de trabajo (este material ha sido traducido al castellano para poder ser experimentado 

en el centro de la comunidad de Madrid) y diario de sesiones en el anexo B4. 

o PCA(n)  b (El resultado es siembre b.) 

o PCA(n)  n (El resultado coincide con el número pensado.) 

o PCA(n)  an (El resultado es el doble, triple, etc. del número pensado.) 

o PCA(n)  n + 1 (El resultado es el consecutivo del número pensado.) 
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 Ejecutar paso a paso el PCA: para algunos casos muy sencillos se puede simplificar verbalmente 

el PCA y justificar así el porqué del truco. 

 Escribir en una única línea el PCA con el número pensado e intentar descubrir el truco. Es una 

técnica poco eficaz porque el cálculo depende del número inicial. 

 Escribir en una única línea el PCA para un número cualquiera (denotado por una letra o símbolo) 

y simplificarlo con Wiris (haciendo “intro”). 

 Escribir en una única línea el PCA para un número cualquiera (denotado por una letra o 

símbolo), hacer la simplificación a mano para explicar tanto el truco como lo que hace Wiris. 

Gestos didácticos: 

Estamos dentro de lo que llamamos primera etapa del proceso de algebrización, pasar de un PCA 

verbal a un PCA escrito válido para cualquier número. En principio, el problema de la denotación 

del número cualquiera no presenta demasiada dificultad a los alumnos, sobre todo si no se les impone 

una escritura determinada (x o n). Un símbolo muy útil es el cuadrado que deja el espacio interior en 

blanco para escribir cualquier número. 

Nuevas cuestiones: 

Q01: Inventarse nuevos juegos de matemagia y proponerlos a los compañeros. 

Técnicas previstas:  

 Considerar dos casos prototípicos de cancelación de términos: n – n = 0 y n/n = 1. 

 Se puede empezar pidiendo juegos que siempre den 15 o que siempre den el número pensado. 

Gestos didácticos: 

Este trabajo es muy importante como ya comentamos anteriormente, especialmente porque obliga a 

los alumnos a verbalizar los PCA y a “complicar” expresiones en lugar de simplificarlas. 

Desarrollo de la experimentación 

La primera sesión se realizó en el aula habitual de clase, se presentó el Taller a los 

alumnos con el título: Iniciación al álgebra. El profesor hizo mucho énfasis en la 

importancia del tema que iban a tratar, en que deberían entregar la libreta al final y 

que ésta contaría para la nota del trimestre. El profesor introdujo el Taller diciendo: 

Hoy haremos de magos, mejor dicho haré de mago, vosotros debéis adivinar como lo 

hago [...]. La gracia es descubrir como he hecho para adivinar vuestro número, 

tendréis que explicar cómo sé lo que da el resultado o bien cómo sé el número que 

habéis pensado. 

Después dictó diferentes juegos de magia que los alumnos debían ejecutar: cada uno 

pensó un número, el profesor les indicó una serie de operaciones para realizar y, a 
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partir del resultado que obtenían, el profesor adivinaba el número que habían 

pensado (caso PC(n)  n + 1, por ejemplo) o adivinaba directamente el resultado 

final (caso PC(n)  k).  

Durante este proceso los alumnos no conocían explícitamente el truco. Después de 

unos cuantos aciertos por parte del profesor, un estudiante lo reveló: “restar uno al 

número que te dicen”. Por lo tanto de forma natural surgió la pregunta siguiente 

formulada por el profesor:  

¿Y cómo sé yo que restando uno será lo mismo que todas las operaciones que hemos 

hecho? 

Empezó en este punto un trabajo de simplificación de las operaciones realizadas, aún 

sin introducir un símbolo no numérico. Se hizo hincapié en los usos del signo “=” 

por parte de los alumnos, así como algunas de las simplificaciones verbales que 

realizaron de las operaciones sin tener en cuenta la jerarquía de las operaciones.  

La segunda sesión se desarrolló en el aula de informática con un ordenador por 

alumno. Estos alumnos no habían utilizado anteriormente la Calculadora Simbólica 

Wiris, así que al principio de la sesión se les explicaron las órdenes básicas. El 

trabajo que se propuso en esta sesión fue descubrir qué hace el mago. Para ello, se 

indicó a los alumnos que primero debían escribir las operaciones seguidas usando los 

paréntesis y corroborar la escritura, a partir del resultado del juego de magia aplicado 

a un número concreto.  

Para la puesta en común del trabajo realizado, el profesor obligó a los alumnos a 

cerrar los ordenadores y que atendieran a las explicaciones. Se realizó una reflexión 

sobre los paréntesis, su importancia y utilidad.  

En la tercera y la cuarta sesión se puso en común en el aula habitual las diferentes 

expresiones en línea de los juegos de magia, prestando atención al abuso de 

paréntesis y al trabajo de reducir las operaciones, es decir, de simplificación. Para los 

primeros ejercicios no fue necesario cambiar el número pensado por ningún símbolo 

no numérico.  Pero en el momento en que los alumnos usaron el número pensado 

para realizar una operación de simplificación se produjo la necesidad de 

intercambiarlo por algún símbolo (p.e. “□”). Dado que cada alumno pensaba un 

número distinto se consiguió introducir la letra bajo una noción cercana a la de 

variable o parámetro en lugar de cómo número concreto desconocido o incógnita. 
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En general, se observó que los alumnos tienen dificultades para aplicar la propiedad 

distributiva, sobre todo en las operaciones donde intervienen números negativos.  

Durante la quinta sesión que se desarrolló en el aula de informática se siguió 

trabajando la técnica de simplificación, con la peculiaridad de que la CSW obligó a 

cambiar el símbolo “□” por una letra que se dejó escoger por los alumnos: x, a, n, y, 

etc. Los errores de los alumnos permitieron iniciar una discusión acerca de qué es 

una prueba y de cuándo se ha demostrado un fenómeno: no basta con un número 

finito de casos, cómo estar seguro de haberlos considerado todos, etcétera. 

En la sexta sesión se continuó profundizando y practicando la técnica de 

simplificación, aunque sin ordenador. 

En las sesiones séptima y octava se lanzó la cuestión Q01 a los alumnos 

enmarcándola en un concurso por grupos. Esta actividad se valoró por parte del 

profesor como muy útil ya que ayudó a los alumnos a dominar la técnica de 

simplificación, pero desafortunadamente en el grupo de 2.º de ESO en el que nos 

estamos centrando para describir el proceso de estudio, esta actividad supuso una 

pérdida de sentido del Taller, ya que los alumnos se “cegaron” por la competición y 

buscaron juegos de magia demasiado complicados y difíciles de simplificar y 

justificar. No se había introducido ninguna regla en el juego para evitar esta dinámica 

que, de todos modos, sólo se dio en este grupo. 

 

Comparación de la equivalencia de dos programas de cálculo aritmético  

Cuestión inicial Q1:  

Si PCA1(n) y PCA2(n) son dos programas de cálculo aritmético con las mismas operaciones 

presentadas en orden diferente, ¿en qué casos estos dos PCA son  equivalentes? 

Técnicas previstas:  

 Simplificar PCA1 y PCA2 por separado y compararlos. Aquí se trabaja con la expresión canónica 

de un PCA, sin decirlo explícitamente. 

Tipos de tareas que se pueden plantear: 

 Buscar más variaciones de los PCA y decir si son equivalentes o no. 

 Buscar más PCA equivalentes a: “Pensar un número, súmale 3, réstale 12, multiplica el resultado 

por 2 y finalmente divide el resultado por 3”. 
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Gestos didácticos: 

Aquí aparece la noción de “equivalencia de dos PCA”. Esta noción, si se hace explícita, se puede 

utilizar más adelante para justificar la resolución de ecuaciones.30 

Desarrollo de la experimentación 

Se emplearon la novena y decima sesiones para responder a la cuestión Q1 

enmarcando esta actividad dentro de la temática de juegos de magia
31

. No podemos 

aportar información de lo transcurrido en estas sesiones por falta de suficientes datos 

empíricos. 

 

La técnica de Análisis-Síntesis: 

Adivinar el número inicial de un PCA dado el resultado final 

Cuestión Q2:  

Dado un PCA del que conocemos el resultado final. ¿Podemos adivinar el número inicial? 

¿Cuándo sí, cuándo no? ¿Por qué? 

Tipos de tareas que se pueden plantear: 

 Si PCA(n)  an + b, con a ≠ 0, la ecuación resultante es an + b = k con k conocido. 

 Si PCA(n)  b (caso a = 0), no se puede adivinar el número pensado. 

Técnicas previstas: 

 Escribir en una única línea el PCA para un número cualquiera (denotado por una letra o 

símbolo), simplificarlo y utilizar la técnica inversa (“subir y bajar”).  

 Se puede intentar resolver el caso directamente sin simplificar previamente, pero esta técnica es 

muy limitada. 

Desarrollo de la experimentación 

Durante la decimoprimera y la decimosegunda sesión los alumnos se convirtieron en 

magos.
32

 Al intentar aplicar la técnica inversa sin simplificar previamente 

(denominada por la comunidad de estudio: “marcha atrás”) se puso rápidamente de 

                                                      
30 Cuando resolvemos una ecuación PCA1(n) = PCA2(n), en algunos casos cambiamos cada miembro 

de la ecuación por un PCA equivalente, en otros casos (por ejemplo cuando “pasamos un número 

restando al otro lado del signo igual”) cambiamos la igualdad por una igualdad equivalente (los 

nuevos PCA no son equivalentes a los anteriores). 
31 Ver material sesión 3 al principio del anexo B4. 
32 Ver material sesión 4 al principio del anexo B4. 
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manifiesto su fracaso, así que se introdujo como nueva técnica la combinación de la 

simplificación seguida de la “marcha atrás”.  

 

Comparación de la igualdad condicionada de dos programas de cálculo 

aritmético  

Cuestión inicial Q3:  

Dados dos PCA de los que no conocemos el resultado final pero sí sabemos que coinciden 

 para un determinado número inicial. ¿Podemos adivinar este número? ¿Cuándo sí, cuándo  

no? ¿Por qué? 

Técnicas previstas: 

 Escribir en una única línea el PCA para un número cualquiera (denotado por una letra o 

símbolo), simplificarlo, aplicar la técnica inversa y ver que sigue fracasando.  

 Para poder avanzar, se deben modificar los dos miembros de la ecuación “cancelando” las n en el 

miembro de la derecha o en el de la izquierda.  

 En esta sesión se está introduciendo la resolución de ecuaciones del tipo an + b = cn + d, que ya 

completa todos los casos de ecuaciones “sencillas” de primer grado.  

Desarrollo de la experimentación 

Durante la decimotercera y decimocuarta sesión tampoco existió observador externo 

y únicamente sabemos por el profesor que se introdujo la técnica de cancelación.
33

 

Finalmente se hizo una última sesión para realizar un examen. Después del examen 

los alumnos retomaron la actividad de clase habitual resolviendo los problemas de 

contexto que se proponían en su libro de texto. El profesor comentó que el trabajo 

realizado ayudó a la resolución de dichos ejercicios, pero no aportó más información 

al respecto. 

 

3.4. Las experimentaciones del curso 2008/09 

En el segundo trimestre del curso 2008/09 se realizaron dos nuevas 

experimentaciones del mismo Taller de introducción al álgebra que acabamos de 

describir con alumnos de 2.º de ESO. Los centros en los que se llevaron a cabo 

dichas experiencias fueron: 

                                                      
33 Ver material sesión 5 al principio del anexo B4. 



 

3. Introducción al álgebra: primera y segunda etapa de la modelización algebraica  

 

161 

- el IES Federica Montseny
34

 a cargo de la profesora FM1, donde se inició el 

Taller el 3 de febrero del 2009 y finalizó el 27 de marzo del 2009 con las dos 

líneas de 2.º de ESO del centro (en grupo A formado por 18 alumnos y el 

grupo B formado por 25 alumnos). 

- el IES Vall Hebrón
35

 a cargo del profesor VH1, donde se inició el Taller el 16 

de febrero del 2009 y finalizó el 31 de marzo del 2009 enmarcado en un 

crédito variable de 2.º de ESO constituido por 14 alumnos. 

Se facilitó a los profesores el material con algunas indicaciones
36

 de las 

experimentaciones anteriores, la descripción a priori del proceso de estudio, así como 

los diarios de sesiones con algunos comentarios para la guía del proceso de estudio.  

No disponemos de información del desarrollo sesión a sesión de ninguna de estas 

experimentaciones. Además cada profesor elaboró su propio examen para evaluar el 

proceso de los alumnos, el cual se realizó sin el uso de la CSW.  

En la experimentación del IES Federica Montseny se planteó un examen parecido al 

del IES Sant Andreu del curso 2007/08. De un análisis de los resultados obtenidos se 

observa que los alumnos no tienen dificultades en trabajar con expresiones 

algebraicas, una gran parte de los alumnos aplican de forma bastante correcta la 

combinación de la técnica de simplificación y la técnica inversa. En cambio los 

alumnos que han asumido la combinación de las técnicas de simplificación, de 

cancelación e inversa, constituyen una clara minoría.  

Por el contrario el examen en la experimentación del IES Vall Hebrón estaba 

formado exclusivamente por problemas de planteo ya que las ecuaciones fueron 

evaluadas en la asignatura de matemáticas del curso. En el análisis de los exámenes 

de los alumnos se observa que una gran mayoría sigue valiéndose de técnicas y 

razonamientos aritméticos para resolver los problemas. 

En el cuestionario común  que utilizamos para evaluar la dinámica del Taller de estos 

dos centros (ver anexo B9), se observó lo siguiente: 

                                                      
34 http://iesfedericamontseny.es/ Este instituto público, laico y pluralista acoge alumnos de 12 a 18 

años, con un alto porcentaje de inmigrantes y está ubicado en una de las ciudades con menor renta per 

cápita de Cataluña. 
35 http://www.xtec.es/iesvallhebron/ Este instituto público, laico y pluralista, posee una oferta amplia 

de estudios: ESO, Bachillerato y Ciclos Formativos (de grado medio, superior y ocupacional). Este 

centro acoge un gran porcentaje de inmigrantes de países bálticos y de procedencia asiática. En el año 

2007 fue aprobado su plan estratégico otorgándole así una mayor autonomía de gestión. 
36 Ver anexo B4. 

http://iesfedericamontseny.es/
http://www.xtec.es/iesvallhebron/
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▪ La mayoría de los alumnos valoran el Taller como “largo”. Los alumnos de grupo 

B del IES Federica Montseny consideran que hubo más contenido teórico que 

práctico, en cambio los del grupo A y del IES Vall Hebrón hacen la consideración 

contraria. 

▪ La dificultad es valorada dentro de la normalidad por todos los alumnos, aunque se 

observa una gran desviación típica. El 28% de los alumnos indican “la dificultad” 

como aspecto que menos les ha gustado. También coinciden en que la CSW es un 

instrumento fácil de usar y ayuda al desarrollo del Taller. 

▪ Los alumnos de IES Vall Hebrón consideran que se ha realizado mucho trabajo en 

casa y en clase y que el uso del ordenador fue elevado. Los alumnos del IES Federica 

Montseny consideran por su parte que la cantidad de trabajo en casa ha sido normal y 

que hubo poco uso del ordenador. 

▪ Los alumnos de grupo A del IES Federica Montseny consideran que el realismo del 

Taller es normal, en cambio los del grupo B y los alumnos del IES Vall Hebrón lo 

consideran como más realista de lo normal. Aunque todos están de acuerdo en que 

muestra “la utilidad de las matemáticas” y valoran positivamente el trabajo en grupo 

manifestando que no tienen dificultades en repartirse las tareas.  

▪ En relación a los dos aspectos del Taller más interesantes en las dos 

experimentaciones se coincide bastante. En primer lugar encontramos “el trabajo con 

ordenador” que es mencionado por el 40% de los alumnos en el IES Federica 

Montseny y el 28% de los alumnos de IES Vall Hebrón. Asimismo, en ambos 

centros el 14% de los estudiantes “uso de la CSW”. En segundo lugar se sitúa “el 

trabajo en grupo” mencionado por el 30% de los alumnos del IES Federica Montseny 

y el 21% de los alumnos de IES Vall Hebrón.  

Finalmente el 28% de los alumnos del IES Vall Hebrón destacan como interesante 

“el aprendizaje de las ecuaciones”. En el IES Federica Montseny encontramos que 

también el 28% hacen referencia a los aspectos matemáticos trabajados en el Taller, 

aunque las respuestas fueron más variadas: “aprender álgebra”, “el contenido 

teórico”, “aprender a hacer ecuaciones” y “saber despejar una incógnita”.  

▪ Como aspectos menos interesantes del Taller aparecen: muy largo, muy corto, las 

explicaciones teóricas, las ecuaciones, los problemas, muchas fichas, etc. 
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En las cosas que cambiarían del Taller sugieren: más corto, más largo, hacer menos 

deberes, más teoría, cambiar las letras por números, ejercicios muy repetitivos 

cambiarlos y que sean más variados, etc.  

Para acabar los comentarios generales que encontramos fueron: 

- ha sido un poco rollo, 

- si no te enteras a la primera es difícil, hay muchas maneras de hacerlo y te lías, 

- me gusta las operaciones con ordenador, 

- trabajar en parejas va muy bien porque se aprende compañerismo y como nos repartimos 

las tareas el trabajo no es tan excesivo. 

En síntesis, y a pesar de la poca información obtenida, estas dos últimas 

experimentaciones nos permiten confirmar la viabilidad del Taller en clases 

normales y dentro de la programación habitual del curso. A los profesores les pareció 

una buena introducción al trabajo con expresiones algebraicas y al cálculo 

ecuacional. En la reunión con los diferentes profesores, algunos apuntaron que el 

trabajo con ecuaciones se había simplificado, sin duda porque un gran número de 

cuestiones (simplificación, cancelación, uso de letras, etc.) – en definitiva el trabajo 

en M1 – habían sido abordadas previamente. El paso por M1 parece pues mejorar la 

transición entre S y M2’ (ecuaciones con una incógnita).  

Una profesora comentó que le parecía que este tipo de enseñanza había sido útil para 

una mayor parte de alumnos en referencia a que: “Había más alumnos que seguían la 

clase, tanto en el Taller como en las sesiones de trabajo con ecuaciones”.  

También se señaló, tal vez más por parte de los investigadores, que había 

sorprendido la facilidad con la que los alumnos aceptaban el introducir letras en sus 

cálculos escritos.  

 

4. Iniciación a la tercera etapa de modelización algebraica 

En la sección anterior nos hemos centrado principalmente en mostrar de qué manera se 

puede hacer vivir en Secundaria un proceso de estudio que permita la introducción del 

álgebra como instrumento de modelización, un trabajo ubicado entre la primera y 

segunda etapa de modelización algebraica. En esta sección describiremos el diseño de 
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un proceso de estudio enfocado al desarrollo del instrumento algebraico que debería 

tender hacia una actividad ubicada en la tercera etapa de modelización algebraica.  

En el primer apartado mostraremos un posible estudio matemático a priori donde, 

además de explicitar las OM que aparecerán en el proceso de estudio y que fueron 

identificadas en el capítulo 2, se explicitará una posible organización didáctica a priori. 

En el segundo apartado describiremos la experimentación efectiva de este proceso de 

estudio. 

 

4.1. Diseño a priori del proceso de estudio 

En esta sección nos centraremos en el problema de cómo sería posible ampliar una 

organización matemática para avanzar en las sucesivas etapas del proceso de 

modelización algebraica, qué restricciones aparecen y qué nuevos dispositivos o gestos 

harían posible esta ampliación. 

Como indicamos anteriormente todo proceso de modelización matemática debe 

iniciarse delimitando un sistema a modelizar y explicitando las cuestiones 

problemáticas generatrices que serán el motor del proceso de modelización. Partiremos 

de un sistema económico definido por la oferta de diferentes planes de ahorro de una 

entidad bancaria y la necesidad de elección de uno de ellos por parte de un grupo de 

estudiantes. La cuestión generatriz elegida puede formularse como sigue: 

Qgeneratriz: ¿Qué pueden hacer los estudiantes de 1.º de ESO para ahorrar suficiente 

dinero y poder costearse el viaje de final de curso en 4.º de ESO? 

El estudio de esta cuestión se basa en la fórmula: 

  drCC
tk

f 
·

0 1·  

donde C0 es el capital inicial, Cf es el capital final, r es la rentabilidad que la entidad 

bancaria nos ofrece, d es la comisión que aplica el banco, k es el número de veces que se 

aplica la rentabilidad en un año y, finalmente, t es el número de años transcurridos. 

En la §3. del capítulo 2 a través de los ejemplos B4, B5 y B6
37

 se ha elaborado, de una 

forma panorámica, un primer modelo epistemológico de referencia con la intención de 

ejemplificar las diferentes etapas del proceso de modelización algebraica. Por tanto 
                                                      

37 Aunque en este caso la fórmula que modelizaba la situación era ligeramente diferente:  
t

sdrCC
k

f 




  ·1·

0 .  
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creemos que no es necesario insistir más en la potencialidad y adecuación de nuestra 

cuestión generatriz. 

Para dar una visión detallada de la dinámica que toma la actividad de estudio e 

investigación alrededor de la cuestión generatriz anterior describiremos el diseño a 

priori de un recorrido matemático-didáctico. Diferenciaremos tres unidades en el 

estudio, en función de las tres etapas de modelización algebraica, más una unidad previa 

para facilitar la disponibilidad de algunas técnicas y conceptos útiles para la comunidad 

de estudio. Por lo tanto, el paso de una unidad a otra viene dado por la necesaria 

ampliación de la praxeología matemática para integrarse en una praxeología más 

completa que la anterior. Puntualizamos que la ampliación se debe entender como la 

aparición de nuevas técnicas y de la justificación de éstas, como consecuencia de la 

formulación o reformulación de nuevas cuestiones. Cada unidad puede ocupar diversas 

sesiones de clase dentro del proceso de estudio. 

Ahora bien, las unidades respetan la estructura a priori de una AEI. Así, cada unidad 

empieza con el planteamiento de una cuestión Qi y acaba con la elaboración de la 

correspondiente respuesta provisional. Esto no quiere decir que en una unidad no se 

pueda abordar más de una cuestión, sino todo lo contrario, normalmente contendrá más 

de una pregunta. Pero estas Qik
 deberán aparecer durante el proceso de construcción de 

la respuesta provisional y, por lo tanto, serán subcuestiones relacionadas con Qi. En este 

caso, las respuestas no comportan necesariamente una ampliación de las técnicas y, por 

tanto, podemos decir que no nos movemos de la praxeología matemática considerada. 

Además de la simbología introducida sobre las diferentes organizaciones matemáticas, 

usaremos las siguientes abreviaturas para indicar sobre quienes recae la responsabilidad 

principal en la realización de cada tarea en cada uno de los momentos didácticos
38

 del 

proceso de estudio:  

PR = Profesor/a  AI = Alumnos individualmente 

GA = Grupos de alumnos CE = Comunidad de estudio  

 

                                                      
38 Cf. anexo G. 
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UNIDAD 0: Recordatorio de porcentajes a partir del trabajo con PCA 

¿Cómo explicar los trucos de magia? 

Objetivo de la unidad 

Nos situamos en la primera etapa del proceso de algebrización que consiste en pasar de 

un PCA verbal a un PCA escrito, válido para cualquier número. Se pretende que la 

aplicación reiterada de operaciones porcentuales permita, por una parte, corregir 

concepciones erróneas de los alumnos y, por otra, que se familiaricen con las órdenes de 

la CSW. 

 

 

 

Dialéctica entre cuestiones y respuestas  

Cuestión inicial Q0: Dado un juego de matemagia que adivina el número pensado a 

partir del resultado o bien adivina el resultado sin conocer el número pensado. ¿Cómo  

descubrir el “truco”?  

Tipos de tareas: Juegos de matemagia como los presentados en las experimentaciones 

de 2.º de ESO pero en términos de incrementos y disminuciones porcentuales, como por 

ejemplo: “Piensa un número, réstale un 20%, al resultado obtenido réstale un 30%, 

súmale el 50% del total, multiplica el resultado por 100 y divide el resultado entre 12”. 

R0: OMarit  Técnica prevista (con Wiris): ejecutar paso a paso el PCA. Para algunos 

casos muy sencillos se puede simplificar verbalmente el PCA y hacer las primeras 

hipótesis sobre cuál puede ser el truco. Para corroborar dichas hipótesis se requiere el 

paso a: 

 M1   Escribir en una única línea el PCA para un número cualquiera (denotado por 

una letra), hacer la simplificación a mano para explicar en qué consiste el truco y 

contrastar si se verifica con las expresiones obtenidas usando la calculadora Wiris. 

Organización didáctica a priori 

Medios materiales 

 

S = OM en torno a problemas 

aritméticos + PCA (en forma retórica) 

+ patrón de Análisis-Síntesis 

M1: Problemas que requieren la 

manipulación escrita de PCA del tipo 

 P(x, a1,…, ak )  

+ técnicas de escritura y de simplificación de 

expresiones algebraicas. 

Fig. 12 
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Documentación de la sesión 1: adivina el truco del “MaC-Temàtic”(1) y (2) (ver 

principio del anexo B8). 

Descripción mediante los momentos didácticos 

Primer encuentro 

Presentar la actividad de descubrir el truco, indicando que el objetivo es movilizar 

conocimientos matemáticos que pueden ser necesarios para la siguiente actividad que se 

presentará. (PR) 

Esta técnica debe usarse para romper uno de los obstáculos epistemológicos detectados 

relacionados con el encierro de las respuestas en el ámbito aritmético, en el sentido que 

las respuestas son siempre un valor numérico. (CE)  

Trabajo de la técnica 

Resolución de los ejercicios usando Wiris. (GA) 

Debe prestarse atención al uso que hacen los alumnos de los ostensivos. (PR) 

Institución y evaluación 

Corrección del proceso de descubrimiento de los trucos (CE), haciendo especial 

mención al uso de los porcentajes en forma decimal (PR)  
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UNIDAD 1: Primera etapa de modelización algebraica  

Simplificación algebraica de expresiones 

Objetivo de la unidad 

Primer encuentro con la situación y con la noción de plan de ahorro. El trabajo con los 

juegos de magia debería ayudar a formular la expresión general y se puede hacer 

referencia a ellos. 

 

 

 

Dialéctica entre cuestiones y respuestas  

Q1: ¿Qué pueden hacer los estudiantes de 1.º de ESO para ahorrar suficiente dinero y 

costearse el viaje de final de curso de 4.º de ESO? 

Algunas preguntas concretas para ayudar a iniciar el estudio: 

Q1a: Dados diferentes planes de ahorro (anexo B8) ¿cuál es la ganancia absoluta que 

obtendrán para cada uno de ellos, si la aportación inicial es, por ejemplo, de 

200 €/persona? 

Q1b: Con la aportación inicial que hayáis elegido, ¿cuál es la ganancia porcentual que 

se obtiene con cada plan? 

Q1c: Si duplicamos la aportación inicial (p.e. 400 €/persona) ¿cómo cambia el capital 

final? ¿Y la ganancia absoluta? ¿Y la porcentual?  

Q1d: ¿Cuál es el mejor plan? ¿Por qué? 

R1a: OMarit  Cálculo del capital final para cada plan a partir de un trabajo aritmético, 

uso de fórmulas numéricas para crear una tabla que simule el ahorro en cada uno de los 

planes: 

 

 

 

 

 

Año Capital en el Plan A 

0 

1 

2 

3 

200 

200 + 0.10·200 = 220 

220 + 0.10·220 = 242 

242 + 0.10·242 – 0.015·200 = ... 

 

Trimestre Capital en el Plan B 

0 

1 

… 

14 

200 

200 + 0.03·200 = 206 

… 

276.85 + 0.03·276.85 – 0.03·200 = ... 

 
Trimestre Capital en el Plan C 

0 

1 

… 

14 

200 

200 + 0.018·200 = 203.6 

… 

... 

 

Mes Capital en el Plan D 

0 

1 

… 

36 

200 

200 + 0.007·200 = 201.4 

... 

… 

 

Fig. 13 

 

S = OM en torno a problemas 

aritméticos + PCA (en forma retórica) 

+ patrón de Análisis-Síntesis. 

M1: Problemas que requieren la manipulación 

escrita de PCA del tipo P(x, a1,…, ak )  

+ técnicas de escritura y de simplificación de 

expresiones algebraicas. 
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Tabla 4 

Tabla 3 

Solución: El plan con el que se obtiene mayor ganancia absoluta y porcentual con una 

aportación de 200 €/persona es el plan B. La tabla 3 resume los resultados para cada uno 

de los planes de ahorro que permite responder a Q1a y Q1b: 

 

Plan A 

(r = 10% y d = 1.5%) 

Plan B 

(r = 3% y d = 3%) 

Plan C 

(r = 1.8% y d = 1%) 

Plan D 

(r = 0.7% y d = 1%) 

Ganancia abs. 63.2 € 79.15 € 45.74 € 55.09 € 

Ganancia %  31.60% 39.58% 22.87% 27.55% 

Para responder a Q1c es necesario en algún momento introducir la razón (1 + r)
n
, donde 

r es el interés y n el número de períodos, que permite calcular el capital final sea cual 

sea el capital inicial. Se provoca así la transición desde la ejecución paso a paso del  

PCA que proporciona el plan de ahorro hasta su escritura en línea. En esta transición, 

los cálculos anteriores funcionan como medio para validar la “fórmula numérica” 

obtenida. 

R1c y R1d: M1  Calcular la fórmula genérica que proporciona el capital final (en función 

del capital inicial) para cada plan (tabla 4) y para cualquier aportación inicial: 

 

Plan A 

(r = 10% y d = 1.5%) 

Plan B 

(r = 3% y d = 3%) 

Plan C 

(r = 1.8% y d = 1%) 

Plan D 

(r = 0.7% y d = 1%) 

Fórmula Cf = 
C0·1.13 – 0.015·C0=  

= C0·1.316 

C0·1.0312 – 0.03·C0= 

= C0·1.3958 

C0·1.01812 – 0.01·C0= 

= C0·1.2287 

C0·1.00736 – 0.01·C0= 

= C0·1.2755 

Ganancia %  31.60% 39.58% 22.87% 27.55% 

Solución: Sea cual sea el capital inicial, el plan de ahorro más rentable es el B. 

Organización didáctica a priori 

Medios materiales 

Enunciado del encargo (anexo B8). Lápiz, papel y calculadora de bolsillo. 

Descripción mediante los momentos didácticos 

Primer encuentro 

Presentar el Taller de Matemáticas con ordenador. Breve referencia a los conocimientos 

matemáticos que se trabajarán (p.e. el profesor puede explicar en qué consiste uno de 

estos planes, en particular el interés compuesto, pero no debe escribir la fórmula 

general); dar realismo a la situación y explicar el método de trabajo en el Taller. (PR) 

Organizar a los alumnos en grupos de 4, aunque cuando se trabaje con ordenadores se 

desdoblaran en subgrupos de dos personas. (CE) 
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La primera sesión debe realizarse en el aula normal, preferiblemente sin ordenador. 

Plantear a los grupos el encargo y repartir a cada alumno el material del anexo B8. (PR)  

Se leerá individualmente y conjuntamente el encargo, explicando cada uno de los 

términos económicos mencionados en el texto o que puedan ser interesantes, o no, para 

la resolución. (CE) 

Solicitar al final de cada clase (o principio de la siguiente) una ficha por grupo (PR) 

indicando qué se ha hecho hasta el momento, qué tareas quedan pendientes y una 

estimación de los días de trabajo necesarios para desarrollarlas. (GA) Para ello cada 

grupo debe nombrar un “secretario/a” de la sesión que será el encargado/a de redactar la 

ficha para la siguiente clase. El cargo debe ser rotativo. (GA) 

Momento exploratorio y trabajo de la técnica 

Elaborar una respuesta para la primera cuestión del encargo, trabajando con lápiz, papel 

y la calculadora de bolsillo. (GA) 

Institucionalización y evaluación 

Redactar la respuesta para la primera cuestión del encargo. (GA) 

Puesta en común mediante las exposiciones de los grupos y evaluación de las 

propuestas, síntesis y elaboración de una respuesta conjunta. Seguramente habrá que 

empezar a unificar notaciones y recomendar la utilización de la expresión decimal para 

los porcentajes. Finalmente, formular nuevas cuestiones posibles y establecer la 

estrategia a seguir para responderlas. (CE) 

Elementos para la gestión del proceso de estudio 

Dejar el máximo de autonomía a los grupos y dar el máximo realismo a la situación. 

Ayudar a coordinar el trabajo en grupo: reparto de tareas, puestas en común, discusión, 

etc. 
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M1: Problemas que requieren la 

manipulación escrita de PCA del tipo 

 P(x, a1,…, ak )  

+ técnicas de escritura y de simplificación 

de expresiones algebraicas. 

 

M2: Problemas que requieren establecer una 

igualdad entre dos PCA con los dos mismos 

argumentos no numéricos (x1, x2) 

P(x1, x2, a1,…, ak) = Q(x1, x2, b1,…, bs)  

+ reglas del cálculo algebraico (cancelación). 

 

UNIDAD 2: Segunda etapa de modelización algebraica 

Objetivo de la unidad 

Trabajo con la fórmula numérico-algebraica que modeliza la situación  

Cf = C0 (1 + r)
k·t

 – d·C0, 

o alguna de sus variantes fijando todos los parámetros excepto, como máximo, dos. Es 

importante que se “rompa” en esta unidad con las respuestas numéricas particulares. 

Dialéctica entre cuestiones y respuestas  

Q2: Con el plan de ahorro elegido, ¿Cuál es la aportación inicial que deben realizar?  

R2: M’1  Si el beneficio final debe ser de 600 €, realizando un trabajo algebraico 

tenemos: C0·1.3958 = 600; C0 ≈ 430 €, deben hacer una aportación inicial de unos 430 € 

por alumno.  

      O bien 

       M1  Si el beneficio final debe ser de Cf, realizando el mismo trabajo algebraico 

tenemos: C0·1.3958 = Cf; C0 ≈ 0.72·Cf, deben hacer una aportación del 72% del 

beneficio final que deseen obtener. 

Nuevas cuestiones 

Q2a: Se pueden proponer otras dinámicas de ahorro que puedan servir para obtener 

los beneficios deseados. Por ejemplo, hacer nuevas aportaciones anualmente, o 

negociar el interés cada año, etc. 

Q2b: Si un alumno causa baja en 2.º de ESO o 3.º de ESO, ¿Cuánto dinero habría que 

devolverle? 

Q2c: Se incorpora un nuevo alumno en 2.º de ESO o 3.º de ESO, ¿Cuánto capital 

debería aportar? 

R2b: M1  La fórmula que permite responder a la cuestión Q2b es  

  00 ·03.003.1· CCC
n

devolucón 
 

Fig. 14 
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donde n es el número de periodos en los que se ha generado rendimiento.
 

R2c: M3 y M2  Esta cuestión requiere negociar con el banco sobre qué capital se aplicará 

la comisión, lo habitual es aplicarla al capital inicial aportado por el nuevo estudiante. 

Entonces para que el capital final en la cuenta de todos los alumnos sea el mismo se 

debe verificar que:  

C0·(1.03)
12

 – 0.03·C0 = Caportado·(1.03)
t
 – 0.03·Caportado 

Caportado = C0·
1.3958

1.03
t
 – 0.03

  

Siendo t el número de periodos que faltan para el plazo del viaje, es decir, periodos que 

aún proporcionarán rendimiento a nuestro capital.
 

Si la aportación inicial en 1.º de ESO fue de C0 = 200 € (nos situamos en M2): 

Caportado = 200·
1.3958

1.03
t
 – 0.03

  

y la respuesta a la cuestión planteada es 225.71 € para un alumno que llega en 2.º de 

ESO y 254.82 € si llega en 3.º de ESO. 

En el caso de una aportación de inicial de C0 = 400 €: 

Caportado = 400·
1.3958

1.03
t
 – 0.03

  

así, el alumno que llega en 2.º de ESO debe aportar 451.42 € y 509.63 € si llega en 3.º 

de ESO. 

Organización didáctica a priori 

Medios materiales 

Enunciado del encargo (anexo B8). Lápiz, papel y ordenador. 

Descripción mediante los momentos didácticos 

Momento exploratorio y trabajo de la técnica 

Plantear a los grupos las subcuestiones que surgen de la cuestión inicial así como otras 

que se hayan podido formular. (PR)  

Hay que volver a librar el informe de final de sesión donde se especifique el trabajo 

realizado y el que resta por realizar. (GA) 
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Institucionalización y evaluación 

Redactar la respuesta para las cuestiones planteadas. (GA) 

Puesta en común y evaluación de las propuestas, síntesis y elaboración de estrategias 

para poder dar respuestas a algunas de las preguntas planteadas que quedan invalidadas 

por el sistema (introducción al trabajo con parámetros). Por ejemplo debido a que no 

tiene sentido un interés o un descuento con valor negativo. (CE) 

Aparición de la cuestión Q3 que se basa en plantear si una variación conjunta de los 

parámetros aportaría solución. Cada grupo puede decidir qué estrategia seguir (de qué 

parámetros estudiar su variación) o bien repartirlas entre los diferentes grupos. (CE)  

Seguramente habrá que volver a unificar notaciones y plantear si la respuesta tiene 

sentido en términos económicos. (CE) 

Elementos para la gestión del proceso de estudio 

Mantener el realismo de la situación y de las diferentes respuestas provisionales que 

vayan surgiendo. (PR) 

El trabajo de planificación de cada grupo en relación a lo que han hecho y como 

dirigirán su trabajo futuro debe ser también visible para el resto de la comunidad de 

estudio (CE) y hasta “criticado”. Además debe ser revisado y adaptado con regularidad. 

(GA) 
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M2: Problemas que requieren establecer una 

igualdad entre dos PCA con los dos mismos 

argumentos no numéricos (x1, x2) 

P(x1, x2, a1,…, ak) = Q(x1, x2, b1,…, bs)  

+ reglas del cálculo algebraico 

(cancelación). 

M3: Problemas que se resuelven mediante una 

fórmula algebraica sin limitar el número de 

variables y sin diferenciar las incógnitas de 

los parámetros. PCA(x1, …, xm, a1, …, ak) = 0 

Técnicas para estudiar cómo depende cada 

variable de las restantes. 

 

UNIDAD 3: Tercera etapa de modelización algebraica 

Objetivo de la unidad 

Manipulación de la fórmula genérica en la que a partir de fijar algunos parámetros se 

determina las relaciones que deben cumplir los otros. Se trata de explorar la fórmula 

mediante el juego sistemático entre parámetros y variables. 

 

 

 

 

Dialéctica entre cuestiones y respuestas 

Q3: Si los alumnos pueden negociar con el banco, ¿Qué es más eficaz, intentar subir el 

interés o disminuir el descuento? ¿Cómo deberían plantear la negociación? ¿Qué interés 

o qué descuento sería aconsejable conseguir? ¿Qué es mejor negociar un interés diario, 

mensual, bimensual, trimestral, etc.? 

R3: M3  Es necesario la explicitación de la fórmula genérica: 

  drCC
tk

f 
·

0 1·  

donde C0 es el capital inicial, Cf es el capital final, r es la rentabilidad que la entidad 

bancaria nos ofrece, d es la comisión que aplica el banco, k es el número de veces que se 

aplica la rentabilidad en un año y, finalmente, t es el número de años transcurridos. 

Algunas cuestiones concretas que pueden ayudar al estudio tomando como referencia el 

plan de ahorro B: 

Q3a: Con una aportación inicial de 200 €/persona, ¿cuánto tiempo se necesita para 

obtener 600 €/persona? 

Q3b: ¿Cómo se debería plantear la negociación con el interés o con el descuento?  

R3a: M2  A partir de la fórmula anterior substituyendo los valores conocidos se obtiene 

una ecuación para la cual los alumnos de este nivel educativo no poseen técnicas 

algebraicas de resolución:  

200·(1.03)
4t

 – 0.03·200 = 600 

Fig. 15 
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(1.03)
4t

 = 3,03 

Pero es posible llegar a una solución por ensayo y error: t ≈ 9.375 años, es decir, 

obtendrán más de 600 €/persona después de 9 años y 2 trimestres. 

R3b: M3  Si fijamos el beneficio final en 600 € y la cuota inicial en 300 €, el problema se 

convierte en determinar los valores de r y d, esto se traduce a buscar pares de valores 

que satisfagan: 

300·(1 + r)
12

 – 300·d = 600 

(1 + r)
12

 – d = 2 

Para obtener soluciones concretas se puede construir una tabla de 

valores o, si las técnicas gráficas están disponibles, representar la 

función asociada d(r) = (1 + r)
12

 – 2 (fig. 16), en este caso el proceso 

de estudio derivará hacia el primer nivel de modelización algebraico-

funcional, aunque esta evolución no se debe tomar como la intención 

principal de este trabajo. 

El punto de corte (d(r) = 0) se obtiene con r = 0.0595, es decir, si el banco aplica un 

descuento d > 0 el interés, para obtener un beneficio final de 600 €, debe ser superior a 

5.95 %. También se pueden formular respuestas generales del tipo, aumentar el máximo 

posible el interés y disminuir el descuento, o cuanto más capital inicial se pueda invertir 

mejor para nuestro propósito. 

Este estudio puede ampliarse si definimos una nueva variable 1 + m = Cf /C0 donde m 

corresponde al porcentaje de capital incrementado, la fórmula que determina el 

descuento será: 

d = (1 + r)
k·t

 – Cf /C0, 

d = (1 + r)
k·t

 – 1 – m. 

El estudio en profundidad de esta nueva expresión puede conducir al estudio de las 

funciones polinómicas y sus movimientos. 

Organización didáctica a priori 

Medios materiales 

Enunciado del encargo (anexo B8). Lápiz, papel y ordenador. 

Descripción mediante los momentos didácticos 

Fig. 16 
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Momento exploratorio y trabajo de la técnica 

Hay que seguir librando el informe de final de sesión donde se especifique el trabajo 

realizado y el pendiente por realizar. (GA) 

Institucionalización y evaluación 

Redactar la respuesta para las cuestiones planteadas. (GA) 

Puesta en común de las respuestas y valoración global de su veracidad, establecer 

una única respuesta de la clase. (CE) 

Institucionalización del recorrido  

Elaborar una breve descripción rememorativa del recorrido realizado. (CE) 

 

4.2. Las experimentaciones del curso 2008/09 

La AEI de planes de ahorro se experimentó en el curso 2008/09 en dos institutos de 

Barcelona bajo condiciones bastante diferentes, hasta el punto de que el material 

entregado no fue el mismo. Debido a las dificultades detectadas en la primera 

experimentación se tomaron decisiones didácticas para mejorar el material. La primera 

experiencia se llevó a cabo en el segundo trimestre con alumnos de 1.º de Bachillerato 

de la modalidad de Ciencias Sociales y la segunda en el tercer trimestre con alumnos de 

4.º de ESO. Así que describiremos cada una de las experiencias de forma independiente. 

Debemos remarcar que ninguna de las experimentaciones contó con observador externo 

y que fueron los propios profesores responsables de guiar el Taller los que realizaron 

una crónica de las sesiones.  

En la clase de matemáticas de 1.º de Bachillerato del IES Príncep de Girona
39

 ser realizó 

una experimentación con 19 alumnos, a cargo de la profesora PG1. El Taller se planteó 

alrededor de las cuestiones Q1 y Q3 que debían trabajar en grupos de 3 o 4 personas: 

Q1: ¿Qué pueden hacer los estudiantes de 1.º de ESO para ahorrar suficiente dinero y 

costearse el viaje de final de curso de 4.º de ESO? 

Q3: Si los alumnos pueden negociar con el banco, ¿Qué es más importante intentar subir 

el interés o disminuir el descuento? ¿Cómo deberían plantear la negociación? ¿Qué 

                                                      
39 http://www.iespgirona.cat  

http://www.iespgirona.cat/
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interés o qué descuento sería aconsejable conseguir? ¿Qué es mejor negociar un interés 

diario, mensual, bimensual, trimestral, etc.? 

El desarrollo del Taller se puede estructurar en cuatro bloques
40

 

(a) Uso de fórmulas numéricas: los grupos a partir de un trabajo numérico 

determinaron el capital final para cada plan de ahorro sin muchas dificultades. Los 

alumnos se tomaron en serio el Taller y plantearon nuevas cuestiones acerca de la 

situación.  

(b) Ecuaciones con una incógnita: los grupos modificaron alguno de los parámetros de 

la situación, fijando los otros con el objetivo de obtener 600 € de capital final, es decir, 

con cuestiones del tipo Q2 y Q3a situando el proceso de estudio entre la primera y 

segunda etapa de modelización algebraica. La profesora responsable indicó que la 

resolución de estas tareas no conllevó ninguna dificultad destacable: 

Matemáticamente, no tuvieron problemas en resolver las ecuaciones con una incógnita, 

incluso en el caso de que la incógnita fuese el tiempo. Ya habíamos hecho ecuaciones 

con logaritmos con antelación.  

(c) Ecuaciones con parámetros: es en este instante del desarrollo del Taller donde la 

profesora indicó que los alumnos, en general, perdieron de vista la situación inicial. Y 

fue ella misma quien apuntó dos de los factores que provocaron el decaimiento del 

Taller. El primer factor fue la fuerte vinculación que tienen los alumnos con el mundo 

aritmético que se refleja en las dificultades de abandonar las cantidades concretas y de 

interpretar ecuaciones con parámetros. El segundo factor fue la falta de mecanismos y 

estrategias didácticas para la gestión de la puesta en común que permitiera construir una 

respuesta final de toda la comunidad de estudio. 

(d) Fórmulas y estudio de la covariación de dos variables: sólo se planteó el estudio 

pero los alumnos se quedaron en la formulación de respuestas generales. 

El autoanálisis de la profesora apunta a diferentes restricciones que reaparecerán en la 

experimentación de la última AEI: compra y venta de camisetas que describiremos y 

analizaremos en los capítulos 4 y 5. En relación al nuevo contrato didáctico y el reparto 

de responsabilidades que se estable en el aula, la profesora comentó: 

 La diferente dinámica de clase desconcierta a casi todos. La opinión general entre los 

alumnos es que es muy difícil. 

                                                      
40 Ver material y diario de sesiones en el anexo B7. 
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 La organización del trabajo entre los miembros del grupo fue caótica. ¡La previsión 

de tiempo imposible! 

 El principal problema en todas las sesiones fue el “pasar a limpio” todo lo que 

hacían. No tienen estrategias para resumir sus cálculos.  

 Necesitan la aprobación del profesor para cada cálculo que hacen. 

 Como profesora el Taller me ha comportado trabajo y sobretodo mucha 

“inseguridad”. He tenido la sensación que no controlaba el tiempo, ni las reacciones, 

ni las posibles trabas. Ni he podido controlar el producto final. 

Una revisión de los dossiers apoya la sensación que tuvo la profesora durante el proceso 

de estudio acerca de la falta de herramientas para exponer sus resultados: los alumnos 

siguen el formato enunciado-resolución, no existe un discurso fluido ni un resumen de 

lo conseguido a lo largo de una etapa, únicamente existe la respuesta final argumentada 

en los cálculos que se han realizado, como se muestra en la figura 17: 

 

Fig. 17 

A propósito de la organización de tareas entre los miembros del grupo, fue acertada la 

iniciativa de la profesora de dar fichas para gestionar el trabajo pendiente aunque, como 

comenta ella misma, no fue apreciado como un instrumento didáctico útil por parte del 

alumnado. Creemos que éste no fue suficientemente integrado en el proceso de estudio 

ya que una revisión de las redacciones de estas fichas (fig. 18 y 19) pone de manifiesto 

su potencial para el desarrollo del proceso de estudio: 

  

Fig. 18 
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Fig. 19 

Otros comentarios a destacar en torno a la pertinencia de la nueva actividad matemática 

propuesta son, siempre en boca de la profesora: 

 Durante las sesiones del Taller no se habló de TAE, lo hice con posterioridad y creo 

que el Taller ayudó a una comprensión más rápida de este concepto que en cursos 

anteriores. También favoreció la comprensión del resto del tema: anualidades de 

capitalización y de amortización. 

 Creo además que lo que han aprendido lo han interiorizado mejor que con las 

explicaciones que reciben de forma pasiva. A pesar que ellos expresan la preferencia 

por las clases normales y tradicionales. 

 

Después de la experimentación en el segundo trimestre en el IES Príncep de Girona, en 

el tercer trimestre del curso 2008/09, se realizó la experimentación del Taller de planes 

de ahorro en el IES Costa i Llobera con 25 alumnos de 4.º de ESO
41

 de un Crédito 

Variable, a cargo del profesor CL2. Al finalizar el proceso de estudio los alumnos 

entregaron un dossier-memoria. No se realizó examen pero se pasó un cuestionario para 

valorar el punto de vista de los estudiantes respecto el Taller. 

Una de las cosas que hemos observado a lo largo de las experimentaciones es que en el 

dossier final los alumnos borran su proceso de estudio, los errores, las cuestiones que no 

fueron al final relevantes y las técnicas que quedaron obsoletas o se convirtieron en 

poco eficaces. Así que de los dossiers de los alumnos, cuando han pasado a limpio su 

trabajo, podemos obtener la respuesta común validada por la comunidad de estudio pero 

no el proceso real del estudio.  

                                                      
41 Ver material y diario de sesiones en el anexo B8. 
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Analizando los dossiers se observa lo siguiente respecto a la respuesta a la cuestión Q1: 

los estudiantes muestran el cálculo del capital a lo largo de los tres años (cada grupo 

toma como ingreso inicial valores diferentes, algunos 200 €, 300 €, 400 € o 600 €), en el 

plan A esto corresponde a 3 periodos, en el plan B y C a 12 periodos y en el plan D a 36 

periodos. En este último caso los alumnos no escriben todos los cálculos. Algunos 

indican sólo el periodo correspondiente a final de año y otros explicitan los primeros 

periodos y en el resto ponen puntos suspensivos. Pero además añaden a la respuesta el 

cálculo del capital generado por cada plan usando una única expresión en línea y, en una 

fase posterior, extraen el descuento del capital obtenido, llegando a corroborar que el 

resultado del cálculo paso a paso y el de la “fórmula” numérica coinciden, eligiendo así 

el mejor plan de ahorro.  

Realizado este trabajo, para responder a la cuestión: 

Q1c: Si duplicamos la aportación inicial (p.e. 400 €/persona) ¿Cómo cambia el 

capital final? ¿Y la ganancia absoluta? ¿Y porcentual?  

los alumnos adaptan la fórmula numérica y responden en algunos casos que el aumento 

porcentual será igual, aunque esta respuesta no es argumentada de ninguna forma. 

Creemos que la validación fue dada por el profesor y, en ese caso, los alumnos no 

sienten la necesidad de justificarse. 

Finalmente a la pregunta: 

Q1d: ¿Cuál es el mejor plan? ¿Por qué? 

los alumnos responden que el mejor plan es el plan B apoyando su decisión en los 

cálculos anteriores y escriben la expresión analítica para el cálculo del capital. 

El trabajo en relación a la cuestión Q2 (y sus subcuestiones) no fue muy explotado por 

la comunidad de estudio, aunque creemos que sirvió para aportar realismo a la 

situación. Los estudiantes contrastaron las ofertas del enunciado con ofertas reales y 

propusieron nuevas formas de completar el ahorro, como por ejemplo añadiendo 50 € 

más cada periodo, o negociando el interés en función del capital inicial a invertir: éste 

puede ser mayor si se abre una única cuenta para todos los alumnos. El objetivo a priori 

de estas tareas era ayudar a explicitar la fórmula genérica que regula los planes de 

ahorro, fórmula que surgió (en manos de los alumnos) en el estudio de Q1. 

Veamos finalmente la elaboración de respuestas para las dos últimas cuestiones: 
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Q3a: Con una aportación inicial de 200 €/persona, ¿cuánto tiempo se necesita para 

obtener 600€/persona? 

Q3b: ¿Cómo se debería plantear la negociación? ¿es suficiente con negociar el 

interés o con el descuento?  

Para la primera pregunta, los alumnos realizan una tabla con diferentes valores de 

tiempo hasta llegar a la solución, en algunos casos reinterpretan el resultado en términos 

de la situación. 

Finalmente llegan a la conclusión de que no se puede resolver el problema negociando 

únicamente el descuento d, sino que también se debe cambiar por ejemplo el capital 

inicial. En general aconsejan buscar un banco con interés alto y descuento bajo, además 

aportan ofertas de bancos y cajas reales para determinar si el plan B es realista o no. 

 

Resumen del cuestionario 

Al finalizar el Taller los estudiantes respondieron al mismo cuestionario de las 

experimentaciones anteriores (anexo B10), al que se añadió un apartado en la primera 

pregunta acerca de las dificultades encontradas en el uso de Excel. Este software fue 

relevante en el desarrollo real del proceso de estudio. 

El análisis de la primera pregunta muestra que los alumnos valoran el Taller como 

“normal”. La dificultad es valorada también dentro de la normalidad y los contenidos 

prácticos y teóricos son apreciados también dentro de la normalidad aunque aparece una 

gran dispersión en las respuestas. 

También coinciden en que la CSW y el Excel son instrumentos fáciles de usar, aunque 

en relación a si las herramientas informáticas ayudaron al desarrollo del Taller no existe 

un acuerdo ya que aunque la media es del 2.7 sobre 5 tenemos una desviación típica 

de 1.2. 

Los estudiantes consideran que la cantidad de trabajo en clase ha sido “normal” y que 

hubo poco uso del ordenador y poco trabajo fuera de clase. 

El realismo del Taller es valorado por encima de lo normal, así como la visibilidad de la 

utilidad de las matemáticas. Además un 11 % considera estos dos factores dentro de los 

aspectos más positivos. 
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Al igual que en las experimentaciones anteriores, los alumnos valoran positivamente el 

trabajo en grupo (un 9 % de los alumnos lo destaca como aspecto positivo), 

manifestando que no tienen excesivas dificultades en repartirse las tareas.  

En relación a los dos aspectos del Taller que los alumnos consideran “más interesantes” 

(con 47 comentarios): en primer lugar encontramos “el trabajo con préstamos 

bancarios” que es mencionado en el 23 %; en segundo lugar se sitúa “los juegos de 

magia” mencionado en el 21 %; y en tercer lugar se sitúa “el trabajo en grupo” y el “uso 

de la Wiris” mencionados ambos en el 15 % del total de comentarios. 

En relación a los dos aspectos del Taller “menos interesantes” encontramos 34 

comentarios. En primer lugar encontramos “los planes de ahorro” y “juegos de magia” 

que es citado por el 21 %. En segundo lugar se sitúa las técnicas algebraicas: los 

cálculos, fórmulas y ecuaciones, que es mencionado por el 15 %. Algunos alumnos 

reclaman explícitamente “más conceptos de economía”. 

Hubo 21 comentarios en relación a las cosas que cambiarían del Taller, los alumnos 

sugieren:  

-utilizar más el ordenador (29 % del total de comentarios),  

- más largo (19 %),  

- actividades de magia y más trabajo con Excel y Wiris (14 %),  

- clases más interactivas (14 %),  

- más información teórica sobre los planes de ahorro (14 %),  

- más corto (5 %),  

- que el profesor explique cómo se hacen los problemas (5 %),  

- la duración y dificultad de los ejercicios (5 %),  

- etcétera.  

Para acabar, los comentarios negativos generales que encontramos fueron:  

- podríamos haber hecho otras actividades además de la magia y el viaje de final de curso, 

- en general no me ha gustado. 
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5. Conclusiones que se extraen de las experimentaciones 

Antes de concluir este capítulo nos ha parecido adecuado resaltar algunos de los rasgos 

de la ecología de las actividades de estudio e investigación que hemos experimentado. 

Por ecología se entiende en la TAD el análisis tanto de las condiciones que se requieren 

para que un determinado proceso de estudio se pueda llevar a cabo en un determinado 

tipo de institución, como el de las restricciones que pueden llegar a dificultar e incluso 

impedir su desarrollo.  

 

5.1. Carencias detectadas en torno a las infraestructuras matemáticas 

5.1.1. El problema de la institucionalización  

La propuesta didáctica de introducción de la modelización algebraica mediante la 

noción de “Programa de cálculo aritmético” es totalmente novedosa en España.
42

 De 

hecho, en la primera experimentación piloto de los juegos de magia no incluimos esta 

expresión en el material de apoyo para el profesor. Ni siquiera la noción de juego de 

magia figuraba en los documentos. Durante las observaciones, nos dimos cuenta que la 

profesora no tenía manera de designar el tipo de tareas que proponía a los alumnos. 

Dado que el trabajo era esencialmente oral, al pasar de un juego de magia a otro, sólo 

podía decir “vamos a hacer otro”. La noción de juego de magia fue la solución que 

ideamos para designar a los PCA en el aula, aportando así a alumnos y profesor el 

lenguaje del que carecían en la prueba piloto. Pero en ningún momento nos “atrevimos” 

a introducir la expresión misma de “programa de cálculo” para instrumentar la actividad 

de la clase, y todavía menos la escritura “PCA(n)”.  Creemos que nuestra prudencia 

proviene de una restricción más general relacionada con la ausencia de un discurso 

matemático “sabio” sobre el tipo de actividad matemática que proponíamos realizar en 

el aula. ¿Hasta qué punto nosotros como investigadores podíamos (en el sentido de estar 

legitimados) incorporar al discurso matemático utilizado por la comunidad de estudio 

expresiones completamente ajenas al sistema de enseñanza y su noosfera? 

La no disponibilidad de este tipo de discursos– que forman parte del MER – en el aula 

restringen enormemente las posibilidades de institucionalizar el trabajo realizado. En la 

experiencia piloto ni siquiera se podía hablar de lo que se estaba haciendo, ni mucho 

                                                      
42 En Francia ya aparecen explícitamente en los programas oficiales de Secundaria del año 1997 

relacionados con la introducción del lenguaje algebraico, aunque la expresión “programa de cálculo” 

también aparece en algunos libros de texto de años anteriores. 
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menos asignarle un estatuto mínimamente “oficial”. La opción de los juegos de magia 

constituye al respecto una solución de compromiso que no acaba de solucionar el 

problema.   

La ausencia generalizada de elementos discursivos necesarios para el trabajo de 

institucionalización se hizo patente en diferentes momentos de todas las 

experimentaciones. En algunos casos se manifestaba de una forma sorprendente. En la 

medida en que el profesor era capaz de identificar un objeto matemático “nombrable”, 

entonces este objeto era muy rápidamente institucionalizado, independientemente de su 

importancia a priori en el proceso de estudio. Fue así  por ejemplo que el profesor CL2 

introdujo la noción de “forma canónica” de un programa de cálculo (él sí usaba esta 

expresión) y dirigió el proceso de estudio hacia un trabajo desarrollado – y muy rico –  

de caracterización de los PCA a partir de sus formas canónicas. En el caso de la AEI de 

los planes de ahorro, y en una experiencia preliminar con un grupo reducido de alumnos 

que no hemos comentado en este trabajo, este mismo profesor adelantó la utilización de 

la fórmula general: Cf = C0 (1 + r)
k·t

 – d·C0, que anunció bajo la expresión de la 

“fórmula del interés compuesto”, impidiendo así el trabajo de obtención de la fórmula 

por parte de los alumnos.  

Tenemos un ejemplo de “torpeza” relativa por parte del profesor, motivada por una falta 

de anticipación nuestra en el diseño de la AEI. Pero es importante darse cuenta que esta 

limitación por parte de los investigadores no es fácilmente superable de forma 

generalizada. Lo que se requiere no es un discurso “ad hoc” para cada proceso de 

estudio, sino la disponibilidad de discursos tecnológico-teóricos matemáticos adaptados 

a este tipo de necesidades didácticas. 

El fenómeno general que hemos querido ilustrar se podría formular en los siguientes 

términos. La introducción de una nueva AEI plantea el problema de establecer un 

discurso apropiado para describir, comentar, organizar y justificar la actividad realizada, 

cumpliendo además la función de “institucionalización”, es decir, de conexión con el 

discurso “estándar” en la enseñanza de las matemáticas. Al introducir un nuevo tipo de 

actividad de estudio, a los profesores les faltan maneras de hablar de lo que hacen con 

los alumnos y, sobre todo, de “maneras de hablar oficiales” que puedan enseñar. Esta 

dimensión discursiva de la actividad matemática es fundamental y se ha cuidado poco 

en nuestras experimentaciones. Es sin duda una de las principales restricciones para la 

difusión de las innovaciones en el sistema de enseñanza: la compatibilidad entre el 
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“discurso sabio” (o la versión que tiene la escuela de este discurso), el “discurso 

didáctico” (generado por la investigación, por ejemplo con el MER) y el “discurso del 

saber a enseñar”. En este sentido, es muy probable que en Francia la introducción de la 

noción explícita de PCA en el currículum oficial cambie la “ecología” de las actividades 

algebraicas que se pueden realizar en el aula.  

 

5.1.2. Lenguaje aritmético y lenguaje algebraico  

Ante las dificultades que acabamos de señalar en cuanto a la institucionalización, 

queremos mencionar aquí en qué sentido el uso de la CSW resultó, por el contrario, una 

herramienta importante de objetivación del trabajo algebraico al que se iniciaban los 

alumnos. En efecto, la CSW posibilitó a los alumnos realizar pruebas para simplificar 

de forma correcta expresiones algebraicas, de modo que las reglas y uso de paréntesis, 

así como la gestión de los símbolos operacionales, se desvincularon de la voluntad del 

profesor y pasaron a ser reglas explícitas del juego matemático necesarias durante el 

proceso de estudio. Por lo tanto, la CSW también jugó un papel destacable en el 

momento de institucionalización de las manipulaciones algebraicas. 

Debido sin duda a que el formalismo algebraico ha penetrado, aunque de forma muy 

desigual, en el trabajo matemático elemental, estamos muy acostumbrados a resolver 

problemas aritméticos utilizando técnicas híbridas en las que el discurso verbal se 

combina de forma totalmente errática con algunos símbolos algebraicos: =, +, –, etc. Sin 

embargo, es importante darse cuenta que las expresiones algebraicas no son la 

transcripción escrita de las expresiones discursivas de los PCA. Por ejemplo, las 

técnicas aritméticas siempre utilizan las operaciones de forma binaria y no consideran 

nunca la concatenación de operaciones no efectuadas. Así, en una situación en la que, a 

partir de cinco cromos, se ganan primero tres, después dos y finalmente se pierden siete, 

la técnica aritmética consistirá en obtener los números 5, 8, 10 y 3, resultado de efectuar 

en cada caso las operaciones binarias “sumar 3”, “sumar 2” y “restar 7”. En cambio, el 

recurso a la escritura algebraica del PCA conduciría a escribir: “5 + 3 + 2 – 7” y, 

mediante distintas posibilidades de cálculo, obtener el resultado final 3, esto es, la 

expresión 5 + 3 + 2 – 7 = 3. No entraremos aquí a desarrollar el tema de los cambios de 

significado del simbolismo algebraico en el paso de la “aritmética híbrida” actual al 

cálculo algebraico (Chevallard, 1984, 1989b, 1990a, 1990b; Bosch, 1994). Sólo 
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queremos indicar que la CSW resultó de gran ayuda para gestionar esta dificultad en la 

introducción del lenguaje algebraico. 

Por ejemplo, si consideramos el signo “=”, resulta que los diseñadores de la propia 

CSW tuvieron que modificar el interface inicial del programa que consideraba distintas 

escrituras para distinguir los posibles significados (o usos) de este ostensivo, debido a la 

presión social de los profesores de secundaria que reclamaban un mayor acercamiento a 

la simbología habitual. Inicialmente la CSW usaba el icono de una flecha  para 

indicar la “ejecución” de una orden, es decir, el signo “=” como acción: 

 

Para indicar permanencia (comparación, o determinación, de cuando dos expresiones 

algebraicas son equivalentes) usaba un doble igual (o igual alargado ), como 

ilustran estos ejemplos sacados de la versión catalana de la CSW: 

   

El icono habitual del signo igual  se reservó para la asignación o declaración, es 

decir, para asignar a una variable un valor concreto o una expresión algebraica:
43

 

 

Como decíamos, en la versión actual, todos los símbolos han sido sustituidos por un 

único , aunque se mantiene la flecha  como indicador de la ejecución de una 

operación. Creemos que este ejemplo ilustra bien en qué sentido el trabajo algebraico tal 

como se desarrolla actualmente recurre a numerosas polisemias (que la CSW intentó 

distinguir en un principio) que quedan totalmente naturalizadas en el trabajo algebraico 

más desarrollado pero que pueden introducir algunas dificultades en los primeros 

aprendizajes del álgebra. En este sentido, el asociar la CSW a la introducción del 

álgebra – “el cálculo algebraico es aquello que hace la CSW” – permitió a los 

profesores tener una fuente valiosa de “objetividad” matemática en lo que se refiere a 

las reglas del cálculo algebraico. Las “instrucciones” que indica la escritura de un PCA 

                                                      
43 Todavía quedaría el signo “definitorio” :=, que se ha mantenido en la última versión de la CSW. 
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no pueden ser ambiguas y, para ello, se requieren ciertas convenciones importantes a 

compartir.  

Veamos otro ejemplo de esta ayuda a la “institucionalización” de las reglas del cálculo 

algebraico. Cuando se manipula una expresión algebraica de tipo polinómica, el 

resultado que arroja la CSW es siempre una expresión con los monomios ordenados por 

potencias de mayor a menor siguiendo la estructura: en primer lugar los números (sin 

recurrir, si es posible, a la notación decimal) y en segundo lugar las letras ordenadas 

alfabéticamente, como se muestra en los ejemplos siguientes (fig. 20): 

 

Fig. 20 

Este hecho facilitó la aparición y el trabajo con la noción de “forma canónica” de un 

PCA que, como hemos dicho, aportó un criterio matemático a los alumnos para finalizar 

la técnica de simplificación. 

Debemos apuntar que el uso de herramientas informáticas en el desarrollo de la 

modelización algebraica debe hacerse con precaución ya que, en el ejemplo anterior, el 

convenio adoptado es adecuado para cierto tipo de tareas, como por ejemplo, comparar 

rápidamente si dos expresiones son equivalentes o clasificar nuestra expresión 

(cuadrática, cúbica, etc.), pero no es el mejor convenio para otras tareas matemáticas, 

como puede ser por ejemplo determinar las translaciones que permiten obtener la 

gráfica de la función polinómica de grado 2 con expresión algebraica f(x) = x
2
 + 4x + 7 a 

partir de la gráfica de la función g(x) = x
2
. En este caso será más apropiada la expresión 

que se obtiene de la completación de cuadrados que expresaría f(x) como (x + 2)
2
 + 3. 

Ésta es la principal diferencia entre un uso estructural del álgebra, como el que realiza 

la CSW, y un uso funcional en el que la transformación a realizar está condicionada al 

tipo de problema que se aborda o de resultado que se espera obtener. 

 

5.2. Carencias y posibilidades en torno a las infraestructuras didácticas 

Hemos comentado en el apartado anterior algunos tipos de “carencias matemáticas” que 

han podido entorpecer nuestras experimentaciones: la ausencia de discursos “sabios” 
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apropiados para la institucionalización y, entre ellos, los que distinguirían entre los 

posibles significados y usos del simbolismo matemático, carencia que pudimos suplir, 

de forma un tanto improvisada, con el recurso a la calculadora Wiris. Veamos ahora 

otro tipo de carencias, de naturaleza más didáctica, que también hemos detectado en las 

experimentaciones. Hacen referencia a algunos de los momentos del proceso de estudio: 

el de la devolución o primer encuentro con el tipo de problemas a abordar; el momento 

del cuestionamiento tecnológico-teórico; y el doble papel que puede realizar el profesor 

en los momentos de la evaluación e institucionalización. Las carencias detectadas 

remitirán a la necesidad de nuevos gestos y dispositivos didácticos para la enseñanza del 

álgebra, tema que abordaremos con más detalle al final del capítulo 5. 

 

5.2.1. El problema de la devolución 

El primer tipo de dificultad detectado, que ha sido además explícitamente manifestado 

por los profesores, afecta a la “devolución” de la cuestión inicial al grupo de alumnos. 

Se trata de conseguir que participen en el proceso de estudio y que se tomen la cuestión 

planteada “en serio”. Esta dificultad se refleja en uno de los fragmentos del diario de 

sesiones de la AEI que hemos dominado “Planes de ahorro”: 

[PG1] Querían que el profesor les explicara el enunciado, son alumnos que saben pensar, 

y son rápidos en la comprensión matemática. 

La necesidad de “explicar el enunciado” pone en primer plano la arbitrariedad de la 

relación didáctica y muestra la dificultad para que la cuestión planteada dirija el estudio 

de los alumnos. También es cierto que la elección de los planes de ahorro A, B, C, D 

“impuesta por el enunciado” fue una decisión del diseño didáctico que no facilitaba la 

“credibilidad” de la situación propuesta. Podríamos haber dejado a los alumnos la 

responsabilidad de buscar planes de ahorro de “verdad”, de ir a por ofertas de diferentes 

entidades bancarias y de comprender los términos o las condiciones con el fin de poder 

compararlas. Este paso tiene la ventaja de tomar la cuestión generatriz “más en serio” y 

de entrar sin duda con más eficacia en el estudio de los diferentes productos financieros 

ofrecidos por los bancos. Al mismo tiempo se apunta que, normalmente, las actividades 

de estudio no pueden quedarse encerradas en un campo disciplinario único y deben 

recurrir a praxeologías diversas, culturalmente atadas a saberes de diferentes 

naturalezas. De todas formas, sería un error ignorar la complejidad en la gestión del 

proceso didáctico que implica este tipo de apertura, que tiene el peligro de conducir el 
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trayecto por vías imprevistas. Ahora bien, las experiencias de otras AEI nos llevan a 

pensar que cuando los profesores deciden “lanzarse al vacío”, el resultado es menos 

problemático y más productivo en general de lo que parecía a priori. 

 

5.2.2. El cuestionamiento tecnológico-teórico 

Como hemos visto en las secciones anteriores la introducción del instrumento 

algebraico tiene como motor principal el cuestionamiento “tecnológico” (en el sentido 

de la TAD) de las técnicas aritméticas: no sólo querer extender su alcance (motor 

técnico), sino sobre todo querer explicar y justificar su funcionamiento, así como las 

relaciones que aparecen entre tipos de problemas en apariencia distintos.  

En el caso de la enseñanza secundaria española, y por motivos complejos que no 

entraremos a averiguar, el cuestionamiento tecnológico es didácticamente muy costoso 

y de hecho prácticamente inexistente en la matemática escolar. Así, este tipo de 

cuestionamiento puede incluso parecer potencialmente peligroso e ilegítimo en este 

nivel de enseñanza y difícil de gestionar en la medida en que puede conducir a 

organizaciones matemáticas alejadas de la praxeología matemática de partida y, 

evidentemente, del currículum escolar fijado.  

Los gestos y dispositivos introducidos en las sucesivas experimentaciones para la 

superación de esta restricción contribuyeron de todas formas a hacer vivir cierto 

cuestionamiento tecnológico en torno a los programas de cálculo. La elección de los 

juegos de matemagia tuvo sin duda la ventaja de retomar una actividad de la etapa 

educativa anterior (se usaban en primaria para ejercitar técnicas de cálculo mental) y de 

introducir una necesidad justificativa de forma simple y productiva (para construir 

nuevos juegos). En efecto, para plantear el cuestionamiento tecnológico se requirió 

poner en entredicho el alcance de estas técnicas de cálculo para justificar “el truco”. Se 

observó la resistencia por parte de los alumnos para aceptar que la comprobación con un 

valor numérico concreto no es suficiente, debido a que la técnica aritmética, válida hasta 

el momento, deja de ser una técnica de justificación eficaz. Sin embargo, se dispuso de 

un tiempo suficiente para realizar una discusión sobre las limitaciones de la técnica y lo 

que se entiende por “justificación”, aunque es evidente el carácter “lábil” de este tipo de 

recurso. 
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5.2.3. El doble papel del profesor y el rol de los alumnos 

Dejando aparcada la cuestión de cómo mejorar las condiciones de devolución y de 

gestión de la AEI sobre los planes de ahorro, los talleres experimentados permitieron 

poner en evidencia algunas de sus potencialidades, abriendo nuevas vías de explotación 

para experimentaciones futuras. Podemos mencionar, por ejemplo, la gran variedad de 

recursos, en particular matemáticos (porcentajes, tipos de interés, planes de ahorro, 

álgebra, funciones, etc.) que pueden ser movilizados, lo que supone una importante 

ventaja, en particular para el profesor, ya que legitima la integración de esta AEI en el 

currículo del actual sistema de enseñanza secundaria. 

Más allá de los aspectos ligados a la “temática” de la AEI, hay que mencionar la 

importancia de la actuación de los profesores a lo largo del trayecto y, en el caso 

considerado, su doble papel a la vez de ayuda al estudio y de representante del mundo 

exterior que plantea el problema. Por ejemplo son ellos quienes, como directores de una 

“consultoría”, deben imponerle a la comunidad de estudio la necesidad de someter a un 

test la “calidad” y la “robustez” de la respuesta que hay que producir, desempeñando así 

el papel de representante del cliente que aporta exigencias de comprensibilidad, 

justificación, generalidad y validez. Este tipo de “didactificación” puede también 

producirse en el momento de la evaluación así como en el momento de la 

institucionalización, incluso en el del trabajo de la técnica: es el estudio de la cuestión 

misma el que provoca la necesidad de evaluar, de institucionalizar o de hacer trabajar a 

la técnica (Rodríguez, Bosch & Gascón, 2008). Pero para esto hay que asumir una 

nueva temporalidad del estudio, por ejemplo dedicando mucho más tiempo al trabajo de 

problematización de las cuestiones a abordar y a la formulación de nuevos problemas o 

subcuestiones. 

En síntesis, las observaciones anteriores apuntan a la necesidad de un cambio – o una 

evolución – en las tecnologías y las teorías didácticas de los profesores, en dirección a 

la nueva epistemología escolar de que hablaba Chevallard (2004a) para promover una 

relación con el conocimiento más funcional y menos monumentalista
44

 o reverencial 

hacia el saber. Es evidente que esta nueva epistemología puede volverse muy exigente 

hacia la cultura matemática de los profesores, lo que requerirá entonces un trabajo 

importante de renovación praxeológica por parte de la profesión de profesores de 

matemáticas. El pequeño trabajo de análisis epistemológico llevado a cabo en la §4.1. 

                                                      
44 Entraremos más en profundidad en este punto en la §4.2. del capítulo 5. 
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de este capítulo puede servir como ejemplo de infraestructura matemática necesaria 

para que esta evolución pueda empezar a llevarse a cabo. Hay que mencionar en último 

lugar el gran número de infraestructuras didácticas que parecen faltar hoy al nivel de la 

escuela en relación al tipo de actividades experimentadas. Pensemos por ejemplo en las 

dificultades de los alumnos y de los profesores para administrar el trabajo en pequeños 

grupos y articularlo con el trabajo en gran grupo (en el momento de las “puestas” en 

común); para integrar en el trabajo en clase las aportaciones (informaciones, 

conocimientos, etc.) que provienen de fuera de la escuela; y, recíprocamente, para hacer 

vivir fuera de la escuela las producciones elaboradas en su seno.
45

  

El breve cuestionario pasado a los alumnos, así como los comentarios del profesorado 

que fuimos recogiendo de manera informal, muestran que los estudiantes tuvieron 

muchas dificultades para aceptar una repartición de tareas diferente de aquella a la que 

están acostumbrados: percibieron un desarrollo lento del tiempo didáctico, dado que 

muchas sesiones consecutivas parecían estar dedicadas al mismo tema o, incluso, al 

mismo problema. 

Se extrae una conclusión parecida en cuanto al reparto de responsabilidades: los 

alumnos tuvieron la impresión de haber intervenido poco en la gestión del AEI y de no 

haberlo vivido como actores principales. Esto queda plasmado en el cuestionario final 

de la segunda experimentación cuando se les preguntaba qué cosas se podían cambiar 

del Taller experimentado: 

Que los alumnos participen más y que en el momento de las operaciones se fuese más 

despacio. 

Retomaremos al final del capítulo 5 el problema del reparto de responsabilidades en la 

comunidad de estudio para llevar a cabo una actividad de modelización en Secundaria.  

De estas limitaciones tendríamos que atribuir la responsabilidad al profesor, a los 

alumnos mismos o a la falta de anticipación por parte de los diseñadores de la 

experimentación. Pero es en realidad toda una cultura didáctica, pedagógica, escolar, e 

incluso social la que va en contra aquí de los nuevos gestos de los que deben 

alimentarse las actividades de estudio e investigación. 

                                                      
45 En música es habitual ensayar una nueva canción y que luego ésta se muestre en un recital o, después 

de una excursión, los alumnos realizan un mural que se mostrará a los padres y al resto del colegio. Estos 

son únicamente dos ejemplos de actividades que se han realizado en la escuela y de las que se da 

visibilidad fuera del aula. Por el contrario esta exteriorización no se produce prácticamente nunca en la 

clase matemáticas, la actividad matemática queda encerrada en el aula. 



 

 

 

  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CAPÍTULO 4  

EL PASO DEL ÁLGEBRA A LA MODELIZACIÓN FUNCIONAL: DISEÑO DE 

UNA ACTIVIDAD DE ESTUDIO E INVESTIGACIÓN 

 

En el capítulo 2 hemos descrito el modelo epistemológico de referencia de la 

modelización algebraico-funcional organizándolo en tres niveles. Para cada uno de ellos 

hemos mostrado situaciones problemáticas en diferentes contextos así como sus 

técnicas de resolución y qué limitaciones impulsaban el paso de un nivel al otro.  

En la primera sección de este capítulo completaremos este trabajo de ingeniería 

matemática, detallando las cuestiones que posibilitarán la construcción de las diferentes 

praxeologías matemáticas en cada uno de los niveles de la modelización algebraico-

funcional. El modelo epistemológico de referencia detallado sentará las bases para, en 

las secciones ulteriores, realizar un trabajo de ingeniería matemático-didáctica con el 

diseño de la cuarta actividad de estudio e investigación en esta memoria: “Compra y 

ventas de camisetas”.  
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1. Propuesta de un modelo epistemológico de referencia para el proceso de 

modelización algebraico-funcional 

En esta primera sección contextualizaremos el modelo epistemológico de referencia que 

se elaboró en la §3. del capítulo 2 tomando un sistema económico particular como punto 

de partida. A partir de un estudio matemático a priori mostrando qué tipo de cuestiones 

provocan la (re)construcción de cada organización matemática, indicando los elementos 

(tipos de tareas, técnicas y tecnología) de las praxeologías matemáticas que aparecerán 

y recordando su relación con los niveles de modelización algebraico-funcional. Esto nos 

permitirá, por un lado, mostrar la “potencialidad” de la situación considerada – aunque 

no tiene por qué aparecer siempre suficientemente “explotada” en la realización de una 

actividad de estudio e investigación (AEI
1
) – y, por otro lado, nos proporcionará el 

material matemático mínimo para la descripción a priori de la organización didáctica 

que proponemos en la segunda y tercera sección de este capítulo. 

 

1.1. La cuestión inicial y la delimitación del sistema 

Partiremos de un sistema económico definido por la producción y venta de un producto 

por parte de una empresa en la cual se plantea la cuestión generatriz siguiente: 

Qgeneratriz: ¿Cómo aumentar la rentabilidad de una empresa para   

 conseguir un determinado beneficio? 

Esta cuestión se concreta en una cuestión inicial más específica y más fácilmente 

abordable en primera instancia: 

Q0: Dado un sistema económico en el que se pueden determinar unos ingresos y unos 

costes, ¿cómo conseguir un determinado beneficio? 

Como veremos, el estudio de esta cuestión dará lugar a un proceso de modelización 

algebraico-funcional en el que el juego entre parámetros y variables adoptará 

progresivamente un protagonismo esencial.  

Según la TAD, toda actividad matemática puede formularse en términos de 

modelización. Esto implica una primera fase de construcción del sistema (es decir de 

delimitación de una parte de la “realidad” desposeída de intención didáctica) seguida de 

                                                      
1 Para recordar los fundamentos sobre los que se apoya esta organización didáctica remitimos a la § 2.2. 

del capítulo 3. 
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la elaboración de un modelo matemático. El trabajo dentro del modelo y su 

interpretación en términos del sistema permitirá resolver la cuestión generadora del 

proceso de modelización. Es natural preguntarse por la adecuación
2
 y el ajuste del 

modelo al sistema y de las posibles ampliaciones de éste, surgiendo aquí la necesidad de 

construir una sucesión de modelos cada uno de los cuales amplia y completa 

relativamente el anterior (que hace entonces el papel de “sistema”). En esta sucesión 

cada modelo tiene estructura praxeológica y puede ser considerado como una respuesta 

provisional (progresivamente ampliada y completada) a la cuestión generatriz. 

Presentaremos a continuación una sucesión de sistemas cada vez más complejos tal que 

cada uno de ellos queda englobado en el anterior. Inicialmente, todos los sistemas se 

pueden caracterizar por la consideración de cuatro magnitudes variables: el número (x) 

de productos fabricados y vendidos (que, para simplificar, supondremos que coinciden, 

es decir, que se vende todo lo que se produce)
3
, el ingreso (I ) obtenido por la venta de 

estos productos, los costes (C ) derivados de la producción y el beneficio (B ) resultante. 

La notación introducida indica que consideramos, inicialmente, las ventas x como la 

variable independiente del sistema y las variables restantes como funciones de ésta: 

I = I(x), C = C(x), B = B(x) 

Estas tres últimas funciones están relacionadas entre sí por la igualdad 

B(x) = I(x) – C(x) 

En principio, si nos limitamos a las ventas x de un único producto, podemos considerar 

que la función de ingresos viene dada por la relación 

I(x) = p·x 

donde p es el precio de venta unitario del producto. 

Delimitaremos cuatro posibles sistemas a partir de estos elementos, aunque es evidente 

que se podrían considerar muchos más:
4
 

                                                      
2 Entendemos por adecuación del modelo al sistema modelizado no el hecho de que el modelo sea una 

fotografía del sistema, sino la capacidad del modelo para construir conocimientos relevantes sobre el 

sistema considerado. 
3 La consideración del desdoblamiento entre el número de unidades producidas y el número de unidades 

vendidas correspondería a una posible ampliación del sistema que en este trabajo no consideraremos. 
4 Otras ampliaciones del sistema pueden consultarse en el anexo A de Ruiz-Munzón (2006). Éstas pueden 

ser útiles para un trabajo posterior en relación a cuestiones que recubren una parte mayor del currículum 

de Secundaria.  
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(1) En el primer sistema que abordaremos, se opta por la hipótesis más simple sobre 

la función de costes, considerando que los costes dependen linealmente de x:  

C(x) = c·x + L 

donde c es el coste unitario del producto y L engloba todos los posibles costes 

fijos (alquiler del local, transporte, impuestos, etc.).  

(2) En el segundo sistema que abordaremos, la hipótesis considerada es que el coste 

unitario no es fijo sino que crece linealmente con x, dando lugar a una función de 

costes cuadrática del tipo:  

C(x) = (c + x)·x + L 

donde c es el coste unitario del producto para ventas pequeñas y L engloba como 

antes todos los posibles costes fijos. El coeficiente es un valor “pequeño” del 

tipo 1/K con K >> 0 de manera que, para valores de x muy inferiores a K, x es 

despreciable y los costes son casi lineales, apareciendo el crecimiento cuadrático 

para ventas “grandes”.  

(3) En el tercer sistema que abordaremos aparece una nueva función que relaciona el 

precio de venta y la cantidad vendida, es decir, se introduce en el sistema una 

función de demanda, p = p(x). Se obtiene así una ampliación del sistema anterior, 

manteniendo siempre la función de costes cuadrática y modificando la función de 

ingresos que pasa ahora a tener una expresión del tipo: I(x) = p(x)·x. 

(4) En el cuarto sistema que abordaremos aparece, como en el sistema anterior, una 

nueva función que da una predicción de la cantidad de ventas a lo largo del 

tiempo, es decir, x = x(t). Se obtiene así una ampliación del segundo sistema 

considerado, manteniendo la función de costes cuadrática y la función de 

ingresos afín. 

A continuación describiremos el mapa de praxeologías matemáticas que pueden 

aparecer como modelos matemáticos sucesivos en los cuatro procesos de estudio que se 

derivan de los diferentes sistemas. Estas praxeologías, así como el proceso de 

modelización que las hace surgir, serán analizadas con más detalle posteriormente para 

cada uno de los procesos. La delimitación de las variables escogidas (x, I, C y B) 

provoca un orden concreto en la sucesión de modelos que consideraremos. Queremos 
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esclarecer que el orden de aparición de éstas en un proceso de estudio no tiene por qué 

coincidir con el orden de aparición en este texto. 

 

1.2. Mapa de las posibles praxeologías matemáticas involucradas 

Partiendo de un sistema económico (con un precio unitario, un coste unitario y unos 

costes fijos) con el objetivo de determinar la mejor estrategia para obtener unos 

beneficios fijados, veremos cómo la evolución del proceso de estudio de la cuestión 

inicial se inicia con una técnica aritmética (ejecución de un programa de cálculo 

aritmético) puntual que se desarrolla gradualmente hasta llegar a un trabajo de 

modelización algebraico-funcional que requiere el uso de funciones con parámetros. 

Un primer tipo de cuestiones que puede surgir corresponde a preguntas donde aparece 

como única incógnita el valor numérico de alguna de las variables involucradas 

(beneficio, ventas, precio de venta, etc.). Estas preguntas se pueden abordar, en 

principio, desde dos organizaciones matemáticas que hemos descrito en el capítulo 2 

durante la descripción de las etapas de algebrización. La primera, M1, que contien 

aquellos tipos de problemas que requieren la manipulación escrita de un PCA del tipo 

P(x, a1,…,ak) junto con las técnicas de escritura y de simplificación de expresiones 

algebraicas. Y la segunda, M2, que incluye aquellos tipos de problemas que requieren 

establecer una igualdad entre dos PCA con los dos mismos argumentos no numéricos 

P(x1, x2, a1,…, ak) = Q(x1, x2, b1,…, bs) junto con las técnicas de cálculo algebraico 

(cancelación). La segunda OM incluye la primera en el sentido de ser capaz de 

responder al mismo tipo de problemas. La diferencia recae en el hecho de que en M2 las 

técnicas son más fiables y económicas, permitiendo dar respuesta a cuestiones que ni la 

praxeología OMarit ni M1 permitirían dar. 

Ejemplo del tipo de problemas que hace emerger estas dos OM:  

Vendemos camisetas a 6 €, el coste de compra de cada unidad es de 2.5 €, el alquiler es de 150 € y 

queremos un beneficio de 800 €, ¿Cuántas camisetas debemos vender?  

Resolución (verbal) en OMarit: A los 800 € de beneficio que queremos conseguir debemos sumarle 

los costes fijos 150 €; por lo tanto 950 € es el ingreso que necesitamos. Si al precio de venta 6 €/u le 

sustraemos el precio de compra 2.5 €/u obtenemos 3.5 €/u que representan los ingresos netos por 

camiseta. Así dividimos los 950 € entre 3.5 €/u obtenemos 271.42 ≈ 272 unidades. La conclusión es 

que debemos vender 272 camisetas o más. 
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Resolución en M1: De los datos iniciales podemos construir las expresiones algebraicas para 

determinar los ingresos I = 6x, los costes C = 2.5x + 150, y los beneficios B = 6x – (2.5x + 150) 

donde x representa el número de camisetas a vender. Para lograr unos beneficio de 800 € basta con 

resolver la ecuación del beneficio: 800 = 6x – 2.5x –150, combinando la técnica inversa con la de 

simplificación obtenemos, evidentemente, la misma respuesta que con la resolución verbal. 

Así un proceso de estudio que empezara con la cuestión anterior se situaría en la 

primera etapa de algebrización. Pero no ocurre lo mismo si en lugar de suponer un 

coste constante proponemos un coste de compra creciente en función del total de 

unidades compradas: 

Vendemos las camisetas a 15 €, el coste de compra de cada unidad es de 1 € más 0.10 € por unidad 

(el primero vale 1.10  €, el segundo 1.20  €, el tercer 1.30  €, etc.), el coste del transporte es de 

150 € y queremos obtener un beneficio de 300 €, ¿Cuántas camisetas debemos vender?  

Resolución en OMarit: Al beneficio deseado de 300 € debemos sumarle el coste del transporte, 

150 €, obtenemos así el valor del ingreso que necesitamos, 450 €; si al precio de venta 15 €/u, le 

sustraemos 1€/u más 0.10 por camiseta..., esta última operación no es posible realizarla, no existe, 

por tanto, ningún tipo de razonamiento aritmético que permita obtener la solución del problema.5 

Resolución en M2: De los datos iniciales podemos construir las expresiones algebraicas para los 

ingresos I = 15x, los costes C = (1 + 0.1x)x + 150, y los beneficios B = 15x – ((1 + 0.1x)x+ 150) 

donde x representa el número de camisetas a vender. Para lograr unos beneficio de 300 € basta con 

resolver la ecuación 300 = (15 – (1 + 0.10·x))·x –150), al resolver la ecuación de segundo grado 

0 = –0.10x2 – 14x – 450 obtenemos dos soluciones, 50 y 90. Por tanto se deben vender 50 o 90 

camisetas.6  

Tenemos pues un ejemplar de un tipo de problemas que pueden resolverse en M2 pero 

que las técnicas escolares de OMarit o M1 no permiten resolver de forma económica y 

fiable. Diremos así que esta actividad matemática se sitúa en la segunda etapa de 

algebrización.  

Un segundo tipo de cuestiones puede hacer referencia a la variación de una magnitud 

del sistema en función de otra, por ejemplo, cómo cambian las ventas x si el precio de 

venta p o el de coste c varían, tomando por tanto x como variable dependiente de p o c. 

Este tipo de cuestiones requiere el trabajo con funciones de una variable y por lo tanto el 

                                                      
5 Nos referimos aquí a las técnicas aritméticas más elementales que se estudian en la escuela primaria y 

primeros años de secundaria. Porque los desarrollos de la aritmética clásica que se enseñó hasta mediados 

del siglo XX incluían técnicas más sofisticadas, como la “regula falsi” (o de falsa posición) que permitía 

abordar problemas que hoy día no sabríamos abordar sin recurrir al álgebra elemental. 
6 En este caso la respuesta más apropiada sería que para obtener más de 300 € de beneficio se debe vender 

entre 50 y 90 camisetas, pero aparece una gran limitación de las técnicas algebraicas para justificar este 

resultado. Por ejemplo, se requiere de teoremas de continuidad y de una reinterpretación de las relaciones 

algebraicas entre variables como relaciones funcionales entre variables. 
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Fig. 2 

paso a lo que denominaremos como el primer nivel de modelización algebraico-

funcional.  

 

Es evidente que los problemas que se pueden plantear en M2 también pueden ser 

resueltos en OMf(x). En el capítulo 2 mostramos ejemplos de un tipo de problemas que 

se pueden responder en OMf(x) pero no en M2. Veamos un ejemplo más a modo de 

recordatorio: 

Queremos conseguir 1000 € de beneficio vendiendo camisetas, cada unidad nos cuesta 2.5 €, el 

alquiler es de 150 €. ¿Cuál es el precio mínimo de venta? 

La resolución en M2 de la ecuación 1000 = (p – 2.5)·x –150 (x = número de camisetas a vender y 

p = precio de venta) no es un valor concreto o un intervalo de soluciones sino una relación entre los 

argumentos del sistema: 

p = 2.5 + 
1150

 x 
  

Tomando la relación anterior como una fórmula, nos situamos así en M3, podemos realizar 

diferentes interpretaciones, por ejemplo, que existe una relación de proporcionalidad inversa entre el 

beneficio unitario (p – 2.5) y el número de camisetas vendidas, o que el precio de venta nunca será 

inferior a 2.5 €. También podemos considerar la relación anterior como una función, situando la 

resolución del problema en OMf(x): 

 p(x) = 2.5 +  
1150

 x 
  

En este caso, ayudándonos de la gráfica (fig. 2) 

podremos extraer las mismas conclusiones que 

en M3: la asíntota horizontal nos indica que el 

precio de venta mínimo nunca será inferior a 

2.5 € y la interpretación económica de este hecho 

es bastante clara, el precio de venta nunca puede 

ser inferior al precio de compra.  

 

Obtenemos también una idea aproximada, a partir del gráfico (fig. 2), sobre el número de ventas 

para las cuales el precio aumenta mucho, por ejemplo, si queremos obtener 1000 € de beneficio, en 

nuestro caso particular, éste corresponde a unas ventas inferiores a 400 unidades aproximadamente. 

La técnica gráfica provoca un aumento considerable de la potencialidad de esta OM, es 

decir, una gran ampliación del tipo de problemas que se pueden plantear y abordar. El 

objetivo de este estudio es obtener una respuesta general sobre cómo mejorar la 

Fig. 1 

OMarit 
 

M2 
 

OMf(x) 
 



 

1. Propuesta de un MER para el proceso de modelización algebraico-funcional 

 

201 

rentabilidad de una empresa; por lo tanto, es natural plantear la variación de alguno de 

los parámetros del sistema y estudiar su efecto sobre las conclusiones establecidas. En 

este punto aparece la necesidad de hablar de parámetros y de explicitar en mayor o 

menor medida la fórmula general del modelo económico considerado, es decir, la 

actividad que se situaría en la tercera etapa de algebrización (M3).  

La cuestión en relación a cómo varia la solución del problema al variar los parámetros 

del sistema hace emerger la siguiente organización matemática OMfp(x) que contiene a 

las anteriores. Un ejemplo del tipo de problemas que se puede responder en las OM 

“funcionales” es el siguiente:  

Queremos vender camisetas, cada unidad nos cuesta 2.5 €, el alquiler es de 150 €. ¿Cuál es el 

precio de venta mínimo? 

En M3 partiríamos de la ecuación B = (p – 2.5)·x – 150 y llegaríamos a la relación: 

p = 2.5 + 
B + 150

 x 
  

Obtenemos así una respuesta que depende de x. Podemos realizar algunas interpretaciones a partir 

de la expresión algebraica como, por ejemplo, que si las ventas aumentan el precio de venta 

disminuye y que éste nunca será inferior a 2.5 €. Como en el ejemplo anterior, la interpretación en 

términos económicos sería que el precio de venta nunca puede ser inferior al precio de coste. 

También podemos concluir que si aumenta el beneficio que queremos obtener habrá que aumentar el 

precio de venta, pensando en todo momento que el valor de las ventas x está fijado.  

En OMfp(x) podemos considerar la familia de funciones de variable x que depende del parámetro B: 

pB(x) = 2.5 + 
B + 150

 x 
  

Dibujando las curvas de nivel de la función anterior para 

diferentes valores de B (fig. 3), obtenemos una familia de 

hipérboles con asíntota vertical en x = 0 y asíntota 

horizontal en p = 2.5. Vemos entonces que para valores 

pequeños de x, se requiere un aumento importante del valor 

de p para una modificación del parámetro B, cosa que no 

sucede con valores grandes de x.  

Intercambiando los papeles del parámetro y la variable también podemos definir la familia de 

funciones: 

px(B) = 2.5 + 
B + 150

 x 
 . 

Fig. 3 
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Dibujando las curvas de nivel para diferentes valores del número de 

ventas (fig. 4), observamos que el comportamiento del precio de venta 

en función del beneficio es lineal, en este caso, no se detecta la cota 

inferior del precio de venta, para ello habría que hacer un estudio más 

profundo de la familia de funciones que compone las curvas de nivel de 

la función p(B, x). Aparecen en este punto preguntas tecnológicas como 

por ejemplo: ¿Todas las curvas de nivel se intersecan en el mismo 

punto? ¿Qué explicación podemos dar a este fenómeno? (este tipo de 

preguntas no se pueden formular con el modelo anterior, es decir, en 

OMf(x) en este sentido la respuesta que obtenemos en este caso es más 

completa). 

La potencialidad de esta praxeología recae en el trabajo sistemático con familias de 

funciones, y su justificación inicial en la teoría de transformaciones elementales de 

familias de funciones (dichas familias de funciones también podrían interpretarse como 

curvas de nivel de una función de dos variables). 

La línea de evolución del proceso de estudio nos lleva a la construcción de una OM en 

torno a las funciones de varias variables donde aparecen conceptos tecnológicos nuevos, 

como por ejemplo la noción de derivada parcial, vector gradiente, etc. Un ejemplo del 

trabajo que se realizaría en esta última praxeología sería: 

Queremos vender camisetas, cada unidad nos cuesta 2.5 €, el alquiler es de 150 €. Nuestra 

estrategia consiste en ajustar el precio de venta de cada encargo en función del beneficio deseado. 

Por ejemplo, si el encargo es de 330 camisetas y queremos un beneficio de 2000 €, venderíamos las 

camisetas a p = 2.5 + 
B + 150

 x 
  = 2.5 + 

2000 + 150

330
  = 9.02 €. En esta situación, ¿qué haría 

disminuir más el valor del precio: un aumento del encargo o una disminución del beneficio?  

No existen técnicas algebraicas que nos permitan responder a la pregunta formulada, como mucho 

podemos dar respuestas basadas en la intuición a partir de la tendencia de la familia de funciones 

para diferentes valores de x. Diríamos que lo mejor para disminuir más rápidamente el precio de 

venta es aumentar las ventas ya que parece que entonces la variación del precio de venta es mayor. 

O bien dar una respuesta equitativa, disminuir una unidad cada magnitud. 

Por el contrario, en OMf(x1,…,xn) trabajaríamos directamente con la función de dos variables: p(B, x) = 

2.5 + 
B + 150

 x 
 . En este caso sí que existen técnicas analíticas que nos permiten responder a la 

pregunta formulada. Calculando las derivadas parciales respecto cada una de las variables 

xB

xBp 1),(





       y      

2

150),(

x

B

x

xBp 




  

Fig. 4 
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obtenemos 
B

p



 )330,2000(
= 0.003 y 

x

p



 )330,2000(
 = – 0.019; estos valores forman las componentes 

del vector gradiente: “el precio disminuiría en 0.003 € para cada euro de disminución del beneficio y 

0,019 € por unidad de aumento del encargo”. Por lo tanto el aumento de una unidad en las ventas 

provoca una mayor disminución del precio de venta que la disminución de una unidad del beneficio 

deseado. 

La figura 5 muestra el esquema de inclusión de las praxeologías matemáticas que 

acabamos de describir: 

 

 

En las próximas secciones diseñaremos, para cada uno de los cuatro sistemas referidos 

(el caso de la función de costes lineal, de la función de costes cuadrática, de la función 

de demanda y el caso de la función de predicción de ventas, considerando siempre la 

función de ingresos I(x) = p·x), una secuencia de cuestiones enlazadas. La respuesta a 

cada una de dichas cuestiones requiere la reconstrucción de una de estas praxeologías, y 

permitirá plantear nuevas cuestiones derivadas que conducirán a realizar una actividad 

matemática con un nivel de modelización algebraico-funcional cada vez más elevado. 

Presentamos a continuación un esquema del primer sistema considerado y del proceso 

de modelización progresiva del mismo, descrito en función de las diversas praxeologías 

matemáticas que se van construyendo y reconstruyendo. 

 

1.3. El caso de la función de costes lineal 

Partiendo de la cuestión generatriz indicada anteriormente: 

Q0: Dado un sistema económico en el que se pueden determinar unos ingresos y unos 

costes, ¿cómo conseguir un determinado beneficio? 

Puede concretarse en encontrar cuál es el número de unidades x0 para el que obtenemos 

un beneficio fijado B0 (es decir B(x0) = I(x0) – C(x0) = B0). Para dar respuesta a esta 

tarea emerge una primera praxeología matemática que corresponde a la ya descrita en el 

proceso de algebrización y denotada por M2. En el caso de la función de costes lineal la 

praxeología M2 proporciona una respuesta relativamente equivalente (pero más fiable) 

que la de OMarit o M1. Esto cambiará radicalmente a partir del caso de la función de 

Fig. 5 

OMfp(x) 

 

OMarit 
 

M2 

 
 

OMf(x) 
 

OMf(x1,…xn) 
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costes cuadrática. En este caso se rompe la equivalencia ya que existen tareas resolubles 

en M2 pero que no lo son en OMarit o M1. 

Si volvemos al problema planteado, es decir, determinar el valor de ventas x0 necesarias 

para obtener un beneficio fijado B0, se requiere la construcción de un modelo del 

sistema y la utilización de la técnica de resolución de la ecuación asociada; que 

consiste en convertir una inecuación en ecuación, es decir, cambiar el símbolo “≥” por 

el símbolo “=”; y resolverla algebraicamente. Esta técnica proporciona una respuesta 

matemática exacta a Q0, aunque como veremos en el caso de la función de coste 

cuadrática, no será suficiente para construir una respuesta completa. 

El proceso de estudio, después de haber dado respuesta a Q0, puede continuar con la 

cuestión de cómo disminuir x0 para obtener el beneficio deseado con menores ventas, es 

decir:  

Q1: ¿Cómo obtener un beneficio fijado con un número “aceptable” de ventas, 

modificando, si es necesario, algún parámetro de la situación? 

La respuesta a esta pregunta proviene de dos praxeologías. La primera de ellas 

corresponde a una praxeología completamente algebrizada que hemos denotado por M3, 

en la descripción de la tercera etapa de modelización algebraica en la §2.3. del capítulo 

2 realizamos una descripción general de esta organización matemática y su relación con 

M2’ y M2. 

 

 

 

 

 

La nueva praxeología estará presente a partir de ahora en todo el desarrollo de la 

actividad. Su funcionalidad es hacer surgir todos los parámetros y posibilitar el cambio 

de papel entre variables y parámetros. Este intercambio da lugar a la construcción de 

diferentes funciones. En definitiva, esta praxeología es el paso intermedio entre las 

ecuaciones y las funciones mediante la consideración de expresiones (o “fórmulas”) 

algebraicas con varias variables.  

Fig. 6 

M2: Problemas que requieren establecer 

la igualdad entre PCA  

P(x1,x2,a1..,ak) = Q(x1,x2,b1..,bs) + 

técnicas de cálculo algebraico. 

M2’: Problemas que requieren 

P(x1,a1..,ak) = Q(x1,b1..,bs) + 

técnicas algebraicas (cancelación). 

M3: Problemas que se resuelven 

con fórmulas algebraicas del tipo 

P(x1,…,xm,a1..,ak) = 0 + técnicas 

de estudio de la relación entre 

variables. 
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Nuevo Beneficio 

Debido a la transversalidad de esta praxeología hemos preferido no mencionarla en la 

descripción de la sucesión creciente de OM. La figura 7 muestra en qué sentido esta 

nueva praxeología matemática interacciona con las descritas anteriormente: 

 

 

 

La cuestión Q1 explicita la existencia de parámetros en el sistema, pero para decidir 

cuáles se deben modificar y poder responder a la pregunta, se debe determinar primero 

cuáles son los parámetros que componen el modelo. La praxeología M3 tiene la función 

de permitir esta tarea. 

La fórmula general implícita en el trabajo que hemos realizado es 

B = (p – c)·x – L  

Trabajo del modelo e interpretación 

Si no recurrimos a la modelización funcional y nos limitamos al trabajo en M3, 

podemos decir que el “beneficio bruto” B + L es directamente proporcional a x y a 

p – c. En términos más modernos (y, en cierto sentido, más “funcionales”), diremos 

que el beneficio aumenta linealmente con el precio unitario de venta y con el 

número de productos vendidos.  

Para la justificación de este razonamiento debemos utilizar elementos tecnológicos 

de la teoría de transformaciones elementales y dilataciones de familias de funciones 

(situándonos entonces en OMfp(x)), aunque también se puede hacer una 

corroboración a partir de la experimentación numérica o/y gráfica. 

Una posibilidad es hacer un estudio de los cambios que provoca 

la variación de un parámetro sobre la función beneficio, 

reafirmando la elección de aumentar o disminuir una magnitud.
7
 

Gráficamente se observa entonces que una posible manera de 

“mover” el punto x0 es aumentar la inclinación de la recta B(x), 

es decir, aumentar el precio de venta ( p). (Fig. 8)  

Otra posibilidad es disminuir el precio de coste unitario (c), 

                                                      
7 Observamos que este tipo de estudio “empírico” provoca que nos situemos en la praxeología OMf(x).  

Fig. 7 

Fig. 8 

OMf(x1,…xn) 

 
                                  OMfp(x)     OMf(x) 

   M2’ OM arit     M3 



Capítulo 4    

El paso del álgebra a la modelización funcional: diseño de una actividad de estudio e investigación 

 

206 

Nuevo Beneficio 

gráficamente el cambio de inclinación de la recta B(x) provoca una traslación 

horizontal en el punto x0. (Fig. 9) 

Finalmente, disminuyendo el precio del 

alquiler (L) se produce una traslación vertical 

de la recta beneficio, lo que provoca que x0 se 

desplace hacia la izquierda: también aquí se 

empieza a obtener el beneficio deseado con 

menos ventas. (Fig. 10) 

 

En definitiva, se pueden aislar diferentes parámetros de la fórmula para obtener más 

información sobre cuál es la mejor variación para aumentar el beneficio. Una vez 

aislado un parámetro debemos convertir la expresión en una función que permita 

realizar un estudio más profundo y, finalmente, dar una respuesta a la cuestión 

generatriz. 

Esto permite el paso hacia la praxeología denominada anteriormente OMf(x): 

 

 

 

 

 

Ubicándonos en lo que hemos denominado primer nivel de modelización algebraico-

funcional.  

En nuestro caso el modelo está determinado por las relaciones entre cuatro funciones, 

dependiendo de los diferentes valores que se conviertan en parámetros, si consideramos 

el precio de venta p obtenemos la función x(p); si consideramos el precio de coste c 

obtenemos la función x(c) y finalmente si consideramos el precio del alquiler L 

obtenemos la función x(L). Abordaremos la pregunta Q1 para cada una de estas 

funciones 

Respuesta en OMf(x)  

(a) Estudio de la función x = x(p)  

Nuevo Beneficio 

Fig. 9 Fig. 10 

Fig. 11 

OMf(x): Problemas que requieren la 

explicitación de funciones aisladas de 

una única variable f(x,y) = 0 + técnicas 

gráficas + cálculo diferencial de una 

variable.  

 Donde puede aislarse x localmente 

de manera explícita: y = F(x). 

M2: Problemas que requieren establecer 

la igualdad entre PCA  

P(x1,x2,a1..,ak) = Q(x1,x2,b1..,bs) + 

técnicas de cálculo algebraico. 

 M2’: Problemas que requieren 

P(x1,a1..,ak) = Q(x1,b1..,bs) + 

técnicas algebraicas (cancelación). 
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Fig. 12 

Gráfica de x(p) = (L + B0)/(p – c)  

donde c = 2.5, L = 300 y B0 = 3000. 

 

Construcción del modelo algebraico 

Suponiendo fijados el precio de coste c y el alquiler L (es decir, dados valores 

numéricos concretos para c y L), estudiaremos cómo afecta una variación del precio 

de venta p sobre el número de unidades que hay que vender para obtener un 

beneficio B0 también fijado. Por lo tanto, la función sobre la que trabajaremos es: 

x(p) = 
cp

BL



 0  

Construcción del modelo gráfico, trabajo del 

modelo e interpretación 

La gráfica de x(p) es una hipérbola con asíntota 

vertical en p = c (sólo consideraremos el caso p > c) 

y asíntota horizontal en x = 0 (Fig. 12). 

 

A modo de conclusión, la curva nos indica que si el precio de venta p aumenta 

indefinidamente, la cantidad de ventas necesarias para obtener un beneficio B0 tiende a 

cero. Y si p es próximo al coste c entonces el número de unidades a vender aumenta 

indefinidamente. 

(b) Estudio de la función x(c)  

Construcción del modelo algebraico 

Aquí consideramos la función: 

x(c) = 
cp

BL



 0  

Construcción del modelo gráfico, trabajo del modelo e interpretación 

Su gráfica es también una 

hipérbola con asíntota 

vertical en c = p y asíntota 

horizontal en x = 0 (Fig. 13)  

Por lo tanto sabemos que el precio de coste c no puede ser superior a p (es decir 

0 ≤ c < p, hecho que se puede corroborar gráficamente) dado que no tiene sentido el 

caso x(c) < 0.  

Fig. 13. Gráfica de x(c) =  (L + B0)/(p – c) con p = 4, L = 300 y B0 = 3000. 
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La curva nos indica también que x es siempre mayor o igual a  
L + B0 

p
 , obtenemos así 

una cota mínima para las ventas. 

(c) Estudio de la función x(L)  

Construcción del modelo algebraico 

Obtenemos en este caso la función afín: 

x(L) = 
cp

BL



 0  

cuya gráfica es una recta que sólo tiene sentido para 

L ≥ 0 (Fig. 14).  

 

Como en el caso anterior, se obtienen unas ventas mínimas que corresponden al caso 

extremo L = 0: 

x ≥  
B0 

 p – c 
  

Llegados a este punto del estudio habría que poder fijar un intervalo de ventas 

“posibles”, por ejemplo a partir de un trabajo estadístico previo sobre las ventas de 

meses anteriores (un estudio de previsión o de mercado) para que las respuestas que se 

van obteniendo a lo largo del estudio tuviesen un feedback por parte del sistema. 

También sería necesaria la determinación, o posibilidad de obtención, de un rango 

razonable de pertinencia para todos los parámetros del sistema (beneficio unitario, 

alquiler, etc.).  

El estudio anterior sirve para familiarizarnos con el sistema y, en particular para 

relativizar el papel de los parámetros y de las variables al mostrar que éstos se pueden 

intercambiar. ¿Qué parámetros juegan el papel de variables independientes (o de 

control) y cuáles de variables dependientes según el sistema? Es decir, ¿cuáles son las 

magnitudes que podremos controlar y cuáles las que están fuera de nuestro campo de 

acción? Podemos pensar que éstas son c, L y x. ¿Cuáles dependen casi completamente 

de la elección de la empresa? En principio B0 está fijado y, por lo tanto, es natural 

pensar que nuestro margen de maniobra recae, casi exclusivamente, en el precio de 

venta p. Por lo tanto habría que centrar el estudio en el precio de venta p como variable 

dependiente: 

Fig. 14 

Gráfica de x(L) =  (L + B0)/(p – c)  

con  p = 4, c = 2.5 y B0 = 3000. 
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p = c + 
 L + B0

 x 
  

Esta expresión muestra que el precio de venta aparece como el coste unitario más un 

sumando: la cantidad B0 + L que se quiere ingresar “repartida” entre las ventas x, es 

decir, “el ingreso unitario” necesario una vez eliminado el coste por unidad. Surgen así 

diversas estrategias o criterios de actuación para establecer el precio de venta:  

- Debido a la relación lineal entre p y c, si el precio de coste c se incrementa en 

c, entonces el precio de venta p se debe incrementar en p = c. 

- Si el precio del alquiler L se incrementa en L, entonces el precio de venta p se 

debe incrementar en p = L /x.  

- Si decidimos incrementar el beneficio B0 en B0 entonces el precio de venta p 

también se debe incrementar en p = B0/x. 

- Si la cantidad de ventas x, se incrementa en x entonces el precio de venta p se 

debe disminuir en p = – 
x·(L + B0)

 x·(x + x) 
 . 

Es necesario por lo tanto estudiar más a fondo la relación de p con los otros parámetros, 

en especial con la cantidad de ventas. El estudio realizado hasta al momento también 

pone de manifiesto que el margen de maniobra, si existe, se encuentra esencialmente en 

el término 

p – c = 
 L + B0

 x 
  

En otras palabras, el parámetro que nos interesa estudiar es el beneficio unitario,  

u = p – c que indica el aumento que se ha de aplicar al coste unitario para obtener los 

ingresos deseados. A partir de los parámetros que nos proporcionen más juego (o bien 

que sean más fácilmente modificables en el sistema) se obtendrá la “política de precios” 

a aplicar. 

Las respuestas a Q1 han proporcionado diferentes estrategias para mejorar la 

rentabilidad (manteniendo siempre el beneficio deseado B0) de la empresa a partir de 

determinar el beneficio unitario conociendo algunos parámetros. La valoración de la 

mejor estrategia se convierte en el motor para continuar el estudio. Por lo tanto es 

interesante explicitar algunas relaciones funcionales entre parámetros, que permitan 

responder a la siguiente cuestión:  
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Q2: ¿Qué efecto tiene la variación de un parámetro sobre los restantes? 

La organización matemática que da respuesta a Q2 es OMfp(x):  

 

 

 

 

Nos situamos así en lo que hemos llamado segundo nivel de modelización algebraico-

funcional.  

En nuestro caso el modelo contiene muchas combinaciones para estudiar. Entre los 

posibles estudios, el más interesante consiste en hacer un análisis de la variación del 

beneficio total B en función del beneficio unitario u y del precio del alquiler L, y un 

estudio de la variación del beneficio unitario u en función de las ventas y el beneficio 

total, es decir, la función u(x,B0).  

Estudio de las familias de funciones Bu(L) y BL(u) 

Queremos determinar qué provoca una mayor disminución del beneficio: una 

disminución del beneficio unitario u o bien, un aumento del precio del alquiler L.  

Respuesta en OMfp(x)  

Construcción del modelo algebraico 

Estudiaremos cómo determinar el beneficio B en función del beneficio unitario u y 

del precio del alquiler L, fijando únicamente las ventas (x). La relación entre estas 

variables se describe ahora como: 

B(L, u) = u·x – L 

Construcción del modelo gráfico, trabajo en el modelo e interpretación  

La gráfica de la familia de funciones Bu(L) = u·x – L, 

fijando x previamente, es una recta con pendiente negativa 

que pasa por el punto (0, u·x). (Fig. 16)  

 

 

Fig. 15 

Fig. 16 

Gráfica de la función 

Bu(L) = u·x –L con x = 450 

y u = {1, 2, 3}. 

OMfp(x): Problemas que requieren el 

trabajo con una familia de funciones 

fp(x,y) = 0 + teoría de familias de 

funciones de una variable. 

Donde puede aislarse x localmente 

de manera explícita: y = Fp(x). 

OMf(x): Problemas que requieren la 

explicitación de funciones aisladas de 

una única variable f(x,y) = 0 + técnicas 

gráficas + cálculo diferencial de una 

variable.  

 Donde puede aislarse x localmente 

de manera explícita: y = F(x). 
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La gráfica de la función BL(u) = u·x – L, fijado x 

previamente, es una recta que pasa por el punto (0, –L). 

(Fig. 17)  

 

 

Calculamos las derivadas parciales respecto de cada una de las variables: 

1
),(






L

uLB
       y      x

u

uLB




 ),(
 

Ahora un análisis superficial de la situación podría llevarnos a pensar que la 

comparación de estos dos valores nos aporta la respuesta a nuestro problema, pero 

esto no es cierto, ya que las magnitudes del precio del alquiler y del beneficio 

unitario no son comparables, debido a que la facilidad para aumentar 1 € el 

beneficio unitario no es la misma que la de aumentar 1 € el precio del alquiler. Las 

magnitudes están en “escalas” diferentes y sería necesario un cambio de variable 

que las “normalice”, por ejemplo uno que permita medir las dos magnitudes en 

porcentajes.  

Dada una magnitud m supondremos que depende de otra variable n, es decir m(n), 

tal que se verifica 

 dm 

 dn
 = m 

Esto significa que m varía respecto de n como un porcentaje, es decir, la variación 

en una unidad de n hace variar m en un 1 %. Observemos que la relación es 

“válida” para variaciones “pequeñas” de n. 

Para llevar a cabo una comparación del efecto de la variación de los parámetros u y 

L sobre el beneficio B, debido a que las dos magnitudes no son comparables, es 

necesario pensar en una variación “porcentual”. Haciendo un cambio de variable, 

esto es, pensándolo como funciones de otras variables v y l respecto de las cuales u 

y L varían, respectivamente, como m varía respecto de n, es decir, que verifican: 

 du 

 dv
 = u  y  

 dL 

 dl
 = L 

Fig. 17 

Gráfica de la función BL(u) = u·x – L  

con x = 450 y L = {150, 250, 350}. 
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Se obtiene que el beneficio depende de las variables l y v: B(l, v) = u(v)·x – L(l). 

Calculando las derivadas parciales, usando la regla de la cadena, respecto de cada 

una de estas nuevas variables tenemos: 

L
dl

dL

L

uLB

l

vlB









 ),(),(
  y  ux

dv

du

v

uLB

v

vlB









 ),(),(
 

ahora sí, podemos comparando 
l

vlB



 ),(
 y 

v

vlB



 ),(
 en valor absoluto. En resumen, 

para una misma variación porcentual del precio del alquiler y del beneficio unitario, 

si se verifica que u·x < L, la disminución del alquiler provoca un mayor aumento 

del beneficio; en caso contrario el aumento del beneficio unitario hace variar en 

mayor medida el beneficio deseado. 

El trabajo que acabamos de realizar corresponde a una nueva praxeología OMf(x1,…xn), 

que se aproxima al tercer nivel de modelización algebraico-funcional: 

 

 

 

 

Estudio de la función uB0
(x) y ux(B0)  

Supongamos ahora que queremos disminuir el beneficio unitario u para que la empresa 

sea más competitiva. Pensando que L toma un valor concreto fijado ¿qué planteamiento 

es el más adecuado: disminuir el beneficio deseado B0, o bien aumentar la cantidad de 

ventas x (ampliar la distribución del producto, campañas de publicidad, etc.)?  

Respuesta en OMfp(x)  

Construcción del modelo algebraico 

Consideramos primero la función de dos variables:  

u(x, B0) = 
 L + B0

 x 
  

 

 

Fig. 18 

OMfp(x): Problemas que requieren el 

trabajo con una familia de funciones 

fp(x,y) = 0 + teoría de familias de 

funciones de una variable. 

Donde puede aislarse x localmente 

de manera explícita: y = Fp(x). 

OMf(x1,…xn): Problemas que requieren 

el trabajo con funciones de dos o más 

variables + cálculo diferencial de 

funciones de varias variables. 



 

1. Propuesta de un MER para el proceso de modelización algebraico-funcional 

 

213 

Construcción del modelo gráfico, trabajo del modelo e interpretación 

La gráfica de la función uB0
(x) = (L + B0)/x, habiendo 

fijado B0, es una hipérbola con 

asíntota vertical x = 0 y asíntota 

horizontal en u = 0 (es decir 

p = c). (Fig. 19)  

La gráfica de la función ux(B0) = (L + B0)/x, habiendo fijado 

x, es una recta que pasa por el punto (0, L/x) (Fig. 20). 

 

Como antes, para poder comparar el efecto de la variación de los dos parámetros 

sobre el beneficio unitario, definimos dos nuevas variables s y b, que verifican: 

 dx 

 ds
 = x  y  

 dB0 

 db
 = B0 

así el beneficio unitario viene dado por la función de dos variables u(s, b) = 

 L + B0(b)

 x(s) 
 . Calculando las derivadas parciales respecto de cada una de estas 

variables, mediante la regla de la cadena, llegamos a: 

x

BL

ds

dx

x

Bxu

s

bsu 00 ),(),( 










  y  

x

B

db

dB

B

Bxu

b

bsu 00

0

0 ),(),(










 

comparando 
s

bsu



 ),(
 y 

b

bsu



 ),(
 en valor absoluto, tenemos que  

s

bsu



 ),(
 ≥ 

b

bsu



 ),(
 , 

es decir, 

x

B

x

LB

·100·100

00 


 

que se cumple siempre ya que L ≥  0. 

En resumen, para una misma variación porcentual del beneficio y el número de 

ventas, un aumento del número de ventas x provoca una mayor disminución en el 

beneficio unitario.  

Fig. 19 Gráfica de la función u(x) =(L + B0)/x 

con L = 300 y B0 = {2500,3000,4000}. 

Fig. 20 Gráfica de la función u(B0) = (L + B0)/x 

con L = 300 y x = {200,300,400}. 
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Naturalmente aumentar estas dos magnitudes de forma independiente no tiene por 

qué ser la mejor estrategia. En OMf(x1,…xn) disponemos de una noción que asegura 

que la variación más grande de una magnitud que depende de otras se consigue en 

la dirección del vector gradiente. Dejamos aquí abierto el estudio en torno a la 

geometría de los vectores gradiente y del gráfico de curvas de nivel de la función 

B(x, u) (fig. 21) que podría dar respuesta a las 

cuestiones del tipo ¿si contamos con una previsión 

de ventas y de precios, cuál es la sensibilidad del 

beneficio a cambios de las variables anteriores 

(debido por ejemplo a las rebajas, ofertas, la 

competencia)? ¿Tiene la misma sensibilidad para 

ventas grandes que para pequeñas? 

 

Formulación de la respuesta final a todo el proceso de estudio 

Finalmente y a modo de resumen del trabajo de modelización realizado hasta aquí, 

podemos dar una respuesta bastante satisfactoria a Q0. El estudio culmina con la 

elección del mejor criterio de actuación: hay que escoger un precio de venta que 

satisfaga 

 p ≥  c + 
 L + B0

 x 
  

Suponiendo que podemos realizar una misma variación porcentual de cada parámetro, la 

estrategia a seguir, si queremos disminuir el beneficio unitario u (= p – c) para ser más 

competitivos, consiste en aumentar la cantidad de ventas x. Ahora para lograr un mayor 

aumento del beneficio lo mejor es disminuir porcentualmente el valor del alquiler en el 

caso de que u·x < L y en caso contrario lo mejor es aumentar porcentualmente el 

beneficio unitario u. 

También hemos obtenido diferentes estrategias o criterios de actuación para establecer 

el precio de venta manteniendo el beneficio B0 fijado: si el precio del alquiler L se 

incrementa en L entonces el precio de venta p se debe incrementar en p = L /x. Si el 

precio de coste c, se incrementa en c entonces el precio de venta p se debe incrementar 

Fig. 21 
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en la misma cantidad p = c. Finalmente si la cantidad de ventas x, se incrementa en 

x entonces el precio de venta p se puede disminuir en p = – 
x·(L + B0)

 x·(x + x) 
 . 

Del modelo construido se deduce que cuantas más unidades vendamos más beneficio 

obtendremos. Pero parece natural que un aumento de la cantidad de ventas conlleve la 

necesidad de contratación de más mano de obra, un aumento en gastos de almacenaje y 

transporte, etc. en definitiva un aumento de los costes y tal vez esto hará que el 

beneficio no aumente de igual forma. Pero este aumento no queda contemplado, como 

es evidente, en el modelo trabajado en esta sección. Otro aspecto que nuestro modelo 

tampoco parece contemplar es el hecho de si aumentamos el precio de venta la cantidad 

de ventas decrecerá, es decir, que la ventas x son en realidad una función del precio p. 

Se dibuja así la necesidad de construir o establecer una función de demanda de la 

situación.  

A continuación consideraremos un modelo para la función de costes que toma en 

consideración algunos de estos factores. Los costes extras quedarán recogidos en lo que 

llamaremos el coeficiente de riesgo . En la §1.5. tomaremos en consideración la 

segunda forma de completación del modelo introduciendo en el sistema una función de 

demanda.  

 

1.4. El caso de la función de costes cuadrática  

A continuación ampliaremos el trabajo de la sección anterior considerando un nuevo 

sistema cuya función de costes es una función cuadrática, es decir, considerando el caso 

en que el precio de coste depende linealmente de las ventas. Así el modelo funcional 

global está formado, como antes, por tres funciones: 

1. La función de ingresos I(x) = p·x donde p es el precio del producto. 

2. La función de costes C(x) = (c + x)·x + L donde c es el coste unitario del 

producto, L es el precio del alquiler del local y  es el “coeficiente de riesgo” 

para ventas grandes. En este caso, la función C(x) es una parábola con vértice en 

x = 
 – c

 2
  y C(0) = L.  

3. La función del beneficio B(x) = I(x) – C(x) = –x2
 + (p – c)·x – L.  
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Parte lineal correspondiente a la función beneficio 

Beneficio de 7000 € 

Como en el caso anterior, la formulación en genérico de estas funciones (expresión con 

parámetros) aparecerá a lo largo del proceso de estudio, aumentando el grado de 

algebrización de la actividad matemática. 

Inicialmente hay que realizar una reformulación de la cuestión generatriz: 

Q0: Dado un sistema económico en el que se pueden determinar unos ingresos y unos 

costes, ¿cómo conseguir un determinado beneficio? 

Económicamente, una primera información relevante es el número de unidades para el 

que obtenemos un beneficio fijado. Para dar respuesta a esta tarea emerge la 

organización matemática OMf(x).  

Respuesta en OMf(x)  

Construcción del modelo algebraico 

Suponiendo fijados el precio de venta p, el precio de coste c, el alquiler L y el 

coeficiente de riesgo , queremos resolver la inecuación B(x) ≥ B0 para saber 

cuántas unidades hay que vender para obtener, como mínimo, el beneficio B0 

fijado. A diferencia del caso de la función de costes lineal, aquí el problema tiene 

una resolución práctica pero difícil de justificar en M2: se resuelve la ecuación 

B(x) = B0 y se utiliza una “regla” para determinar el intervalo de soluciones (por 

ejemplo sabiendo que una expresión de 2.º grado tiene el signo de –a entre las 

raíces o substituyendo en la expresión un valor menor que las raíces, uno mayor y 

uno intermedio). El trabajo en OMf(x) proporciona una técnica más general y menos 

“críptica” mediante la construcción de un modelo gráfico. La solución de la 

ecuación de segundo grado asociada B(x) = B0 es: 

x = 
 p – c ± (p – c)

2
 – 4L + B0) 

 2
  

Construcción del modelo gráfico, trabajo 

del modelo e interpretación 

La función B(x) es una parábola con vértice en 

x = 
 p – c

 2
  y B(0) = – L 

 Fig. 22 B(x) = -x2 +(p–c)·x –L con beneficio 

B0 = 7000, c = 2.5;  = 10-5; p = 7 y L = 1200. 
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El coeficiente es un valor “pequeño” del tipo 1/K con K >> 0, así que para 

valores de x muy inferiores a K, ·x es menospreciable y los costes son casi 

lineales, apareciendo el crecimiento cuadrático para ventas “grandes”. (Fig. 22) 

Mostrando así en qué sentido este nuevo sistema es una ampliación del sistema anterior 

(función de costes lineales), se obtiene que el intervalo [x0, x1] donde B(x0) = B(x1) = B0, 

es el rango de ventas, xi ϵ [x0, x1], tal que el beneficio obtenido es superior al beneficio 

fijado, es decir, B(xi) ≥ B0. 

El razonamiento hecho en la construcción del modelo indica que para ventas 

“pequeñas”, el modelo construido para el caso de costes cuadrático puede considerarse 

equivalente al modelo construido para el caso de costes lineales y, por lo tanto, también 

una buena modelización del sistema anterior. Por este motivo centraremos el estudio en 

el caso de ventas “grandes”, es decir, para valores de x tales que·x
2
 sea “significativo” 

(por ejemplo, ·x
2
 > 1). Si aumentamos el intervalo de beneficios positivos 

obtendríamos un mejor rango de ventas.  

La evolución “natural” del proceso de estudio después de haber dado una primera 

respuesta a Q0, nos lleva a estudiar cómo “mover” los puntos x0 y x1 (y, en particular, 

cómo modificar la distancia entre ellos) para obtener el beneficio deseado, es decir:  

Q1: ¿Cómo obtener un beneficio fijado con un número “aceptable” de ventas o con un 

rango de ventas lo suficientemente grande modificando, si es necesario, algún 

parámetro de la situación? 

La respuesta a esta pregunta puede obtenerse en dos praxeologías. La primera de ellas 

corresponde a una praxeología completamente algebrizada, M3. Esta praxeología estará 

presente a partir de ahora en todo el desarrollo de la actividad. Su funcionalidad es, 

como en el caso anterior, hacer surgir todos los parámetros y posibilitar el cambio de 

papeles entre variables y parámetros y, por lo tanto, hacer posible la definición de 

diferentes funciones. En efecto, la pregunta Q1 explicita la existencia de parámetros en 

el sistema, pero para decidir cuáles se deben modificar y poder responder a la cuestión 

planteada, habría que determinar qué parámetros componen el modelo. La organización 

matemática M3 permite llevar a cabo dicha tarea con la escritura de la fórmula general: 

B = –·x
2
 + (p – c)·x – L 
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Fig. 25 

 

De esta fórmula se puede deducir que, para una cantidad de ventas dada, el beneficio 

aumenta si aumentamos el precio de venta, disminuimos el precio de coste, el 

coeficiente de riesgo o bien el precio del alquiler. También permite expresar cada uno 

de estos parámetros en función del resto de variables. Pero no se puede ir mucho más 

allá en el estudio.  

Si nos situamos en la segunda etapa del proceso de 

modelización funcional OMfp(x), el estudio de la 

cuestión puede proseguir de la manera siguiente. Para 

estudiar los cambios que provoca la variación de un 

parámetro, y reafirmar así la elección de aumentar o 

disminuir una magnitud, empezaremos analizando la 

intersección de la curva y = B(x) con la recta y = B0. Como en el caso lineal, una 

posible manera de “mover” los puntos x0 y x1 (y, en particular, modificar la distancia 

entre ellos) es aumentar el precio de venta (p), lo que provoca un cambio de posición 

del vértice de la función beneficio (fig. 23). Otra posibilidad puede ser disminuir el 

coste unitario (c) que tiene el mismo efecto que antes: se obtiene una mayor amplitud 

del intervalo [x0, x1], lo que implica que se empiezan a obtener beneficios con menores 

ventas. 

También podemos disminuir el 

coeficiente de riesgo (). Gráficamente 

cambia la apertura de la parábola y la 

posición del vértice, provocando una 

menor amplitud del intervalo [x0, x1] a 

partir de una pequeña disminución del 

valor del extremo izquierdo y una disminución del valor del extremo derecho. En este 

caso el beneficio máximo disminuye de 

forma considerable como se puede 

comprobar en la figura 24. 

La última posibilidad es disminuir el precio 

del alquiler (L). Gráficamente se produce 

una traslación vertical hacia arriba de la 

función beneficio (fig. 25), lo que provoca 

que x0 se desplace hacia la izquierda y x1 

Fig. 23 

Fig. 24 



 

1. Propuesta de un MER para el proceso de modelización algebraico-funcional 

 

219 

hacia la derecha. También aquí se obtiene un intervalo de mayor amplitud y se 

empiezan a obtener beneficios con una cantidad menor de ventas. 

En resumen, pretendemos aislar diferentes parámetros de la fórmula para obtener más 

información sobre cuál ha de ser el parámetro a variar para obtener un mayor aumento 

del beneficio. Una vez aislado un parámetro hay que convertir la expresión en una 

función que permita realizar un estudio profundo y que posibilite, finalmente, dar una 

respuesta a la cuestión generatriz. Nuestro modelo es análogo al caso lineal por lo que 

nos volvemos a situar en el primer nivel de modelización algebraico-funcional 

considerando cinco funciones distintas: x(p), x(c), x(L) y x().
8
 

Trabajo en OMf(x)  

(a) Estudio de la función x = x(p)  

Suponiendo fijados el precio de coste c, el alquiler L y el coeficiente de riesgo , 

estudiaremos cómo afecta una variación del precio de venta p al número de unidades 

que hay que vender para obtener un beneficio B0 también fijado. Si resolvemos la 

ecuación de segundo grado en x: B0 = –·x
2
 + (p – c)·x – L, obtendremos dos funciones 

distintas para estudiar, una para cada raíz de la ecuación: 

x1(p) = 
 p – c + (p – c)

2
 – 4L + B0) 

 2
   y  x2(p) = 

 p – c – (p – c)
2
 – 4L + B0) 

 2
  

La complicación de seguir el estudio
9
 con estas dos funciones (en realidad serian seis 

funciones: x1(p), x2(p), x1(c), x2(c), x1(L), x2(L), x1() y x2()),  junto a los resultados 

obtenidos en el caso lineal, conducen a pensar que el parámetro más interesante para 

estudiar es la diferencia u = p – c, es decir, el beneficio unitario considerado como 

variable independiente. También aquí es natural pensar que el margen de maniobra de la 

empresa recae, casi exclusivamente, en el precio de venta p y, en menor medida, en el 

coste unitario c, lo que refuerza la elección de u como variable dependiente. El estudio 

prosigue así con la función: 

u = 
 L + B0

 x 
  + ·x 

                                                      
8 En el caso que el estudio sea muy similar al que ya hemos realizado para el caso lineal no lo 

explicitaremos para no hacer repeticiones innecesarias.  
9 Puede consultarse el estudio completo en Ruiz-Munzón (2006). 
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Antes de proseguir por este camino, nos pararemos un poco más en el estudio de la 

función de beneficio ya que surgen nuevas cuestiones que son interesantes de abordar, 

por ejemplo:  

Q1’: ¿Cuál es el máximo beneficio? ¿Sería posible que el beneficio máximo    

se asuma dentro de un intervalo preestablecido [a, b]? 

Respuesta en OMf(x) 

A partir de la fórmula del vértice de una parábola o bien derivando e igualando a 

cero la función del beneficio 

B(x) = –·x
2
 + u·x – L 

podemos determinar para qué ventas se obtiene el máximo beneficio. 

Podemos dar una primera respuesta a nuestra cuestión: el beneficio máximo 

Bmax = 
 u

2
 

 4 
 – L  corresponde a unas ventas de x = 

 u 

 2
 . Si queremos que estas ventas se 

encuentren en un intervalo [a, b] es necesario que 2··b > u > 2··a, pero no es 

suficiente para asegurar que el beneficio sea positivo, además debe cumplirse que u > 

4··L . Aparece una condición que hay que tener presente para cualquier estudio, el 

beneficio B0 que queremos obtener debe ser menor a Bmax, en caso contrario se debe 

empezar a estudiar las diferentes variaciones de los parámetros del sistema. Por tanto, 

acabamos de encontrar una condición necesaria y suficiente para poder responder a Q0: 

u ≥  2·  ·(B0 + L)   

Prosiguiendo con la línea anterior del estudio, la expresión algebraica  

u = 
 L + B0

 x 
  + ·x 

muestra que el beneficio unitario tiene la misma forma que en el caso lineal más un 

término que únicamente afecta para ventas “grandes”. Aparecen así diversas estrategias 

o criterios de actuación para establecer el beneficio unitario:  

- Si el precio del alquiler L se incrementa en L entonces el precio unitario u debe 

ser incrementado en u = L /x.  

- Si decidimos incrementar el beneficio B0 en B0 entonces el precio unitario u 

también debe ser incrementado en u = B0/x.  
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- Si la cantidad de ventas x se incrementa en x entonces el precio unitario u debe 

disminuirse en u = – 
x·(L + B0)

 x·(x + x) 
  + ·x. 

- Si el coeficiente de riesgo  se incrementa en  entonces el precio unitario u 

debe disminuirse en u = x·. 

En definitiva, debemos  estudiar más profundamente la relación del beneficio unitario u 

con los otros parámetros, en especial con la cantidad de ventas.  

Las respuestas a Q1 han proporcionado diferentes estrategias para mejorar la 

rentabilidad (manteniendo siempre el beneficio B0) de la empresa a partir de determinar 

el beneficio unitario en función de parámetros conocidos. La valoración de la mejor 

estrategia se convierte aquí, como en el caso lineal, en el eje para continuar el estudio. 

Es interesante explicitar algunas relaciones funcionales entre parámetros, que permitan 

responder a la siguiente cuestión: 

Q2: ¿Qué efecto tiene la variación de un parámetro sobre los restantes? 

La praxeología matemática que da respuesta a Q2 es OMfp(x)  

 

 

 

 

Situándonos en el segundo nivel de modelización algebraico-funcional. Nuestro modelo 

es análogo al del caso lineal, analizaremos la variación del beneficio B en función del 

beneficio unitario u y del precio del alquiler L y el coeficiente de riesgo  y haremos un 

estudio de la variación del beneficio unitario u en función de las ventas y el beneficio, 

es decir, la función u(x,B0). De esta manera, podremos responder a la cuestión Q2. 

Respuesta en OMfp(x)  

Estudio de las familias de funciones Bu(L), BL(u) y B(u)  

Si suponemos el valor de las ventas x y el coeficiente  fijados y, como en el caso 

precedente, queremos determinar qué hace disminuir más el beneficio: una disminución 

del beneficio unitario u o bien, un aumento del precio del alquiler L. La respuesta a esta 

pregunta es la misma que para el caso de la función de costes lineal, ya que la función 

Fig. 26 

OMfp(x): Problemas que requieren el 

trabajo con una familia de funciones 

fp(x,y) = 0 + teoría de familias de 

funciones de una variable. 

Donde puede aislarse x localmente 

de manera explícita: y = Fp(x). 

OMf(x): Problemas que requieren la 

explicitación de funciones aisladas de 

una única variable f(x,y) = 0 + técnicas 

gráficas + cálculo diferencial de una 

variable.  

 Donde puede aislarse x localmente 

de manera explícita: y = F(x). 
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con la que se habría de trabajar es B(L, u) = –·x
2
 + u·x – L, la diferencia con la función 

utilizada antes es una constante (–·x
2
), que no afecta al razonamiento con las derivadas 

parciales. En resumen para aumentar el beneficio, lo mejor es disminuir 

porcentualmente el valor del alquiler en el caso de que u·x < L; en el caso contrario lo 

mejor es aumentar porcentualmente el beneficio unitario. 

A continuación si suponemos que únicamente el valor de las ventas x está fijado, parece 

interesante responder a la cuestión de qué hace aumentar más el beneficio: un aumento 

del beneficio unitario u o bien, una disminución del coeficiente de riesgo  o del 

alquiler L. 

Situándonos próximos al tercer nivel de modelización algebraico-funcional, es decir, en 

OMf(x1,…xn) y usando la misma nomenclatura que en el caso lineal, resulta:  

L
dl

dL

L

B

l

B










·   ;  xu

dv

du

u

B

v

B
·· 









  y  




·· 2x

da

dB

a

B










 

Comparándolos en valor absoluto, tenemos que para una misma variación porcentual de 

los parámetros L, u y , si ·x > u el parámetro  provoca una mayor variabilidad en el 

beneficio, en caso contrario es el beneficio unitario u quien provoca una mayor 

variación. También tenemos que si ·x
2
 > L vuelve a ser el parámetro  el que hacer 

variar en mayor medida el beneficio, en caso contrario es el precio del alquiler L. 

Estudio de las familias de funciones uB0
(x) y ux(B0)  

Si queremos disminuir el beneficio unitario u para que la empresa sea más competitiva, 

qué planteamiento es el más adecuado: ¿disminuir el beneficio deseado B0 o bien, 

aumentar la cantidad de ventas x (ampliar la distribución del producto, campañas de 

publicidad, etc.)? Suponiendo que L y  toman un valor concreto fijado. 

El estudio de la función ux(B0) no aporta ninguna novedad al estudio del caso lineal, ya 

que la función es la misma con una constante sumada, en cambio la función uB0
(x) 

aporta algunas conclusiones nuevas: 

Construcción del modelo algebraico 

Estudiaremos como determinar el beneficio unitario u en función de las ventas x y 

del beneficio B0, fijando el alquiler L y el coeficiente de riesgo . La relación entre 

estas variables se describe ahora como: 
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Fig. 27  Gráfica de uB(x) =  (B + L)/x+ x·   

con  = 10-5, L = 2200 y B0 = {7000, 8000,10000}. 

 

 

u(x,B0) = 
 L + B0

 x 
  + x· 

Construcción del modelo gráfico, trabajo en el modelo e interpretación  

La gráfica de la familia de funciones uB0
(x) = 

 L + B0

 x 
  + x·, fijado B0 es una hipérbola con 

asíntota vertical en x = 0 y asíntota oblicua en 

u(x) = ·x. Para valores de x muy grandes u es 

proporcional a las ventas x y al coeficiente de 

riesgo  (fig. 27). 

Además, existe una producción xm para la cual se logra que el beneficio unitario um 

sea mínimo. Obtenemos um = 2 (L +B0) , valor que corresponde a unas ventas de 

xm = 
 L + B0 


  . Notemos que ésta era la condición necesaria y suficiente que ya 

habíamos encontrado con el estudio del beneficio máximo. 

La gráfica de la función ux(B0) = 
 L + B0

 x 
  + x·,  fijada x, es una recta que no aporta 

ninguna información más relevante.  

Finalmente podemos decir que existe una producción xm para la cual el beneficio 

unitario um es mínimo 

 um = 2 (L +B0)  

proporcionando una condición necesaria y suficiente para obtener solución sin 

modificar ningún parámetro de la situación inicial.  

Como antes, si queremos comparar el efecto de la variación de los dos parámetros sobre 

el beneficio unitario debemos trabajar en términos de porcentajes, así el beneficio 

unitario viene dado por la expresión: 

u(s, b) =  
 L + B0(b)

 x(s) 
  + x(s)· 

Calculando las derivadas parciales, usando la regla de la cadena, respecto de cada 

una de las variables 
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x
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 en valor absoluto, tenemos que  

x

Bx

x

LB

·100100

·

·100

00 





, 

L + ·x
2
 ≥  0 

A igual variación porcentual de la cantidad de ventas x y del beneficio fijado B0, las 

ventas provocan una mayor variación del precio unitario u. Aunque el efecto de cada 

uno de los parámetros es diferente, es decir, si las ventas aumenta el beneficio unitario 

disminuye, en cambio si el beneficio fijado aumenta el beneficio unitario también 

aumenta.  

Naturalmente aumentar estas dos magnitudes de forma independiente no tiene porqué 

ser la mejor estrategia. En OMf(x1,…xn) disponemos de una noción que asegura que la 

variación más grande de una magnitud que depende de otras coincide con la dirección 

del vector gradiente. 

Si en el gráfico de las curvas de nivel de la función B(x,u) introducimos la 

representación del vector gradiente (fig. 28), se 

pueden corroborar diferentes propiedades 

tecnológicas de este concepto: En particular, se 

constata que la perpendicularidad del vector gradiente 

con las curvas de nivel indica la mínima distancia 

entre las curvas, la interpretación de la longitud del 

vector gradiente, etc.
10

 

 

Formulación de la respuesta final a todo el proceso de estudio 

Finalmente podemos dar una respuesta bastante satisfactoria a Q0. El estudio culmina 

con la elección del mejor criterio de actuación: se debe escoger un precio de venta que 

verifique 

                                                      
10 En el gráfico no se observa la perpendicularidad debido a la diferente graduación de los ejes de 

coordenadas. Este hecho puede originar nuevas cuestiones a tratar (Bosch, Gascón & Ruiz-Munzón, 

2006). 

Fig. 28 
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 p ≥  c + 
 L + B0

 x 
  + x· 

Esta condición es más restrictiva que la condición necesaria y suficiente encontrada en 

el caso de la función de costes lineal. En efecto: 

c + 
 L + B0

 x 
  + x· ≥  c + 2 (L +B0) , 

 L + B0 + x
2
·

2·x 
  ≥  (L +B0) , 

2
·x

4
 + (B0 + L)

2 
+ 2··x

2
·(B0 + L) ≥  4··x·(B0 + L), 

2
·x

4
 + (B0 + L)

2
 – 2··x

2
·(B0 + L) ≥  0, 

·x
2
 – (B0 + L)]

2
 ≥  0 

La estrategia más adecuada si queremos disminuir el beneficio unitario u (= p – c), para 

ser más competitivos consiste, como antes, en aumentar porcentualmente la cantidad de 

ventas x.  

Para aumentar el beneficio lo mejor es disminuir porcentualmente el valor del alquiler 

en el caso de que u·x < L; en el caso contrario lo mejor es aumentar porcentualmente el 

beneficio unitario u. 

También hemos obtenido diversas estrategias o criterios de actuación para establecer el 

precio de venta manteniendo el beneficio B0 fijado: si el precio del alquiler L se 

incrementa en L, entonces el precio de venta p se debe incrementar en p = L /x. Si 

la cantidad de ventas x, se incrementa en x entonces el precio de venta p debe 

disminuirse en p = – 
x·(L + B0)

 x·(x + x) 
  + ·x. Finalmente si el coeficiente de riesgo , se 

incrementa en  entonces el precio de venta p debe aumentar en p = x·. 

Finalmente, el beneficio máximo Bmax = 
 u

2
 

 4 
 – L corresponde a unas ventas de x = 

 u 

 2
 . 

Del modelo construido se deduce que, si tenemos unas ventas grandes, para obtener más 

beneficio sólo hay que incrementar el precio de venta adecuadamente, pero parece 

natural pensar que un aumento del precio debe afectar a la cantidad de ventas. Este 

argumento no queda contemplado en el modelo trabajado. A continuación 

consideraremos un modelo donde se introduce una nueva función: la función de 
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demanda, que relaciona estas dos magnitudes dando origen a un modelo más complejo 

pero que se ajusta mejora a la dinámica económica real. 

 

1.5. El caso de la función de demanda  

A continuación retomaremos las conclusiones de la sección anterior y las revisaremos 

con la introducción de una función demanda. Empezaremos con un pequeño estudio de 

las propiedades de una función demanda cualquiera. Las características básicas que 

debe de cumplir son: 

 Si p aumenta entonces x tiende a cero, o bien x = 0 para todo valor de p > K. 

 Si p tiende a cero entonces x tiende a infinito o bien x = M (saturación del 

mercado). 

 La función demanda debe de ser cóncava, en el sentido que p’’(x)  0 donde 

x, p(x) ≥ 0.  

Consideremos tres tipos de funciones que cumplen las condiciones anteriores:  

(1)  p(x) = K – a·x, es una recta de pendiente negativo (donde a > 0) que pasa por los 

puntos (0, K ) y (K/a, 0). Esto quiere decir que existe una cota superior de ventas 

máximas (K/a corresponde a la saturación del mercado). Y, además, el precio de 

venta como máximo puede tomar el valor K.  

(2)  M
bx

K
xp 


)( , es una hipérbola de la que exclusivamente nos interesa la 

rama situada en el primer cuadrante. Existe una cota superior del precio de venta 

que es M
b

K
 . Y, además, las ventas como máximo pueden ser de b

M

K
  

unidades. En el caso de M = 0, no existe una cota máxima para número de 

ventas. 

(3) MeKxp xb   ··)( , es una exponencial con una cota superior para el precio de 

venta que es K – M. Y, además, la cantidad de ventas como máximo tomará el 

valor de 
 

b

MK /ln
. En el caso de M = 0, las ventas máximas son infinitas. 
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Hay que tener presente que todos los parámetros que aparecen en las diferentes 

expresiones son siempre números reales positivos. En cualquiera de los tres casos será 

necesario un ajuste de los parámetros a partir de los datos reales o con otros métodos. 

La pregunta más natural a formular después de los análisis anteriores es: 

Qgeneratriz: ¿Qué cambios se producen en los modelos con los que habíamos trabajado 

hasta el momento? ¿Cuáles de los resultados obtenidos siguen siendo válidos?  

Puede parecer que el estudio con las diferentes funciones beneficio será análogo con la 

única complicación de tener que trabajar con más parámetros. Pero la interpretación de 

las expresiones finales o la comparación de éstas se convierten en un trabajo 

inabordable para alumnos de Secundaria, puesto que se requiere trabajar con funciones 

no elementales.
11

 Esto nos lleva a buscar una nueva estrategia para abordar estos casos. 

Una posibilidad es realizar un trabajo con la función ingresos y costes, ya que éstas son 

más sencillas. 

En los apartados siguientes llegaremos a responder de nuevo a la cuestión Q3 para cada 

una de las funciones de demanda mencionadas a partir de una comparación entre las 

diferentes funciones ingresos y costes. 

 

1.5.1. Caso de la función demanda: p(x) = K – a·x  

Si substituimos p por p(x) = K – a·x, implica un primer cambio en la función ingresos. 

Así el modelo funcional siguiente está formado por tres funciones: 

1. La función de ingresos I(x) = p(x)·x = K·x – a·x
2
, es una parábola invertida con 

vértice en x = 
 K 

 2·a 
  e I(0) = 0. 

2. La función de costes C(x) = (c + x)·x + L donde c es el coste unitario del 

producto, L es el precio del alquiler del local y  es el “coeficiente de riesgo” 

para ventas grandes. En este caso, la función C(x) es una parábola con vértice en 

x = 
 – c

 2
  y C(0) = L.  

                                                      
11 El estudio completo debe hacerse dentro de la praxeología OMf(x1, …, xn) y esto requiere una actividad 

situada plenamente en el tercer nivel de modelización algebraico-funcional.  
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3. La función del beneficio B(x) = I(x) – C(x) = – (a +x2
 + (K – c)·x – L es 

también una parábola invertida.  

Inicialmente la cuestión que empezábamos abordando era: 

Q0: Dado un sistema económico en el que se pueden determinar unos ingresos y unos 

costes, ¿Cómo conseguir un determinado beneficio? 

En nuestro caso podemos reformular esta cuestión en una de más sencilla para iniciar el 

estudio conjunto de las funciones ingresos y costes:  

Q0’: ¿Cuándo obtenemos beneficio (B(x) > 0), es decir, para qué número  

 de unidades x se cumple que I(x) > C(x)? 

Para dar respuesta a esta tarea emerge la praxeología OMf(x) y en cierta medida 

OMf(x1,…xn).  

Respuesta en OMf(x)  

Construcción del modelo algebraico 

Con todos los parámetros fijados menos la cantidad de ventas, aplicando la técnica 

ecuacional asociada:  

 x = 
 K – c ± (K – c)

2
 – 4(a + ·L 

 2(a + ) 
 

habrá dos, uno o ningún punto de intersección dependiendo del discriminante. 

Construcción del modelo gráfico, trabajo del modelo e interpretación 

Nos situamos al caso más interesante, que tengamos dos puntos de corte entre la 

parábola de ingresos y la parábola de costes. 

La función de costes en el primer cuadrante es monótona creciente, en cambio la 

función de ingresos en el primer cuadrante tiene diferentes monotonías, esto 

implica la diferenciación de tres casos: 

 El máximo de la función ingresos se sitúa entre los dos puntos de corte. (Fig. 29, 

gráfica de color azul) 

 El máximo de la función ingresos coincide con el segundo punto de corte. 

(Fig. 29, gráfica de color rojo) 
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 El máximo de la función ingresos se sitúa a la derecha de los dos puntos de 

corte. (Fig. 29, gráfica de color cian) 

 

 

 

  

 

 

 

En realidad hay un cuarto caso, que el vértice de la parábola coincida con el primer 

punto de corte, pero en este caso las gráficas serían tangentes, es decir, no existe 

ningún intervalo de ventas para el que se obtenga beneficio. 

Para que el punto de intersección coincida con el vértice de la función ingresos, se 

debe satisfacer: 

K = 
2·c·a + a· 4·c

2
 – 16·L·( – a) 

 2·( – a) 
   donde  << a 

Recordemos que el beneficio se define como B(x) = I(x) – C(x), gráficamente se 

interpreta como la distancia entre el ingreso y el coste. 

A partir de la fórmula del vértice de una parábola o bien derivando e igualando a 

cero la función del beneficio 

B(x) =  – (a +·x2
 + (K – c)·x – L 

podemos determinar para qué ventas se obtiene el máximo beneficio. 

Finalmente, la visualización conjunta de las dos funciones C(x) e I(x) pone en evidencia 

el hecho que unos ingresos máximos no implican un beneficio máximo, en particular el 

número de ventas para las que se obtiene el máximo beneficio es xmax = 
K – c

 2·(a + ) 
  y 

obtenemos un beneficio de Bmax = 
 K

2
 + c

2
 –2·K· c

 4·(a –) 
  – L.  

Todas las estrategias que hemos encontrado en relación al precio unitario no se pueden 

abordar en esta ocasión ya que ha desaparecido el parámetro p explícitamente.  

C(x) 

I(x) 

I(x) 

I(x) 

Fig. 29 
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Remarquemos que en este nuevo modelo las cotas para el número de ventas y para el 

precio de venta están integradas permanentemente en el trabajo mediante la función 

demanda, por lo tanto, no es preciso un estudio de mercado para determinar un rango de 

ventas razonable o un rango de precios aceptable. Aunque como ya hemos indicado, sí 

la función demanda no viene dada será necesario llevar a cabo un ajuste de los 

parámetros. 

 

1.5.2. Caso de la función demanda: p(x) = 
 K 

 x + b 
  – M  

Si substituimos p por M
bx

K
xp 


)(  donde M·b < K y M < K, esto implica que el 

primer cambio aparece en la función ingresos. Así el modelo funcional siguiente está 

formado por tres funciones: 

1. La función de ingresos I(x) = p(x)·x = K – M·x – 
bx

bK



·
, es una recta de 

pendiente negativo menos una hipérbola. Tiene una asíntota vertical en x = – b y 

una asíntota oblicua en I(x) = K – M·x. 

2. La función de costes C(x) = (c + x)·x + L donde c es el coste unitario del 

producto, L es el precio del alquiler del local y  es el “coeficiente de riesgo” 

para ventas grandes. En este caso, la función C(x) es una parábola con vértice en 

x = 
 – c

 2
  y C(0) = L.  

3. La función del beneficio B(x) = I(x) – C(x) = –·x
2
 – (M + c)·x – L +K – 

bx

bK



·
 

es una parábola invertida menos una hipérbola. Tiene una asíntota vertical en 

x = – b.  

Inicialmente la cuestión que empezábamos abordando era: 

Q0: Dado un sistema económico en el que se pueden determinar unos ingresos y unos 

costes, ¿cómo conseguir un determinado beneficio? 

En nuestro caso podemos reformular esta cuestión en una más sencilla para iniciar el 

estudio conjunto de las funciones ingresos y costes:  



 

1. Propuesta de un MER para el proceso de modelización algebraico-funcional 

 

231 

Q0’: ¿Cuándo obtenemos beneficio (B(x) > 0), es decir, para qué número  

 de unidades x se cumple que I(x) > C(x)? 

Para dar respuesta a esta tarea emerge la praxeología OMf(x) y, de alguna manera, en 

OMf(x1,…xn). 

Respuesta en OMf(x)  

Construcción del modelo algebraico 

Con todos los parámetros fijados menos la cantidad de ventas, para poder resolver 

la ecuación B(x) = 0 hay que solucionar una ecuación de tercer grado, por lo tanto 

pueden haber tres, dos o un único punto de intersección.  

Construcción del modelo gráfico, trabajo del modelo e interpretación 

Esbozando las gráficas de los ingresos y la de los costes se 

observa que de los tres posibles puntos de intersección, 

como mucho sólo dos de ellos corresponden a ventas 

positivas (fig. 30). 

El máximo relativo de la función ingresos se asume para 

x =  
K·b

 M 
   – b (es un número de ventas positivo ya que 

se verifica por hipótesis que K > M·b), y se obtiene un ingreso máximo con el valor 

de K + M·b –2·  K·b·M    =  2·bMK  . Sabemos que no tiene porqué coincidir 

con el punto de máximo beneficio.  

Para estar en el caso con dos puntos de intersección positivos podemos imponer que 

el máximo relativo de la función ingresos sea mayor que el valor de la función 

costes en este punto, por lo tanto, se debe satisfacer 

I 








 
K·b

 M 
  – b   ≥  C 









 
K·b

 M 
  – b  , 

 2·bMK   ≥  ·

2

·













 b

M

bK
 + c ·









 
K·b

 M 
  – b   + L, 

 2·bMK   ≥   2·
·

bMK
M

b



 +  bMK

M

bc
·

·
  + L, 

C(x) 

I(x) 

Fig. 30 
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0 ≥   2·1
·

bMK
M

b


















 +  bMK

M

bc
·

·
  + L 

Pensemos esta expresión como una parábola considerando bMK ·  como 

variable, queremos que esta desigualdad sea cierta siempre, por lo tanto es 

necesario imponer que · b  ≤ M  para obtener una parábola invertida. Apliquemos 

la fórmula de segundo grado y obtendremos una condición suficiente para 

determinar un rango de ventas donde exista beneficio:  

K
MM

bMLMLMbcbMc
bM 






··2·2

····4··4····
·

22

 

Por otro lado derivando e igualando a cero la función del beneficio 

B(x) = –·x
2
 – (M + c)·x – L +K – 

bx

bK



·
 

se obtiene una ecuación de tercer grado  

0 = –2··x – (M + c) + 
2)(

·

bx

bK


 

que se debe resolver para determinar para qué ventas se obtiene el máximo 

beneficio. Si en vez de usar la fórmula correspondiente pensamos esta ecuación 

como la intersección de una recta (2··x + M + c = y) que pasa por el punto 

(0, M + c) y una hipérbola 








 2)(

·

bx

bK
 con asíntota vertical en x = – b y que pasa 

por el punto (0, K), es necesario que M + c < K para obtener una solución positiva 

de la ecuación. Éste es un máximo relativo de la función beneficio. 

Como en el caso de la función de demanda anterior se observa que unos ingresos 

máximos no implican un beneficio máximo, sólo en el caso de que  

2·b· = c + 2··  
K·b

 M 
    

será cierto que el beneficio máximo corresponde al máximo ingreso.  

Como antes, todas las estrategias que hemos encontrado en relación al precio unitario 

no se pueden abordar en esta ocasión ya que ha desaparecido el parámetro p 

explícitamente. 
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Hemos encontrado condiciones sobre los parámetros que permiten asegurar la existencia 

de beneficio, han sido las siguientes:  

· b  ≤ M;  M + c < K    y  

K
MM

bMLMLMbcbMc
bM 






··2·2

····4··4····
·

22

 

También en este nuevo modelo las cotas para el número de ventas y para el precio de 

venta están integradas permanentemente en el trabajo mediante la función demanda, por 

lo tanto, no se requiere un estudio de mercado para determinar un rango de ventas 

razonable o un rango de precios aceptable. Aunque como ya hemos indicado, si la 

función demanda no viene dada, será necesario llevar a cabo un ajuste de los 

parámetros.  

 

1.5.3. Caso de la función demanda: p(x) = K·e 
–b·x

 – M  

Si substituimos p por
12

 MeKxp xb   ··)(  donde M < K, el modelo funcional del 

sistema económico está formado por las tres funciones siguientes: 

1. La función de ingresos I(x) = p(x)·x = 
xbexKxp ···)(  – M·x. 

2. La función de costes C(x) = (c + x)·x +L donde c es el coste unitario del 

producto, L es el precio del alquiler del local y  es el “coeficiente de riesgo” 

para ventas grandes. En este caso, la función C(x) es una parábola con vértice en 

x = 
 – c

 2
  y C(0) = L.  

3. La función del beneficio B(x) = I(x) – C(x) = xbexK ···   –·x
2
 – (M + c)·x – L.  

Inicialmente la cuestión que empezábamos abordando era: 

Q0: Dado un sistema económico en el que se pueden determinar unos ingresos y unos 

costes, ¿cómo conseguir un determinado beneficio? 

En nuestro caso podemos reformular esta cuestión en una más sencilla para iniciar el 

estudio conjunto de las funciones ingresos y costes:  

                                                      
12 Realmente se puede considerar p(x) = K·a-b·x – M para a > 1. 
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C(x) 

I(x) 

Q0’: ¿Cuándo obtenemos beneficio (B(x) > 0), es decir, para qué número  

 de unidades x se cumple que I(x) > C(x)? 

Para dar respuesta a esta tarea emerge la praxeología OMf(x) y ocasionalmente 

OMf(x1,…xn). 

Respuesta en OMf(x)  

Construcción del modelo algebraico 

Con todos los parámetros fijados menos la cantidad de ventas, para poder resolver 

la ecuación B(x) = 0 hay que utilizar métodos numéricos, ya que no es posible aislar 

explícitamente la variable x.  

Construcción del modelo gráfico, trabajo del modelo e interpretación 

Esbozando la gráfica de ingresos y de costes (fig. 31) se 

observa que en todos los casos los puntos de intersección (que 

pueden ser dos como máximo) se obtienen para valores 

positivos de x.  

Como para la primera función demanda que hemos estudiado, 

existen tres posibles casos: el máximo de la función ingresos 

cae dentro del intervalo de ventas con beneficio, el máximo 

ingreso corresponde a uno de los extremos del intervalo o bien el máximo está 

situado fuera del rango de ventas con beneficio. 

El máximo relativo de la función ingresos no se puede determinar explícitamente 

pero sí que podemos asegurar su existencia. En efecto, si igualamos a cero la 

derivada de la función ingresos.  

I’(x) = Ke
–b·x

(1 – b·x) – M = 0, 

xbe
K

M xb ·1·   

es equivalente a determinar el punto de intersección entre una recta de pendiente 

negativa y una función exponencial. A partir de la hipótesis formulada inicialmente 

(M < K ) se comprueba fácilmente que estas dos curvas intersecan siempre. 

Respecto este punto podemos afirmar que es menor que 1/b. Imponiendo que K > 

M·e se cumple que I(1/b) > 0 y, finalmente, imponiendo que los ingresos en este 

Fig. 31 
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punto sean superiores a los costes, es decir, I(1/b) > C(1/b), podemos afirmar que 

existe un intervalo de ventas con beneficio: 

L
b

c

beb

eMK












2

1

·

·
 , 

K – M·e > 
 ·e 

b
  + e·c + L·b·e 

En resumen obtenemos que K > M·e y K > e(/b + c + L·b + M) como condiciones 

suficientes para conseguir beneficio. 

Derivando e igualando a cero la función del beneficio 

B(x) = xbexK ···   –·x
2
 – (M + c)·x – L 

podemos determinar para qué ventas se obtiene el máximo beneficio. Pero en este 

caso la ecuación que se debe resolver 

0 = xbxb exKbeK ·· ····    –2··x – (M + c) 

requiere métodos numéricos para aproximar la solución. 

En conclusión hemos encontrado condiciones sobre los parámetros para poder asegurar 

la existencia de beneficio, que son:  

K > M·e    y    K > e·(/b + c + L·b + M) 

Como en los apartados anteriores todas las estrategias encontradas en relación al precio 

unitario no se pueden abordar en esta ocasión ya que ha desaparecido el parámetro p 

explícitamente.  

También este nuevo modelo tiene las cotas para número de ventas y para el precio de 

venta integradas en la función demanda.  

En esta sección hemos ampliado el sistema considerado a partir de establecer una nueva 

relación entre dos de los parámetros. Sería posible establecer nuevas relaciones entre los 

diferentes parámetros, como por ejemplo suponiendo que el precio de venta se establece 

como el triple del precio de coste: p(c) = 3·c. 
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1.6. Previsión de las ventas 

En los estudios anteriores aparece siempre, en algún momento del análisis matemático, 

la necesidad de llevar a cabo una estimación de cuál es la cantidad de ventas razonables 

o aceptables. Esto se podría tomar como objeto de estudio en sí mismo.  

Es natural pensar que las ventas pueden variar según el día, la temporada (primavera, 

verano, otoño o invierno) o el mes, podemos pensar que el comportamiento de las 

ventas fluctúa, por ejemplo de forma sinusoidal a lo largo de los meses. Por lo tanto 

podemos considerar una función de predicción de la cantidad de ventas a lo largo del 

tiempo. A continuación retomaremos, de forma muy breve, algunas de las conclusiones 

de la §1.4., revisándolas tomando en consideración una función de predicción concreta. 

Si sustituimos x por x(t) = M + K·sen(r·t + q) donde K ≤ M (para asegurar ventas 

positivas en todo momento) obtenemos una función acotada entre los valores [M – K, M 

+ K] y periódica de período 2/r.
13

  

Así, el modelo funcional resultante está formado por tres funciones: 

1. La función de ingresos  

I(t) = p·x(t) = p·M + p·K·sen(r·t + q) 

que es una función sinusoidal acotada en  

[p·M – p·K, p·M + p·K] 

y periódica de período 2/r. 

2. La función de costes  

C(t) = (c + x(t))·x(t) + L  

       = (c + ·( M + K·sen(r·t + q) ))·( M + K·sen(r·t + q)) +L  

donde c es el coste unitario del producto, L es el precio del alquiler del local y  

es el “coeficiente de riesgo” para ventas grandes. En este caso, la función C(t) es 

una función acotada en  

[c·(M – K) + ·(M – K)
2 
+ L,  c·(M + K) + ·(M + K)

2 
+ L] 

y periódica, de período 2/r.  

                                                      
13 La determinación de esta función puede surgir de un trabajo de interpolación o aproximación de 

funciones y permite llevar a cabo un estudio de las transformaciones y dilataciones de funciones 

elementales. 
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3. La función del beneficio  

B(t) = I(t) – C(t)  

= – ·K
2
·sen

2
(r·t + q) + (u·K – 2··M·K)·sen(r·t + q) + u·M – ·M 

2 
– L 

que es una función acotada en  

[– ·K
2 
+ (– u + 2··M)·K + u·M – ·M 

2 
–L, – ·K

2
 + (u –2··M)·K + u·M – ·M 

2 
– L] 

 y periódica, de período 2·/r. Recordemos que u es el beneficio unitario.  

La pregunta más natural a formular después de los análisis anteriores es: 

Qgeneratriz: ¿Qué cambios se producen en los modelos con los que habíamos trabajado 

hasta el momento? ¿Cuáles de los resultados obtenidos continúan siendo válidos? 

El estudio de la nueva función beneficio será análogo a los anteriores, con la novedad de 

trabajar con un nuevo tipo de familia de funciones: las funciones trigonométricas. 

Inicialmente la cuestión que empezábamos abordando era: 

Q0: Dado un sistema económico en el que se pueden determinar unos ingresos y unos 

costes, ¿cómo conseguir un determinado beneficio? 

En nuestro caso podemos reformular esta cuestión en una de más sencilla para iniciar el 

estudio conjunto de las funciones ingresos y costes:  

Q0’: ¿Cuándo obtenemos beneficio (B(t) > 0)? 

Respuesta en OMf(x) 

Construcción del modelo algebraico 

Con todos los parámetros fijados menos el tiempo t, para poder resolver la ecuación 

B(t) = 0, en general, se deben usar métodos numéricos, ya que no es posible aislar 

explícitamente la variable t. Pero si aprovechamos los resultados anteriores donde 

la variable x ya estaba aislada obtenemos 

 u – u 
2
 – 4L 

2
 < x(t) < 

 u + u 
2
 – 4L 

2
 , 

 u – u 
2
 – 4L 

2
 < M + K·sen(r·t + q) < 

 u + u 
2
 – 4L 

2
 , 



Capítulo 4    

El paso del álgebra a la modelización funcional: diseño de una actividad de estudio e investigación 

 

238 

arcsen






 u – u 

2
 – 4L 

2·K
  – 

M

 K 
  – q 

 r 
 < t < 

arcsen






 u + u 

2
 – 4L 

2·
  –

M

 K 
  – q 

 r 
 

Construcción del modelo gráfico, trabajo en el modelo e interpretación  

Esbozando la gráfica del beneficio se observa que pueden existir diferentes 

intervalos disjuntos con beneficio (fig. 32). Además 

existen varios instantes de beneficio máximo. La 

derivación directa de B(t) y su igualación posterior a cero 

conduce a una ecuación difícil de resolver a primera vista. 

Por el contrario si aplicamos la regla de la cadena, es decir, 

dt

dx

dx

dB

dt

tdB
·

)(
  obtenemos la ecuación a resolver 

(–2·x(t) + u)·(K·r·cos(r·t + q)) = 0 

donde o el primer término del producto es cero o bien lo es el segundo término, por 

lo tanto obtenemos el conjunto de soluciones  














































r

q
K

M

k

u
arcsen

s
r

sq
t

·2
     ,

·2/ 
 

obtenemos en resumen una condición suficiente para obtener siempre beneficio  

u·(M – K) ≥ L + (   ·K + M)
2
 

A partir de aplicar la nueva función al criterio de actuación hallado para determinar el 

precio de venta obtenemos la desigualdad, 

p ≥ c +  
 L + B0

 M + K·sen(r·t + q) 
  + (M + K·sen(r·t + q))· 

en la gráfica de la función p(t) (fig. 33), se observa que existe 

un precio de venta mínimo, aunque este oscila a lo largo del 

tiempo. Es evidente que una empresa no puede ir cambiando 

el precio a cada instante, por lo tanto podemos establecer la 

cota superior de la función como el mínimo precio de venta.  

No parece muy útil tener las ventas en cada instante de tiempo debido a que la empresa 

hace previsiones como mínimo de mes en mes, en este estudio sería útil, por ejemplo,  

ℕ 

Fig. 32 

Fig. 33 
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poder hablar de la media de ventas para cada mes y basar los resultados de los estudios 

en estos valores. Surge la cuestión:  

Q0’’: ¿Cómo podemos calcular una media relativa de una función en un intervalo de 

tiempo concreto? 

Para dar respuesta a esta tarea emerge una nueva técnica.  

Respuesta en OMf(x)  

Construcción del modelo integral, trabajo en el modelo e interpretación 

Si cada mes se denota por un valor numérico de 1 hasta 12, esto implica que la 

escala de valores está medida en meses. Entonces definimos las ventas medias en 

cada mes con la integral  

xmensual(i) = 
i

i+1

 M + K·sen(r·t + q) dt  

                                     = M – 
K

 r 
 (cos(r·i + q + r) – cos(r·i + q)) 

Llegados a este punto se pueden refutar o confirmar las conclusiones anteriores, 

hacer una revisión de los modelos utilizados, etc.  

Creemos que la dirección de este último análisis permite abrir el estudio hacia nuevas 

praxeologías matemáticas que llevan a recubrir casi todo el cálculo de Bachillerato 

(clasificación y características básicas de las funciones elementales: rectas, parábolas, 

cúbicas, hipérbolas, exponenciales, raíces y funciones trigonométricas; cálculo de 

derivadas, representación gráfica de funciones elementales a partir del análisis de sus 

características globales, optimización, etc.), quedando mostrada la “potencialidad” de 

las cuestiones planteadas y de los diversos sistemas considerados. 

 

2. Diseño a priori de una organización didáctica a experimentar  

En nuestra investigación consideramos tres niveles para describir el diseño a priori de 

un proceso de estudio. El primer nivel corresponde al de la ingeniería matemática y 

consiste básicamente en la descripción del MER que hemos especificado en la sección 

anterior que completaba el MER del capítulo 2. El segundo nivel corresponde a la 

concreción del estudio anterior cuando se asumen ciertas restricciones institucionales – 

por ejemplo que el proceso anterior se llevará a cabo con alumnos de tal o cuál nivel de 
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secundaria – y consiste en una descripción de las praxeologías didácticas necesarias 

para el desarrollo del proceso de estudio en la institución considerada. Este segundo 

nivel de ingeniería se materializa en un mapa de cuestiones y posibles respuestas 

provisionales (que tienen estructura praxeológica) apoyadas en el primer nivel de 

análisis y que puede presentar diferentes alternativas. Evidentemente, las cuestiones son 

el punto de partida de cierta actividad matemática pero requieren de ciertos gestos 

didácticos por parte del director del estudio y del grupo de estudiantes, así como la 

anticipación y superación de posibles restricciones ecológicas durante el proceso de 

estudio. Dedicaremos las dos siguientes secciones a este segundo nivel de concreción. 

Finalmente, el tercer nivel corresponde a lo que podríamos llamar el nivel del análisis 

clínico y consiste en la descripción y evaluación de la experimentación llevada a cabo 

con grupos concretos de alumnos y profesores. Este último nivel debe incluir una 

evaluación y revisión de las propuestas de los dos primeros niveles, y como 

consecuencia, una completación y mejora del MER y del diseño a priori del proceso de 

estudio. Dedicaremos el capítulo 5 a la realización de esta tarea. 

El diseño de la actividad de estudio e investigación, que llamaremos y presentaremos a 

la comunidad de estudio como un Taller de Matemáticas, se apoya en nuestro caso en la 

combinación de dos estrategias didácticas: 

(a) Proponer el estudio de una cuestión problemática surgida en el ámbito de un sistema 

económico. El proceso de estudio requiere considerar las relaciones funcionales 

entre las cuatro variables del sistema (ventas, costes, ingresos y beneficio), así como 

la transformación progresiva en parámetros de las medidas de las magnitudes del 

sistema. La elaboración de la respuesta a la situación problemática planteada 

requerirá la construcción y el trabajo dentro de diversas praxeologías matemáticas. 

En la sección anterior hemos descrito los principales ingredientes de las 

praxeologías que tienen una elevada probabilidad de aparición en el proceso de 

estudio, donde cada praxeología tiene un grado mayor de algebrización que la 

anterior, lo que da lugar a un proceso de modelización algebraico-funcional. 

(b) Poner a disposición de los alumnos la calculadora simbólica Wiris para 

instrumentalizar (junto con el dispositivo mixto CSW + “lápiz y papel” + 

calculadora numérica) las técnicas matemáticas necesarias para abordar los tipos de 

problemas que surjan en esta actividad, así como las técnicas didácticas que se 

requieren para organizar la modelización algebraico-funcional. Pretendemos 



 

2. Diseño a priori de una organización didáctica a experimentar

 

241 

aprovechar los recursos de la CSW para facilitar a los alumnos el trabajo de 

creación, representación gráfica y manipulación de las expresiones algebraicas de 

familias de funciones dependientes de uno o más parámetros, trabajo que se deberá 

completar con la interpretación de todas estas manipulaciones en el contexto del 

sistema. 

 

2.1. Introducción a la situación problemática  

El estudio que hemos realizado en la §1. muestra la potencialidad matemática de la 

situación y el poder generador de la cuestión inicial considerada, quedando explícito así 

las diferentes praxeologías que pueden aparecer durante el proceso de estudio.  

El proceso de estudio se inscribirá dentro de una actividad de estudio e investigación 

para alumnos de Bachillerato (16 – 18 años) para la que se adopta un dispositivo 

didáctico especial que hemos designado como Taller de Matemáticas. El taller debería 

aportar ciertas condiciones favorables para el proceso de estudio que detallaremos más 

adelante. Pero el trabajo con un grupo de alumnos específico también implica ciertas 

restricciones que se deben tener presentes y que provienen principalmente del 

equipamiento praxeológico – tanto matemático como extra-matemático – de los 

alumnos y las restricciones temporales de realización de la experimentación (es decir, 

aquellas que provienen del nivel pedagógico de organización del estudio: número de 

sesiones de clase, duración de las sesiones, disponibilidad del aula de informática, 

evaluaciones del curso, etc.).  

Hay que mencionar además una restricción del nivel disciplinar que tiene a ver con el 

objetivo del trabajo matemático que se propone en el Taller. Éste no consiste sólo en 

responder a cuestiones concretas del tipo “¿Cómo hacer más rentable una empresa? 

¿Cómo conseguir un determinado beneficio? ¿Cuál es, si existe, el precio de venta 

óptimo? ¿Cuál es la mejor estrategia de inversión a 10 años vista?”, sino también en 

explorar una situación que nos permita responder de forma sistemática y justificada a 

estas preguntas y a cualquier otra posible pregunta que nos puedan plantear relacionada 

con esta situación problemática. Por este motivo el trabajo del Taller no se debe 

conducir exclusivamente con el objetivo de dar una respuesta particular al problema 

planteado. La cuestión debe ser propuesta, abordada y generalizada, inscribiéndola en 

una situación más amplia donde cada problema es el representante de un tipo de 

problemas, donde hay que producir respuestas más generales, que permitan recoger 



Capítulo 4    

El paso del álgebra a la modelización funcional: diseño de una actividad de estudio e investigación 

 

242 

diferentes casos particulares, anticipar nuevos problemas que pueden aparecer, 

interpretar los resultados obtenidos dentro del sistema económico inicial, justificar las 

respuestas sucesivas, etc. Esta situación es muy poco habitual en la enseñanza 

secundaria española y, por este motivo, aparecen restricciones ligadas al tipo de trabajo 

matemático que los alumnos están acostumbrados a llevar a cabo que chocan 

frontalmente con el que se les propone. 

Para tomar en consideración y hacer frente a esta restricción e instaurar la dinámica del 

Taller de la manera más natural posible, se propone a los profesores que planteen la 

siguiente situación. Se considera el aula como una consultora empresarial donde llegan 

“encargos de clientes”. Estos clientes requieren una respuesta concreta al problema 

planteado pero también necesitan una respuesta más general y válida a largo plazo que 

debería expresarse en términos de una estrategia para cuando se les planteen cuestiones 

similares. Además, la respuesta que se elaborará se deberá entregar por escrito en un 

documento que llamaremos “informe de resultados”. La elaboración y discusión de este 

informe sirve para instaurar el momento de institucionalización y evaluación de los 

conocimientos aparecidos durante el proceso de estudio. 

Debido a la fuerte restricción escolar de la duración temporal de la experimentación del 

Taller, se decidió no realizar el estudio estadístico de previsión de ventas y análisis de 

rangos de los parámetros (cf. §1.) aun siendo conscientes que este trabajo daría más 

realismo a la situación planteada y ayudaría a la familiarización de los alumnos con la 

situación económica planteada. Las primeras experimentaciones (curso 2005/06) se 

plantearon como un taller de prácticas matemática
14

 y se decidió dar, desde el principio, 

las restricciones sobre los valores posibles de los parámetros con los que se trabajaría, 

fijando el rango de variación previsible: “Supongamos que el precio de venta de cada 

camiseta no puede ser superior a un valor dado (porque no se vendería nada), el precio 

de coste no parece posible negociarlo por debajo de cierto valor, etc.” El análisis a 

posteriori puso de manifiesto la relación de esta decisión con algunas dificultades 

detectadas para hacer vivir el proceso de modelización. Para superarlas se modificó el 

material de los alumnos dándole una mayor abertura y ambigüedad, convirtiendo así el 

material en un medio sobre el que contrastar y apoyar las decisiones en torno a los 

rangos de los diferentes parámetros.  

                                                      
14 cf §1. capítulo 3. 
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Apuntaremos a continuación un posible recorrido de estudio a través de cuestiones que 

podrían surgir de una situación económica y de las respuestas provisionales que se van 

aportando a la cuestión inicial.
15

 Para hacerlo necesitamos explicitar algunos posibles 

encargos a los cuales la “consultoría” debe intentar dar respuesta. El primero 

corresponde a una empresa con una función de costes que depende linealmente de la 

producción; la segunda que daremos es de una empresa donde la función de costes 

depende de forma cuadrática de la producción; la tercera y cuarta corresponden a 

empresas para las que conocemos además su función de demanda, donde una de ellas 

tiene una la función de costes lineal, y la otra una función de costes cuadrática. Notemos 

que este proceso didáctico no tiene la intención de ser exhaustivo: el recorrido que 

propondremos recubre una parte de la matemática mostrada y queda abierto a otros 

posibles desarrollos (que se indican en Ruiz-Munzón, 2006). 

La propuesta del Taller tiene una duración aproximada de 14 sesiones de 50 minutes: 4 

para la parte lineal, 4 para la cuadrática, 3 para la primera función de demanda con 

costes lineales, 2 más para el trabajo con encargos previsibles (elaborados por los 

propios estudiantes) y una última a modo de evaluación final (examen). La mayoría de 

las sesiones requieren tener acceso a la CSW, aunque esto no significa que se tenga que 

utilizar obligatoriamente en todas las sesiones. 

La primera tarea didáctica con la que el profesor debe enfrentarse es la de presentar de 

forma global el Taller de Matemáticas, dar sentido al nuevo tipo de trabajo que se ha de 

llevar a cabo y contextualizarlo, consiguiendo que las situaciones y las preguntas tengan 

“sentido” para los alumnos para que sean tomadas con seriedad y no como un ejercicio 

de clase. Esta presentación se comunica a los profesores en los términos siguientes: 

Plantear a los alumnos que durante las próximas sesiones la clase se convertirá en una consultoría 

para empresas. Diferentes clientes nos expondrán sus problemas y tendremos que intentar dar la 

mejor solución. El objetivo es aprender a responder a los posibles problemas con los que una 

empresa se puede encontrar. Será necesario partir de alguna pregunta formulada explícitamente 

por una empresa, pero se debe pensar también en generalizar el estudio a otras posibles cuestiones 

del mismo tipo que podrían llegar a partir de otras situaciones, otros datos, etc. 

Presentaremos a continuación un posible proceso de estudio soportado por el MER 

presentado en la §1. Lo que se pretende esencialmente es poner de manifiesto la 

potencialidad de la cuestión que nos proponemos tratar, es decir, su capacidad para 

                                                      
15 Para mayor brevedad, mencionaremos sólo los resultados de estas respuestas provisionales que sean 

imprescindibles para la comprensión del proceso de estudio propuesto y remitimos el lector al anexo C 

para su resolución detallada. 
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guiar y su papel de “motor” en el proceso de estudio. Para evaluar su potencialidad 

habrá que evaluar, en primer lugar, qué elementos y técnicas de una praxeología 

matemática hay que construir para dar respuesta a la pregunta formulada y, en segundo 

lugar, cuáles son las nuevas preguntas que pueden surgir y, por lo tanto, las nuevas 

praxeologías matemáticas que permiten reconstruir. Posteriormente veremos una 

posible organización didáctica de este recorrido que es, esencialmente, la que se 

propuso para llevar a cabo la experimentación de la AEI. Este estudio también mostrará 

cuáles son los objetos matemáticos que intervienen o pueden aparecer en el transcurso 

del Taller y proporcionará criterios para evaluar hasta qué punto los medios disponibles 

por la comunidad de estudio son suficientes para desarrollar la actividad matemática 

esperada. 

 

2.2. El caso de la función de costes lineal  

En esta primera parte del Taller de Matemáticas se proporciona a la comunidad de 

estudio un documento donde figura el primer encargo con los datos que se adjuntan a 

continuación. El rasgo diferenciador con los otros encargos se encuentra en que la 

función de costes es una función que depende linealmente de la producción o cantidad 

de ventas, ya que no se realizará en ningún momento la diferenciación entre ambas 

magnitudes. 
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Encargo 1: Una asociación juvenil. Compra y venta de camisetas. 

Desde hace unos años, una asociación juvenil del barrio estampa y vende camisetas para financiar 

parte de sus actividades. Para evitar problemas de stock, sólo hacen camisetas por encargo. Llevan 

unos cuantos años con este financiamiento. Según lo que venden cada mes, obtienen diferentes 

beneficios mensuales. Las camisetas cuestan 2.50 € la unidad y, de momento, las están vendiendo a 

5.20 €. Han de pagar al distrito un alquiler de 300 € al mes.  

Nos han facilitado información de los últimos meses en una tabla y un gráfico: 

Año Actual 

Mes Marzo Abril  Mayo Junio Julio Agosto Setiembre 

Camisetas vendidas 513 100 260 329 498   

Ingresos Totales   (€) 2667.6 520 1352 1710.8 2589.6   

Costos Totales       (€) 1582.5 550 950 1122.5 1545   

Beneficio               (€) 1085.1 -30 402 588.3 1044.6   

Ventas de camisetas en los diferentes meses 

 

 

INFORMACIÓN DE OTRAS ASOCIACIONES  

CORRESPONDIENTE AL AÑO ANTERIOR 

 

Asociación “Amigos de la Naturaleza” 

 Marzo Abril Mayo Junio 

Precio de venta 4.20 4.79 4.75 4.55 

Precio de coste 3 2.55 3 2.9 

Precio del local 130 130 135 137 

 

Asociación “Salvemos a la gallina borrosa” 

 Marzo Abril Mayo Junio 

Precio de venta 6.90 6.50 6.60 6.20 

Precio de coste 2.39 2 1.35 1.50 

Precio del local 285 300 320 335 

 

Asociación “T.I.A.” 

 Marzo Abril Mayo Junio 

Precio de venta 8 7.50 7.75 8.15 

Precio de coste 4.95 3.75 3.95 4.50 

Precio del local 400 450 453 440 

 

Nos han pedido si les podemos ayudar a determinar qué deben hacer para obtener los beneficios que 

desean y, en general, para mejorar la rentabilidad: 

1. ¿Qué deben hacer para obtener unos 800 € de beneficio el mes de agosto (en el que se acostumbra a 

vender poco)? ¿Deben subir el precio? ¿Cuánto? 

2. ¿Qué deben hacer para obtener unos 3000 € de beneficio el mes de setiembre (que es cuando más se 

vende)? ¿Deben subir el precio? ¿Cuánto? 

3. En general, y pensando a largo plazo ¿qué pueden hacer para obtener un determinado beneficio 

mensual (por ejemplo 3000 €) sabiendo que el precio y el coste unitarios y el alquiler pueden 

variar? 
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De la lectura del encargo de la asociación juvenil se obtienen las condiciones iniciales 

del negocio: coste unitario constante c = 2.5 €, precio unitario constante p = 5.2 € y 

coste fijo (alquiler) L = 300 €. Las funciones que componen nuestro modelo son: 

La función de ingresos I(x) = 5.2·x  

La función de costes C(x) = 2.5·x + 300  

La función de beneficio B(x) = I(x) – C(x) = 2.7·x – 300  

La primera cuestión de la que se parte es la siguiente: 

Primer caso (agosto): ¿Qué deben hacer para obtener unos 800 € de beneficio el mes 

de agosto (en el que se acostumbra a vender poco)? ¿Deben subir el precio? ¿Cuánto? 

Proponemos a continuación una serie de cuestiones que se pueden ir considerando a lo 

largo del estudio, así como las OM de los distintos niveles del proceso de 

modelización algebraico-funcional que permite aportar respuestas y formular nuevas 

cuestiones. Lo primera a considerar sería la siguiente subcuestión que, como ya hemos 

visto, se puede responder tanto en la OM aritmética OMarit como en M1 a partir del 

planteo de una ecuación de primer grado: 

Q0: ¿Cuántas ventas se requieren para obtener en agosto unos beneficios de 800 € 

con las citadas condiciones iniciales?  

La respuesta que se obtiene (x = 407.41 camisetas) plantea dos nuevas cuestiones: 

Q0’: ¿Tiene sentido un número decimal como respuesta? ¿Cómo podemos decidir si 

hay que vender 407 o bien 408? 

Q0’’: ¿Es realista esta cantidad de ventas para la empresa? ¿El resultado propuesto 

puede ser recibido? 

Esta actividad matemática sitúa el proceso de estudio en el primer o segundo estadios de 

modelización.
16

 Permite a la comunidad de estudio familiarizarse con el sistema y con el 

significado de los términos económicos de éste. 

La segunda cuestión planteada es la siguiente: 

Segundo caso (septiembre): ¿Qué deben hacer para obtener unos 3000 € de beneficio el 

mes de setiembre (que es cuando más se vende)? ¿Deben subir el precio? ¿Cuánto? 

                                                      
16 Cf. anexo G. 
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El trabajo realizado anteriormente da lugar a una respuesta (x = 1223 camisetas) difícil 

de recibir por el cliente ya que sale fuera del rango de ventas de la empresa (a partir de 

las ventas de otros meses se observa que no se puede vender, aproximadamente, más 

de 450 camisetas al mes
17

). Se plantea la necesidad de modificar algunos de los datos 

de la situación inicial, que pasaran así a hacer el papel de parámetros de la situación. 

Surge entonces la cuestión Q1: 

Q1: ¿Es posible obtener los beneficios deseados modificando alguno de los 

parámetros de la situación: precio unitario, coste unitario o coste fijo (alquiler)? 

que sitúa el proceso de estudio en el primer nivel de modelización algebraico-funcional 

OMf(x).  

Antes de iniciar el estudio de esta cuestión o durante su transcurso, será necesario 

determinar un rango “razonable” para los parámetros, en nuestro caso tomaremos p ≤ 8, 

c ≥ 1 y L ≥  100. 

La cuestión Q1 puede concretarse de diferentes formas: 

Q11 (p como único parámetro libre): Si suponemos que los costes son 

inamovibles (c = 2.5 y L = 300), ¿cuánto deberíamos aumentar el precio inicial de 

venta (p = 5.2) para obtener un beneficio superior a 3000 € vendiendo un número 

razonable de camisetas (x ≤  450)?  

En este caso se requiere trabajar con la expresión 3000 = (p – 2.5)·x – 300. Probando 

distintos valores, por ejemplo p = 8, se encuentra que para tener más de 3000 € de 

beneficio habría que vender más de 600 camisetas (lo que no es “razonable”). Si 

limitamos el número de camisetas a 450, entonces, manipulando convenientemente la 

ecuación anterior, se obtiene un precio de venta de p = 9.833… que se debería 

redondear a 9.84 €. 

Esta cuestión puede hacer plantear dos nuevas cuestiones relacionadas entre sí: 

primero, si este precio será “aceptable” por el cliente y con ello la cuestión quedaría 

resuelta; segundo, que cualquier aumento de precio, especialmente si es algo como se 

propone aquí, puede tener como consecuencia una disminución de las ventas y, 

entonces, lo que no sería “realista” es mantener un volumen de ventas de 450 

                                                      
17 La cota de la cantidad de ventas x de camisetas se debe acordar conjuntamente con la comunidad de 

estudio. En el análisis que realizaremos estableceremos como acotación 450 unidades, es decir, x ≤  450 

camisetas. Pero debe quedar claro que es un número arbitrario y las consecuencias que esto implica. 
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unidades. Esta dificultad se abordará posteriormente cuando consideremos una función 

de demanda, es decir una relación funcional entre p y x.  

Q12 (c como único parámetro libre): Si fijamos el precio de venta p = 5.2 € y el 

alquiler L = 300, ¿cuánto deberíamos disminuir el coste inicial de una camiseta 

(c = 2.5) para obtener un beneficio de 3000 € vendiendo un número razonable de 

camisetas (x ≤  450)?  

En este caso, incluso situándonos en un caso extremo como c = 1 (el mínimo precio de 

coste), se requiere un número muy alto (y poco “realista”) de ventas: 786 camisetas.  

Q13 (L como único parámetro libre): Si suponemos que no cambiamos el precio 

de venta ni el de compra, ¿cuánto habría que disminuir el coste inicial del alquiler 

(L = 300) para obtener un beneficio de 3000 € vendiendo un número razonable de 

camisetas (x ≤  450)?  

Aquí también incluso considerando un coste de alquiler muy bajo (L = 100), se obtiene 

un valor muy alto de ventas necesario: x = 
 3000 + 100 

 5.2 – 2.5 
  = 1149 camisetas.  

Las respuestas a las tres cuestiones anteriores muestran que, mediante la modificación 

de un único parámetro, no se obtiene el beneficio deseado con un número razonable de 

ventas (reiteramos que este número razonable es una decisión acordada por la 

comunidad de estudio, así como también lo deben ser el coste unitario mínimo y el 

alquiler más barato). Además, se ve también que el número de camisetas que se deben 

vender para obtener un beneficio de, como mínimo, 3000 € depende del parámetro que 

dejemos libre. Nos podemos entonces preguntar: 

Q1’: ¿Cuál de los parámetros (p, c, L) provoca una disminución mayor del número 

de camisetas que hay que vender para obtener 3000 € de beneficio?  

El estudio OMf(x) de la función de beneficios B(x) = (p – c)·x – L con dos valores de los 

parámetros fijos y variando el tercero muestra que la variación de p o c provoca una 

disminución mayor del número de camisetas que la variación de L: en el primer caso 

varía la pendiente de la recta beneficio y en el segundo se produce un desplazamiento 

paralelo de esta recta. 

Surge así la necesidad de considerar la variación conjunta de dos parámetros situando el 

proceso en el segundo nivel de modelización algebraico-funcional OMfp(x). Se pueden 

plantear cuestiones como la siguiente y sus derivadas: 
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Q2: ¿Es posible obtener los beneficios deseados modificando más de un parámetro 

de la situación: precio unitario, coste unitario o coste fijo (alquiler)? ¿De cuánto hay 

que modificar los diferentes parámetros?  

Q21 (c y L como parámetros libres): Si decidimos no modificar el precio de venta 

p = 5.2, ¿qué relación debería darse entre los valores de c y L para obtener un 

beneficio de 3000 € vendiendo un número razonable de camisetas (x ≤ 450)? 

¿Existen parejas de valores “razonables” de c y L que cumplan las condiciones?
18

  

Q22 (p y L como parámetros libres): Si fijamos el precio de coste c = 2.5 €, ¿qué 

relación debería darse entre los valores de p y L para obtener un beneficio de 

3000 € vendiendo un número razonable de camisetas (x ≤ 450)? ¿Existen parejas de 

valores “razonables” de p y L que cumplan estas condiciones? 

Q23 (c y p como parámetros libres): Si fijamos el precio del alquiler L = 300, ¿qué 

relación debería darse entre los valores de p y c para obtener un beneficio de 

3000 € vendiendo un número razonable de camisetas (x ≤ 450)? ¿Existen parejas de 

valores “razonables” de c y p que cumplan estas condiciones? 

En este último caso, la igualdad 3000 = (p – c)·x – 300 conduce a obtener una 

diferencia entre el precio de venta y el de compra (p – c) de 7.34  €. Para un valor 

menor de L, por ejemplo L = 100, la relación anterior se convierte en: p – c = 6.89. 

Esta relación implica que, para obtener un beneficio de 3000 €, cualquier valor 

razonable del precio de compra (c ≥ 1) impone que el precio de venta p esté entre 7.89 

y 8. Esta cuestión también se puede responder a partir del estudio de las curvas de nivel 

de la función de dos variables x(c, p). 

Esta última respuesta muestra, por primera vez, que se pueden obtener valores 

razonables para todos los parámetros. La diferencia p – c aparece aquí como el 

parámetro interesante a considerar. Y podemos formular una tercera pregunta: 

Q3 (Los tres parámetros libres): ¿Qué cambios deberíamos realizar en las 

condiciones iniciales (c = 2.5, p = 5.2 y L = 300), dentro del intervalo de los valores 

razonables de los parámetros, para obtener un beneficio de 3000 € vendiendo un 

número razonable de camisetas (x ≤ 450)?  

Un estudio exploratorio con la CSW, ya sea variando las gráficas (estudio aproximado) 

o realizando cálculos algebraicos (con valores exactos), permite llegar a la solución 

                                                      
18 Recordemos que hemos considerado como valores “razonables”: p ≤ 8, c ≥ 1 y L ≥ 100. 
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que, en la situación límite c = 1 y L = 100, el valor p = 7.89 sería el mínimo precio de 

venta. A partir de aquí se pueden encontrar otros valores para los tres parámetros que 

aporten respuestas “aceptables” (por ejemplo p = 7.9, c = 1 y L =105 o bien p = 8, 

c = 1.11 y L = 100). 

Se obtiene de este modo una manera de abordar la última cuestión planteada y las 

cuestiones derivadas que presentamos a continuación, sin mayor tratamiento:  

Cuestión 3 (general): En general, y pensando a largo plazo ¿qué pueden hacer nuestros 

clientes para obtener un determinado beneficio mensual (por ejemplo 3000 €) sabiendo 

que el precio, el coste y el alquiler pueden variar? 

Q31: Para obtener el doble de beneficios, ¿es necesario vender el doble de 

camisetas? ¿Es necesario doblar el precio de venta? 

Q33: ¿Qué efecto sobre el beneficio tendrá un aumento del precio del 10 %? ¿Y una 

disminución del 10 %? 

Q34: Si el precio de venta lo elegimos como el doble del precio de compra, ¿cuándo 

habrá que vender más camisetas, para costes pequeños o para costes grandes? 

Q35: Si la capacidad de producción aumenta en 50 unidades, ¿cuál es el nuevo 

margen de precios? 

Q36: ¿Cuál es el máximo beneficio que se puede obtener? 

Q37: ¿Es un modelo realista? ¿Puede útil para un gran número de empresas? ¿Los 

rangos de valores que hemos acordado para los parámetros, son adecuados? 

El proceso de construcción de las respuestas a las cuestiones anteriores evocarían a una 

respuesta similar a la ya indicada en el apartado 1.3. más o menos genérica en función de 

la comunidad de estudio. Estas cuestiones posibilitan que se lleve a cabo el cuarto 

estadio de modelización en el proceso de estudio.  

 

2.3. El caso de la función de costes cuadrática  

A la comunidad de estudio se le proporciona este encargo en un formato similar al del 

primero, es decir, en un documento con los datos que se adjuntan a continuación donde 

el rasgo diferenciador de este encargo con los anteriores es que la función de costes es 

una función que depende cuadráticamente de la producción (o cantidad de ventas, ya 
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que no se realizará, como en el caso anterior, la diferenciación entre ambas magnitudes). 

Es evidente que el estudio anterior debe proporcionar técnicas para abordar la 

problemática de este nuevo sistema, lo que debería conllevar una mayor autonomía por 

parte de los alumnos durante el proceso de estudio. De todos modos, también existe la 

posibilidad de que el proceso de estudio empiece con este encargo, por este motivo la 

secuencia de preguntas que mostraremos a continuación no tomará en consideración las 

conclusiones a las que se ha llegado en el estudio anterior. Omitiremos aquí las 

respuestas que se pueden aportar a las preguntas que el lector encontraré detalladas en la 

§2. del anexo C. 

Encargo 2: Una fábrica de camisetas. Compra y venta de camisetas. 

Hemos recibido la consulta de una fábrica que confecciona y vende material de deporte. 

Fabrican un tipo especial de camiseta y nos piden que estudiemos su negocio y que les hagamos 

propuestas para mejorar su rentabilidad. Preguntan, entre otras cosas ¿Qué deben hacer para obtener 

7000 € de beneficio? ¿Cuál es el beneficio máximo que pueden obtener? 

Su producción mensual se encuentra entre 300 y 3000 unidades. 

Sabemos que el alquiler mensual del local es de 2200 €. 

Otra información adicional a considerar es que el coste de fabricación de una camiseta ya no es 

constante, sino que crece con el número de camisetas producidas. Para producciones pequeñas, el coste 

(materia prima y mano de obra) es de 2.5 € por unidad. Pero cuando se producen más de 1000 

unidades, se deben pagar gastos extras de stock y de transporte. Un análisis de costes puso de 

manifiesto que el coste de cada camiseta depende de la producción total x según la fórmula: 

c = 10-5·x + 2.5  

x = número de camisetas vendidas 

 

 

 

 

La fábrica ha realizado anteriormente un estudio de mercado del que ha recibido la siguiente 

información: 

El precio de venta del producto no debería de ser superior a 5 €. 

El coste unitario para ventas pequeñas siempre será mayor a 1.8 €. 

El precio del alquiler de un local en la misma zona es siempre superior a 900 €. 

MES Enero Febrero Marzo Abril Mayo Junio 

Camisetas vendidas 886 900 1093 2450 1660 2670 

Costes Totales 4415 4450 4944.45 8385.03 6377.56 8946.29 

Ingresos Totales 3544 3600 4372 9800 6640 10680 
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De la lectura del encargo de la fábrica de camisetas se obtienen las condiciones 

iniciales del negocio: precio unitario constante p = 4 €, coste fijo (alquiler) L = 2200 €, 

en cambio el coste unitario depende linealmente de las ventas c(x) = 2.5 + 10
-5

·x donde 

c = 2.5 y  = 10
-5

. Las funciones que componen nuestro modelo son: 

- La función de ingresos I(x) = 4·x  

- La función de costes C(x) = 10
-5

·x
2
  + 2.5·x + 2200 (para ventas superiores a 

1000 unidades) y C(x) = 2.5·x + 2200 (para ventas inferiores a 1000 unidades). 

Es una función cuadrática, es decir, una parábola con vértice en el punto           

(–1.25·10
5
, 154050) y sin puntos de intersección con el eje de abscisas. Si no 

vendemos ninguna camiseta obtenemos un coste de 2200 €, que representa el 

coste fijo. 

- La función de beneficio es B(x) = I(x) – C(x) = –10
-5

·x
2
 + 1.5·x – 2200 (para 

ventas superiores a 1000 unidades), también una función cuadrática, es decir, 

una parábola invertida con vértice en el punto (0.75·10
5
, 54050). Si no 

vendemos ninguna camiseta obtenemos un beneficio negativo (pérdidas) de 

2200 €. 

La primera cuestión que se plantea es la siguiente: 

Q0: En las condiciones iniciales (c = 2.5, p = 4, L = 2200 y α = 10
-5

), ¿cuántas 

ventas hay que hacer para obtener 7000 € de beneficio? 

A diferencia del caso anterior (función de costes lineal), aquí las técnicas algebraicas 

presentan limitaciones en el estudio de la cuestión. El trabajo en el primer nivel de 

modelización algebraico-funcional OMf(x) permite utilizar una técnica “gráfica” para 

resolver inecuaciones (ver §2. del anexo C), llegando a la respuesta aproximada que se 

necesitaría vender más de 6407 camisetas para obtener un beneficio superior a 7000 €. 

Se obtiene otra solución (143593 camisetas) que está mucho más lejos de la capacidad 

de producción de la fábrica.  

Esta actividad matemática permite familiarizarse con el sistema y los términos 

económicos de éste. El estudio puede entonces continuar con las siguientes cuestiones: 

Q1: ¿Cómo varia el intervalo [6407, 143593] de ventas en el que tenemos un 

beneficio de 7000 € al modificar los valores de los parámetros
19

?  

                                                      
19 En adelante consideraremos como valores “razonables”: p ≤ 5, c ≥ 1.8 y L ≥ 900 obtenidos como 

resultado de un estudio de mercado (ver encargo 2). 
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Q11(p como único parámetro libre): Si aumentamos el precio de venta por 

ejemplo de 4 a 5 € ¿cómo varia el intervalo de ventas?  

Q11*: ¿Cuál debería de ser el precio de venta p para obtener 7000 € de beneficio 

vendiendo un número razonable de camisetas (300 ≤ x ≤  3000)? 

Q11**: ¿Cómo depende el precio de venta p de la producción x necesaria para 

obtener en estas condiciones un beneficio de 7000 €? Por ejemplo, si la producción 

aumenta 100 unidades, ¿cómo repercute en el precio necesario para seguir 

obteniendo el beneficio fijado? En concreto, ¿cuánto disminuye p si x aumenta de 

100 a 200 camisetas? ¿Y si x aumenta de 1000 a 1100 camisetas? 

Q11***: Recíprocamente, ¿cómo depende la cantidad x de camisetas que deben 

venderse para obtener un beneficio de 7000 € del precio de venta p? 

De forma análoga, el estudio puede seguir con la variación de los demás parámetros: 

Q12(c como único parámetro libre): ¿Qué ocurre si conseguimos disminuir el 

precio de compra de 2.5 € por ejemplo a 1.8 €, dejando invariantes los valores de 

los otros parámetros, es decir, con los valores iniciales (p = 4, L = 2200 y α = 10
-5

)?  

Q13(L como único parámetro libre): ¿Y si conseguimos rebajar el precio del 

alquiler por ejemplo de 2200 a 900 €, dejando invariantes los valores de los otros 

parámetros, es decir, con los valores iniciales (p = 4, c = 2.5 y α = 10
-5

)? 

Q14( como único parámetro libre): ¿Y si, por último, conseguimos rebajar el 

coeficiente de riesgo para ventas grandes, por ejemplo de 10
-5

 a 10
-4

, dejando 

invariantes los valores de los otros parámetros, es decir, con los valores iniciales 

(p = 4, L = 2200 y c = 2.5) ? 

Las respuestas a las cuestiones anteriores muestran que, mediante la modificación de un 

único parámetro, no se puede obtener 7000 € de beneficio con una cantidad razonable 

de ventas (entre 300 y 3000 camisetas). El número de camisetas que deben venderse 

depende del parámetro que dejamos libre. Surgen así nuevas cuestiones: 

Q1’: ¿Cuál de los parámetros (p, c, L ó ) provoca un aumento mayor de la longitud 

del intervalo de camisetas que hay vender para obtener beneficio? ¿Qué explicación 

se podría dar de este hecho? ¿Cuál provoca una variación mayor del extremo 

inferior de dicho intervalo?  
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Q1’’: ¿Cuál es el máximo beneficio que se obtendrá en el caso de p = 5 €? ¿O bien 

L = 900 €? 

Q1’’’: ¿Sería posible que el beneficio máximo se alcance dentro del intervalo 

[300, 3000]? ¿Cuánto vale este máximo y en qué punto se obtiene? 

Q1
IV

: ¿A partir de qué valor de  se obtiene que el beneficio máximo se alcanza 

dentro del intervalo [300, 3000]? 

Debido a que no sabemos cómo calcular el coeficiente de riesgo, no tiene mucho 

sentido pensar en continuar profundizando en cómo afecta una variación de  al 

beneficio, y parece más lógico considerarlo como un dato fijo.  

Como no se consigue obtener 7000 € de beneficio con la variación de un único 

parámetro, le puede plantear la cuestión Q2 sobre la necesidad de considerar la variación 

conjunta de dos parámetros, situando entonces el estudio en el segundo nivel de 

modelización algebraico-funcional OMfp(x): 

Q2: ¿Cómo mejorar el rango donde tenemos beneficio, es decir, cómo disminuir el 

extremo inferior del intervalo donde tenemos beneficio? ¿De cuánto debemos 

modificar los diferentes parámetros? 

Que se puede concretar en las cuestiones siguientes: 

Q21 (c y L como parámetros libres): Si decidimos no modificar el precio de venta 

p = 4, ¿qué relación debería darse entre los valores de c y L para obtener 7000 € de 

beneficio vendiendo un número razonable de camisetas (3000 ≥  x ≥ 300)? ¿Existen 

parejas de valores “razonables” de c y L que cumplan las condiciones?  

Q22 (p y L como parámetros libres): Si fijamos el precio de coste c = 2.5 €, ¿qué 

relación debería darse entre los valores de p y L para obtener 7000 € de beneficio 

vendiendo un número razonable de camisetas (3000 ≥ x ≥ 300)? ¿Existen parejas de 

valores “razonables” de p y L que cumplan estas condiciones?  

Q23 (c y p como parámetros libres): Si fijamos el precio del alquiler L = 2200, 

¿qué relación debería darse entre los valores de p y c para obtener un beneficio de 

7000 €, vendiendo un numero razonable de camisetas (3000 ≥  x ≥  300)? ¿Existen 

parejas de valores “razonables” de c y p que cumplan estas condiciones?  
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Igual que en el caso lineal se llega a la conclusión que el parámetro interesante a 

considerar es la diferencia p – c y que sí se pueden obtener valores razonables para 

todos los parámetros. La cuestión general se puede formular entonces como sigue: 

Q3 (Los tres parámetros libres): ¿Qué cambios deberían realizarse en las 

condiciones iniciales (c = 2.5, p = 4 y L = 2200), dentro de los valores razonables 

de los parámetros, para obtener un beneficio de 7000 € vendiendo un número 

razonable de camisetas (3000 ≥  x ≥ 300)? 

Después de un estudio exploratorio con la CSW, ya sea variando las gráficas (estudio 

aproximado) o realizando cálculos algebraicos (con valores exactos), se llega a la 

conclusión que la situación límite más favorable se da cuando c = 1.8 y L = 900 son 

mínimos y p = 5 es el valor máximo del precio de venta. El intervalo de venta con 

beneficio superior a 7000 € es [2489, 3000] y el máximo beneficio se da para unas 

ventas de 3000 camisetas, obteniendo 8610 € de beneficio. 

Resulta, en definitiva, que una solución a la cuestión Q0 requiere que los parámetros 

cumplan,  

p – c ≥  10
-5

·x + L /x 

o bien, dado que 300 ≤ x ≤ 3000: 

p – c ≥ 0.03 + L/300 

Esta última forma proporciona el criterio de actuación para determinar el precio de 

venta: al coste unitario hay que añadir 0.03 € más el alquiler “repartido” entre 300. Se 

puede también explorar mediante cuestiones como las siguientes: 

Q31: ¿Para obtener el doble de beneficios, es necesario vender el doble de 

camisetas? 

Q32: ¿Si queremos obtener el doble de beneficio, es necesario duplicar el precio de 

venta de las camisetas? 

Q33: ¿Qué efecto tendrá sobre el beneficio un aumento del precio del 10 %? ¿Y una 

disminución del 10 %? 

Q34: Si el precio de venta lo elegimos como el doble del precio de compra para un 

beneficio fijado ¿cuándo se deben vender más camisetas, para costes pequeños o 

grandes? 



Capítulo 4    

El paso del álgebra a la modelización funcional: diseño de una actividad de estudio e investigación 

 

256 

Q35: Si la capacidad de producción aumenta en 50 unidades, ¿cuál es el nuevo 

margen de precios? 

Q36: ¿Es un modelo realista? ¿Puede ser útil para un gran número de empresas? 

¿Los rangos de valores para los parámetros son adecuados? 

El proceso de construcción de las respuestas a las cuestiones anteriores conducirían a 

una respuesta similar a la indicada en el apartado 1.4., pudiéndose llevar a cabo un 

tratamiento más o menos genérico en función de la comunidad de estudio.  

 

2.4. El caso de la función de demanda y la función de costes lineal  

El siguiente encargo puede proponerse a la comunidad de estudio antes de la función de 

costes cuadrática, todo depende de las cuestiones que hayan surgido en el proceso de 

estudio, en especial la de la relación entre la cantidad de ventas y su precio. Si se ha 

hecho más hincapié en la problemática de determinar el número de ventas, la 

introducción de una función de demanda, que será la novedad en este nuevo encargo, 

aviva la problemática inicial y el proceso de estudio será vivido de forma más realista 

por la comunidad de estudio. Si, por el contrario, se ha problematizado el realismo de 

los costes, lo mejor será dejar este encargo como tercer pedido. El formato con el que se 

entregará el encargo es similar al de los anteriores, es decir, en un documento con los 

datos que se adjuntan a continuación y donde se trabaja con una función de costes 

lineal. 

¿Dónde trasladamos la tienda de camisetas? 

Tengo una tienda de ropa situada en el barrio de Gracia de Barcelona, vendo camisetas importadas de 

Francia. Para evitar problemas de stock, sólo vendo las camisetas por encargo.  

Nos han facilitado información de los últimos meses en una tabla y un gráfico: 

Las camisetas cuestan 2.50 € la unidad.  

Han de pagar un alquiler de 500 € al mes.  

Año Actual 

Mes Marzo Abril  Mayo Junio Julio Agosto Setiembre 

Camisetas vendidas 90 150 135 202 220 310 167 

Ingresos Totales   (€) 540 900 810 1212 1320 1860 1002 

Costes Totales      (€) 725 875 837.5 1005 1050 1275 917.5 

Beneficio              (€) -185 25 -27.5 207 270 585 84.5 
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Mirando diferentes revistas especializadas en economía me he informado de cuál es la función de 

demanda de tres barrios de Barcelona, es decir, la función que a partir de las ventas nos fija el precio de 

venta de nuestro producto.  

Querría saber cuál es el mejor barrio para trasladar mi tienda de camisetas: 

Carmel: p(x) = 
900

x +100
  + 2.2    Horta: p(x) = 

980

x + 100
  + 2.1 

Poble Nou: p(x) = 
930

x + 100
  + 2.25 

He realizado también una búsqueda de alquileres de diferentes locales en cada uno de los barrios y he 

encontrado: 

 Carmel: entre 200 € y 500 €  

 Horta: entre 200 € y 300 €  

 Poble Nou: entre 100 € y 400 €  

Una vez escogido el emplazamiento de la tienda, que tipo de información útil pueden darme en relación a 

la empresa: beneficio máximo, estrategia para mejorar la rentabilidad, modificación de los parámetros 

de la empresa, etc. 

De la lectura del encargo se obtienen las condiciones iniciales del negocio que coincide 

con el modelo del primer encargo: coste unitario constante c = 2.5 €, precio unitario 

constante p = 6 € y coste fijo (alquiler) L = 500 €.  

Las funciones que componen nuestro modelo para la tienda actual en el barrio de Gracia 

son: 

La función de ingresos I(x) = 6·x.  

La función de costes C(x) = 2.5·x + 500.  

La función de beneficio B(x) = I(x) – C(x) = 3.5·x – 500.  

El punto de partida del estudio puede situarse en la siguiente cuestión general: 

Qgeneratriz: ¿Dónde trasladar la tienda de camisetas? 

Que se puede concretar en los términos siguientes: 

Q0: ¿Qué información sobre los precios de venta podemos obtener a partir de las 

funciones de demanda de cada barrio? 

Q0’: ¿En qué barrio obtenemos más ingresos? 
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El estudio de estas funciones en OMf(x) (ver §3. del anexo C) muestra que el Carmel el 

precio de venta se encuentra entre 2.2 y 11.2 €. En Horta entre 2.1 y 11.9 € y, 

finalmente, en Poble Nou entre 2.25 y 11.55 €. Podemos hacer una primera priorización 

del lugar a trasladarnos pensando en el precio máximo: (1) Horta, (2) Poble Nou y (3) 

Carmel. Pero, dado que las cantidades vendidas dependen de este precio, lo importante 

no es establecer qué barrio tiene un mayor precio de venta, sino el que nos proporciona 

un mayor beneficio. En este caso, sin modificar ningún parámetro de la función de 

costes, comparar las tres funciones de beneficio equivale a comparar las tres funciones 

de ingresos. Para realizar dicha comparación, las técnicas algebraicas se presentan como 

costosas a nivel de Secundaria y poco económicas. Por el contrario, el uso de las 

gráficas aparece como la técnica más fiable y económica para dar una respuesta. Se 

obtiene entonces que, para un número de ventas entre 0 y 233 unidades, el barrio con 

mayores ingresos corresponde a Horta y para ventas superiores a 234 unidades, en el 

barrio de Poble Nou. Por lo tanto no existe una respuesta única al problema planteado.  

El estudio que hemos realizado se desarrolla sobre la hipótesis de una misma función 

de costes sea cual sea la ubicación del negocio. Pero, evidentemente, este 

reduccionismo del modelo matemático puede ponerse en entredicho, basándonos en una 

modificación del precio del alquiler del local según el emplazamiento. Surge entonces: 

Q0’’:¿Cuál sería el beneficio de cada barrio si consideramos distintos precios de 

alquiler? 

En este caso debemos adoptar un criterio para establecer el valor del precio de alquiler 

en cada barrio. Nuestra decisión en adelante será considerar el alquiler de cada barrio 

como la media del rango de los alquileres que se indicaban en el enunciado de la 

situación. Se obtiene así que en el Carmel el rango de venta con beneficio es entre 71 y 

1663 camisetas; y el beneficio máximo es de 251.37 €. En el barrio de Horta el rango de 

venta con beneficio se encuentra entre 38 y 1687 camisetas; y el beneficio máximo es 

de 374.02 €. Finalmente, en Poble Nou el rango de venta con beneficio está entre 39 y 

2581 camisetas; y el beneficio máximo es de 400.04 €. El barrio donde se obtiene 

mayor beneficio y mayor rango de ventas es Poble Nou, pero en particular, en Horta se 

obtienen beneficios con menores ventas y parece que tienen un crecimiento “más 

rápido”. 

No sería apropiado tomar una función, es decir, elegir un emplazamiento concreto para 

el traslado, basándose en un beneficio máximo puntual. Se requiere otra vez la 
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comparación de las tres funciones de beneficio. Este estudio corrobora la conclusión de 

que podemos descartar el barrio del Carmel, ya que el beneficio máximo es el más 

pequeño y, además, para unas ventas fijadas, el beneficio será siempre menor que en 

cualquiera de los otros dos barrios. Por lo tanto centramos la atención en el barrio de 

Poble Nou y de Horta, llegando así a una posible respuesta provisional:  

Si la previsión de ventas se sitúa entre 38 y 233 unidades, la mejor opción es trasladarse 

a Horta. Si la previsión se establece entre 234 y 2581 unidades, la mejor opción es 

trasladarse a Poble Nou.  

Y el estudio puede proseguir mediante cuestiones como la siguiente, que se puede 

abordar en OMf(x) considerando la función “diferencia” entre los dos beneficios: 

Q0’’’: ¿Cuál es la diferencia máxima entre el beneficio del barrio de Horta y el de 

Poble Nou, para unas ventas menores de 233 unidades?  

Llegados a este punto podemos plantearnos si el criterio elegido para determinar el 

precio del alquiler puede hacer variar significativamente nuestra solución, lo que hará 

evolucionar el proceso de estudio hacia el segundo nivel de modelización algebraico-

funcional, es decir, un trabajo en OMfp(x). 

Q1: ¿En qué sentido influye el valor del coste fijo (alquiler) sobre la decisión sobre 

la localización del negocio? 

Q21: ¿La diferencia de valor entre los beneficios de cada barrio es significativa? 

Q22: ¿Para qué rango de ventas existe realmente beneficio en cada barrio? 

Q23: ¿Bajo qué condiciones se obtiene el máximo beneficio en el barrio de Horta? 

¿Y en el Carmel? ¿Y en Poble Nou?  

Q24: Una previsión mensual de ventas sería útil para nuestro problema ¿cómo hacer 

una previsión de ventas para cada mes?  

El proceso de construcción de las respuestas a las cuestiones anteriores diferirá de forma 

significativa en función de la comunidad de estudio. Dichas respuestas dependerán en 

gran medida de los recursos matemáticos disponibles para abordar los problemas. Pero, 

además, la comunidad de estudio deberá tomar decisiones consensuadas en relación a la 

cuestión que se trata en cada momento y a las hipótesis que se adoptan, provocando 

diferencias significativas en el proceso de estudio. 
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3. Síntesis a priori del proceso de estudio  

Para tener una visión más completa y detallada de la dinámica que toma el Taller de 

Matemáticas veremos a continuación la organización didáctica asociada al recorrido 

matemático esbozado en la sección anterior. Diferenciaremos tres etapas en el estudio 

en función de los tres grandes encargos considerados: caso de la función de costes lineal 

(encargo de una asociación juvenil), caso de la función de costes cuadrática (encargo de 

una fábrica de camisetas) y el caso de una función demanda (cambio de ubicación de la 

empresa). El primer caso queda a la vez dividido en 4 unidades: construcción del 

sistema y modelización aritmético-ecuacional, construcción del modelo funcional, 

construcción del modelo funcional con un parámetro y construcción del modelo 

algebraico-funcional. El segundo caso queda a su vez dividido en 3 unidades: 

construcción del sistema y modelización funcional, construcción del modelo funcional 

con un parámetro y construcción del modelo algebraico-funcional. El tercer caso queda 

a su vez dividido en 3 unidades: construcción del sistema y modelización funcional, 

construcción del modelo funcional con un parámetro y construcción del modelo 

algebraico-funcional. 

Hemos tomado como criterio de delimitación de cada unidad las diferentes 

organizaciones matemáticas en las que se ha trabajado, que corresponden también, 

aproximadamente, a los sucesivos niveles de modelización algebraico-funcional. Por lo 

tanto, el paso de una unidad a otra viene dado por la ampliación de la praxeología 

matemática para integrarse en una praxeología relativamente más completa que la 

anterior. Puntualizamos que la ampliación se debe entender como la aparición de nuevas 

tareas y nuevas técnicas y de la justificación de éstas, como consecuencia de la 

formulación o reformulación de nuevas cuestiones. Cada unidad puede ocupar diversas 

sesiones de clase dentro del proceso de estudio. 

Las unidades respetan la estructura a priori de una actividad de estudio e investigación. 

Así, una unidad empieza con el planteamiento de una cuestión Qi y acaba con la 

elaboración de la correspondiente respuesta provisional. Esto no quiere decir que en una 

unidad no se pueda abordar más de una cuestión, sino todo lo contrario: normalmente 

contendrá más de una pregunta. Pero estas Qin
 deberán aparecer durante el proceso de 

construcción de la respuesta provisional y, por lo tanto, serán subcuestiones o 

cuestiones derivadas relacionadas con Qi. En este caso, las respuestas no comportan 



 

3. Síntesis a priori del proceso de estudio

 

261 

necesariamente una ampliación de las técnicas y, por lo tanto, podemos decir que no nos 

movemos de la praxeología matemática considerada. 

Además de la simbología introducida en éste y los anteriores capítulos sobre las 

diferentes técnicas y organizaciones matemáticas, usaremos las siguientes abreviaturas 

para indicar de quién es la responsabilidad principal en la realización de cada tarea en 

cada momento del proceso de estudio:  

PR = Profesor/a  AI = Alumnos individualmente 

GA = Grupo de alumnos CE = Comunidad de estudio  
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3.1. El caso de la función de costes lineal  

UNIDAD 1: Construcción del sistema y modelización aritmético–ecuacional 

 

 

 

Objetivo de la unidad 

Primer encuentro y, por lo tanto, delimitación y construcción del sistema económico y de la cuestión 

problemática general: ¿cómo hacer más rentable un negocio? Familiarización con los términos 

económicos y con las relaciones entre magnitudes a partir de un caso particular. Traducción al lenguaje 

aritmético-algebraico (segunda fase de modelización). Formulación de nuevas cuestiones relacionadas que 

puedan ser de interés para la empresa. 
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Q0: ¿Es posible obtener en el mes de agosto unos beneficios de 800 € con las condiciones iniciales?  

R0: OMarit   A 800 le sumo 300 y el resultado se divide entre la resta de 5.20 y 2.50. 

       O bien 

       M1   Hay que resolver la ecuación 800 = 5.2·x – (2.5·x + 300). 

       Solución: Es necesario vender x = 407.41 camisetas. 

       Nuevas cuestiones  

Q0’: ¿Tiene sentido un número decimal como respuesta? ¿Cómo podemos decidir si hay 

que vender 407 o 408 camisetas? 

Q0’’: ¿Es realista esta cantidad de camisetas de ventas para la empresa? ¿El resultado 

puede ser recibido? 

Q0’’’: ¿Los números utilizados tienen alguna interpretación económica? ¿Y los cálculos 

que hemos hecho? 
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UNIDAD 1: Construcción del sistema y modelización aritmético–ecuacional 
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Medios materiales: 

Enunciado del encargo (anexo D1). Informe empresa-cliente (anexo D2). Lápiz, papel y calculadora 

de bolsillo. 

Descripción mediante los momentos didácticos: 

Primer encuentro 

Presentar el Taller de Matemáticas con la Calculadora Simbólica Wiris: “Durante las próximas 

semanas, la clase se convertirá en una consultoría matemática para empresas...”.20 Breve 

referencia a los conocimientos matemáticos que se trabajarán; dar realismo a la situación, 

especificar la duración del proceso, del método de trabajo, etc. (PR) 

Organizar a los alumnos en grupos de 4, aunque cuando se trabaje con ordenadores se desdoblaran 

en subgrupos de dos.  

Plantear a los grupos el encargo 1, repartir a cada alumno el material del anexo D1 con el enunciado 

del encargo que una asociación juvenil nos ha encomendado. (PR)  

Solicitar un informe que habrá que dar a la empresa-cliente (anexo D2) por grupos donde se dé una 

respuesta a la primera cuestión que plantea el encargo 1. Las respuestas serán puestas en común y 

habrá que escoger cual es la respuesta o respuestas más aceptable(s) para la empresa, decidiendo así 

que tipo de información se debe dar a la empresa. (PR) 

Leer individualmente y conjuntamente el encargo 1, explicando cada uno de los términos 

económicos mencionados en el texto o que puedan ser interesantes para la resolución (ingresos, 

costes fijos, costes variables, beneficio, relación entre ellos). (CE) 

Elaborar una respuesta para la primera cuestión del encargo 1, trabajando con lápiz, papel y la 

calculadora de bolsillo. (GA) 

Institucionalización y evaluación 

Redactar la respuesta para la primera cuestión del  encargo 1. (GA) 

Puesta en común mediante la exposición de cada grupo y evaluación de las propuestas, síntesis y 

elaboración de una respuesta conjunta. Seguramente habrá que empezar a unificar notaciones, 

plantear si la respuesta tiene sentido en términos económicos (magnitudes, decimales, etc.), teniendo 

presente el carácter “real” del encargo. 

Finalmente, formular nuevas cuestiones posibles y establecer la estrategia a seguir para 

responderlas. (CE) 

                                                      
20 Cf. anexo D6. 



Capítulo 4    

El paso del álgebra a la modelización funcional: diseño de una actividad de estudio e investigación 

 

264 

E
le

m
en

to
s 

p
a
ra

 l
a
 g

es
ti

ó
n

 

d
el

 p
ro

ce
so

 d
e 

es
tu

d
io

 Dejar la máxima de autonomía a los grupos. 

Asegurarse (preguntando) que los alumnos distinguen los ingresos del beneficio, o bien los costes 

fijos de los costes variables, etc. 

La validación del modelo construido se puede hacer contrastándolo con la tabla de ventas, ingresos, 

costes y beneficios de la empresa en los meses anteriores. Esta validación NO debe venir de la mano 

del profesor sino que debe ser una responsabilidad compartida con los alumnos.  

Ayudar a coordinar el trabajo en grupo: repartimiento de tareas, puestas en común, discusión, etc.  
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UNIDAD 2: Construcción del modelo funcional 

Objetivo de la unidad 

Hacer surgir las limitaciones de las técnicas dentro de OMarit y M1 para resolver la nueva cuestión. Poner de 

manifiesto cómo se superan las limitaciones con la construcción de las funciones que modelizan el sistema, 

interpretación de los valores en términos económicos y utilización del modelo para el caso concreto planteado.  
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Limitaciones de la respuesta aritmético-ecuacional 

Q0: ¿Es posible obtener en el mes de setiembre unos beneficios de 3000 € con las condiciones 

iniciales?  

R0:   OM arit   A 3000 le sumo 300 y el resultado se divide entre 2.7 que es la resta de 5.20 y 2.50. 

 o bien  M1   Hay que resolver 3000 = 5.2·x – (2.5·x + 300);  x = número de camisetas vendidas. 

Solución: Es necesario vender x = 1222.222 camisetas. 

Nuevas cuestiones 

Q0’: ¿Tiene sentido un número decimal como respuesta? ¿Hay que vender 1222 o bien 1223? 

R0’: En estas condiciones será necesario vender más de x = 1223 camisetas (sin modificar ningún 

dato). Esta respuesta no es aceptable, ya que no es posible vender más de 450 camisetas al mes 

(x ≤ 450)21. Hay que modificar algunos de los datos iniciales. 

Nueva formulación de la cuestión inicial en términos de variaciones de parámetros 

Q1: ¿Es posible obtener 3000 € de beneficio modificando alguna de las variables de la situación: 

precio unitario, coste unitario o coste fijo (alquiler)? 

R1:    OMf(x) Modelo construido para responder a la cuestión, relación entre: 

         los ingresos y la producción         los costes y la producción            el beneficio y la producción 

                I(x) = 5.2·x                              C(x) = 2.5·x + 300                   B(x) = I(x) – C(x) = 2.7·x – 300 

Solución: Aumentar el precio (pendiente de la recta de ingresos), disminuir el coste fijo (corte con 

el eje de la recta de costes) o disminuir el coste unitario (pendiente de la recta de costes). 

Los grupos que sólo hayan modificado un parámetro, no llegarán a ninguna solución aceptable (cf. 

§2.2.: Q11, Q12, Q13). 

Q1’: ¿Cuál de los parámetros (p, c ó L) provoca una disminución mayor del número de camisetas que 

hay que vender para obtener 3000 € de beneficio? ¿Qué explicación se podría dar a este hecho?  

R1’: La modificación de los parámetros p y c provoca una variación en la pendiente de la recta beneficio 

y en cambio una modificación de L provoca un desplazamiento vertical de la recta beneficio.  

                                                      
21 Recordemos que en la descripción del recorrido matemático en la segunda sección hemos fijado la 

cantidad máxima de ventas en 450 unidades. 
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UNIDAD 2: Construcción del modelo funcional 
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Limitaciones de la respuesta aritmético-ecuacional 

Medios materiales: 

Enunciado del encargo (anexo D1). Informe empresa-cliente a la primera cuestión. Nuevo informe 

empresa-cliente para rellenar (anexo D2). Lápiz, papel y calculadora de bolsillo. 

Descripción mediante los momentos didácticos: 

Estudio exploratorio 

Plantear a los grupos la segunda pregunta del encargo 1. (PR)  

Hay que volver a librar una nueva copia del informe para la empresa-cliente (anexo D2) por grupos 

para poder dar una respuesta a la segunda cuestión que plantea el encargo 1. (PR) 

Trabajo de la técnica 

Elaborar una respuesta para la segunda cuestión del encargo 1, trabajando con lápiz, papel y la 

calculadora de bolsillo. (GA) 

Institucionalización y evaluación 

Redactar la respuesta para la segunda cuestión del encargo 1. (GA) 

Puesta en común y evaluación de las propuestas, síntesis y elaboración de estrategias para poder 

obtener una respuesta a la pregunta planteada, debido a la invalidación de la respuesta para el 

sistema económico (introducción al trabajo con parámetros). (CE) 

Aparición del la cuestión Q1: ¿Una variación conjunta de los parámetros aportaría solución? Cada 

grupo puede decidir qué estrategia seguir o bien repartirlas, es una decisión conjunta del grupo. 

(GA)  

Seguramente habrá que volver a unificar notaciones, plantear si la respuesta tiene sentido en 

términos económicos (magnitudes, decimales, etc.). (CE) 

 

 

Nueva formulación de la cuestión inicial en términos de variaciones de parámetros 

Medios materiales: 

Enunciado del encargo (anexo D1). Informe empresa-cliente a la segunda cuestión con las 

estrategias a la pregunta Q1. Nuevo informe empresa-cliente (anexo D2). Tabla resumen (anexo D3). 

Lápiz, papel, calculadora de bolsillo y ordenador. 
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Descripción mediante los momentos didácticos: 

Primer encuentro  

Llevar la discusión del grupo hacia una planificación de las posibles alternativas para aumentar los 

beneficios con un número de ventas razonable y teniendo en consideración todas las restricciones 

indicadas en el encargo 1. (CE) 

Construcción del modelo funcional, es decir, de las funciones que componen el modelo del sistema 

económico para poder llevar a término las diversas estrategias (modificación de los parámetros). 

(GA) 

Estudio exploratorio 

Elaborar una segunda respuesta para la segunda cuestión del encargo 1, trabajo con lápiz, papel y 

ordenador: Calculadora Simbólica Wiris u hoja de cálculo Excel. (GA) 

Institucionalización y evaluación 

Reescribir la respuesta para la segunda cuestión del encargo 1. (GA) 

Puesta en común y evaluación de las propuestas, síntesis y elaboración de una respuesta conjunta. 

Comparación de todos los resultados encontrados, explicación matemática de las diferentes 

variaciones. Interpretación de las diferentes relaciones funcionales que surgen al fijar unos 

parámetros u otros. Nuevas estrategias para continuar el estudio. (GE)  

Discurso tecnológico-teórico 

Comentar de qué manera la gráfica puede facilitar el estudio, la interpretación y la justificación de 

los resultados. Llegar a formular y abordar la cuestión Q1’. (PR) 

Puesta en común de las posibles decisiones, explicación matemática basada en las transformaciones 

elementales de las familias de funciones. (CE)  
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Para ayudar al trabajo sistemático con diferentes valores de los parámetros, se puede repartir a los 

alumnos la Tabla del anexo D3. Dejar la máxima autonomía a los grupos. 

Hacer un recordatorio de los encargos y de los errores típicos de las ordenes de CSW (punto 

decimal, corchetes, resol(), dibuixa(), etc.).  

Hay que plantear nuevas cuestiones y animar a los alumnos a plantearlas a partir del estudio gráfico 

de las diferentes funciones con las que han trabajado. Aunque al principio sea el profesor el que 

planteé las cuestiones, hay que traspasar progresivamente esta responsabilidad a los alumnos.  
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UNIDAD 3: Construcción del modelo funcional con un parámetro 

Objetivo de la unidad 

Trabajo sistemático con parámetros, uso de la gráfica como herramienta para obtener información en un 

entorno económico.  
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s Q2: ¿Es posible obtener los beneficios deseados modificando más de un parámetro de la situación: 

precio unitario, coste unitario o coste fijo (alquiler)? ¿Cuánto hay que modificar los diferentes 

parámetros? 

(cf. §2.2.: Q21, Q22, Q23) Normalmente se encontraran varias respuestas posibles (fijando dos 

parámetros y dejando libre el tercero). Se deben quedar próximos a los casos extremos (p = 8, 

c = 1, L = 100), hay que hacer notar que las soluciones son difíciles de llevar a cabo (hay poco 

margen de maniobra). 

OMfp(x) Todas las funciones surgen de la relación: 

B = (p – c)·x –L      

Solución: Podemos encontrar soluciones numéricas particulares a la cuestión planteada e 

interpretar relaciones funcionales interesantes en términos económicos.  

O
rg

a
n

iz
a
ci

ó
n

 d
id

á
ct

ic
a
 a

 p
ri

o
ri

 

Medios materiales: 

Enunciado del encargo (anexo D1). Segundo informe empresa-cliente a la segunda cuestión. Nuevo 

informe empresa-cliente (anexo D2). Tabla resumen (anexo D3). Lápiz, papel, calculadora de 

bolsillo y ordenador.  

Descripción mediante los momentos didácticos: 

Estudio exploratorio y trabajo de la técnica 

Elaborar una respuesta para la nueva cuestión formulada, trabajo con lápiz, papel y ordenador. (GA) 

Institucionalización y evaluación 

Hacer especial mención al hecho que la gráfica puede ser un instrumento para extraer información y 

no una finalidad en ella misma (trabajo con las transformaciones elementales de las gráficas de 

funciones). Señalar el carácter general de la técnica gráfica, que aparece aquí seguramente por 

primera vez para los alumnos. Mostar que una relación funcional puede ser una respuesta válida. 

(CE) 



 

3. Síntesis a priori del proceso de estudio

 

269 

UNIDAD 4: Construcción del modelo algebraico-funcional 

Objetivo de la unidad 

Dar respuesta a la pregunta en genérico (más allá de los datos concretos), discutir qué tipo de respuesta se debe 

dar, cuál sería la respuesta para un beneficio cualquiera y formulación de otras preguntas interesantes para la 

empresa.  
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s Q0: En general, y pensando a largo plazo, ¿qué podemos hacer para obtener un determinado beneficio 

mensual (por ejemplo 3000 €) sabiendo que el precio, el coste y el alquiler pueden variar? 

R0: M3 Llegar a la expresión:  
x

BL
cp 0
  donde B0 es el beneficio que queremos obtener.  

Se establece una estrategia para decidir el precio mínimo de venta, y por lo tanto, una forma de 

valorar la rentabilidad del negocio en función del margen de precios que el mercado nos fije. 

Nuevas cuestiones formuladas por los grupos o por el profesor, algunos ejemplos son: ¿Para obtener 

el doble de beneficios, es necesario vender el doble de camisetas? ¿O duplicar el precio de venta? 

¿Qué efecto sobre el beneficio tendrá un aumento del precio del 10 %? ¿Y una disminución del 

10 %? Si el precio de venta lo elegimos como el doble del precio de compra, ¿cuándo deberemos 

vender más camisetas, para costes pequeños o para costes grandes? Si la capacidad de producción 

aumenta en 50 unidades, ¿Cuál es el nuevo margen de precios? Etc. 
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Medios materiales: 

Enunciado del encargo (anexo D1). Segundo informe empresa-cliente a la segunda cuestión. Nuevo 

informe empresa-cliente (anexo D2). Tabla resumen (anexo D3). Lápiz, papel, calculadora de bolsillo y 

ordenador.  

Descripción mediante los momentos didácticos: 

Estudio exploratorio trabajo de la técnica 

Elaborar una respuesta a la tercera cuestión formulada, trabajando con lápiz, papel y ordenador. (GA) 

Institucionalización y evaluación 

Puesta en común de las respuestas mediante la exposición de cada grupo. Finalmente formular nuevas 

cuestiones que pueden responderse a partir del modelo algebraico creado y a partir de las gráficas. (CE) 

Trabajo de la técnica 

Elaborar respuestas a las cuestiones formuladas, trabajo con lápiz, papel y ordenador. (GA) 

Evaluación 

Puesta en común de las respuestas y valoración global de su veracidad. (CE) 

Institucionalización del recorrido  

Elaborar una breve descripción rememorativa del recorrido realizado (cf. Figura 34). (CE) 
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El esquema siguiente (fig. 34) da una visión global de la relación entre las unidades y la 

evolución de las organizaciones matemáticas para el caso del encargo 1: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Para poder conseguir que este proceso de estudio desemboque en un trabajo situado en 

el tercer nivel de modelización algebraico-funcional sería necesario que esta 

experimentación se llegue a cabo en un nivel universitario. Es en esta etapa educativa 

donde OMf(x1,…xn) se adecúa al temario de matemáticas de la mayoría de carreras 

científicas. 

 

U
n
id

ad
 4

 

U
n
id

ad
 2

 

Unidad 1 

U
n
id

ad
 3

 

 

OMarit 

 

M3 
M2 

 

 
M2’  

 

OMf(x)  

 

OMfp(x) 

 

OMf(x1,…xn) 

 

Tercera etapa de 

modelización algebraica 

Primer nivel de 

modelización 

algebraico-funcional 

Segundo nivel de 

modelización 

algebraico-funcional 

Tercer nivel de modelización 

algebraico-funcional 

Fig. 34 



 

3. Síntesis a priori del proceso de estudio

 

271 

3.2. El caso de la función de costes cuadrática 

UNIDAD 1: Construcción del sistema y modelización funcional  

Objetivo de la unidad 

Delimitación del sistema económico y formulación de la cuestión problemática general: ¿Cómo hacer más 

rentable un negocio? Familiarización con los términos económicos, con las relaciones entre magnitudes a 

partir de un caso particular. Interpretación del nuevo factor . Traducción al lenguaje algebraico (segunda 

fase de modelización). 
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Q0: En las condiciones iniciales (c = 2.5, p = 4, L = 2200 y α = 10-5), ¿Cuántas ventas se deben 

hacer para obtener 7000 € de beneficio? 

R0: OMf(x)   modelo construido para responder a la cuestión, relación entre  

         los ingresos y la producción         los costes y la producción            el beneficio y la producción 

                 I(x)= 4·x                          C(x) = 10-5·x 2 + 2.5·x + 2200                   B(x) = I(x) – C(x)  

       Solución: Es necesario vender x = 6407 camisetas para obtener un beneficio superior a 7000 €. 

Se obtiene otra solución (143593 camisetas) 

Nuevas cuestiones: ¿Por qué aparece una segunda solución? ¿Cuál es el significado de c = 2.5 

y  =10-5? ¿Tiene sentido un número decimal como respuesta? ¿La cantidad de camisetas es 

un número aceptable? ¿Los números utilizados tienen alguna interpretación económica? ¿Y los 

cálculos que hemos hecho? 

Q1: ¿Cómo varía el intervalo [6407, 143593] de ventas en el que tenemos beneficio al 

modificar los valores de los parámetros?  

Solución: Se estudia dicha variación al aumentar el precio, disminuir el coste fijo, el coste 

unitario o el coeficiente de riesgo. 

Los grupos que sólo modifiquen un parámetro, no llegaran a ninguna solución aceptable. (cf. §2.3.: 

Q11, Q12, Q13) 

Nuevas cuestiones: ¿Cuál debería ser el precio de venta p para obtener 7000 € de beneficio 

vendiendo un número razonable de camisetas (300  ≤  x ≤ 3000)? ¿Cómo depende el precio de 

venta p de la producción necesaria para obtener en estas condiciones un beneficio de 7000 €? 

Por ejemplo, si la producción aumenta 100 unidades, ¿cómo repercute en el precio necesario 

para seguir obteniendo el beneficio fijado? En concreto, ¿cuánto disminuye p si x aumenta de 

100 a 200 camisetas? ¿Y si x aumenta de 1000 a 1100 camisetas?  
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UNIDAD 1: Construcción del sistema y modelización funcional 
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Medios materiales: 

Enunciado del encargo (anexo D4). Informe empresa-cliente (anexo D2). Lápiz, papel, calculadora 

de bolsillo y ordenador. 

Descripción mediante los momentos didácticos: 

Primer encuentro 

Plantear a los mismos grupos el encargo 2, repartir a cada alumno el material del anexo D4 con el 

enunciado del encargo que una fábrica de camisetas. (PR)  

Solicitar un informe que habrá que librar a la empresa-cliente (anexo D2) por grupos donde se dé 

una respuesta a la cuestión que plantea el encargo 2. Las respuestas serán puestas en común y habrá 

que escoger cual es la respuesta más aceptable para la empresa, decidiendo así qué tipo de 

información hay que dar a la empresa. (PR)  

Estudio exploratorio 

Leer individualmente y conjuntamente el encargo 2, explicando cada uno de los términos 

económicos que aparecen mencionados en el texto o que puedan ser interesantes para la resolución. 

(CE) 

Elaborar una respuesta para el encargo 2, trabajando con lápiz, papel y ordenador. (GA) 

Evaluación 

Puesta en común y evaluación de las propuestas, síntesis y elaboración de estrategias para poder 

obtener una respuesta a la pregunta planteada, debido a la invalidación de la respuesta por el 

sistema económico (introducción al trabajo con parámetros). (CE) 

Reformulación de la cuestión Q1: ¿Una variación conjunta de los parámetros aportaría solución? 

Cada grupo puede decidir qué estrategia seguir o bien repartirlas por decisión conjunta del grupo. 

(CE)  

Estudio exploratorio y trabajo de la técnica 

Elaborar una tercera respuesta para el encargo 2, trabajando con lápiz, papel y ordenador. (GA) 

Institucionalización y evaluación 

Redactar una nueva respuesta provisional del estudio realizado indicando las estrategias futuras para 

resolver el encargo 2. (GA) 

Puesta en común por medio de la exposición de cada grupo y evaluación de las propuestas y 

elaboración de una estrategia conjunta. Seguramente habrá que empezar a unificar notaciones, 

plantear si la respuesta tiene sentido en términos económicos (magnitudes, decimales, etc.) dando 

por lo tanto realismo a la respuesta. (CE) 
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UNIDAD 2: Construcción del modelo funcional con un parámetro  

Objetivo de la unidad 

Trabajo sistemático con parámetros, uso de la gráfica como herramienta para obtener información en un 

entorno económico.  
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Q1’: ¿Cuál de los parámetros (p, c, L o ) provoca un aumento mayor de la longitud del intervalo 

de camisetas que hay que vender para obtener beneficio? ¿Qué explicación se podría dar a este 

hecho? ¿La variación de cuál de los parámetros provoca una variación mayor del extremo inferior 

del intervalo?  

Q1’’: ¿Cuál es el máximo beneficio que se obtendrá en el caso de p = 5? ¿Y el caso L = 900? 

Q1’’’: ¿Sería posible que el beneficio máximo se alcance dentro del intervalo [300, 3000]? ¿Cuánto 

vale este máximo y en qué punto se obtiene? 

Q1
IV: ¿A partir de qué valor de  se obtiene que el beneficio máximo se alcanza dentro del intervalo 

[300, 3000]? 

Q2: ¿Cómo mejorar el rango de ventas en el cual tenemos beneficio, es decir, cómo disminuir el 

extremo inferior del intervalo donde tenemos beneficio? ¿De cuánto hay que modificar los 

parámetros? 

(cf. §2.3.: Q21, Q22, Q23) Normalmente se encontrarán varias respuestas posibles. 

OMfp(x) Todas las funciones surgen de la relación: 

B =  –·x2 + (p – c)·x – L      

Solución: Podemos encontrar soluciones numéricas particulares a la cuestión planteada e 

interpretar relaciones funcionales interesantes en términos económicos. 
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Medios materiales: 

Enunciado del encargo (anexo D4). Informes anteriores para la empresa-cliente con las estrategias a 

seguir. Nuevo informe empresa-cliente (anexo D2). Tabla resumen (anexo D3). Lápiz, papel, 

calculadora de bolsillo y ordenador.  

Descripción mediante los momentos didácticos: 

Estudio exploratorio y trabajo de la técnica 

Elaborar una respuesta para la nueva cuestión, trabajando con lápiz, papel y ordenador. (GA) 
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UNIDAD 3: Construcción del modelo algebraico-funcional 

Objetivo de la unidad 

Dar respuesta a la pregunta en genérico, más allá de los datos particulares, discutir en gran grupo qué tipo de 

respuesta se debe dar, cuál sería la respuesta para un beneficio cualquiera y formular otras preguntas interesantes 

para la empresa.  
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s Q3 (Los tres parámetros libres): ¿Qué cambios deberían realizarse en las condiciones iniciales (c = 2.5, 

p = 4 y L = 2200), dentro de los valores razonables de los parámetros, para obtener un beneficio de 7000 € 

vendiendo un número razonable de camisetas (3000 ≥ x ≥  300)?  

R0:  M3  Llegar a la expresión: 
x

BL
cp 0
   – ·x2   donde B0 es el beneficio que queremos obtener. 

Se establece una estrategia para decidir el precio mínimo de venta, y por lo tanto, una forma de valorar 

la rentabilidad del negocio en función del margen de precios que el mercado nos fije. 

Nuevas cuestiones formuladas por los grupos o por el profesor.  

Aparte de las cuestiones del caso lineal, se pueden plantear aquí cuestiones del tipo: ¿el máximo 

beneficio corresponde al mínimo coste? Etc. 
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Medios materiales: 

Enunciado del encargo (anexo D4). Informes antiguos de la empresa-cliente. Nuevo informe empresa-

cliente (anexo D2). Tabla resumen (anexo D3). Lápiz, papel, calculadora de bolsillo y ordenador.  

Descripción mediante los momentos didácticos: 

Estudio exploratorio y trabajo de la técnica 

Elaborar una respuesta a la tercera cuestión formulada, trabajando con lápiz, papel y ordenador. (GA) 

Institucionalización y evaluación 

Puesta en común de las respuestas por medio de la exposición de cada grupo. Finalmente formular nuevas 

cuestiones que pueden ser interesantes para la empresa y que pueden responderse a partir del modelo 

algebraico creado y a partir de sus gráficas asociadas. (CE) 

Estudio exploratorio y trabajo de la técnica 

Elaborar respuestas a las cuestiones formuladas, trabajando con lápiz, papel y ordenador. (GA) 

Evaluación 

Puesta en común de las respuestas y valoración global de su veracidad. (CE) 

Institucionalización del recorrido  

Elaborar una breve descripción rememorativa del recorrido realizado (cf. Figura 35). (CE) 
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El esquema siguiente (fig. 35) da una visión global de la relación entre las unidades y la 

evolución de las organizaciones matemáticas para el caso del encargo 2: 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

Para finalizar describiremos el proceso de estudio para  el caso de un nuevo proyecto 

donde se introducen diferentes funciones de demanda y donde los costes vuelven a ser 

representados por una función lineal.
22

 

 

                                                      
22 La elección del tipo de funciones para la función de demanda y costes viene motivada por los tipos de 

familias que actualmente se estudian en Secundaria. Los alumnos tiene más herramientas para manipular 

funciones racionales que no exponenciales, por ejemplo. 
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3.3. El caso de la función de demanda 

UNIDAD 1: Construcción del sistema y modelización funcional  

 

 

 

Objetivo de la unidad  

Delimitación y construcción del sistema económico y de la cuestión problemática general: ¿Dónde nos 

trasladamos? Familiarización con los términos económicos, con las relaciones entre magnitudes a partir de 

un caso particular. Traducción a lenguaje algebraico-funcional.  
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s Q0: ¿Qué información sobre los precios de venta podemos obtener a partir de las funciones de 

demanda de cada barrio?  

R0:  OMf(x)  A partir de las gráficas de las funciones de demanda se obtienen los rangos de precios 

de venta para cada barrio: en Carmel el precio de venta (p) se encuentra entre 2.2 y 11.2 €.  

En Horta el precio de venta se encuentra entre 2.1 y 11.9 €. En Poble Nou el precio de venta se 

encuentra entre 2.25 y 11.55 €. 

       Nuevas cuestiones  

Q0’: ¿En qué barrio obtenemos más ingresos?  

Q0’’: ¿Cuál sería el beneficio en cada barrio?  
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UNIDAD 1: Construcción del sistema y modelización funcional 
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Medios materiales: 

Enunciado del encargo (anexo D7). Informe empresa-cliente (anexo D2). Lápiz, papel, calculadora 

de bolsillo y ordenador. 

Descripción mediante los momentos didácticos: 

Primer encuentro 

Plantear a los mismos grupos el encargo 3, repartir a cada alumno el material del anexo D7 con el 

enunciado del encargo del traslado del negocio. (PR)  

Solicitar un informe que habrá que librar a la empresa-cliente (anexo D2) por grupos donde se dé 

una respuesta a la cuestión que plantea el encargo 3. Las respuestas serán puestas en común y habrá 

que escoger cual es la respuesta más aceptable para la empresa, decidiendo así qué tipo de 

información hay que dar a la empresa. (PR)  

Estudio exploratorio 

Leer individualmente y conjuntamente el encargo 3, explicando cada uno de los términos 

económicos que aparecen mencionados en el texto o que puedan ser interesantes para la resolución, 

en particular la noción de función de demanda. (CE) 

Elaborar una respuesta para el encargo 3, trabajando con lápiz, papel y ordenador. (GA) 

Evaluación 

Puesta en común y evaluación de las propuestas, síntesis y elaboración de estrategias para poder 

obtener una respuesta a la pregunta planteada, con la intención de mejorar o completar la respuesta 

(necesidad de trabajar con las funciones beneficio y decidir cómo se gestionará el valor de los 

locales por zona: trabajo con parámetros). (CE) 

Reformulación de la cuestión Q0’’: ¿Cuál sería el beneficio de cada barrio si consideramos distintos 

precios de alquiler? Cada grupo puede decidir qué estrategia seguir o bien repartirlas por decisión 

conjunta del grupo. (CE)  
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Descripción del desarrollo de la unidad 

Leer individualmente y conjuntamente el pedido, explicando cada uno de los términos económicos 

mencionados en el texto o que puedan ser interesantes para la resolución (ingresos, costes fijos, 

costes variables, beneficio, significado de la demanda, relación entre ellos). 

Elaborar una respuesta para la primera cuestión del cliente.  

Dejar la máxima autonomía a los grupos. (P)  

Asegurarse (preguntando) de que los alumnos distinguen los ingresos de la función demanda y del 

beneficio. 
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UNIDAD 2: Construcción del modelo funcional con parámetros 

Objetivo de la unidad 

Ampliación de las funciones que modelizan el sistema, interpretación de los valores en términos 

económicos y utilización del modelo para el caso concreto planteado.  
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Q0’’: ¿Cuál sería el beneficio de cada barrio si consideramos distintos precios de alquiler?  

R0: OMf
p

(x)  Estudiamos las diferentes funciones beneficio, tomando algún criterio sobre la elección 

del precio de alquiler en cada barrio, por ejemplo la media del rango de los alquileres de cada barrio 

o el valor máximo o mínimo de cada barrio: 

       Solución: Tomando el valor medio se obtiene que en el Carmel el rango de venta con beneficio 

es entre 71 y 1663 camisetas; y el beneficio máximo es de 251.37 €. En Horta el rango de venta 

es entre 38 y 1688 camisetas; y el beneficio máximo es de 374.02 €. En Poble Nou el rango de 

venta es entre 39 y 2581 camisetas; y el beneficio máximo es de 400.04 €. El barrio donde se 

obtiene mayor beneficio y mayor rango de ventas es Poble Nou, pero en Horta se obtienen 

beneficios con menores ventas y parece que tiene un crecimiento más rápido.    

       Nuevas cuestiones  

Q*
0: Si descartamos el barrio del Carmel ¿Cómo podemos hacer una comparación de las 

funciones beneficio de Horta y Poble Nou para dar una respuesta definitiva? 

R0:  OMf
p

x)  Si centramos la atención en el barrio de Poble Nou y de Horta. 

 

                                                        Fig. 36 

Solución: Para ventas entre 38 y 233 unidades la mejor opción es trasladarse a Horta. Para ventas 

entre 234 y 2581 unidades la mejor opción es trasladarse a Poble Nou. No obstante, la diferencia 

de beneficio entre Carmel y Poble Nou en el rango [38, 233] es de 10,23 €. La mejor opción 

podemos afirmar que deben trasladarse a Poble Nou. 

Q1: ¿En qué sentido influye o determina el valor del coste fijo (alquiler) la decisión sobre la 

localización del negocio? 

 

BPoble Nou(x) =   



930

x + 100
 + 2,5  · x –2.5·x –  250 

 

 

BHorta(x) =  



980

x + 100
 + 2,1  ·x –2.5·x –  250 
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UNIDAD 2: Construcción del modelo funcional con parámetros 
O

rg
a
n

iz
a
ci

ó
n

 d
id

á
ct

ic
a
 a

 p
ri

o
ri

 

Medios materiales: 

Enunciado del encargo (anexo D7). Informes antiguos de la empresa-cliente. Nuevo informe empresa-

cliente (anexo D2). Lápiz, papel, calculadora de bolsillo y ordenador.  

Descripción mediante los momentos didácticos: 

Estudio exploratorio y trabajo de la técnica 

Elaborar una respuesta a la cuestión formulada, trabajando con lápiz, papel y ordenador. (GA) 

Institucionalización y evaluación 

Puesta en común de las respuestas por medio de la exposición de cada grupo. Finalmente formular nuevas 

cuestiones que pueden ser interesantes para la empresa y que pueden responderse a partir del modelo 

algebraico creado y a partir de las gráficas. (CE) 

Estudio exploratorio y trabajo de la técnica 

Elaborar respuestas a las cuestiones formuladas, trabajando con lápiz, papel y ordenador. (GA) 

Evaluación 

Puesta en común de las respuestas y valoración global de su veracidad. (CE) 

E
le

m
en

to
s 

p
a
ra

 l
a
 g

es
ti

ó
n

 d
el

 p
ro

ce
so

 d
e 

es
tu

d
io

 

Descripción del desarrollo de la unidad 

Estudio exploratorio de los grupos.  

Seguramente será necesario unificar notaciones, plantear si las respuestas tiene sentido en términos 

económicos (magnitudes, decimales, etc.).  

Reconstrucción de las funciones beneficio del sistema para poder estudiarlas.  

Comentar de qué manera la gráfica puede facilitar el estudio, la interpretación y la justificación de los 

resultados.  

Dejar la máxima autonomía a los grupos. 

Se deben plantear nuevas cuestiones y animar a los alumnos a que las planteen a partir del estudio gráfico 

de las diferentes funciones con las que han trabajado. 
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UNIDAD 2: Construcción del modelo funcional con parámetros 

Objetivo de la unidad 

Dar respuesta a la pregunta y formular otras preguntas interesantes para la empresa.  

D
ia

lé
c
ti

ca
 e

n
tr

e 
cu

es
ti

o
n

es
 y

 r
es

p
u

es
ta

s Q1: ¿En qué sentido influye o determina el valor del coste fijo (alquiler) la decisión sobre la 

localización del negocio? 

R1: OMf
p

(x)  Estudiamos las diferentes funciones beneficio para los barrios de Poble Nou y Horta en 

función de las ventas y el precio del alquiler, es decir, ¿en qué casos B(x, LP) ≤ B(x, LH)? 

       Solución: Se observa que siempre que el precio del local de Horta sea superior en 10.23 € al 

precio de Poble Nou, para cualquier valor de ventas (x) la mejor ubicación es Poble Nou. En 

caso contrario para ventas pequeñas se obtiene más beneficio en Horta y para ventas grandes en 

el barrio de Poble Nou.  

Nuevas cuestiones formuladas por los grupos o por el profesor/a, algunos ejemplos son: ¿La 

diferencia entre los beneficios de cada barrio es significativa? ¿Bajo qué condiciones se obtiene 

el máximo beneficio en Poble Nou? ¿Y en Horta? Etc. 

O
rg

a
n

iz
a
ci

ó
n
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id

á
ct

ic
a
 a

 p
ri

o
ri

 

Medios materiales: 

Enunciado del encargo (anexo D7). Informe empresa-cliente (anexo D2). Lápiz, papel, calculadora 

de bolsillo y ordenador. 

Descripción mediante los momentos didácticos: 

Estudio exploratorio y trabajo de la técnica 

Elaborar una respuesta a la cuestión formulada, trabajando con lápiz, papel y ordenador. (GA) 

Institucionalización y evaluación 

Puesta en común de las respuestas y valoración global de su veracidad. (CE) 

Institucionalización del recorrido  

Elaborar una breve descripción rememorativa del recorrido realizado (cf. Figura 37). (CE) 

E
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 Descripción del desarrollo de la unidad 

Estudio exploratorio de los grupos. 

Elaborar una respuesta al proyecto, trabajando con lápiz, papel y ordenador.  

Puesta en común de las respuestas mediante la exposición de cada grupo y valoración global de su 

veracidad.  

Elaborar una breve descripción rememorativa del recorrido realizado. 
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El esquema siguiente (fig. 37) da una visión global de la relación entre las unidades y la 

evolución de las organizaciones matemáticas para el caso del encargo 3:  

 

 

 

 

 

 

 

Una vez realizados los tres estudios de casos (costes lineales, costes cuadráticos y coste 

lineal con una función de demanda), podemos considerar que el proceso didáctico debe 

haber iniciado a los alumnos en los principios básicos de la modelización algebraico-

funcional. Proponemos entonces que el Taller finalice con un tercer tipo de trabajo que 

consiste en anticiparse a posibles encargos, de tal forma que los alumnos puedan utilizar 

algunas de las técnicas aparecidas y lleven a cabo una pequeña modelización 

algebraico-funcional. Aquí, la diferencia esencial con los otros encargos es que los 

alumnos deberán delimitar el sistema inicial, porque éste no les vendrá dado, haciendo 

responsables a los alumnos de la primera fase de modelización.
23

 Pueden aparecer así 

algunos de los sistemas mostrados en las secciones anteriores: reinversión de los 

beneficios de un mes para otro, diferentes tipos de tarifas, propuesta de un nuevo punto 

de venta, o de un nuevo producto, etc. A la comunidad de estudio se le proporciona este 

encargo en un formato similar al de los anteriores, es decir, en un documento con datos 

y, si se cree necesario, con algunas preguntas ya formuladas (cf. anexo D5). 

 

                                                      
23 Hasta el momento la delimitación del sistema había estado responsabilidad exclusiva del profesor y del 

material diseñado. 

Primer nivel de 

modelización 
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Segundo nivel de 
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Fig. 37 



 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CAPÍTULO 5  

EL PASO DEL ÁLGEBRA A LA MODELIZACIÓN FUNCIONAL: 

EXPERIMENTACIÓN Y ANÁLISIS DE LAS RESTRICCIONES DIDÁCTICAS 

 

Este capítulo se centra en la descripción, análisis y revisión de la experimentación de la 

actividad de estudio e investigación “Compra y venta de camisetas” que ha sido 

diseñada en el capítulo 4 a lo largo de dos cursos escolares (2005/06 y 2006/07).  

Este capítulo cierra el trabajo a nivel empírico de nuestro proyecto de investigación 

mediante un análisis ecológico de las restricciones que inciden sobre la modelización 

algebraico-funcional en la enseñanza secundaria española y las condiciones que 

requeriría su desarrollo. 
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1. Desarrollo de la experimentación del curso 2005/06 

La experimentación de la actividad de estudio e investigación “Compra y venta de 

camisetas” se realizó en cuatro Institutos de Enseñanza Secundaria de las proximidades 

de Barcelona, de forma prácticamente simultánea, durante el segundo trimestre del 

curso 2005/06 en el dispositivo ya comentado del Taller de modelización matemática. 

Las principales características de los grupos con los que trabajaremos se detallan a 

continuación: 

 Un grupo de alumnos de segundo curso de Bachillerato de la modalidad de Ciencias 

Sociales del IES Sant Andreu, a cargo de la profesora SA2. La experiencia se realizó 

dedicando cuatro sesiones semanales de la asignatura de matemáticas. Se inició el 7 

de febrero del 2006 y finalizó el 1 de marzo del 2006.  

 Un grupo de alumnos de segundo curso de Bachillerato de la modalidad de Ciencias 

Sociales del IES Pau Casals
1
. La experiencia se realizó dedicando dos sesiones 

semanales de la asignatura de matemáticas. Se inició el 3 de febrero del 2006 y 

finalizó el 10 de marzo del 2006.  

 Un grupo de alumnos de primer curso de Bachillerato de la modalidad de Científico 

y Tecnológico del IES Serra de Marina, a cargo del profesor SM1. La experiencia se 

realizó dedicando una sesión semanal de la asignatura de Ampliación de las 

Matemáticas. Se inició el 20 de enero del 2006 y finalizó el 4 de mayo del 2006.  

 Un grupo de alumnos de primer curso de Bachillerato de la modalidad de Científico 

y Tecnológico del IES Vall Hebrón, a cargo del profesor VH1. La experiencia se 

realizó dedicando una sesión semanal de forma extraescolar. Se inició el 13 de 

febrero del 2006 y finalizó el 8 de mayo del 2006.  

La estructura y desarrollo de todos los Talleres en la experimentación fue bastante 

parecida, por este motivo hemos decidido exponer de forma conjunta las tres primeras 

experimentaciones correspondientes al curso 2005/06 (1.º de Bachillerato del IES Serra 

de Marina, 2.º de Bachillerato del IES Pau Casals y 2.º de Bachillerato del IES Sant 

                                                      
1 http://www.xtec.es/centres/a8033869/inicio/index.htm. Este instituto público, laico y pluralista, que 

acoge alumnos de entre 12 y 18 años, está situado en un barrio predominante obrero, la población del cual 

proviene básicamente de la inmigración que se produjo en Barcelona hacia el año 1920. Dichos alumnos 

no eran catalanoparlantes y tenían un nivel escolar bajo. Actualmente el barrio acoge una creciente 

inmigración magrebí y asiática. 

http://www.xtec.es/centres/a8033869/inicio/index.htm
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Andreu)
2
, evitando repeticiones innecesarias. Indicaremos, en el momento adecuado, las 

diferencias más destacables e importantes. Cada una de las sesiones corresponde a una 

sesión de clase (con una duración de 50 minutos aproximadamente). Se llevó a cabo el 

estudio de dos de los tres sistemas económicos descritos en el capítulo anterior: el caso 

de la función de costes lineal y el caso de la función de costes cuadrática. Para realizar 

su descripción nos apoyaremos en la organización didáctica a priori que hemos descrito 

en el capítulo 4. Posteriormente detallaremos explícitamente la última de las 

experimentaciones que fue realizada en condiciones diferentes a las anteriores.  

 

1.1. Primeras experimentaciones 

En todos los casos, antes de empezar el Taller, se realizó una sesión de introducción a la 

Calculadora Simbólica Wiris, indicando a los alumnos que sería una herramienta útil en 

la actividad que realizarían en las próximas sesiones de clase. En muchos casos sólo 

consistió en una sesión de recordatorio, ya que los alumnos habían trabajado en algún 

momento con la CSW en clase.  

 

ENCARGO 1: El caso de la función de costes lineal 

En la primera sesión se presentó la situación económica junto con la cuestión generatriz 

y el objetivo de Taller, enunciado por el profesor de forma oral a partir del documento 

siguiente: 

OBJETIVO DEL TALLER 

El trabajo del Taller no se debe reducir simplemente a dar una solución numérica a cada pregunta o 

problema planteado. Debemos plantearnos una problemática más amplia donde cada problema sea el 

representante de un tipo de problemas, donde se requiera producir respuestas más generales, que 

permitan abarcar diferentes casos particulares, anticipar nuevos problemas que se nos puedan 

plantear, justificar las respuestas, etc. La idea es considerar la clase como un “taller” donde llegan 

encargos de posibles clientes para los cuales hay que producir un informe de resultados y 

proporcionarles un servicio post-venda adecuado.  

                                                      
2 Para más detalles sobre las experimentaciones se pueden consultar los dietarios (cf. anexo D2 Ruiz-

Munzón, 2006). Debemos puntualizar que sólo existen dietarios de las experimentaciones que contaron 

con observadores externos, es decir, todas menos la del IES Pau Casals. 
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Actualmente mucha gente trabaja en asesorías o consultorías que son empresas especializadas en 

resolver problemas que les plantean sus clientes: problemas financieros, legales, de recursos 

humanos, de seguros, de psicología, de marketing, etc. 

Nuestro Taller es una consultoría matemática e intentaremos resolver los problemas de nuestros 

clientes. 

Por ejemplo, en un Taller similar a éste, un cliente profesor de lengua nos pidió que le ayudásemos 

a calcular las notas finales de los exámenes de los alumnos suponiendo que cada control tiene una 

importancia diferente (media ponderada). En otro Taller, un grupo de alumnos de 4.º de E.S.O. nos 

pidió que les hiciésemos un “plan de ahorro” para recoger dinero para el viaje de final de curso. 

En el Taller que haremos este curso deberemos responder a dos encargos similares: una asociación 

juvenil (la de hoy) y otra de una fábrica de camisetas. 

El objetivo no es únicamente resolver el problema de matemáticas que se nos plantearán sino 

elaborar una solución útil, eficaz y fácil de comprender por nuestros clientes. 

Concretamente los alumnos empiezan a trabajar con la cuestión
3
:  

Q0: ¿Es posible obtener en el mes de agosto unos beneficios de 800 € con las 

condiciones iniciales: p = 5.2 €, c = 2.5 € y L = 300 €? 

Este trabajo se realizó sin ordenador y en grupos de dos personas. Para validar la 

estrategia utilizada que les proporcionaba el número de unidades a vender para obtener 

un beneficio de 800 €, se indicó a los alumnos que utilizaran la tabla con los datos de 

meses anteriores que se adjuntaba con el enunciado del encargo. 

En el transcurso de la sesión los alumnos hicieron aparecer la problemática de los 

decimales (Q0’)
4
 y la resolvieron sin grandes dificultades. Eligieron la solución 

apropiada (redondear al entero superior). Para tomar esta decisión, se ayudaron del 

cálculo del beneficio de los dos posibles redondeos, escogiendo el que superaba los 

800 € de beneficio. 

La técnica usada en general por los alumnos de 1.º de Bachillerato fue una estrategia 

puramente “aritmética”, sin explicitar cuáles eran las funciones beneficio, ingresos y 

costes. En cambio los alumnos de 2.º de Bachillerato fue una estrategia que involucraba 

ecuaciones, fijando el número de camisetas como variable independiente y utilizando la 

letra x para designar esta magnitud. Aunque la respuesta que obtuvieron se encuentra 

                                                      
3  El material del encargo 1 fue diferente al que hemos presentado en el capítulo 4 (cf. anexo D1) y puede 

consultarse en el anexo D10. La diferencia principal es la limitación de un rango de variabilidad para los 

parámetros. 
4 Cf. §2.2. del capítulo 4. 
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dentro del rango de ventas admisible por el encargo, los alumnos no la consideran 

adecuada. El motivo es la indicación en el enunciado de la pregunta de que este mes las 

ventas son bajas. Los alumnos determinaron que una cota inferior para el número de 

ventas aceptable era el valor de la media de las ventas de la tabla que recoge la 

información de meses anteriores. 

Al final de la primera y durante la segunda sesión se empezó a trabajar sobre la 

cuestión: 

Q0: ¿Es posible obtener en el mes de septiembre unos beneficios de 3000 € con las 

condiciones iniciales: p = 5.2 €, c = 2.5 € y L = 300 €? 

Este trabajo se realizó con ordenador y con los mismos grupos que la sesión anterior. 

Volvió a aparecer la problemática de los decimales. El estudio de mercado, que el 

encargo inicial proporciona, invalida la respuesta dada por los alumnos en relación al 

número de camisetas que sería necesario vender. En este punto los alumnos identifican 

los parámetros del modelo y cambian los valores que toman, a veces de forma 

sistemática (aumentan los ingresos y bajan los costes), y otras un poco aleatoriamente. 

En el caso de los alumnos de 1.º de Bachillerato fue el profesor quien, en el momento de 

la puesta en común de los resultados, propuso la continuación del proceso de estudio 

rellenando la tabla del anexo D3 para poder responder a la cuestión planteada. Éste 

sugirió también a los alumnos utilizar la CSW para calcular posibles soluciones y 

rellenar la tabla (la intención era que vieran muchos casos con la CSW e introdujeran la 

notación funcional y las gráficas para interpretar la manera como varían las ventas 

cuando hacemos variar el alquiler, el coste y el precio), pero los estudiantes decidieron 

rellenar la tabla utilizando la hoja de cálculo de Excel. El hecho de tener que introducir 

los cálculos en las celdas originó la aparición de la fórmula 

3000 = p·x – (c·x + L) 

y la necesidad de aislar uno de los parámetros. 

En el caso de los alumnos de 2.º de Bachillerato el profesor pidió directamente que los 

alumnos rellenasen la tabla del anexo D3, sin ninguna indicación. Este hecho no 

provocó ninguna dificultad ya que los alumnos en la sesión anterior habían trabajado 

con la función beneficio. Los alumnos utilizaron la CSW como una calculadora de 

bolsillo, únicamente para hacer los cálculos que necesitaban. 
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En las sesiones tercera, cuarta y quinta se llevó a cabo la variación de cada uno de los 

tres parámetros (p, en la pregunta Q11; c en Q12 y L en Q13)
5
; el estudio vino motivado 

por las alternativas mencionadas por los alumnos y el profesor. La CSW ayudó a los 

alumnos a aislar los diferentes parámetros, se preguntaban por el tipo de función que 

obtenían en cada caso, representaban las gráficas a partir de casos particulares, 

comentaban las características más destacables, la interpretación económica de los ejes 

y de los puntos de intersección con éstos, la problemática de la graduación de los ejes 

(la graduación de ejes no es canónica sino que, por el contrario, hay que hacer una 

elección de ésta para obtener una buena representación de la función), etc. 

A lo largo de este proceso de estudio los alumnos realizaron la introducción de un 

nuevo parámetro i = p – c, que corresponde al beneficio unitario, aunque ellos lo 

denominaban “precio unitario”. Finalmente como respuesta final los alumnos plasmaron 

en el informe de resultados (cf. anexo D2), como respuesta final, la fórmula genérica 

(en algunos casos dan diferentes fórmulas según el parámetro aislado), el rango de 

validez de los parámetros y algunas soluciones particulares numéricas.  

Algunos grupos explicitaron ciertas decisiones que creyeron relevantes en su estudio y 

propusieron estrategias de actuación genéricas para la empresa (por ejemplo, subir los 

ingresos y bajar los costes). En ningún momento del proceso de estudio se realizó un 

estudio estadístico (“control de datos”).  

En las sesiones sexta y séptima los alumnos formulan preguntas que se podían 

responder con el trabajo que se había realizado. Mostramos algunas de las preguntas que 

los alumnos propusieron:
6
 

“Per poder obtenir ara uns 500 € de benefici amb un lloguer de 250 € i que la diferencia del cost i el 

preu de la samarreta sigui de 3.5 €. Quantes samarretes han de vendre?” 

“Si el preu de cost és de 1 € i el preu de venda és de 8 €. Quantes samarretes extres hauríem de 

vendre per tenir uns beneficis extres de 350 €?” [llegan al acuerdo que el beneficio total es 3000 + 

350 €, y hacen desaparecer explícitamente la restricción sobre el número máximo de camisetas] 

“En el cas de que el lloguer sigui de 200 €, a quin preu posem les samarretes per obtenir un benefici 

de 3500 €?” [los alumnos preguntan si el precio de coste es 1 €] 

“Quin és el significat del punt de tall amb l’eix d’abscisses de la recta de benefici?” 

                                                      
5 Cf. §2.2. del capítulo 4. 
6 A lo largo del capítulo mantendremos las respuestas de los alumnos en catalán original. En cambio 

hemos traducido al castellano los enunciados, que eran siempre obra nuestra.  
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“Si volem que el preu de cada samarreta sigui de 5 €, i el benefici sigui de 3000 €. Quin ha de ser el 

cost de cada samarreta i del lloguer?” 

“Estem comprant 350 samarretes a un cost de x € per samarreta i les venem a y €. El lloguer més 

econòmic que hem aconseguit és de 150 €. Amb aquests preus aconseguim un benefici de 1950 €, 

però arriben les rebaixes i volem rebaixar el preu de les samarretes una quarta part, aleshores 

augmenten en cent unitats la quantitat de vendes de samarretes, en canvi el lloguer es manté 

constant, el cost es rebaixa a la meitat i augmentem els beneficis fins a 2100 €. Quin serà el cost i el 

preu de cada samarreta abans i després de les rebaixes?” 

“Quant haurem d’augmentar p per obtenir un 10 % més de benefici?” 

“Que passa si desapareix el lloguer?” 

“Que passa si prenem p = 2·c?” 

La construcción de las respuestas a algunas de estas preguntas requiere un trabajo que 

incorpore, prácticamente, los cuatro estadios de la modelización propuestos por la 

TAD.
7
 Por ejemplo, en una de las preguntas hay demasiados parámetros libres: los 

alumnos deben gestionar este hecho y llegar a un acuerdo. En otra se necesita una 

modificación del modelo debido a que los costes fijos no deben ser considerados y el 

modelo se reduce a: x = B/(p – c). Algunas de las respuestas no tienen sentido en 

términos económicos y, en otras aparece el uso de nuevas técnicas como la resolución 

de sistemas de ecuaciones, por ejemplo. 

Debemos hacer notar que, aunque algunas preguntas permitan una respuesta en términos 

de relaciones, la comunidad de estudio particularizó las preguntas genéricas trabajando 

con valores numéricos concretos, evitando así la manipulación explícita de relaciones. 

Comentaremos este fenómeno más adelante.  

Con la séptima sesión se dio por finalizado el estudio del primer encargo y se anunció 

un segundo encargo, indicando que se debía considerar como un desarrollo del primero. 

ENCARGO 2: El caso de la función de costes cuadrática 

En la octava sesión se introdujo la situación económica junto con la cuestión generatriz 

(cf. anexo D4). Concretamente los alumnos empiezan a trabajar en la cuestión: 

Q0: ¿Es posible obtener en el mes de agosto unos beneficios de 7000 € con las 

condiciones iniciales: p = 4 €,  = 10
-5

, c = 2.5 € y L = 2200 €? 

                                                      
7 Cf. anexo G.  
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Este trabajo se realizó inicialmente sin ordenador y con los mismos grupos que 

trabajaron en el primer encargo. 

Para validar el modelo utilizado, que les proporcionaba el número de unidades a vender 

para obtener un beneficio de 7000 €, se indicó a los alumnos que utilizasen la tabla con 

los datos de meses anteriores que se adjuntaba nuevamente con el enunciado del 

encargo. 

La técnica usada en general por los alumnos consistió en una estrategia que involucraba 

ecuaciones, fijando el número de camisetas como la variable independiente y utilizando 

la letra x para designar esta magnitud. Para construir la ecuación, algunos alumnos 

usaron la fórmula (con las ventas aisladas) obtenida en el primer encargo, en algún caso 

sin ninguna modificación y en otros casos con las modificaciones apropiadas. Otros 

construyeron nuevamente la función de beneficio a partir de la función de ingresos y 

utilizando correctamente la función de costes cuadrática. 

El hecho de que el enunciado del encargo 2 no explicite el valor del precio de venta 

provocó que, aunque los alumnos poseen las herramientas para determinar el valor 

inicial del precio de venta utilizando la tabla de ventas de meses anteriores, no se 

preocupasen por determinar el valor de este parámetro, sino que lo escogieran 

arbitrariamente. En todas las experimentaciones fue el profesor quien recondujo el 

estudio hacia una forma de trabajo sistemática: primero realizar los cálculos con los 

datos iniciales, después modificar uno a uno cada parámetro, etc. En definitiva se 

realizó un trabajo similar al del primer encargo estudiando cómo influyen los 

parámetros. 

En la novena sesión se llevó a cabo la variación de cada uno de los tres parámetros (p, 

en la pregunta Q11; c en Q12 y L en Q13)
 8

, pero al no dar un rango para , este parámetro 

no fue variado por los alumnos. Se preguntaron por el tipo de función que se obtiene, 

representaron las gráficas a partir de casos particulares, comentaron las características 

más destacables, hicieron la interpretación económica de los ejes, etc. Pero no pareció 

que en ningún caso hubiese quedado claro que la respuesta a la cuestión formulada era 

un intervalo de ventas, hecho que quedó reafirmado en el examen final del Taller, en el 

que casi ningún alumno dio la respuesta en forma de intervalo. 

                                                      
8 Cf. §2.3. del capítulo 4. 
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En la décima y onceava sesión, en el caso de los alumnos de 2.º de Bachillerato, al 

perder de vista cuál era la pregunta generatriz del estudio, utilizaron como cuestiones a 

resolver las dos subcuestiones orientativas que aparecían en el documento del encargo:  

¿Qué deben hacer para obtener 7000 € de beneficio? 

¿Cuál es el beneficio máximo que pueden obtener? 

Para la primera pregunta los alumnos dieron como respuesta un estudio de casos 

particulares, con interpretaciones económicas de los resultados, realizaron pruebas no 

sistemáticas de los efectos de la variación del valor de los parámetros sobre el beneficio, 

proponiendo respuestas parciales, etc.  

Para la segunda pregunta los alumnos utilizaron diferentes técnicas: la primera se 

basaba en la propiedad de que el vértice está situado en el punto medio de los puntos de 

intersección con el eje de abscisas, la segunda se apoyaba en la propiedad de que el 

vértice es un punto con derivada cero y la tercera técnica consistió en usar el comando 

“representa” de la CSW, éste indica los elementos característicos de una función, en 

particular los máximos y mínimos. Los alumnos de 2.º de Bachillerato finalizaron el 

proceso de estudio con la puesta en común de las respuestas al segundo encargo. Se 

realizó una última sesión que correspondió al examen. 

A partir de esta experiencia con los alumnos de 2.º de Bachillerato, en el caso de los 

alumnos de 1.º de Bachillerato se les proporcionó, al principio de la décima sesión, un 

documento resumen para situarlos en el punto donde se encontraban, recordándoles el 

objetivo del Taller y planteando cuestiones para reconducir el estudio: 

Clase 10 

Inicio  

 Valores iniciales: p = 4 € (obtenidos a partir de la tabla), c = 2.5 + 10-5·x € (para x > 1000) y 

L = 2200 €. 

 Hay que vender más de 1482 camisetas para empezar a obtener un beneficio de 7000 €. 

 La fórmula de los beneficios es B(x) = –10-5 x2 + 1.5x –2200. Se trata de una parábola. Para cada 

valor dado del beneficio obtenemos dos posibles resultados para el número de camisetas uno de los 

cuales se debe descartar (es el intervalo de ventas). 

Desarrollo 

Para los cálculos deberemos de tener en cuenta las condiciones que nos exige la empresa: 

El precio de venta del producto no deberá ser superior a 5 €. 

El coste unitario para ventas pequeñas siempre será mayor a 1.8 €. 

El precio del alquiler de un local en la misma zona es siempre superior a 900 €. 

Estudiemos las características de la función de beneficio: 
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 ¿A partir de qué valor de la x empieza a ser significativo el coeficiente 10-5 que hace referencia a 

los costes? 

 ¿Cuál es el parámetro que determina la forma de la parábola? ¿Cuál es el que determina la 

posición de la parábola? 

Miremos de modificar uno de los parámetros: 

 Si aumentamos el precio de venta de 4 a 5 € ¿Cómo varia el intervalo de ventas? 

 ¿Cómo cambia este intervalo si conseguimos disminuir el precio de compra de 2.5 € por ejemplo a 

1.8 €? 

 ¿Y si conseguimos rebajar el precio del alquiler por ejemplo de 2200 a 900 €? 

 ¿Y si, por último, conseguimos rebajar el coeficiente de ventas grandes por ejemplo de 10-5 a 10-4? 

Ahora modificaremos dos parámetros: 

 Si decidimos no modificar el precio de venta p = 4, ¿Qué relación debería darse entre los valores 

de c y L para obtener beneficio vendiendo un número razonable de camisetas (3000 ≥ x ≥ 300)? 

¿Existen parejas de valores “razonables” de c y L que cumplan las condiciones? 

 Si fijamos el precio de coste c = 2.5 €, ¿Qué relación debería darse entre los valores de p y L? 

 Si fijamos el precio del alquiler L = 2200 €, ¿Qué relación debería darse entre los valores de p y c? 

Cierre 

 ¿Cuál creéis que es el parámetro que debemos tener en cuenta para obtener beneficios? 

Deberes 

 ¿Para obtener el doble de beneficio es necesario vender el doble de camisetas? 

 ¿Si queremos obtener el doble de beneficio debemos doblar el precio de las camisetas?  

Durante las sesiones décima y undécima los alumnos trabajaron en grupos de dos 

personas y tenían la posibilidad, si lo consideraban apropiado, de usar el ordenador. Al 

final de la undécima sesión se realizó una puesta en común de las respuestas dadas por 

cada grupo, llegando a un acuerdo sobre las conclusiones finales, dando así por 

finalizado el estudio de este encargo.  

Para ser coherentes con el planteamiento del Taller como una consultoría matemática, 

optamos por finalizar el proceso de estudio, para los alumnos de 1.º de Bachillerato, con 

una previsión de encargos futuros o genéricos. En la duodécima y decimotercera sesión 

se trabajó sobre el tercer encargo (cf. anexo D5). Los alumnos se preguntaban por el 

tipo de función que obtenían, representaban las gráficas (de forma autónoma), 

comentaban las características más destacables, la interpretación económica de los ejes 

y de las asíntotas, comentaban que las derivadas serían una buena técnica para 

determinar el beneficio máximo, etc. Como en el caso de los alumnos de 2.º de 

Bachillerato, se realizó una sesión adicional para efectuar un examen. 
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1.2. Última experimentación 

Como ya hemos comentado la última experimentación del curso 2005/06 en el IES Vall 

Hebrón fue realizada bajo condiciones y restricciones diferentes a las experimentaciones 

que acabamos de describir. Estas diferencias fueron originadas por el carácter 

extraescolar del Taller. La primera consecuencia a destacar es la desaparición de la 

necesidad de evaluar numéricamente el trabajo de los alumnos que, juntamente con el 

carácter voluntario del Taller, desembocó en un trabajo más realista y autónomo por 

parte de los alumnos y, en consecuencia, del desarrollo del Taller. Como antes, cada 

una de las sesiones tuvo una duración de 50 minutos aproximadamente (aunque en 

principio podían prolongarse si era necesario). En esta ocasión se llevó a cabo el estudio 

únicamente del primer sistema económico: el caso de la función de costes lineal. Como 

antes utilizaremos como referencia básica la descripción ideal del proceso de estudio o 

análisis a priori de la organización didáctica que hemos realizado en el capítulo 4.  

ENCARGO 1: El caso de la función de costes lineal 

En la primera sesión se introdujo la situación económica junto con la cuestión 

generatriz y el objetivo de Taller formulado por el profesor de forma oral. Como en las 

anteriores experimentaciones los alumnos empezaron a trabajar con la cuestión:  

Q0: ¿Es posible obtener en el mes de agosto unos beneficios de 800 € con las 

condiciones inicial: p = 5.2 €, c = 2.5 € y L = 300 €? 

Este trabajo se realizó sin ordenador y en grupos de dos personas.  

En la segunda sesión se realizó la puesta en común de los resultados obtenidos por cada 

grupo de alumnos, mostrando las diferentes técnicas usadas por los alumnos sin 

ordenador. Cabe destacar que ningún grupo explicitó las funciones de beneficio, 

ingresos o costes; recurriendo siempre a una técnica aritmética (como en el caso de los 

alumnos de 1.º de Bachillerato del IES Serra de Marina). Aunque la respuesta a esta 

pregunta se encuentra dentro del rango de ventas admisible por el encargo, de nuevo los 

alumnos no la consideran adecuada, por el mismo motivo que lo hicieron los alumnos 

de 2.º de Bachillerato de las experimentaciones anteriores, la indicación del enunciado 

que establece que en este mes las ventas son bajas.  

Cada grupo determina una cota diferente para el número de ventas bajas aceptable. Esto 

derivó hacia la modificación, por ensayo-error, de algunos datos de la situación inicial 
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(precio de venta, precio de coste y alquiler), obteniendo una solución aritmética 

particular. Destacamos que los alumnos usaron espontáneamente las tablas del encargo 

para obtener información. Las variaciones de los valores de los parámetros fueron 

realizadas, en general, de forma sistemática. Finalmente, cabe destacar que todo este 

trabajo fue realizado sin usar ningún tipo de lenguaje algebraico, es decir, se situaron en 

OMarit.
9
 

Durante esta segunda sesión los propios alumnos pusieron en entredicho la utilidad de 

los casos particulares, con comentarios como por ejemplo “no es posible encontrar 

exactamente un alquiler de 169 €”. El profesor, siguiendo las indicaciones que se le 

habían dado, no intervino y, finalmente, este debate no fue desarrollado por los 

alumnos, es decir, no se llegó a ningún acuerdo. La explicación de la “muerte” de esta 

polémica se puede encontrar en el contrato didáctico escolar que pesaba sobre los 

alumnos. Normalmente, el profesor guía a los alumnos sobre qué es una respuesta correcta y 

qué no, además en la mayoría de los problemas matemáticos escolares la respuesta 

consiste en un conjunto de valores numéricos en coherencia con una de las 

características fundamentales de la aritmética generalizada (cf. §2.4. del capítulo 1). En 

el Taller los alumnos esperaban una “señal”, por parte del profesor, de qué tipo de 

respuesta debían dar. La ausencia de esta “señal” hizo que los alumnos asumiesen como 

respuesta válida soluciones particulares numéricas.  

Al final de la segunda sesión y durante las sesiones tercera y cuarta se empezó a 

trabajar sobre la siguiente cuestión:  

Q0: ¿Es posible obtener en el mes de septiembre unos beneficios de 3000 € con las 

condiciones iniciales: p = 5.2 €, c = 2.5 € y L = 300 €? 

Este trabajo se realizó con ordenador y con los mismos grupos que la sesión anterior. El 

estudio de mercado, que el encargo inicial proporciona, invalidó la respuesta dada por 

los alumnos en relación al número de camisetas que sería necesario vender.  

Como en el caso de los alumnos de 2.º de Bachillerato de las experimentaciones 

anteriores, el profesor pidió directamente a los alumnos que rellenasen la tabla del 

anexo D3, sin ninguna indicación. Esta demanda provocó ciertas dificultades ya que los 

alumnos no habían construido las funciones del sistema y no utilizaron ningún medio 

                                                      
9 Cf. §1. del capítulo 4. 
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informático que ayudase en la construcción del lenguaje funcional. De manera que los 

alumnos continuaban manipulando soluciones numéricas concretas, lo que dificultó la  

asunción del Taller ya que imposibilitó extraer resultados generales relativos a la 

función de beneficio, de ingresos o de costes, e impidió obtener una respuesta genérica 

del Taller. Fue entonces cuando el profesor forzó la introducción del lenguaje funcional 

consensuando con los alumnos los nombres de los diferentes parámetros (número de 

camisetas = x; coste del alquiler del local = l; precio de compra = c y precio de 

venta = v).  

Al final de la cuarta sesión se recordó a los alumnos cómo usar los comandos de la 

CSW y el profesor mostró cómo la calculadora podía ayudar a realizar los cálculos. 

En la quinta sesión se llevó a cabo la variación de cada uno de los tres parámetros (p, en 

la pregunta Q11; c en Q12 y L en Q13)
10

. La CSW ayudó a los alumnos a aislar los 

diferentes parámetros y a representar las gráficas a partir de casos particulares. Esto 

permitió comentar las características más destacables de éstas, así como algunas 

interpretaciones económicas de los resultados.  

En la sexta y séptima sesión se dio por finalizado el estudio del primer encargo y se 

enunció el final del Taller con la exposición por parte de cada uno de los grupos de un 

encargo individual parecido al que se había trabajado anteriormente. La proximidad de 

los exámenes trimestrales comportó el abandono del Taller de una parte importante de 

los alumnos. Además, la distancia entre una sesión del Taller y la siguiente, así como 

algunos problemas logísticos del aula de informática, influyeron profundamente en el 

desarrollo de estas últimas sesiones. En consecuencia no podemos extraer conclusiones 

relevantes globales sobre las técnicas, el uso de la CSW o las herramientas de 

modelización de los alumnos en estos dos últimos días.  

 

2. Análisis de las dificultades que surgieron en las primeras experimentaciones de 

la modelización funcional en el Bachillerato 

Después del breve resumen de las experimentaciones que acabamos de presentar
11

, 

                                                      
10 Cf. §2.2. del capítulo 4. 
11 En el anexo E4 puede consultarse el análisis de las experimentaciones del curso 2005/06 basado en el 

material de los alumnos, el examen final, los cuestionarios de los alumnos y las reuniones con los 

profesores. 
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dedicaremos esta sección a describir las principales dificultades que han surgido en este 

intento de hacer vivir la modelización algebraico-funcional en el ámbito escolar. 

 

2.1. Dificultades de la comunidad de estudio para mantener vivo el objetivo del 

Taller 

En las diferentes experimentaciones llevadas a cabo, hemos podido constatar que se 

producía un hecho recurrente: los profesores y alumnos, después de unas cuantas 

sesiones de clase, tenían dificultades para mantener presente el objetivo o punto de 

llegada del Taller. No quedaba suficientemente claro que la cuestión inicialmente 

planteada era la que debía guiar el trabajo durante todas las sesiones, que se debía 

retomar regularmente para hacerla evolucionar y para generar nuevas cuestiones 

derivadas que deberían contribuir a construir en etapas sucesivas la respuesta final al 

encargo recibido. 

La explicación de lo que podríamos llamar el “decaimiento del objetivo del Taller” se 

puede vincular a ciertas restricciones didácticas que provienen de los diferentes niveles 

de codeterminación.  

Hemos visto, en efecto, que la realización del Taller supone un trabajo a largo plazo 

donde, antes de empezar cada nueva sesión, hay que cuestionarse lo se ha hecho hasta el 

momento y decidir hacia dónde dirigir el estudio. Para facilitar este trabajo de enlace 

entre sesiones (especialmente cuando las sesiones estaban bastante alejadas en el 

tiempo), habíamos previsto utilizar el trabajo personal que los alumnos se llevaban a 

casa y que los profesores debían comentar al principio de cada sesión. Nos sorprendió, 

en primer lugar, que esta tarea no fuera realizada por los alumnos. Los profesores ya nos 

indicaron que, en general, es muy difícil que los alumnos realicen fuera del aula el 

trabajo que se les pide. El carácter “informal” y excepcional del Taller, que aparecía 

como una “ruptura” dentro del programa oficial del curso, no favorecía un cambio 

positivo en esta costumbre. De todos modos, aún y siendo un indicativo importante del 

tipo de vinculación que establecen los alumnos con el Taller, esta falta de trabajo 

autónomo no nos parece suficiente para explicar las dificultades por mantener vivo el 

objetivo del Taller. Otro factor que hay que considerar es la ruptura de algunas 

cláusulas del contrato didáctico provocada por el Taller. En efecto, el contrato 

didáctico habitual no asigna a los alumnos responsabilidades didácticas que vayan más 
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allá del trabajo aislado sesión por sesión e incluso, problema por problema. Algunas de 

las respuestas de los alumnos en el cuestionario ponen de manifiesto hasta qué punto 

tienen interiorizado este contrato: 

Canviaria que en lloc de dos exercicis solament i molt llargs, es fessin més quantitat però 

més breus i més variats perquè no es facin pesats. Aquest Taller tota l’estona era el 

mateix però canviant l’enunciat. 

En el contrato didáctico habitual, el profesor es el responsable de proporcionar a los 

alumnos los problemas que éstos han de resolver. La conexión entre problemas, la 

formulación de las cuestiones y su evolución no forma parte de la responsabilidad de los 

alumnos y los dispositivos didácticos del Taller no fueron lo bastante fuertes para 

modificar estas cláusulas del contrato. En el momento de diseñar el Taller y para 

intentar potenciar la responsabilidad de los alumnos en la formulación se dieron 

indicaciones a los profesores sobre la importancia de mantener presente, en todas las 

sesiones, la cuestión inicial y subrayar el realismo de la situación planteada. Pero como 

se ha mostrado una vez más, este tipo de fenómeno no puede ser modificado en base 

únicamente al voluntarismo de los actores del proceso. 

Dado que el objetivo del Taller expresado en términos de organizaciones matemáticas 

hace referencia a la necesidad de trabajar dentro OMfp(x), es decir, iniciarse en la 

modelización algebraico-funcional, el segundo fenómeno que aludiremos para explicar 

el decaimiento del objetivo del Taller hace referencia a las dificultades que se 

encontraron en la experimentación para llegar a la construcción de la praxeología 

OMfp(x). Describiremos estas dificultades comparando el diseño a priori del proceso 

global con el recorrido seguido efectivamente en la experimentación. 

Para realizar esta comparación es útil recordar la visión global de la dinámica del 

proceso de estudio que proporciona la figura 34 de la §3.1. del capítulo 4 (referente al 

primer sistema económico considerado: el caso de la función de costes lineal) y que 

aquí completamos (fig. 1) superponiendo el recorrido llevado a cabo en la 

experimentación. Este nuevo esquema muestra cómo fueron apareciendo efectivamente 

las organizaciones matemáticas a lo largo del proceso de estudio, en contraposición a la 

aparición “prevista” en el nuestro diseño a priori. Destacamos en rojo el orden en que se 

van sucediendo las diferentes unidades: 
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Así, aunque en la descripción a priori de la organización didáctica se había previsto la 

aparición de la praxeología M3, se pretendía que ésta sirviese, únicamente, para 

introducir los parámetros e iniciar el trabajo con funciones que nos llevaría a OMfp(x). 

En la práctica, la praxeología M3 dio más juego del que se había previsto en el diseño a 

priori, produciendo respuestas relativamente económicas, debido a la eficacia de la 

CSW (ya que ésta ponía a disposición de los alumnos técnicas de manipulación 

algebraica) especialmente cuando se está trabajando con el caso lineal. En efecto, en 

este caso el trabajo en OMfp(x) no aporta ventajas significativas por los motivos 

siguientes: 

- Para tratar los problemas del caso lineal el trabajo con gráficas (es decir el paso de 

M2 a OMf(x)) no era muy necesario porque, de hecho, no mejora ni amplia la 

respuesta a la cuestión inicial. Las gráficas básicamente validan la información 

obtenida, es decir, aparecen como una técnica suplementaria, pero no 

imprescindible. Además, trabajar simultáneamente con las dos técnicas es muy 

difícil porque normalmente las instituciones seleccionan para cada tarea una 

técnica privilegiada, que se convierte en la manera de realizar esta tarea (Fonseca, 

2004). En la experimentación, los profesores no hicieron explícito el carácter no 

estrictamente necesario del paso de M3 a OMf(x) (de la unidad 2’ a la unidad 3’, 

Unidad 1 

Fig.1 Recorrido efectivo del Taller  

(clase de 1.º de Bachillerato) 
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cf. fig. 1). En su lugar argumentaron que OMf(x) permitía dar una visión global 

interesante de la situación. Este hecho provocó una gran desorientación en los 

alumnos y contribuyó, sin duda, a la debilitación de la cuestión inicial – además 

de reforzar la opinión de que las funciones “no sirven para nada”.  

- En el caso lineal la intuición de los alumnos se ajusta bastante bien a la respuesta 

correcta ya que están acostumbrados a razonar en términos de proporcionalidad. 

Por esto, y siempre que no surjan preguntas de interpretación de relaciones entre 

magnitudes (preguntas del tipo Q3i cf. §2.2. del capítulo 4), el trabajo algebraico-

funcional tampoco no aparece para los alumnos como una herramienta útil.  

En definitiva, parece que estas características del caso lineal (que no genera “con 

suficiente fuerza” la necesidad de trabajar en OMf(x)) desdibujaron el objetivo general 

del Taller y condujeron, en la práctica, a dedicar un tiempo excesivo al primer encargo. 

Esta pérdida de rumbo inicial repercutió entonces en la forma, la implicación y las 

técnicas con las que los alumnos abordaron el siguiente encargo (caso cuadrático). En el 

diseño de la organización didáctica a priori se preveía que el estudio del caso lineal 

“prepararía” la construcción de las técnicas gráficas para la resolución de inecuaciones 

funcionales, esenciales en el caso cuadrático. Ahora bien, el hecho que estas técnicas no 

fueran estrictamente necesarias en el caso lineal provocó una desorientación de los 

alumnos y un detraimiento de “credibilidad” en la situación problemática de partida. Lo 

didáctico impidió aquí la emergencia de lo matemático, es decir, la didactificación 

excesiva del caso lineal “mató” el problema matemático. 

 

2.2. Dificultades para utilizar y relacionar entre sí de manera adecuada modelos, 

parámetros y gráficas 

Un fenómeno didáctico importante que también se manifestó durante el desarrollo del 

Taller fue lo que podríamos llamar la “aritmetización” de la actividad realizada. Nos 

referimos al hecho que tanto los alumnos como los profesores tendían a reformular las 

cuestiones generales planteadas en términos de relaciones entre magnitudes, en 

cuestiones formuladas con valores concretos de los parámetros y que se podían 

contestar dando un valor numérico. En otras palabras, los problemas que se planteaban 

y abordaban efectivamente eran sólo los que aceptaban como respuesta valores 

numéricos obtenidos mediante técnicas puramente aritméticas (por ejemplo: “ventas 
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superiores a 500 unidades”, “precios inferiores a 8 €”, etc.). Este fenómeno está muy 

relacionado con las dificultades para trabajar dentro de la OM funcional con parámetros 

OMfp(x) y, por lo tanto, con las dificultades que aparecen para pasar del primer al 

segundo nivel de modelización algebraico-funcional. Una consecuencia directa de la 

“aritmetización” del proceso de estudio y del consecuente estancamiento de éste en el 

primer nivel de modelización algebraico-funcional, fue la dificultad ya citada de que la 

técnica gráfica fuera explotada y reconocida como una herramienta potente. 

En relación al trabajo dentro de OMf(x), en el caso de los alumnos de 1.º de Bachillerato 

debemos decir que éstos no acostumbran a asumir la responsabilidad de construir 

modelos, éstos aparecen ya construidos como “fórmulas”. En general, en Secundaria no 

se pide a los alumnos que construyan modelos: su tarea es aprenderlos y saber 

aplicarlos. Esta cláusula del contrato didáctico se puso de manifiesto al principio del 

Taller, incluso con los alumnos de 2.º de Bachillerato. Estos alumnos empezaron a 

mirar los ejercicios de optimización que habían hecho en clases la semana anterior, 

creyendo que encontrarían las fórmulas que necesitaban. El trabajo con funciones se 

presenta siempre muy descontextualizado, las funciones no son nunca consideradas 

como modelos, excepto en el caso de los problemas de optimización. Esta referencia 

permitió a los alumnos de 2.º de Bachillerato, a diferencia de los de 1.º, empezar a 

trabajar en OMf(x).  

Si bien el trabajo dentro del Taller se desarrolló siempre en el primer nivel de 

modelización algebraico-funcional
12

, se llevaron a cabo, dentro de este nivel, los cuatro 

estadios de modelización
13

. Este hecho queda recogido, en particular, en algunos de los 

comentarios de los alumnos sobre qué habían aprendido, como por ejemplo el de este 

estudiante de 2.º de Bachillerato:  

Saber raonar les fórmules. Entendre més el que volen dir les gràfiques. Entendre millor 

els problemes d’optimització. Saber valorar i suposar els paràmetres que mouen. 

Aquestes classes són més de pensar. 

En cuanto al uso de la CSW, podemos considerar que ésta facilitó mucho la 

interpretación del lenguaje algebraico con el lenguaje funcional. Por ejemplo, los 

alumnos representaron gráficas a partir de la fórmula: 

                                                      
12 En la práctica, aunque los alumnos realizaron un trabajo de intercambio de papeles entre variables y 

parámetros, éste sólo sirvió para explicitar nuevas funciones siempre de una variable. Quedándose a la 

puertas de lo sería el segundo nivel de modelización algebraico-funcional. 
13 Cf. anexo G. 
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B = (p – c)·x – L 

sin tener que indicar a priori cuál de las magnitudes es la variable independiente y sin 

utilizar explícitamente ninguna notación funcional del tipo f(x) = ... Mostramos con una 

pantalla de la CSW (fig. 2) a qué nos referimos:  

 

En el ejemplo (1) el beneficio depende del número de ventas x, es decir, estamos 

trabajando con la función B(x). En el ejemplo (2) el beneficio depende del precio de 

venta p, es decir, se está considerando la función B(p). En estos dos ejemplos el 

programa dibuja una recta sin necesidad de explicitar la variable independiente y, por lo 

tanto, facilita a los alumnos la manipulación conjunta de fórmulas y funciones. Además, 

la CSW también permite integrar las diferentes fases de la modelización en el proceso 

de estudio, ya que queda en manos del alumno la interpretación de la gráfica, de los 

ejes, de los resultados numéricos obtenidos, etc. 

 

2.3. Dificultades para integrar la CSW con el trabajo con lápiz y papel 

Ya hemos mencionado que las cuatro experimentaciones del Taller del curso 2005/06 se 

llevaron a cabo alternando las sesiones en el aula “habitual” de los alumnos con las 

sesiones en el aula de informática. Además, en general, los alumnos no eran expertos en 

el uso de la Calculadora Simbólica Wiris. Algunos la habían usado puntualmente en 

cursos anteriores, otros previamente durante el mismo curso y otros, incluso, la 

aprendieron específicamente para el Taller algunas sesiones antes de empezar. En 

general, se dieron pocas indicaciones a los profesores sobre cuándo y cómo usar la 

herramienta informática durante la experimentación; fueron ellos los que tomaron la 

mayoría de las decisiones al respecto aunque, en última instancia, las consensuaran con 

los investigadores-observadores. 

EJEMPLO (1) 

EJEMPLO (2) 

Fig. 2 
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Dadas estas circunstancias, lo que se observó fue lo siguiente: 

- La gestión de la herramienta informática recayó sobre el profesor, ya que era él quien 

decidía (a veces sólo por cuestiones de disponibilidad) qué sesiones se desarrollaban en 

el aula de informática. 

- En el trabajo en el aula de informática se instaló un nuevo contrato didáctico que no 

fue suficientemente considerado en el diseño del Taller. Para los alumnos, el hecho de 

situarse explícitamente delante de un ordenador es casi motivo suficiente para sólo 

trabajar con él o, como máximo, combinarlo con el cuaderno para anotar comentarios y 

resultados. No recae sobre el alumno la responsabilidad de decidir el tipo de 

herramienta que debe usar en cada momento del proceso de estudio y claro está, si va al 

aula de informática, es para hacer servir el ordenador.  

- Además, los alumnos están acostumbrados a ir a la sala de ordenadores para iniciar y 

acabar un tipo de trabajo en la misma sesión. Es poco habitual integrar el trabajo que se 

realiza en la sala de ordenadores con el trabajo realizado en el aula habitual y 

generalmente nunca se combinan los dispositivos de trabajo disponibles en las dos aulas 

(lápiz y papel, calculadora de bolsillo, ordenador). Esto también explica que no 

utilizasen la CSW en casa, aun y cuando, como muestran las respuestas al cuestionario, 

la mayoría de los alumnos tenían acceso a la herramienta informática.  

 

2.4. Dificultades para redistribuir las responsabilidades propias de la dirección del 

estudio 

Tal y como se preveía, se constató en todas las experimentaciones que el peso de guiar 

el proceso de estudio recayó bajo la responsabilidad casi exclusiva del profesor. Fue 

muy difícil conseguir de los alumnos que planteasen nuevas cuestiones, formulasen 

hipótesis y tomasen decisiones sobre el rumbo a seguir. La explicación de este 

fenómeno se encuentra nuevamente en el contrato didáctico institucional imperante, 

donde todas estas tareas recaen bajo la responsabilidad exclusiva del profesor. Por tanto 

también en el Taller era el profesor quien acababa teniendo la última palabra y quien 

debía guiar el proceso de estudio. Los alumnos expresaban sus reticencias en asumir 

más responsabilidades de lo que es habitual. Uno de ellos incluso señaló en el 

cuestionario un aspecto a mejorar en referencia a las cuestiones “demasiado ambiguas” 
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que se les formulaba y reclamaba una dirección didáctica más estrecha. Dice lo 

siguiente:  

Hauríeu de canviar la formulació de les qüestions, podríeu especificar totes les 

preguntes que voleu.  

 

3. Nuevas experimentaciones en el curso 2006/07 

A la vista de las conclusiones extraídas de las experimentaciones del curso 2005/06, se 

rediseñó el material del Taller y se ampliaron algunos de los dispositivos didácticos en 

aras de superar las dificultades detectadas hasta el momento. A continuación 

describimos los principales cambios vinculados a la categoría de restricciones sobre las 

que pretendemos incidir y que hemos establecido en la sección anterior: 

(1) Nuevas técnicas didácticas para salvar el “decaimiento del objetivo del Taller”.  

– Los alumnos deberán, además de entregar un informe por escrito, realizar una 

exposición de sus resultados al resto de compañeros, los cuales deberán preguntar y 

valorar si los resultados presentados son adecuados, suficientes o insuficientes como 

respuesta para el cliente. Estas puestas en común se realizarán fuera del aula de 

informática.  

– Se amplía el número de encargos y se reduce la cantidad de sesiones dedicadas a 

cada una de sus resoluciones, fijándose desde un principio la duración de sesiones 

dedicadas a cada encargo e informando claramente a los alumnos cuándo deberán 

presentarse los resultados de los proyectos al resto de compañeros.  

– Se agrupa a los alumnos en grupos de 4 personas que se dividirán en subgrupos de 

dos para el trabajo en el aula de informática. 

(2) Modificaciones en relación al uso de los modelos, parámetros, gráficas y funciones.  

– Se substituye en relación al primer encargo la determinación explícita de los rangos 

sobre los parámetros del sistema (p ≤ 8; c ≥ 1 y L ≥ 100) por información 

complementaria de otras empresas con características similares al caso que se 

pretende abordar. 

– Se proporcionan instrucciones explícitas a los profesores en relación a no forzar la 

introducción de las gráficas en el primer encargo (caso de la función de costes 

lineal). 
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(3) Gestos de ayuda en la integración de la CSW con el trabajo con lápiz y papel.  

– Se dejará bajo la responsabilidad de los alumnos el momento de ir al aula de 

informática, es decir, se informa que podrán ir al aula de informática cuando ellos 

consideren que el trabajo con ordenador puede facilitar sus cálculos o posibilitarles 

estrategias inviables con lápiz y papel. 

Con la intención de volver a evaluar el segundo diseño a priori del Taller, durante el 

curso 2006/07, repetimos el proceso de estudio en dos de los Institutos de Enseñanza 

Secundaria con los mismos profesores del curso 2005/06 y en un nuevo centro de las 

proximidades de Barcelona, con algunas diferencias significativas que comentaremos 

más adelante.  

 

3.1. Diferencias entre las experimentaciones del curso 2005/06 y 2006/07 

La experimentación que presentamos a continuación se realizó de forma paralela en tres 

centros públicos de educación secundaria de Barcelona y cercanías durante el curso 

escolar 2006/07. Existen pequeñas variaciones de una experiencia a la otra, que 

responden a mejoras didácticas en el diseño de la propuesta de experimentación. 

Pasamos a describir, por orden cronológico, las principales características de los grupos 

donde se ha llevado a cabo la experiencia:  

 Un grupo de alumnos de segundo curso de Bachillerato de la modalidad de Ciencias 

Sociales del IES Sant Andreu, a cargo de la profesora SA2. La experiencia se realizó 

dedicando cuatro sesiones semanales de la asignatura de matemáticas. Se inició el 8 

de febrero del 2007 y finalizó el 7 de marzo del 2007
14

.  

 Un grupo de alumnos de primer curso de Bachillerato de las modalidades de 

Ciencias Sociales, Científico y Humanístico del IES Serra de Marina, a cargo del 

profesor SM1. La experiencia se realizó dedicando las dos sesiones del crédito 

variable de matemáticas. Se inició el 8 de febrero del 2007 y finalizó el 29 de marzo 

del 2007
15

.  

 Un grupo de alumnos de primer curso de Bachillerato de la modalidad Científico–

Tecnológico del IES Costa i Llobera, a cargo de la profesora CL3. La experiencia se 

                                                      
14 Ver diario de sesiones en el anexo E1. 
15 Ver diario de sesiones en el anexo E2. 
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realizó dedicando dos sesiones semanales de la asignatura de matemáticas. Se inició 

el 24 de abril del 2007 y finalizó el 23 de mayo del 2007
16

. En este instituto existe 

una diferencia a destacar respecto a los otros dos. Este centro activó en el curso 

2006/07 un plan estratégico para la autonomía de centro
17

. Uno de los objetivos es 

la utilización de las TIC como herramienta para llevar a cabo su tarea pedagógica. 

Para ello, una de las medidas es dotar a los alumnos de Bachillerato de un ordenador 

portátil propio en el aula, junto con una infraestructura de comunicación vía internet 

(carpetas propias, carpetas comunes, etc.), lo que provoca un cambio significativo 

en las condiciones ecológicas respecto las que se desarrolló el Taller respecto a las 

otras dos experimentaciones. Por éste y otros motivos describiremos esta última 

experiencia de forma independiente en la sección siguiente. 

La experimentación del Taller en 2.º de Bachillerato del IES Sant Andreu siguió, a 

grandes rasgos, una estructura de desarrollo parecida a la experimentación del curso 

2005/06 realizada en este mismo instituto. Las principales diferencias fueron: 

 La profesora presentó a los alumnos el Taller de una forma más realista, haciendo 

más hincapié en aspectos como:  

- Tomar con seriedad el trabajo, no es un ejercicio de clase es un encargo real.  

- Distinguir en qué puede consistir la respuesta y qué no puede aceptarse como 

respuesta. 

- Subrayar la idea de que las gráficas pueden usarse como herramientas para 

resumir la información. 

- Traspasar explícitamente la responsabilidad de decidir a los alumnos cuándo 

usar el ordenador.  

 La profesora se sintió más cómoda y segura en la guía del proceso de estudio. Lo 

atribuyó a ser la segunda vez que realizaba la experimentación y a su participación 

en el “análisis teórico-didáctico” del Taller del curso pasado. 

 

                                                      
16 Ver diario de sesiones en el anexo E3. 
17 El plan estratégico de un centro educativo es la concreción de sus objetivos durante un período de 

cuatro cursos escolares consecutivos, en el marco de su proyecto educativo y curricular y de los 

procedimientos de evaluación que previenen del plan de evaluación interna. Los centros que tienen un 

plan estratégico pueden disponer de una mayor autonomía para fijar sus objetivos, la forma de 

conseguirlos y los recursos necesarios. 
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Las tablas 1 y 2 resumen las diferencias y similitudes entre las experimentaciones de 2.º 

de Bachillerato del IES Sant Andreu correspondientes a los cursos 2005/06 y 2006/07. 
  Curso 2005/06 Curso 2006/07 

¿C
ó

m
o

 o
b

te
n

er
 8

0
0

 €
 d

e 

b
en

ef
ic

io
? T

éc
n

ic
as

 La técnica usada en general era una 

estrategia que involucraba ecuaciones, 

fijando el número de camisetas como 

variable independiente y utilizando la letra x 

para designar esta magnitud.  

Los alumnos en general trabajan con 

funciones y ecuaciones usando x para 

designar el número de camisetas. 

Designan y como el beneficio unitario. 

P
ar

ám
et

ro
s 

Los alumnos consideran excesiva la 

respuesta y determinan que una cota inferior 

para el número de ventas aceptable sea: la 

media de las ventas, obtenida a partir de los 

valores de la tabla que recoge información 

de meses anteriores. 

Los alumnos consideraron la respuesta 

de ventas a realizar inadecuada y 

empiezan a variar el parámetro del 

precio. 

Uso de 

TIC 

Dos sesiones se realizaron en el aula de 

informática  

Ninguna sesión se realizó en el aula de 

informática 

¿Y
 3

0
0
0

 €
? T

éc
n

ic
as

 

La CSW ayudó a los alumnos a aislar los 

diferentes parámetros, representaban las 

gráficas a partir de casos particulares. 

Trabajo algebraico con la fórmula 

general del beneficio y una mayor 

interpretación económica de las 

diferentes expresiones. No se realizaron 

modificaciones sistemáticas de todos los 

parámetros.  

R
es

p
u

es
ta

s 

Podemos clasificarlas en tres tipos: (1) De 

tipo genérico (subir el precio de venta, 

disminuir el alquiler). (2) Casos particulares 

variando todos los parámetros. (3) La 

fórmula genérica. 

Podemos clasificarlas en tres tipos: (1) 

De tipo genérico (subir el precio de 

venta, disminuir el alquiler). (2) Casos 

particulares variando todos los 

parámetros. (3) La fórmula genérica y 

márgenes para los parámetros, indicando 

cuál es el más influyente.  

Duración 6 sesiones (de 50’ aproximadamente) 4 sesiones (de 50’ aproximadamente) 

 

Algunos aspectos a destacar de la nueva experimentación son: 

 Los alumnos introdujeron tempranamente nuevas variables/parámetros. 

 La búsqueda de estrategias, o criterios para escoger las diferentes pruebas de 

variación de parámetros, provocada por el “coste” de realizarlas manualmente.  

 No se realizó ninguna sesión dedicada a que los alumnos inventaran preguntas, 

como sí se hizo en la sexta y séptima sesión de la experimentación del curso 

2005/06. 

 No se perdió de vista en ningún momento el objetivo del Taller, los alumnos 

mostraron más autonomía e implicación en sus respuestas. 

 

 

 

Tabla 1 

Encargo 1: función de costes lineal 
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  Curso 2005/06 Curso 2006/07 
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T
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n
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 y

 r
es

u
lt

ad
o

s 

La estrategia usada en general para 

resolver el problema era usar 

ecuaciones, fijando el número de 

camisetas como la variable 

independiente y utilizan la letra x para 

designar esta magnitud. 

Dan como respuesta un estudio de 

casos particulares, con interpretaciones 

económicas de los resultados, realizan 

pruebas no sistemáticas de los efectos 

de los parámetros en el beneficio 

provocando respuestas parciales. En 

general no se dan la respuesta en forma 

de intervalo.  

Los alumnos en general trabajan con funciones y 

ecuaciones usando x para designar el número de 

camisetas, fijan el beneficio, varían el precio de 

venta y, en algunos casos, también el precio del 

alquiler. Obtienen soluciones particulares. 

Tres de los cuatro grupos (que coinciden con los 

que explotaron mejor el recurso informático) usan 

las gráficas (en general B(x)) para interpretar los 

resultados algebraicos que obtienen y hacer 

propuestas de solución.  

Dan la respuesta en términos de intervalos, explican 

por qué con los datos iniciales no es posible 

satisfacer la petición, argumentan cuáles son los 

parámetros que influyen más, mediante los 

movimientos que provocaría sobre la gráfica de 

beneficio. 

Uso de 

TIC 

Dos sesiones se realizaron en el aula 

de informática  
Tres sesiones se realizaron en el aula de informática 

Duración 6 sesiones (de 50’ aproximadamente) 7 sesiones (de 50’ aproximadamente) 

 

Después del segundo encargo se dedicó una sesión para realizar el examen cuyos 

resultados analizaremos más adelante comparándolos con los del curso anterior y con 

los de la experimentación del IES Serra de Marina del mismo curso escolar.  

Para finalizar el Taller se entregó a los alumnos el tercer encargo (función de demanda 

cf. anexo D9) que debían trabajar en casa y elaborar un informe de resultados con las 

conclusiones obtenidas. A continuación resumimos el contenido de los informes 

analizando las estrategias y técnicas utilizadas así como el proceso de modelización 

seguido: 

- Un primer grupo fijó las ventas en x = 2000 unidades. Calculó, usando las 

fórmulas del segundo encargo, el beneficio que se obtendría en cada población 

considerando siempre el mínimo valor del precio del local en cada lugar, 

evaluando previamente el precio de venta para cada ciudad usando la función de 

demanda. Su decisión fue trasladarse a la población donde el valor del beneficio es 

mayor para un número concreto de ventas. En resumen, este grupo no modificó el 

modelo y acabó basando su decisión en el estudio de un caso particular. 

- El grupo que se implicó de forma más realista en el Taller tomó el rango de 

precios que se acordó en el segundo encargo (entre 4.5 y 5 €) y, basándose en las 

gráficas de las diferentes funciones de demanda, decidió fijar las ventas en x = 

1900 unidades. Finalmente calcularon el beneficio que se obtendría en cada 

población, indicando que no habían modificado el valor del alquiler (L = 2000 €). 

Tabla 2 

Encargo 2: función de costes cuadrática 
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Su decisión final fue que no debían trasladarse ya que el beneficio que obtienen en 

el lugar actual era superior al que obtendrían en cualquiera de las otras ciudades. El 

final del informe muestra el realismo con el que los alumnos se tomaron el 

encargo: 

De les tres poblacions, Sabadell seria la més adient encara que aquestes poblacions són 

mercats difícils que no s’ajusten gaire al vostre producte. No surt rentable variar la 

ubicació de l’empresa, aconsellem mantenir la fàbrica en el lloc actual, a no ser que hi 

hagi variacions en les funcions aportades. Si aquesta informació no s’adequa a les 

vostres peticions només heu de concretar una segona visita per reajustar el que sigui 

necessari amb tal de que l’estudi de l’empresa sigui el desitjat i útil, ja que durant el 

transcurs de l’anàlisi de rendibilitat hem trobat dubtes que si fossin resolts reduirien les 

opcions a adoptar. Seria òptim doncs que ens comuniqueu si les opcions aportades per 

Assessoria Sant Andreu són encertades. 

- El tercer grupo tomó el rango de ventas del segundo encargo y calculó usando la 

fórmula de la demanda, para cada ciudad, el precio correspondiente para cada uno 

de los extremos del intervalo de ventas. Observaron que algunos de los precios 

obtenidos superaban el valor máximo de 5 € que indicaba el estudio de mercado, 

así que calcularon las ventas que proporcionaban un valor casi igual a 5 € (x ≈ 

2000 unidades). Posteriormente compararon cual sería el precio de venta para cada 

localización fijando x = 2000, y concluyeron argumentando su decisión que el 

emplazamiento con mayor precio tiene además la posibilidad del local más barato.  

- Finalmente el último grupo tomó también el rango de ventas del segundo encargo 

y calculó, para cada ciudad, el precio correspondiente para cada uno de los 

extremos del intervalo de ventas a partir de las funciones de demanda. Observaron 

que algunos de los precios obtenidos superaban el valor máximo de 5 € y que otros 

daba negativo, decidieron redeterminar el rango de ventas para cada población 

fijando el precio de venta entre 4 y 5 €. A continuación calcularon el beneficio en 

dos casos particulares, cuando el alquiler toma el valor máximo y cuando toma el 

valor mínimo para cada emplazamiento, considerando, en ambos casos, el valor de 

x como el extremo superior del margen de ventas que han determinado con 

anterioridad para cada ciudad. Obtuvieron la misma conclusión para las dos 

pruebas realizadas y concluyeron que el emplazamiento debía de ser el lugar donde 

se obtiene un mayor beneficio.  

Finalmente la mayoría de los grupos rehicieron el trabajo del segundo encargo con la 

nueva función de beneficios del lugar donde habían decidido realizar el traslado. 
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La experimentación del Taller en 1.º de Bachillerato del IES Serra de Marina siguió 

también, a grandes rasgos, una estructura de desarrollo parecida a la experimentación 

del curso 2005/06 realizada en este mismo instituto. El profesor presentó a los alumnos 

el Taller haciendo más hincapié en aspectos como:  

- La importancia de trabajar en un caso práctico donde deberán usar 

herramientas matemáticas para resolver el problema. 

- Orientación sobre cómo empezar a estudiar la tabla de ventas del 2006.  

- Indicaciones sobre la articulación del ordenador con el uso de lápiz y papel. El 

profesor intenta establecer así nuevas normas en el aula de informática.  

Las tablas 3 y 4 resumen las diferencias y similitudes entre las experimentaciones del 

curso 2005/06 y 2006/07 para el primer y segundo encargo de la experimentación con 

alumnos de 1º de Bachillerato del IES Serra de Marina: 

  Curso 2005/06 Curso 2006/07 

¿C
ó

m
o

 o
b

te
n

er
 8

0
0

 €
 d

e 

b
en

ef
ic

io
? T
éc

n
ic

as
 

La técnica general usada para resolver el 

problema es puramente “aritmética”, sin 

explicitar cuales son las funciones de 

beneficio, ingresos y costes, únicamente 

el algoritmo para calcular el número de 

camisetas. 

  

Los alumnos en general trabajan con 

funciones y ecuaciones usando x para 

designar el número de camisetas. 

Designan y como el beneficio unitario. 

Algunos resuelven el problema por 

tanteo. Uno de los grupos trabajó con 

gráficas. 

P
ar

ám
et

ro
s No aparece ninguna mención a los 

parámetros, se acepta la solución 

numérica sin más discusión. 

Los alumnos consideran la respuesta de 

ventas a realizar inadecuada y empiezan a 

variar, básicamente, el parámetro del 

precio. 

Uso de 

TIC 

Cinco sesiones se realizaron en el aula 

de informática  

Todas las sesiones se realizaron en el aula 

de informática 

¿Y
 3

0
0
0

 €
? T
éc

n
ic

as
 Fue el profesor quien fuerza la 

introducción de la notación funcional y 

las gráficas para interpretar la manera 

como varían las ventas cuando hacemos 

variar el alquiler, el coste y el precio.  

Trabajo algebraico con la fórmula general 

del beneficio y una mayor interpretación 

económica de las diferentes expresiones. 

No se realiza una modificación 

sistemática de todos los parámetros.  

R
es

p
u
es

ta
s 

Podemos clasificarlas en dos tipos: (1) 

De tipo genérico (subir el precio de 

venta, disminuir el alquiler). (2) Casos 

particulares variando todos los 

parámetros asignándoles, básicamente, 

los valores de sus casos límite. 

Podemos clasificarlas en tres tipos: (1) 

De tipo genérico (subir el precio de venta, 

disminuir el alquiler). (2) Casos 

particulares variando el precio de venta. 

(3) La función que relaciona el precio con 

las ventas.  

Duración 7 sesiones (de 50’ aproximadamente) 4 sesiones (de 50’ aproximadamente) 

 

 

 

 

Tabla 3 

Encargo 1: función de costes lineal 
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Algunos aspectos a destacar de la nueva experimentación son: 

 Los alumnos introdujeron tempranamente nuevas variables/parámetros. 

 No se realizó ninguna sesión dedicada a que los alumnos inventaran preguntas. 

 No se perdió de vista en ningún momento el objetivo del Taller, los alumnos 

mostraron más autonomía e implicación en sus respuestas. Aparece incluso una 

modificación del sistema a modelizar, uno de los grupos decide que el beneficio 

buscado no es adecuado para el tipo de empresa y lo modifica bajo su 

responsabilidad. 

  Curso 2005/06 Curso 2006/07 

¿
C

ó
m

o
 o

b
te

n
er

 7
0
0

0
 €

 d
e 

b
en

ef
ic

io
?

 

¿
C

u
á

l 
es

 e
l 

b
en

ef
ic

io
 m

á
xi

m
o

?
 

T
éc

n
ic

as
 y

 r
es

u
lt

ad
o

s 

La técnica general usada para resolver 

el problema era una estrategia que 

involucraba ecuaciones, fijando el 

número de camisetas como la variable 

independiente y utilizando la letra x 

para designar esta magnitud. 

Los alumnos en general trabajan con funciones 

y ecuaciones usan x para designar el número de 

camisetas, fijan el beneficio y varían el precio 

de venta. Obtienen soluciones particulares. 

Proponen estrategias anuales o de marketing.  

Uno de los ocho grupos utiliza las gráficas (en 

general de B(x)) para interpretar los resultados 

algebraicos que obtienen y hacer propuestas de 

solución, son los únicos que hablan de 

intervalo de solución de ventas.  

Uso de 

TIC 

Cinco sesiones se realizaron en el aula 

de informática  

Cuatro sesiones se realizaron en el aula de 

informática. 

Duración  6 sesiones (de 50’ aproximadamente) 6 sesiones (de 50’ aproximadamente) 

 

Se observó durante estas sesiones un decaimiento del objetivo del Taller, además de 

que los alumnos no incorporaban las indicaciones o técnicas de otros grupos para 

abordar el segundo encargo, como sí pasó en la experimentación de 2.º de Bachillerato 

del IES Sant Andreu. 

Después del segundo encargo se dedicó una sesión para realizar el examen, los 

resultados del cual analizaremos en la sección siguiente. 

Para finalizar el Taller se entregó a los alumnos el tercer encargo (función de demanda, 

cf. anexo D8) que se trabajó durante 3 sesiones todas ellas en el aula de informática. 

Cabe destacar al respecto que la mayoría de grupos trabajaron con el ingreso máximo 

en lugar de con el beneficio máximo. Y seleccionaron una ubicación de traslado 

basándose en: 

- la comparación del rango de ventas para cada función de demanda, argumentando 

que es donde pueden venderse más unidades,  

Tabla 4 

Encargo 2: función de costes cuadrática 
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- la comparación del precio para cada ubicación en relación a unas ventas concretas, 

- la comparación del beneficio en cada emplazamiento para unas ventas en particular. 

La mayoría de estrategias que formulaban los alumnos se basan implícitamente en ideas 

de proporcionalidad directa o inversa. En este punto el profesor realizó una reflexión 

con los alumnos indicando que en ésta situación no podían aplicarse estrategias basadas, 

por ejemplo, en la regla de tres ya que las magnitudes no están relacionadas mediante 

una función de proporcionalidad.  

 

3.2. Análisis y conclusiones de las primeras experimentaciones  

Para llevar a cabo el análisis de la experimentación nos apoyaremos, en el siguiente 

conjunto de datos empíricos: 

 Filmaciones de las experimentaciones en el IES Serra de Marina y IES Sant 

Andreu.  

 Examen final para evaluar el proceso de estudio. 

 Cuestionarios a los alumnos valorando el desarrollo del Taller.  

Estos datos permiten poner de manifiesto las diferencias y los desajustes que existieron 

respecto el diseño matemático a priori del Taller (MER), el diseño a priori de la 

organización didáctica y la experimentación real. Todo el material recogido nos permite 

explicitar el uso de las técnicas que han aparecido a lo largo del proceso de estudio. Más 

en general, disponemos de una base empírica para describir y analizar la praxis 

matemática y didáctica llevada a cabo y, en menor medida, el discurso tecnológico y 

teórico que permitirá interpretar y justificar dicha práctica. 

 

3.2.1. Resultados del examen final  

Respondiendo a los cambios realizados en el material, se rediseñó el examen del curso 

2005/06, aunque manteniendo básicamente su estructura. Se seguía requiriendo llevar a 

cabo un pequeño recorrido de estudio a partir de un caso particular con los mismos 

modelos funcionales como los que se había trabajado en el Taller.  
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La primera y la segunda preguntas del examen hacen referencia a la construcción del 

modelo estudiado en el Taller en el primer encargo.
 18

 La tercera pregunta tiene como 

objetivo detectar qué herramientas o criterios de modelización utilizan los alumnos para 

abordar esta cuestión. Para responder, de forma “completa”, a la cuarta pregunta es 

necesario la construcción del modelo estudiado en el segundo encargo del Taller y una 

pequeña variación de los parámetros o, como mínimo, un razonamiento elaborado en 

términos económicos. También se pide explícitamente un trabajo donde intervenga el 

juego entre parámetros para dar una respuesta en forma de intervalo.  

EXAMEN 

Datos de la empresa 1 que fabrica pantalones: 

Los pantalones cuestan 10 € la unidad y, de momento, los están vendiendo a 35 €.  

Han de pagar un alquiler de 1000 € al mes.  

Datos de la empresa 2 que fabrica pantalones: 

Los pantalones cuestan 30 € la unidad y, de momento, los están vendiendo a 54 €.  

Han de pagar un alquiler de 800 € al mes.  

Datos de la empresa 3 que fabrica pantalones (una marca con más prestigio): 

El precio de venta es de 75 €. 

El alquiler mensual del local es de 2500 €.  

El coste de fabricación de un pantalón ya no es constante, sino que crece con el número de 

pantalones producidos. Para producciones pequeñas, el coste (materia prima y mano de obra) es de 

20 € por unidad. Pero cuando se producen más de 30 unidades, hay que pagar gastos extras de 

stock y de transporte. Un análisis de costes puso de manifiesto que el coste de cada pantalón 

depende de la producción total x según la fórmula: 

c = 10-3·x + 20  x = número de pantalones vendidos 

Un estudio de mercado realizado, válido para las tres empresas, nos dice que: 

El precio de venta del producto no debería de ser superior a 80 €.  

No se podrá conseguir pantalones con un coste menor a 9 €. 

El precio del alquiler nunca será inferior a 800 €. 

Para las empresas pequeñas el número máximo de pantalones que el mercado acepta es de 500 

unidades, en cambio para las empresas grandes el número máximo de pantalones que el mercado 

acepta es de 30000 unidades. 

Recuerda que se debe justificar la respuesta y explicar los procedimientos y cálculos que hayas 

hecho a todas las preguntas. 

(1) ¿Cuántos pantalones debe vender la empresa 1 para obtener unos beneficios de 1352 €?  

(2) ¿Para qué intervalo de precios de venta la empresa 2 obtiene un beneficio de 8400 € o 

superior? 

(3) ¿Cuál crees que es la mejor, la empresa 1 o la empresa 2? ¿Por qué? 

(4) (a) ¿Cuál es el máximo beneficio que podría obtener la empresa 3? ¿Con que cantidad de 

pantalones se consigue el beneficio máximo?  

(b) ¿Qué puede hacer la empresa 3 para obtener un beneficio máximo vendiendo el máximo 

de pantalones permitidos, es decir, 30000 unidades? ¿Cuál sería el beneficio que obtendrían? 

 

El examen fue el mismo para los alumnos del IES Serra de Marina (donde el examen 

fue en grupos de dos) y IES Sant Andreu (donde el examen fue individual).  

                                                      
18 Cf. anexo E4. 
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Las tablas 5, 6, 7, 8 y 9 resumen los resultados de los alumnos para cada una de las 

preguntas. Los números en rojo destacan las diferencias más significativas (con una 

variación en el porcentaje de uso superior o igual al 30% de un curso a otro) en el uso 

de una técnica de una experimentación de un curso escolar a otro.  

PREGUNTA 1 (2006/07) 

y 

PREGUNTA 1 (2005/06) 

Curso 2005/06   Curso 2006/07 

10 alumnos 1º B y 12 alumnos de 2º B 
 

15 alumnos 1º B y 13 alumnos de 2º B 

 1.º Bach. 

S. Marina 

2.º Bach. 

S. Andreu Total Alumnos   

 1.º Bach. 

S. Marina 

2.º Bach. 

S. Andreu Total Alumnos 

Creación correcta del modelo 10 11 21 
 

15 11 26 

T
éc

n
ic

as
 

Probando, por 

ensayo–error 
0 3 3 

 
0 1 1 

Cálculos a mano 2 3 5 
 

10 10 20 

Uso del comando 

Resol de la CSW 
8 4 12 

 
4 1 5 

Uso de la gráfica 0 0 0 
 

0 0 0 

M
o
d

el
iz

ac
ió

n
 Redondeo de la 

respuesta 
10 7 17 

 
9 10 19 

Comprobación de los 

resultados 
0 4 4 

 
2 2 4 

Respuesta final 

correcta 
10 7 17 

 
3 4 7 

 

Se observa en la experimentación del curso 2006/07, respecto del 2005/06, un aumento 

en la resolución del problema con técnicas “de lápiz y papel” y un menor uso de la 

herramienta informática.  

PREGUNTA 2 (2006/07) 

y 

PREGUNTA 4 (2005/06) 

Curso 2005/06   Curso 2006/07 

10 alumnos 1º B y 12 alumnos de 2º B 
 

14 alumnos 1º B y 12 alumnos de 2º B 

 1.º Bach. 

S. Marina 

2.º Bach. 

S. Andreu Total Alumnos    

 1.º Bach. 

S. Marina 

2.º Bach. 

S. Andreu Total Alumnos  

Creación correcta del modelo 9 5 14 
 

11 10 21 

T
éc

n
ic

as
 

Probando, por ensayo – 

error 
4 2 6 

 
0 8 8 

Cálculo variando los valores 

iniciales 
7 3 10 

 
9 11 20 

Uso de parámetros 6 4 10 
 

5 7 12 

Uso del comando Resol de 

la CSW 
0 2 2 

 
11 8 19 

Uso de la gráfica 0 0 0 
 

1 3 4 

M
o

d
el

iz
ac

ió
n

 

Comprobación de los 

resultados 
2 0 2 

 
0 4 4 

Respuesta como intervalo 2 0 2 
 

7 6 13 

Respuesta final correcta 4 0 4 
 

6 7 13 

 

 

 

 

 

Tabla 5 

Tabla 6 
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Se observa en la experimentación del curso 2006/07, respecto del 2005/06, una mejora 

en las estrategias que poseen los alumnos para afrontar una tarea que requiera la 

manipulación de parámetros y una interpretación de los resultados que se obtienen. 

 

PREGUNTA 3 (2006/07) 

El total de alumnos que respondieron a la pregunta 3 (abierta) fue de 23 alumnos (15 

alumnos de 1.º de Bachillerato y 8 alumnos de 2.º de Bachillerato)  

  

Nº alumnos 

de 1.º Bach. 

S. Marina 

Nº alumnos de 

2.º Bach. 

S. Andreu 

Total 

Alumnos  

Creación correcta del modelo 11 8 19 

Comparar los beneficios para el valor de ventas x = 500 

(máximo nº ventas según el estudio de mercado).  
4 2 6 

Comparar el beneficio para un caso concreto de ventas. 9 5 14 

Gráficas de las dos funciones en unos mismos ejes 8 3 11 

C
ri

te
ri

o
 

se
g
ú

n
 l

o
s 

p
ar

ám
et

ro
s Comparar alquileres 4 1 5 

Variar el precio de venta 0 3 3 

Comparar el precio unitario más elevado  8 1 9 

Términos económicos (just time, etc.) 0 1 1 

Conclusión coherente 15 6 21 

 

Se observa que los alumnos de 1.º de Bachillerato estaban mejor preparados para 

abordar esta cuestión, que recordemos, no se había tratado en ningún momento en el 

desarrollo del Taller antes del examen. En este caso no hemos realizado la comparación 

correspondiente con el curso 2005/06 ya que los alumnos que llegaron a responder a la 

cuestión correspondiente fueron pocos y sólo tomamos sus respuestas como datos 

orientativos y no de forma representativa. 

PREGUNTA 4(a) (2006/07)  

y  

PREGUNTA 2 y 3 (2005/06) 

Curso 2005/06   Curso 2006/07 

10 alumnos 1º B y 12 alumnos de 2º B 
 

14 alumnos 1º B y 11 alumnos de 2º B 

 1.º Bach. 

S. Marina 

2.º Bach. 

S. Andreu Total Alumnos    
 1.º Bach. 

S. Marina 

2.º Bach. 

S. Andreu Total Alumnos  

Creación correcta del modelo 6 4 10 
 

12 8 20 

T
éc

n
ic

as
 Cálculo del valor del beneficio 

para la x máxima 
10 4 14 

 
9 4 13 

Uso de las gráficas 0 4 4 
 

8 6 14 

Varían parámetros 4 1 5 
 

1 1 2 

M
o
d

el
i-

 

za
ci

ó
n

 Redondeo correcto de la respuesta 9 2 11 
 

5 7 12 

Da un intervalo 0 4 4 
 

0 0 0 

Respuesta final correcta 6 1 7 
 

8 7 15 

 

Tabla 7 

Tabla 8 
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PREGUNTA 4(b) (2006/07)  

y  

PREGUNTA 5 (2005/06) 

Curso 2005/06   Curso 2006/07 

10 alumnos 1º B y 12 alumnos de 2º B 
 

3 alumnos 1º B y 11 alumnos de 2º B 

 1.º Bach. 

S. Marina 

2.º Bach. 

S. Andreu Total Alumnos    
 1.º Bach. 

S. Marina 

2.º Bach. 

S. Andreu Total Alumnos  

Creación correcta del modelo 6 5 11 
 

3 8 11 

T
éc

n
ic

as
 

Cálculo con los valores 

iniciales 
5 6 11 

 
3 9 12 

Cálculo variando los 

valores iniciales 
4 2 6 

 
2 3 5 

Cálculo con los casos 

extremos 
4 6 10 

 
1 3 4 

Uso de la gráfica 0 1 1 
 

0 2 2 

Uso del comando Resol de 

la CSW 
8 2 10 

 
2 3 5 

Uso del vértice 0 0 0 
 

0 1 1 

M
o
d

el
i-

 

za
ci

ó
n

 

Respuesta final correcta-

coherente 
6 3 9 

 
3 6 9 

 

Se observa en la experimentación del curso 2006/07, respecto del 2005/06, un mejor uso 

de las técnicas gráficas y de las técnicas de interpretación de los resultados en el sistema 

inicial, aunque debido al escaso número de alumnos que respondieron a esta cuestión no 

es posible realizar un análisis comparativo de dichas técnicas entre los alumnos de 1.º y 

2.º de Bachillerato. 

Los resultados obtenidos muestran que los alumnos empiezan a integrar de manera 

funcional muchos de los objetos que hasta el momento habían tratado de manera 

completamente desconectada (ecuaciones, fórmulas, funciones, inecuaciones, 

parámetros, variables, gráficas, etc.). La propia estructura del examen demuestra 

claramente esta tendencia hacia una necesaria articulación de la matemática escolar que, 

inevitablemente, requerirá que la modelización algebraico-funcional pueda vivir en la 

enseñanza secundaria. 

 

3.2.2. El punto de vista de los alumnos 

Para obtener información sobre las impresiones que tuvieron los alumnos del trabajo 

realizado en el taller se utilizó el mismo cuestionario que se diseñó para el curso 

2005/06. La primera pregunta hace referencia a características generales del Taller. La 

segunda y tercera preguntas se complementan, por un lado ayudan a establecer si los 

niveles educativos en los que se ha realizado la experimentación son adecuados y, por 

otro lado, explicitan los conocimientos previos que los alumnos así como los nuevos 

conocimientos o nuevas representaciones. La cuarta y quinta preguntas también están 

Tabla 9 
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relacionadas: permiten hacer una evaluación de la herramienta informática integrada en 

el proceso de estudio, poner de manifiesto en qué grado se ha integrado realmente, las 

dificultades derivadas de su uso, etc. En la última pregunta se quiere mostrar cuáles son 

las restricciones institucionales que se han modificado en el transcurso del Taller. 

CUESTIONARIO 

1. Valora del 1 al 5 las siguientes características del Taller (redondea la opción elegida): 

(a) Duración del Taller  ……….…...….......… (demasiado corto =)  1 ... 5  (= demasiado largo) 

(b) Ha sido aburrido   ..……….…...........…................… (mucho =)  1 ... 5  (= nada) 

(c) Ha sido innovador  ……….….................................... (mucho =)  1 ... 5  (= poco) 

(d) Dificultad ………….……….....…........................ (muy poca =)  1 ... 5  (= muy alta) 

(e) Cantidad de trabajo que has hecho en clase ...........(muy poca =)  1 ... 5  (= muy alta) 

(f) Cantidad de trabajo que has hecho en casa   ..........(muy poca =)  1 ... 5  (= muy alta) 

(g) Grado de satisfacción con el Taller ...(no me ha gustado nada =)  1 ... 5  (= me ha gustado mucho) 

(h) Uso de Wiris en el Taller  .….................................. (poco útil =)  1 ... 5  (= muy útil) 

(i) Trabajo en casa con Wiris .................... (no la he usado nunca =)  1 ... 5  (= la utilizo siempre) 

 

2. ¿Has aprendido nuevos conocimientos matemáticos? ¿E informáticos? ¿Y económicos? ¿Cuáles? 

3. ¿Has repasado conocimientos matemáticos? ¿E informáticos? ¿Y económicos? ¿Cuáles? 

4. ¿Crees que el uso de Wiris ha sido importante? ¿Por qué? 

5. ¿Crees que las sesiones con ordenador han sido suficientes? ¿Qué dificultades te ha provocado el 

uso de Wiris? 

6. ¿Qué diferencias crees que hay entre las clases normales de matemáticas y el Taller que has 

realizado? 

Sólo los alumnos de 2.º de Bachillerato respondieron al cuestionario. 

Respecto las características generales del Taller los alumnos opinan lo siguiente: 

 Duración del Taller: los alumnos lo han valorado con una media de 3.66 (y 

desviación estándar del 1.05), por lo tanto valoran como demasiado largo el Taller; 

una valoración prácticamente igual a la que manifestaron los alumnos del curso 

2005/06. 

 Aburrimiento: lo han valorado con una media de 3 (y desviación estándar del 1.07), y 

el grado de satisfacción con el Taller ha sido valorado con una media de 3,2 (con una 

desviación estándar del 1.01); una valoración prácticamente igual a la que 

manifestaron los alumnos del curso 2005/06, con un ligero aumento de la satisfacción 

debido a una menor dispersión de respuestas. 
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  Innovador: los alumnos responden inclinándose al sí (con una media de 3.3 y 

desviación estándar de 0.7); valorándolo de forma más alta que los alumnos del curso 

2005/06, tal vez debido a que el trabajo de los grupos fue más autónomo.  

 Dificultad del Taller: los alumnos opinan que es normal con una media del 3.33 (y 

desviación estándar del 0.9); una valoración prácticamente igual a la que manifestaron 

los alumnos del curso 2005/06, aunque con una mayor dispersión en las respuestas. 

 Trabajo realizado: los alumnos opinan que se ha realizado el trabajo “normal” en 

clase (con una media del 3.33 y desviación estándar de 0.9). Por el contrario creen que 

se ha realizado poco trabajo en casa (media del 2.8 y desviación estándar de 1.01). 

Encontramos aquí una mejora en el diseño de la experimentación, ya que se observa 

un aumento significativo de la valoración de la cantidad de trabajo que se debía 

realizar en casa. Recordemos que éste fue unos de los aspectos que ayudó al 

decaimiento del objetivo del Taller en las experimentaciones del curso 2005/06.  

 Utilidad de la Calculadora Simbólica Wiris: la opinión general es que se trata de una 

herramienta útil (media del 3.8 y desviación estándar de 1.08). También en este punto 

la valoración de los alumnos es superior a la del curso anterior. Creemos que esto 

responde a la forma como se gestionó su introducción, ya que surgió como respuesta a 

las necesidades reales del proceso de estudio.  

 Uso de la CSW en casa: el resultado es muy débil (media del 1.73 y desviación 

estándar de 1.03); valoración ligeramente superior a la que manifestaron los alumnos 

del curso 2005/06 pero con menor dispersión de respuestas. 

En relación a cuales han sido los nuevos conocimientos aprendidos en el Taller opinan: 

- A mirar mejor los problemas matemáticos. 

- Cálculos y gráficos usando Wiris. 

- Términos y fórmulas económicas. 

- La propia Calculadora Simbólica Wiris. 

- A interpretar las gráficas. 

- He encontrado una utilidad a la optimización. 

- Ser consciente de la complejidad de los proyectos de los asesores financieros y 

ver el funcionamiento de una consultoría. 

Creen que los conocimientos repasados durante el transcurso del Taller han sido:  
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- Matemáticos: ecuaciones, interpretar las gráficas,...  

- Económicos: fórmula sobre el beneficio, función de demanda,... 

- La Calculadora Simbólica Wiris. 

- Buscar la ecuación de un problema (modelización). 

- Los problemas con los que se enfrentan los asesores. 

El 80% de los alumnos consideran importante el uso de la calculadora Wiris. Esto 

concuerda con la pregunta 1(h) del cuestionario que había obtenido un 3,8 de media. 

Algunos de los motivos de porqué justifican que es útil son: 

- Puede ayudar a representa funciones y encontrar soluciones de forma sencilla. 

- Ayuda a comprobar hipótesis.  

- Ayuda a ver los resultados (sobre todo gráficos) de los problemas. 

- Hacer gráficas rápidamente y poderlas comparar. Así como la fiabilidad en la 

propia gráfica. 

- Muy práctica y ahorra tiempo en cálculos fáciles.  

El 53% de los alumnos valoran como suficientes las sesiones con ordenador. Respecto a 

las dificultades detectadas en el uso de la calculadora  Wiris han estado:  

- No saber cómo darle las instrucciones. 

- Faltó más práctica para poder usarla en el examen. 

- Me cuesta interpretar las gráficas. 

- Dificultades para representar gráficas. 

Respecto a las diferencias detectadas por los alumnos en relación a las clases 

habituales han estado: 

-  En las clases normales sabes lo que debes hacer, todo es más mecánico. 

-  El Taller es de empresas y economía, se utilizan cálculos y fórmulas diferentes. 

-  En el Taller se trabaja todo el rato con la fórmula principal y siempre con los 

mismos datos y las clases normales son más dinámicas y trabajamos más cosas. 

-  En las clases normales se aprenden más cosas y en el Taller se ponen en práctica. 

-  La gran diferencia es que se aplican las matemáticas en un caso que te puedes 

encontrar en algún momento de nuestra vida. 

-  El Taller lo aplicamos a la vida real, trabajamos en grupo, comparamos gráficos 

utilizamos la Wiris y repasamos conocimientos. 
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- Ponemos en práctica todos los conocimientos matemáticos que teóricamente 

deben estar aprendidos. Te sirve para darte cuenta de lo que sabes y lo que no. 

-  Las clases normales se aprovechan más, es Taller es una cosa diferente. 

-  La “independencia” en el momento de tomar decisiones en lo que es la 

elaboración de fórmulas y el trabajo en equipo. 

-  El Taller nos deja razonar más, ya que el trabajo en grupo lo permite. 

-  Las clases normales están más dirigidas, son monótonas y me gustan. El Taller es 

diferente, cada grupo tiene su ritmo y calcula cosas diferentes. 

-  Hacemos grupos, pero las clases de matemáticas son las mismas. 

Y finalmente algunos comentarios generales que hemos recogido de los alumnos son 

parecidos a los del año anterior: 

-  Que parezca aún más realista. 

-  Las sesiones de trabajo eran demasiado cortas. 

-  Alargaría el Taller un poco. 

-  Los encargos son muy monótonos. 

 

3.2.3. Consecuencias de las nuevas condiciones impuestas en la experimentación  

Se observó que los proyectos que generaron una actividad matemática más rica y la 

puesta en juego de un mayor número de conceptos matemáticos, fueron aquellos en los 

que el encargo fue tomado con mayor realismo y estimuló a los alumnos a dar la mejor 

respuesta, es decir, a ser críticos con ésta y no conformarse con dar una solución 

escolar. 

Para construir sus respuestas los estudiantes combinaron la situación económica y la 

matemática, aplicaron técnicas que habían aparecido en los encargos anteriores y 

conocimientos de otras materias como, por ejemplo, de la asignatura de economía. En 

definitiva, llevaron a cabo un proceso de modelización matemática, proponiendo 

hipótesis, nombrando las variables y parámetros del problema, tomando decisiones, 

dando soluciones de diferente naturaleza: valores numéricos concretos, fórmulas, 

gráficos, tablas, discursos verbales, etc. Podemos decir que realizaron una verdadera 

exploración matemática de las situaciones que se les plantearon.  

En las últimas experimentaciones los alumnos han sentido que no existía un camino 

predeterminado de antemano por el profesor, aunque sí delimitado. Esto ayudó a que el 
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objetivo del Taller se mantuviese vivo durante más tiempo en comparación a las 

experimentaciones del curso 2005/06. 

En las experimentaciones se relativizó el rol de estudiantes “malos” en matemáticas, es 

decir, los alumnos que normalmente no obtienen buenas calificaciones en matemáticas 

realizaron, en algunos casos, una actividad fructuosa en el Taller. Fueron capaces de 

aportar ideas en la resolución del problema y aplicar correctamente conocimientos 

matemáticos del curso. Una de las mayores riquezas de los talleres se ha plasmado en 

las diferentes formas que inventaron los alumnos para abordar los problemas y las 

discusiones matemáticas que se han generado dentro de clase. 

La nueva organización de los alumnos en grupos de cuatro personas en lugar de por 

parejas provocó una mayor riqueza en las discusiones de los alumnos aunque, en la 

mayoría de los casos, los grupos no han llegado a ser completamente autónomos y ha 

sido difícil su autogestión de las tareas en el proceso de estudio. Las principales 

dificultades detectadas en el examen están relacionadas con la falta de autonomía de los 

alumnos en el uso de la calculadora Wiris. 

En todas las experimentaciones los alumnos han trabajado con parámetros estudiando el 

efecto que la variación de éstos produce sobre las transformaciones de las gráficas 

(aunque de forma espontanea únicamente variaban el precio de venta debido a la 

redacción del material). Los alumnos se decantaron, en general, por aislar el precio de 

venta de la fórmula inicial del beneficio, creando así un nuevo modelo de la situación 

inicial que les permitió hacer observaciones no triviales sobre ésta, como por ejemplo 

que lo importante era la diferencia entre el precio de venta y el coste, o que el valor del 

alquiler produce un efecto significativo para ventas pequeñas pero no para ventas 

grandes, etc.  

Retomando la descripción en términos de evolución de praxeologías, en el encargo de 

la función de costes lineales la actividad matemática, tanto para los alumnos de 1.º 

como de 2.º de Bachillerato, se situó entre la segunda y tercera del proceso etapa de 

modelización algebraica, las unidades 1, 2 y 4 que hemos definido en la §3.1. del 

capítulo 4: 
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Aunque en el caso de los alumnos de 1.º de Bachillerato también encontramos una leve 

aparición del OMf(x).  

En el caso de la función de costes cuadrática (encargo 2) el proceso de estudio de los 

alumnos de 1.º de Bachillerato se sigue identificando, básicamente, con las 

praxeologías de la figura 3. En resumen las gráficas no aparecieron como nuevas 

técnicas para obtener información y no se realizaron modificaciones sistemáticas de los 

parámetros. Por el contrario, la actividad matemática de los alumnos de 2.º de 

Bachillerato se situó en el primer nivel de modelización algebraico-funcional (fig. 4) y 

de forma incipiente en el segundo nivel, se perfiló la idea de que los movimientos de 

las gráficas podían justificar los resultados obtenidos. 

 

 

 

 

 

Finalmente el tercer encargo, en el que interviene una función de demanda y que fue 

realizado únicamente por los alumnos de 1.º de Bachillerato, transcurrió en OMf(x), el 

primer nivel de modelización algebraico-funcional. Se observaron dificultades por parte 

de los alumnos para realizar un trabajo de justificación en esta organización 

matemática, en general, los alumnos justificaban sus respuestas basándose en los 

elementos del modelo de proporcionalidad directa e inversa, fueron o no apropiados.  

A pesar de los cambios introducidos en el diseño del Taller, no se consiguió en ninguna 

experimentación que el trabajo con gráficas apareciera como una técnica muy potente 

para responder a las cuestiones. Los alumnos las tomaron como una herramienta 
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auxiliar de ayuda para argumentar o comprobar los resultados obtenidos. Postulamos 

que esto puede explicarse, en parte, por la aparición de las ecuaciones de primer y 

segundo grado en el currículum de Secundaria desvinculadas casi por completo de las 

funciones lineales y cuadráticas. Para que las gráficas aparezcan en el proceso de 

estudio como una herramienta útil, y no sólo como técnica de valoración, proponemos 

un nuevo cambio en el diseño del Taller: un cambio en el orden de los últimos 

encargos, es decir, después del trabajo con el encargo con una función de costes 

lineales, se propone como segundo el encargo con diferentes funciones de demanda y 

finalmente el encargo con una función de costes cuadrática. 

Uno de los puntos débiles de todas las experimentaciones ha sido la redistribución de 

responsabilidades en el momento de institucionalización. En la mayoría de los casos, el 

profesor guió sin imponer su opinión la puesta en común de los resultados, dando 

realismo, contextualizando los resultados y planteando nuevas cuestiones o preguntas 

para ayudar a la comprensión de los resultados para el resto de grupos. Se observó que 

los alumnos no tomaban notas de las respuestas de los otros grupos, no se realizó un 

trabajo de validación o refutación de los resultados que se van presentando por parte de 

la comunidad de estudio; este papel quedó asignado, como en las clases habituales, al 

profesor. No se logró que los alumnos asumieran la responsabilidad de construir una 

respuesta final conjunta y, por lo tanto, se echó en falta un trabajo de comparación, 

crítica, etc., en definitiva de valoración de las diferentes respuestas. Postulamos que 

parcialmente el contrato didáctico vigente puede explicar este fenómeno, habitualmente 

en Secundaria cuando los alumnos realizan un trabajo en grupo, éste sirve para finalizar 

una actividad o tema. El papel del trabajo en grupo nunca se toma como punto de 

partida para empezar el estudio de un tema (lo que sí puede ocurrir en un tipo de 

enseñanza por proyectos) y, menos aún, si todos los alumnos realizan exactamente el 

mismo trabajo. Se requieren nuevos dispositivos que ayuden a la gestión del momento 

de institucionalización y que permitan llevar a cabo una nueva repartición de las 

responsabilidades en la comunidad de estudio. 
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3.3. Experimentación en unas nuevas condiciones  

Como hemos comentado anteriormente la última experimentación tuvo lugar en el IES 

Costa i Llobera de Barcelona. Recordemos brevemente algunos de los rasgos 

característicos de este centro, que se han comentado en la §2.1. del capítulo 3: 

- tiene un carácter integral que abarca de los 3 a los 18 años y goza de una mayor 

autonomía como centro educativo, 

- mantiene un equipo docente cohesionado, 

- tiene un carácter experimental y mantiene una estrecha relación con programas 

piloto (por ejemplo, enseñanza por proyectos en primaria), 

- cuenta con un plan estratégico con especial mención al uso de las TIC en la 

enseñanza, 

- el perfil predominante entre el alumnado corresponde a un nivel económico y 

cultural alto o de clase media. 

Por las características excepcionales de los estudiantes y del centro, existen aspectos 

importantes a destacar que hacen que sea inevitable la descripción de la 

experimentación que se desarrolló en el IES Costa i LLobera de forma independiente a 

las anteriores. Las diferencias más destacables a priori son: 

(1) La modificación de una de las restricciones que pesaron en las anteriores 

experimentaciones y que consistía en una doble limitación respecto la 

disponibilidad del ordenador: el aula de informática no estaba siempre a nuestra 

disposición, y cuando estaba disponible no era posible tener un ordenador para 

cada uno. Los alumnos del Costa i Llobera poseían un ordenador portátil de uso 

individual en todo momento; por lo tanto la responsabilidad de decidir cuándo 

usar la herramienta informática se traspasó al alumno con facilidad. Gracias a 

que la herramienta estaba siempre disponible, que permitió una mejor gestión 

del trabajo dentro de los grupos: mientras unos preparaban la presentación de 

los resultados parciales, otros abordaban la siguiente cuestión o repasaban los 

cálculos, permitiendo un ritmo diferente para cada grupo, ya que no todos los 

grupos emana simultáneamente la necesidad de usar el ordenador. También 

admitió una nueva forma de puesta en común, debido a que los resultados se 

podían presentar con el proyector.  
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(2) En esta última experimentación también se mejoró la estructura del Taller y del 

material a la vista de los primeros análisis de las experimentaciones de los IES 

Serra de Marina y IES Sant Andreu. Esto fue posible por realizar esta tercera 

experimentación en el tercer trimestre del curso 2006/07, mientras que las 

anteriores se realizaron en el segundo trimestre.  

Las principales características de la nueva planificación fueron: 

 Como el número de alumnos en clase fue bastante superior al de las otras 

experimentaciones, se distribuyó a los alumnos en grupos de 4. 

 Los alumnos estaban muy familiarizados con el estudio por proyectos y 

acostumbrados a realizar dossiers, trabajos, exposiciones en grupos, etc.  

 Se dio total autonomía a los alumnos, planificando a priori el número de 

sesiones a trabajar en cada encargo.  

 Se llevó a cabo el estudio de los tres sistemas económicos descritos 

anteriormente en la §2. del capítulo 4, pero se alteró el orden de los encargos: 

el primer encargo correspondió a una empresa con función de costes lineal; el 

segundo encargo al traslado de una empresa con la introducción de varias 

funciones de demanda y finalmente la última entrega correspondió a una 

empresa con función de costes cuadrática.  

 En las sesiones de puesta en común de los resultados (finales o intermedios) se 

hizo mucho énfasis en que no existe “una” respuesta correcta, sino que existen 

diferentes respuestas válidas. Se elaboraron resúmenes de los encargos que 

fueron presentados por la profesora al final de las exposiciones de los grupos a 

modo de conclusiones generales a partir de la mayoría de propuestas realizadas 

por los alumnos. Dichas conclusiones fueron consideradas como la respuesta 

de toda la clase para entregar al cliente.  

Antes de iniciar lo que sería propiamente la experimentación, se realizó con los alumnos 

una sesión de introducción a la Calculadora Simbólica Wiris. No se trataba de que los 

alumnos adquiriesen un dominio robusto de ésta, simplemente un primer contacto con el 

programa informático: abrir el programa, operaciones básicas, ejecutar ordenes, añadir 

el punto decimal, potencias, resolver ecuación, definir funciones (B(x), B(3), B’(x), 

dibuja (B(x)), etc.), opciones del comando dibuja, orden de precisión, guardar trabajo, 

imprimir, etc. 
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La elección del uso de la CSW como herramienta informática, no implica ningún tipo 

de exclusividad. Los alumnos tenían libertad para utilizar el programa informático que 

les pareciese más apropiado (hoja de cálculo Excel, Geogebra, etc.), incluso podía 

realizar todo el trabajo a mano, es decir, con lápiz, papel y calculadora de bolsillo, de la 

misma forma que en las anteriores experimentaciones.  

Debido al trabajo relativamente independiente de los diferentes grupos, nos centraremos 

en las exposiciones de sus resultados y sus comentarios/discusiones durante el proceso 

de exposición. Enmarcaremos así la descripción de dichos resultados o respuestas 

proporcionadas por los diferentes grupos a cada uno de los encargos en la forma como 

cada grupo vivió el momento de institucionalización de dichas respuestas. Se 

numeraron a los grupos siguiendo la distribución en el aula, por lo tanto fue una 

asignación aleatoria. El orden de presentación de los grupos no fue el orden con el que 

lo describiremos aquí, en el proceso de estudio se intentó que primero expusiesen los 

grupos que menos resultados tenían o menos trabajo había realizado.  

Momento de institucionalización de la respuesta al encargo 1 

Los grupos contestaron a las tres cuestiones que se formulaban en el encargo 1: 

1. ¿Qué deben hacer para obtener unos 800 € de beneficio el mes de agosto (en el que se 

acostumbra a vender poco)? ¿Deben subir el precio? ¿Cuánto? 

2. ¿Qué deben hacer para obtener unos 3000 € de beneficio el mes de setiembre (que es cuando se 

vende más)? ¿Deben subir el precio? ¿Cuánto? 

3. En general, y pensando a largo plazo, ¿qué pueden hacer para obtener un determinado beneficio 

mensual (por ejemplo 3000 €) sabiendo que el precio, el coste y el alquiler pueden variar? 

El grupo 1 usó la pizarra para realizar su exposición y explicó que inicialmente habían 

realizado pruebas con diferentes números obteniendo parejas de valores de precios de 

venta y del número de unidades a vender. Manifestaron al resto de la clase que pensaban 

que encontrar una función era demasiado difícil, pero observaron que todo el mundo 

trabajaba con funciones y decidieron usarlas. Este grupo expone la fórmula siguiente 

con la que dicen pueden responder a las dos primeras cuestiones:
 
 

benefici = nº samarretes × preu – (lloguer + nº samarretes × preu de cost) 

También indican que si quieren venderlas más caras no tendrían necesidades de vender 

tantas, y si las venden más baratas deberán vender más unidades. Basándose en esta idea 

responden a la tercera cuestión diciendo que deben bajar el precio de venta para que 
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hayan más ventas. Dan un ejemplo particular, para un precio de 4 € se deberán vender 

2266 camisetas y se obtendrían 3100 € de beneficio. Su eslogan final es: 

més barates = més vendes 

Este grupo después del primer encargo se disolvió por problemas de comunicación 

interna. 

El grupo 2 usó una presentación en Powe-Point para realizar su exposición. 

Inicialmente para responder a las tres cuestiones mostraron parejas de valores de precios 

de venta y del número de unidades a vender. A continuación mostraron las expresiones 

algebraicas y la gráfica del precio en función de las ventas, fijando el beneficio en 800 € 

o 3000 €. Y finalmente, escribieron la relación entre todos los parámetros del sistema de 

forma genérica: 

(x·v –(ll + c·x)) = B) ⇒ I – C = B, 

donde x = nº de camisetas vendidas, c = precio de coste, v = precio de venta, ll = 

alquiler del local (“lloguer”, en catalán), I = ingresos totales, C = costes totales y B = 

beneficio. Como concusión final dicen:  

Hem vist que si es baixa el lloguer podem obtenir un benefici més alt. Però a mesura que 

intentem aconseguir més beneficis, baixant el preu del lloguer no obtenim gairebé 

resultats. Per això diem que es qüestió del percentatge del lloguer amb el del benefici, 

com més benefici busquem més petit serà el percentatge del lloguer i per tant tindrà 

menys importància.
 19

 

El grupo 3 usó la pizarra para realizar su exposición y expresó la función-ecuación de 

beneficios dependiendo de las ventas. También mostraron parejas de precios de venta y 

número de unidades a vender. A partir de las preguntas que les realizó la profesora, los 

alumnos de este grupo explicaron su respuesta: dibujaron la gráfica del beneficio y 

obtuvieron una recta, observaron que si no se vendía nada se obtenían unas pérdidas de 

300 €, que es el alquiler. Interpretaron el punto de corte con el eje de abscisas y 

comentaron que existen diversas posibilidades de parejas de valores para el alquiler y el 

precio de venta que permiten ganar el mismo beneficio. Argumentaron esta última 

afirmación basándose en las pruebas que habían hecho con Wiris variando estos 

parámetros y, observando la inclinación de la recta, decidían si era más o menos 

favorable que el caso inicial.  

                                                      
19 Última diapositiva de su presentación en catalán. 
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El grupo 4 (se autobautizaron como Asesoría financiera Londy & Company) usó una 

presentación en Powe-Point para realizar su exposición, fue uno de los grupos que dio 

más realismo a la respuesta. Primero expusieron el planteamiento del problema y la 

cuestión, en segundo lugar sus conclusiones y ulteriormente argumentaron en qué 

habían basado sus respuestas. 

La respuesta a la primera cuestión fue:
 20

 

Basant-nos en els càlculs i gràfiques la conclusió és que haurien de pujar el preu de venda 

a 14 €. 

La respuesta a la segunda cuestión fue:  

Basant-nos en els càlculs i gràfiques la conclusió és que haurien de pujar el preu de venda 

a 9 €. 

La respuesta a la tercera cuestión fue:  

No hem pogut treure cap conclusió d’aquest problema perquè supera els nostres 

coneixements de matemàtiques [degut a que hauríem de dibuixar en tres dimensions], 

però hem pogut determinar una equació que pot servir per formular una conclusió més 

endavant: 

y = u + z/x + 3000/x 

y = preu mitjà mensual, x = venda mitjana mensual de samarretes, u = cost mitjà mensual 

de samarretes i z = cost mitjà del lloguer del local. 

El grupo 5 usó una presentación en Powe-Point para realizar su exposición. Este grupo 

expuso la función del precio de venta en genérico: 

f(x) = 
beneficio + ( precio unidad · nºcamisetas + alquiler)

 nºcamisetas
  

y construye dos gráficas, una para el caso de un beneficio de 3000 € y otra para el caso 

de 800 €, para los valores de los parámetros iniciales con x = nº camisetas. Su respuesta 

para los dos primeros encargos fue gráfica y argumentaron:  

Així ells poden saber el preu de venda. 

La respuesta a la tercera cuestión es una hoja de Excel donde introduciendo el valor de 

cada parámetro se obtiene como output el precio de venta.  

El grupo 6 usó una presentación en Powe-Point para realizar su exposición. Este grupo 

presentó la ecuación que permite calcular las ventas con los datos iniciales para obtener 

                                                      
20 Parte de las diapositivas de su presentación en catalán. 
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el beneficio fijado en cada una de las cuestiones. Posteriormente fijó las ventas y 

calculó el precio de venta. Dibujaron las gráficas y no explicaron mucho más. Para la 

tercera cuestión dieron como respuesta la relación: 

3000 = y·x – 2.5·x – z  

y = precio medio mensual, x = nº de camisetas y z = el valor del alquiler del local. 

El grupo 7 no expuso su trabajo y no hemos tenido acceso a su dossier final, pero su 

comentario en clase fue que no habían realizado nada diferente a los otros grupos.  

Los alumnos aceptaron las diferentes respuestas de cada grupo valorando únicamente 

que unas son más generales y otras menos. Finalmente se elaboró una respuesta final de 

la comunidad de estudio dirigida por la profesora que puede consultarse al final del 

anexo E3. El tiempo dedicado a este primer encargo fue de 2 sesiones de trabajo y 2.5 

sesiones dedicadas a las exposiciones y resumen final. 

Momento de institucionalización de la respuesta al encargo 2 

Recordemos que el segundo encargo en esta experimentación corresponde a una 

situación económica con función de costes lineal y la introducción de diferentes 

funciones de demanda. Donde la cuestión problemática gira en torno al mejor 

emplazamiento (cf. 3.3. del capítulo 4).  

Este encargo constó de dos cuestiones, aunque la mayoría de grupos respondieron 

básicamente a la primera: 

1. ¿Cuál es el mejor barrio para trasladar mi tienda de camisetas? 

2. Una vez escogido el emplazamiento de la tienda, que tipo de información útil pueden darme en 

relación a la empresa: beneficio máximo, estrategia para mejorar la rentabilidad, modificación de 

los parámetros de la empresa, etc. 

El grupo 2 usó la pizarra para realizar su exposición. Este grupo expuso su conclusión 

basándose en comparaciones, para unas ventas concretas, del beneficio de cada barrio, 

fijando el valor del alquiler como la media de cada uno de los rangos indicados en el 

enunciado. Añadieron un par de comentarios a su respuesta: el primero es que para 

ventas pequeñas el alquiler es significativo pero para ventas grandes el alquiler ya no es 

tan significativo; y el segundo es que en este encargo, a diferencia del primero, existe un 

beneficio máximo, es decir, que no es verdad que al aumentar más las ventas se 

obtengan más beneficios. 
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El grupo 3 usó una presentación en Powe-Point para resumir sus resultados aunque por 

falta de tiempo no realizó su exposición. Este grupo construyó las expresiones 

algebraicas y dos posibles gráficas de la función beneficio para cada uno de los barrios. 

En la primera tomaron el caso del alquiler con el valor máximo y en la segunda el valor 

mínimo, plasmando los dos casos en unos mismos ejes de coordenadas en referencia a 

cada barrio. A continuación realizaron dos gráficos más, en uno mostraban en los 

mismos ejes de referencia las tres funciones de beneficio considerando siempre el caso 

del alquiler máximo, y en otra las tres funciones de beneficio superpuestas pero 

tomando ahora para cada barrio el valor del alquiler mínimo. En base a sus cálculos 

concluyeron que situarían el emplazamiento de la tienda en el barrio que aporta más 

beneficio (basándose únicamente en la comparación del beneficio para el caso de los 

alquileres máximos). También comentaron que el cambio de alquiler sólo provoca un 

desplazamiento vertical de la gráfica y añadiendo que, por norma general, siempre será 

mejor buscar el alquiler más barato.  

El grupo 4 no expuso su trabajo por falta de tiempo al final de la sesión y no presentó 

su dossier final.  

El grupo 5 usó una presentación en Powe-Point para realizar su exposición. Empezaron 

su exposición indicando el criterio que habían usado para responder a la cuestión: 

maximizar el beneficio que se puede obtener en cada lugar. Expusieron la fórmula 

general del beneficio e indicaron cual era la expresión algebraica para cada barrio 

tomando como valor del alquiler la media de los rangos indicados en el enunciado. A 

partir de la gráfica de cada función determinaron el beneficio máximo y las ventas 

mínimas para que hubiese beneficio. En su respuesta eligieron el barrio con mayor 

beneficio máximo e indicando además que es donde se obtiene beneficios con ventas 

menores. 

El grupo 6 usó una presentación en Powe-Point para resumir sus resultados aunque por 

falta de tiempo no realizó su exposición. Este grupo expuso algunas pruebas erróneas de 

cálculos concretos de las ventas para cada barrio, fijando un beneficio concreto. 

Finalmente dibujaron, independientemente, las gráficas de la función beneficio de cada 

barrio indicando el beneficio máximo. No especificaron el criterio usado para 

determinar el valor del alquiler. Su conclusión se basó, como en el grupo 5,  en el barrio 

con mayor beneficio máximo. 
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El grupo 7 usó una presentación en Powe-Point para realizar su exposición. Este grupo 

expuso para cada barrio la gráfica de la función de demanda. Indicaron que a más ventas 

de camisetas más baja el precio. También expusieron la gráfica de la función de 

beneficio tomando como valor del alquiler la media de los rangos indicados en el 

enunciado. Indicando que a medida que se venden más camisetas el beneficio aumenta, 

pero al final vuelve a bajar, esto es debido a que el precio de venta pasa a ser inferior al 

precio de coste. A partir de la comparación visual de las diferentes funciones beneficio 

eligieron el emplazamiento con mayor crecimiento. Comprobaron que para unas ventas 

en particular el lugar elegido efectivamente daba un beneficio mayor al de los otros dos 

barrios.  

En este encargo los grupos eligieron barrios diferentes y ellos mismos observaron que 

era debido a la elección de criterios de decisión diferentes. La profesora gestionó una 

negociación con el grupo–clase para elegir un único criterio y dar una respuesta 

unánime
21

.  

El tiempo dedicado a este segundo encargo fue de 1,5 sesiones de trabajo y 1 sesión 

dedicada a las exposiciones y resumen final. 

Momento de institucionalización de la respuesta al encargo 3 

Para finalizar la descripción del proceso de estudio, veamos cuáles fueron las respuestas 

de dos de los grupos al tercer encargo que constó de varias cuestiones: 

¿Qué deben hacer para obtener 7000 € de beneficio? ¿Cuál es el beneficio máximo que se obtiene? 

Si las vendas disminuyen o aumentan un 2 %, ¿Cómo afecta esto al beneficio? ¿En qué porcentaje 

variaría el beneficio si bajamos el alquiler? ¿Y el precio de coste por unidades? 

El grupo 2 usó una presentación en Powe-Point para realizar su exposición. Este grupo 

empezó mostrando la gráfica de la función de demanda y comentaron que el eje de 

abscisas representa las ventas y el eje de ordenadas el precio de venta. Indicaron que el 

precio de venta siempre será superior a 4 € debido a la existencia de una asíntota 

horizontal. También mostraron la gráfica de c = 10
-4

·x + 2.5, remarcando que el 

pendiente de la recta es pequeño y que por lo tanto se necesitan unas ventas muy 

elevadas para que el precio de coste aumente significativamente. Para finalizar su 

exposición presentaron la gráfica del beneficio con las condiciones iniciales indicando 

                                                      
21 En este caso se “improvisó” la descripción de la puesta en común, que puede consultarse en el anexo 

E3.  



Capítulo 5   

El paso del álgebra a la modelización funcional: experimentación y análisis 

 

332  

que únicamente era válida para ventas mayores a 100 unidades y calcularon cual es el 

beneficio máximo y para qué cantidad de ventas se obtiene. 

El grupo 6 usó una presentación en Powe-Point para realizar su exposición. 

Inicialmente plantearon el problema del encargo y expusieron de forma teórica la 

resolución que habían obtenido. A continuación explicitaron la expresión algebraica y la 

gráfica de la nueva función beneficio indicando el beneficio máximo y para qué 

cantidad de ventas se obtiene. Comentaron que con los datos iniciales no era posible 

obtener 7000 € de beneficio y calcularon a partir de la resolución de una ecuación el 

valor del alquiler para que el máximo se situase exactamente en 7000 €. Su respuesta 

final fue que debían encontrar un alquiler menor o igual al valor calculado. Finalmente 

para responder a la cuestión de la variación del beneficio si las ventas disminuían en un 

2% tomaron las ventas de enero y febrero, que daba el enunciado, y calcularon con los 

datos iniciales cual era la variación porcentual del beneficio. Concluyeron que para 

ventas pequeñas un descenso del 2% afectará de forma más significativa al beneficio, es 

decir, en mayor porcentaje, que para ventas grandes. 

El tiempo dedicado a este tercer encargo fue de 2 sesiones de trabajo y 1 sesión 

dedicada a las exposiciones y resumen final.  

 

3.3.1. Resultados del examen final  

Se realizó un examen individual una vez finalizado el Taller. Una de las novedades más 

importantes en la evaluación fue que los alumnos entregaron la resolución del examen 

en un documento Word junto con el archivo del programa (Excel/Wiris) que hubiesen 

utilizado.
22

 Se resolvieron todas las dudas informáticas que aparecieron en la resolución 

del examen.  

Como en todos los casos anteriores se diseñó un examen en el que se requiriese llevar a 

cabo un pequeño recorrido de estudio para realizar una comparación de dos empresas, 

que corresponden a dos de los modelos funcionales trabajados en el Taller.  El 

enunciado del examen fue redactado de acuerdo con el realismo que se quiso mantener 

durante todo el proceso de estudio: 

 

                                                      
22 En el anexo F pueden consultarse algunos de los exámenes de los alumnos.  
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Barcelona, 23 de Mayo 2007 

Apreciado/da consultor/a,   

Soy un empresario de Barcelona y me pongo en contacto con ustedes para pedir ayuda 

en el asesoramiento del problema que expongo a continuación: 

Me ha surgido la posibilidad de comprar dos empresas (una fabrica vasos y la otra 

toallas), pero no tengo presupuesto para comprar las dos y sólo puedo adquirir una. 

Y es aquí dónde surge el problema ya que no sé cuál es la mejor opción de compra. 

Querría que me asesoraseis en el tema lo más pronto y de la forma más comprensible  

posible. 

También querría solicitar recomendaciones respecto a la política a seguir, si he de 

cambiar ciertas cosas de la empresa para mejorar la rentabilidad, consejos para el futuro, 

algunas observaciones que puedan ser de ayuda para decisiones futuras, etc. Algunas 

nociones en términos de porcentajes de cómo afecta al beneficio una variación de la 

demanda, o un aumento del alquiler o del precio de venta, etc.  

A continuación adjunto la información que he podido obtener de cada una de las 

empresas. 

 

 

 

 

Gracias por su atención. 
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Datos de la empresa A que fabrica vasos de diseño: 

El precio de venta de un pack de vasos es de 9 €. 

 

El alquiler mensual del local es de 350 €. 

 

El coste de fabricación de un pack de vasos no es constante, sino 

que crece con la producción. Para producciones pequeñas, el 

coste (materia prima y mano de obra) es de 3.9 € por pack. Pero 

cuando se producen más de 60 unidades, hay que pagar gastos 

extras de stock y de transporte. Un análisis de costes puso de 

manifiesto que el precio de coste de cada pack depende de la 

producción total x según la fórmula: 

c(x)= 0.0035·x + 3.9 

x = número de packs de vasos. 

 

 

A continuación se muestra una tabla con las ventas de los últimos meses.  

 

MES Enero Febrero Marzo Abril Mayo 

Packs vendidos 200 480 650 1000 410 

Ingresos Totales 1800 4320 5850 9000 3690 

Costes Totales 1270 3028.4 4363.8 7750 2537.4 

Beneficio 530 1291.6 1486.2 1250 1152.7 

 

 

Datos de la empresa B que fabrica toallas: 

El alquiler mensual del local es de 250 €. 

 

Su producción mensual sigue la función de demanda 

p(x) = 
2250

 x + 100 
  + 3.5. 

A partir de los packs de toallas vendidas (x unidades) 

fija el precio de venta por pack (p).  

El precio de coste de fabricación de un pack es de 4.2 €  

 

 

A continuación se muestra una tabla con las ventas de los últimos meses.  

 

MES Enero Febrero Marzo Abril Mayo 

Packs vendidos 600 444 230 1200 390 

Ingresos Totales 4028.6 3390.4 2373.2 6276.9 3155.8 

Costes Totales 2770 2114.8 1216 5290 1888 

Beneficio 1258.6 1275.6 1157.2 986.92 1267.8 
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No se valoró con mejor calificación la utilización de una u otra técnica en la resolución 

del problema, sino que los alumnos dieran una respuesta realista, coherente y que 

apoyaran sus decisiones en procedimientos matemáticos. 

Los alumnos consideraron que les faltó tiempo para poder contestar el encargo: 

realmente tenían razón y fue debido a un error de planificación. Hubieran sido 

necesarias 2 horas para poder realizar el examen. Se requiere un tiempo extra para 

organizar su estrategia, estudiar cada una de las empresas que se les presentaba por 

separado, redactar las respuestas en el ordenador, copiar las gráficas, etc. Por este 

motivo prácticamente ningún alumno abordó la segunda parte del examen donde se 

pedían estrategias para mejorar la rentabilidad. 

El examen fue realizado por 24 de los 28 alumnos de la asignatura. Los cuatro alumnos 

que no hicieron el examen corresponden a alumnos de grupos de trabajo diferentes.  

En general, los alumnos (22 de ellos) empezaron estudiando la empresa A, luego la 

empresa B (19 alumnos) y finalmente la comparación entre ambas empresas (14 

alumnos), aunque pocos llegaron a poder hacer un estudio profundo.  

A continuación mostramos (fig. 5) una comparación de sus calificaciones agrupando a 

los alumnos por los grupos de trabajo, cada estudio se puntuó sobre 10. Hubo dos de los 

alumnos que dejaron el examen en blanco (destacados en verde).  

Podemos afirmar que no todos los miembros del grupo asimilaron el trabajo realizado 

de la misma forma. En la mayoría de casos la mitad del grupo parece que no participó 

muy activamente (alumnos resaltados en rojo).  

Finalmente hemos resaltado en azul aquellos alumnos que comentaron que no tuvieron 

tiempo de acabar el examen. 
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Grupo 1 
    

Grupo 3 
    

Grupo 5 
    

Grupo 7 
   

Alum. 1. 0 0 0 

 

Alum. 1 6 6 10 

 

Alum. 1 6,5 6,5 4 

 

Alum. 1 6 6 6 

Alum. 2 7 5 2 

 

Alum. 2 6 6 5 

 

Alum. 2 6,5 6,5 6,5 

 

Alum. 2 6 6 6 

Alum. 3 NP NP NP 

 

Alum. 3 0 0 0 

 

Alum. 3 3 3 5 

 

Alum. 3 2 2 0 

Grupo 2 
   

 

Alum. 4 NP NP NP 

 

Alum. 4 0 0 0 

 

Alum. 4 NP NP NP 

Alum. 1 8 6 7 

 

Grupo 4 
   

 

Grupo 6 
   

 

 

   Alum. 2 5 0 3 

 

Alum. 1 7 7 6 

 

Alum. 1 0 0 0 

 
 

   Alum. 3 7,5 4 0 

 

Alum. 2 7 7 0 

 

Alum. 2 6 0 0 

 

 

   Alum. 4 NP NP NP  Alum. 3 6 6 5  Alum. 3 6,5 6 0      

     Alum. 4 2 2 3  Alum. 4 0 0 0      

     Alum. 5 2 5,5 4           

 

Los gráficos siguientes (fig. 6 y 7) resumen las técnicas y la cantidad de alumnos que 

las usaron para el análisis de la empresa A y B: 

Estudio empresa A     Estudio empresa B 
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En resumen los alumnos crearon el modelo de cada empresa correctamente usando un 

lenguaje funcional y utilizando la gráfica de la función beneficio para extraer 

información. En general calcularon inicialmente el beneficio máximo para cada empresa 

y después el rango de ventas. En esta primera parte del examen los alumnos no variaron 

los valores iniciales de los parámetros. 

Veamos ahora un resumen de las técnicas (fig. 8) que usaron los alumnos para realizar 

la comparación de las dos empresas y los criterios sobre los que se basaron para dar una 

respuesta final.  

 

En resumen los alumnos basaron en primer lugar su elección en aquella empresa que 

obtiene un beneficio máximo mayor, en segundo lugar encontramos la comparación de 

la rapidez de crecimiento de cada función de beneficio y en tercer lugar la decisión la 

fundamentaron en la empresa con un mayor rango de ventas. Es importante remarcar 

que los estudiantes no utilizaron un único criterio para fundamentar su elección, en 

general los estudiantes que llegaron a realizar la comparación, apoyan su decisión en 

dos o más criterios. 
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Fig. 8 



Capítulo 5   

El paso del álgebra a la modelización funcional: experimentación y análisis 

 

338  

En ninguno de los tres estudios encontramos, de forma generalizada y sistemática, la 

modificación de los valores de los parámetros, por un lado debido a que faltaba en el 

enunciado información para establecer los rangos de variabilidad y, por otro, por la falta 

de tiempo suficiente para la realización del examen.  

 

4. Incidencia del Taller en la ecología de la modelización funcional en el 

Bachillerato 

En las secciones anteriores hemos descrito los diferentes talleres experimentados y 

hemos analizado los diferentes tipos de dificultades con los que han chocado, en mayor 

o menor medida, estas experimentaciones. Hemos agrupado provisionalmente en cuatro 

bloques las citadas dificultades atendiendo a su incidencia sobre alguno de los 

siguientes aspectos de la misma: mantener vivo el objetivo del Taller; utilizar y 

relacionar entre sí de manera adecuada modelos, parámetros, funciones y gráficas; 

integrar la CSW y el trabajo con lápiz y papel; redistribuir las responsabilidades propias 

de la dirección del estudio.  

En esta sección que concluye el capítulo queremos poner de manifiesto que gran parte 

de estas dificultades pueden ser explicadas a partir de dos características fundamentales 

de la organización didáctica vigente actualmente en Secundaria: 

(1) El modelo epistemológico dominante en el Bachillerato en torno al papel de las 

fórmulas y las funciones en la actividad matemática. Dentro de la escala de 

codeterminación didáctica presentada en el capítulo 1, estaríamos en los niveles 

específicos inferiores a la disciplina.   

(2) El modelo pedagógico dominante en la Enseñanza Secundaria de las 

matemáticas, que corresponde a los niveles más genéricos de la escala de 

codeterminación.  

Dedicaremos los dos primeros apartados de esta sección a caracterizar respectivamente 

los modelos epistemológico y pedagógico dominantes y su incidencia conjunta sobre la 

modelización funcional. En el tercer apartado describiremos algunas condiciones que se 

requieren para hacer posible la vida de la modelización funcional en términos de gestos 

del estudio y dispositivos didácticos. 
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Postulamos que la implantación y el desarrollo sistemático de la modelización 

algebraico-funcional en el sistema de enseñanza secundaria plantean la necesidad de 

superar, no sólo la epistemología escolar imperante, sino también las restricciones que 

impone la ideología pedagógica dominante en el sistema de enseñanza y, más allá, la 

ideología escolar y el papel que la sociedad atribuye a la escuela como medio de 

difusión del conocimiento. Para ello será necesario introducir en el ámbito de la 

enseñanza nuevos dispositivos didácticos y nuevos “gestos” del estudio que hasta ahora 

permanecían recluidos en el ámbito privado de la investigación y que no son fácilmente 

compatibles con el contrato didáctico habitual. 

 

4.1. Restricciones específicas: el papel de las funciones en las matemáticas del 

Bachillerato 

En esta sección describiremos algunas de las restricciones de origen epistemológico que 

se manifiestan en las dificultades observada en los estudiantes de los talleres para 

utilizar de manera adecuada el lenguaje funcional y las técnicas funcionales, tanto si 

éstas se ponen en práctica con lápiz y papel como si son instrumentalizadas mediante 

una calculadora simbólica como Wiris.  

Describiremos a continuación las principales características de la forma de interpretar el 

papel que juegan las funciones en la actividad matemática del Bachillerato y 

relacionaremos cada una de estas características con algunas de las principales 

restricciones que inciden sobre la vida de la modelización funcional en el Bachillerato 

actual. Indicaremos en cada caso de qué manera las actividades realizadas en los talleres 

han podido contribuir a superar en cierta medida estas restricciones. 

 

4.1.1. La ausencia del estudio de familias de funciones  

Como muestra el trabajo sobre la enseñanza de las funciones de Luisa Ruiz-Higueras 

(1993), en Secundaria las tareas matemáticas relativas a las funciones hacen referencia 

principalmente a funciones concretas consideradas aisladamente. Se estudian las 

relaciones internas entre los elementos de una misma función, pero no se acostumbran a 

considerar las transformaciones de las funciones ni, por lo tanto, las diferentes familias 

de funciones. Si se estudia algún tipo de relación entre dos o más funciones (como, por 

ejemplo, entre la función logarítmica y la función exponencial o entre la función seno y 
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la función coseno), el énfasis se pone siempre en las relaciones entre las propiedades 

particulares de las funciones relacionadas. Nunca se hace un estudio sistemático de las 

transformaciones (elementales) entre funciones.  

En coherencia con lo anterior, se puede afirmar que, en la organización matemática 

escolar de Secundaria, las familias de funciones no se toman como objetos de estudio en 

sí mismas. Así, por ejemplo, si aparece una de función que depende de un parámetro, 

éste se interpreta como un número concreto (inicialmente desconocido) que se 

corresponde con una única función de una familia que no se toma en consideración 

como tal familia. Y el tipo de tareas que se plantea es el de hallar el valor del parámetro 

que hace que la función sea continua o derivable. De esta manera se pone de manifiesto 

que la interpretación del álgebra elemental como “aritmética generalizada”, llega a tener 

consecuencias importantes incluso en la organización escolar del cálculo a nivel del 

Bachillerato.  

Esta ausencia de las familias de funciones (que se corresponde con la separación radical 

de los lenguajes algebraico y funcional) constituye uno de los principales obstáculos 

para ir más allá del primer nivel de modelización algebraico-funcional en el 

Bachillerato. La ausencia absoluta de funciones de dos o más variables
23

 elimina 

además la posibilidad de iniciar en el Bachillerato siquiera un esbozo del tercer nivel de 

modelización algebraico-funcional.  

El trabajo propuesto en el Taller se proponía superar esta restricción mediante la 

necesidad de trabajar con expresiones algebraicas con varias variables (parámetros). La 

técnica funcional que los alumnos ponían en práctica era la de asignar valores 

numéricos a los parámetros y representar las familias de funciones. Este trabajo no 

surgió de forma espontánea. Como ya hemos indicado en los primeros talleres 

experimentados al indicar el rango de variación de los parámetros los alumnos tendían 

siempre a situarse en casos extremos, volviendo al trabajo con funciones aisladas (o 

simplemente ecuaciones). El hecho de dejar este rango abierto en las experimentaciones 

posteriores, permitió el trabajo con funciones de una variable dependiendo de un 

                                                      
23 Es interesante observar que en la literatura didáctica actual prácticamente no se pone en tela de juicio 

dicha ausencia. Sin embargo el Modelo Epistemológico de Referencia que hemos propuesto para 

sustentar el proceso de algebrización de la actividad matemática escolar sugiere que la introducción del 

álgebra escolar requiere de una muy pronta manipulación de expresiones algebraicas con dos variables 

(incluso antes de llegar al cálculo ecuacional con una incógnita). En consecuencia no parece descabellado 

postular la necesidad de avanzar a la enseñanza secundaria cierto tipo de trabajo con funciones de dos 

variables, aunque la elucidación de esta cuestión requerirá de investigaciones sistemáticas.  
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parámetro (familias de funciones). Obviamente el uso de la CSW facilitó el estudio de 

este nuevo objeto, puesto que permitía representar fácilmente las diferentes funciones y 

compararlas gráficamente. 

 

4.1.2. Una problemática dominante: el “estudio” de la función  

La problemática dominante en la enseñanza secundaria de las funciones es básicamente 

descriptiva e ilustrativa de las nociones que se van introduciendo al respecto: dominio, 

rango, continuidad, límites, asíntotas, derivadas, etc. Como en la mayoría de los ámbitos 

de la matemática enseñada, primero se formaliza el conocimiento y luego se “aplica” en 

la resolución de ejercicios que, en general, están construidos exclusivamente para la 

utilización directa del concepto aprendido. Ruiz Higueras & Rodríguez Fernández 

(2000, p. 287) lo expresan en los términos siguientes: 

La inflación de este tipo de tareas en la enseñanza – ejercicio de aplicación reiterada de 

procedimientos algoritmizables – oculta todo el sentido que la noción de función tiene de 

dependencia entre variables, de variabilidad, de cambio, ya que la reducción algorítmica 

de las nociones matemáticas contribuye al desvanecimiento del problema como motor de 

generación de conocimientos en los alumnos y, en consecuencia, a una pérdida del 

sentido epistemológico de estas nociones. 

De esta manera, los tipos de tareas y las técnicas matemáticas que existen en Secundaria 

en torno a las funciones aparecen muy atomizadas, con objetivos muy precisos y 

aparentemente independientes entre sí. Muy raramente aparece una tarea que requiera 

de la composición de dos o más técnicas funcionales y que dé origen a nuevas tareas 

que generalicen o completen la tarea inicial. El único tipo de tareas que requiere la 

movilización de distintas técnicas es el estudio “completo” de una función dada por su 

expresión analítica. Este estudio se realiza generalmente en el vacío, sin ningún 

problema por resolver más que la mera representación gráfica de la función. Además las 

funciones elegidas están muy “preparadas” para ejemplificar las propiedades que 

conforman la técnica de estudio: dominio, límites, continuidad, derivada, etc. 

Esta utilización tan compartimentada y rígida de las funciones se contrapone 

frontalmente a la necesaria flexibilidad y articulación de las tareas y de las técnicas 

matemáticas que se requieren en todo proceso de modelización funcional interpretada 

en el sentido de la TAD.  
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Es evidente que todo el trabajo del Taller iba encaminado a introducir las funciones (o 

“fórmulas funcionales”) como herramientas de modelización. En consecuencia el 

estudio de las funciones no era nunca un objetivo en sí mismo: su finalidad era aportar 

respuestas a las cuestiones que se iban considerando. De todos modos en dos de los 

talleres, cuando surgió la primera función no lineal (parábola), los profesores dedicaron 

un lapso de tiempo significativo a realizar el estudio de la función, retomando así (con 

cierto sosiego) una actividad a la que los alumnos estaban muy familiarizados. 

 

4.1.3. La relación unidireccional entre la expresión analítica y la gráfica de una 

función  

La gráfica de una función, como “objeto” matemático que aparece en el Bachillerato, 

tiene un papel muy pobre: nunca se toma como punto de partida para resolver ningún 

problema y no se considera que pueda jugar el papel de “técnica matemática” útil para 

llevar a cabo determinadas tareas matemáticas. Por ello podemos afirmar que las 

“técnica gráficas” no son reconocidas como tales.  

En las tareas matemáticas del Bachillerato en las que aparece la gráfica de una función 

ésta ocupa casi siempre una posición “final”, de “objetivo” de la tarea. Así, por ejemplo, 

existe la tarea de construir la gráfica de una función a partir de su expresión analítica, 

pero prácticamente no existe la tarea inversa (salvo, a lo sumo, para funciones lineales 

y cuadráticas) (Fonseca, 2004). 

Esta forma de considerar y de utilizar la gráfica de la función impide o, al menos, 

dificulta la posibilidad de explotar la gráfica y utilizar técnicas gráficas para extraer 

información de un sistema modelizado por la gráfica y responder así a cuestiones sobre 

el mismo. También se limita enormemente la potencia de las técnicas gráficas para 

contrastar las hipótesis sobre ciertas características del sistema modelizado que puedan 

obtenerse mediante otro tipo de técnicas matemáticas. 

Esta relación tan asimétrica entre el papel que juegan en el Bachillerato la gráfica de 

una función y la expresión analítica de la misma, junto a la ausencia casi absoluta de las 

técnicas numéricas asociadas al análisis sistemático de la tabla de valores de una 

función tiene una incidencia importante en el desarrollo del primer nivel de 

modelización algebraico-funcional. 
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También aquí uno de los objetivos del Taller era superar el “representacionalismo 

gráfico” y conseguir que los alumnos utilizaran las gráficas de las funciones para 

resolver las desigualdades que surgían en el proceso de estudio. La disponibilidad de la 

CSW fue de gran ayuda al respecto porque trivializaba el trabajo de construcción 

gráfica. De todos modos las respuesta a los cuestionarios, algunos alumnos indicaron 

que más les había costado era interpretar las gráficas, lo que demuestra su falta de 

familiaridad con el uso de este objeto matemático. 

  

4.1.4. La ausencia de la función como herramienta de modelización 

De hecho en el Bachillerato se identifica prácticamente una función con su expresión 

analítica puesto que las otras maneras de representar una función, ya sea la 

representación gráfica o la numérica, juegan siempre un papel secundario. En efecto, 

dado que a los alumnos de Bachillerato no se les asigna la responsabilidad de construir 

los modelos funcionales, suelen acceder a los mismos una vez que éstos han sido 

elaborados ya sea por el profesor, por el libro de texto o por cualquier otro material 

curricular. Esto comporta que las funciones no sean consideradas propiamente como 

modelos excepto en casos muy especiales como el de los problemas de optimización.  

En consecuencia, los modelos funcionales se presentan a los alumnos como fórmulas 

estereotipadas que funcionan como algoritmos de cálculo aritmético que sirven para 

calcular la imagen (mediante la función) de determinados valores (de la variable 

independiente), representar la gráfica de la función utilizando una técnica muy 

estereotipada (dominio, límites, derivada, intervalos de variación, máximos y mínimos, 

etc.) y, a lo sumo, la antiimagen de determinados valores particulares que toma la 

función. Esta forma de interpretar, en la práctica, la relación entre funciones y modelos 

provoca el fortalecimiento de la clausula implícita según la cual los modelos no se 

modifican (tampoco en los problemas de optimización) son como son y, a lo sumo, 

pueden utilizarse para hacer cálculos (aritméticos) concretos para responder a cuestiones 

planteables en el sistema modelizado. Este principio implícito constituye otra poderosa 

restricción para llevar a cabo en el Bachillerato la modelización algebraico-funcional. 

Los talleres que hemos experimentado abordan esta restricción de frente: todo el trabajo 

consistía en construir modelos, transformar estos modelos de diversas formas para 

obtener diferentes expresiones funcionales, validar estas formas con el sistema 
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numérico considerado previamente, etc. También aquí el uso de la CSW facilitó el 

nuevo trabajo que debían realizar los alumnos de pasar de una única fórmula a distintas 

posibles funciones por representar y agilizó las manipulaciones algebraicas necesarias. 

De todos modos, en algunos casos, fue justamente el hecho de no disponer de la CSW 

lo que forzó a los alumnos a un trabajo más “funcional” y menos “numérico” con las 

fórmulas que manipulaban: antes de realizar un gran número de cálculos a mano, se 

tomaban la molestia de decidir la mejor variable para aislar, la que daba la expresión 

funcional más simple, etc.  

 

4.2. Restricciones genéricas: la pedagogía dominante en la enseñanza secundaria 

Como ha sido apuntado en investigaciones recientes en el marco de la TAD (Barquero, 

2009) la ideología pedagógica dominante en los sistemas de enseñanza actuales 

condicionan fuertemente la vida de la modelización matemática en los sistemas de 

enseñanza. En este apartado nos centraremos en la incidencia de dicha pedagogía 

dominante sobre las condiciones de vida de la modelización algebraico-funcional en la 

institución de secundaria, y más en particular en el Bachillerato. 

Chevallard (2004a, 2005) se refirió a la pedagogía dominante como “monumentalista” 

debido a que tiende a valorar, casi exclusivamente, el producto final de una actividad, 

en nuestro caso, matemática. Las praxeologías son estudiadas en el sistema de 

enseñanza no por lo que nos permiten hacer o responder, sino por ellas mismas, es 

decir, se otorga la primacía al estudio “porque sí” de los saberes y se sacrifican sin 

ambages las funciones de un saber como herramienta de producción de conocimientos. 

Esta visión promueve el encuentro “directo”, explícito y formal con la estructura de los 

saberes bajo el supuesto de que las utilizaciones idóneas de éstos, si las hay, acabarán 

por imponerse por sí mismas cuando llegue el momento oportuno. 

Existen intentos de romper con la dinámica formalista introduciendo actividades 

preparatorias donde se muestre la funcionalidad de los saberes, pero dichas actividades 

no van más allá de ejemplos encerrados en sí mismos donde el alumno no debe hacer 

nada más que seguir contemplando, en este caso, cómo se han aplicado las matemáticas 

para resolver un problema que para él nunca fue vivido como problemático. Bajo esta 

ideología no es de extrañar que recaiga sobre el profesor la capacidad para “enseñar” 
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unos monumentos, cuyo estatus nadie se plantea, por medio de recorridos perfectamente 

preestablecidos. 

Nos centraremos en este apartado en presentar de forma esquemática algunos de los 

rasgos destacados de la pedagogía dominante y su incidencia sobre la ecología de la 

modelización funcional. A continuación propondremos algunas condiciones que se 

requieren para que sea posible la vida de la modelización funcional en Secundaria, en 

forma de gestos del estudio que requerirán de nuevos dispositivos didácticos. 

Postulamos que, en la medida que el modelo docente efectivamente vigente en los 

sistemas actuales de enseñanza Secundaria participe de dicha pedagogía, existirán serias 

restricciones (que describiremos a continuación) sobre la vida de la modelización 

funcional. 

 

4.2.1. La ausencia de una dialéctica entre cuestiones y respuestas 

La pedagogía monumentalista “invita” a los alumnos a contemplar teorías ya acabadas y 

cristalizadas por lo que tiende a eliminar las progresivas cuestiones problemáticas que 

constituyen la razón de ser de la actividad y, en consecuencia, dificulta un proceso de 

estudio basado en la dialéctica entre cuestiones y respuestas. 

En Secundaria existe una cláusula implícita según la cual el profesor tiene la respuesta 

(definitiva) a todos los problemas que puedan plantear los alumnos. Éstos deben a veces 

buscarlas por sí mismos, antes de obtener la “corrección” por parte del profesor. 

Desaparece así la necesidad de discutir, justificar, defender y comparar las diversas 

respuestas provisionales, que constituyen actividades fundamentales en el proceso de 

cuestionamiento que genera la modelización funcional.  

En esta pedagogía dominante se parte siempre de un objetivo de enseñanza fijado de 

antemano y formulado en términos de contenidos del saber (respuestas) que se debe 

enseñar. La introducción de la noción de “competencia” como herramienta de 

formulación de los nuevos currículos no ha modificado significativamente en la práctica 

esta situación. En consecuencia el conocimiento es siempre introducido en el aula por el 

profesor y con un estatus de definitivo. De esta manera, la lógica de la pedagogía 

escolar elimina la dialéctica que es esencial en toda actividad de modelización entre las 

cuestiones intermedias y las sucesivas respuestas provisionales. 
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Para mantener vivo el objetivo del Taller (esto es, dar una respuesta adecuada al 

encargo inicial) la actividad de modelización funcional debe construir constantemente 

cuestiones derivadas de la problemática inicial, producir respuestas parciales y 

provisionales, plantear nuevas cuestiones etc., esto es, fundamentarse en una rica 

dialéctica de cuestiones y respuestas. Por lo tanto, la ausencia de dicha dialéctica 

contribuye fuertemente al “decaimiento del objetivo del Taller” y, en consecuencia, 

dificulta la vida de la modelización algebraico-funcional. 

Ya hemos comentado como en las experimentaciones del curso 2007/08 se propuso dar 

más realismo a la situación para evitar este decaimiento, objetivo que se logró en gran 

medida. Además algunos documentos de trabajo introducidos a lo largo de la 

experimentación (“ficha de trabajo” e “informe de resultados”) tenían la función de 

recoger y posibilitar la dialéctica entre las cuestiones intermedias y las respuestas 

parciales y provisionales que iban apareciendo a lo largo del proceso de estudio. En la 

experimentación del curso 2006/07 y con la misma intención, se eliminó el rango de 

variabilidad de los parámetros lo que provocó una mayor obertura de la situación-

problema y dio mayor realismo a la misma. Este hecho, junto a la organización de los  

alumnos en pequeños grupos y una mayor atención al trabajo de puesta en común, hizo 

posible una mayor presencia de las cuestiones propuestas por los alumnos.  

 

4.2.2. La ausencia de una dialéctica de los medios y los media 

La dialéctica entre el planteamiento de preguntas y la búsqueda de respuestas se sitúa en 

el corazón de todo proceso de modelización, pero para que esta dialéctica pueda 

desarrollarse adecuadamente es necesario que los alumnos puedan construir sus propias 

respuestas, lo que requiere que tengan acceso a los media adecuados, y que tengan a su 

disposición los medios necesarios para poner a prueba y “testar” con rigor la validez de 

sus respuestas. En Secundaria el profesor asume el papel de medio único y universal 

para validar la actividad matemática de los alumnos y también es prácticamente el único 

media al que los alumnos recurren como fuente de “verdad”, junto con el uso muy 

limitado del libro de texto.  

Llevar a cabo los gestos del estudio asociados a la dialéctica de los media y los medios
24

 

requiere, entre otras cosas, una enorme ampliación de los medios y los media 

                                                      
24 Ver apartado 6 del anexo G. 
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disponibles efectivamente en el aula y, sobre todo, un cambio de cultura didáctica que 

sólo puede pretenderse a largo plazo.  Pero no por ello debemos olvidar que sólo en la 

medida en que dichos gestos vayan incorporándose progresivamente a la Escuela será 

posible llevar a cabo una genuina actividad matemática y, en particular, una actividad 

de modelización funcional.       

En nuestras experimentaciones la pobreza de medios utilizados por los alumnos se 

plasmó, repetidamente, en la validación constante que éstos requerían del profesor 

responsable. Si bien el material del Taller, los cálculos aritméticos previos y las 

herramientas informáticas constituían un dispositivo que debía hacer la función un 

medio capaz de contrastar y validar las respuestas provisionales de la comunidad de 

estudio, no siempre fueron utilizados como tales. Por otra parte, la decisión de utilizar 

presentaciones con Power-Point en el último taller experimentado tuvo la función, por 

un lado, de memoria escrita a modo de “apuntes”, ya que los alumnos no toman, 

generalmente, notas de las respuestas de los otros grupos y, por otro lado, se convirtió 

en un media para evaluar y comparar las respuestas de los diferentes grupos por parte de 

la comunidad de estudio. 

 

4.2.3. Dialéctica de la difusión y recepción de respuestas  

Los procesos de estudio basados en la modelización requieren dar importancia a las 

respuestas sucesivas que la comunidad aporta a las cuestiones planteadas. Estas 

cuestiones no son conocimientos importantes por sí mismos sino por el tipo de respuesta 

que permiten ir construyendo y el avance que su utilización supone. Contra la tentación 

de no dar la oportunidad de defender las propias respuestas producidas y tender a 

imponer únicamente las respuestas admisibles dentro de la institución escolar, se debe 

invitar al grupo de estudiantes a llevar a cabo el gesto de defender las sucesivas 

respuestas que aportan, aunque éstas aún tengan un carácter provisional y estén sujetas a 

un proceso de estudio en “activo”.  

A lo largo de nuestras sucesivas experimentaciones hemos ido introduciendo el 

dispositivo de presentaciones de los resultados, el documento de “informe de 

resultados” o dossiers de trabajo realizado que intentaban gestionar la difusión y 

recepción de las soluciones provisionales. De todos modos, la efectividad de este 
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dispositivo dependió de la experiencia previa de los alumnos en relación a la 

elaboración y presentación de trabajos en gran grupo. 

 

4.2.4. La concepción individualista del proceso de estudio o la ausencia de una 

dialéctica individuo grupo 

La pedagogía dominante de Secundaria preconiza que la enseñanza debe ser cada vez 

más individualizada y personalizada para tomar en consideración la exigencia creciente 

de la atención a la diversidad de manera que el profesor debe individualizar los 

objetivos de los contenidos y hasta el método de enseñanza; etc. Se da por supuesto que 

son las diferencias individuales las que determinan principalmente el éxito o el fracaso 

del proceso didáctico, olvidando que todo proceso de estudio se desarrolla siempre en el 

seno de una comunidad (aunque ésta pueda ser virtual) y que la organización de la 

enseñanza debe basarse, esencialmente, en las características compartidas por los 

estudiantes, como alumnos, más que en las singularidades de cada individuo como 

persona (Chevallard, Bosch & Gascón, 1997).  

Esta concepción individualista del proceso de estudio constituye una nueva restricción a 

la vida “normal” de la modelización matemática puesto que ésta, como toda actividad 

científica, requiere que sea la comunidad la que se responsabilice no sólo de las 

respuestas sino también de las cuestiones que se deben abordar. 

La articulación del trabajo individual, el trabajo en pequeños grupos y el trabajo en gran 

grupo es un problema que ha estado constantemente en todos y cada uno de los talleres. 

En la mayoría de los casos ni los alumnos ni los profesores están acostumbrados a 

trabajar en grupo en el aula de matemáticas. Además el tipo de actividad que debían 

realizar en el grupo tampoco les era familiar con lo que se añadía una dificultad más a la 

gestión. Lo mismo ocurría con los profesores, poco acostumbrados a gestionar el trabajo 

en pequeño en grupo y a los que tampoco se les había proporcionado herramientas para 

abordar las fases de institucionalización en gran grupo. Creemos que se requieren 

dispositivos más elaborados que los que nosotros propusimos para salvar esta dificultad. 
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4.2.5. Eliminación de la “disciplina matemática” en la matemática escolar 

Con la buena intención de evitar que los alumnos se alejen y separen de la institución 

escolar, la ideología pedagógica escolar tiende a eliminar aquellos aspectos 

disciplinares de la actividad matemática que por su especial dureza y exigencia 

dificultan, presuntamente, la vida escolar de la mayoría de los alumnos. En base a este 

principio “proteccionista” y tal como se describe en Barquero (2009), observamos en 

los sistemas de enseñanza de las matemáticas una fuerte tendencia a: 

- Disminuir progresivamente los objetivos a largo plazo, al tiempo que toma 

fuerza el mito de la comprensión inmediata y casi instantánea. 

- Atomizar la matemática enseñada (y, en general, los contenidos de la 

enseñanza) que lleva a convertirla en un conjunto de “anécdotas” independientes 

entre sí. 

- Hacer desaparecer progresivamente el trabajo sistemático, a largo plazo, y en 

definitiva toda actividad que pueda ser considerada como “rutinaria”, repetitiva 

y aburrida. 

Todos estos rasgos de la pedagogía dominante constituyen restricciones importantes a la 

vida de la modelización matemática puesto que ésta constituye el prototipo de actividad 

sistemática, a largo plazo, con periodos de trabajo rutinario, con respuestas siempre 

provisionales y una comprensión permanentemente incompleta. 

Esta restricción es también una de las causas del “cansancio” expresado por los alumnos 

y su incomprensión de hacer pasar tantas sesiones resolviendo siempre el mismo 

problema.  

 

4.2.6. El reparto de las responsabilidades en los momentos del estudio 

Si utilizamos la descripción del proceso de estudio en términos de momentos 

didácticos
25

 que propone la TAD, la pedagogía dominante en la enseñanza secundaria 

ha instaurado el siguiente contrato didáctico o reparto de responsabilidades entre el 

profesor y los alumnos: 

                                                      
25 Ver apartado 7 del anexo G. 
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- Momento del primer encuentro: es el profesor quien plantea los problemas, mientras 

que las preguntas de los alumnos tienen por único “destino” el ser respuestas por el 

profesor, no el de iniciar un nuevo proceso de estudio. 

- Momento exploratorio: lo realiza el alumno bajo una guía muy pautada del profesor 

(secuencia de preguntas y subpreguntas). En muchas ocasiones este momento no es 

más que un paréntesis antes de la presentación, también por parte del profesor, de los 

contenidos que se quieren enseñar y que se presenta como respuesta a los problemas 

iniciales. 

- Momento del trabajo de la técnica: consiste generalmente en la realización de 

ejercicios de forma repetitiva y formal, sin la producción de nuevas técnicas ni 

nuevos problemas; no se considera como un posible motor para motivar nuevas 

direcciones del proceso de estudio. 

- Momento tecnológico-teórico: en la enseñanza secundaria española casi nunca se 

pide a los alumnos que expliquen, justifiquen y mucho menos demuestren los 

resultados que obtienen más allá de lo que sería el poder mostrar al profesor que 

saben manejar pequeños discursos tecnológicos muy estereotipados que son más una 

descripción de la técnica utilizada que la explicitación de sus fundamentos. 

- Momento institucionalización: éste corre enteramente a cargo del profesor, los 

alumnos sólo deben aprender los conocimientos introducidos en la forma final en la 

que los presenta el profesor y poder “aplicar” estos contenidos institucionalizados. 

En ningún caso los resultados obtenidos por los propios alumnos “sirven para algo” 

dentro del proceso de estudio, más allá de la evaluación del trabajo individual. 

- Momento de la evaluación: la puesta a prueba de los resultados obtenidos recae 

exclusivamente en el profesor que es el que los valida o invalida, con criterios a 

menudo implícitos y más de índole pedagógica (adecuación al trabajo hecho en 

clase) que matemática (robustez explicativa o de resultados). El trabajo de 

construcción o utilización de un “medio” de contraste no es algo sistemáticamente 

considerado en el proceso de estudio. 

En ciertos aspectos, el tipo de trabajo que se lleva a cabo en los talleres choca 

frontalmente con estas cláusulas genéricas del contrato didáctico. Para llevar  a cabo una 

actividad de modelización funcional se requiere que todos los momentos didácticos o 

dimensiones de la actividad matemática aparezcan y se desarrollen de manera funcional. 
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En este apartado destacaremos los gestos asociados a un desarrollo suficiente de dos de 

los momentos: exploratorio y el trabajo de la técnica.  

El material diseñado y la distribución de los alumnos en parejas tenían la intención de 

hacer vivir en el aula el momento exploratorio y el del trabajo de la técnica en el sentido 

“productivo” que está ausente en el contrato didáctico habitual. Creíamos inicialmente 

que el ordenador sería una buena herramienta para el desarrollo efectivo de estos 

momentos, pero como ya hemos comentado, este dispositivo posibilitó ciertas 

manipulaciones algebraicas y enriqueció el trabajo funcional pero no fue un instrumento 

a priori tan fructífero como esperábamos. Se ha contrastado en varias experimentaciones 

que los estudiantes, cuando disponen de un ordenador para trabajar, casi nunca realizan 

experimentaciones sistemáticas de los parámetros sino que, por el contrario prueban 

valores de forma aleatoria sin ningún criterio u objetivo explícito. Las modificaciones 

en las últimas experimentaciones en relación al material del Taller dándole una mayor 

apertura y realismo a la situación, la distribución de los alumnos en pequeños grupos y 

la decisión de traspasar a los alumnos la responsabilidad de decidir cuándo era 

oportuno, o necesario, ir al aula de informática, es decir, cuándo se requería en el 

proceso de estudio el uso del ordenador, ayudó al desarrollo de los momentos 

exploratorio y del trabajo de la técnica. La no disponibilidad, inicialmente, de una 

herramienta informática cuando los alumnos empezaron a explorar la situación hizo que 

cuando apareció la necesidad de modificar alguno de los parámetros de la situación 

inicial, debido al coste de tiempo y esfuerzo para cada nueva variación de los 

parámetros, “obligó” a los estudiantes a establecer criterios para elegir el tipo de prueba, 

y en definitiva, a planificar una estrategia de resolución de la tarea. Esto repercutió en 

una sistematización de las pruebas cuando los estudiantes decidían usar el ordenador y 

enriqueció, en general, el trabajo matemático en manos de los alumnos. 

El hecho de que el uso del ordenador, en mayor o menor medida, respondiera a una 

necesidad “real” proveniente del propio proceso de estudio permitió romper con las 

cláusulas del contrato didáctico que se estable en el aula de informática que hemos 

comentado brevemente en la §2. de este capítulo, y las herramientas informáticas se 

empezaron a articular como un instrumento más al lado del lápiz y papel.   

El desarrollo de la actividad de modelización algebraico-funcional en Secundaria 

requiere un grado de autonomía por parte de los estudiantes mucho más grande del que 

le asigna el contrato didáctico vigente actualmente en la enseñanza secundaria. En 
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efecto, este tipo de actividad (ya en los primeros niveles) requiere que el estudiante 

tome iniciativas relativas al tipo de cuestiones que hay que responder, al tipo de 

herramientas que puede utilizar (aunque sea dentro de un pequeño conjunto de 

herramientas posibles) e, incluso, sobre la dirección que debe seguir el estudio en un 

momento determinado. Pero esta necesidad representa, de nuevo, un obstáculo a 

superar. 

 

Para que la modelización matemática, y en particular, la modelización algebraico-

funcional pueda vivir con normalidad se requiere introducir en el aula “gestos” del 

estudio que hasta ahora permanecían recluidos en el ámbito privado de la investigación. 

Dichos “gestos” se materializan en actividades propias del trabajo científico y que, en 

mayor o menor medida, el contrato didáctico vigente deja fuera del ámbito escolar.  

Como hemos dicho en algunas de las experimentaciones, la actividad de los alumnos 

acabó siendo más guiada de lo que pretendíamos. En parte esta delimitación excesiva 

del proceso se debe al tipo de material diseñado y a la tendencia de los profesores que, 

como tales, también sujetos a la institución con un contrato didáctico determinado que 

les lleva a dirigir muy de cerca el proceso de estudio. Aparece aquí un nuevo gesto 

didáctico a destacar: el nuevo rol que asumió el profesor, en las últimas 

experimentaciones, donde se posicionó como cliente frente los alumnos, sin aportar 

ninguna respuesta o técnica que no hubiera sido dada por la comunidad de estudio y 

planteando cuestiones desde el punto de vista de la empresa que realiza el encargo y no 

como parte de la consultoría. Este gesto didáctico ayudó a modificar parcialmente la 

repartición habitual de responsabilidades en el proceso de estudio. 

Cabe también destacar el importante papel que pueden jugar las herramientas 

informáticas en el cambio del reparto de responsabilidades en el proceso de estudio. El 

trabajo que hicieron los estudiantes en la última experimentación para sintetizar y 

justificar sus respuestas, necesario para la construcción de sus presentaciones, 

constituye en cierto sentido una ruptura con el contrato didáctico escolar habitual. El 

trabajo de síntesis del proceso de estudio es una tarea didáctica que recae, normalmente 

sobre el profesor, aunque a veces pueda parecer que las respuestas las han construido 

conjuntamente profesor y alumnos. En definitiva, tareas tales como la planificación, 

regulación y evaluación del aprendizaje pasan a formar parte del proceso de estudio que 

se lleva a cabo y cuya responsabilidad empieza a ser compartida por profesores y 
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alumnos y, como hemos comentado, posibilita que vivan en el aula algunos aspectos de 

la actividad matemática que actualmente están ausentes. 

 

Hasta aquí hemos mostrado cual es nuestra interpretación de las dificultades 

encontradas en las experimentaciones del Taller y que están relacionadas con dos 

componentes esenciales de la ecología escolar: el modelo epistemológico y el modelo 

pedagógico dominantes. Las modificaciones introducidas por los talleres han permitido 

superar algunas de las restricciones observadas. Pero no podemos olvidar que las 

modificaciones de la ecología de un sistema son muy delicadas y, en particular, no 

podemos pretender hacer una modificación puntual y local y pensar que se mantendrán 

en el tiempo o que tendrán efectos a largo plazo.  

De hecho, existe también un importante restricción que proviene del carácter 

fuertemente prealgebraico de la matemática de la ESO, lo que también sugiere que no es 

razonable pretender introducir de forma generalizada la modelización algebraico-

funcional en el Bachillerato si no se modifica previamente (o simultáneamente) la 

ecología del sistema de enseñanza para que acepte el estudio de organizaciones 

matemáticas con un mayor grado de algebrización. Fue con la intención de profundizar 

en estas posibilidades de modificación, que se desarrollaron las investigaciones sobre la 

introducción del álgebra elemental en los primeros cursos de ESO usando la noción de 

los programas de cálculo que hemos descrito y analizado en el capítulo 3. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

 

  



 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

CAPÍTULO 6  

CONTEXTUALIZACIÓN DE LOS PROBLEMAS DIDÁCTICOS 

ESTUDIADOS.  

PRINCIPALES APORTACIONES Y PROBLEMAS ABIERTOS  

 

En este último capítulo situaremos los problemas didácticos estudiados en esta memoria 

en el contexto que proporciona la línea de investigación en torno al problema del 

álgebra elemental desarrollada en el ámbito de la teoría antropológica de lo didáctico. 

Para ello mostraremos con qué tipos más amplios de problemas de investigación se 

relacionan y qué aspectos o dimensiones de dichos problemas hemos estudiado. 

También sintetizaremos brevemente el tipo de respuestas que proponemos así como las 

principales cuestiones directamente relacionadas con nuestro trabajo que permanecen 

como problemas abiertos. 

Para organizar la exposición, utilizaremos un esquema propuesto por Gascón (en 

prensa_b) en el que se postula que los problemas de investigación didáctica construidos 

por la TAD presentan tres dimensiones fundamentales: epistemológica, económico-

institucional y ecológica. 
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Como acabamos de decir, Gascón (en prensa_b) distingue tres dimensiones básicas en 

todo problema de investigación didáctica en el que se aborde la enseñanza de un 

determinado saber matemático en un determinado entorno institucional. Estas tres 

dimensiones se pueden caracterizar brevemente como sigue:  

 La dimensión epistemológica contiene todas aquellas cuestiones que hacen 

referencia a la razón de ser, la naturaleza y la estructura del saber matemático que 

está en juego en la institución que se considera. 

 La dimensión económico-institucional abarca las cuestiones relativas al sistema de 

reglas y principios (nomos) que regulan la organización y el funcionamiento, en la 

institución considerada, de las praxeologías matemáticas y didácticas involucradas.  

 La dimensión ecológica, engloba las cuestiones que indagan qué tipo de condiciones, 

procedentes de qué nivel de codeterminación, son cruciales para la vida (la génesis y 

el desarrollo) de las praxeologías matemáticas y didácticas implicadas en el 

problema didáctico en cuestión. Forman también parte de esta dimensión las 

cuestiones dirigidas a esclarecer las restricciones que dificultan la difusión del saber 

matemático considerado. 

Consideraremos aquí estas tres dimensiones en el orden presentado. La dimensión 

epistemológica permite proponer una primera delimitación del objeto de saber 

considerado, que es aquí el álgebra elemental y la modelización funcional en Secundaria. 

La dimensión económica remitirá a aquellos aspectos de la gestión efectiva de las 

actividades de estudio del álgebra y la modelización funcional, tal como las hemos 

observado a través de los talleres experimentados. Finalmente la dimensión ecológica, 

que requiere tanto la delimitación del objeto de saber como el análisis de su gestión 

didáctica, mostrará las condiciones que se requieren para su difusión escolar así como 

las restricciones que la limitan, dificultan o impiden. 

 

1. El problema didáctico del álgebra elemental como punto de partida 

El origen, un poco lejano, de la línea de investigación de la que emergen los problemas 

que hemos tratado en esta memoria debemos buscarlo en el que denominamos 

“problema didáctico del álgebra elemental” que, como indicamos en el capítulo 1, fue 

construido y abordado por primera vez en el ámbito de la TAD por Yves Chevallard 

entre 1980 – 1990. Este problema ha evolucionado dando origen a otros tipos de 
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problemas didácticos entre los que figuran los que hemos estudiado aquí. Se trata de una 

situación “normal” en el desarrollo de las disciplinas científicas puesto que los 

problemas no se desarrollan de manera aislada e independiente sino integrando 

diferentes tipos de problemas que constituyen o pueden llegar a constituir líneas de 

investigación.  

En las investigaciones relativas al álgebra elemental llevadas a cabo desde la perspectiva 

antropológica existe una primera etapa que culmina con la publicación de la nota de 

síntesis (Chevallard, 1990b) y que abarca un conjunto de trabajos del mismo autor entre 

los que destacamos Chevallard (1984, 1989b, 1990a). Dichos trabajos puede 

considerarse, globalmente, como la construcción de un dominio de investigación 

didáctica y constituyen la base sobre la que se sustentan las investigaciones realizadas 

posteriormente en relación al problema didáctico del álgebra elemental en el ámbito de 

la TAD. En estos trabajos que hemos presentado en el capítulo 1 se abordaron diversas 

cuestiones que forman parte de cada una de las tres dimensiones (epistemológica, 

económico-institucional y ecológica) del problema didáctico del álgebra elemental y, al 

mismo tiempo, se dejan abiertas otras muchas cuestiones que han sido posteriormente 

explicitadas, precisadas y estudiadas tanto desde el ámbito de la TAD como desde otros 

enfoques didácticos. 

En coherencia con el punto de vista antropológico, investigaciones posteriores relativas 

al problema del álgebra elemental en el ámbito de la TAD (Gascón, 1993, 1993-94, 

1999) pusieron de manifiesto la necesidad de dar una respuesta explícita a una cuestión 

que suele quedar implícita en muchas investigaciones debido a su transparencia: la 

cuestión de la naturaleza del álgebra elemental.  

Es por ello que el trabajo de Pilar Bolea (2003) partió de un primer cuestionamiento del 

modelo epistemológico del álgebra elemental dominante en las instituciones escolares 

así como de la forma de interpretar la “actividad algebraica” por parte de la noosfera y 

hasta por la mayoría de las investigaciones didácticas. Este cuestionamiento planteaba el 

problema de la elaboración, desde la didáctica, de un modelo epistemológico específico 

del álgebra elemental.  
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1.1. Dimensión epistemológica del problema del álgebra elemental 

Como ya hemos puesto de manifiesto en los capítulos 1 y 2, en la formulación de 

cualquier problema didáctico, el didacta siempre utiliza, aunque sólo sea implícitamente, 

una descripción y una interpretación (esto es, un modelo epistemológico) del ámbito 

matemático que está en juego. La TAD subraya la necesidad de explicitar dicho modelo 

y utilizarlo como referencia para analizar los hechos didáctico-matemáticos. Es el 

“modelo epistemológico de referencia” o, abreviadamente, MER. La teoría de la 

Transposición Didáctica (Chevallard, 1985, 1998), nos enseña que no existe un sistema 

de referencia privilegiado a partir del cual observar, analizar y juzgar el mundo de los 

saberes, pero la ausencia de un sistema de referencia absoluto no hace menos 

imprescindible (de forma bastante análoga a lo que pasa en mecánica) la utilización de 

sistemas de referencia relativos adecuados a cada problema y a cada situación (Bosch & 

Gascón, 2005). Estos modelos epistemológicos que construye la didáctica de las 

matemáticas deben tomarse como hipótesis de trabajo y, como tales, deben ser 

constantemente contrastados y revisados.  

Es importante que el MER que se utiliza en una investigación didáctica sea explícito 

puesto que condicionará decisivamente (Bosch & Gascón, 2006):  

(i) la unidad de análisis que se tomará para formular un determinado tipo de problemas; 

(ii) los fenómenos didácticos que serán “visibles” para el investigador;  

(iii) los tipos de problemas de investigación que se podrán plantear; 

(iv) la naturaleza de las explicaciones tentativas que se podrán proponer, esto es, el tipo 

de soluciones que se considerarán “admisibles”.  

La dimensión epistemológica de un problema didáctico contiene todas aquellas 

cuestiones que hacen referencia a la razón de ser, la naturaleza y la estructura del saber 

matemático que está en juego. Para tomar en consideración esta dimensión, el didacta 

debe construir efectivamente (y, preferiblemente, de manera explícita) un MER relativo 

al ámbito de la actividad matemática concernida en dicho problema. Este MER (de 

alcance local o regional) debe ser compatible con el modelo epistemológico general de 

la actividad matemática que, en el caso de la TAD, se formula en términos de 

organizaciones praxeológicas o praxeologías. Esto significa que los MER deben 

describirse en términos de la génesis y el desarrollo (mediante ampliaciones y 

completaciones progresivas) de determinadas praxeologías matemáticas.  
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Una vez explicitado un MER se puede tomar como sistema de referencia para plantear 

las primeras formulaciones del problema didáctico en términos de la TAD. Dicho 

brevemente, para empezar a formular un problema didáctico es imprescindible tomar en 

consideración su dimensión epistemológica que resulta ser, en consecuencia, una 

dimensión nuclear.  

En el caso del problema didáctico del álgebra elemental, las principales cuestiones que 

forman parte de la dimensión epistemológica de dicho problema pueden formularse 

brevemente como sigue: 

(a) ¿Cuál es la unidad de análisis adecuada para estudiar el problema del álgebra 

elemental?  

Este problema puede descomponerse a su vez en dos tipos de cuestiones más precisas: 

(a1) ¿Cuál es la amplitud del ámbito matemático más adecuada para plantear el 

problema didáctico del álgebra elemental: la variable, el signo igual, el significado de 

las expresiones simbólicas, las ecuaciones, la resolución de problemas resolubles con 

ecuaciones de primer grado? O, por el contrario, ¿debemos plantear el problema a un 

nivel más amplio que abarque el papel de los problemas “verbales” y de la 

modelización matemática en la Enseñanza Secundaria? 

(a2) ¿Qué ámbito institucional hemos de tomar en consideración: el aula, la escuela, 

el Sistema de enseñanza de las matemáticas, la Sociedad o incluso la Civilización?  

(b) ¿Cómo puede describirse el álgebra elemental mediante un MER compatible con el 

modelo epistemológico general de la actividad matemática que propone la TAD? 

(c) ¿Qué papel juega el álgebra elemental en la actividad matemática?  

(d) ¿Cuáles son las relaciones posibles entre lo algebraico y lo numérico? ¿Es posible 

situar el álgebra elemental en un marco diferente del marco aritmético habitual en el que 

lo algebraico es considerado como un epifenómeno de lo numérico? 

(e) ¿Cuáles son las cuestiones a las que responde el álgebra elemental, esto es, cuál es su 

razón de ser?  

En los trabajos germinales ya citados de Chevallard, se da una respuesta al primer 

problema poniendo de manifiesto que, para entender lo que pasa en los sistemas 

didácticos, es preciso tomar en cuenta el Sistema de enseñanza de las matemáticas en su 

conjunto así como su noosfera y, a través de ella, la sociedad y su cultura. El desarrollo 
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de este estudio constituyó el primer ejemplo de análisis ecológico de las condiciones de 

posibilidad de un tipo de fenómenos didácticos en un entorno institucional determinado.  

Respecto al resto de los problemas formulados, existen trabajos en el ámbito de la TAD 

que los abordan parcialmente. Así por ejemplo, se elaboró un primer modelo 

epistemológico de referencia (MER) del álgebra elemental como alternativa a la 

interpretación que se hace de ésta cuando se la identifica con una especie de aritmética 

generalizada, que es el modelo dominante en las instituciones escolares. Dicho MER 

identifica, en primera instancia, el álgebra elemental con un instrumento de 

modelización de todo tipo de praxeologías (Bolea, Bosch & Gascón, 2001a, 2001b) y 

asigna a la modelización algebraica un carácter constitutivo del sistema que modeliza. 

Así, en particular, se interpreta el cálculo algebraico como un elemento esencial de la 

construcción de lo numérico (tanto en la génesis histórica como en la teoría matemática) 

más que como un simple epifenómeno de lo numérico. Esta manera de interpretar el 

álgebra provocó, además, la ampliación del problema didáctico del álgebra elemental 

con la construcción de nociones tales como: proceso de algebrización de las 

matemáticas escolares y grado de algebrización de una organización matemática (Bolea, 

2003).  

Nuestra memoria parte de esta problemática que se inscribe en la dimensión 

epistemológica del problema del álgebra elemental. Podemos resumir nuestras 

principales aportaciones a esta dimensión en los siguientes puntos:  

(1) Construcción de un modelo epistemológico de referencia del álgebra elemental 

Hemos propuesto una descripción detallada de un MER del álgebra elemental que es 

compatible con el modelo epistemológico general de la actividad matemática que 

propone la TAD puesto que está constituido por una sucesión de tres praxeologías 

matemáticas progresivamente más amplias y completas que se corresponden con las tres 

etapas del proceso de algebrización (ver fig. 1). 
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Fig. 1 

 

(2) Explicitación de una razón de ser del álgebra elemental  

Hemos dado una respuesta concreta al problema de la razón de ser del álgebra elemental 

en la ESO, identificándola con las cuestiones tecnológicas que van apareciendo en las 

progresivas etapas del proceso de algebrización. Inicialmente (en la primera etapa del 

proceso de algebrización) se trata de cuestiones sobre la necesidad de describir, explicar 

o justificar las técnicas de resolución de problemas “aritméticos” (cuyo contexto puede 

ser geométrico, comercial, físico, numérico o de cualquier otro tipo). Pero la razón de ser 

del álgebra elemental no se agota en esta primera etapa. A partir de la segunda etapa del 

proceso de algebrización se enfatiza la necesidad de plantear cuestiones expresables 

mediante relaciones entre dos programas de cálculo aritmético (PCA) cuya respuesta 

requiere considerar relaciones entre las variables de dichos PCA.  

Esta caracterización comporta otro rasgo diferenciador del álgebra elemental en relación a la 

aritmética ampliamente conocido: el álgebra elemental como “aritmética universal” 

permite estudiar relaciones universales independientemente de la naturaleza de los 

objetos relacionados. Como consecuencia se obtienen resoluciones “generalizadas”, de 

todo un tipo de problemas, y no únicamente la respuesta asociada a un problema aislado 

como ocurre en aritmética. Por tanto, postulamos que otro aspecto esencial de la razón 

de ser del álgebra elemental es la de responder a la necesidad de agrupar las tareas en 

tipos de problemas e introducir la idea de generalización del proceso de resolución. Pero 

la razón de ser del álgebra elemental va incluso más allá, culmina en la que hemos 

denominado tercera etapa del proceso de algebrización, etapa que está totalmente 

ausente en la enseñanza secundaria española y que en nuestro MER se identifica con el 

momento en que se requiere una fuerte generalización del tipo de actividad matemática 
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debido a la necesidad de no limitar el número de variables y de no hacer ningún tipo de 

distinción entre incógnitas y parámetros. Es en esta tercera etapa, donde aparece 

plenamente el trabajo con las fórmulas algebraicas y donde consideramos que culmina 

el proceso de algebrización elemental. Y es también en esta etapa en la que surge 

claramente la necesidad de articular el trabajo algebraico con las técnicas funcionales 

elementales.  

En cuanto a las cuestiones que forman parte de la dimensión epistemológica del 

problema del álgebra elemental y que nuestro trabajo deja abiertas, citaremos las 

siguientes: 

(A) Integración de los números negativos en el proceso de algebrización  

Uno de los principales problemas abiertos es el de integrar el papel de los números 

negativos en el MER propuesto para describir e interpretar el álgebra elemental. Hemos 

citado a lo largo de esta memoria que existe un trabajo en marcha (Cid & Bolea, 2010; 

Cid et al., 2010) en el cual se pone claramente de manifiesto que los números negativos 

son “objetos algebraicos” y que su introducción en la primera etapa de la ESO debe 

hacerse de manera articulada con la introducción del álgebra elemental como 

instrumento de modelización. Queda abierto, sin embargo, el problema de la descripción 

explícita y detallada de dicha articulación que deberá hacerse en primer término en un 

MER que complete en este punto el que hemos presentado en esta memoria. 

(B) El papel del cálculo ecuacional en la segunda etapa del proceso de algebrización   

Otro problema que hemos dejado pendiente de desarrollo es la concreción del MER 

propuesto para abordar de forma más detallada el cálculo ecuacional en su conjunto. 

Hemos situado este ámbito tanto en la primera como en la segunda etapa del proceso del 

algebrización (más concretamente en las sub-organizaciones matemáticas que hemos 

designado mediante M1’ y M2’). Pero no hemos especificado los ingredientes que 

componen estas praxeologías ni las posibles formas de evolución de los mismos. Este 

trabajo ha sido abordado parcialmente en la TAD por Hamid Chaachoua y Marie-

Caroline Croset de la Universidad de Grenoble en el marco de un proyecto de 

investigación sobre la enseñanza del cálculo ecuacional a través de un software 

educativo (Croset, M. C. & Chaachoua, H. (en prensa)). Dado que  las investigaciones 

realizadas en Grenoble se quedan en una concepción muy formal del cálculo ecuacional, 

su articulación con el MER que proponemos y, en particular, la relación entre el cálculo 
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ecuacional y la modelización funcional, requieren de nuevos desarrollos que no nos 

parecen nada triviales. 

(C) La algebrización de la geometría escolar y de la variabilidad  

Más allá de la relación entre lo algebraico y lo numérico y de la relación entre lo 

algebraico y lo funcional que, aunque han sido tratados en esta memoria, deberán seguir 

siendo objeto de investigación, queda completamente abierto el problema más general 

del papel que juega el álgebra elemental y el consiguiente proceso de algebrización en 

las distintas actividades matemáticas que se llevan a cabo en la escuela. Así, por 

ejemplo, queda abierto el problema de la relación entre el álgebra elemental y la 

geometría escolar, lo que podríamos denominar el problema de la algebrización de la 

geometría escolar. Este problema ha sido tratado inicialmente en algunos trabajos 

anteriores en el ámbito de la TAD (Gascón 2002b) y está siendo retomado en la tesis 

doctoral de Bernat Ancochea “Las funciones de las TIC en la articulación entre las 

geometrías sintética y analítica en el paso de la ESO al Bachillerato”. Análogamente se 

deberá seguir profundizando en el estudio de la relación entre el álgebra escolar y la 

estadística y probabilidad, esto es, en el problema de la algebrización de la 

“variabilidad”, tal como lo abordó Floriane Wozniak (2005). 

 

1.2. Dimensión económico–institucional del problema del álgebra elemental 

Coloquialmente podemos decir que la dimensión económico-institucional de un 

problema didáctico contiene las cuestiones que giran en torno a la pregunta: ¿Cómo son 

las cosas (las organizaciones matemáticas y didácticas) en la contingencia institucional? 

Pero, por supuesto, esta pregunta necesita de muchas precisiones. En primer lugar hay 

que decir que cualquier respuesta que pretendamos darle deberá tomar como referencia 

un MER y un Modelo Didáctico de Referencia (MDR) sustentado en el MER en 

cuestión. Además, no hay que olvidar que cuando nos preguntamos “cómo son las 

cosas” aparecen cuestiones derivadas a indagar que sólo pueden responderse 

investigando lo que sucede cuando intentamos cambiarlas en una dirección determinada. 

Se trata, en definitiva, de las cuestiones relativas a la economía institucional de las OM y 

las OD, esto es, las cuestiones que hacen referencia al sistema de reglas y principios que 

regulan la organización y el funcionamiento en una institución determinada de las 

praxeologías matemáticas y didácticas que el problema didáctico involucra.  
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En resumen, podríamos decir que la actividad que se ha de llevar a cabo para responder 

a las cuestiones que forman parte de la dimensión económico-institucional de un 

problema didáctico está muy ligada a lo que Chevallard (en prensa) designó como el 

análisis clínico de lo didáctico y que engloba lo que suele denominarse ingeniería 

didáctica. Dicho análisis incluye la observación y la descripción detallada de las OM y 

las OD efectivamente existentes en determinadas instituciones (utilizando como 

referencia determinados MER y MDR) y el diseño, experimentación y evaluación de 

nuevas OD, construidas con los criterios citados. Este análisis pretende, por una parte, 

estudiar los hechos didácticos que se producen en los sistemas docentes existentes 

cuando se introducen cambios didácticos controlados, así como las condiciones de 

posibilidad de dichos cambios. También pretende, por otra parte, contrastar 

determinados fenómenos didácticos previamente formulados y explicitados 

teóricamente.  

Para llevar a cabo el análisis clínico de las OM y las OD efectivamente existentes en una 

institución determinada, y suponiendo que ya se ha elaborado un MER y un (esbozo de) 

MDR sustentado en él, lo primero que hay que tomar en consideración es la “amplitud” 

de la actividad matemática que está en juego. Dado que un MER se estructura mediante 

una sucesión creciente de praxeologías matemáticas, consideramos que ningún problema 

didáctico puede abordarse haciendo referencia únicamente a una OM puntual, esto es, 

generada únicamente por un concepto, por una técnica o por un tipo de problemas 

matemáticos. Por lo tanto, el análisis clínico citado deberá analizar las OM escolares 

(normalmente puntuales y aisladas) tomando como referencia las OM, al menos locales, 

que se proponen en el MER correspondiente.  

Análogamente y teniendo de nuevo en cuenta que la construcción de un MER (y del 

MDR sustentado en él) requiere tomar en consideración los datos empíricos 

provenientes de las diferentes instituciones que intervienen en el proceso de 

transposición didáctica, resultará que el análisis clínico de las OD existentes en una 

institución determinada deberá tomar en consideración los datos que provienen de todas 

las instituciones citadas, más allá del aula y de la institución escolar.  

A partir del MER que hemos elaborado en el capítulo 2 y que conceptualiza la actividad 

algebraica como un instrumento de modelización matemática, el problema didáctico de 

la relación institucional a lo algebraico toma un nuevo significado. Así, las cuestiones 
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que forman parte de la dimensión económico-institucional del problema del álgebra 

elemental son, esencialmente, las siguientes:  

(a) ¿Cuál es la amplitud del ámbito matemático en el que se sitúa efectivamente el 

álgebra elemental en la matemática escolar de la Enseñanza Secundaria? 

(b) ¿Cómo se considera, cómo se describe, cómo se interpreta y qué características 

presenta el álgebra elemental actualmente en cada una de instituciones que intervienen 

en el proceso de transposición? ¿Cuál es el modelo epistemológico del álgebra elemental 

dominante en las diversas instituciones y, en especial, en la enseñanza secundaria? 

(c) ¿Qué se entiende en las instituciones docentes por enseñar álgebra elemental? 

¿Cómo se organiza efectivamente en la actual ESO española la enseñanza del álgebra 

elemental?  

(d) ¿Qué tipos de actividades consideradas en nuestro MER como “algebraicas” se 

llevan cabo en la actual Enseñanza Secundaria Obligatoria española?  

(e) ¿Cómo se puede caracterizar el grado de algebrización de las OM que viven en las 

instituciones escolares?  

(f) ¿Qué dificultades aparecen cuando se pretende introducir en la ESO el álgebra como 

un instrumento de modelización? ¿Qué posibilidades nuevas emergen? ¿Qué hechos 

didácticos se ponen de manifiesto? ¿Qué carencias matemáticas y didácticas se hacen 

patentes? En definitiva, ¿cuál es la viabilidad de la organización didáctica propuesta 

para enseñar el álgebra elemental en la primera etapa de la ESO?  

Existen investigaciones anteriores en el ámbito de la TAD que responden parcialmente a 

algunos de estos problemas mediante el estudio del fenómeno de la desalgebrización de 

las matemáticas escolares y del análisis de sus consecuencias didácticas (Bolea, Bosch & 

Gascón, 2001a; Gascón, 2001b; Bolea, 2003).  

De nuevo hay que decir que las aportaciones de esta memoria a algunas de las cuestiones 

que forman parte de la dimensión económico-institucional del problema del álgebra 

elemental se fundamentan, como no podría ser de otra manera, en los trabajos previos. 

Citaremos dos aportaciones principales: la primera consiste en un análisis de la 

viabilidad de la puesta en marcha del proceso de estudio que proponemos y la segunda 

en una caracterización de lo que se entiende actualmente en la ESO española por 

enseñar álgebra elemental y de cómo se lleva a cabo dicha enseñanza.  
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(1) Análisis de la viabilidad de la organización didáctica que proponemos para 

introducir el álgebra elemental como instrumento de modelización 

Dado que, por primera vez, hemos experimentado un proceso de estudio con alumnos de 

la primera etapa de la ESO con el objetivo de llevar a cabo una enseñanza funcional del 

álgebra elemental sustentada en el MER propuesto, hemos podido analizar con detalle y 

con una base empírica amplia, las dificultades que surgen, las nuevas posibilidades que 

emergen y las carencias que se hacen patentes cuando se pretende introducir el álgebra 

como un instrumento de modelización en la ESO. Entre los hechos didácticos 

observados, destacamos brevemente los siguientes:  

(i) En la enseñanza secundaria actual no existen (y no parecen fácilmente 

integrables) los ingredientes matemáticos – en particular discursivos – necesarios 

para institucionalizar la actividad matemática que proponemos para introducir el 

álgebra elemental.  

(ii) La Calculadora Simbólica Wiris ha mostrado grandes posibilidades para 

potenciar la autonomía de los alumnos en la manipulación de expresiones 

algebraicas y puede jugar un papel importante en la institucionalización de dicha 

actividad que, por otra parte, es fundamental en el paso a la primera etapa del 

proceso de algebrización.  

(iii) Por el contrario, hemos constatado que el proponer una cuestión inicial 

excesivamente cerrada, “escolar” y, en cierta forma, “arbitraria” dificulta la 

“devolución” del problema a los alumnos, esto es, dificulta que los alumnos se la 

tomen como un problema propio y la mantengan viva durante todo el proceso de 

estudio de manera que sea la necesidad de responder a dicha cuestión la que 

dirija efectivamente el estudio (y no las sucesivas demandas del profesor).  

(iv) Al intentar introducir en la ESO el álgebra elemental a partir del cuestionamiento 

tecnológico de las técnicas “aritméticas”, se hace patente que este tipo de 

cuestionamiento está prácticamente ausente en dicha institución. Esto significa 

que en la ESO nunca se cuestiona ni el alcance, ni el funcionamiento, ni la 

justificación de las técnicas que se utilizan. Tampoco se cuestiona cómo 

desarrollar las técnicas para hacerlas más flexibles, más económicas o más 

potentes, ni las relaciones que podrían establecerse entre ellas.  

(v) Paralelamente el dispositivo de los “juegos de matemagia” se ha mostrado eficaz 

para introducir en las primeras etapas de la ESO las manipulaciones algebraicas 
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de una manera funcional (es decir dirigidas a resolver pequeños problemas de 

descripción, interpretación o justificación de PCA). 

En definitiva, aunque no podemos dar una respuesta concluyente al problema de la 

viabilidad de la organización didáctica propuesta para enseñar el álgebra elemental en la 

primera etapa de la ESO, podemos postular que con las modificaciones pertinentes será 

posible extender (más allá del nivel “experimental” en el que aquí nos situamos) la 

enseñanza del álgebra elemental como instrumento de modelización.    

(2) Caracterización de lo que se entiende actualmente en la ESO por “enseñar álgebra 

elemental”  

Gracias a esta experimentación se han confirmado qué tipos de actividades “algebraicas” 

(según nuestro MER) existen actualmente en la ESO y cuáles están absolutamente 

ausentes. De esta forma hemos constatado la vigencia aún de la caracterización de 

iniciada en Bolea (2003) de lo que se entiende en las instituciones docentes españolas 

actuales, especialmente en la ESO, por “enseñar álgebra elemental”.  

En contraste con nuestra propuesta y en contradicción con el MER que sustenta la 

organización del proceso de introducción del álgebra elemental que hemos 

experimentado, se ha confirmado que la idea dominante en el actual sistema de 

enseñanza secundaria sobre lo que significa “enseñar álgebra elemental” se centra en 

resolver ecuaciones y realizar manipulaciones formales con expresiones, con el objetivo 

de resolver problemas “verbales” mediante ecuaciones (previa traducción del enunciado 

del problema al lenguaje algebraico). Dado que esta actividad constituye claramente el 

objetivo final del aprendizaje del álgebra elemental, tal como ésta se presenta 

actualmente en la ESO, podemos afirmar que el sistema educativo español actual toma la 

citada actividad matemática como la que “justifica” y “da sentido” a la enseñanza del 

álgebra elemental.  

 

1.3. Dimensión ecológica del problema del álgebra elemental 

De una forma muy simplificada podría decirse que la dimensión ecológica de un 

problema didáctico contiene las cuestiones que giran en torno a la pregunta: ¿por qué las 

cosas (las OM y las OD) son como son en la contingencia institucional y qué 

condiciones se requerirían para que fuesen de otra forma dentro del universo de lo 

posible? 
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Dado que, como ya hemos dicho, la dimensión ecológica de todo problema didáctico 

contiene en cierta forma las dimensiones epistemológica y económico-institucional, se 

puede decir que (al menos en la TAD) todo problema didáctico es, en alguna medida, un 

problema de ecología praxeológica o, con más precisión, que la didáctica se preocupa 

por el estudio de la ecología institucional de las praxeologías matemáticas y didácticas 

(Bosch & Gascón, 2005). En este sentido, es preciso tomar en consideración las 

restricciones y las condiciones impuestas sobre las praxeologías en todos los niveles de 

codeterminación didáctica, desde los más genéricos, como la Sociedad y la Civilización, 

a los más específicos, como el Tema y la Cuestión matemática concreta.  

En resumen, diremos que forman parte de la dimensión ecológica de un problema 

didáctico las cuestiones que pretenden indagar qué tipo de restricciones, procedentes de 

qué nivel, son cruciales para la vida (la génesis, el desarrollo, el estancamiento, la 

migración, etc.) de las praxeologías matemáticas y didácticas en una institución 

determinada. Forman también parte de la dimensión ecológica de un problema didáctico 

las cuestiones dirigidas a esclarecer qué condiciones se requerirían para que las 

praxeologías matemáticas y didácticas presentaran unas características determinadas en 

una institución concreta. 

En el caso del problema del álgebra elemental, las cuestiones que forman parte de la 

dimensión ecológica constituyen la problemática en torno al por qué la relación 

institucional a lo algebraico es como es, qué restricciones la determinan y qué 

condiciones se requerirían para modificarla de manera que apareciese en Secundaria 

como un instrumento de modelización. 

Para llevar a cabo el análisis de la ecología de lo algebraico en los sistemas didácticos 

se utilizan diversos materiales empíricos (los manuales, los textos oficiales, las clases, 

las respuestas de alumnos y profesores a determinados cuestionarios, etc.) y se subrayan 

las diferencias respecto al funcionamiento de lo algebraico como objeto de saber. Este 

análisis de algunos rasgos de la ecología de lo algebraico en los sistemas didácticos 

sugirió, desde los primeros trabajos sobre el álgebra elemental en el ámbito de la TAD, 

un fuerte grado de desalgebrización del currículum escolar y planteó muchas cuestiones 

que van más allá de los sistemas didácticos.  

(a) ¿Por qué la modelización algebraica está ausente en la matemática de la ESO? ¿Qué 

restricciones (y qué fenómenos didácticos asociados) están relacionados con dicha 
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ausencia? ¿Cuáles son las “causas últimas” de la desalgebrización del currículum 

escolar?  

(b) ¿En qué niveles de la escala de codeterminación didáctica surgen las restricciones 

que dificultan el proceso de algebrización de las matemáticas escolares (por ejemplo en 

la ESO)? ¿Qué papel juegan la noosfera, la sociedad y la cultura en la construcción de la 

relación institucional al álgebra elemental? ¿Cómo es considerada el álgebra en la 

cultura occidental?  

(c) ¿Qué condiciones (en términos de infraestructura matemático-didáctica) se 

requerirían para que fuese posible organizar el estudio del álgebra elemental como un 

instrumento de modelización? ¿Qué restricciones lo impiden o dificultan? ¿Y qué 

condiciones se requerirían para que fuese posible un desarrollo progresivo de la 

modelización algebraica de las diferentes OM que se estudian en la ESO (que 

alcanzarían así un grado de algebrización “adecuado”)? 

Uno de los principios básicos del estudio de la problemática ecológica (o, si se quiere, de 

la dimensión ecológica de los problemas didácticos) puede formularse diciendo que las 

características de las praxeologías que viven en una institución determinada no pueden 

cambiarse como consecuencia exclusiva de la voluntad de los agentes de las 

instituciones en cuestión, sean éstos profesores, alumnos, autores de cualquier tipo de 

materiales escolares o autoridades educativas. En particular, la algebrización de las OM 

escolares no puede imponerse de manera puramente voluntarista.  

Hemos visto en el capítulo 1 de esta memoria que determinadas investigaciones 

desarrolladas en el ámbito de la TAD han abordado los dos primeros problemas y han 

aportado algunos elementos de respuesta a las mismas. Resumiremos brevemente a 

continuación las principales aportaciones de esta memoria a la última cuestión. 

(1) Infraestructura matemática que se requiere y restricciones que provienen del 

modelo epistemológico del álgebra escolar dominante en la ESO 

Nuestra propuesta de introducción del álgebra elemental se basa en un MER que choca 

frontalmente con el quehacer habitual en la enseñanza secundaria española. A la 

introducción puramente formal basada en la manipulación de expresiones algebraicas y 

en la “traducción” del lenguaje verbal al algebraico – en coherencia con la interpretación 

escolar del álgebra como “aritmética generalizada” (Bolea, 2003) –, oponemos la 

construcción de modelos escritos de unos sistemas numéricos – los “programas de 
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cálculo aritmético” – que permiten abordar cuestiones, en particular tecnológicas, que no 

tienen cabida en la aritmética elemental ni se abordan generalmente en la introducción 

del álgebra elemental.  

Como hemos mostrado en el capítulo 1, el proceso histórico de transposición didáctica 

ha conducido a un estado de difuminación del álgebra enseñada y de identificación de 

ésta con el cálculo ecuacional en el que la funcionalidad del álgebra queda reducida a la 

manipulación formal de las expresiones algebraicas. Las experimentaciones que hemos 

llevado a cabo muestran que el modelo epistemológico dominante que ha resultado de 

esta transposición no tiene la capacidad generativa suficiente para construir 

espontáneamente los ingredientes praxeológicos – especialmente discursivos y 

tecnológicos – del conjunto de actividades matemáticas y didácticas que proponemos. 

Por ejemplo, toda la problemática de la modelización y, en particular, las nociones (y 

hasta palabras) de “modelo”, “sistema”, etc. no forman parte de la cultura matemática 

disponible en la institución. Del mismo modo, el modelo imperante sobre el álgebra 

elemental permite designar y manipular objetos como “ecuaciones”, “polinomios”, 

“identidades” e incluso la noción más ambigua de “expresión algebraica”, pero no 

permite hablar de “programas de cálculo”, de distintas “expresiones” para un mismo 

PCA, de “equivalencias” e “igualdades” entre PCA, etc. Dicho en otras palabras, para 

que la propuesta de enseñanza pueda ser viable de forma generalizada, se requiere un 

nuevo trabajo transpositivo que ponga a disposición del sistema de enseñanza nuevos 

desarrollos matemáticos que propongan una “actualización” del instrumento algebraico a 

nivel elemental. En particular, dicha actualización debería tomar en consideración el 

nuevo papel de las calculadoras (numéricas y simbólicas) en las actividades escolares, 

las nuevas cuestiones que éstas plantean y las nuevas técnicas que pueden 

instrumentalizar para ayudar a institucionalizar las reglas del cálculo algebraico. Esta 

ausencia de infraestructuras matemáticas (por utilizar el término acuñado por 

Chevallard, 2009b) constituye una restricción esencial que incide sobre “la vida” de la 

modelización algebraica y está directamente relacionada con las carencias matemáticas y 

las dificultades de institucionalización descritas al final del capítulo 3. 

(2) Infraestructura didáctica que se requiere y restricciones que provienen del modelo 

pedagógico dominante en la ESO 

Las restricciones anteriores hacían referencia al nivel del álgebra como área de la 

matemática escolar y a los recursos praxeológicos disponibles (o ausentes) en la 
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institución para su desarrollo, pero como hemos visto al final del capítulo 3 algunas de 

las dificultades detectadas manifestaban un carácter más general y parecen situarse en el 

nivel de la disciplina – es decir de lo didáctico – y, tal vez, en el nivel de la pedagogía. 

Nos referimos a aquellas restricciones que provienen del modelo pedagógico imperante 

en la enseñanza secundaria – relativo a las matemáticas y, sin duda también a otras 

disciplinas – muy marcado por el “monumentalismo” y donde el estudio de cuestiones 

problemáticas, así como el cuestionamiento de las obras estudiadas ocupa un lugar muy 

secundario. Hemos visto que la enseñanza del álgebra como herramienta de 

modelización necesita un tipo de procesos de estudio que, también aquí, choca con el 

modelo dominante. Citamos a continuación las principales necesidades que ya hemos 

señalado al hilo de las experimentaciones:  

- llevar a cabo un cuestionamiento prolongado de un mismo hecho o problema;  

- plantear cuestiones tecnológicas sobre el porqué de las técnicas que se aprenden 

a manipular y sus limitaciones;  

- otorgar un papel principal tanto el cuestionamiento teórico como a la evaluación 

e institucionalización de las respuestas; 

- plantear y llevar a cabo estudios de cuestiones que no se resuelven en el corto 

plazo sino que requieren nuevas formulaciones a la luz de las respuestas que se 

van obteniendo y de las limitaciones que se van observando. 

Es evidente que un modelo pedagógico en el que estas actividades no tienen cabida y, lo 

que es más importante, que cuando aparecen de manera puntual quedan bajo la 

responsabilidad exclusiva del profesor, no dispone de la “infraestructura didáctica” 

necesaria para introducir el álgebra como herramienta de modelización. Durante las 

experimentaciones se han introducido – aunque de forma muy puntual– algunos 

dispositivos nuevos para facilitar los principales gestos didácticos que se requerían para 

asegurar la continuidad de los procesos de estudio: juegos de magia, constitución de 

asesorías, redacción de informes de progreso, trabajo en grupo, recurso a las TIC, etc. 

Estos dispositivos han mostrado una potencialidad esperanzadora ya que, a pesar de su 

carácter incipiente, han permitido construir con los alumnos un marco más propicio al 

desarrollo de la actividad de modelización algebraica. Podemos incluso afirmar que 

dichos dispositivos han funcionado relativamente mejor con los alumnos que con los 

propios profesores que los implantaban, debido sin duda a la mayor sujeción de éstos a 

la cultura escolar. Cabe mencionar sin embargo el peso enorme que han tenido a veces 
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las restricciones que provienen de los niveles pedagógico y escolar (relativas, por 

ejemplo, a la evaluación, a la brevedad del número de sesiones disponibles y a su 

duración y a las dificultades de acceso a los ordenadores, entre otras). 

Son muchos los problemas que permanecen abiertos en relación a esta dimensión 

ecológica del problema del álgebra elemental. Destaremos a continuación algunos de los 

más importantes. 

(A) ¿Cómo organizar el estudio de praxeologías matemáticas algebrizadas?  

No conocemos suficientemente las condiciones que se requerirían para que fuese posible 

que en la enseñanza secundaria viviesen determinadas praxeologías matemáticas 

(geométricas, aritméticas o estadísticas) con un mayor grado de algebrización (Bolea, 

2003) de las que existen actualmente. Tampoco sabemos los cambios que provocaría en 

el sistema escolar la hipotética algebrización de ciertas OM escolares ni, en particular, 

como se transformarían las organizaciones didácticas asociadas. Todo ello requerirá de 

nuevas investigaciones. 

(B) Diálogo entre nuestro enfoque y el del Early Algebra  

A pesar de las aportaciones de nuestra propuesta en relación a la introducción del 

álgebra elemental en la primera etapa de la ESO, es necesario seguir estudiando algunas 

de las condiciones que se requieren para llevar a cabo la iniciación al proceso de 

algebrización de la actividad matemática. Así, por ejemplo, no sabemos si la primera 

etapa de la ESO (12-14 años) es el momento más adecuado o bien seria preferible 

avanzar o retrasar dicho inicio. En particular, sería interesante ver de qué manera nuestra 

propuesta se puede articular con las recientes investigaciones del Early Algebra 

realizadas por D. W. Carraher, A. D. Schliemann y B. M. Brizuela (Carraher et al., 2000, 

2006), J. Kaput (2000), N. A. Malara (2003), K. Subramaniam (2004), E. Warren (2004) 

y M. Molina (2006). En esta línea de investigación se proponen tareas para facilitar la 

transición entre el álgebra y la aritmética a partir de centrar la actividad en un enfoque 

estructural que rompa con el énfasis computacional que predomina que los primeros 

cursos escolares, y que favorezca el desarrollo del pensamiento algebraico; ayudando así 

a los alumnos a familiarizarse con las estructuras que subyacen en las operaciones 

matemáticas y sus propiedades. La importancia que el Early Algebra asigna al aspecto 

estructural y a la búsqueda de patrones numéricos puede ser un punto de partida de un 

futuro diálogo con nuestro enfoque.  
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(C) Restricciones provenientes de los niveles superiores de codeterminación 

Un problema verdaderamente inexorable es el del estudio de las restricciones que surgen 

en los niveles superiores de la escala de codeterminación didáctica y que dificultan el 

proceso de algebrización de las matemáticas escolares. En trabajos anteriores 

(Chevallard, 1990b; Bosch, 1994) se han propuesto algunos elementos de respuesta a 

dicha cuestión que provienen de los niveles de la sociedad y la civilización. En otros 

(Chevallard, 1989b, 1990a; Bolea, Bosch & Gascón, 2004) , al igual que en esta 

memoria, se ha hecho más énfasis en los niveles pedagógicos y didácticos. Pero el tipo 

de problemática abordada y, en particular, la investigación sobre el tipo de 

infraestructuras matemáticas, didácticas, pedagógicas y sociales que se requieren para 

superar estas restricciones, dista mucho de estar agotada.  

 

2. Del álgebra elemental a la modelización algebraico-funcional 

Hemos visto que el problema didáctico del álgebra elemental tal como había sido 

propuesto inicialmente por Chevallard se desarrolló para dar origen a todo un primer 

tipo de problemas en torno al proceso de algebrización de las matemáticas escolares 

(Bolea, 2003). Investigaciones posteriores mostraron que dicho tipo de problemas estaba 

profundamente relacionado con el problema didáctico en torno a la proporcionalidad 

que, a su vez, se amplió radicalmente para situarse en el ámbito del problema de las 

relaciones funcionales elementales (García, 2005; García et al., 2006). 

 

2.1. Dimensión epistemológica del problema de la modelización funcional 

Después de los citados trabajos de tesis de Pilar Bolea y Javier García, surgió la 

necesidad de estudiar el problema de la modelización funcional y de articular el álgebra 

elemental con la enseñanza de las funciones. De hecho en el trabajo de García (2005), si 

bien se analiza el fenómeno del aislamiento escolar de la relación de proporcionalidad 

respecto del resto de relaciones funcionales entre magnitudes, no se estudia (ni se 

pretende) el papel de la modelización funcional en la enseñanza secundaria, ni tampoco 

se propone un MER que abarque globalmente la modelización funcional. En otras 

palabras, se estudia el aislamiento de la relación funcional de proporcionalidad dentro 

del gran problema didáctico de la articulación de la matemática escolar, pero no se tiene 

necesidad de caracterizar la modelización funcional como tal. En esta memoria hemos 
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abordado explícitamente el problema de la modelización funcional y, en coherencia con 

el punto de vista antropológico, se propone un MER que abarque dicho ámbito de la 

actividad matemática. 

Con el objeto de explicitar las principales aportaciones de esta memoria a los problemas 

que forman parte de la dimensión epistemológica del problema de la modelización 

funcional, empezaremos enunciando brevemente cuáles son dichos problemas:  

(a) ¿En qué consiste la modelización funcional y qué elementos específicos la 

caracterizan en relación a otros tipos de modelización matemática? ¿Qué papel juega la 

modelización funcional en la actividad matemática?  

(b) ¿Cómo puede describirse la modelización funcional mediante un MER que sea 

compatible con el modelo epistemológico general de la actividad matemática que 

propone la TAD? 

(c) ¿Cuáles son las relaciones posibles entre lo algebraico y lo funcional? ¿Y entre lo 

funcional y el cálculo diferencial? ¿Es posible interpretar y llevar a cabo la 

modelización funcional como desarrollo del proceso de algebrización de la matemática 

escolar de tal forma que culmine en la problemática diferencial?  

(d) ¿Cuáles son las cuestiones a las que responde la modelización funcional, esto es, cuál 

es su razón de ser?  

Sintetizamos a continuación las principales aportaciones de esta memoria en lo que 

respecta a dichas cuestiones: 

(1) Caracterización de la modelización funcional y de su papel en la matemática 

escolar 

Hemos aportado una caracterización explícita de la modelización algebraico-funcional 

así como del (pobre) papel que juega en la actividad matemática escolar, apuntando el 

papel que podría jugar. Hemos subrayado la importancia potencial de este tipo de 

actividades matemáticas en el paso de la ESO al Bachillerato y, en particular, en las 

relaciones entre el álgebra elemental y el cálculo diferencial escolar. 

Consideraremos la modelización algebraico-funcional como un desarrollo del 

instrumento algebraico, esto es, como un desarrollo del instrumento que permite ampliar 

las OM que aparecen a lo largo de la enseñanza secundaria y profundizar en su estudio. 

Hemos puesto de manifiesto que la modelización algebraico-funcional permite:  
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(a) Unificar ciertos tipos de problemas gracias a los modelos que se materializan 

mediante familias de funciones. 

(b) Utilizar nuevas técnicas matemáticas (gráfico-funcionales) para responder a 

cuestiones relativas al comportamiento global de la función que hace el papel de 

modelo o a propiedades del sistema modelizado que difícilmente pueden 

responderse utilizando únicamente técnicas algebraicas.  

(c) Plantear nuevos tipos de problemas que involucren la tasa de variación 

instantánea de las diferentes variables que definen el sistema, dando sentido así 

al cálculo diferencial.  

(2) Construcción de un modelo epistemológico de referencia de la modelización 

algebraico-funcional que integra el MER del álgebra elemental  

Hemos propuesto una descripción detallada de un MER de la modelización funcional 

que es compatible con el modelo epistemológico general de la actividad matemática que 

propone la TAD, esto es, está formulado en términos de una sucesión de praxeologías 

matemáticas progresivamente más amplias y completas de tal manera que cada una de 

las OM que aparecen puede considerarse como un modelo matemático de la anterior 

(Ruiz-Munzón, Bosch & Gascón, 2010). Dicho MER extiende y desarrolla el MER 

propuesto anteriormente para la modelización algebraica por lo que, considerado 

globalmente, podemos hablar de un MER para la modelización algebraico-funcional (ver 

fig. 2). 
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(3) Explicitación de una razón de ser de la modelización funcional  

Proponemos que una razón de ser de la modelización funcional estaría constituida (en el 

Bachillerato) por aquellas cuestiones que impelen a pasar de una actividad “puramente” 

algebraica a una actividad funcional y, progresivamente, por las cuestiones que provocan 

el desarrollo de la modelización funcional, esto es, por aquellas cuestiones que guían el 

desarrollo del MER propuesto. En efecto, para responder dichas cuestiones se requieren 

técnicas situadas progresivamente en los sucesivos niveles de modelización funcional. 

Citaremos a continuación algunas de estas cuestiones.  

Dado un sistema cualquiera caracterizado por un conjunto finito de variables, 

supongamos que fijamos el valor de todas ellas excepto dos, x e y. En esta situación y 

para aumentar nuestro conocimiento del sistema puede ser necesario responder 

cuestiones del tipo: ¿Cuál es la relación funcional y = f(x) entre ambas variables?  

Fig. 2 

 

 

 
 

M1’: Problemas que 

requieren manipular 

P(x,a1..,ak) = c         

+ técnicas de 

simplificación. 

M1: Problemas que requieren 

la manipulación escrita de 

P(x,a1..,ak) + técnicas de 

escritura y simplificación. 

S: OM en torno a 

problemas 

aritméticos + A-S. 

 

 

Primera etapa de 

modelización algebraica 
Segunda etapa de 

modelización algebraica 

Tercera etapa de 

modelización algebraica 

M2: Problemas que requieren 

establecer la igualdad entre PCA 

P(x1,x2,a1..,ak) = Q(x1,x2,b1..,bs) + 

técnicas de cálculo algebraico. 

M2’: Problemas que requieren 

P(x1,a1..,ak) = Q(x1,b1..,bs) + 

técnicas algebraicas (cancelación). 

M3: Problemas que se 

resuelven con fórmulas 

algebraicas del tipo 

P(x1,…,xm,a1..,ak) = 0               

+  técnicas de estudio de la 

relación entre variables.  

OMf(x): Problemas que requieren la 

explicitación de funciones aisladas de 

una variable f(x,y) = 0 + técnicas 

gráficas + cálculo diferencial de una 

variable. 

OMfp(x): Problemas que requieren el 

trabajo con una familia de funciones 

fp(x,y) = 0 + teoría de familias de 

funciones de una variable. 

OMf(x1,…xn): Problemas 

que requieren el trabajo con  

funciones de dos o más 

variables + cálculo 

diferencial de funciones de 

varias variables. 

 

Primer nivel de 

modelización 

algebraico-funcional 

Segundo nivel de 

modelización 

algebraico-funcional 

Tercer nivel de modelización 

algebraico-funcional 

Donde puede aislarse x localmente 

de manera explícita: y = F(x). 

Donde puede aislarse x localmente 

de manera explícita: y = Fp(x). 
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¿Cómo se interpretan en el sistema las principales propiedades locales y globales 

(intervalos de monotonía, puntos singulares, discontinuidades, asíntotas, etc.) de la 

función modelo? Pero para seguir profundizando en el conocimiento del sistema 

trataremos una de las variables, cuyo valor habíamos fijado provisionalmente para 

simplificar el sistema, como un parámetro p que toma valores en cierto intervalo. De esta 

manera aumenta la complejidad del sistema y aparecen cuestiones que sólo pueden 

responderse trabajando en un modelo matemático materializado por una familia de 

funciones y = fp(x). Algunas de estas cuestiones, que en principio se formularán en 

términos del sistema, se traducirán en preguntas a responder en el trabajo dentro del 

modelo: ¿Qué efecto provocan sobre las conclusiones previamente establecidas la 

variación del valor del parámetro p? ¿Cómo se reflejan en el sistema las propiedades 

comunes a todas las familias del sistema y las propiedades particulares de ciertas 

funciones de la familia? Por último, podemos considerar el sistema en su máxima 

generalidad, esto es, podemos suponer que todas las variables toman valores en 

determinados intervalos de validez y que todas ellas pueden jugar indistintamente el 

papel de variable o de parámetro.  El estudio de dicho sistema requerirá ahora utilizar 

como modelo una función de dos o más variables  y = f(x1, x2, …, xn) que, en 

determinadas circunstancias, deberá interpretarse como una familia de funciones de 

varias variables donde la elección de la variable dependiente, que designamos por y, 

dependerá del tipo de cuestiones que se pretenda responder. Dichas cuestiones, que se 

formularán en términos del sistema, requerirán el estudio dentro del modelo de 

cuestiones tales como las siguientes: ¿Cómo repercute la variación conjunta de dos o 

más variables sobre una variable predeterminada del sistema? Fijada una variable del 

sistema, que consideraremos provisionalmente como variable dependiente, y, y fijado un 

estado del mismo ¿cuál de las restantes variables, al cambiar de valor, tiene una mayor 

influencia sobre la variación de y? En todos los casos se requerirá interpretar, en 

términos del sistema, los resultados obtenidos mediante el trabajo realizado en el 

modelo.  
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Entre los problemas abiertos relativos a la dimensión epistemológica del problema de la 

modelización funcional, citaremos los siguientes:   

(A) Relación entre los programas de cálculo y la introducción a la modelización 

funcional  

Otro problema que hemos dejado pendiente de desarrollo es la concreción del MER 

propuesto para abordar de forma más detallada la introducción al mundo funcional. 

Hemos situado este ámbito como el paso de la segunda etapa de modelización algebraica 

al primer nivel de modelización algebraico-funcional. En las experimentaciones del 

capítulo 5 los alumnos ya habían construido una organización en torno a las funciones, 

por lo que no fue necesario introducir a los alumnos al mundo funcional como si éste 

fuese completamente desconocido. Aún así, la experimentación de comparación de 

bancos y tiendas analizadas en el capítulo 3 muestra de qué manera podrían relacionarse 

los programas de cálculo y la introducción a las funciones elementales. 

(B) Relación entre la modelización funcional y el cálculo diferencial  

En esta memoria se apuntan algunos elementos de respuesta al problema de la relación 

entre la modelización funcional y el cálculo diferencial. Incluso se postula que la 

modelización funcional, tal como se caracteriza en este trabajo, debería constituir la 

razón de ser del cálculo diferencial  del Bachillerato y primeros cursos universitarios. 

Pero hemos de reconocer que se necesita un estudio más detallado para contrastar 

empíricamente dicho postulado lo que requerirá, en particular, desarrollar el MER 

propuesto para la modelización algebraico-funcional de tal manera que integre la 

actividad matemática elemental en torno al cálculo diferencial e integral. En esta 

dirección, y dentro del ámbito de la TAD, existen en este momento tres proyectos de 

tesis doctorales en marcha: Recorridos de Estudio e Investigación centrados en la 

modelización matemática para articular la matemática de secundaria con la 

universitaria (Alejandra Pereira, Universidad de Vigo); La modelización funcional y la 

“razón de ser” del cálculo diferencial en la enseñanza secundaria (Catarina Oliveira, 

Universidad de Vigo) y Análisis y diseño de organizaciones matemáticas y didácticas en 

torno al cálculo diferencial e integral (María M. Sánchez Martín, Universidad 

Complutense de Madrid). 
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(C) Relación entre la modelización funcional y la geometría 

Emma Castelnuovo en su texto ya citado sobre geometría elemental (Castelnuovo, 1981) 

propugnaba la introducción del lenguaje funcional elemental a través del estudio de las 

funciones que relacionan determinados elementos de ciertas clases de figuras 

geométricas. Así, por ejemplo, llamaba la atención sobre el interés de estudiar en el 

conjunto de los rectángulos isoperimétricos (de perímetro común) cómo varía el área en 

función de uno de los lados y, dualmente, estudiar en el conjunto de los rectángulos 

equivalentes (de área común) cómo varía el perímetro en función de uno de los lados. Si 

bien es cierto que entre los ejemplos presentados en esta memoria para materializar los 

sucesivos niveles de modelización algebraico-funcional hemos utilizado, entre otros, un 

sistema geométrico (el sistema de los triángulos isósceles inscritos en una 

circunferencia), hemos de reconocer que no hemos abordado el problema general de la 

relación entre el lenguaje funcional y la geometría.   

Podríamos ampliar el problema citado haciendo referencia a la relación entre la 

modelización funcional y el resto de las áreas de la matemática escolar, empezando por 

la aritmética y acabando por la estadística y la probabilidad. En este punto podríamos 

citar el clásico trabajo de Félix Klein y su insistencia en el papel central que debería 

tener la noción de “función” en la matemática escolar  (Klein, 1908, p. V): 

[…] colocar el centro de la enseñanza en el concepto de función como concepto de la 

Matemática de los dos últimos siglos que desempeña el papel fundamental en cuantos 

sitios intervienen nociones matemáticas. 

El trabajo germinal de Félix Klein podría un punto de partida para volver a repensar la 

estructura global de la matemática en el Bachillerato, con un espíritu funcional, es decir, 

que tome la noción de función como eje organizativo. El Proyecto Klein
1
 que se está 

llevando a cabo actualmente, constituye una buena oportunidad para tomar en 

consideración, desde la didáctica de las matemáticas, esto es, con base científica, este 

problema.  

 

2.2. Dimensión económico–institucional del problema de la modelización funcional 

Antes de preguntarnos cómo son las “cosas” en la contingencia institucional (en el caso 

del problema de la modelización funcional la pregunta sería ¿qué características 

                                                 
1 http://www.mathunion.org/icmi/other-activities/klein-project/introduction/  

http://www.mathunion.org/icmi/other-activities/klein-project/introduction/
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presentan las OM y las OD en torno a la modelización funcional, qué principios regulan 

su organización y funcionamiento en el Bachillerato español?) es imprescindible no sólo 

acotar lo que entendemos por “modelización funcional” sino también concretar, en el 

caso particular del problema didáctico de la modelización funcional, la unidad de 

análisis que propone la TAD para estudiarlo.  

En el apartado anterior, al plantear las cuestiones que forman parte de la dimensión 

epistemológica del problema, hemos respondido implícitamente a la primera de estas 

cuestiones, esto es, hemos precisado la amplitud del ámbito matemático que 

consideramos cuando hablamos de “modelización funcional” o “algebraico-funcional”. 

Esta respuesta figura esencialmente en el MER construido y descrito anteriormente. En 

cuanto a la amplitud del ámbito institucional hemos de tomar en consideración, una vez 

más, todas las instituciones que participan en la transposición didáctica y todos los 

niveles de codeterminación.  

Otras cuestiones que también forman parte de la dimensión económico-institucional del 

problema de la modelización funcional son las siguientes:  

(a) ¿Cuál es el modelo epistemológico de la modelización funcional dominante en el 

Bachillerato español?  

(b) ¿Cómo se organiza en el Bachillerato la enseñanza en torno a la modelización 

funcional? ¿Qué se entiende en dicha institución por “enseñar modelización funcional”?  

(c) ¿Qué tipo de actividades que consideramos específicas de la “modelización 

funcional” (en términos del MER elaborado) se llevan a cabo actualmente en el 

Bachillerato español? ¿Qué papel juega lo funcional en estudio escolar de la geometría, 

la probabilidad y la estadística en dicha institución?  

(d) ¿Qué dificultades aparecen cuando se pretende introducir sistemáticamente en el 

Bachillerato la modelización funcional como desarrollo de la modelización algebraica 

para estudiar determinados sistemas matemáticos o extramatemáticos? ¿Qué 

posibilidades nuevas emergen? ¿Qué hechos didácticos se ponen de manifiesto? ¿Qué 

carencias matemáticas y didácticas se hacen patentes? En definitiva, ¿cuál es la 

viabilidad de la organización didáctica propuesta para enseñar la modelización funcional 

en el Bachillerato?  

Nuestras aportaciones en relación a estas cuestiones pueden resumirse brevemente en los 

siguientes puntos:  
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(1) Análisis de la viabilidad de la organización didáctica que proponemos en torno a 

la modelización funcional 

En las experimentaciones llevadas a cabo han aparecido importantes dificultades para 

mantener presente el objetivo del proceso de estudio. Hemos relacionado el decaimiento 

progresivo del objetivo del Taller con la ruptura de algunas cláusulas de contrato 

didáctico habitual que tienden a atomizar la actividad matemática escolar y son 

difícilmente compatibles con un trabajo sistemático, a largo plazo y aparentemente 

repetitivo.  

Hemos constatado que para aumentar la viabilidad de la organización didáctica que 

proponemos es fundamental que en el momento del paso al segundo nivel de 

modelización algebraico-funcional aparezcan tareas en la resolución de las cuáles las  

técnicas gráficas sean muy ventajosas (respecto las técnicas algebraicas) y casi 

imprescindibles. Es por ello que en las última experimentaciones, se ha acordado dar 

menos importancia el caso de la función de costes lineal (donde las técnica algebraicas 

permiten dar una resolución satisfactoria) en beneficio del caso de la función de 

demanda en el que el uso de técnicas gráficas es prácticamente indispensable.  

A la vista de las experimentaciones nos atreveríamos a afirmar que el uso de cierto 

software educativo facilita la entrada al trabajo funcional. Así, por ejemplo, el hecho de 

que la Calculadora Simbólica Wiris permita llevar a cabo diversas tareas (resolver 

ecuaciones, dibujar gráficas, aislar parámetros, etc.) sin necesidad de explicitar cuales 

son las variables dependientes o independientes, potencia el que los estudiantes 

manipulen en la práctica diversos objetos de naturaleza funcional, lo cual constituye una 

oportunidad para hacer viable, en acto, la organización didáctica que proponemos en 

torno a la modelización algebraico-funcional. Pero, al mimo tiempo para hacer 

compatible el uso de las TIC con las técnicas habituales de lápiz y papel se requiere 

modificar algunas cláusulas del contrato didáctico.  

(2) El papel de las funciones en el Bachillerato 

Nuestras experimentaciones han puesto de manifiesto una aritmetización de la actividad 

matemática escolar habitual en torno a las funciones. Tal como hemos descrito, en el 

capítulo 5, la comunidad de estudio tendía a reformular las cuestiones en términos de 

relaciones entre cantidades de magnitud, esto es, las transformaba en cuestiones 

formuladas con valores concretos que aceptaban una respuesta numérica. Este 
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empobrecimiento escolar del objeto “función”, que prácticamente la asimila a una 

“ecuación” (interpretada aritméticamente, esto es, como una igualdad numérica entre dos 

expresiones en una de las cuales aparece un número desconocido) provoca una gran 

rigidez y limita enormemente el rol que desempeñan las funciones en el Bachillerato. 

Estas limitaciones se hacen patentes los siguientes rasgos que complementan la 

caracterización de Ruiz-Higueras (1993):   

(i) Ausencia del trabajo con familias de funciones. De hecho en la enseñanza secundaria 

se trabaja siempre con funciones aisladas y las familias de funciones no se toman nunca 

como objeto de estudio en sí mismo.  

(ii) Las funciones que aparecen en el Bachillerato están preparadas para ejemplificar 

determinadas nociones curriculares como, por ejemplo, los distintos tipos de 

discontinuidad, el dominio, la derivabilidad o la existencia de extremos.  

(iii) Se identifican las funciones con su expresión analítica y ésta tiende a interpretarse 

como una fórmula que funciona como un algoritmo de cálculo aritmético.  

(iv) La relación entre la expresión analítica de una función y la gráfica de ésta es 

unidireccional, primero es la expresión analítica y después la gráfica (de hecho la 

técnica del paso de la gráfica de una función a su expresión analítica es prácticamente 

desconocida en Secundaria, salvo los casos triviales de las funciones lineal y cuadrática).  

(v) Las técnicas gráficas no son reconocidas como tales técnicas y las técnicas 

numéricas son casi completamente desconocidas. Por lo tanto dichas técnicas no se 

utilizan en Secundaria como herramientas para estudiar ningún tipo de sistema. 

(vi) Como consecuencia de todas las características citadas, las funciones sólo muy 

raramente hacen el papel de modelos matemáticos de sistemas matemáticos o 

extramatemáticos.  

(vii) Las funciones en el Bachillerato son siempre funciones de una variable por lo que 

el paso al tercer nivel de modelización algebraico funcional queda completamente 

descartado.     
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2.3. Dimensión ecológica del problema de la modelización funcional 

Las cuestiones que forman parte de la dimensión ecológica del problema de la 

modelización funcional presuponen que se ha dado una respuesta, aunque sea 

provisional y parcial, a las cuestiones que constituyen la dimensión económico-

institucional de dicho problema. En efecto para responder las preguntas que se derivan 

del problema ecológico de la modelización funcional (e incluso para formularlas con 

propiedad):  

¿Por qué las cosas (las OM y las OD en torno a la modelización funcional en el 

Bachillerato) son como son y qué condiciones se requerirían para fuesen de otra forma 

dentro del universo de lo posible? 

es imprescindible haber respondido a la cuestión previa de “¿Cómo son, efectivamente, 

las “cosas” en la contingencia institucional?”, ¿Qué hechos didácticos aparecen cuando 

se intenta introducir modificaciones en una dirección determinada? Etc. 

Precisando un poco más, diremos que forman parte de la dimensión ecológica del 

problema didáctico de la modelización funcional aquellas cuestiones que pretenden 

indagar qué tipo de restricciones, procedentes de qué nivel, son cruciales para la vida (la 

génesis, el desarrollo, el estancamiento, la migración, etc.) de las actividades 

matemáticas de modelización funcional (en el sentido especificado en el MER que 

proponemos como respuesta a la dimensión epistemológica de este mismo problema). 

Forman también parte de dicha dimensión ecológica las cuestiones dirigidas a esclarecer 

qué condiciones se requerirían para que la modelización funcional viviera con 

normalidad en el Bachillerato.  

Entre dichas cuestiones citaremos las siguientes: 

(a) ¿Por qué la modelización funcional está (esencialmente) ausente en toda la enseñanza 

secundaria incluyendo el Bachillerato?   

(b) ¿Cuáles son las principales restricciones que dificultan la vida normal de la 

modelización funcional en el Bachillerato? ¿Con qué fenómenos didácticos están 

relacionadas dichas restricciones? ¿Desde qué “posición institucional” situada en qué 

nivel de codeterminación dichas restricciones son en realidad condiciones modificables?  
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 (c) ¿Qué condiciones (en términos de infraestructura matemático-didáctica) se deberían 

instaurar, para que fuese posible la vida normal de la modelización funcional en el 

Bachillerato?  

(d) Si se diesen dichas condiciones y la modelización funcional se desarrollase 

plenamente en el Bachillerato, ¿cómo se transformaría la actividad matemática que es 

posible llevar a cabo actualmente en Secundaria? ¿Hacia qué dirección se desarrollaría 

previsiblemente la modelización funcional en los primeros cursos universitarios?  

Las aportaciones de esta memoria en relación a estas cuestiones pueden resumirse 

brevemente en los siguientes puntos:  

(1) Infraestructura matemática que se requiere y restricciones relacionadas con el 

modelo epistemológico de la modelización funcional vigente en el Bachillerato 

En el capítulo 5 hemos descrito las principales restricciones de origen epistemológico 

que inciden sobre la vida en el Bachillerato de la modelización funcional. Dichas 

restricciones aparecen vinculadas a determinadas limitaciones en la forma de interpretar 

el papel que juegan las funciones en la actividad matemática del Bachillerato y que se 

materializan en la ausencia de una determinada infraestructura matemática necesaria 

para la enseñanza de la modelización funcional tal como se conceptualiza en la TAD.  

En efecto, el hecho de que en el Bachillerato se trabaje esencialmente con funciones 

aisladas y de una variable (no existe prácticamente el trabajo con familias de funciones 

y, desde luego, están completamente ausentes las funciones de dos o más variables) 

impide ir más allá del primer nivel de modelización funcional. Pero, además, las 

funciones aparecen con el principal objetivo de ejemplificar determinadas nociones 

curriculares por lo que su utilización como modelos matemáticos de determinados 

sistemas es incluso problemática en este primer nivel.  

Paralelamente, la infraestructura técnica necesaria para hacer vivir este primer nivel de 

modelización funcional es también muy insuficiente puesto que las tareas y las técnicas 

matemáticas que existen en secundaria en torno a las funciones aparecen muy 

atomizadas, con objetivos muy prefijados y aparentemente independientes entre sí. 

Además, como ya hemos dicho, las técnicas gráficas no son reconocidas como tales 

técnicas y las técnicas numéricas son casi completamente desconocidas por lo que no se 

utilizan dichas técnicas para contrastar hipótesis ni, en general, para obtener 

conocimientos sobre el sistema modelizado. Incluso en los casos muy especiales en los 
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que una función en el Bachillerato hace el papel de modelo de un sistema (como en los 

problemas de optimización) la función se identifica con su expresión analítica y ésta 

tiende a interpretarse como una fórmula que funciona como un algoritmo de cálculo 

aritmético (PCA ejecutables). 

Estas carencias infraestructurales comportan, en particular, que los modelos funcionales 

en los casos excepcionales en los que aparecen se consideren inmodificables y que su 

utilidad se limite a hacer cálculos (aritméticos) concretos para responder a cuestiones 

planteables en el sistema modelizado. Este principio implícito constituye otra poderosa 

restricción para llevar a cabo en el Bachillerato la modelización algebraico-funcional en 

el sentido que la interpreta la TAD.  

(2) Infraestructura didáctica necesaria para desarrollar la modelización funcional y 

restricciones relacionadas con el modelo pedagógico dominante  

En el capítulo 5 también hemos descrito las principales restricciones de origen 

pedagógico que inciden sobre la vida en el Bachillerato de la modelización funcional. 

Resumiremos aquí las principales resultados aportados a este respecto relacionándolos 

con algunos de los rasgos de la pedagogía dominante.    

La pedagogía monumentalista imperante propone a los alumnos la contemplación de 

teorías (o de prácticas) ya acabadas y cristalizadas por lo que tiende a eliminar todo tipo 

de cuestionamiento y, en particular, prescinde de las cuestiones problemáticas que 

constituyen la razón de ser de la actividad de modelización funcional. Esta ausencia de 

dispositivos didácticos para gestionar la dialéctica de cuestiones y respuestas constituye 

una importante restricción a la vida institucional de la modelización funcional.  

Otra característica importante de la pedagogía dominante en Secundaria el carácter 

“cerrado” del currículum o, dicho en otros términos, el hecho que en la matemática 

escolar el objetivo del proceso de estudio siempre está establecido de antemano. Esta 

falta de “obertura” está relacionada con el estatus de “verdad última y definitiva” que se 

asigna a las propuestas del profesor y al dogma según el cual las “respuestas” (caso que 

haya preguntas) se encuentran o bien en boca del profesor o bien en los libros de texto, 

en las enciclopedias, en las páginas web, en los apuntes de clase, etc., (en los media). 

Los alumnos únicamente deben buscarla para reproducirla, nunca deben reconstruirla 

por ellos mismos. Estos dogmas pedagógicos constituyen importantes restricciones para 

llevar a cabo tareas matemáticas consubstanciales al proceso de modelización funcional. 
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La pedagogía dominante tiene una concepción individualista del proceso de estudio, a 

pesar de las nuevas tendencias que pretenden modificar esta concepción y ésta 

constituye una nueva restricción a la vida “normal” de la modelización funcional puesto 

que ésta requiere que sea la comunidad la que se responsabilice no sólo de las respuestas 

sino también de las cuestiones que se deben abordar. 

El modelo pedagógico dominante en la enseñanza de las matemáticas en secundaria 

tiende a eliminar aquellos aspectos de la disciplina matemática que, presuntamente, por 

su especial dureza y exigencia, alejan a los alumnos de las matemáticas. En base a este 

principio “proteccionista” se observa en los sistemas de enseñanza de las matemáticas 

una fuerte tendencia a: 

- Disminuir progresivamente los objetivos a largo plazo, al tiempo que toma fuerza el 

mito y la exigencia de la comprensión inmediata y casi instantánea. 

- Atomizar los contenidos de la enseñanza que lleva a convertirla en un conjunto de 

“anécdotas” independientes entre sí. 

- Hacer desaparecer progresivamente el trabajo sistemático, a largo plazo y, en 

definitiva, toda actividad que pueda ser considerada como rutinaria, repetitiva y 

aburrida. 

Pero este “paternalismo” acaba obteniendo el efecto contrario al perseguido y constituye 

otra restricción importante a la vida de la modelización funcional en el Bachillerato  

puesto que ésta constituye el prototipo de actividad sistemática, a largo plazo, con 

periodos de trabajo rutinario, con respuestas siempre provisionales y una comprensión 

permanentemente incompleta. 

Digamos, por último, que existen restricciones que provienen de la desigual distribución 

de responsabilidades en el contrato didáctico vigente en Secundaria en todos los 

momentos del proceso de estudio y, también, de la forma peculiar de vivir dichos 

momentos en las instituciones docentes. Así, por ejemplo, en el momento del primer 

encuentro el profesor plantea preguntas bastante retóricas que, en muchas ocasiones, 

acaba respondiendo él mismo; en el momento exploratorio el alumno trabaja bajo una 

guía muy pautada por el profesor; en el momento del trabajo de la técnica no se da la 

oportunidad al alumno a desarrollar las técnicas en sus propias manos; el momento de la 

formulación del bloque tecnológico-teórico queda completamente bajo la 

responsabilidad del profesor puesto que no forma parte de la responsabilidad asignada a 
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los alumnos el explicar, justificar ni tan sólo describir las técnicas que utilizan o los 

resultados obtenidos con ellas; lo mismo sucede con los momentos de la 

institucionalización y de la evaluación. El trabajo de los alumnos nunca se toma en serio 

como punto de partida para institucionalizar ciertos contenidos matemáticos ni para 

colaborar en la construcción de un “medio” para contrastar los resultados obtenidos.  

Y en cuanto a los problemas abiertos pertenecientes a esta dimensión económico-

institucional del problema de la modelización funcional, citaremos el siguiente: 

Papel potencial de las funciones de dos o más variables en el Bachillerato 

Al estudiar las cuestiones que forman parte de la dimensión económico-institucional del 

problema de la modelización funcional hemos constatado la ausencia absoluta de 

funciones de dos o más variables en el Bachillerato y el hecho que esta ausencia está 

relacionada con la consiguiente imposibilidad de iniciar en el Bachillerato siquiera un 

esbozo del tercer nivel de modelización algebraico-funcional. 

Dentro de las cuestiones que forman parte de la dimensión ecológica del problema de la 

modelización funcional y que hemos resumido preguntando  por qué las cosas (las OM y 

las OD en torno a la modelización funcional en el Bachillerato) son como son y qué 

condiciones se requerirían para fuesen de otra forma dentro del universo de lo posible, 

nos centramos aquí en una condición que, postulamos, se podría requerir para que fuese 

posible el desarrollo completo de la modelización funcional. Nos referimos, claro está, a 

la existencia en el Bachillerato de cierta actividad matemática con funciones de dos o 

más variables. La forma cómo podrían integrarse dichas funciones en el Bachillerato 

(vía, por ejemplo, la utilización de ciertas fórmulas algebraicas como modelos 

funcionales) constituye un problema abierto. 

Como ya hemos constatado, en la literatura didáctica actual prácticamente no se pone en 

tela de juicio dicha ausencia, pero el Modelo Epistemológico de Referencia que hemos 

propuesto para sustentar el proceso de algebrización de la actividad matemática escolar 

sugiere que la introducción del álgebra escolar requiere de una muy pronta manipulación 

de expresiones algebraicas con dos variables (incluso antes de llegar al cálculo 

ecuacional con una incógnita). En consecuencia no parece descabellado postular la 

necesidad de avanzar a la enseñanza secundaria cierto tipo de trabajo con funciones de 

dos variables, aunque la elucidación de esta cuestión requerirá de investigaciones 

sistemáticas.  
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Digamos para acabar que al abordar un problema tan crucial como la introducción del 

álgebra en Secundaria y su desarrollo hacia la modelización funcional – que de hecho se 

podría identificar con uno de los principales niveles de la matematización  en esta etapa 

educativa – , es normal que queden muchas cuestiones abiertas. Sin duda estas 

cuestiones se verán incrementadas a medida que surjan nuevos tratamientos del 

problema, por ejemplo cuando se intente articular, por un lado con el cálculo diferencial 

en el que encuentra su continuidad y, por otro lado, con la matemática elemental que le 

precede. 

Las aportaciones principales de este trabajo se han concentrado en la articulación de lo 

numérico con lo algebraico y de lo algebraico con lo funcional y, todo ello, a partir de 

un cuestionamiento de lo que se entiende habitualmente por “algebraico” y “funcional”. 

Este cuestionamiento nos ha llevado a proponer un modelo epistemológico propio para 

interpretar la modelización algebraico-funcional que se presenta como una renovación 

importante de la epistemología escolar actual. La implementación de esta nueva forma 

de entender el álgebra requiere también una innovación en cuanto a las organizaciones 

didácticas escolares, que hemos resuelto recurriendo a la noción de “actividad de estudio 

e investigación” propuesta recientemente por la TAD. Las experimentaciones que hemos 

llevado a cabo, tanto para introducir el álgebra en la ESO a través los “programas de 

cálculo” como para desarrollarla hacia la modelización funcional, han mostrado algunos 

de los límites importantes con los que se debe enfrentar esta doble renovación 

epistemológica y didáctica.  

Lo que se pone entonces de manifiesto es que la ecología de la modelización algebraico-

funcional en Secundaria requiere cambios no sólo docentes y curriculares, sino una 

renovación pedagógica, escolar y social que supera no sólo el marco de una tesis 

doctoral sino incluso el de la propia investigación en didáctica. Pero que el camino sea 

largo no significa que no merezca la pena avanzar en esa dirección. 
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