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Resumen

Se describen los aspectos fundamentales de la insuficiencia renal, los principales
tratamientos para tratar a los pacientes de esta enfermedad, y las compatibilidades
que deben existir entre el paciente y el rifién del donante para poder realizar un
trasplante. Se presentan los programas de trasplante renal cruzado como una solucién
para disminuir el problema de escasez de rifiones, que no permite satisfacer la
demanda existente. Ademas se describe el algoritmo de TTC de Gale disenado para
asignar objetos indivisibles a agentes, y se explica la aplicacion propuesta de este
algoritmo como mecanismo de asignacion en los programas de trasplantes cruzados.
Por ultimo se propone una modificacion del algoritmo de TTC de Gale para problemas
de trasplantes cruzados cuando algunos pacientes disponen de multiples donantes.
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1. Introduccion

La economia es la ciencia que trata de la asignacion de los recursos escasos entre fines
alternativos. La asignacion de la mayoria de los recursos (bienes) se realiza a través de
mercados y de sus precios. Pero existen mercados de determinados bienes, en los que la
sociedad no quiere que los precios jueguen ese papel decisivo, ya que para ese tipo de
asignaciones las caracteristicas relevantes son otras diferentes. Algunos ejemplos claros de
estas situaciones son la asignacion de alumnos a las diferentes universidades, o de como los
estudiantes de medicina son repartidos entre los diferentes hospitales o que mecanismo usar
para distribuir a los nifios en la escuela primaria. Los economistas Alvin E. Roth y Lloyd S.
Shapley, recibieron en 2012 el Nobel de Economia, por su gran contribucidén a este tipo de
problemas con sus aportaciones acerca de los disefios de mercados.

En este articulo se explica el algoritmo del TTC de Gale para solucionar problemas de
asignacion de objetos indivisibles a agentes, propuesto por David Gale en 1974, como un
mecanismo para resolver los problemas de asignacién de trasplantes cruzados de donantes
vivos. Ademds introduciremos una modificacién en este algoritmo para poder comprobar si en
la situacidn en la que los pacientes dispongan de multiples donantes, este continda siendo un
buen mecanismo de asignacién y sigue manteniendo todas sus propiedades.

El principal tratamiento al que se someten los pacientes que sufren insuficiencia renal terminal
es la dialisis, pero este es un tratamiento duro y costoso que deteriora la capacidad de vida de
las personas que la padecen. Para ello existe otra alternativa al tratamiento de este tipo de
patologia, el trasplante renal, ya sea de donante caddver o de donante vivo. Esta opcion
proporciona una mejor calidad de vida al paciente y un coste menor que la didlisis.

Tal y como observamos en la grafica 1 el nimero de trasplantes de rifidn realizados en Espafia
se ha duplicado en los ultimos afios (de 1.371 en el afio 1991 hemos pasado a 2.551 en el afio
2012). También podemos ver que la cantidad de personas en lista de espera se ha reducido en
mas de 1.000 personas (ha pasado de 5.593 a 4.552).
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Grafica 1: Lista de espera trasplante renal en Espafia 1991-2012.



Esto muestra un gran progreso y un incremento del nimero de trasplantes realizados a lo
largo de los ultimos afos, pero a la vez, también nos permite darnos cuenta que hay una
escasez de érganos que no permite abastecer al gran nimero de pacientes que se encuentran
a la espera para un trasplante de rifidn.

Asi pues, podemos decir que la principal limitacién o problemdtica para que todo el mundo
pueda disfrutar de un trasplante de rifidn es la escasez de érganos. Es por eso que en los
ultimos afios se ha buscado la manera de intentar solventar los casos en que si que existe un
donante o érgano potencial para un paciente pero este no es compatible con su receptor, con
tal de poder aumentar el nimero de trasplantes realizados y poder seguir reduciendo la lista
de espera. Para ello una de las principales innovaciones de los ultimos anos, mencionada por
primera vez por el médico norteamericano Rapaport en 1986, los trasplantes renales cruzados.
Estos tal y como los explica la ONT en el Programa Nacional de Donacidn Renal Cruzada “dan la
posibilidad de que pacientes que no pueden recibir un rifién de un donante, debido a una
incompatibilidad del grupo sanguineo ABO o por haber dado la prueba cruzada positiva, se les
da la posibilidad de intercambiar donantes, de manera que cada uno de los receptores reciba
un rifidn compatible y los donantes realicen su deseo de donacién”.
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2. El rifidon

Los rifiones son los érganos encargados de la filtracién de la sangre, la cual realizan a través de
unas pequefias particulas llamadas nefronas, con el objetivo de excretar los productos no
deseables mediante la orina. Ademas el rifidn también contribuye en la homeostasis, es decir,
en la regulacidon de diferentes sustancias para mantener el equilibrio del cuerpo, y en la
produccién de diferentes hormonas como son la renina, la vitamina D y la eritropoyetina

La insuficiencia renal es la incapacidad de los rifiones para realizar sus funciones basicases dcir
cuando estos no son capaces de filtrar las substancias de desecho que se encuentran en la
sangre.

Encontramos tres niveles o fases de insuficiencia renal. La insuficiencia renal crénica, que es
aquella que presenta un deterioro constante a lo largo de los afios de la capacidad de los
rifiones para realizar sus funciones; la aguda, que es la perdida rdpida y progresiva de la
funcién renal, esta se produce de repente; y por ultimo, encontramos la insuficiencia renal
terminal que se produce cuando los rifiones solo son capaces de funcionar por debajo del 15%
de su capacidad, cuando se llega a este nivel solo se puede llevar a cabo un tratamiento
sustitutivo, ya sea dialisis o un trasplante.



La dialisis es el tratamiento que se les aplica a las personas que sufren insuficiencia renal
terminal y que no disponen de un donante de rifién.

Hay basicamente dos tipos de dialisis:

e La hemodiilisis: se debe realizar en un lugar donde dispongan del dispositivo
adecuado para poder filtrar la sangre. Esta consiste en filtrar la sangre y eliminar los
desechos haciéndola pasar continuamente por un filtro exterior que hace la funcién de
las nefronas y posteriormente devuelve la sangre filtrada al cuerpo.

e La didlisis peritoneal: esta es la que el paciente puede llevar a cabo sin necesidad de
asistir al centro médico. Consiste en la introduccién de un tubo en el peritoneo que se
encarga de introducir en la cavidad abdominal un liquido llamado dializado que tiene
la funcién de sacar las toxinas de los vasos sanguineos y de esta manera poder realizar
el filtrado de la sangre. Una vez finalizado el proceso de filtracién se bombea el
dializado hacia el exterior y las toxinas son expulsadas con él.

Este tratamiento tiene diferentes inconvenientes, el primero es que deteriora
considerablemente la calidad de vida de la persona que padece insuficiencia renal. Otro de
ellos es que este tipo de tratamientos o seguimientos son muy costosos.

3. Los trasplantes renales de donantes vivos como tratamiento de
la insuficiencia renal

Debido al elevado coste de la didlisis y a los efectos que esta provoca sobre la calidad de vida
de los pacientes, hoy en dia el trasplante renal es el mejor tratamiento existente para la gente
que padece insuficiencia renal terminal.

A causa de la escasez de érganos para abastecer la cantidad de personas que se encuentran en
la lista de espera para recibir un riiidn, y gracias al gran conocimiento y experiencia que se
tiene sobre el tema y al descubrimiento de los inmunosupresores los trasplantes de donante
vivo han aumentado en los ultimos afios.

Esta modalidad de trasplantes se ha llevado a cabo por diferentes razones:

e La insuficiencia de donantes cadaver ha hecho que se busquen medidas alternativas
para reducir las listas de espera de los trasplantes renales.

e A causa de la disminucién de los accidentes de trafico los donantes caddver han
disminuido considerablemente.

e El aumento de la edad potencial de los donantes y de las patologias que estos
padecen.



e Por ultimo, aunque no tan significativo, el impedimento cultural que en algunos, paises
como Latinoamérica, Japdédn y Corea hay con respecto a utilizar los érganos de los
caddveres.

No obstante, también es importante sefialar que estos no son los Unicos motivos que han
llevado al desarrollo y a la utilizaciéon de trasplante de donantes vivos, sino que el resultado
gue este tipo de trasplante estan dando es mucho mejor que el que presenta el de donante de
cadaver.

Por lo tanto, es natural preguntarse porque si este tipo de donaciéon es tan beneficiosa no se
aplica en todos los sitios del mundo y con mas frecuencia. La respuesta es sencilla porque la
donacidn de donante vivo implica el tener que intervenir a una persona que se encuentra en
un buen estado de salud para extraerle un rifién, cosa que significa que el donante tendra que
resistir el resto de su vida con tan solo un rifién.

Segun el dltimo balance de actividad de la ONT publicado en 2013, la donacién de vivo se
consolida como una de las vias mas claras de crecimiento del nimero de donantes. El
trasplante renal de vivo representa en este momento un 15% del total de los trasplantes
renales efectuados en nuestro pais, mientras que en el mundo representan un 40% del total, lo
que significa que aun estamos lejos de los demas paises.

Para poder realizar un trasplante de rifidn es necesario que existan dos tipos de
compatibilidades entre el donante y el receptor: el tipo sanguineo y que los tejidos de ambos
se parezcan lo mds posible para poder disminuir el riego de que el receptor rechace el nuevo
rifidn.

Las principales compatibilidades que deben darse entre el donante y el receptor son:

e Compatibilidad ABO: es la que proviene del grupo sanguineo, y es necesario que
donante y receptor sean compatibles, ya que el sistema inmunitario atacard a
cualquier rifidn que no sea de un grupo sanguineo compatible con el suyo. A
continuacién podemos ver como se distribuye esta compatibilidad:

v" Grupo A: solo puede recibir de A o de O, y puede donar a Ay a AB.

v" Grupo B: solo puede recibir de B o de O, y puede donar a By a AB.

v" Grupo AB: puede recibir de todos los grupos, pero solo puede donar a AB.
v" Grupo O: solo puede recibir de O, pero es donante universal.

e Compatibilidad HLA: es la que viene dada por el tipo de tejido, y esta se determina
basicamente por 6 proteinas denominadas antigenos leucocitarios humanos situadas
en la superficie de las células con nucleo (principalmente los leucocitos), y las cuales se
encargan de diferenciar los cuerpos extrafios que entran en contacto con el organismo
para desarrollar una respuesta inmune en contra de los cuerpos infecciosos. El
problema es que de estas 6 proteinas practicamente cada persona tiene una versién



diferente, por lo tanto es muy dificil en este caso encontrar una compatibilidad del
100%, por eso en este tipo de compatibilidad se busca que los tejidos se parezcan lo
mas posible.

Como podemos ver en la clasificacidon anterior no tenemos en cuenta el factor Rh, ya que la
incompatibilidad dada por este factor entre donante y paciente puede ser corregida o
atenuada con el tratamiento inmunosupresor al que son sometidos los pacientes que reciben
un érgano.

4. Programa de trasplantes cruzados

En los ultimos anos hemos podido ver como los trasplantes de vivo tienen cada vez un papel
mas significativo en el total de trasplantes realizados, ya que es la Unica manera de satisfacer
esta demanda de las personas que sufren insuficiencia renal. Este tipo de trasplantes
normalmente suelen producirse entre familiares o amigos, los cuales donan uno de sus rifiones
al familiar que padece insuficiencia renal. En estos caso existe la posibilidad de que el donante
y el paciente no sean compatibles, ya sea por el incompatibilidad del grupo sanguineo ABO o
por que la prueba cruzada (que testa el gado de compatibilidad de los HLA) entre paciente y
receptor haya dado positiva, lo que significa que el paciente es sensible a determinados
antigenos que el donante posee y eso no permite realizar el trasplante. Actualmente se han
desarrollado lo que se llama programas de trasplantes cruzados.

Existen diferentes modalidades de trasplantes. Segun el director de la ONT, Rafael Matesanz,
existen “cruces simples: en los que dos parejas donante receptor incompatibles intercambian
sus respetivos donantes. Cruces a tres o mas bandas: en los que se forma un ciclo de
trasplantes.[...] Intercambio utilizando parejas compatibles: se trata de un cruce simple o a
varias bandas pero una o varias de las parejas incluidas son compatibles. [...] La utilizacion de
un donante altruista o buen samaritano: se incluye el donante buen samaritano en el pool de
parejas incompatibles, como inicio de una cadena de trasplantes que finaliza en un enfermo de
la lista de espera de cadaver.”. Es necesario remarcar que en el caso de los cruces a varias
bandas es muy importante el nUmero de componentes de los cuales dispone el ciclo, ya que
todas las operaciones deben realizarse a la vez para evitar que ninguno de los donantes que
componen el ciclo tenga la posibilidad de revocar su consentimiento una vez se haya realizado
el trasplante de su pareja incompatible. Este hecho provoca que un incremento considerable
del nimero de componentes del ciclo pueda hacer imposible que este se llevara a cabo.

El Programa Nacional de Donacién Renal Cruzada de Espaia estd formado por un grupo de
centros que deben cumplir con una serie de requisitos para poder formar parte del programa.
Una vez un centro cumple con todos los requisitos necesarios para formar parte del programa,
éste inscribe en un registro nacional a todas aquellas parejas donante-receptor que cumplan



con algunas de las siguientes caracteristicas: incompatibilidad del grupo sanguineo, prueba
cruzada positiva o la existencia de un beneficio asociado a un procedimiento de trasplante
renal cruzado (por ejemplo: obtener un rifidn de una edad mas parecida entre donante y
receptor). Para realizar la asignacion entre el donante y el receptor se usa un programa
informdtico el cual asigna a través de un algoritmo cuales son los mejores emparejamientos
teniendo en cuenta los dos factores de compatibilidad.

Este programa se puso en marcha por primera vez en Espafia en el afio 2009 e incluye todas las
modalidades descritas anteriormente, los cruces simples y a varias bandas, la posibilidad de
incluir parejas compatibles o un buen samaritano.

La evolucién que ha sufrido este programa se puede ver claramente en la gréfica 2 donde se
muestra claramente un aumento del nimero de parejas activas en los cruces realizados, el cual
ha venido acompafiado de un aumento del nimero de centros adscritos al programa de 8 a
principios del 2009 a 20 en la actualidad.

Numero de parejas activas en cada cruce
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Grafica 2: Nimero de parejas activas en los cruces realizados

Es importante tener en cuenta el gran crecimiento que el programa ha experimentado. Desde
el inicio del Programa Nacional de Donacién Renal Cruzada en Espafia se han realizado 44
trasplantes cruzados, 16 cruces simples una y cuatro cadenas de tres, de las cuales cada una de
ellas ha incluido un donante buen samaritano.

En la actualidad son muchos los paises que tienen un programa de trasplantes cruzados. A
continuacion, sin ser exhaustivos, describiremos algunos de los mas importantes de Estados
Unidos y Europa.

En Estados Unidos existen diferentes programas de trasplantes cruzados.

El primero de todos los programas de donacién cruzada fue el New England Program for
Kidney Exchange (NEPKE) y fue implementado en el Massachusetts General Hospital que
realizo su primer trasplante cruzado el 25 de febrero de 2003. También encontramos el de la



escuela de medicina de UCLA. El programa se llama Ucla Kidney Exchange Program, presenta
los dos tipos de trasplantes cruzados que existen los swap, que vendrian a ser los cruces
simples, y las chaim trasplantation, la cual empieza con un buen samaritano y se realiza una
cadena donde el donante del paciente que ha recibido el érgano del buen samaritano dona su
dérgano a otro paciente desconocido. Al finalizar la operacién el programa permite a los
donantes y pacientes conocerse entre ellos. Desde el afio 2001, el Johns Hopkins
Comprehensive Transplant Center tiene un programa de trasplantes renales cruzados llamado
Paired Kidney Exchange Johns Hopkins, que también permite a las parejas conocerse entre
ellas pero solo una vez finalizado el intercambio. En 2003 Johns Hopkins Comprehensive
Transplant Center, fue el primero del mundo en realizar un trasplante cruzado con un ciclo de
tres parejas participantes, y en 2005 fue el primero en hacerlo con un ciclo de 5 parejas. La
UNOS (United Network for Organ Sharing) también dispone de un programa de trasplantes
cruzados llamado Kidney Paired Donation (KPD), que incluye a todos los centros de Estados
Unidos que pueden realizar trasplantes cruzados. En 2010, el Northwestern Memorial de
Chicago, realizé un ciclo de trasplantes cruzaados que involucré a 8 parejas.

Australia también tiene su propio programa llamado Australian Paired Kidney Exchange (AKX).

En el caso de Europa, el Reino Unido dispone también de un programa de donacion cruzada
llamado National Matching Scheme for Paired and Pooled (kidney) Donation, en el cual se han
llevado a cabo intercambios entre dos parejas, pero aun no se han realizado cruces de tres o
mas parejas. Holanda realizé su primer trasplante renal cruzado en 2003 en el Erasmus
Medical Center en Rotterdam. En Alemania se implementé el 1 de enero de 2004 participando
7 centros médicos de trasplantes alemanes. Reciénteme, en Abril del 2013 Portugal realizo su
primer trasplante cruzado con el Program Nacional para Doag¢do Renal Cruzada. Ademas
Espafia, Portugal, Italia y Francia (que ya disponen cada uno de su propio programa de
trasplantes cruzado) estudian colaborar entre ellos de manera que asi pueda aumentar el
numero de trasplantes realizados.

5. Definicion del algoritmo TTC de Gale

Dado este problema de incompatibilidad entre las parejas de pacientes y donantes vivos
podemos adaptar el algoritmo TTC de Gale descrito en Shapley y Scarf (1974) para resolver
problemas de asignacién de objetos indivisibles. Roth, Sénmez y Unver (2004), propusieron su
adaptacion para resolver problemas de trasplantes cruzados. Como veremos mds adelante, el
algoritmo tiene muy buenas propiedades.

Sea A={ay,..,a,} un conjunto finito de n agentes (en nuestro caso pacientes) y
0 = {04, ..., 0, } un conjunto finito de n objetos (6rganos de donantes vivos). Una asignacién es
una funcidén u: A — O biyectiva de manera que para todoo € O existe un a € A tal que
u(a) = o, y para todo par a,a € A distintos, u(a) # u(a’). Es decir, que a cada agente le
corresponde un objeto, y a la vez este no puede ser asignado a mas de un agente.
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Disponemos de una asignacion inicial en la que cada agente tiene su propio objeto u: 4 - 0,
es decir, tenemos n parejas paciente-donante {(ay,01), ..., (a,,a,)} (de hecho u puede ser
visto como este conjunto de n pares) que son incompatibles entre ellos, ya que si no fuera asi
se realizaria el trasplante y estas no entrarian en el problema de asignacién. Queremos
encontrar una nueva asignacioén p: A = O que permita realizar algunos trasplantes entre las
parejas paciente-donante que sean compatibles. Para ello, para cada agente q; €
A, definiremos P; como un orden o ranking de preferencia del agente a; sobre el conjunto de
objetos, de manera que el que goce de una mayor compatibilidad con el agente ocupe la
primera posicion en el ranking. Asi, si el objeto o; se situa en el ranking por encima del objeto

oy, significara que o; es mejor objeto para ese agente que oy, .

Sea P = (P4, ..., B,) el perfil de preferencias de los n agentes que podemos representarlas
como una tabla.

Ejemplo 1:

Supondremos que |A| = |0 | = 11. Cada agente @; , j = 1, ...,11, tiene un ranking de todos
los objetos en 0. Con las distintas caracteristicas de los agentes y los objetos (tipos sanguineo,
HLA, edad, sexo, etc) podemos construir una tabla. Por ejemplo:

Podemos resolver el problema de asignacién a través del algoritmo de TTC de Gale con esta
tabla como input.

Dado un problema de asignacion (4, 0, P, 1) obtendremos la asignacion del algoritmo a través
de las siguientes etapas:

12 etapa:

1. Se construye un grafo con nodos, que representan a las diferentes parejas paciente-
donante incompatibles; es decir, el nodo 1 es la pareja (a;,01),..., €l nodo n es la
pareja (a, 0,).

2. Cada agente sefala a su mejor objeto, de manera que de cada nodo solo sale una
flecha dirigida al nodo que contiene ese mejor objeto. A partir del grafo dirigido se
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construyen los ciclos. Es facil observar que al menos existe un ciclo (debido a que hay
un numero finito de nodos) y que estos no se interceptan (ya que un mismo agente
solo puede sefialar a un objeto).

3. Se eliminan del grafo todos aquellos agentes que pertenezcan a un ciclo juntamente
con su mejor objeto y se les asigna el objeto sefialado, es decir, se satisfacen los ciclos.

4. Si queda algun agente se pasa a la siguiente etapa donde se repite exactamente el
mismo procedimiento, utilizando como input el conjunto definido al eliminar todos los
agentes y objetos asignados en la presente etapa, y eliminado de los 6rdenes de
preferencias, de los agentes no asignados, los objetos que ya han sido asignados.

Etapa k > 1:

1. Se construye un grafo con los nodos restantes de la etapa k — 1, que representan a las
diferentes parejas paciente-donante incompatibles que aun no han sido asignadas.

2. Cada agente sefiala a su mejor objeto, de manera que de cada nodo solo sale una
flecha. A partir del grafo dirigido se construyen los ciclos.

3. Se eliminan del grafo todos aquellos agentes que pertenezcan a un ciclo juntamente
con su mejor objeto y se les asigna el objeto sefialado, es decir, se satisfacen los ciclos.

4. Si queda algun agente se pasa a la siguiente etapa donde se repite exactamente el

mismo procedimiento al problema reducido.

Cuando ya no quede ningun agente, significard que todos los agentes tienen un objeto

asignado. Esta asignacion sera el resultado de haber aplicado el algoritmo y la definiremos ,

como p: A - 0.

Ejemplo 1 (continuacidn):

Construimos el grafo con los 11 nodos y hacemos salir de cada uno una flecha sefialando al

nodo que contiene el érgano que ocupa la primera posicidn en su ranking de preferencia. Por

ejemplo, del nodo 1 sale una flecha hacia el nodo 6, ya que el objeto o4 es el mejor para el

agente aq, y asi sucesivamente.

Etapa 1:

N
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Sacamos del grafo los nodos que satisfacen un ciclo, que en nuestro caso son los nodos 6y 2,y
repetimos la operacion con los nodos restantes. El agente 2 es asignado al objeto 6 y el agente

6 al objeto 2.
‘we

Sacamos ahora del grafo los nodos 1, 8 y 11 ya que satisfacen el ciclo en la segunda etapa y
procedemos a realizar la misma accidn en la tercera etapa. Los agentes 1, 8 y 11 son asignados
a los objetos 8, 11y 1, respectivamente.

Etapa 2:

Etapa 3:

< \\‘-b

10

A continuacién sacamos del grafo todos los nodos que pertenecen a un ciclo satisfecho, nodos

3 y 10, y pasamos a la siguiente etapa con los nodos restantes. El agente 3 es asignado al
objeto 10 y el agente 10 al objeto 3.



Etapa 4:

Sacamos los nodos 4 y 7 del grafo y realizamos la misma operacién que anteriormente con los
ultimos nodos que restan de las etapas anteriores. El agente 4 es asignado al objeto 7 y el
agente 7 al objeto 4.

Etapa 5:

Finalmente, el agente 5 es asignado al objeto 9 y el agente 9 al objeto 5.

Una vez finalizadas todas las etapas podemos ver en la siguiente tabla el resultado de la nueva
asignacion, y en ella podemos apreciar que todos los agentes mejoran su situacién y obtienen
un objeto mejor del que disponian inicialmente.

La asignacion obtenida al aplicar el algoritmo de TTC de Gale es:

a a; 4az ag d4as d4dg 4a; Aag da4g9 a9 dgg )

p:
Og O 019 O7 O9 0z 04 017 Os5 O3 01
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Esta nueva asignacién obtenida de aplicar el algoritmo del TTC de Gale a cualquier perfil de
preferencias tiene las siguientes propiedades:

El algoritmo selecciona una asignacion en el nucleo.

El nucleo de un intercambio es aquella asignaciéon que no puede mejorarse, o bloquearse por
ninguna coalicién de agentes, es decir, que ningln subgrupo de agentes puede reorganizarse
fuera del grupo y conseguir mas utilidad que la obtenida en el grupo. Roth y Postlewaite (1977)
demostraron que el algoritmo de TTC de Gale selecciona la Unica asignacién en el nucleo.

Sea p la asignacion obtenida al problema (4, 0, P, u) al aplicar el algoritmo de TTC de Gale, y
sean Ey, ..., Ey los agentes asignados y sacados del problema en cada una de las etapas 1, ..., k
del algoritmo. Podemos decir que no habra ningln agente de la etapa E;que quiera bloquear
la asignacion p ya que este ha sido asignado a su mejor objeto. Lo mismo sucedera con los
agentes de las etapas posteriores, ya que cada uno de ellos estara obteniendo su mejor objeto,
de entre los objetos que aln no han sido asignados.

El mecanismo definido por el TTC de Gale no es manipulable.

Roth (1982) establece que el mecanismo de TTC de Gale no es manipulable. Sea p la asignacion
obtenida al revelar las preferencias de cada individuo y donde Ej, ..., Ex son los agentes
asignados y sacados del problema en cada una de las etapas. Entonces, ningun agente
contenido en la etapa Ejquerrd declarar una preferencia distinta, ya que todos estan
obteniendo su mejor objeto. Ademas ningun agente que no pertenezca a esta etapa podra
modificar el resultado de la asignacién en esta primera etapa revelando unas preferencias
distintas, ya que estos no forman parte del ciclo.

Lo mismo pasa en las siguientes etapas, en cada una de ellas los agentes reciben su mejor
objeto una vez eliminados los objetos ya asignados, por lo tanto ninguno de ellos querra
revelar unas preferencias distintas, ya que estan obteniendo su mejor objeto.

La asignacion es individualmente racional.

Sea u la asignacion inicial antes de aplicar el algoritmo, y p la asignacién obtenida de la
aplicacion del algoritmo. La asignacion que proporciona el TTC de Gale es individualmente
racional ya que cada agentes obtiene un objeto mejor que el que tenia o el mismo que en la
asignacion inicial.

Ma (1994) demostré que el mecanismo del nucleo es el Unico que satisface las tres
propiedades: el mecanismo es individualmente racional, eficiente y no manipulables.

La asignacion seleccionada por el TTC de Gale es parte de un equilibrio competitivo.

Un equilibrio competitivo es aquel que asigna los recursos a través de la relacion del precio de
los bienes y la valoracién que los consumidores tienen de esos bienes. De manera que cada
consumidor obtiene una cantidad de recursos relativa a su valoracién de estos.
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En el caso de la asignacion de TTC de Gale, esta se comporta como un equilibrio competitivo,
ya que cada agente obtiene un objeto en funcién del objeto del que dispone, de manera que
aquellos agentes que dispongan de un objeto con mayores cualidades, y que por lo tanto se
sitie en los primeros lugares de las preferencias de los otros agentes, obtendra su mejor
objeto con mas facilidad, ya que sera preferido por un mayor nimero de agentes y por lo tanto
tendrd mas posibilidades de pertenecer a un ciclo, con un objeto mejor.

El mecanismo es eficiente en el sentido de Pareto.

Una asignacion es eficiente en el sentido de Pareto si no es posible mejorar a un agente sin
que otro empeore. Al tratarse de un equilibrio competitivo el mercado se vacia, es decir,
todos los recursos son asignados a alguin agente, y eso comporta que para mejorar el bienestar
o la utilidad de uno de estos agentes es necesario que otro empeore.

6. Modificacion del algoritmo TTC de Gale

Sea A = {ay, ..., a, } un conjunto finito de n agentes (pacientes) y O = {oy, ..., 0,, } un conjunto
finito de m objetos (6rganos de donantes vivos), donde m = n , es decir, algunos agentes
disponen de mas de un objeto. Definimos O; = {oil,...,oiki}, donde k; es el numero de
objetos del que dispone el agente i (donantes por paciente). Para poder resolver el problema
definiremos el conjunto A replicando cada agente i, k; veces. Por lo tanto, A puede escribirse

como A = {au, oo Qg over A1y ey ankn}, y su cardinalidad es i = m.
Una asignacion del problema modificado es una funcién biyectiva u: A — 0.

Disponemos de una asignacion inicial ,&:A — 0 en la que cada agente tiene sus propios
objetos, es decir, fi tambien puede describirse como el conjunto de 7 pares de paciente-
donantes i = {(a11,011), -, @1k, 01k, )s - (@01, 001, o) (nk, Onk, )} Que  son
incompatibles entre ellos, ya que si no fuera asi se realizaria el trasplante y estos no entrarian
en el problema de asignacién. Lo que queremos es encontrar una nueva asignaciéon p: A —
0 que haga que las parejas paciente-donante sean compatibles. Para ello definiremos P como
un orden o ranking de preferencia para cada agente sobre los objetos, de manera que el que
goce de una mayor compatibilidad con el agente ocupe la primera posicion en el ranking. Para
poder tener en cuenta los diferentes objetos de cada agente, los agentes que dispongan de
mas de un objeto realizaran una réplica de sus preferencias para cada uno de los objetos de los
que dispongan, de manera que P. = {Pil, ...,Piki}. Entonces el nuevo problema de asignacién

(4,0, P, 1) es un problema con el mismo niimero de agentes y objetos.

Ejemplo 2:

Modificamos el ejemplo 1, permitiendo que el agente 4 disponga de dos donantes, el anterior
(04 = 041) y el nuevo, 045.
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Ahora dispondremos de una tabla de ordenacién de preferencias idéntica a la anterior a la cual
le afadiremos una columna adicional que replique las preferencias del agente 4, ya que en
nuestro caso es el que dispone de un donante adicional, e incorporaremos el objeto 04,
(6rgano del segundo donante del agente 4) entre las preferencias de los agentes.

En el siguiente ejemplo analizaremos el caso en el que el objeto 04, del agente 4 se encuentra
en el ranking de preferencia de cada agente por encima de su asignacion inicial, ya que si este
se encontrara por debajo de su asignacién en el modelo inicial, este nuevo objeto no podria
modificar el resultado del problema. Abusando de la notacién, si k; = 1, denotaremos por
o0 ;el objeto 0;4.

Og | Oxp | Osp | O19 | O19 | Os1 | Osp | Ogp | Ogp | O3 Oy 04
Oy O¢ Og Og Og 0; 0; Oy | O11 | Og 03 0,
0Og Og O10 | Og2 | Oy | Oy Og | O11 | O Os Os 011

019 0,7 O¢ O¢ O¢ 09 011 0y 0, 09 Oy Os

Una vez realizada la tabla con cada una de las preferencias de los agentes, podemos resolver el
problema de asignacion a través del algoritmo de TTC de Gale con esta tabla como input.

Dado un problema de asignacién (4, 0, P, i) obtendremos la asignacion del algoritmo a través
de las siguientes etapas, pero debemos tener en cuenta que cuando saquemos a un agente de
un ciclo tendremos que eliminar, también, todos los objetos que este agente tenia (agentes
replicados), excepto el que participa en el ciclo ya que cada agente solo va a donar uno de sus
objetos:

12 etapa:

1. Se construye un grafo con nodos, que representan a las diferentes parejas paciente-
donante incompatibles, es decir, el nodo 1.1 es la pareja (a;1,011),.., €l nodo 1.k; es
la pareja (alkl,olkl), ... €l nodo n.1 es la pareja (aq,,01,),, Y €l nodo n.k, es la
pareja (ankn,onkn).

2. Cada agente sefiala a su mejor objeto, de manera que de cada nodo solo sale una
flecha. Entonces construimos los ciclos, ya que al menos existe un ciclo y que estos no
se interceptan.

3. Se eliminan del grafo todos aquellos agentes que pertenezcan a un ciclo juntamente
con su mejor objeto y se les asigna el objeto sefialado, es decir, se satisfacen los ciclos.
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Ademas se sacan también del grafo todas aquellas réplicas que correspondan a los
agentes que ya pertenecen a un ciclo, ya que estos solo donaran uno de sus objetos.

4. Si queda algun agente se pasa a la siguiente etapa donde se repite el mismo
procedimiento.

Etapa k > 1:

1. Se construye un grafo con los nodos restantes de la etapa k — 1, que representan a las
diferentes parejas paciente-donante incompatibles que aun no han sido asignadas.

2. Cada agente seiiala a su mejor objeto, de manera que de cada nodo solo sale una
flecha. Entonces construimos los ciclos.

3. Se eliminan del grafo todos aquellos agentes que pertenezcan a un ciclo juntamente
con su mejor objeto y se les asigna el objeto sefialado, es decir, se satisfacen los ciclos.
Ademads se sacan también del grafo todas aquellas réplicas que correspondan a los
agentes que ya disponen de una asignacidn, ya que estos solo donaran uno de sus
objetos.

4. Si queda algin agente se pasa a la siguiente etapa donde se repite el mismo
procedimiento.

Cuando ya no quede ningun agente, significard que todos los agentes tienen un objeto
asignado. Esta asignacion serd el resultado de haber aplicado el algoritmo y la definiremos
como p: 4 - 0.

Ejemplo 2 (continuacidn):

Construimos el grafo con los 12 nodos y hacemos salir de cada uno una flecha sefialando al
nodo que contiene el objeto que ocupa la primera posicién en su ranking de preferencia. Por
ejemplo, del nodo 1 sale una flecha hacia el nodo 6, ya que el objeto o, es el mejor para el
agente aq, y asi sucesivamente.

Etapa 1:
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Sacamos del grafo los nodos 10 y 4.2, ya que estos forman un ciclo, pero al sacar del
grafo el nodo 4.2 debemos sacar también el nodo 4.1, ya que estos son replicas y los
dos pertenecen al mismo agente, y este solo va a donar uno de sus drganos. El agente
10 es asignado al objeto 4.1 y el agente 4.2 al objeto 10.

Etapa 2:

e

En esta etapa se satisface un ciclo formado por los nodos 2 y 6, por lo tanto los retiramos del
grafo y pasamos a la siguiente etapa con los nodos restantes. El agente 6 es asignado al objeto
2y el agente 2 al objeto 6.

Etapa 3:

En esta etapa encontramos un ciclo formado por tres parejas, los nodos 1, 8 y 11. Los sacamos
del grafo y repetimos la operacion con los nodos restantes. Los agentes 1, 8 y 11 son asignados
a los objetos 8, 11y 1, respectivamente.
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Etapa 4:

Volvemos a encontrar un ciclo de tres parejas formado por los nodos 3, 7 y 9. Procedemos a la
siguiente etapa con el Unico nodo restante. Los agentes 3, 7 y 9 son asignados a los objetos 7,

9y 3, respectivamente.

Etapa 5:

mismo objeto.

En la siguiente tabla podemos ver el resultado de la asignacidn al aplicar el algoritmo de TTC de

Gale modificado.

9

o

En esta Ultima etapa solo nos queda un nodo el cual por lo tanto al agente 5 le es asignado su

Og | Osg | Osg | O19 | Oro | Oy | Ogp | Ogp | Ogp | Os O42 04,
Oz | O Og Og Og 0, 02 | Oup | Oi1 | Oap 03 0,
Osg Og | Oo | Oxg | Osp | Ogp | O9 | O11 | Osq | Os Os 011
07 | O | 07 07 O7 | Oip | Oy | O2 | Og | O4 | O11 07
Op | 07 | Os Os 0Os Oy | O | Og | Oz | Og | Og Os
O41 | Oa1 | O11 | O9 09 0 | O3 | O | O | O 0, 041
Oy | Oy | Oy | Oy | Oy | Og | Og | Og | O7 | Ony 09 010
Oy | O1p | Oz | O11 | O11 | Os | O | O3 Os 07 010 O
011 | O 0Oq 02 0; | Oy | Os 07 Os | Og Os 0Oq
05 Os 0, Os Os O¢ 0, O O | O¢ Og 05
0, 05 05 05 05 07 07 | O | O3 | Oz 0, Osg
Os 0, Os 0, 0, 05 Og Os 01 | O 07 0,
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Para poder evaluar una situacién mas real, en la que el segundo donante del paciente 4 (04;)
suponga una mejor opcién para algunos de los pacientes y para otros no, debemos establecer
un criterio que haga que el 6rgano o donante 0,, sea compatible con algunos pacientes y con
otros no. En este caso utilizaremos el grupo sanguineo, y observaremos cuales son los
resultados cambiando el tipo sanguineo del segundo donante del paciente 4 (047).

Para ello, en primer lugar, tenemos que tener en cuenta las normas de compatibilidad del
donante segun el grupo sanguineo, sin tener en cuenta el Rh, ya que este no influye en un
trasplante.

Ademas para hacer una mejor aproximacion de la distribucién de los grupos sanguineos entre
la poblacién utilizaremos los datos estadisticos obtenidos por diferentes estudios sobre la
distribucidn de los grupos sanguineos en Espana, tanto de los donantes como de los
receptores. Estos son los siguientes:

[,g i S o msony recialvinvgp |

Trasplante renal de vivo: Grupo sanguneo de donantes y receptores.
Espafia 2012

GS donantes GS Receptores
EA @B @AB OO HA @B @AB OO

44%

Grafica 3.Fuente: Organizacion Nacional de Trasplantes

Como nosotros disponemos de un grupo de 11 parejas, de acuerdo con estos datos y para
simplificar los calculos supondremos que, en nuestra poblacidon hay 4 agentes (pacientes en
nuestro caso) y 4 objetos (donantes) pertenecientes al grupo sanguineo A, 4 agentes
(pacientes) y 4 objetos (donantes) pertenecientes al grupo O, 2 agentes (pacientes) y 2 objetos
(donantes) pertenecientes al grupo B, 1 agente (paciente) y 1 objeto (donante) pertenecientes
al grupo AB. En la tabla encontramos la distribucién de nuestra poblacién, y en ella podemos
ver la incompatibilidad que existe entre todas las parejas de nuestra poblacion:
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ay,az,0a3,aq 06, 07, 0g, 019

as, 4g, A7, ag 02, 04,09, 011
Qq-ayqo 03, Og
ain 01

Es necesario remarcar que el caso del donante universal, es decir en los casos en los que el
donante corresponde al grupo sanguineo O, la incompatibilidad viene dada por otro factor,
como el HLA o la edad de los pacientes, ya que si no, no seria posible justificar su
incompatibilidad ya que el grupo sanguineo O es el donante universal.

Ejemplo 3:

En este caso supondremos que el donante 04, es del grupo sanguineo A. Y en tal caso solo
podrd donar su érgano a aquellos pacientes que correspondan al grupo sanguineo A o AB, y
dentro de los grupos de dérganos correspondientes a un mismo grupo sanguineo estos se
ordenaran conforme a las mejores caracteristicas (edad, estado de salud, factor HLA, otros
factores de compatibilidad, etc) para cada agente (paciente).

0y | 0y | Oy | 041 | O O | 05 | 0s || 000 | 01
0q 011 0, 011 011 Os 05 0y (05 07 (05 0O¢
0 | 0, [ 05 [0, | 0, [0 | BB | 0o | DM | 0s 0,

03 Os 04 Os Os (03 01 019 Og O¢ 0Og 03

0s | 00 | 0s | 0, | 00 | 05 | 05 || 00 [ 00| O, | O,

Ejemplo 4:

En este caso supondremos que el donante 04, es del grupo sanguineo O. Y en tal caso solo
podra donar a aquellos pacientes que correspondan a cualquier grupo sanguineo, y dentro de
los grupos de 6rganos correspondientes a un mismo grupo sanguineo estos se ordenaran
conforme a las mejores caracteristicas (edad, otros factores de compatibilidad, etc) para cada
agente (paciente).
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Ejemplo 5:

En este caso supondremos que el donante 04, es del grupo sanguineo B. Y en tal caso solo
podra donar a aquellos pacientes que correspondan al grupo sanguineo B y AB, y dentro de los
grupos de dérganos correspondientes a un mismo grupo sanguineo estos se ordenaran
conforme a las mejores caracteristicas (edad, otros factores de compatibilidad, etc) para cada
agente (paciente).

O¢ (03 Og 019 010 | Oy 0; | 041 | O1n 03 Oy 01

07 010 07 07 07 011 041 02 09 041 05 07

Ejemplo 6:

En este caso supondremos que el donante o4, es del grupo sanguineo AB. Y en tal caso solo
podra donar a aquellos pacientes que correspondan al grupo sanguineo AB, y dentro de los
grupos de drganos correspondientes a un mismo grupo sanguineo estos se ordenaran
conforme a las mejores caracteristicas (edad, otros factores de compatibilidad, etc) para cada
agente (paciente).
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041 04—1 011 09 09 01 03 01 010 02 02 041

Los ejemplos anteriores sugieren que el grupo sanguineo puede tener mucha importancia a la
hora de poseer un donante adicional. Por un lado, si el donante que afiadimos es del grupo
sanguineo AB, el efecto que tendrd en el ciclo practicamente siempre serd nulo, ya que este
tiende a situarse en los ultimos puestos del ranking. En cambio si el donante adicional es del
grupo sanguineo O, es decir, es un donante universal, el paciente tiene muchas probabilidades
de obtener un objeto mucho mejor, ya que este es compatible con todos los pacientes.

La modificacién del algoritmo sigue manteniendo las siguientes propiedades:

e Laasignacidn estd en el nucleo.

e El mecanismo no es manipulable.

e Laasignacion es individualmente racional.

e El mecanismo escoge una asignacion de equilibrio competitivo asociado al problema
de asignacion.

En cambio, la asignacidn resultante de aplicar la modificacidn del algoritmo no proporciona
una asignacion eficiente en el sentido de Pareto, es decir, puede ser que al introducir un
donante adicional algin agente empeore, obtenga un objeto de su ranking de preferencias por
debajo de la asignacién que obtenia sin introducir u nuevo donante.

Por otro lado, podemos remarcar dos propiedades nuevas:

e Introducir un donante adicional mejora la situacién del paciente.
e EITTC de Gale, en el caso de que un mismo paciente disponga de mds de un donante,
identifica cual es el mejor drgano de estos dos, ya que este serd asignado antes.
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7. Conclusiones

La utilizacién, en los dltimos anos, de los trasplantes cruzados ha conseguido disminuir el
nimero de personas en lista de espera, gracias que estos dan la posibilidad a parejas
incompatibles de realizar trasplantes intercambiando los donantes con otras parejas. Con el
paso del tiempo y los avances médicos y técnicos, cada vez son mads los paises que realizan
este tipo de trasplantes, y los ciclos cada vez se componen de un mayor nimero de parejas.
Esto es positivo, ya que los trasplantes cruzados proporcionan una mayor compatibilidad entre
el paciente y el donante, y el trasplante proviene de un donante vivo, lo que proporciona una
mayor grado de supervivencia del drgano del donante en el paciente.

No sabemos cual es el algoritmo que usa cada pais para realizar la asignacion en los trasplantes
cruzados, pero podemos afirmar que el algoritmo de TTC de Gale proporciona una asignacién
eficiente y con unas buenas propiedades. Ademas este admite ciertas modificaciones, como la
de la introduccidon de un donante adicional para algunos o todos los pacientes, sin perder
ninguna de las propiedades de la asignacion.

En cuanto a la modificaciéon del algoritmo podemos ver que la introduccidon de un donante
adicional, al menos, siempre mejora la situacién del paciente o en el peor de los casos lo
mantiene en la misma situacion que estaba antes de introducir el nuevo donante. Entonces,
podemos decir que la introduccién de donantes adicionales es beneficiosa para el paciente
que lo posee, aunque puede hacer empeorar la situacién de los otros pacientes que
intervienen en el intercambio, ya que al tratarse de un equilibrio competitivo, si uno mejora
alguien tiene que empeorar.

Para finalizar, seria bueno realizar la reflexion de si realmente el mecanismo que se esta
utilizando para la asignacion de trasplantes cruzados se esta haciendo de una manera correcta,
ya que, como hemos podido ver en articulo anterior, hay algoritmos que presentan
propiedades extraordinarias para la realizacidn de esta asignacion y que seria bueno que todos
los paises fueran conscientes de ello.

La principal extraccidon que podemos hacer de este trabajo es que la economia es una ciencia
gue tiene muchos mas ambitos de aplicacion de los que parece, y que es necesario que los
economistas colaboren en la resolucion de problemas de asignacidn, ya que estos conocen
cuales son los mecanismos existentes y sus propiedades.
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